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Legyen az OD félegyenes pontja C. Ekkor a CO< DO feltétel miatt Caz
OD szakasz pontja. Az AOC, esetleg elfajuld, haromszog derékszogl,
igy ACO« <90°, ezért ACD « >90°, igy AD> AC.

Hasonléan BD > BC. Ezek Osszege: AD+ BD > AC+ BC.

Ha O a CD bels6 pontja, akkor C-nek O-ra valo titkrozésével a megol-
das az elébbi esetre visszavezethetd (1690. abra). ‘

1690 1691

a>90°, igy az ABD haromszdgben BD > BA, valamint
az AEC haromszogben CE> AC.

Ezért BD+ CE > BA+AC = (BE+ EA)+(AD+DC) = BE+DC+

+(EA+ AD).

Az AED haromszogben EA+ AD > ED.
Ezért BD+ CE > BE+ED+ DC.

(1691. abra).

Az ABCD trapézban al|c és a feltétel szerint
atb=c+d

Feltehetd, hogy az=c. '
Legyen CDAE paralelogramma. Itt F-e-4B, valamint

AE=c¢, EB=a—-c ¢é EC=d.
Ezért c+d = a+b = c+EB+b.
Ebbol kovetkezik, hogy d = EB+D.
Ez csak ugy lehet, ha B=E.

Tehat ABCD paralelogramma.

(1692. abra). -

1]

1693.

1694.

D az AB felezOmerdlegesének pontja. Ezért AD=BD. Az ABC és ADB
egyenlo szara haromszogek alapon fekvd szbgei egyenléek, igy ezek a
haromszogek hasonldak. o =a. Az ALDA-bé]

1

2 DFE
——— = C0S$ J = COS o,
AD
azaz
DE .
—— = 2 cos a kovetkezik.
AD
(1693. abra). 1693
' -3
Az n oldalli sokszog atloinak szdma nin—3) = 54.
Ebbol n> 0 miatt n=12.
' —2)180°
Az n oldalu szabalyos sokszog egy szdge: a = u
v n

10 - 180°

Ezért: o = = 150°.

(Vagy:aznoldala szébédyos sokszog egy oldalahoz tartoz6 kdzépponti
360° 360° ‘

sz0g Pt itt T2 = 30°. A 12 oldalt szabélyos sokszog egy szoge:

180°—30° = 150°.) S |

A Kkozéppontu, KE sugari kor egyenld iveihez (Br@= C(D=DE= stb.)

°

tartozé kdzépponti szdg Y = 45°, ezeken az iveken nyugvd keriileti

} 45°

szbgek y=0=¢=... = *2—: 22.5°,
Ezek egyuttal az A-bol induld
szomszédos atlok altal bezart szo-
gek. Az A4-bol indulé birmely 2
atlé hajlasszége n-22,5°, ahol
n=12,34756.

(PL.ABés AD sz6ge 2 - 22,5° = 45°,
ABés AH sz0ge 6 - 22,5° = 135°))
(1695. 4bra).
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Ismert, hogy a haromszog belsé és a hozza tartozo kiilsé szogfelezdi

merblegesek egymasra. Bzért, ha a belso szogfelezok metszéspontja |
'K és az ABC haromszog killsd szogfelezdi altal meghatarozott harom-

sz0g A'B'C’, az A’BKC négyszdg hirnégyszog.

Ezérto/ = 180°—w. Dea KBC haromszogben w = 180°— (g + %)

180° — o o ) o
= 180°— = 90°+ —, tehat o’ = 90°— .
2 2
P
Ugyanugy f/ = 90°— 2
' l4
=90"— ~.
' 2

Megjegyzés: oc’+ﬂ’+y’ =
« . B

= 90°— = +90°— = +90°—
2 2

~ L= 180n
2

(1696. abra).

. ) CI
A megoldast paraméteresen lasd az 1698-as feladatnal. Ha o= 66
p=72°, akkor y=42°, igy a hatszog két-két szemkoztes szoge
90°+33° = 123°, 90°+36° = 126°, 90°+21° = 111°.
(Megjegyzés: teljesiil a szogOsszegre az (n—2)180° = 720%)

A szdgfelezdk metszéspontja: K. K-nak a BC oldal felezépontjara, F-
vonatkozé tikorképe 4’. A kozeppontos titkrozés miatt KBA'C paral

logramma.
Ezért a megfeleld haromszogek belsd szogosszege alapjan:
o By . 180" —a Lo
o =i, = 180°— ——— = 180°— —=90"+ <.
2 2 2
s P
Ugyanugy: f = @, = 90° + 2
: 4
=, = 90°+ <.
y = 3

A tovabbi szogek az ABC haromszog belsé - szogfelezdi- es megfeleld
oldalai 4ltal bezart szdgek valtoszogekent adodik. Igy

BAC ¥ = ot g 37
C'BA ¥ = f+ —; +

A'CB < = y+ -g— +

(1698. dbra).

Jeloljitk p-vel a két belsd szogfelezd hajlasszogét. ¢ az ABF haromszog

o . o 180°—~ )
kiilsO szoge, ezért ¢ = — + /_g = r o 90° — L 90° — 875 = 47,5°.

2 2 2 2
(1699. abra).

N R

Az AOBharomszogben AOBX = 180°—< + g) = 180°— 180°—» _
2 2

y

= 90°+ = = 126"
S = 126

(1700. abra).

Az AOB haromszogben (1700. dbra).

24 Ly
>+ 3 = 180°,

at+f = 180°—y = 70°,
y=110°>90°, tehat az
ABC haromszog tompaszogu.
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Az n oldali sokszog belsé szdgeinek Osszege ocl+a2+...+b<,, =

= (n—2)180°. A konvex sokszog kills6 szdgei a belso szogek mellekszo-

gei, ezért ezek Osszege (180°—oy)+ (1807 —ay)+ (1807 —a,) =
= n180°— (oy + o, +... +ao,) = nl80°— (n—2)180° = 3607, tehat fig-
getlen n-tol.

Legyen ¢ az a-nak, ¢ a f-nak mellekszoge.

Ezérta+¢ = 180° (I) és f+& = 180° (II). A feltételek szerint

@=>5a (IIT) és ¢=2p (IV).

1és [II-bol  a=30°,

II és IV-b6l f=60".

Minthogy o+ f = 90°, a harmadik szog y=90°, tehat a haromszog
derékszogu. 7 :

(1703. abra). ' c

1703 / 1704

A feltételbdl adodik o= B és p=3,5y, ahol ¢ az « mellékszOge. Mdsrészt
¢ = y+ B, mert p az ABC haromszog kiils6 szoge. Az ABC hiromszog

belsd szdgeinek osszege 180° = 2ﬂ+y Sy+y = 6y. Innen y=30
a=pf=175"

(1704. abra).

Ha a <f <7y, akkor 0°<f<90° all fenn. Van olyan haromszog, amely- “‘

nek szogei

1) & ¢, 180°— (e + ),

2) 90°—¢, 90" — 9, et 0,

ahol ¢, ¢ tetszdlegesen kicsi,

azaz B szog tetszélegesen megkozelitheti a 0°-ot és a 90°-ot'is.

a) Ha p=60°, akkor ¢ =0".
b) Ha B> 60°: az dbra jeloléseit alkalmazva az ATC, ill. BTC deréksz

1706b

git hiromszdgben <‘/’JT %) +60° = 907, il <§ —(o) + 5= 90°. A két
egyenlet kﬁlénbsége: 2(o+ 60°—f = 0°,azaz: ¢ = é) —30°. (1706.5) 4bra).
c )y Ha f<60°: a BTC ill. ATC derékszogi haromszogben
<~2- + ¢> B = 90% il 60"+ G - gp) = 90°. A két egyenlet kiilSnbsége
20+6—-60° = 0°, azaz ¢ = 30°— g (1706.c)v abra).
Osszefoglalva a 37 esetet: ¢ = ' 30°— g, .

Az AOB haromszdg egyik kiilsd sz6- ' c
ge 60°. Ezért 7

Nlay

Ji5 ,
—_ + pE— — o
272 = 60°, igy y=60°.

A CTB haromszdgben
5 —10°+ 8 = 90°, ebb8l f="70° s vé-
gl o= 50° adédik (1707. abra).
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Tegyiik fel o> f=y. Ennek megfeleléen jeloljitk a haromszog szogeit.
A feltétel szerint f=3¢p, y=2¢, valamint & = 2(f+y) = 10¢. '
A haromszog szogeinek Osszege: a+f+y = 15¢ = 180°.

Ebbol p=12°, -

a=120°, p=36°, y=24".

[smert, hogy az n-szog (belsd) szdgeinek Osszege (n—2)180°.

gy 1560° = (n—2)180°+ o, ahol o a sokszog egyik kiilsé szoge és
nyilvan a<180°.

Minthogy 1560° = 8 - 180°+120°, igy n—2 = 8 miatt 10 oldalu a sok-
sz0g.

A feltétel szerint APB, BPC, CPA haromszdgek egyenld szaruak, azaz
P az ABC haromszdg kore irhato korének kozéppontja. A keriileti és
kozépponti szogek Osszefiiggése alapjan

APB ¥ =2y, amibdl PABx = 90°—y = a+—90°,
BPC « =2a, PBCx = 90°—u,
CPA« =28, PCAx = 90°— 4.
(1716. abra). 7
Megjegyzés: a feladat a kertileti-

kozépponti szogek Osszefiiggése
nélkill is megoldhato.

Ismert, hogy a beesési és visszave-
rédési szog egyenld. Az eldszor
beérkezd és masodjara visszaverd-
dé sugarak lehetnek a) ellentétes
iranytak, vagy b) egyezd irdnyu-
ak. ,

a) A feltétel szerint 20+ 28 = 180°,
azaz a+f = 90°.

Az AOBP négyszog hurnégyszdg,
ezért AOBx =BPCX. ‘
Minthogy ez utobbi az ABP ha-
romszog kiilsé szoge,

AOBx = a+p. .
EbbSl kovetkezik, hogy a két
siktitkdor  merdleges  egymasra
(1711.a) ébra).

b) A feltétel szerint az 4bran valtoszogek szerepel
200=2f, amibdl o= p.

- Az AOB haromszdgnek B-nél 1évé kiils szoge:
0+ f = 0+90°+ o, ezért w=0°.

nek, igy

Ez azt jelenti, hogy a két tiikkér parhuzamos (az AOB héromszog nem

7 jon létre) (1711. b)), ¢) abra).
4-
{3

1711b

1711c

Ha a trapéz két csticsat dsszekoté egyenes athalad a koréirt kor kozép-

pontjan, akkor ez vagy a) az AB oldal (4B>
4tlo cgyenese lehot, (4B>CD), vagy b) pl. az AC

q)AD=QC=CBmmHAOD{=DOC{=COB<:&P
Igy a trapéz szogei 60° és 120° (1712.a) abra). .
b) Thalesz tétele szerint ADC ¥ =90°, ABC x =90°, ezért

a=90°, tehat ABCD négyszde téel | v - ) )
(1712.5) 4bra). gyszog tegla ap, s6t AD=DC miatt négyzet

A feladatban szerepld trapéz va

d gy olyan szimmetrikus trapé ‘
hegyesszoge 60°, vagy négyzet. rapes, melynek

D "9 ~.¢C
D a C
-/
A
0 B a 0 o
A .B
1712a 1712b |
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Jeloljitkk az ABCD négyszog szogeit rendre o, ﬂ,v y és d-val. A feltétel

- Minthogy a négyszog belso szbgeinek Osszege 360°, igy o+ p=y+to=

szerint a+pf = y+4.

— 180°. Ebbdl AD|BC kovetkezik, tehat ennek a négyszognek van ket
parhuzamos oldala, azaz trapéz. .

Az AB oldal kétszer akkora, mint a vele parhuzamos kozépvonal. Ezért
a feltétel szerint AB=AC, a haromszog egyenld szaru, alapja BC,
mielynek felezémerdlegese eppen az A-bél induld szogfelezo. ;

A BCT derékszogli hiromszogben BCT X = 90°—f = a és az AOC
egyenld szarn haromszogben 0CAx =u. Igy az f-re vonatkozd szim-
‘metria miatt f felezi a TCO szoget is (1715. abra).

o+ '
Mivel BM kilsé szogfelezd, ezért CBM X = —22 Az ABM harom-

’ o o+ : :
szbg szOgosszege 5 +p+ _2_7 1+45° = 180°. Ebbél y=90° kovetkezik

(1716. &bra).

Az ABC haromszogbe beirhato kor K kézéppontja illeszkedik az XY

szakaszra, ahol XY||AB. ,
Bizonyitjuk, hogy AX+BY = XY. A fe}tételek alapjan KABX =

o ‘
= AKX ¥ = 3 (valtoszdgek, AK szdgfelezl).

Bzért AKX A egyenld szari: AX=KX (D)
ugyanigy bizonyithato, hogy B Y=KY (ID).
Az L. és 11, OsszegezésébOl kapjuk a bizonyitando dsszefliggést (1717

abra).

b c
7
K
60°
3
A
1717 B
_ 1718

A BKC hiromszs 5 szart, mi I
aromszog egyenl$ szarl, mivel a teglalap 4tl6i egyenldk és

felezik egymast. KC= KB, ez&
. - - LC=LB, ezert f=y=60° . .
haromszég. Ebbdl adédik az 4llitas }()1718. péizéj BKC egyenl$ oldalt

BDE heiromszégbeﬁ b=RBD 5 = !
_ 3 _ ! ., ,
[f és BD 7 BE. Masrészt a derékszogti

haromszogek egybevagdsaga miatt BD=CE= AF illetve' 4D=BE=

_ . 1 1
=CF. Ebb6l BD = — = —aqa,i V§
3 AB 3 a,igy b = 3 (1719. abra).

A felta . . .
eltetel szerint BCF és ARF haromszdgek egyike egyenlé szarg

F e 45 mi ,
5 miatt ez csak az 4 BF haromszdg lehet. BCF haromszog kitls&

— B
8z0ge ¢ = 90°+ = { 5
ge g = 90°+ 5 1gy az egyenl$ oldalak AF= BF, illetve az egyenld

szogek o = 5(1720. abra).

C

B 1719 1720 5 ¢




Az ABC haromszog szogeinek Hsszegébdl 3a=90°, tehat a= 30°.
A BCF haromszogre igaz, hogy 2CF= BF=FA, tehét a BF szogfelezd
1 :2 aranyban osztja a szemkoztes CA oldalt. '

1721. A feltétel szerint BCF szabalyos
" haromszog, igy B=0=60". Az
ACF egyenld szaru haromszog
Kiilsé szoge 6 = 2o Ezért o= 30° es
y=90°. Ebb8l AC = a)3 (1721.

abra).

1721

1722. 1. megoldds. Az ABE derékszOgl haromszogben EB = a 3, a DCE

derékszogli haromszogben DC = a=CE \ﬁ

Ezek segitségével EB szakasz kétféleképpen 18 kifejezhetd:
EB = a3 = 3CE,

EB = 5+CE.

fgy CE=2,5 cm ¢s EB= 7,5 cm

(1722/1. ébra). o .
I1. megoldés. ED-t tukrozve DC-re és DA-val eltolva kapjuk az EAE

derékszogl haromszoget. Erre alkalmazva a magassagtételt AB* =
= (5+ x)x és ismerve, hogy ABE haromszdgben AB = x 1/3, x értéke
kiszamithato. x=2,5 cm. EB=17,5 cm (1722/11. &bra).

A
603 \ D
30° \ / 160°
a \ £ 30
\
\
. \
. |
B : C E E x B c x E

1722/1. S 1722/11.
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1723,

1724,

CE|AD és CE=AD=a. Ebbél kévetke- D o C

zik, hogy az ECB h4 5
EB=aﬁAB=AEHB%tTjEfJ /(Az %
= a(1+}3) | Ry Ce
y = 90°+60° = 150° (1723. 4bra). . 4 E\ /8
; Megjegyzés: a trapéz szerkesztésébgl Iét—\ >~ ' //
szik, hogy a csak a révidebbik alap lehet T—— ////
© 1723

Ketféleképpen hel
yezkedhet el 4 és B az S si &
. ikh
a) Ha A-t és B-t az S sik nem vélasztia szét: o0z képest.

-CB||A'B" és CB=A'R' =g, BB'||CA" és BB'=CA'=q

Az ABC derékszogi haromszogre:
AC = BC)3 =a|s.
A4 = [
A" = AC+CA" = a1 +)3) (1724.q) abra).

b) Ha A-t és B-t i
-t az § sik szétvalasztj
. , Jd, a gon m g :
azonos, csak az utolsé részben van eltérés{ig dolatmenct az clgbbivel

AA = AC-A'C = :
AC—A'C = a(f3—1) (1724.5) 4bra).

A 1724a
20
1724b
B a
> C

Qg

B .A‘ Xy
/ B

) | 217




1725.

1726.

1727.

1728.

218

2Rn
A Kiteritett palast ive N = Rz és a kup alapkorének keriilete 2rz a

feladat szerint egyenld: R = 2rm, igy R=2r. Ezért a kap tengelymetsze-
te: ABC haromszog egyenld oldalu, azaz o= 60" (1725. abra).

A

2rm B

A megoldas elvét 1asd az 1725-0s feladat megoldasanal. Ebbol adodik:
a kup alapkorének kerillete 2rm= 10z, igy r=>5 cm.
ABC haromszog ezek szerint szabalyos, ezértm = 5 ﬁ cm.

A haromszdg koré irt kor K kézéppontja az oldalfelez6-merdlegesek
metszéspontja. K valamelyik stlyvonalra, illetve valamelyik szdgfelezo-
re csak akkor esik, ha a stulyvonal, illetve a szogfelezd azonos a harom-
sz0g valamely oldalfelez6-merdlegesével. Ezért
igaz: b), e); hamis: a), ¢), d) és f).
A K pont kdzépvonalra csak ugy eshet, ha annak valamely végpontjara
esik. Bz csak a derékszogii haromszogre teljestil. Ezért
igaz: h); hamis: g), i).

a) Igaz.
Minden szdgtartomany tartalmazza a szdgfelezd félegyenesét. Ezert a
haromszdg belsé szogfelezdinek metszéspotitjat — a beirt kor kozép-
pontjat — a haromszog belsejeben tartalmazza.

b) Igaz, mivel minden haromszogre igaz az allitas.
¢) Hamis, a) alapjan. ‘
Ha a haromszdg egyenld szaru, azaz szimmetrikus, akkor az alappa
szemkoztes szog felez8je, az alap szakaszfelezd-merdlegese és az alap
hoz tartozd magassagvonal egybeesik. Ezért az egyenld szart harom
szdg beirt korének kozéppontja illeszkedik erre az egyenesre.
(Mas héromszog esetén a felsorolt egyenesek nem illeszkedSek.)

730.

Ezek alapjan: '
d) Hamis. e) Igaz. ) Hamis. g) Hamis. h) Igaz. i) Hamis
a) A feltétel szerint

atec

b=k, és ismert, hogy k =

Ezért a trapéz keriilete:
K= a+2b+c = 4k.

b) A Thalész-kor kodzéppontja F, sugara é = ]—c
2 2

]C

- vonal felezépontja (1729. abra).

1729 1730

Jel('-jlljﬁk. a paralelogramma cstcsainak az e e
vetileteit 4,, B,, C,, D

rendre a, b, ¢, d-vel.
V‘ e , 7
izsgaljuk az A4,C,Césa DD, B, B (esetleg elfajulé) trapézokat. Mivel

. g 4 & r 7 7 r

Fejezziik ki a kdzépvonalat a vele parhuzamos oldalakkal!
atec b+d |
2 2

1 : gyenesre esé merdleges
1-8Yel, a csucsok e egyenestSl mért tavolsagait

azaz a+c = b+d, amit bizonvitani
_ = 2, yitani kellett (1730. 3
Megjegyzés : Elfajulod trapézt ka ( abra).

4tloja merbleges e-re. punk, ha a paralelogramma valamelyik
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E |
1
i |

. c
'~ 1731. A PBC derékszogli haromszogben
. /3 7
CPBx = 90" . .
z A DOB derékszogii haromszogben
| DQBx = 90"~ 7. q
Felhasznalva, hogy PQCx=DQB<x . fA y
csucsszogek, CPQ < =PQCx A 5
* adodik, tehat a PQC haromszog-egyen- 1731
16 szaru (1731. abra).
) 0 i ikus, ezért az APQ haromszdg 1s
i ABC haromszog szimmetrl 5, omsog
i 1s\;lilr\r]leriljtzrikus. fgy az APQ < hegyesszdg, APB« tompaszog. Lz¢
ABP haromszogben AB> AP (1732. abra). o < telenttétel
Az ABQ haromszogben AB>AQ (= AP), ezért a szogielez :
zZ
rint:
PQ.
BP> Q‘ .
A
1
| /
I : -
P Q
‘IB732 1733
1733. A feladatban szerepld sugarak az AO B szoget negyedelik,

s 5 hurral valo me
bljiik a szognegyedeldknek az AB hurra iy

edelik. Jel ) azdB
neénslprcl)enggait P, O, R-rel. Ekkor a szimmetria miatt 4
SZ , O, K

ICIQ :1Q§Q<OA ezért az AOQ ¢ szogfelezbje az AQ oldalt 0-ho
ive ,

kozelebb metszi. (Lasd a szogfelezdtetelt.) (1733. abra).
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1734.

Két kiilonboz6 tipusa négyszog allithatd dssze a 2-2 szakaszbol:

a) Ha az egymas mellett fekvé oldalak kalonbozdek (1, 2, 1, 2 hosszi-
sdguak), akkor a négyszog paralelogramma lesz, mivel szemkoztes
-oldalai egyenléek. A paralelogramma szdgei nem meghatérozottak, igy
specialis esetként adédik egy téglalap is. )

b) Ha a négyszog két-két szomszédos oldala egyenld, akkor ez delioid.
(Ebben az esetben is végtelen sok négyszoget kapunk.)

A szabalyos 6tszdg tengelyesen szimmetrikus, igy a keletkezett négy-
sz0g is tengelyesen szimmetrikus lesz. Mivel két oldala parhuzamos,
ezért a négyszog szimmetrikus trapéz,
A szabalyos dtszog szOgei 108°-o0sak, igy a trapéz szogei 72°, 72°, 108°,
108°,
A trapéz ismeretlen oldalat, 4D = x-et, tobbféleképpen is meghatéroz-
hatjuk (I, :-
L. Az ATE derékszogii haromszogbdl (1735/1. 4bra)
X
~ = asin 54°, - £
2 .
AD = x = 2qsin 54,
I1. Vizsgéljuk az ACD haromszoget ! 2
(1735/11. 4bra.)
A hdromszdg szogei: 72°,72°, 36°,
oldalai: x, x, a.

A C csucsnal levs sz0g felezdje az
AD oldalt F pontban metszi.

A szdgeket figyelembe véve megalla-
pithat6, hogy az FDC haromszog
egyenld szari (FC=a) és hasonld a
DCA haromszdghdz. Masrészt az
AFC haromszog is egyenlé szary,
AF=FC=q.

Hasonlé haromszégekben a megfele-
16 oldalak aranya egyenld: .

X—da a

a x .

1735/11.
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Az egyenlet rendezésével x-1¢

1+5

x=4a

2
| 2]1\511:,’)g(;]'leké))ze's : A fenti levezetésekbOl sin 54°7p0ntos srtékét is megkap-
tuk:

1+5
sin 54° = T
A lehetséges esetek: o
ABCD szimmetrikus trapez s%ogel
60°, 60°, 120, 120° (3 db szabalyos
haromszogbol all). o
ABCE deltoid szogei 90, 6’0 , 90 f
120° (2 db 30°-60°-0s derekszogu
haromszog; Thalész-tétel):
BCEF téglalap (Thalész—t.eitel):
Maés tipustt négyszOg nem jon 1retre‘
Felhasznaltuk, hogy 2 szab'alyos
hatszog 6 db szabalyos hgrom-
sz0ghol épithetd fel (1736. abra).

1736

k — a szabalyos nyolcsz
kusak. A trapéz szimme !
lamelyik szimmetriatengelyere.

A szdba johetd trapézo
lembe véve — szimmetrl
a szabalyos nyolcszog va

og tulajdonsagait ﬁgyf:
triatengelye illeszkedik

739.

a) A kozds szimmetriatengely a szabalyos nyolcszog szemkoztes oldal-
felezd pontjaira (P, Q) illeszkedd egyenes. A megfeleld trapéz nem
hosszabb alapjanak végpontjai: 4, B kozvetlen szomszedos csicspon-
tok. A masik alap lehet: CH, DG, FE (téglalap) (1737. L abra).

A kozods szimmetriatengely a szabalyos nyolcszog szemkoztes csucs-
pontjaira (B, F) illeszkedd egyenes. A megfeleld trapézok nem hosszabb
alapjanak végpontjai: 4, C, masodik szomszédos csucspontok. A ma-
sik alap lehet: DH vagy EG (négyzet) (1737. IL abra).

T6bb eset nincs, mert a 3., illetve 4. szomszédos csucspontokra épiild
trapézok az a) vagy b) esetben mar szerepeltek.

b) Az ABCH trapéz szbgei: 45°;45°;135%; 135°;az ABDG ¢ésaz ACDH
trapéz szogei: 67,5°; 67,5°; 112,5%; 112,5°; az ABEF és az ACEG trapéz
minden szoge 90°.

A H, E, F, G oldalfelezd pontok, ezért EF az ABC, GH a CDA
haromszdg AC oldalédval parhuzamos kdzépvonala. fgy EF||AC|GH

1
és EF = GH = iAC' Ezért minden négyszog (térbeli is) oldalfelezd

pontjai paralelogrammat hatdroznak meg.

A feltétel szerint EFGH rombusz, ezért az ABCD négyszog 4tloi egyen-
18ek (a rombusz oldalanak kétszeresével).

Tehat ha egy négyszdg oldalfelezd pontjai rombuszt hataroznak meg,
akkor a négyszog 4tloi egyenldk (1738. abra).

Cl
D
G ~C
DI D B Bl
A ¢
A

1739 A

Az adott négyzet belsejében 16v0 és a négyzeten kivil fekv6 4-4 pont
négyzetet hatdroz meg. ' :

 Négyszoget kaphatunk, ha a 8 pont koziil dgy valasztunk ki 4-et, hogy

a kiilsé négyzet cslicsaibol rendre
a) 4-et, b) 3-at, ¢) 2-t, d) 1-et, illetve e) 0-t,

" g a tobbit a belsd négyzet csucspontjai koziil valasztjuk (1739. abra).
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 kothatnak négyzetet,

" Ennek megfelel6en:

a) A'B'C'D’ negyzet.

b) A’B'C'B, A'B'C'D deltoidok. Az 4,
egyenesre, igy ebbdl nem kapunk négyszoget.

¢) Ha a kiilsd négyzet ket szomszédos csucspontjat valasztjuk ki:
A’B'AB, A’B CD szimmetrikus trapézok. '
(4’B’'BC nem specidlis konkav négyszog.)

Ha a nagy négyzet két szemkoztes csucspontjat valasztjuk ki: 4’BC'D

rombusz.

d) ABCB', ABCD’ deltoidok. (4, illetve C’ nem felelnek meg, lasd a

b) esetet.)
e) ABCD négyzet.

Legyen P-nek az ABCD sikjara esd
merdleges vetillete P’. A feltételek
miatt a PAP’, PBP', PCP" és PDF’
derékszogli haromszogek egybeva-
goak (2-2 oldal és a nagyobbikkal
szemkoztes szOg egyenld), igy
P'A=PB=PC=PD, tehat 4, B,

. Cés D egy P’ kdzéppontu kor pont-

jai. Tehat ABCD hlirnégyszog. Al-
téglalapot,
spec. rombuszt (négyzetet), specidlis
deltoidot (négyzetet), szimmetrikus
trapézt, specidlis érinténégyszoget
(1740. abra).

A feltétel szerint a négyszog harom oldala egyenl§: a= b=c.

o) négyzet legyen: sziikséges feltétel

pl.: albvagy blcvagy a=d legyen.

(Kettd egyiitt elégséges feltétel is.)

B) deltoid legyen : szikseges feltétel: d=a. (Igy a négyszdg rombus

azaz specialis deltoid lesz.)
Ez egytttal elégséges feltétel is.

Nz érinténéqgyszog legyen 1. f) pont.

A feltétel szerint a négyszog két szomszédos oldala egyenld: a=Db

merdleges egymasra: a.Lb.

o) négyzet legyen: szitkséges feltétel pl. clla vagy c¢Lb.

Ezek sziiksé d ‘ol . . )
is o p. ges, de ne@ elegseges feltételek. Elégséges feltetel pl. ¢ L b

B) trapffz legyen: sziikséges feltétel pl. aHb.
Ez eg’yuttal elégséges feltétel is.
7) hurnégyszog legyen: szﬁkséges (és egyben elégséges) feltétel ¢ d.

illetve a C illeszkedik A4'C

a) Igaz, mert a rombuszra teljesii
Z, m jesiil, hogy olyan konvex né 0
. ben két-két szemkoztes oldal Osszege egyenld. Byseoe amely-

b) Hamis. (Példaul: 1743.5) abra).
f{ ) %gaz. Mlvefl a ktégl.alapnak van két parhuzamos oldala, ezért trapéz
) Igaz. A szimmetrikus trapéz szemkoztes szogeinek Osszege 180° ‘

1743b 17454

a) Hamis. Ha a deltoid egymdssal e

nem hirnégyszog. gyenld szogel nem 900‘08&,1{’ akkor

b) Igaz. A konvex deltoid érinténé 6 i
toné St-ké 0
e PR oot gyszog, hiszen két-két szemkoztes
2 ) gam'l& A rombusz olyan deltoid, amely egyben trapéz is.
) amis. Deltoidnak nevezzitk azt a négyszoget, amelynek két-két
szomszc?dos oldala egyenld. Tehat a deltoid oldalai rendre 4. g b, b
ahol a és b nem feltétleniil egyenldek. B

e) Igaz. A négyzet olyan tégl o
' glalap, amely delt
/) Hamis. Lehet konkav is. y oid is.

1740

Z j%gzz, mivel minden deltoid tengelyesen szimmetrikus.
¢) Igaz: a szimmetrikus trapéz.

d) Hamis. (Pl.: 1745.d) 4bra).

e) Igaz..Pl.: a négyzet, a konvex deltoidok stb
/) Hamis. (Lasd az 1743.5) abrajat!) '

Jeloljitk az AD és CE e spont]
> gyenesek metszéspontjat A - :
egyenesek metszéspontjat C,-gyel! POTURL Aureyel, €D és AE

AABC és BC L CE miatt 44, L CE, valamint
CC,llBA és BA L AE miatt CC, L AE.
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1748.
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Bzért AA, és CCyaz ACE héromézbg két magasségvonalya, D m;e':tszjzs
pontjuk a magassagpont. gy az ED 'eg}/enes az ACE harglgsz;)g
oldaldhoz tartozo magassagvonala, tehat ED L AC (1746. abra).

E

P
B A E
1746 1747

Mivel E az AB szakasz felezc’ipontja,‘ezért a PE sulyvonal felezi a C
alapot is (F-ben). fgy EF =<,EP,—FP. ) 4
Az ABP és DCP derékszoglh haromszogekben
1 1 ’
EP = EAB €s FP = ECD‘
1 L
Tehat £EF = E(AB_ CD) (1747, édbra).

" A kor iveinek hossza (i), a hozzajuk tartozo kézépponti (w) €s keriile
() szdgek kozodtti Osszefiiggés alapjan:

i1l = @y 1@, = 0y,
16:10 = o, : 35",

Innen

o, = 56"

Mivel a megadott szogek Osszege 360°, ezért a kor kozéppontja

haromszog belsejében van. o ,
Az AB iviez tartozdé ACB« Keruleti szog fele az AB iven nyugy

AOB « kdzépponti szdgnek. fgy a haromszog sz0gei a megadott sz0ge
1

—-szeresel’
2

50°, 55°, 75°.

750.
1751,

1752.

1753.

. Az ACBD hiirnégyszog

Az ivek adott aranyabol kovetkezik, hogy a héaromszog hegyesszogil.
Az ABC haromszdg oldalai a kéré irt kor kozéppontjabdl 2a, 28, 2y
szOgben latszodnak. Az o= 3, B=40, y=56 és a+p+ y,= 180°-bél
=45 f=60°; y=75". -

A megoldis gondolatmenetét 14sd az 1750-esnél. Itt o, =20, y=3a

szerepel. A hdromszog szogei: 30°, 60° és 90°, tehat a feltételeknek eleget
tevd haromszogek derékszogliek. ‘

A kozépponti szogek arényét’ figyelembe véve o+ 2o+ 3a = 360°, ami-
b8l =60 (lasd az 1750-cs megoldasat is). A haromszog szogei
g = 30°, % = 60",? = 90°. A kapott derékszc’jgﬁ héromszég étfogéja
a kor atméréje 2r, a két befogo r és r [@

A korivek, a hozzajuk tartozo kdzépponti és keriileti sz0gek Osszefiig-

gése alapjan

7
721l = w:2r—w) = o: (m—a). Eszerint o = %rad.

Az bsszetartozod keriileti és kozépponti szogek o és . Ezért 2a=co.

. i 11z , Hzn
A feltétel szerint w+o = —6— Ezekbdl: o = Krad.

A keresett szogek 6 és 7.

C ) : o

Az AOP derékszogii haromszoghél w = 90° — 5

0 és 2w ésézetartozé kerileti és kdzépponti szogek,

o
0=w=90"— —.
2

‘ezért

r r i a
levén y = 90°+ — .

2
(1755. &bra.)

1755
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Az AOB ¥ =60", ezért -a kozépponti és keriileti szogek Osszefiigges
alapjan — a kisebbik AB-hez tartozo keriileti sz0g: BEA & =307,
kiegészitd ivhez tartozo szdg 150°-0s (pl. APBx =30°, AQBx =150°
Ugyanigy az AC ivhez tartoz6 kozépponti és keriileti szogeket figyelem
be véve pl. APC ¥ =60°, AQC ¥ =120°. A legnagyobb 4tl6 egyuttal
kor atmérdje, igy ez a kdrvonal szoba johetd pontjaibol 90°-ban latszi
(1756. 4bra).

P ¢ 1756

1757

A nagyobbik ivhez tartozéd kdzépponti szog 180°—45° = 135°. Ezért
kozépponti és kerilleti szogek Osszefiiggése alapjan a keresett sz0

135° .
- = 67,5° (1757. abra).

A keresett pontok az AK hiirhoz tartozo 60°-os (/) korok és az ado
(k) kor segitségével hatirozhatok meg. Ezek a pontok (1758. abra):
a) P és Q (I és k metszéspontjati).
b) PB és BQ ivek pontjai (PQ iv) P és Q nélkill. (A k kornek azok
pontjai, amelyek az / 14tokorokon kivill vannak.)
¢) PA és QA ivek pontjai P, 4, Q nélkul
(k kornek azon pontjai, amelyek az [ korokon belil vannak).
Megjegyzés: 1. Felhaszndltuk azt az ismert tényt, hogy adott szaka
a 14t0kdron belilli pontokbol az « 1atdszognél nagyobb, kiilsé ponto
"bol a-nal kisebb szogben latszik.

2. 0= 60° esetén P és Q nemcsak 1atokdrrel szerkeszthe
meg.

A keresett pontok az A B szakaszhoz tartoz6 [ latokor és az adott k k
segitségével hatarozhatok meg.

a) P (a 30°-o0s [ 1atokor és k kor metszéspontja).

b) Q (AB atmérdjli 4 Thalész-kor és k metszéspontja).

- b) Az AK szakasz tompaszo

1758 k

1759
¢) AQ kisebbik iv megfelels pontja 4 és Q nélkil.

Megjegyzés : 14sd az 1758. me

1désahoy o o ) 3
is (1759. 4bra) goldasahoz fiizott megjegyzés 1) pontjat

A bglsé k korvonal és az
pontjai P és Q (1760. abra)
a) k korvonal P és

AK atmérdjlii Thalész-kérvonal (1) kozos
0 pontjébél Ié’tszi-k az AK szakasz derékszogben.
amelyek ¢ korlemez bels poglllat?gi,l aliisjélx(/eaf ;(“ b'prgg?oatl /on pontaibol
ety . Ko s et e Korvonal a7 onte,

H c
a
A 2 B
£

1760 1761

Legyenek a paralelogramma oldalai
AB, illetve DC felez6pontjai E,
A DC oldal azen pontjai, amel
atméréjli Thalész-kor és DC

( AB=DC=2a, AD=RBC=aq, sz
illetve F. ’

Xelibél AB derékszogben latszik, az AB
kozds pontjai. a=60° miatt E4= ED=

= EF=a, ezért a Keresett pontok F é&s D (1761. 4bra).
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Hasonléan megmutathato, hogy a DC oldal az AB oldal E és B pontja

bol latszik derékszdgben.

Az AD és BC oldalak belsd pontjaibol 4B es DC oldalak egyike sem

latszik derékszogben.
fgy a paralelogramma kerilletén

A C-beli érintd metszi az AB egyenest, ezért a#£45".

1. o> 45°: (1762/1. &bra).

a) Ha ACDA egyenld szara, akkor «<90° miatt AD=AC. A DAC

o ,
haromszdg egyik kills6 szoge o= 20. Bzért DCO¥ = 2 +a = 90°1ig

oa=060°.

b) Ha BCDA egyenld szarii, akkor BCD« >90° miatt BC=DC &
p=3. Az ABC derékszogl haromszoghdl f = 90°—a. A BCD héarom-

szOg bels6 szogeinek Osszege:
3(90° — o) +90° = 180°.

Ebbdl a=60°

1. Ha a<45° (1762./I1. dbra.)

a) Ha ACDA egyenld szart, akkor ACD % >90° miatt AC=DC
S5=0. Az ACD haromszdg belsd szogeinek Osszege: ‘

35+90° = 180°.
Ebbsl a=30°.

b) Ha BCDA egyenld szar, akkor ABCx =f<90° miatt BC=18
CAB« =0 a BC iven nyugvo keriileti szdg. Ez megegyezik az ugy;
ezen iven nyugvo BCD ¥ érintd szar kertileti szoggel.

A fentiek szerint = o. Tehat ACD haromszog 1s egyenld szarl. fgy

szerint a=30°.

1762/1.

az E, B, F és D pontokbol 1atszik
valamelyik hosszabbik oldal derékszogben.

1762/11.

64,

5.

1763..

A’P por}[‘g(')l ke, korhéz hiizott érin
htizott érintdk szogét f-
O, P a tengelyes szimm

t8k szagéi jeloljitk a-v o1t

‘ -val, a k, kérhoz
fa!}‘ A.feladat szerint o+ f = 90°. O lzD i?ire}ioz
elria miatt felezi a-t, illetve f-t. gy o

1
o,P — o, |

1£0, % AT S p = 135
(1763. dbra.)

1763

A tengelyes' szimmetri i
12 =
Pt miatt 4U= A4V,

BD||AC miatt DBA ¥ = 4.

DBCA hiirnégyszdg, ezért § = BDAx = 180°—p

Az ABD haromszogbs
P mszogb6l DABx = 180°—g—¢§ =

: 2
UAVE = “DABx o= 1
3 *= 3@t = 2 180" = 60

ezért elég belatni, hogy

(180°—8)— o =

Tehata VAU haromszdg szabalyos (1764. abra).

1764

A, felté:[elek szerint a négyszog hur-
negysz,og s BD atloja a koré irt kor
egyik atmérsje. 7

231



1766.

1767.

232

AC 4tl6 az O pontbol 120°-os szdgben latszik, akkor a kisebbik

Ha az
AC ivhez tartozo keriileti szogek

AC ivre is igaz ez. Az ehhez az
60°-osak.
Mivel ABCD hiirnégyszog, ezert

a kiegészitd ivhez tartozé6 ABC«
=120° (1765. abra). 3

A
B ' E

1765

Az AOCB négyszog deltoid. (Két-ket egyenld oldala a korsugar, illetv

a B pontbol hiizott érintdszakaszok.) )

A deltoid 4tloi merdlegesek egymasra. fgy az atlok metszéspontjabo
 az oldalak (pl.: AB is) derékszog alatt latszanak (1766. abra).

Be kell latni, hogy BTK derékszogl haromszog egyenld szar(. Ehhe
elég megmutatni, hogy KBTx =45° (1767. 4bra). .
Az ABT derékszogli hiromszdeben

'O

o
"TABX = 2 ezért

" P
[0
ABT% = 90— - | / K
' 9,

Innen, minthogy a+f = 90, ezert

R _ ﬁ— .
KBTx = ABT< 2—45. ‘ 1767

BD szogfelezd, ezért az AD ivhez
tartozd kozépponti szég 30°-o0s
ugyanezen ivhez tartozéd kerﬁléti
$20g ACD ¥ =15°.

A Dl,?C haromszog ,Vderékszégﬁ :
- (Thalész-tétel), ezért ACEx =75

(1768. ébra).

Az A-,b(')l indul/é\szégfelezé felezi
a BC ivet. Az A’C-hez tartozo ke-
b7

rileti  szo = = ,
§ S208 74 5 Ugyanigy
.
2 5 -
Tehat: y =y, +y, = atp
2 E
ugyanigy: g = a+y,
2
tovabbd: o = P47
2

(1769. abra.)

A feltételeknek megfelels ABC

rheiromszégben B =90"+y és le-
gyen BD L BC, tovabba az A-bol

indulé magassig ATLBC. Igy
BD||AT miatt TABX = ABD ¥ =y
(Vélj[észégek). Az AB-hez tartozé
kf:ruleti sz0g és ezen ivet tartalma-
20, A. csucsu érintészart kerileti
8zog 1s y. Minthogy a kérhdz 4-
ban csak egy érinté hiizhatd, ezért
AT egyenes a kor A-beli érintdje
(1770. abra). :

1770
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“tehat BCFE hurnégyszog (1772 abra). - A UX

XYB¥ =90, mert ¥ az AX a4tmérdjlii Thalész-
kor egy (4-161 és X-t61 killonb6zd) pontja. Ezért
BCXY hurnégyszog (szemkoztes szogeinek 0sz-
szege 180°) (1771. abra).

ABCD hurnégyszog, ezért BCDx = 180°—a,
tovabba ennek mellékszoge y=a. Az AD|EF
feltétel miatt & = 180°—a. A BCFE négyszog
2 szemkoztes szogének Osszege: e+y = 180°

Ebbdl kovetkezik, hogy 4D||BC, i izsedlt né g trapé
) , 1gy a vizsgalt négyszog tra
- (1774. b), 1774. ¢) ébra). ‘ Bysvos rapes

A 1774c¢

1771

1775, A feltétel szerint PQ||RS: az 1774. megoldasa alapjan PS||QR, tehat

A szabalyos hatszdg oldalfelezd pontjai a hatszogbe irt korre illeszkeds a vizsgilt négyszog paralel (1775 &b
‘ clogramma (1775. 4bra).

nek. Ennek a kérnek barmely négy pontja — definicié szerint — htirnégy
szoget alkot. :

A

o)
1772

a) Ha Fés ABés Ea CD szakasz belsé pontja: Az AFED hlirnégyszog
¢ = 180°—a; p-nek mellékszoge w = 180°—¢ = o (1774. a) abra)
BCEF hurnégyszog: fi+w = 180°, amelyekbdl f+o = 180°. Ez az
jelenti, hogy BC||AD, tehat ABCD trapéz.
b), illetve c) ' :

Ha F az AB szakasz pontja és E a CD szakaszon kivill van (vag)
forditva), illetve ,
ha Faz AB és E a CD szakaszon kivill van:

Az AFDE, illetve az AEFD négyszdg hurnégyszog, ezért a=e¢,
BCFE négyszOg hurnégyszog, ezért f=e,

tehat o=pf."

1775

Az AC= BD feltételbdl vagy

a) ABC ¥ = DAB « (és ADC ¥ = DCB <) egyenl6ség (1776. ab-
ra), vagy
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" Ebbdl kovetkezik, hogy

b) ABC ¥ =DCB¥ (és ADC« =DABx) egyenldség kovetkezik.
fgy az ABCD négyszogben két-két szomszédos szdg egyenld. Tehat
ABCD szimmetrikus trapéz.

A megadott szerkesztés miatt az ACED négyszog olyan hirnégyszog,
amelynek az atloi egyenldek: AE=DC(= AB).
Az 1776-0s feladat megoldasiban bizonyitottuk, hogy ha egy hlirnégy-
szdg atloi egyenldek, akkor a négyszog szimmetrikus trapéz (1777.
abra). 7
C , E
D

A

1776

A feltétel szerint 04, =1.

OA, A, hiaromszdg szabalyos, ezért
A A,=1.

Az A,A;A, derékszoglh haromszog-
ben A,A,=1 és A A,=2, ezért
A As=13. :
Tehat

A A=A Ag=1, A Ay=A,45=13
és A A =2.

A1142 'AiA:), 'A1A4'A1A5'A‘1A6 = 6

(1778. abra).

Igen. Példaul a téglalap (ha nem négyzet).

A hursokszdg egyenld oldalaihoz egyenld kozépponti szogek €s egybe-

vagd A,0A,,, egyenld szari haromszogek tartoznak. O kézéppontué

360 szogli forgatassal a fenti n oldala sokszog képe onmaga.
n

Tehat ha egy hursokszog oldalai egyenldek, akkor szogei is egyenld

Az 1781. b) 4bra alapjan:

A BA és BC félegyenes szimmetrikus a B csticson 4tmend szOgfelezbre,

igy A a BC félegyenes pontja. Hasonldan A; - 1s illeszkedik a CB
félegyenesre. .

A tikrozés miatt c=AB=A,B,
illetve b=CA=CA,. Az a oldal-
nak a b és ¢ oldalakhoz valé viszo-
nyatol fiiggden a levezetés innen
két részre bomlik:
a)Haa<b(a<césa>cesetén az
egyenletek azonosak).

Az 1781. a) abra alapjan:

Ad, = A;B+BA, = c+BA,, B
“BA, = CA,—CB=b—a.
Ezekbl A
2

A1A2 = C+b_a.

b)Haa>b(a<césa> cesetén az
egyenletek azonosak).

A4, = AB—A,B = c—A,B,
A,B = BC—CA4, = a—b,

igy

A1A2 = C+b_a.

A végeredmény tehat minden ha-
romszogre azonos.

1781b

A"z A ?sﬁcsnak a B csucson 4tmend kiilsd szogfelezére vonatkozé
tl'lkorkepe A’ a BC oldalegyenes B kezdépontti C-t nem tartalmazé
félegyenesére esik és c=AB=A'B .

Hasonléan A" a BC oldalegyenes C kezdépontt B-t nem tartalmazéd
felegyenesére illeszkedik és b=CA=CA".

Ezért ‘
A’A” = A’'B+ BC+
+CA” = a+b+c
(1782. abra).

AII
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1783.

1784.

1785.

1786.
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" Tehat CA” L AB.

Ha az A csticson 4tmend m magassagvonalanak az A-beli f szogfelez0-
re vonatkozo tiikkorképe az A B egyenes, akkor f és m szOge megegyezik
f és AB hajlasszogével (1783. abra). Mivel f felezi a BAC x-et, ezért
m az AC egyenessel azonos. Ebbdl AC L BC kovetkezik. Tehat az ABC
haromszog derékszogi (y=90°). :

B .

1783 1784 : 1787. A tengelyes tiikrozés miatt 447 1 BC, illetve DD’ L BC. A feltételt is
figyelembe véve AD L BC, azaz a+ f = 90° (1787. abra).

Az ABT haromszog derekszogu és f=30°, ezért BAT ¥ =60 (1784.

abra).

Ha T-nek az A-n Atmend sulyvonalra vonatkozo tiikorképe illeszkedik

AB-re, akkor s, felezi a BAT % -et, azaz BAF+ =30°. Ezért BFA egyen-

16 szaru haromszdg, BF=FA.

Mivel F felezi a BC oldalt, ezért BF=FC.

fgy az F kozéppontu, BF sugar( korre illeszkedik az A csucs, tehat

a=90°, az ABC haromszdg derékszogii.

.a) ABL CFés BC 1 DF miatt A és D az FB
atmero i Thalé
pontia (4DBF harnégyszog). ! alesz-kor 1-1

b)Aés DaCE atmér6jli Thalész-kor 1-1 N ., .
(1788. 4bra). r 1-1 pontja: ACDE hurnégyszog

AA’B haromszog (a titkrozés miatt) derékszogli: A'BL AB.
A BA'CA” négyszdg kdozéppontosan szimmetrikus, tehat paralelogram
ma: CA”||A’B (1785. abra).

Hasonléan mutathaté meg, hogy BA” L AC.
A" az ABC haromszog két magassagvonaldra illeszkedik, ezért A" a
haromszog magassagpontja.

A kér atmérdje AA’, ezért A’B L AB (1),
illetve 4°C 1. AC (ID).
Az ABC hiromszdg magassagpontja M, ezért CM L AB (I11),
illetve BM 1 AC (IV).
Az L és [I1.-bol kovetkezik : 4’ B||CM (1786. dbra), tovabba a IL. és [V
egyenletbSl: 4°C||BM, ami azt jelenti, hogy A"BMC paralelogramma.

c
1788

78, ABO és CDO egybeva
g6 egyenld szard ha
szOgik a. romszogek, az alapon fekvé
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OCE ¥ az OCD « = o mellékszoge, igy ’
OCE« = 180°—a, tehat OCEA hurnégyszog (1789. abra).

1789 1790

Jelolhetjitk az ABC haromszog szogeit gy, hogy y=f legyen. Abran-

kon (1790. abra) y <90°.

A B-bél, illetve C-bol induld magasségok'talppontjai B’, .i'lletveo , na,
magassagpont M. Az AB'MC’ hurnégyszog (2 szemkozti szdge 90°-90"-

0s).
w = 180°—a; ,

o' = a tikrozés miatt. Tehat M’-bdl az a oldal 180°—« szégbe,n:

latszodik.
Megjegyzés:

a) Az eredmény azt is jelenti, hogy
ABM'C hirnégyszog.

b) y=90° esetén M'= B, nem ke-
letkezik szdg, tovabba y>90° ese-
tén ' = o adodik.

Az R és S szerkesztése miatt 5=«
P’ szerkesztése miatt ¢=0. Ezek-
bbl a=¢. Ezért 4 és P’ az RS-hez -
tartozo o 1latdszogh 1atokor pont-
jai, tehat ARSP" hirnégyszog
(1791. abra).

Megjegyzés: Az ARSP’ négyszog
szimmetrikus trapéz.

- (1793. 4bra).

794,

CBE « = aty, mert az _ 0
ABC haromszog kiilsé szo-
ge.

CBD « = o, mert a CB iv-
hez tartozd érintészart ke-
riileti sz0g. Ezért
DBE x = y.

BCDE hurnégyszog, igy
et BCDx = 180°, ahol
BCDx = 180°—y.  Ebbdl
e=vy. Tehat a BDE harom-
sz0g egyenld szart (1792.
abra). , :
I. megoldds: AP-t toljuk el C-be, igy megkapjuk a CRP hiromszog
PR-hez tartozo magassagat. E haromszog masik magassaga BP.

CT= AP a szerkesztés miatt, : : R

BP= AP a CP-re vonatkozé szim-
metria miatt. :
Tehat CT=BP. Igy a CRP ha-
romszog két magassaga egyenld,
ezért e haromszoég egyenld szaru

1792

11, megoldas :
BPCx=CPBx=§ a CP-re vo-
natkoz6 szimmetria miatt.

PR L PA,ezért CPR+ = 90°—§.
Masrészt a PCB derékszogli ha-
romszégben

PCBx =90°—9¢,

tehdt a CRP haromszég egyenl
szari. ‘

1793

1. megoldds: A szerkesztés miatt
0A> OB, ezért a szemkdzti sz6-
gekre igaz, hogy >,

PAB¥ = 90°—uq,

PBAx = 90°—4.

A fentieket figyelembe véve:
90°— o > 90°— B, tehat az allitas
igaz (1794. abra).
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II. megoldas: A hir hossza 2x, PB=y, az ermtoszakasz e. Az érintd
és szeldszakaszok tétele ertelmében: e

e? = (y+x) (y—x). Ebbdl 2 +x? = y?, tehat e<y.
fgy az APB hiromszogben az e és y oldallal szemkoztes szogekre
ABPx <PAB<x. :

Jeloljik a P-re illeszked§ érint6kon fekvo érintési pontokat E-vel
F-fel, tovabba a G pontbeli érintének az eléz6 érintdkkel vald metszé
pontjait Q-val és R-rel.

a) Illeszkedjen G a rovidebb EF ivre. (1795 a) abra).
Bizonyitandé, hogy QOR « ‘dllando, azaz G-t6] fuggetlen.
PEOF hurnégyszog, mert két szémkoztes szoge 90°-os. Ezert a kisebb
EOF ¥ = 180°— EPFx = 130°—¢.

QOE és QOG, valamint RGO ¢€s RFO derékszogl haromszogek =
oldalak egyenlésége miatt — egybevagoak, ezert

EOQ¥x=00Gx ¢ GOR¥X=ROF<x.
Igy

‘ : —90°- 7
QOR«x = QOG< +GORK = EEOF{ = 5

Mivel a kor és P adottak voltak és ezek -t egyértelmiien meghatéro

28k, ezért QOR¥ = 90°— gis allando.

b) Legyen G a hosszabbik EF iv pontja (1795. b) abra).
A nagyobbik (G-t tartalmazo)

=.360°—(180°

EOF ¥ —EPF¥) = 180°+¢.

- Itt is megmutathaté (az el6z6 részben felhasznalt derékszogii harom-
szOgek segitségével), hogy

1
QORx = EEOF( ~ 90°+ g

Tehat ha G-t a nagyobbik EF koriven tetsz6legesen Valasztjuk akkor
QOR«-et P és a kor egyértelmiien meghatirozza.
Megjegyzés: Az adott kér a POR haromszog a ) OR oldalahoz irt kore,

illetve b) beirt kore. fgy a keresett szogek az 1696-0s és 1699-¢s felada-
tok megoldasabél is meghatarozhatdk.

Az FBC haromszogben AB_L CF és FD L BC, ezért E e haromszog
magassagpontja (1796. abra).

a) Tehat CE is magassagvonal, azaz CE L BF. Ebbbl ETBA ~ EACA
kovetkezik, amibdl adédik, hogy EBF & = ECA <.

b) Az 1790-es feladat megoldasabol kovetkezik, hogy a magassagpont-

nak a haromszog oldalaira vonatkozé tikorképei a haromszog kore irt
korre illeszkednek.

El
C D C
D ‘ J
~ K /
L 0 H
G
F
AR
A 2 8
1796 1797
a) Tetszbleges két szomszédos cstics az O pontbdl o = 45°-0s szdg-

ben latszik.

Megmutatjuk, hogy a cstcsoknak O-t6l mért tavolsdga azonos (1797.
abra).

A szerkesztési utasitis szerint F és G is illeszkedik az OAB x szogfelez-
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1799.

1800.
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jére. Alkalmazzuk a szogfelezé-tételt az ATO és az AOB egyenld szart
derékszoglh haromszogekre (figyelembe véve, hogy
AB=2, 40 = OB = OG+GB = |2 ¢és AT = OT = OF+FT = 1),

OF: FT=12:1 & OG:GB=|2:2

2

Ezekb6l OF = 0G = ——= = 2—)2.

1+)2

Tehat a nyoleszog szabalyos.

b) A fenti levezetésbdl kdvetkezik, hogy a szabalyos nyolcszog kore
irhaté kdrének sugara R = OF = 2—1/5.

a) lgaz.

b) lgaz. (Lasd a)-t.)
¢) Hamis. (Lasd a)-t.)
d) lgaz.

e) Igaz. (Lasd d)-t.)
f) Hamis. (Lasd d)-t.)

g) Hamis. (Az egyenld szar( haromszog szimmetriatengelyere csak egy
oldalfelezd pont, az alap felezépontja illeszkedik.)

h) Hamis. (Lasd g)-t.)

i) Igaz. (Lasd g)-t.)

A tukrozés miatt AA4°, BB f':s cC
a kor egy-egy atmérdje. Igy az
AC'A'C, C’'BCB’ és BA'B' A négy-
szOgek kdzéppontosan szimmetri-

kusak, ezért szemkoztes oldalaik -

egyenibek (1799. abra):

CAC'=CA’,
CB =BC,
BA'=AB'.

A ‘harom egyenletet 6sszeadva a
bizonyitand6

AC'+CB+BA" = CA+BC+AF
egyenloséget kapjuk. -

Az AA’BB négyszog O pont koriili 90°-os elforgatqttja BB'CC’ negy-

$z0g.

802.

801.

Az AA'BB’ négyszog atléinak metszés
elforgatottja a BB'CC’ negyszog atldinak
egyenld szari derékszogli haromszd

ABCD és A'B'C’'D’ négyzet me
zetet alkotnak (1800. Abra).

Cl

DO

1800

Elég belatni, hogy CAT* =0A4B+. AOBx=24CR
*ugyanazon iven nyugvé kdzéppont, illetve keriileti szOgek (1801. 4abra).

pontja P. Ennek O kériihi 90°-0s
0 metszéspontja. igy POQ
g. Ebbdl kovetkezik, hogy az
gfelel6 oldalainak metszespontjai négy-

€ =2y, mert

Az AOB egyenl6 szara haromszogbdl ¢ = 90° ~ 7, az ACT derékszogii

haromszogb6dl & = 90°—~ 9, tehat p=c.

Legyen az ABCD négyszdg két egyenld oldala 4D = BC. Szerkessziik
meg az FDAP és FCBQ paralelogrammakat. Ezekre fennall (1802. a)

abra):

FP=DA=CB=FQ, ezért PFQ
egyenld szart haromszog.
PFEX=AGEx és

QFEx =BHEx. Tehit elég be-
latni, hogy PFEx =QFE«x.
APBQ négyszdg paralelogramma
(hiszen AP=DF=FC= 0B, ¢és

VAPHQ’B), ezért atloi felezik egy-

maést. Igy E a PQ szakasz felezg-
pontja, FE a PQF egyenls szari

haromszog F csticsdhoz tartozo

szogfelezbje. -
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- illeszkedd, P’ P”-vel parhuzamos kézépvonala, melynek , mésik” vég-
pontja D. Igy P*p" &g PP"-nek a P”-n kiviil a D is kdzds pontja, techat
a két egyenes azonos, P*D=p”pD= PD, tehat P* egybeesik P-vel.
Megjegyzés: Adott P esetén a fenti szerkesztési utasitassal kaphatunk
hurkolt négyszoget is. : :

Megjegyzés : egy masik lehetséges
megoldashoz ad segitséget az
1802. b) abra.

1803. Az FDB<x felezbjének pontja E,
ezért EC=ET, tovabba DC=DT
(1803. abra). ’
ECFA =ETBA (egy oldal e 2
szogiik paronként egyenld), ,erart
CF=TB. A fentickb6l adodik:

DF=DB.

D

/7

7

g

‘a) Ha az AB és CD szakaszok egy-egy megfeleld végpontja azonos (pl.
- A= C), akkor a keresett forgatas k6zéppontja a kozos pont (A).

b) Kiilonben AC f felezémerGlegesére, majda B'CD« (#£0) g szogfele-

z0jére vonatkozo tiikrozések egymdsutanja 4B-t CD-be viszi.

A feladat szerint ABHCD, ezért fha.

Keét egymdst O-ban metszé (f és g) egyenesekre vonatkozo tukrozések

‘egymasutanja egy O koriili elforgatéssal helyettesithets. (A forgatas

sz0ge f és g szdgének kétszerese.) ’

fgy a keresett forgatas kézéppontja az f és g egyenesek O metszés-
- pontja. (1805. abra). :

B_ { Bl
y . e
A B
to f s
R 1805 18061,

1804. Legyen P a feltételeknek eleget tevé pont (1804.4ébra).

P-nek A-ra vonatkozo tikorképe P’; ‘
P’-nek B-re vonatkozo tﬁkorke,pe P ,
P’-nek C-re vonatkozo titkorképe P,

. r - 3 r P*.
.nek D-re vonatkozo titkdrképe i o
l};e kell 1atni, hogy P azonos P*-gal. Egyrészt BC||P'P”, mert B

1. megoldds. Az A pontra vonatkozé tikrozés helyettesithetd az 4 pon-
 ton dtmend e= AB és ari merdleges 7, egyenesre vonatkozd tiikkrozések
egymasutanjaval. Hasonléan a B pontra vonatkozé titkrozés a 1, és e
egyenesre vonatkozd tiikrozések egymasutdnjaval helyettesitheté
(1806/1. abra). )
Ennek alapjan az 4 pontra és az f egyenesre Vonatkozé_gﬁkrézések
egymasutanja az e egyenesre vonatkozo tiikrdzés és a v= 4B vektorral
valo eltolds egymdsutanjaval helyettesithets. Ez megegyezik az f-re és
~ B-re vonatkozo tiikrézések egymésutdnjaval. 7

II. megoldds. P-b8l indulva a tiukrozésekkel 1étrejott 0O, R, illetve

T pontra igaz, hogy QR||AB| PT, azaz PTRQ trapéz, melynek kozép-

' ,
67EPVO! < = — P’P”. Mast

P'P”P” haromszdg kozépvonala. Ugyanezért BC 3 '
ABCD paralelogramma miatt ez érvényes AD-re 1s: AD||P'P”, ill

AD = 1P’P’” Ezért AD a PP'P” és P*P'P” héromszégnek is
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1807.

1808.

1809.
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vonala AB. Tehat Ba TR felezdpontja, azaz R tekinthetd a T pont B-rg
vonatkozé tikorképének (1806/11. abra). o _,
Megjegyzés: A titkrozéssel kapott T, R, Q 2 P-vel alkothatnak hurkol
négyszoget, vagy illeszkedhetnek az AB egyenesre. Ezen esetekre i
kimutathato az allitds igaz volta (1806/M abra). '

R Q
p N

A/“ B

Q

1806/11. 1806/M

—
Az __0_1)'és 0, kdzéppontl tilkrozések egymasutanja a v = 20,0,
= AA, eltolassal helyettesithetd. Az A,-nek O51a vonatkozd tiikor
pe A, ezért O 2z A, A, felezbpontja. Ezért —mivel A4,lle—, az A4,
haromszog kozépvonalat tartalmazza az e egyenes (1807. 4bra).
Megjegyzés: Ha A -e- e, akkor A; e-e, tehat az allitas ekkor is 1g

A=A

B B'
1808

1807

- Nem. A feltételeket az ABC ‘65 AB'C haromszdg egyarant teljest
nem egybevagoak (1808. abra).
Nem (lasd az 1809. abrat). Az egybevagosaghoz biztositani kell,
a szerepld 2 szoga 2 haromszogben megfeleld szdgek legyenek. B
oldalhoz viszonyitott helyzetitk adja meg.

810,

1809

1810 A D ' B

ﬁxZ Al?C és B,DC h‘e.'trgmszégben DC<AC= BC, igy a két haromszog-
en két oldal és a rovidebbel szemkozti szog paronként egyenl. Ebbol

‘nem kovetkezik, hogy a két haromszog egybevago. (1810. abra.)

I." megoldds. Belatjuk, hogy az ABC haromszog AX sulyvonala me-
fllfge:l az EG szakaszra és fele akkora. (Ebb6l kovetkezik, hogy az
dromszog A-bdl induldo magassdgvonal i :

ST o) @ g gvonala felezi a BC szakaszt.)

Két egyenes akkor és cs.ak akkor merdleges egymasra, ha valamelyik-

;ek- a 90°-o0s elforgatot’tja, a masik egyenessel egyallasi egyenes.

E01 gassu/k elaz ABC h’aromszéget A pont koril 90°-kal az abra szerint.
%{kor A..ZA.’. B =F és C’ illeszkedik az AG egyenesre. AX az EC'G

haromszog kozépvonala, hiszen 4, illetve X7 felezi a C'G, illetve C'E

. [
szakaszt. Bzért AX = AX = EEG’ és AX merdleges az EG szakasszal

parhuzamos AX -re. G

1811/1

!
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1813.  APB«x=90°, mert OAPB hir- P

II. megoldas. A vektorosszeadds szabalya szerint
ax=btc & y=c—b. » négyszog (1813. dbra). AL
Albi=[b|,lel =[] & Dbb'=0 ec’=0 élgﬁifp{z%’ el 04 PE, A
Gsszefiiggeseket figyelembe véve ' - Bzért APA; ¥ = 90°— APB, « =
2xy = (c+b) (¢/—b) = be’—cb". = BPB, x.
b és ¢ szoge és ¢ s b’ szoge egyenld (o+90°), ezeért - Megjegyzés: A bizonyitasban
: nem haszndltuk fel, hogy P az 0%

2xy=0. B, B

; AOB ' szogfelezbjének ontja.
Ebbél x Ly kovetkezik (1811/I1. abra). g ) pontj

A megoldasbol adodik, hogy
PAA; A ~PBB,A. Ha P a szog- 1813
felezore illeszkedik, e két harom-

sz0g egybevago.

1814. Az AOPx = POBx = g, ezért
a hozzajuk tartozoé korivek, illetve
hurok egyenléek, tehat
PB=PA" ¢é PB=PA.
OA'PB’ ¢ OAPB négyszdgek
hurnégyszogek, ezért
A'PB'x = 180°—¢9 = APB,
igy A/ PA< =B PB«x.

A fentiekb6l kovetkezik, hogy

. AA'PA = BB'PA.

Ezért A4’= BB’ (1814. abra).

1811/1.

1812. Forgéssuk el az ABC haromszoget
60°-kal az abra szerint B pont koril
ugy, hogy 4 pont képe D-legyen.
Ekkor C pont képe E lesz. Ezért az
ABC és DBE haromszogek egybeva-
gbak, azaz AC=DE (1812. abra).

815. Ha P az AOB siknegyed pontja
(1815. abra):

OB||QM, ezért MOP < = 180°— .
OMQ@P hirnégyszog, ezért '
MOPx = 180°— POM <.

fgy POM ¥ = 8.

Az OBQ és OPM haromszdgben
OB=0P=r ¢és az ezeken nyugvo
szogek egyenléek, ezért

OBOQA =POMA.,

M

1815
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1816.

1817,

i818.

1819.

- A feltétel szerint:

© Ebbél

fgy az OMQP hirnégyszog atloi: 0Q és MP e.gyenlc'iek,' tehat a 177
feladat megoldasa szerint ¢ négyszg szimmetrikus trape;.' S
Ezért QM =r= 0B, azaz M illeszkedik a kor B" pontbeli érintdjere
Megjegyzés: Ha P az A-val, A’-vel vagy B-vel esik egybe, M pont/m,a
hatarozhatd meg, illetve Q nem létezik. Ha P= R, akkorrM =,B L
az allitis nyilvanvaldan igaz. P mas helyzetében a bizonyitas lényeg
ben a fentiek szerint torténik.

Az a befogdijl egyenld szart derékszogli haromszodg atfogdja: a‘f

a \/5 = g+3.
Ebbél a = 3()2+1) cm és
a haromszog keriilete: k = 3a+3 = 3(3 1/§+ 4) cm.
Az a oldall szabalyos haromszog magassaga
e
m=a .
A feltétel szerint

3
a=a§+2:

a= 42+ ﬁ) cm és
k = 12(2+3) cm.

Az a oldald szabalyos haromszog magassiga

;3

m=aqa e
A feltétel szerint

m=a—6.

Ebbdl

m = 6(3+213) cm.

Az a, b befogoju derékszoglh haromszog
atfogojanak négyzete: a>+bh? = 412 és
a haromszog teriilete: %ab = 180.

Innen a két befogd 9 cm €s 40 cm.

820.

A keresett tivolsag FK=x. Az ABC
haromszég  szimmetrigja miatt,
AK=BK=a, gy a feltétel szerint
2a+(9—x) = 15. Az AFK derékszo-
gl hdromszdgre felirt Pitagorasz-tétel
szerint x = Ja®—9. E két Osszefiig-
gésbél adodo o~ 3a+ 15 = 0 egyen-
let gydkei a=3 és a=5. Az elébbi
alapjan x=0 cm, tehit K az alap
felezOpontjara esik. Az utobbibdl
x=4 cm, igy K az ABC haromszog
koréirt korének a kdzéppontja (1820.
dbra).

1820 4 3 FfF 3 B8

A keresett szakasz AT= x. A feltételbd] addéddan AB=2.5 és BC= 7,5.
Az ABT és BCE derékszogii haromszogre alkalmazva Pitagorasz téte-
1ét, figyelembe véve, hogy AD=38, irhaté: ‘ )
V2,52 —x2+ /7,52 = (2+x)2 = 8. Ebbél megfeleld rendezéssel két négy-
zetre emelés utdn kapjuk: 68x2+36x—319 = 0. Ebbd] kerekitve

x=1,9.m-t kapunk (1821. dbra). : c
1821 ¢ a 3
) |
12 2 i
¥ 2 D { 3
N7/ 7 A x 3
, B £ : A
T ] A x P 10-x Q B
- 8 - 1822
A megoldas feltétele, hogy a DC atmér6ji Thalész-kornek AB szakasz-
- . . - DC J109
- szal legyen k6z6s pontja. Itt ez teljestll, mert FP = — = EN >
9
> 7= FT. A feltétel szerint CPD <« =90°. Ezért APD¥x =PCB<x,

‘ 10—x 3
igy a PADA ~CBPA alapjan felirhato g T
x
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Az érintd merdleges az érintési ponthoz tartozd sugarra. Az ABC

Az ebbdl kaphat6 x> —10x+ 18 = 0 egyenlet gydkei 5+ 7 és 511,
azaz 7,65 cm és 2,35 cm a megoldds (1822. abra). |
Megjegyzés: A két értékbdl lathatd, hogy Pes Q az AB felez6pontjara
szimmetrikus. Ez a szerkesztésb6l is nyilvanvalo.
Két ilyen haromszog 1étezik ABC és ABC'. Az ATC derékszogl harom-
sz6gb6l TC=3. Az ABT derékszdgl haromszogre felirva Pitagorasy
tételét (3+ x)2+42 = 72, Innen 3+x = |/33. Ebbdl
a=CB=x=|33-3 ¢ o = C'B=x+6=|33+3 (1823. abra)

derékszogli haromszdgben a 30°-os szoggel szemkozti befogo 3 cn,
ezért AC=6 cm. Minthogy BC=CP=CQ=3 cm, igy AP=3 cm &
AQ =9 cm (1824. abra).

Q) Q
P
60° ’ >
A 8 828.
1823 1824

Az AOB haromszdgre felirjuk a cosinustetelt,
AB? = a*+b*—2ab cos 60° = a*+b*—ab.

A derékszogli haromszdg oldalainak szokasos jeldlésével az allitas i
irhat6 fel: ¢ = ~2 (a+b). \/§~V€1 szorozva, majd négyzetre emelve kap

juk: 2¢2 = (a+b)*. A Pitagorasz-tételbél ¢* = a*+b?, ezért a 2¢°
> 4%+ b*+ 2ab Bsszefiiggésbdl ¢2—2ab = 0 vagyis a®+b*—2ab 2 0
ami (a—b)? = 0 alakban irhat6. Bz mindig igaz; egyenldség a
esetén adodik. A 1épések ekvivalensek, tehat a kiindulod osszefugge
igaz. :

Megjegyzés: 1) Az allitas igaz volta leolvashatd a Pitagorasz-t
bizonyitasabol ismert dbra kiegészitésebdl. Itt ¢ —2ab a PORS négy.
teriiletét adja (1826.M. abra). 2) A négyzetes €s a szamtani ko
kozotti dsszefilggésbdl az allitas kozvetleniil adodik.

1827.

Felirjuk a Pitagorasz-tételt (1827. abra)
az ABQ haromszdgre BQ* = AB*+ AQ? (1)

APC haromszdgre PC* = AP?+ AC* (11
ABC héromszogre BC* = AB*+AC* (IIL)
APQ haromszogre PQ? = AP>+ AQ> (IV.)."

Az 1. és1I. egyenlet Ossze i, mi :
- , ge ugyanannyi, mint a I11. 0 i
bizonyitani akartunk. g Y Beszege, amit

b

¢ (o]
P Q
S R b

1826.V 1827

A PitagoraSz-tétel megforditasa szerin
gora taza), b), d),
szereplo haromszogek derékszogtiek. o » /) pontokban

A Pitagorasz-tételbdl kovetkezik, h
PR Kezik, hogy a c¢) pontban szerepls .
ZZOk nem derekszogli haromszog oldalai. ' replS szaka
z e) pontndl a és b viszonylagos értékétd] fii i . .
derékszogli-e: yiag eto fugg’ hOgy a haromszog
Ha VZ(a+ b) lenne a derékszdgli haromszog legnagyobb oldala, akkor

a szamitasbol b=0 adédik. Ilyen hiromszog ni :
szerint 5> 0. 4 $zog mincs, mert a feltétel

H’a HO=3 cm, akkor a négyzet atldja AC = 6- HO = 18 cm. s a
négyzet oldala 4B = 9|2 cm (1829. &bra). ’
Ebbdl HA=6cm, ¢é HC=12 cm.

 Legyen HH,| BC, ekkor H, az AB A-hoz kézelebb esé harmadol6
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W]

' 1
pontja, és HH, = EBC =3}2cm
(pl. a parhuzamos szelok tétele alap-
jan). ‘
HD=HB-t a HH B derékszogii ha- 0
romszogbol kapjuk: 3
HD = HB = |HH>+ H,B> = - H

= |/18+72 =3 \/Tﬁ (cm). i
|

A feltételek szerint: 1829

a=bh+3, /> +B2+6 = a+b.

Ezekbél a=12 dm, b=9 dm a téglalap két oldala..

Legyen AP=PC=x, ekkor PB = 9—x. A PBC hiromszogre felir
a Pitagorasz-tételt, az

x? = (9—x)*+3?

egyenldséget kapjuk. Ebbol x=35 (1831. abra).

Tehat P az A cstcstol 5 cm tavolsagra van.

Legyen PC=x, ekkor AP = 12—xés PB = x—2. A PBC héromézé
re felirva a Pitagorasz-tételt kapjuk (1832. dbra):

x? = (x—2)%+6°

Ebbdl x=10, AP=2, s az APD derékszogli haromszogbdl a keres
szakasz )

PD = 36+4 = 210 (cm).

Megjegyzés: AP<10 adddott, tehat van AB-nek ilyen tulajdonsa
belsé pontja.

D 10
\
S
s \ x
X// 3 \
e

A X P B A P
1831 1832 -

1833.

834,

Két eset lehetséges.

a) P a DC oldal pontja (1833. a) abra):

- PC=62-3,6=26(cm).
PA-t és PB-t a Pitagorasz-tétel felhasznalasaval hatarozzuk meg.
P4 =|/8,42+3,62 = |/83,52 ~ 9,1 (cm),

PB = |[8,42+2,67 = |/77,32 ~ 8,8 (cm).

0. 36 P c P 3.6' D 6,2 c
8,4
8.4
A 6.2 B A B
1833a 1833b

b) Pnincs a PC szakaszon (1833. 5 ) 4bra): PC=62+36=98 (cm)‘
P4 =|83,52 ~ 9,1 (cm), PB = |/9,82+8,4% = ]/166,6 ~ 12,9 (cm).

A feladatot a Pitagorasz-tétel

alkalmazasaval oldhatjuk meg R D A ¢ A
(1834. 4bra), <</

Ha P a téglalap CD oldaldn
kiviil, a D csucshoz fekszik ko-
zelebb (P,), akkor - 1834
P4 =|c?+b? P,C=a+c, P\B=|atc) >+ = Va2 +b*+ ¢ + 2ac.
Ha P a CD szakasz pontja (P,), akkor

P4 = W, P,C=a—c P,B= |/(a—c)2+b2 = Va2+b2+c2—2ac.

}{3{ P a téglalap CD oldalan kiviil, a C cstcshoz fekszik kdzelebb (P3),
akkor

P3A = |c?+b? P;C = c—a, P,B = |[(c—a)?+b? =

= la—c)*+b> = >+ >+ 2= 2ac.
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Hiizzunk a C ponton keresztiil parhuzamost AD-vel. Az igy kap

Ezek szerint:

a) Csak akkor van ilyen csucs —a B—, ha P a DC egyenes D kezdbpon:
ta, C-t nem tartalmazo félegyenesének a pontja. ‘

b) Csak akkor van ilyen csucs —a B —, ha P a DC felegyenes pontja

c) A téglalap A csicsa a keresett csucs.

Jeloljik' T-vel a C pontnak az AB oldalra esé merdleges vetiileté
Ekkor T8 = %(AB— CD) = 1,2 em és AT=8,4 cm (1835. 4bra).

A trapéz magassiga az ATC derékszdgii haromszogbol:

CT? = AC?— AT? = 92°—8,4> = 1408, CT = |[14,08.

A trapéz szara a CTB derékszogh haromszoghdl:

CB* = CT>+ TB* = 14,08+ 1,44 = |/15,52,
CB = }15,52 ~ 3,9 (cm).

D 7.2 C
D ¢ C
9.l
W |y 453
ali L]
A 9.6 B A ro
1835 1836

Jeloljiik T-vel a D csucsnak az AB hosszabbik alapra esé meroleg

a - c 3 Iy 4
vetiiletét (1836. abra). Ekkor AT = - Az ADT derékszogi haro

' szogbdl

2

<"_2_C> — AD>—DT?,

azaz (a—c)? = 41°—11%) - 4.

Innen a—c=4 V@G,

masrészt a+c = 2-45=90.

fey a = 45+2)390 ~ 84,5 (mm),
| ¢ = 45-2}390 ~ 5,5 (mm).

AFCD paralelogramma 3 cm oldald rombusz. Ezért F felezi az
oldalt. Ez azt jelenti, hogy C pont rajta van az AB atméroji kor
tehat ACB¥ =90°. AC az ABC haromszdogbol Pitagorasz-tétellel s

839.

840.

838.

mithaté ki (1837. 4bra):

AC?* = AB*— BC? = 20,

AC =25 cm.

Megjegyzés: AC<BD, mert az
AECD szimmetrikus trapéz 4tloi
AC=ED ¥s a BDE tompaszdgii ha-
romszogben ED < BD.

Az AC atldé altal lemetszett 4CD haromszogben §=90°, ezért

AD=DC=d. A masik egyenld szarti derékszogl héromszégne’k vagy

az atfogdja AC= dl/i (a)), vagy a befogéja (b)). Az a) esetben (1838.

a) abra) d oldalt négyzet teriilete 1=d?, a b) esetben (1838 b) abra) a
d+2d 3

trapéz alapjai d és 2d, t = —— - d = = 42,
' 2 2
0 c ' D d c 1838b
d d a2 5 g
| |
A d g 1838a A 2d 8

Ha y>90°, akkor csak y = 3 -45° = 135° esetén lehet a 3 egyenld szar

- héaromszog derékszogii. Ezért a haromszogek befogdi EB= EC= AE=

b)2 b)2

=AD=DC=——, a trapéz kerilete: btd—-= b(1+212) (1839.

abra).

Az ABCD rombus teriilete T=a? sin 150°= 1, ebbdl a=|2. Az atlok

tobbféle ﬁton(is kiszamithatok (1840. abra). I. Az 4t1ok 4ltal Iétrehozott

D bfzz_ c 1839 ) 1840
2
b2 b
Y -
| | &S
i 45° A
A b‘/_zz £ DQ ) _.)////////////////,
3 A a L)
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CAC? = 2¢%—24a% cos 150° = 4<1+ E) ;

' BD? = 2a%—24% cos 30° = 4<1~ Sk

derékszdgli haromszogbdl a félatlok sin, illetve cos szogfliggvennye
megkaphatok:

AC=2acos 15°=212cos 15°=|3+1, illetve (2,73),
BD=2asin15°=2)2sin 15°=)3—1, illetve (0,73).

I1. két cosinustétellel:
; o
AC = 2|/1+g= J4+2)3 = 3+1;

BD =

1—§=1/4—2ﬁ= 3-1.

Ha P az atlok T metszéspontjara esik“, az
allitds az ABT derékszogl héromszogre
vonatkozd Pitagorasz-tételt jelenti (1841.
abra). Ha PT#0, akkor

ABT haromszogre AB> = BT?+ AT*  és
PBT haromszogre PB? = BT*+ PT>.

A két egyenlet killonbsége: AB*— PB* =
= AT*—PT* = (AT+PT) (AT—PD =
= AP- PC, igy az Osszefiiggés tel.]esul.
Felhasznaltuk, hogy a rombusz atloi fele-
zik egymast, azaz AT=CT.

A feltételek miatt ABA’D négyszog a ol;d/g—
el2
la négyzet, melynek atldja e. Ezért a= EX
Tovabba A'D=A'C=a, igy a deltoid
szimmetriatengely atldja

AC = A4+ AC=eta=—1

(1842. abra).

Osszegiik: x?+p2+h2+ 2 = 25+ 42,

Megjegyzés : Belathatd, hogy 4 a BD 4tlohoz
A" az atlészakaszra illeszkedik.

kozelebbi csticspont, igy

5
A négyzet belsejében C pontté] 5 -nel tavolabb azok a pontok vannak,
' iz
amelyek a CF = 5 sugaru, C kdzeplt k koron kiviil esnek, az abran

az EAF idom bels$ pontjai, ahol E és F 1 négyzet oldalfélezépontjai.

: ' 5
Ugyanigy kapjuk meg az A-16l, B-tél, illetve D-t61 ‘/2;-né1 tavolabbi

, 5
pontokat. A 4 kérlemez kdzos pontjai egyik csucstol sincsenek B -nél

tavolabb (1843. 4bra). Ezzel igazoltuk az allitdst.

D C

A - F

=

1843 1844

A konvex négyszoget a két egymdsra merdleges 4tlo 4 derékszogli
hdromszogre bontja. Ezekre alkalmazva a Pitagorasz-tételt

x*+bh% =25 x*+c? =49

y2i4c? = g2 yEEp2 =1
X2+ 2+ b2+ 2 = 50,
A Kkét utobbi egyenlet Ssszehasonlitasabol 42 =

25, tehat a negyedik
oldal a=5 hosszusagegység (1844. 4bra). ' :

Megjegyzés: Ilyen négyszog 1étezik: pl. az a trapéz, melynek alapjai 1

€s 7 egység, szarai 5 egység.
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A gombfa atmérdje egyuttal a téglalap atloja, ami Pitagorasz—tétélle
meghatarozhato. :

d? = 36>+22% = 1780, d=42,2 cm.

A téglalap atloja a kor 4tmérdje, oldalai 3x, illetve 4x. Pitagorasz tétele
szerint:

(3x)%+ (4x)* = 20%. EbbSl x=4, ezért az oldalak 12 cm, illetve 16 cm.
A szabalyos hatszog kozéppontja €s két szomszédos csticspontja r

oldalt szabalyos haromszoget hataroz meg. ‘
a) A szabalyos hatszog szemkoztes oldalainak tavolsaga két, r oldalu

‘ r ‘
szabalyos haromszog magassaganak az Osszege 2 - 2 \/5 =7 1/3, illetve

43 cm.
b) A szabalyos hatszg szemkoztes csticspontjainak tavolsaga r magas

a
sagu szabalyos haromszog oldalanak kétszerese. Az r = El/g-bél ’
YL em adedik
— , itt — cm adodik.
R
A szabalyos haromszogbe beirt r sugart kor és a kore irt R sugaru ko
kdzéppontja a haromszog silyponta, ami harmadolja a sulyvonalat. Ezer
R=12r, masrészt a feltétel miatt R = r+2. Ezekbél =2 cm, R=4 cm
A szabalyos haromszog magassaga R+r = 6 cm. Ebbdl a haromszo

oldala: a = 43 cm. ‘
A téglalap atloja BD=5 (Pitagorasz.—tétéllel)‘ A BCD derékszogii ha

keresett tavolsdgra 2a =

romszogre alkalmazva a befogotételt EB “BD =9, ebbsl EB

(1849. abra). D 4
EC kiszamitasa: a BCD harom- X
szog teriiletének -kétféle felirasabol 3 ‘

, . A8

) 12 : S
21=3~4=5-EC51gyEC=—5—. 7 Eoxz?
SN
A beirt kor g sugara megkaphato a Y
kiilsé pontbél a korhdz huzott érin- A '
1849

tszakaszok egyenldségét figyelembe

850.

Masrészt

m= 2r—.
: 2

21

veve: EB+EC = (x+vg)+(y+g) = 20+3 = mert x+y =

_ . 3
BC =3 1Igyp = p hosszlisagegység.

A szabj : e e,

a ésar‘zzlyos ?aromgzog koréirt és beirt korének kézéppontja, stlypont

o gaSSagpana egybeesik. Bzért a koréirt kor R sugar; és Zpb o
rsugara kozott R =2 all fenn, valamint a héromszék ot

m= R+rp.
5

= q-—.

g m magassaga

) 3
Ezért 3r = a— , illetve ER
: : 2 2
Ebbél
a) az R=8 cm sugart korbe irt szabalyos haromszog oldala -
a= V§R= 8[5cm,

[/» .

9, 12 és 15 pi I szamh4
, pitagoraszi szamharmas, ezért a haromszog derékszogi

A hdromszog 4tfogdi
goja 15 cm : P .
7,5 cm. oR0) » ezert a koreirt kor sugara ennek fele:

A harom e 5 (O P Py .
abra). gyenld sugari kor kbzéppontjai:

Az ABC haromszé i
g oldalai 2r hosszlisagn ; ; '
. . ; guak, ezért szab :
X)mszog 0’ kozeppontja az adott k kér kdzéppontja sabalyos. A hi-
z ABC haromszdg koréirt kérének sugara: '
04 =1-r, . , '

ezért magassiga

A, B, C, sugara r (1852.

3
m = E(l—r).

/3

Ezért r = 233 egység.
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1854.

264

Legyenek a szelonek a korokkel vald metszéspontjai A, 4, illetve
B'. A hurok kozds felezbpontjat jeldljiik F-fel, s legyen FO=d, BF=

(1853, &bra).

frjuk fel az AFO és BFO derékszogl héromszégekre a Pitagorasz-téte
A+ (4+x)? = 82,

d*+x? = 6%
Ezekbél (x=1,5 cm) d=}33,75~5,81 (cm).
B, A,
a
2
¢ F
X
a
0
A a B
C2 ' C‘l

1853 1854

A kapott alakzat a szabalyos haromszog szimmetriatengely
szimmetrikus, ezért 04,=0A,=0B,=0B,=0C;=0C,, azaz
A;A4,B,B,C,C, pontok egy O kozépponta, x=0A, sugari ké
vannak (1854. abra). . |

Az A, A, szakasz felez6pontja F. Az OFA, derékszogit haromszog

x2 = OF?+FA42,

1 )3
ahol OF = a+ g“gé?

a

FA, =
g

Innen x = g /12+3 1/5 =24 ]/12+3 ‘/3 (ém) ~ 9,95 (cm).

856.

855.

ditd, = (@)5+2)1) em  (~15,58 cm), /1/\
ha nem vélasztja el, akkor tavolsaguk | :

A"peirhuzamos hurok szakaszfelezé-merélegese kozos és atmegy a kor
koz’ep’pontjén (1855. abra). A besatirozott derékszogli haromszogek
segitsegevel a 16 cm-es hir a kdzépponttol

dy = |12°—82 = 4)5(cm)  (~8,944 cm),
a 20 cm-es hur pedig -

dy = JJ12°=10% = 2 /11 (cm)  (~6,633 cm)
tavolsagra van.

Ha a két parhuzamos hirt a kér kozéppontja elvalasztja, akkor tavol-
saguk

di~d, = @4)5-2)1) cm  (~2,31 cm).

18556

- Jeloljik az alap f¢lezc'§pontjét F—fel, a korillirt kor kézéppontjat

O-val. Az OAF derékszogii haromszog oldalai g im—R| & R

2
(1856.a), b) 4bra). Ezekre <§) +(m—R)2 = R

C 1856a
R
b
0 N
1= 2]
\ m-~
a F B
5 _
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a koriilirt négyzet oldala CD= EF, c H G ]
a korilirt szabalyos nyolcszog ol-
dala FH=HG=GF.

EEGH szimmetrikus trapéz alap-
Jai EF, HG és k6zépvonala AB.
Ezért :

_ CD+HG

. 2 ’

amit bizonyitani kellett.
Megjegyzés: Az allitast ugy is bi-
Z(').nyithatjuk, ha a szakaszokat a
kor sugaraval fejezziik ki. (AB= 1858
=|2r, CD=2r, HG = 2()2— 1)r.)

Masrészt a feltétel szerint

atm=2R, azaz m—R= R—a,

igy '

(R—12)2+36 = R

Innen R=7,5, m=3. :

Tehat az ABC egyenld szaru haromszog tompaszogl és szara az AFC
haromszogbol:

' a 2 i ) .
b= i/ <§> +m? =3)5(m). (=671 cm).

Az adott K, illetve O kdzépponth kdroket és a hiirt érintd r sugard, 0,
és 0, kdzépponti korok a szimmetria miatt egybevagoak (1857. abra).
Ismert, hogy két kor pontosan akkor érinti egymast, ha sugaraikra és
centralisukra r, +r, = ¢ vagy |Fy—r,| = cigaz. Ennek alapjan
0,0=r+15 0K=45-r & OK=3.
. Az O,KO haromszdg O, cslicsahoz tartozé magassag talppontja I,
EFTO, téglalap, ezért TK = 1,5+r, ésigy TO = 1.5—r. ~
Az 0,0T és a KO,T" derék-
szoglt haromszogekbol

01T2 - 01‘02—'T02 . -

€s ' |
01T2 = O1KZ—TK2, N V 150

AB

1859. A gula magassaganak 7 talppont-
jaegyuttal az alaplap kézéppontja
is (1859. abra).

2
Ha az alapél a, AT = a‘%..Az

ATE derékszogl haromszgben
AT+ TE? = AE?, "
. 2

‘ 100
azaz — = -
5 64,

amibl a = 62 cm,

azaz _ 4T

(r+1,5°—(L,5=n* = 5 = 1860. A szabalyos tetraéder D csticsabol

= (4,5— r?—(1,5+ 2. 35 az ABC lapra bocsatott merdleges

Ebbdl a korok keresett sugara ' K tarlppontjua T » 4z AEC szabalyos

r=1 cm. 1857 il:)romszog sulypontja (1860. 4b-
Az ATD derékszogli haromszdg-
ben:

A korbe és a kor koré irt négyzetek oldalai legyenek parhuzamosak, ¢
- szimmetriatengelyei a szabalyos nyolcszognek is legyenek szimmetria

tengelyei (1858. dbra). o

Ekkor a szabalyos nyolcszdg oldala nem mas, mint a kor 4-beli érintd

jének az a szakasza, amely a korilirt négyzetbe esik.

A beirt négyzet oldala AB,

AD=a, TD=12, AT = éa@ és
: 2

AD? = TD2+ 472

Ebbdl a tetraéder éle:
a = 66 cm.
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Az 1859-¢s feladat abrajat hasznaljuk fel. Az AT E derékszogl haron

1865.

1861.
szOgben
AT+ TE® = AE2, ahol AT =2)2cm, AE=6cm,
TE=m, '
Innen im = 2|7 cm. ‘
1862. A keresett PQ szakasza POT derékszogli haromszog atfogodja. OT= 1866.
f
5
T=-a}j2
P 5 J
1 2 ) _95
PQ2 = 4* 4(50\/5_) , ebborl PO = 5\ .
a=2 esetén PQ# \@ hosszisagegység (1862. abra).
Q
L/
l
[
l
| a
I
| .
e ;
e VL. 1867.
a
1862
1863. Kitérd egyenesek tavolsaga a mindkettb’jﬁkre me"réleges an. ’norme'y
- transzverzalis hossza. Két egyenlo szara haromszoggel (PQF & AB
bizonyithato, hogy FK a keresett szakasz (merdleges PQ-ra 1s €8 AB
) 5 o
is) hossza egy lapatlo fele: 5 (1863. abra).
Ia864.~ A megadott aranyok alapjan az egy csucsba futd élek: 2x, Sx, 14 1868,

A testatlo f2 = 4x?+25x%+ 196x2, ebbél £ = 15x. A keresett aranyo

5x 1—5. 5 _ 5. Eﬁ = 1-§ mind racionalis.

2x 27 Sxo l4x 14

A kozolt szamok akkor és csak
-akkor lehetnek egy téglatest oldal-
¢lei és testatloja, ha teljesiil rdjuk
az un. térbeli Pitagorasz-tétel.
Teljesitl: a), ¢), d).

Nem teljestil: b), e).

ABC haromszogb6l Pitagorasz-
tételle] BC=5.

Felirhatjuk az 4BC haromszog
teriiletét két uton:

I
= — AT 5 =
2

ebbdl

34’

NI | =

D

12
AT = —.
5

- Az ADT derékszogli hiromszog-

12\?
bél d? = 42+<?> = vyﬁ,ezért

25
- 4734
a kereseit szakasz l/:

(1866. abra).

A keresett szakasz CP=x. Létre-
Jjott 2 egybevagd haromszog (2 ol-
dal és a nagyobbikkal szemkéozti
sz0g egyenlo). ABCA =PBCA,
ezért x=b. Igy ACP haromszdg
egyenld szaru derékszoglh harom-
szdg, tehat x 2 = 8,2 (1867. ab-
ra).
Ebbal
8,2

-

D pontnak az 4 B-t61 vald tavolsa-
ga a D-bél az A B-re allitott merd-
leges egyenesbdl kimetszett DT
szakasz hossza (1868. abra).

egység

X

4,1)2 (%5,80) (cm).
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1869.

1870.

270

Mindezt figyelembe véve

 IT. megoldds. A szabalyos okta-

A DCT derékszogi héromszégbén CT=4 cm. (Pitagorasz-tétellel)
A harom mer&leges egyenes tétele alapjan CT L AB. A BTC derékszogl
haromszogben TB=3 cm. Az ABC derékszogil haromszogre alkalmaz-

2
va a befogbtételt 3 - AB = 5%, ahonnan 4B = 3 cm.

A feltételek szerint a—b = 5 (L) és a?+b? = ¢% (IL). A haromszog
teriiletének kétszeresét kétféleképpen felirva 2¢=ab=12¢ (I1L.). Az I-¢t
négyzetre emelve, majd figyelembe véve a IL. és I11. osszefiiggést, kap-
yuk: ’ -

75 = g2+ p2—2ab = ¢*—24c, ahonnan ¢=25 dm.

Megjegyzés: llyen haromszog létezik, s az adatok e haromszoget egyer-
telmiien meghatarozzak. '

I. megoldds (1870. dbra). A keresett tivolsag, a K kozéppontnak az
ABC haromszdg sikjatol valé KT tavolsiga nem mads, mint a CKF
derékszdgit haromszog K-bol indulé magassaga. Ezért e haromszog
teritletének kétszeresét kétféleképpen felirva

2t = KT-CF = KF- KC.

Az AB= |/6 oldalu negyzet kozépvonalanak fele KF = IR A szabalyo

: ) 6
oktaéder tulajdonsagai alapjan KC L KB és KC = KB = g 12 = |3

, 6 3
Az AB oldalu szabalyos haromszog magassaga CF = 5 ﬁ = 51/2—

KF-KC
T = =

= 1.
CF 3
) 2

éder felbonthatd 8 egybevagd
~szabalyos gulara, melyek alap-
lapja az oktaéder egy-egy hata-
rolo lapja (pl. ABC harom-
sz0g), magassaga pedig e la-
poknak a K kozépponttdl valo

d= V(g): <b~aV2—§~>2 = |fa® + 5>~ ab |3. A

ésa ] Ag:
, keresett tavolsag: | IR

t:»;'wolsé"ga (pl. KT): Az oktaéder térfogata egyrészt e 8 tetraéder térfoga-
tanak Osszege, masrészt alapjaval Osszeillesztett 2 szabalyos 4 oldalu

gula térfogatanak Osszege. Ezen Osszefligeésbél is eli _
’ s eljuth
eredményhez. 88 eljuthatunk a fenti

A Pitagorasz-tétel szerint a®+ b? = 2,

A haromszog teriiletének négyszerese 2ab=_2cm.

A ket egyenlet killonbsége: (a—b)? = ¢*—2cm.

A feltétel szerint a—b = m, igy m-re az
m*+2em—c? = 0

masodfoku egyenletet kapjuk. Ennek pozitiv gyoke:

= ¢)2-1).

1’3 elhasznéquk, hogy a derékszogli haromszog kétszeres teriilete ab = cm
¢s hogy a Pitagorasz-tétel szerint a®+ 5% = ¢2, kapjuk: ’

m*+(a—b)? = m*+a*>+b*—2ab = m*+c*~2em = (c—m)2.
Ezerjc’ az'm, a— b eés ¢c—m szakaszok a Pitagorasz-tétel megforditdsa
alapjan, egy derékszogli haromszog oldalai.

A szimmetria miatt P-nek a B és C csticsoktd] mér ;s 3
0l mért

(1873, iy ert tivolsidga azonos
A BFP c’ierékszé,gl'i’ haromszOgbdl a keresett d= BP tavolsagot a Pita-
gorasz-tétel segitségével hatarozzuk meg. Felhasznalhatjuk hogy

a 3 ’
BF = —¢s AF = a[.

2 )
P-t az AF egyenesen A-tol kétféle irdnyba mérhetjiik fel.
Ha P az AF félegyenes pontja (P,, P,), akkor

V§ ‘
FP = |b—q ? , €s a keresett tavolsag:

Ha P az A kezd6pontu, F-et nem tartalmazo

-

2

félegyenes pontja (P;), akkor FP = b+a

d=la*+b*+ab)3. | 1873
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1874.

1875.

272

~Legyen P az A csticstdl b tivolsigra. A P pontnak a C-tél és O-tol me 876.

Ha P a négyzeten kiviil, a C csucshoz fekszik kozelebb, mint 4-hoz
(P,), akkor !

2
P,C=b—a)2, P,0= b—ag, P\D = P\B = |fa>+b*~ab|2.

Ha P az OC szakasz pontja (P,), akkor

2 ,
P,C=al2—b, P20=b—afl/2:, P,D = P,B = |/a*+b*—ab |2.

Ha P az OA szakasz pontja (P,), akkor

} 2 )
P;C = a|2—b, P3O=a‘/2;—b, PyD = P,B = |/a*+b*—ab 2.

Ha P a négyzeten kiviil az A cstcshoz fekszik kobzelebb, mint C-hez
(P,), akkor

(Az 1873-as 4brajat hasznaljuk.)
Ha P a B és C csucstol b tavolsagra van, akkor P illeszkedik a BC

oldalfeylezé)'-merélegesére. <P csak akkor 1étezik, ha b = g >

: a
PFB derékszogl haromszogben PB=b, BF = 7 ezert

5 ,
PF=1/b*— <E> , masrészt AF = a [E .
2 2
BC oldalfelezd-mer6legesét az A és F pont két félegyenesre és egy (AF)
szakaszra bontja. A PA tavolsag attdl fiigg, hogy P a felsorolt ponthal
mazok melyikének pontja.
Az 4branak megfelelden:

3 @
PiA=AF+PF=a_+ b*— i

P,C=al2+b, P,O= ag +b,  PD = P,B = |la*+b*+ab /2.

_ B

PZA—AF—PZP——(JE— b_Z, FA’ . F
a* 3 B A
Pid = P,F—AF = |[b*— — —a—.
4 2 R c

Megjegyzés: 0 0,

a r . \ /
b < — esetén nincs P. N / G

2 ‘ B AN S /

a ) : C \ /
b = —esetén P=F. ; /
2 P D A

a B

s ; : ; {ATIST] s/
Ha 5 < b < a, akkor két P pont van: P, és P, tipustak. 1875 %
Ha a<b, akkor két P pont van: P, és P tipusuak. 0 7

1
a .
Tehath > > esetén a harom képlet kozill a fentiek szerint kell kivalas
tani a két megfelelot. I
1876 £ D

1. megoldas: Az 0,0,S egyenld sziri ha 5 ; _
tavolsaganak leolvasasahoz fethasznaljuk, hogy a négyzet atloja aj 1722 C8Y aromszog szara SO; =
A B és D csticsoktol mért tavolsagat a POD derékszdgli haromszo

segitségével hatarozzuk meg: PD* = PO*+ OD? (1875. abra).

a 3
= <1 + ?>, szarszoge 120° (1876. abra).
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1877.

1878.

274

gl haromszogben PP, =

Az alap felét az STO, derékszdgli haromszogbdl kapjuk. O(T
+V§ N N

2

= §(1+|/§). Ebbsl 0,0, = a

o

II. megoldds: Az 0,0,B egyenld szari hiromszog szdra OB = a E

szarszoge 150°. -
Ebbél az alapet cosinustétellel kapjuk. - 7
1. megoldds: 0,0, az. ADGC szimmetrikus trapéz kozépvonala.

Ha P az AB oldal pontja, akkor AP=b<a.

* Allitsunk P-b8l mer6legest a két atlora; a talppontok P, P2 A kerese
szakaszok PP, és PP,.

APP| egyenld szaru derékszogl ha-

romszdg, ezért PP, = b42—, hason-

16an a PP, B egyenld szaru derékszo- 0

(4]
2 R

(a=b) =

>

(1877. 4bra). AN

1877 A P

b\? )
Az ABF derékszogll haromszogbdl 2 =a*+ <§) , az AED deréksz

2
a
-gli haromszogbdl 102 = <5> + b2,

r2—25 l/400—r2 )
E két egyenletbdl a = 4 T b=2 T (1878.a) abra).
Megjegyzés: Az Osszefliggésekbol D E
latszik: 5<r<20 lehet csak. Lasd P
még ehhez a b), ¢) dbrikat.
10
b
r
1878a A o

1879.

Ezért a hosszabbik alap: 4B =

I megoldds :

1878b ' \

: 10
DN |

<y

] |

1878¢c

A hosszabbik atlét az ACC,, a rovidebbik 4tlét a BDD, derekszogu
haromszogbd! hatarozhatjuk meg. ADD 1 €8 BCC, derekszogu harom-

szogek egybevagoak és BC, = AD, = a lf Ezt felhasznalva kapjuk

azaz AC = ¢ /13+6f
azaz BD7= am,

A r6videbbik atlé az ACD derékszdgti haromszogbél:
—

C; a Ccslics 4B oldalra esd merdleges vetiilete. A CC,B derekszogu
héromszogbd! (1880. abra)

= (AB+BC))*+ C(C?,

és BD? = (AB— AD,)*+DD?,
(1879. abra).

ClB = (l _m .
D a C
| o>m
D ¢ m ! o
18 I
a o
10 Ya , A
A 30 B C1 ' A C] B
1879 1880

a+)a*—m?*. A hosszabbik 4tlét az
ABD derékszogli héromszégbél kapjuk meg:

BD = l/m +(a+)a®—m? l/Za +2a)a®—m?

Az O kozéppontli korhdz B-bdl, illetve C-bél hiizott
erintszakaszok egyenl8k. Ezért

BE = BF = a—r,
COB¥ =90°.

egyrészt illetve CF= CG =c-r,

masrészt
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1882.

1883.
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“romszogre felirt Pitagorasz-tételbol

fgy a COB haromszdgre felirhatjuk a magassagtetelt:
2= (c—r) (a—r).

Ebbol r = — (1881 abra).
atc

II. megoldds : Az adott trapéz érinténégyszog, ezért b+d = a+c, aho
d=2r.
A CTB derékszogli haromszdgben b? ~d* = (a—¢)*.

. 2ac

Az egyenletrendszerbdl: d = 2r = .
atc
D
d
D 20
a { T~ ~_
}“ ~

A A F E
1881 ‘ 1882

Az EBCD paralelogrammaban EBC X =60°, ezért az ABCD trapé
szimmetrikus, s igy atléi egyenléek. A trapéz magassaga az a oldal

szabalyos haromszog magassaga FD = a 5 A trapéz atlojat a DE
derékszogli hairomsz6gbdl hatarozzuk meg.

BD? = FD?>+ FB?, ahol FB = FE+EB = 25a,
azaz BD = a W (1882. abra). '

Legyen a C-bdl, illetve D-bdl huzott -
magassag talppontja P, illetve Q,
AP=xés QB=y.

Az APC, illetve BQD derékszogti ha-

x =Jet—m? v = |f*—m> A

-1883a

- A-bdl és B-bél a korhdz huzott

érintészakaszok egyenldk. : b
c a
BQ =BT=—-, AP = AT = —
Q 2 2
(1884. abra).
BK ¢s AK szogfelezd leven kony-
nyen belathatd, hogy AKB ha- b P g A
romszog derékszogii, alkalmazha- 1884
t6 ra
o a c
a magassagtétel —-— = 2, ac=4r?
: 2.2 ’
: Az egyenlet-
masrészt Tiio b, atc=op| rendszert
2 2 7

Minthogy a=x+y—c (1) (1883. a), b) 4bra), igy a = Vf2—m*+

+)e*—m*—c (IL). A feltételek szerint fzm, ezm, és x és y koziil
legalabb az egyik nagyobb mint ¢, ezért a> 0 teljesiil,

Meg]egyées A ,,nagyon ferde” trapéz esetében I. ¢ = |y~ x| — ¢, illetve
m? {— ¢ adédik (1883.c) abra).

II.a= ’[e —m?—|/f?—

Ha az alapoknak kozos a felezé- c
merdlegese (PQ), akkor a trapéz
tengelyesen szimmetrikus.

megoldva a = b+ |[b>~4r*, ¢ = b—|[p>—4s2,

Megjegyzés: A feltételek miatt itt valos értékek adédnak.
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1885. Az ABCD szimmetrikus trapézbol a D- bél induld magassag, DP a 24
atfogdju, a befogdju derékszogli haromszoget metszi le, ezert

DAP ¥ =60°. igy DP = a|f3. A keresett (4C=) BD atl6 a BDP derck-
sz6gll haromszogbdl Pitagorasz- -tétellel adodik:

BD? = BP?+ PD? = (20)*+(a|3)*; BD = a1 (1885. abra).

A KBC haromszogre alkalmazva a Pitagorasz-tételt KB — 2 -+ g miati
3

a(1+1/3) - | :
,;T:l +a? = 2, Ebbél a = r 3 =r MNOS
’ 7+2)3 3 0
(1887. abra).
(Megjegyzés . 1. A négyzet K ko-
zeppontu hasonl6sdggal meg is
szerkeszthetd. 2. A feladat meg-

oldhaté a KACA -re felirt koszi- v ¢
nusztételle] is. r
. r
o
P i V 60° a
/( 1887 K A B
. 888- A K r v r I . s - . -
: - ; 88. 1 es K, kozépponti kor;)k egyik metszéspontja 4. Az AK K,
' haromszog magassiga AF = 51
2 :
A
1ss6 z AK(F €s AK,F derékszogii haromszogekre alkalmazzuk a Pitago-

- rasz-tételt. K, K, és F viszonyla
. tavolsaga:

(”) m

Megjegyzés: A feltételekbdl adédéan itt mindig valés érték adodik

gos helyzetétdl fliiggéen a kozeppontok

1886. Azadott (a oldalu) és a keresett (b oldalt) szabalyos haromszog stlyvo
nal egyenesei egybeesnek, tehat sulypontjuk kozos (1886 abra).

I. megoldas: Az APQ derékszogii hiromszdég PQ = 2 oldalaval szem:

K =
ke = (1888. b) abra).

a : ,
kozti szoge 30°-0s, igy AQ = 51@ A keresett haromszog oldal

b=2AT=2<9]/§+ f’->=ay§+i.

I1. megoldds : A stlypont itt egyuttal a két szabalyos hdromszog hason
16s4gi kozéppontja. fgy az oldalak és a megfeleld sulyvonalak harmg

danak aranyat figyelembe véve:

: a la la
ca=-+ -3}l V3 )
bia <2 32><32‘F>

amibél b = a f+1 adodlk

1887. A KAD derékszogii hiromszog egyik szoge 60°-0s. Ezert KA = a;
1888a

278




1889.

1890.

280

h 2
2 22
o <z>

Az 1888-as feladat jeloléseit és alapgondolatat felhasznalva, tovabb

m\*
K, F=x é K,F=y jelolést alkalmazva kapjuk: x* = r{—<i> é

Ezen egyenletekbdl kapjuk: s
a) xX2—yr=(x+))(x—y) = cx—y) =ri— r  osszefuggést,
x+y = c, illetve ., ,

b) x*—y* = (x+y) (x—y) = (xtye=ri—rphaxzyes x=y

ooz

Ezt az eldbbiekkel Osszevetve mindkét esetben x =

(ésy=

hosszat:

2¢
A—ri+ry
2c

> adodik, s meghatarozhatjuk a keresett In

1 ' 23 d A A
h = — Y223+ 2rirs + 2r5c? —ct —r{—r3,
c

ami atirhato igy is:

h = ! Jo2+ 13+ )2 =2(r 5+ M.
c

A korok K,, K, kozéppontjai és az E;, E, érintési Pontok trapé
hatdroznak meg. A keresett érintészakasz E1E2||K2T €s ,ElEz =’—K2
K,T a trapéz K,-re illeszkedd magasséga. A Pitagorasz-tételt felirva
K, K,T derékszogli haromszogre ,

a) kdzos kiilsé érintd esetén (1890.a) abra): —

EE; = |/c?—(r,—1,)%,  tovabba

b) kozds belsé érintd esetén (1890.h) abra):

E\E, = |c*—(ry +7r,)%.

cz+r%—

~ezzel 30°-o0s szbget bezard, P-re illeszkedd egyenesek és a kor kozos

2

Az 1890-es feladat jeloléseit és gondolatmenetét alkalmazva E\E,
= Je? = (r; —ry)?. Itt a két kor érintése miatt ¢ = 7, + ry, ezért E\E, =
= 2 |/ryr, Osszefiiggést kapjuk.

Az 1890-es feladat jeldléseit alkalmazva kapjuk — mint az 1891-es
feladatban — E | E, = 2 m.‘"ﬁrintse a keresett r sugart kort az érin-
to E-ben. Az elbbicket alkalmazva E,E = 2 |r,;r és EE, = 2 rr,
(1892. abra).

Ezekbdl, felhasznalva az E\E, = E,E+ EE, Osszefiiggést is, a keresett
rirs )

sugar: r =

E, CE E, ' 1892
A szabdlyos hdromsz0g szimmetriatengelye az OP egyenes. Ezért az

pontjai lesznek a haromszog tovabbi csticspontjai.

Az 1893. c) abra mutatja, hogy csak d<2r esetén van ilyen ABP
haromszog. (Egy haromszdg, ha d=2r, két haromszog, ha d< 2r.)

A szabalyos haromszog a oldalat az ATO derékszogl haromszogbél
hatdrozhatjuk meg, figyelembe véve, hogy az AT P haromszogben

a a
PT=—-)3 é AT = —.
2‘f 2

1893c
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a) Ha d>r, az ATO, ill. 4’T’O derékszdgl hiromszogben
a a
=-)3— "= d— <3.
OT = 3 3—-d, oOT 5 /3
A Pitagorasz-tétel szerint mindkét esetben
a 2 at
2 | = . d + ,
#=5he) 45
Ez a-ban masodfoki egyenlet, melynek gyokei a keresett oldalak:
d)3+ )4 —d* o dpB-jar=a
- a 4

2 .
b) Ha d<r, szintén két megfelelé haromszoget kapunk.

azaz  a*—ad |3+(d*—r?) = 0.

a (1893. a) &bra).

Az A,T,0 derékszogii haromszdgre felirt Pitagorasz-tétel a fenti ma-
sodfoku egyenletre vezet (1893. b) ébra). : '

a M ”
Az A,T,0 haromszogben OT, = 5 1/§+'d, amibél
2o a1/§+;1 2+ ﬁ azaz  a’+ad |3+(d@—r*) = 0.
V) 4’ ‘ |

jaE = dy3
.

Az 4, a,, illetve @', a, értékparok kdzill a’+a, = 0, ez nem megoldas.
A keresett oldalakat a, =a és a, adja meg.

Ennek pozitiv gyoke: a, =

1894.

1895.

Jeloljiik az ismeretlen sugarat x-szel! Egymdst érinté korok kézéppont-
jai és az érintési pont egy egyenesre illeszkednek: (1894, abra).
Ezért OQ = OF—QF = r—x és

QP = QFE+EP = x+v. F

Legyen az OPQ haromszdog @

csticsbeli magassaganak talppont- cL*Q

ja H. QG LOG, ezért az OHQOG £

téglalap, s igy OH=0G=1x.

Az OPQ haromszog QH magas- rl

sagat kétféleképpen fejezzitk ki az m

OHQ és a PHQ derékszogli ha-

romszogbol:

2 = (= x)2— x2

mz —_ ( )2 i 2 a

m* = (r+x)*—(r—x)°. 0 H - =
 Bzekbdl x = IE 1894

Jeloljiik a korok sugarait r -gyel és ry-vel. A két kor merdlegesen metszi
egymast, ezért 0,0, P haromszog derékszogli. ABP és CDP derékszi-
gli haromszdgek a Thalész-tétel szerint (1895. 4bra). A fentick miart
0,0} = ri+r3,

(2ry)* = PA*+ PB?,

=]
(2r,)? = PC*+ PD?, 7
Ezért \‘
0 ;

PA*+ PB*+ PC*+ PD?
: P ,
amit bizonyitanunk kel-
lett.

1895

A gula csiicsdnak alaplapra esé merdleges vetiilete a negyzet kozep-
pontja: T (1896. abra). :

283




a

= = A TE derékszo £ ha,I'OInSZO“g Sikja' ban a koré irt kor kbzéppontja (az oldalfelez6-mer6-
AT —, S i az €rekKsz0- f
V,) gy

legesek metszéspontja) van egyenlé tavolsigra a csicsoktol (1899, ab-
‘ra). '

Ha egy pont (a térben) egyenl6 tavol van a haromszog csticsaitol, akkor
illeszkedik ‘a koré irt kor kozéppontjaban a sikra emelt merdleges
egyenesre. )

Ez derékszogli haromszog esetén az atfogd felezépontjaban emelt me-
réleges egyenes.

Tehat az ABP egyenlé szart hdromszog alaphoz tartozé magassagat
kell meghatarozni, ha a szr d, és az alap |/a®>+ b2. Ebbél

gl haromszogben
2
a
m? = a*— 5 azaz a = m\/ﬁ.

1897. a) Kétféieképpen irjuk fel az
A’B’'D’ derékszogil haromszog te-

rilletét: x Ja?+b* = ab (1897. a)

abra). Sy
Innen a keresett tavolsag: P e (I/a . b > |
ab 2 2 2 |
T jEre A — 2=
@+ pp T
b) A'D’ merbleges az ABB'A’ lap-

ra. ezért mjrglggez A/f la.llpé}'tli)lr’a A1 ABx és C;CBx merGleges szaru hegyesszogek. Mivel CC,az ACB
is. Tehat A’BD’ derékszogl ha- |

sz0g felezoje, ezért

romszog. _ «
-Ebben 4'D’'=b, ?A 12(541141:::. .
p o= 22 e eresett arany 2: 1.
A'B = Jja"+c (lapatlo) (1900, bra)
€s

BD' = |Ja®+b>+c*  (testatlo).

Az el6z6 modszert alkalmazva az
A’BD’ haromszogre (1897. b) 4b-
ra):

¥y Va2+b2'+ c2=b 1/212+cz,

azaz a keresett tavolsag
Cblfa et ' A

@t , 1897b

1898. Az el6z6 feladat b) része alapjan, ha a kocka élét x-szel jeloljik:

xﬁx_ ‘[%
a= \/gx xW3

3
s innen a kocka éle 1/5 a.

C 1899 1900 4 G B

A feladat a parhuzamos szelék témakérébe tartozod Osszefiiggésekkel
- vagy az ABE és ACD haromszdgek hasonlosagaval oldhaté meg.

)o = L ebbstx= 2,
a 2—1’5,e ox~3,
3,5 )

7 ebbdl y=245.
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1902.

1903.
1904.

1905.

1906.

1907.
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‘Két eset lehetséges:
a) Ha =y, akkor az ABC hirom-
szdg egyenld szart és AB= AC..

Az a alapu, b szart haromszogre felirva kétszer a teriilet kétszeresét!
21=8a=6b, masrészt az egyenld szari haromszoget az alaphoz tartozo
magassaga két egybevagd derékszogii haromszogre bontja. A Pitago-

: - 2 24 (4 : o W 1 48 b) Ha fi=u,, akkor y = 90°— B, igy
rasz-tetel szerint b* = 8%+ 2 A két Osszefiiggesbdl a = E ~ ABC derckszdgli haromszog, ahol
x=90".

64

55
Az ABCA ~BDCA, mert 2-2 szogilk paronként egyenld.
a:9 = 16:a. Ebbdl a=12 (a= BC).

1907

A ket haromszog hasonldsiga miatt o, =o és 9= B, ahol a+p = 90°
oy =d,, mert csicsszogek. Ezért a BSC haromszogben o, +f = 90°. ‘
~azaz BSCx =90°. Tehat 4B L CD (1908. abra). ’
Megjegyzés: Ha a hasonlé haromszgekben az A-nak megfelel6 pont
nem a C lenne, az allitds hamis lenne.

Az ABCA ~ADBA, mert 2-2 szogik paronként egyenld, ezt
AD:2 = 2:4. Ebbol AD=1, DC=3. F

Az ABCA ~DECA, ezért, ha DE=2x, felirhatd 2x: (m—x) = c:m

cm 18 .
Ebbdl x=-———=—=3,6. Igy a DEF haromszég oldalai
2m+c 5 : , ;

36
DE ="
5

Megjegyzés. a feltétel — ABC ha- _C
romszog hegyesszogll — biztositja, ol
hogy létezik DEF hdromszog. é

1908

18
72; EF = — /2 = 3,62 (1905. abra).

1905

AC masik harmadolopontja R.
ROCA ~ABCA , a hasonlosagi ardny 1.: 3 és

ROPA = AKPA, ezért

1
I ak 378 ‘ a_d
. ; int g2 = ” . . }
KA = RO = - AB. Minthogy KB = KA+ AB, =~ = —— = - A feltétel szerint a®=bd. Ebbdl — = — kovetkezik, ami az oldalak altal
3 U BK 4 4 b a

ki?zbezér"t szogek egyenl()'sége (90°) miatt éppen azt jelenti, hogy a két
haromszdg hasonld (1909. abra).

Mivel az ABC haromszoget két haromszogre bontjuk, ezért a szell A megadott téglalap keriilete k= 8.4 dm=84 cm Ezér:c a hasonléss
; = . onlosig

dtmegy az egyik csucson. Legyen a szel6 AD. A feltétel szerint ADBg 50 13

ADC haromszogek hasonléak (ahol nem biztos, hogy példaul B-ne aranya 4’ = — = -— . Az adott téglalaphoz hasonlé téglalap oldalai
. . 84 21 glalap oldalai

C csucs felel meg) (1907. abra).. , 13 |

8, az ADC haromszdg (6, mellett fekvd) kitlsd szdge, ezert 0,>7 <24 L :) 104 cm és B em

8, >a,. gy 6;=0,=90° esetén lehet csak hasonld a két haromszog, 21 7 7
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1911.

1912.

1913.

288

A két paralelogramma hasonldsaga miatt % /b
a
3 b | : b
b a » ,
Ebbl & = 3 (1911. dbra o
6 b ( . abra). 1911

A feladatot a parhuzamos szelok tételével vagy hasonld haromszoge
segitségével oldhatjuk meg (1912. abra).

1
EBCF paralelogramma, ezért FC = EB = ZAB' Mivel FGIAC, ig

1 1
AG = ZAD. Hasonléan GH|IBD-bdl kovetkezik, hogy AH = ZAB

Ezért H az AB szakasz masik negyedeldpontja.
Megjegyzés: Az eredmény fiiggetlen 4B és BC hosszatol, csak a

EB: AB aranytol figg.

915,

A a=7
1913

1912

a) ABEA ~CDEN, ezért AB: CD = AE: EC. Tehat az atlok 7:

aranyban osztjak egymast. '

b) Az atlok E metszéspontjan dtmend, az alapokkal parhuzamos egy

nes a szarakat F és G pontban metszi.

DCAN ~FEAA, ezért FE: DC = AE: AC. Tudjuk az a) pontbo

hogy AE: AC = 7:10. Ebbél FE=2,1 cm.

Hasonldéan megmutathatd, hogy EG=2,1 cm. Tehat FG=42 ¢

(1913. abra). ' : ,

Megjegyzés : Altaldban a trapéz atloi az alapok aranyaban (a : ¢) 08
ac

atc’

4

jak egymast és FE = EG =

914,

Legyen CC,||FF,||QQ,||AD (1914. 4bra).
Ekkor C,B = a—b+¢s PQ—EF = F,Q,.
A C,BC haromszog CB oldalanak 6t6dd1s pontjain &t CC,-gyel par-

huzamos egyenesek a C, B szakaszt ot egyenld részre osztjak.

. 2
Ezért  F,Q, = gC1B~

. 2
Tehat PQ—EF = 5("_”)-

a) A szarak egyenesének metszéspontja E. EDCA ~EABA , ezért

AE : BE ‘
DE 3, illetve 3.

Tehat a kiegészité6 hidromszdg ismeretlen oldalai: DE=2 és CE=2.5
egyseég. : V ’
b) Az 1913.a) megoldésa

I

szerint ez az arany 1: 3 (1915. 4bra).

Az étlc")k metszéspontia M, CDMA ~ABMA, megfeleld oldalai-
nak aranya ’1 :2, valamint CD=1 miatt 4B=2. A két haromszog
egyenld szart derékszogll, az atfogbhoz tartozd magassagok Osszege

_lp2 3
S E( 916. abra). 18] 1 c
Az ABCD trapéz teriilete W
+
_ate 213 Ve
2 2 2 <
9 |
=1 teriiletegység. 1 II
|
1916 A 2 8
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1917. Az ABCD trapéz AC atl6jat a rovidebb BD 4t16 M-ben metszi. ABMA
. 7 L
az. AB oldall szabalyos haromszdg fele, ezért BM = 3 AB = 2 cm. Az

MCDA ~MABA, megfeleld oldalaik aranya 1:2. Ezért MD =

1
= — MB = 1. Tehat BD=3 cm (1917. abra). : :
2 1919a 1919b

b) Belsé érintés esetén, PO+ PO, = 10, ezért PO, = ~39 cm Pb =
7T

O c
A 40
Ve = —-cm (1919.5) abra).
-7
/b !
// | : . ‘ : .
L ,‘\ 1920. ‘Az ,leC’ng.f:nlé szart haromsz6g BC alapjanak feiezc’ipontja F
¢ A 7 r 2b a beirhato kor kozéppontja: K. A kor az AB szirat T-ben érinti
1918 TA = x=p— g’ BC=ygq, AC=b
. 2 : A
1918. - Az adott szar AD=b, ebbdl AB=2b. C-t titkkrézve 4D felezépontjara AKTA ~ACFA, x:r=m: g ' \%

a kapott ¢’ AB egyenesére esik. ACDC’ paralelogramma,. ezt

DC’ L BD. BC'D derékszdgli haromszdgre alkalmazva a magassagtetelt AKTA -re Pitagorasz tételét felirva:

x*+r? = (m—r)? (1920. 4bra).
Az x-et kikiiszobolve

a=2r I/L
m=—2r

A fentebbieket figyelembe véve kap-
haté: ' ‘

b
AC' - AB = b*, AC' = DC = 5(1918. abra).

o (3N
A BCT derékszogli haromszégbdl BC* = TB*+ TC* = <§ b> +

BC = E\/ﬁ Az 4atlok hossza a BC’'D haromszogh6l befogotételle

b
kiszamithato: (DC’)? = C'A - C'B, azaz DC' = AC = Eﬁ; b= (m—r)

m—2r’
BD* = AB- C'B, ezétt BD = b /5.
Megjegyzés: A mértani kozép tételek helyett lehet Pitagorasz-tétel :
dolgozni, vagy példaul ABD és DAC hiaromszogek hasonlésags 1. A gondolatmenetet lasd az 1905,
~megoldasindl: DE a kor atméréje,
Faz érintési pont. A kor sugara
(1921. 4bra):

cm 12-4 12

1919. A korok kozéppontja O, és O,, a kdzos érintd érintési pontja Ey,
" A keresett szakasz PO, < PO,, PO,E,/\ ~PO,E; A, ezért
PO,: PO, =3:4. . ]
a) Kiilsé érintés esetén PO, = PO, + 10, ebbdl PO, =30 cm, PO
=40 cm (1919.a abra).

r = = = — 4
2m+ec  8+12. .5 a
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25. A szomszédos osztaspontok tavolsaga: x (1925. abra). Az ABCD para-
lelogramma 4B oldalara illeszkedd Tire igaz, hogy AT=1x, tovabbi
CD=nx. Az ATP hiromszdg és CDP haromszég hasonloak, ezért a
keresett arany: AP: PC = 1: 7. Ugyanigy a BTQ és DCQ héromszé-
gek hasonléak, ezért BQ: QD = (n—1):n.

. &1t ¢ feleld szakaszok ard
POIAC, akkor PBOQA ~ABCA , ezert a meg ; ;  ard
ot Syaa eg/lenlé x:(c—x) = m:c, masrészt az ABC hiromszog teriilete

kétféleképpen felirva: 2¢t=mc=ab.

me abc /
ar o — -et kapunk (1922. abra).
Bzekbol x e abt

2

c

26. Legyenek G, H a szarak, E, F az atlok felez8pontjai, és a>h (1926.

abra). EH az ABC haromszog AB oldalédval paArhuzamos koézépvonala,
a

ezért EH = 7

FH a CDB haromszég DC oldalaval parhuzamos kozépvonala, ezért

b
FH = —.
2

. 1
lgy EF = EH- FH = 5 (a=b).

A P B
27. - Atrapéz AD sziran az n-edik osz-
topontot (n<k) P-vel Jjeloljik
(1927. 4bra). Legyen PQ|4B. Eb-
bdl (a parhuzamos szelSk tétele
alapjan) QB: CB = n : k.

A BD atl6 a PQ szakaszt R-ben
metszi.

PRDA ~ABDA, ezért
PR PD _k—n

1922

o o , 5 ot
1923. Az S kozépponti — 2 aranya hasonlosag az ABC haromszoget

A,B,C, hiromszdgbe viszi, ahol S a két haromszog ko6z0s sulypont
1
(1923. abra).

1924. Huzzunk pérhuzamosi a HB egyenessel A4-ben. ]’Ez AC-E Z;I}zen mets
gy a HBC haromszdgnek LA, kdzépvonala, ezert CL=HL.

Az AA,L haromszogben HF az A, L oldallal parhuzamos kozépvon: % " 4D T o Azaz
ezért AH= HL (1924. abra). o e
Tehat H az AC oldalt harmadolja. - PR =g

Hasonléan ‘

R n
RQBA ~DCBA, ezért TQ = b b ¢
k-n
azaz RQ = b 1 /
k 7 P S 5 Q
. PR a k—n
Tehat — = —- n
RO b n

Megmutathat6, hogy a PQ sza-

kasz az AC atl6t olyan S pontban A o B

metszi, amelyre PS=RQ, s igy 1927

PS  bn

o T 293
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1928.

1929.

1930.

1931.

294

Kiegészitjilk az abrat a 2a+b oldalt BEF szabalyos haromszog
Legyen G az EF szakasznak az a pontja, amelyre GF=a. fgy DG=
ACEA ~GDEN, hiszen oldalai a+b és a, és az ezek 4ltal bezart sz
120°. Tehat harmadik oldaluk is egyenlé EC=ED (1928. abra).

E

1931

a) BPMA ~BFAN | ezért Pil or
: A

Tk masrészt
1928 'fgzg CPNA~CFAL;  ezért %: i_g
Legyen CDEF a feladatban szereplérx oldalt rombusz (1929. abra ' ;‘;;jUk}ijl\;)gy BF=FC és BP+ PC = 2BF, ezért
EFBA ~ACBA, ezért a;x _ %. IF + IF 2, azaz PM+’PN = 24F = (1932. 4bra).
ba AC- BC b) A parhuzamos szel8k tételét alkalmazzuk az AB

AE]W i Cés ACB szogekre:
AB ~ BFT AC FC
Mivel BF=FC, ezért a két egyenletbdl:

Ebbol x =

b+a AC+BC’ | ‘
Megjegyzés: A rombusz atloja egyben szdgfelezd is. Ennek fethaszn
saval mindig megszerkeszthetd a CDEF rombusz.

vC e AM AN
- Val Vel _— = ad6di .
ABCA ~A'BC' A, ezért k = -*AF = -B? . AB AC 7 odik
Megjegyzés : A bizonyita ; » .
BD BD BC BD , ,, ! yitas a fentivel azonos akk
Masrészt o = —— . bbbl — = —— = k kdvetkezik. belsé pontja. - , akkoris, ha Pa BF szakasz
BC B(C BC BD

: A
D'C’ = BC'—BD = k(BC—BD) = kDC.

fgyaz ADC és A'D'C’ haromszogekben két-két oldal aranya és a ko
zart szdgiik (ACD % és A'C'D’ ) egyenld. Tehat ACDA ~A'C'D

A]}lB1 ¥ =BMA, ¥, mert rcsﬁcs-
szogek €s MBA¥x =MA Bx =
=90°, ezért MB AN ~MA,BA.

A parhuzamos szeldk tételének megforditasa alapjan PQ|BD A hasonlé haromszdgek megfele-

RS|IBD., azaz PO|RS (1931. abra). 16 oldalainak ardnya egyenls, igy 8
A parh 16szak k tétel int P = RS = ! BD/E AM _ M :

parhuzamos szel6szakaszok tétele szerin Q= = . MB, 34, azaz AM - MA, =
kévetkezik, hogy PORS paralelogramma. = BM - M B, (1933. 4bra). ¢

1933




1934.

1935.

1936.
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Az A,CAA ~ACBA, mert két-két szogik (o, y) egyenld, ezert
AC A, C . '

— = , tehat AC* =
BC AC

igy AB* = BA, - BC. Az egyenleteket Osszeadva és figyelembe véve,
hogy BA,+A4,C = BA,+A,4,+A4,C = BC+ A, A,, a bizonyitando
AB*+ AC? = BC(BC+ A,A,) dsszefiiggest kapjuk (1934. abra).

BC - A,C. Hasonl6an A,BAN ~ABCA,

Tekintsiik az 4,B,C; és az A;,B,C; haromszogeket. A szerkeszie:
utasitas alapjan oldalaik paronként parhuzamosak, igy kozéppontosa
hasonléak. A hasonlésagi kozéppont az A4, & BB, egyenese
O metszéspontja. Ezért erre kell illeszkednie a 3. csticsokat Osszekot

C,C, egyenesnek is (1935. abra).

I.’ megoldds. Az AFR é CDR haromszogek hasonlosagi kozeppony
R, az FBP és CDP haromszdgeké pedig P. Ezért R és P is a megfelel

a ‘
atlot ¢ 2 aranyban osztja, igy PR|AB|ICD. Az ADF, az ACF és
parhuzamos szelészeletek tételét. A fen‘ti"

szdgekre alkalmazzuk a
¢ 2c

(1936. 4bra).

szerint ER = RP = PG =
a+2c

ct -
2

A,
A N 1937,
S |
. .8 b
‘R
J Z
) 7
C \
C;
1935

rfeltétel szerint a: b = ¢ :p,azaz q =

1l."megoldds. Az 1913-as feladat
& \ , megolddsanak gondolatmenetét
alkalmazzuk az AFCD és FBCD
trapézokra. EbbSl ER= RP= PG
adodik.

A _ r & ' r 7

! ;nfj an atA 0?; s;el, a f—n at OY-nal huzott parhuzamosok M metszés-

: - szerkesztésébdl adodbéan — az OC szo 6 i
LA, 17, I r SZO f

A parhuzamos szel6k tételét alkalmazva az Fielezdre esik

OCX’ szbgre CA: CX' = CM : CO, tovébba az

OCY szégre CB: CY' = CM : CO.

E k " . ’ . ] r ‘
zekb6l CA: CX' = CB: CY'.Eza parhuzamos szelSk tételének meg-

- forditdsa miatt éppen azt jelenti, hogy AB||X'Y (1937. 4bra)

X

D b C

1937

A CDK és ABK haromszbgek hasonléak, megfelel6 oldalaik ardnya a
bg

A DAC és DBC szbgekre alkalmazva a parhuzamos szelGszakaszok
bg ’

tételét, kapjuk, hogy EK = KF =
- ptg

’ 2bq
Ezért EF = —— ]
o (1938. abra).
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1939.

1940.

1941.

1942.
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ASP és BPR hasonlé haromszdgek
megfelel oldalainak aranya egyen-
16: AS: AP = BP: BR, ¢bbdl
AS-BR = AP- BP, ami fiiggetlen
az R felvételétdl (1939. abra).

1939

Az e egyenest a 14 merSleges PS dtmérd egyenese T-ben metszi (1940
abra). ,

A PQS és PTR derékszogli hiromszogek hasonloak, megfelel6 oldala
aranya egyenlé: PQ: PS = PT: PR. Ebbdl PQ - PR = PS- PT, az
PQ - PR fiiggetlen a szel6 iranyatol.

b

I megoldads: A B/E, illetve a lﬁ ivhez tartozo (vastagabb vonall
jeldlt) keriileti és érint8szart kertileti szogek egyenldk. Ezert o=
illetve o; =¢, tehat o=, miatt AB|\4,B; (1941. dbra).

I1. megoldds: A két kor kozos érintési pontja a ket kor hasonlos
pontja. Az E-re illeszked6 mindkét szeld a korokbél dsszetartozo po
tokat metsz ki. Bzért a feladatban szerepld hurok parhuzamosak.

Itt A, A’, B, B egy egyenesre esik, ezért a hasonlosagi kozeppont ise
az egyenesre illeszkedik.

943.

944.

45.

A'B" 1 '
B 5 ¢zért a hasonlosag kozéppontja az 4B szakasz

A-hoz kozelebbi harmadolépontja.

Mivel 1 =

Az AB szakasz és kdzéppontos hasonlésaggal nyert képe, 4’5’ égyéﬂ}é-
Sﬁ?k, ezért A’B" az ABC haromszdg AB oldallal parhuzamos kozépvo-
nala. :

Két eset lehetséges

a) Ha A" az AC, B’ a BC szakasz
felezépontja, akkor a hasonldsag ko-
zéppontja C. ’

b) Ha A" a BC, B’ az AC szakasz
felezépontja, akkor a hasonldsag ko-
zéppontja S, a haromszodg stlypont-
ja. A haromszdg sulypontja mindig , ‘v
~a haromszog belsé pontja (1943. A B
abra).

Nem. ,

Ha a hasonlésag P kozéppontja az M N szakasz felezépontja, akkor az
MN szakasz képe, BA vagy CD is illeszkedne az MN egyenesére. Bz itt
nem all fenn (1944. 4bra). - ‘ '
0 c '

1943 c

NT P M
1944 P
A két befogd Thalész-kérének met- C 4

- széspontjai C és T, ahol 7 az AB ‘ ' /

atfogbhoz tartozé6 magassag talp- /
pontja, mivel 7-b8l az AC és BC ' g
befogd 90° alatt latszik (1945. 4bra). 1945
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1946.

1947.
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A BCPT és CART hiirnégyszdgek vizsgalatabol adodik, hogy TPR¥ =
és TRP ¥ = . Ezért a T pontbél a PR szakasz derékszog alatt latszik
A PR szakasz Thalész-kore az AB szakaszt T-ben és Q-ban metsz
Bebizonyitjuk: PQCA. ~
A PORT hurnégyszdgben az RQ ivhez tartozd keriileti szogek: RPO¥ =
= RTQ ¥, masreszt
a CART hurnégyszog AR ivéhez tartozéd keriileti szogek: RTQ+~=
=RCAx.

Ezekbdl RPQ « = RCA %, tehat PQ||CA.

Az alaplap atl6i /106 cm hossziiak, ebb6l a gula oldaléle

s, 106 /1706
4

20 5 (cm) (1946.

abra). '
A kis gila az eredetihez hasonlo,
5 1

a hasonlosag aranya A = 2 =7

9 .
Ezért a kis glla alapélei p cm =

= 2,25 c¢m, €8 Z cm = 1,25 cm,

/1706

oldalélei om R 5,16 cm

hosszuak.

Hasonlo testek térfogatanak ardnya a hasonlosag ardnyanak kobey
egyenld. A hasonlosdg aranya a ket kap magassadganak aranyav:

6 m\? _l
egyenld, igy v 5

m = 3—1W

‘/5 , B -
. o]
Tehat a tolcsér magassaganak 5—

/2
részéig kell meginni a szOrpot
(1947. 4bra).

1947 '

48. Az atfogé két szakasza 2 cm, illetve 6 cm (1948. abra).

A befogététel szerint a®> = 2-8 = 16 és b2 = 6-8§ = 48, ezekbdl a
befogdk 4 cm és 4 ‘/§ cm. Ezért a haromszog hegyesszogei: 30° és 60°.

2

2x

1948 b

1949 b

Az atfogo két szelete x és 2x (1949. abra).

A befogotétel alapjan x - 3x = 16. Ebbdl x = i cm, és az atfogd

B

A masik befogéd a b = 2x - 3x = 6x2 = 32 egyenletbsl b = 4 /2 cm.

"4 Y3 cem.

Az atfogo két szelete x és x+ 1 cm, a kisebbik befogé 2x cm. A befogo-
tetel szerint (2x)> = x(2x+1). Ebbsl (x>0 miatt) x = % cm ad(')d’ik

(1950. abra). i
Ezért a haromszdg atfogdja 2 cm, a két befogd 1 cm és 1/§ cm.

. Az ABC haromszog akkor és csak akkor derékszogl, ha a feladatban

sz§r61?16 m, p €s g-ra igaz, hogy m?=pq. Az m* = pq csak az e )-ré nem
teljestil. A tobbi haromszog derékszogi.

A derékszogli haromszog atfogdhoz tartozé stlyvonaldnak hossza az
atfog6 hosszanak a fele. Ezért a feltételek szerint ab=4 és a’+5p% =

= 4% Bzekbol a befogok |6+ 2 és |/6—)2 (1952. 4bra).

X

2X ‘ X+1

1950
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1953.

f. megoldds: ABPC hurnégyszog, ezért CPBx =120°. A BPC I.l'éro'm-‘ ~:
szOget B koriil 60°-kal elforgatva C az A-ba, P a Q-ba keril. Ig,y;
AQ=CP, QB=BP és AQB«x =120°. PBQ« =60°, ezért a BPQ ha-

. romszdg szabalyos, tehdt PB= PQ és Q illeszkedik 4 P-re. f-gy az allitas

1954.

1955,
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teljesiil (1953. dbra). o y
I1. megoldds: Az AB=a, AP=x, BP=y, CP=z jeldlest bevezetve 1rJuk:
fel a cosinustételt a BCP és ACP haromszogekre, felhasznalva, hogy
CPA£ =60 és- CPBx =120"!

2

a* = z2+y*—2zy cos 120°,

a* = 72+ x?—2zx cos 60°.

: 1
A két egyenlet killonbsége <ismerve: cos 120° = —cos 60° = — E)

y2ox?tz(xty) =0,

(x+3) (p—x+2) = 0. EbbSl x = y+z adédik. ;
Megjegyzés: Szép a megoldas a h = 2r sin o dsszefliggés felhasznalasa-
val is.

1954

1953

AD szogfelez8, ezért oy = oy, oy = ff, mert azonos ivs&n nyugvé keriilet
szogek. ABD és BED haromszogek hasonlok (két—ket szoglk egyen
igy a megfeleld oldalak aranya egyenl6 (1954. abra).

- AD:BD = BD: ED, tehat BD> = AD - ED.
A feltételek szerint a>=bc és > +b* = c*. Az ezekbbl adodod
b2+ be—c? = 0 egyenlet pozitiv gyoke jelenti az egyik befogot:

. , ]/ﬁ—l;g —
b=%(ﬁ—l).Amasﬂ<befogo:a=c —2——21/215 2.

956.

958,

1956

0<m=Zb.

A feltetelek szerint az ABD és a CAD haromszdgek hasonlok (2-2

sz6giik paronkeént egyenld). A megfeleld oldalak aranya ennek alapjan:
~ AD:BD = CD: AD, ami azt jelenti (1956. 4bra):

AD?* = BD - CD. , ,

Megjegyzés: Ha D a CB félegyenes pontja, akkor 4D nem mértani

kozepe a BD és a CD szakasznak.
A

B c . D

1957

I megoldas: A feltételek miatt az ACD és CBD derékszogit haromszo-
gek hasonldak (2-2 szogiik paronként egyenld). Ennek alapjan a megfe-
lel oldalak ardnya: CD: AD = BD: CD, masként CD* = AD"- BD
(1957. abra). ' ,
II. megoldds: A B pontot D-re tikrozve kapjuk B’-t. Ekkor B'AC
haromszogben B'CA« = (90°—a)+a = 90° az ABC haromszog bels6
szdgeinek Osszefiiggése alapjan. Az AB'C haromszogre felirt magassag-

- tétel: CD? = AD - DB’ = AD - DB az allitas teljesiilését Jelenti.

A haromszog egy csucsbol indulé oldalai és magassaga kdzott fennall:
0<m<a, '

Itt egyenlség nem allhat fenn a két
egyenldtlenségben egyszerre. Ezért
szorzatukra m? < ab, azaz m< ‘/(E all
fenn, amit bizonyitani kellett (1958.
abra). : '

1958

Az ABCD szimmetrikus trapéz C csticspontjabél induld magassaganak

a—c
talppontja T. Figyelembe véve, hogy TB = T , felirva a TBC (esetleg
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elfajulé) héromszdgre a Pitagorasz- D ¢ C Megjegyzés: A feladat megoldésakor nem hasznéltuk ki, hogy a szaba-
g \2 lyos sokszdg 8 oldalu. Ezért a kapott dsszefiiggés tetsz8leges szabalyos
tételt: m2 + <T> = bz. Fel- 'n-szf)gre igaZ. & Y
hasznél;la az m*=ac feltételt: b m Az OF, P derékszogli hdromszogbdél OP =26 cm (1963. dbra). OE, P és
a+c _ OFE, derékszogii ha 5 554 i4n:
TN b2 gsszefiiggést kapjuk. 1 sz0gu haromszogek hasonlésaga alapjan: |
2 ~ N FE, EP . ;
E"bb,éil atc=2b, azaz ABCD érin- A T OE, 0P’ ebbol f
ténégyszog (1959. abra). 1959 a 1024 ;
1960. Az 1884-cs megoldasanak gondolatmenetében a és b jeldlés cseréjével ' 26

kapjuk a megfelel6 eredményt:
a=ctjct—4* & b =,c—m.
1961. Tegyik fel, hogy az e atl6 vagja szE&t a négyszoget két hasonld, de ne
egybevagd haromszogre. Mivel a-haromszégek nem egybevagobak, ez¢
az 1. haromszog e oldalanak a II. haromszégben ¢ vagy d, illetve a |
haromszdg e oldalanak az 1. haromszogben a vagy b felel meg. H

példaul e-nek c, illetve b felel "meg, akkor a haromszdgekben a megfele
oldalak aradnya (1961. abra):

Innen a kere§ett hur

, 240 ‘
E\E, = 2FE; = —"om ~ 18,5 em,

A ko6rhoz huzott érintd- és szeldsza-
kaszok tétele alapjan (1964. abra):

e i PA- PB = PE*

- és — egyenld. , .

c e A feltételek szerint:
Ebbdl - PA=e-5,

e=|/be. - 1961 AB = e+5, s igy

PB = PA+ AB = 2¢, ahol PE=e¢.
Tehat = (e—5)2e = &% 1964

Ebbdl az érintdszakasz e=10 cm.

Az 4llitas igaz az oldalak mas megfeleitetése esetén is.

‘1962. Az adott r sugari kérbe irt szabalyos nyolcszdgbe irhat6é kor suga
’ 0, a kor koré irt szabalyos nyolcszog
koré irhatéd kor sugara R. A két sza-
‘balyos nyoleszdg hasonld, ezért
POQOA ~STOA (1962. abra).
A megfelelé oldalakra

R .
ol azaz r?= Rp all fenn.

¥ o ’

P pont a kor kdzéppontjatdl x tavol-
sdgra van (1965. abra). '

Az (esetleg elfajuloy OPC és OPD
derékszoglh haromszoghél:

CP? = y24x> és DP? = p>—x2
A két egyenletet dsszeadva a
CP?+DP? = 272

egyenloséget kapjuk.

1962
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1966.

1967.

1968.

1969.

1970.

306

A korhoz huzott érinté- és szeldszakaszok tétele alapjan (1966. abr
PA-PB= PE*, ahol PB=40cm PE=20 cm.
Ebbdl PA4=10 cm és AB=30 cm.

Az AKF derékszogli haromszogbdl

r? = AF?+FK? = 157+8% gy a kor sugara r=17 cm.
(Az 1966-0s abra alapjan): ‘
A KPE derékszogll haromszogbdl a kor sugara:

7?2 = PK2—PE? = 6>—4> =20, r =25

Az érintd- és szeldszakaszok tétele szerint

PE? = PA- PB, azaz 16 = PA -8,

PA =2, AB=6.

A kér kozéppontjanak a szel6tdl mért tivolsagat az AKF derékszo;
haromszdghdl kapjuk:

FK? = 72— AF?* = 20—9, azaz FK=1m cm.

és

a befogok aranya 1: lﬁ E haromszogek hegyesszOgei 30°- és 60°-osak.
gy a haromszog befogdi 4 és 4 1/§ egyseég.
Az ATC derékszogli haromszoghdl (1971. abra):

4
AT=13 egység, sin o = 3 Ebbdl I. oy =53,13°, 1. o, = 126,87".

1. AC,T; < = 36,87°>30°, ezért CT az AB,C, haromszogon kivil
esik. -
A B,T,C, deré¢kszogii hdromszogben B,C,T; ¥ = 6,87°, igy
4
B, C,=——— (=4 < —4- (=~ -
1= 63870( ,03) egyseg, BT, 4-tg6,87° (~0,482) egy
ség. ‘
- Ezekbo6l AB; = 3—4 tg 6,87° (~2,52) egység, illetve §,=96,87".
- II. B,C,T, ¥ = 30°+36,87° = 66,87°

| B,C, =

L (~10.2) egység.
cos 66,87 (< 10,2) egysee

c AB, = T,B,~ T,A = 4 - tg 66,87°—3 (~6,36) egység, B, =23,13".
- R
. 5|6 . C'I
, 7 |
) . o 5 i | F
58°13 Ja | - /, |4 \
A F , / b .
1966 1968 ; WW"/ /// //// ,
Az AB alapot az AFC derékszdgli haromszogbdl kapjuk meg (19 b QN AR T P . .
abra): A B T B, P Q
1971 1972

AB = 2ACcosa = 11,2 cos 58° 13" ~ 5,90 (cm).

. ° ( )7

vizszintes vetiilete 2,8 ctg 24° =~ 6,3 (m).

A lejté hossza

Az atfogohoz tartozd magassag az atfogot p es g szakaszokra bont
A magassagtétel szerint: pg=m?>. Az adatokat figyelembe vé
p+q =8, pg = 12. Ebbdl a két szakasz 2 ¢s 6 egyseg. ’
A magassagvonal a haromszoget két olyan egymdshoz és az ered
derékszogli haromszoghdz is hasonlo haromszogre bontja, amelyekb

A PQF derékszogli haromszogben PF> PQ, igy a szogfelezbtétel sze-
rint (1972. abra) '

il 1 7 EF>QE

——=—>1,a "> QF.

0F  pg  anmrEE=0

A PER haromszogben PER X tompasz0g, ezért PR> PE.

PR

. . . FR
A szogfelez6tétel szerint I

7 PE > 1, azaz FR> EF.

Tehat FR> EF> OF.
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Az ACD egyenld szaru derékszogi héromszég, ezél’rt (51="52=45
AD= BD miatt f = a+45° (1973. abra). Az ABC haromszog bels
sz6gdsszege miatt: f = 90°—ua, tehat o=22,5", f=67.5".

1973.

1974. b = 15—1,5 = 13,5. ABC derékszogl héromézégben (1974.. abra

= ——b— ~ 136. Tehat a keresett tavolsag 136 m.

tg 5° 40’
A : ,
A
o |
) }15
8 5°40' 1c ’
f ' 15m . : i
B C ] -9
1973 1974

1975. Az ablak ,magassdga”: BD = BC— DC (1975. abra).
Az ABC derékszogii haromszogben: BC = AC tg f.
Az ADC derékszogl haromszogben: DC = AC tg a.
Mindezeket figyelembe véve: _
BD = AC (tg f—tg o) = 35 (tg40°2' —tg 38°22") = 1,70 (m).

A vizszintes terep két megfigyelépontja 4 és B, a hcg’y csucsa P, a he
magassaga DT=m. Legyen AT=c és AB=d. ATD és BTD haromsz
gek derékszogtliek, ezért ’
m = ctga = (c+d)tgf. Ebbol (1976. abra):
t
_dwetel e im).
tga—tgf

1976.

m
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977.

A vizszintes terep megfigyelépontja
A, a hegy magassidga m=MT, a to-

~ rony€ h=MD (1977. abra).

Legyen AT=t.

Az ATM derékszdgli haromszogben:
m=ttga,

az ATD derékszogi haromszogben :
m=ttgf~—h.

htga

Ezekbll m = ——Z——
tg f—tg o

= 731 (m).

BC = AC'tg (90°~«a) = 52 tg 83,7°,
DC = ACtg (90°—p) = 52 tg 81,1°.
DB = BC—DC =

= AC[tg (90°— )~ tg (90°— p)] =
= 138,9 m hosszii a hid.

. - Az AB oldal E felez6pontjabdl az

AC €és BD atlé azonos szogben
&= 90°+ % latszodik, mert az dbra

szimmetrikus az EF kozépvonalra

(1979. abra).

Az EFC derékszdgli haromszogbdl
p_1 |

tg 5 5

Innen a DC-hez tartozd latoszog:

@=53,13° és az atlokhoz tartozo 14-

toszog £=116,6°.

Az ABC és ATC derékszdgh harom-
b

; cos x
m = bsinx. A feladat feltétele sze-

szogekbdl (1980. abra): ¢ =

_rint m = sin x cos x, ezért b = cos x

és c=1.

h
M
m
A% 7
A T
1977

c D
1978
D F
e
7/
A
1979
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1981.

1982.

1983.

1984.

derékszogli haromszogbol (1981. o
abra): ,

x e .y _f . ﬁ
sin— = — —=—, ezert , v
My T2 M2 2 ' | A

rasz-tétellel szamithatd ki:

5 a - )
B —=3-bol —=T71,57°, a
- gy tgz 0 2 .

Az a oldalii rombusz 4t16i merdle- c - B
gesen felezik egymast. Az ABK

D
X Y
in 5 1981
ST ehf ets
2 4k
A rombusz 4tl6i mer6legesen fele- D 7 c

zik egymast. Az a oldal Pitago-

a® = 2,64%+ 1,867, azaz

a= 3,23 m. ) ' a0
Az o szoget tg szogfiiggvénnyel A

: o 1,86

¢ ‘tg— = ——, eb- 1983
hatdrozzuk meg: tg Y
bél-a=70,33°, és a masik szog:

180° — o = 109,67° ‘ — 8

A rombusz 4tl6i merdlegesek és

O-ban felezik egymast valamint a

rombusz megfelel6 szogeit. Ennek

alapjan az AOB derékszogli ha- &)
romszogben (1983. dbra): o

& A
BO: A0 = 3:1 és OAB<x =5.

rombusz szogei: o=143,1"" és
p = 180°—o = 36,9°.

A C kozépponta AC=BC=DC
sugaru kor kisebbik BD ive C-bdl |
a feladat szerint 90" alatt latszik. A a B 7
Ezért az ehhez az ivhez tartozd 1985

kerileti szog BAD & =45° (1984.

abra). , , ,
Az APD derékszogl haromszogben (1985. dbra): a®+(a+7)

A négyzet oldala, ennek pozitiv gydke, a=5 cm.
Az APD haromszogbél

12
cig APD¥ = ., igy APD X =22,62"

A 13 cm atfogdjn derékszégﬁ haromszog 42°-0s szdggel szemkoztes
befogéja b = 13sin42° = 8,7 (cm). A keresett szakasz Pitagorasz-

tétellel hatarozhatod meg: a? = b2+6,22, azaz a= 10,7 cm.

A haromszdg két oldala 12 cm és 15 cm, magassiga 10 m. Ilyen
haromszog nem létezik. A feladatnak ilyen adatokkal nincs megoldésa.

1987b

Megjegyzés: Ha az ABC haromszdg oldalai: AB=15 cm, BC=12 cm,

es az 4B oldalhoz tartozé magassaga: CT=10 cm, akkor a feladat
megoldasa:

- Az ABC haromszog nincs egyértelmiien meghatéfozva (1987. a), b,

abra). Az AC szakasznak is két harmadoldpontja van: P,, P,.

A két haromszégben a BF,P,G,, illetve BF,P,G, paralelogrammak

oldalai egyenléek, azaz mindkét esetben: PiFi=4cm, P,G,;=10 cm,
illetve P,F,=8 cm és P,G,=5 cm. Az ABC haromszog f szoge a
paralelogrammak egyik szdge. -t a CBT derékszogili haromszogbol
hatdrozhatjuk meg: ' ‘

(a) esetben CBTx =B, b) esetben CBT+ = 180°— )
10 ,
sin CBT« "= o’ innen CBT « =56,44° (<90°).

Tehat mindkét haromszogbél a kévetkezd két paralelogrammat kapjuk: -
1. oldalai: 4 cm és 10 cm, szdgei: 56,44° és 123,56°,
2. oldalai: 8 cm és 5 cm, szogei: 56,44° és 123.56°,
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1988.

1989.

1990.

Az AD,D derékszogh haromszdogbol D c
(1988. abra):

m '
és AD, = x = mctga.

d= sin « -
A BC,C derékszogl haromszogbal:
m . » :
= ¢ C,B=y=mectgf. =
’ Sinﬂ ' - . A x D1
Az alapokat az -
a=x+ty+tec, 1988
atec
= | |
egyenletrendszerbdl kapjuk (xres ¥
fenti értékeinek figyelembevételével):

: 1
a= k+ EWZ (Ctg OC+Ctg ﬁ)’ d

c = k% %m(ctgombctgﬁ). 1989

Megjegyzés: Az a alap felirasakor

felhasznaltuk, hogy o <90°%, f<90° | ’

A péarhuzamos szeldszakaszok és szeldk tétele szerint (1989. abr

d-i—lj—s = i €s EZ = 1o . Ezekbél d=0.9 és b= 1,2-et kapjuk.
1,5 25 b2

A DCE haromszdg, a Pitagorasz-tétel megforditasa alap-jér.l, derék’iz
gii. A haromszog hegyesszogei egyben a trapez hegye§§zogel az ergya°
sﬁ-szégek miatt. Igy sin® = 0,8, a trapéz hegyesszogel a= 53,13
B=36,87".

Az ABhurhoz tartozo kisebbik keri-
leti sz0g az ABC derékszogl harom-

10 3
szogh6l siny = —l—z—-bol y= 56,44 )

Az ADBC hurnégyszogbdl a hﬁrh?z
tartozé6 mnagyobbik keriileti szog
5 = 180°—y = 123,56° (1990. abra).

1990

1991. A korhoz hﬁzoft erint8szakaszok egyenlésége miatt (1991. abra):

B A=CiA=y; A,B=C,B=x, valamint g = x+2, b=y+2 &
¢=x+y=10. A Pitagorasz-tétel szerint (x+2)*+(y+2)? = 100,
azaz (x+2)*+(12—x)% = 100.

Innen a haromszog befogdi 2+4 = 6 (cm) és 2+6 = 8 (cm), és he-

gyesszogel sin o = It -bdl a=36,87°, f=53,13°.

Megjegyzés: A Pitagorasz-tétel helyett a haromszog teriiletének kétféle

 felirasabol a 2¢ = ab = (a+b+c)g, azaz

az (x+2) (y+2) = 48 egyenletbdl és x+ y = 10-bél is meghatarozha-

- tok a haromszog befogdi.

B
X Ci .
A 10 5

a e

A N

N o
C B, y A .
b ‘ b=41icm

1991 1992

A négyszdget az e atloval két derékszogii haromszogre bontjuk.
Ezekbdl (1992. 4dbra):

. ' 4,1
e=1)73"+41% = V70,10; tgo = —, azaz «=29,32°, valamint
7,3

£=30,68", ¢ = ¢ sin f = 4,3 cm ésd = ecos f = 7,2 cm adodik.

- Megjegyzés: A b és d oldalak meghosszabbitisaval nyert specialis

derékszoglt hiromszgbdl is meghatarozhatdk a keresett adatok.
Kiils6 pontbél a kérhoz hizott
érintdszakaszok egyenlbek,
ezért ha a = 3+ x, akkor a be-
irt kor érintési pontja az atfo-
got x €s 15— x részekre bontja,
€¢8bh=15-x+3 =18~ x.

A Pitagorasz-tétel alapjan
(18—x)>+(3+x)? = 152
(1993. abra). A masodfoku
egyenlet megoldasaval (x, =09,
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1994.

1995.

1996,

1997.
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' 4
x,=6) a befogokra a=12 cm-t ¢s b=9 cm-t kapunk. Vsin o= I i

0=53,13" és f=36,87".

Kiilsé pontbol a korhdz huzott érintdszakaszok egyenldsége és a szim:
metria miatt a jeldlt (x) szakaszok egyenldek (1994. abra).

Az atfogd (r+x) 2 = 2x. Ebbél x = r (2+1), &

a kerilet k = 4x+2r = 22|24+ 3)r.

: | .
Az 1994-es feladat megoldasa szerint r = 1/54'1
a(2—1)

5

, ahol 2x az egyenl

szari derékszoglh haromszog alapja. Ezért r =

Az 1994-¢s feladat megoldasat alkalmazzuk, ahol b = x+r. A feltét

| 2-12
szerint b = r(ﬁJr 2), igy a beirt kér sugarar = b N

r

1994 S 1997

A beirt félkor érintési pontjaihoz tartozo sugarak egyenld szaru der
sz6gl haromszogeket metszenek le az eredetibdl. {gy az érintési pont
a szarat felezik: a=2R (1997. 4bra).

OKT derékszdgh haromszdg egyenld szara és OK = r+ R, OT =R
Ezért R+r = J2(R—7).

2—1 3-22
Ebbélr::[;——-R== 22

2+1 2

~a adodik.

1. megoldds : KT||CF, ezért KOT derékszdgii haromszégben OKT % = 30°.
Igy 20T=KO, azaz 2(R—r) = R+r. Ebbdl r = B Mivel O egyben

ﬁw

. ~ r : o , . /—“
az EFC haromszog sulypontja, ezért 3R = m = ¢ — . Innen r = aB
, 2 1
(1998. abra). , - >
H.' megoldds: Huzzuk meg a beirt kér EF-fel parhuzamos érintbiét.
Mlverl = 3,R, ezer“.t ez az egyenes a haromszdgbdl egy R magassigu
szabalyos haromszoget vag le. E haromszdg beirt korének sugarat kell

R m 1/§

39 Y.

meghatarozni. fgy r =

Az el6zd feladat megolddsabdl lattuk, hogy IE = 1 A CAK és CBO
3
AC ¥ 1

- haromszogek hasonlésagabol 3 = -

C R 3

C
Ay
A
BN :
@o 0~
a-r
'L°" r a
r J I
Do
E o F 20-r 20 ’
1998 , 2000a

a) I:Ia a héromszég befogdi a, 2a és atfogdija rl/ga (2000. a) abra), akkor

a kiilsé pontbdl a koérhoz hiizott érintdszakaszok egyenlOsége alapjan
I

3+5

az atfogd (a —‘r)+(2a—kr) = \/ga. ‘Az egyenletbdl a = r, igy a

—

/S,

345

- 3)5+5
5 (3+ !

haromszdg oldalai: r.
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b) Ha az atfogd kétszerese az c

egyik befogdénak, akkor a harom-

szogben a=30° és y=60°. CO 0
szoglelezd, ezért OCT x =307, ¢és 10 \

az OCT derékszogli haromszog- 0 17

‘ T
ben a—r = r1/§ (2000. b) abra). o r}/(

Ebbdl a haromszog oldalai
BC = a = r(1+]3), A B
AB = a3 = r(3+3) és 2000b

AC = 2a = 2(1+3)r. | ’
Megjegyzés: A feladat a derékszogli hdromszog teriiletének kétf

felirasaval is megoldhato: . ’ N
(a+b+c)r = ab (= 21), ahol a haromszdg befogdi: a, b, atfogoja:

A feltételek szerint AOB szabalyos haromszog, a jelé')lit f’IOB%Z =6
A kisebb 4B ivhez tartozo keriileti szog 30°, a nagyobbik ivhez tarto
kerilleti sz6g 150°. Tehat az A BC haromszog AB oldallal szemben fek

szoge 30° vagy 150° (2001. abra). .,

2002 : 2,5

A haromszog beirt korének l‘ké')zéppontja a haromszog belsod szégfele’

inek metszéspontja. Ezért OBF ¥ = g . Bzt az OBF derékszogl haro

sz0gb0l kapjuk meg (2002. abra):

p B .
gt = 5= 3575

= (,72,
2

PR

[gy p=y="71,5", a=37".

003.

004.

OB a p, OC a -t 180°-ra kiegészitd y szdgfelezbje, ezért BOC derék-
szOgil haromszog (2003. abra).

A beirt kor a BC szérat E-ben érinti, igy az érintdszakaszok egyenlosége
alapjan BE=5cm és EC = g
A BOC haromszdgre alkalmazva a magassagtételt kepjuk:
=550

2

Ebbdl ¢=3,6 cm, b=6,8 cm.
A trapéz hegyesszogei az ADT haromszogbol:

6
tga:__

. a=p=6193".
320 *F

Az adott ¢ oldallal szemben fekvé (hegyes)szog a tanult
c=2rsiny

e 4

Osszefliggésbol sin y = ’ y=41,81°. Ugyanezért

a = 6sin 102° &~ 5,9 (cm).

B =180°—(a+y) = 36,19°, és b = 6 sin 36,19° ~ 3,5 (cm).
G
e
b 8
0%
e P
A 16 7] B
[0 3
8
Gy
2003 2005 C:

Ismert, hogy az r sugari kor A hiirja és a hurhoz tartozé ¢ keriileti sz6 g
kozott fennall: i = 2r sin ¢ (2005. abra). Tehat 8 = 16,8 sin o. §<16
miatt o <y, tehdt o hegyesszog, igy o= 28,44°.

: 16
Hasonléan sin y = Tes: Ebbdl y nincs egyértelmiien meghatarozva,
igy y;="72,25 és y,=107,75°. Tehat két haromszog 1étezik.
A haromszdgek harmadik szége f, = 79,31°, illetve f,=43,81°, és har- -
madik oldala (b = 16,8 sin f alapjan) b, = 16,5 cm és b,=11,6 cm.
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“kdzépponti szdgéhez tartozoé hirja (2007. abra). Ezért

Az r sugari korbe irt trapéz r hosszisagh oldala a kor kdzéppontjabo
60°-0s szogben, az r 1/5 hosszusagnu szarak 90°-os szogben latszanak
Ezért a keresett oldal a kor kdzéppontjatol 120°-os szdgben latszik
Ebbdl a trapéz hosszabbik alapja a=r ﬁ

Az egyenld szaru haromszdg a alapja az R=10 cm sugaru kor 36°-0

a = 2R sin 18°. :
Ugyanakkor a koré irt korben az a hurhoz tartozo: keriileti szog 36
igy a = 2rsin 36°. '

sin 18°

sin 36° 2cos 18°
r pontos értékét (az 1735-6s feladat megoldasa alapjan) a sin 54°

1+ o
= felhasznalasaval kapjuk.

I+cos2a o
— Osszefiiggés

Ezekbdl r = R ~ 5,3 (cm).

A cos? o =

alapjan

l/1+cos36° ' '
cos 18 =}/ ——— = R
/ 2 : .
| ”]/1+sm54° ' '
5 .

Ebbél r = /10(5~ |/5) cm adédik. :

(Az 1963-as feladat dbrajat hasznaljuk.)

. : - 200
p=EPOX = §E1PE2< = 24°15".
Az OPE; derékszogli haromszogbdl
) r 10 )
= 24,35 (cm) és

OP = =
sing sin'24° 1%

E,P = rctgp = 10ctg24° 15 = 22,2 (cm).
(Az 1963-as feladat abrajat hasznaljuk.)
1,4
2.4
Ebbdl ¢=54,315°, az érinték hajlasszoge 29 = 108,63°. Az OPE, derek
sz0Ogl haromszogbdl

r 24

OP =d= =
/1—cos? ¢

Az OEF derékszogli haromszogben OF F« = @ €sCos @ =

, ~ 3,0 (dm).
sin ¢ 7

010.

e EF
d r’
1,4
azaz PE, = ¢ = ﬁd ~ 1,7 (dm).

b

Az 0,0,T derékszdgli ha-
romszogben (2010. abra):

170,0,<=E,PO,x=16,5
(=0, '
TO, =r,—r, =
igy E\E, = O,T
= TO,ctgp = 5,40 a kere-

L6, ' ¥

2010

-sett szakasz.

Mivel 0,0, = J/5,40°+1,6% = 5,63 < r, +r,, ezért a két kor metsz
egymast. -

(Az 1966. feladat abrajat hasznaljuk.) Az AKF derékszdgli haromszog-
bol F4 = |17 8% = 15. gy AB=30 cm, PB=40 cm. Az érintd- és
szel6szakaszok tétele szerint: PE2 = PA - PB = 10 - 40, azaz PE=20 cm.
A PEK derékszogli hiromszégbél PK = 202+ 172 = 26,2 (cm) és

17
g KPEx = 2 = 0,85, KPEx =40,36°.

A POE derékszogli hiromszogbdl PO = *% = 317 (cm) (2012.
sin 2, ,

abra). P-nek a limpaburatél valo tavolsiga PA = PO—r = 304 cm. "

Az abran feltintetett derékszogli hdromszogre (2013. abra):
m? = a*—r* = 822562 = 3588 ezért a magassag m=6,0 dm, .
5,6

. r
sin g = B = = 0,6829. A kip nyilasszoge 2¢ = 86,15°.

N

i

8,

[\

2013
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A 2013-as abra jeldléseivel:
r = asing = 15sin 31°; az alapkor atméroje:
2r=15,5 cm,
m = acosgp = 15cos31°; a kap magassaga m=12,9 cm.
A vonalkazott haromszogre felirhatjuk (2015. 4bra):
R—r 2.9 )

a 10,5°
a keresett szog o="73,97".

CoOS & =

R-r

2015 2016

Az ABCD alaplap atloi: BD=a, AC = a3 (2016. abra).
A testatlokat az abran feltintetett BDH egyenld szara derékszogl ¢
CAE derékszogl haromszdgekbd! Pitagorasz-tétellel kapjuk.
e=a)2, f =@+ @)3)=2a '

A két testatldt tartalmazo sikmetszet (pl. EBCH) aés a VE oldali (nem
derékszogl) paralelogramma. Az e és f szogét cosinustétellel szamit
hatjuk ki az'OBC haromszogbol: ' “

2 £\ 2
Q= <Z> +<j;> —2% gcos @,

2017.

2018.

2019.

A két testatlot tartalmazo sikmetszet téglalap, melynek oldalai 1,6 és

/1,82 + 0,82 (2017. 4bra).

A CE ¢s BH testatlok szoge a CKT < kétszerese: 2¢.

tr ) = cT 08 s .o
g0 X7 1 ; p="78"17".
—1/3,88
2
B
c G e
T \\\
5 % £~ < 08 __;'
S i e S
e \\ H R
// ~ 1|6
A 1.8 E a o
2017 2018
a\2 »c 2 a?+ 2+ 4p2
0= (5) +(5) = T e
RIS a’+ b+ 4c*
QR2=<—2— +<§> et = ———— aBRO.
IB\N? [e\? b?+ %+ 4a?
PR? = <5 + <E> +a? = T a CPR derékszogl harom-

sz0gekbdl (2018. abra).
e 3
Osszegiik: 5 (a®+b*+c?).

A ‘szabalyos gula magassaganak
talppontja az ABC alapharom-
szdg sulypontja: S (2019. abra).

SB az a oldalu szabalyos harom-

R 2
szog sulyvonalanak g—a:

2 a a
SB=—--13=—
32 3 1/§
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Az MSB derékszogii haromszogbdl:
a) Pitagorasz-tétellel szamitjuk ki az oldalélt:

b= a"+<l/%>2 = %

b) és az oldalélnek az alaplrappal bezart szoge:
a -

tgf=-—=1|3; B=60".
a

/3
¢) Az oldallapnak az alaplappal bezart szogét az MSF derékszdgh
haromszogbol kapjuk meg: '

MS

tg(ﬂ:§;2ﬁ;

1. megoldds: Az ABF egyenld szart haromszog, ezért AEF haromszog
derékszogl, erre felirhatoé a Pitagorasz-tétel: : ‘

0 =173,90".

b\
(E) = AF?—q®  (2020/1. abra).

Minthogy itt AF az ACD szabalyos haromszog magassaga

i, (b\? b \*
AF=5ﬁ,ezert 2 = El/g —a.EbboIb=cyz‘/§.‘ '

II. megoldds: A szabalyos tetraéder koré — az ismert mddon — kocka
irhato (2020/11. abra). A tetraéder két szemkozti- élének- tavolsaga
éppen a kocka a élével egyenld, a tetraéder éle pedig a kocka lapatloja

~ a)

A 2020/1. 2020/11.

- haromszogbdl szamitjuk ki:

AT
coso = ——,
AM
AT az alaplap atldjanak fele:
1
. 5 2 1
5 > 18Y
512
cosa = — ; =59,66°.
T4 o 66

. Agilaoldaléle AE = a2, az AT

- ACE

023.

‘gassaga (2023.a), b) abra)

a) Az oldalelnek az alapéllel bezart szogét az MFC derékszogll harom-
FC 25 '

szogb6l kapjuk: cosy = — = ~

gool, PJV | b4 MC 7

b) Az oldalélnek az alaplappal be-

zart o sz0gét az AMT derékszoglt

5 7=109,08° (2021. abra).

szakasz kétszerese (2022. abra).
szabalyos . haromszog,
EAT ¥ =60°. Igy az alaplap ko-
zéppontjdnak az oldaléltdl valo -
tavolsaga az AT oldalu szabalyos
haromszog magassaga:

a) A gula oldallapjainak magas-
sdga az a ]/5 szard egyenld szarl
haromszog a alaphoz tartozé ma-

5 a’ ]/7
2a°— — = —q
4 2

tertilete:

e
s

t

Tehat a gula felszine
A = a>+4r = a(1+)7).

2023a,b
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A gila magassaga az el6z6 feladat eredménye alapjan: Ebb]-
: 6
Merr=t=alt _J-)
2 2 SRR
gy a gala térfogata: - ) ,
o 1/8 2024. A’ szabalyos hatszog két szemkoztes csticsdnak tavolsdga az a alapél
= = ) kétszerese; ezért ADP szabalyos hdromszog (2024. abra).
3 o 6 o - ' Ebbdl: a) a ghla magassiga az alapéllel kifejezve: a ]@
b) Az E kozépponti hasonldsag ara- €s ¢) a szemkoztes oldalélek szoge 60°.
a b) A szomszédos oldalélek szogét az ABP egyenld szar( harom-
> 1 ’ . sz0gbol hatarozzuk meg:
nya A=-—=—, ezért a kapott F a v
M 6 2023c a

2
négyzet teriilete: A%a* = e
¢) I. megoldds (2023.c) 4bra): Tekintsiik a gila szemkoztes oldallapjai
magassagara illeszkedé sikmetszetét. Ez tartalmazza a beirt gomb ko-
zéppontjat és a két szemkoztes oldallapon az érintési pontokat. fgya
beirt gdmb sugara, az EFG egyenld szaru haromszog beirt korének r
sugaraval azonos. ’
Bzt az FTE és OQE hasonlé haromszogek segitségével hatdrozhatjuk
meg: ‘ o

. 1
sin—=—=—_ E A = °
= Ebbslg=2896"

M—r

a
r 2
m

f6(/7-1)

Az ismert oldalakat behelyettésitve azr = a —y értéket kapjuk.

| 2024 B 2025

47
- o ne: A = 4ty = 2. & " . R
Igy a beirt gomb felszine: 4, = 4r°n 3 a‘m es 25. PC meroleges a haromszog sikjara, igy a sik Osszes egyenesére is. Tehat
. 4 [/8(5 W— 1) PCLAA}' es PCL BBI, (2025. abra).
térfogata: V, — §r3n _ . P BB, merdleges PC-re és AC-re, ezért merdleges az ACP sikra, tehat

PALBB,. Ugyanigy: PA, L AA,.
PA s AA 1"szé')gét a PAA derékszogli haromszogbdl kapjuk meg, mert
e haromszdg oldalai deré¢kszogl haromszdgekbdl meghatirozhatéak.

AP = 755 = |3,

3
A4, = —2—16 = |/6,75.

6,75

II. megoldds : Az adott ghlat a beirt gomb koézéppontjaval kozos csucs-
pontu gildkra bontjuk. Ezek magassaga a beirt gomb sugara: r, térfo-
gatuk Osszege a glla térfogataval, az alaplapok teriiletének Osszege a

- 13
gula felszinével egyenlo. Igy: V = gA, azaz

a3]/6_ ro
6 —5(1(14‘1/:7‘)

{gy cos PAA, x = = 0,4456, PAA, ¥ = 63,54°.

2
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Az 1735, feladat megoldésa alapjan:

Az a oldalu szabélyos n-szog koréirt korenek sugara:

a
o 180°°
2 sin —
: n

Ha a gila oldaléle a, akkor szitkségképpen

a>r.

o

Az egyenlétlens’éget megoldva 30° < T (<90°), azaz n<6 adodik.

A glila magassagat az m* = a*—r* osszefiiggésbdl kapjuk:

. 029,
n=3 ‘esetén m = a g,
: a
n=4 esettn m = —,
ﬁ 30.
1
n=5  esetén m =

1+)5

cos 36° = sin 54° = 1 12y
: 1+)5\2
sin?36° = 1—cos? 36" = 1— 4

575

10

Ebbél m = a

Az egység atfogoju x hegy'esszf)‘gﬁ, derékszogl haromszog x-szel szem
koztes befogdja sin x, a masik befogd cos x. A haromszog-egyenldtlen
ség miatt sin x+cos x > 1.

1. megoldds: Az AT,OT, derékszdgii deltoid teriilete (2028. 4bra).
a.

tl :ATszO:

ahol r a hdromszog beirt korének sugara..

My = S ar, mivel a CB oldalhoz tarto-

A BCO haromszog teriilete:

z6 magassag r. Tehat ¢, =1,.

I1. megoldds : Az O A szogfelezé felezi
az. AT, 0T, négyszog és a BCO ha-
romszog teriiletét. Az igy keletkezd
négy haromszog egybevagdsagabol
t, =1, kovetkezik. - .

1
Ismert, hogy a haromszog teriilete 7 = — ab sin v,
: 1
A feltételbdl kovetkezik, hogy sin y = 3 Ezért y<90° miatt y=30°.

A der¢kszogli haromszdg B cstics melletti- kiils6 szoge a+90°, az
A cstcs melletti killsS szdg g+ 90°.

a<b, igy a<f, ezért a feltételekbol

«+90° 4

——— = —adodik.

B+90° 5 ;

Az o = 90°—f egyenlBséget figyelembe véve kapjuk, hogy f=60°,
oa=30°. '

A haromszdg teriilete a 2a oldalti szabalyos haromszog teriiletének fele,
a* ‘/§

2

Az 4tfogd ¢ = |/62+9% = 3/13.

A haromszog teriiletének kétszerese: ab = me.

azaz t =

I 54 18 5.0 (dm) :
nnen m = ——=— = — & 5,0 (dm).
313 )13 ,
, . . . 27 3 I
A hdromszogek keriiletének aranya A = ——— = = Teriiletiik ara-
5+6+7 2

nya a hasonlésag ardnyanak négyzetével egyenld, azaz 9 24

Tegytik fel, hogy b=B - aés ¢c=C - a. Ekkor a haromszog magassigai:

2t 2t 2t
m, = —— € m, = .
. B-a C-a

a *

327



Két-két magassag Osszege: A'B" az AC, illetve BC oldalt P, illetve Q pontokban metszi (2037.

1 1 B+1 ~ 5 B+C abra).
mafmb=2t<;+-é'—;>= t_B-_a’ ’ mb_"—m\c—‘_ tB.CAa’ POCA ~ABCA.,

_C+l A tikrdzés miatt FS= F'S, mésré ! irt F’ {
& motm, =2 . ZeS mia =F'S, masrészt FS = gFC. Ezért F* az FC stlyvo-

a :
A feltételek szerint: nalat harmadolja. Igy a hasonlésag aranya 4 = —— = l, a POC és
5 m,+tm, B+l . 8_crl g . 1 e
7= m,tm.  B+C ® ST Brc ABC haromszogek teriiletének aranya A2 = 5
Az egyenletrendszerbdl B = ’ és C = % Innen az oldalak aranya PQCA =ZBRA = AHV A ezért a két hiromszog kdzos részének terii-
5 ; ; 1 2 t 2

3 3 ' , lete t = T—3 -§T = gT, tehdt a teriiletek aranya — = —.

a:b:c=1:5:g=10:15:6. r.3

PORA ~ABCA ,mert PQ, QR, RP az ABS, BCS, CAS haromszdgek
1 . , , koézépvonalai (PQ||4B, QR||BC, RP|CA). A hasonlésag aranya
mm.z=§wmm=5w«m) PQ

1 N 1
—, a teriiletek aranya <5> = n (2038.. abra).

AB 2

1 . 208 B
= — i ja — T =(,6764. Innen y,=42,56
2035. (= 5 ab sin y alapjan siny = 15.0-20,5 1 '
y,=137,44°. (Az adatok a haromszoget nem hatarozzak meg egyerte
mien.) .
am - 208
= —2.bol = —— =10,1 (cm). |
1=y Pk T s (cm). | )
2036.7 A lemetszett haromszog az eredetihez hasonlo, a hasonlosag Zar;'m;
X
A= —% _ teriiletilk aranya a feltételt figyelembe véve M= (5—8> h =
3 >
| ]/ ] 2038 2039
Y133 )
Ebbdl x = 3,8 % = ——5—(cm) (~2,31 cm) (2036. abra). |

- HGCA ~ABCA (két-oldal ardnya és a korbezart szog egyenlésége
miatt) (2039. abra).

C

: ) HG CT
A megfelelé szakaszok ardnya: —— = — = He = l
) ¢ m, . AC 3
Ezert a HGD haromszog teriilete:
11 2 2
= — s o s —_— = t
233 Mgt
2037 - ahol t az ABC haromszdg teriilete.

L

2036
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2
Hasonléan megmutathatd, hogy az EFK hiromszdg teriilete 7, = §t

22 :
Tehéttl:tzzt=§:§:l(=2:2:9).

A’BC és ABC haromszdgek C csucsbol indulo magassigai azonosak
igy t:t = A'B: AB (2040. ibra).
o és B hegyesszogek, mert ellenkezé esetben az AB oldalt nem metszen

a magassagvonal.

1 ;.
Ha a>b, A az AB szakasz pontja: AT=TA" és A'B :/’5 AB. g

22
magassagvonal az 4B oldalt 1 : 3 aranyban osztja.
Hasonléan megmutathatd a<b esetén is, hogy T az AB szakas
B csticshoz kézelebb esd negyedeld pontja. ‘
Osszefoglalva: a magassigtalppont az AB oldalnak a csatlakozo rov

debb oldalhoz kozelebb esé negyedeld pontja.

! 11 ‘
AA'=A'B, AT = ~AA' = -~ AB, azaz AT: AB = 1:4. Tehat

B 2040 A

EFCA ~ABCA, a hasonlosag
1 E

1
aranya 3 teriiletik aranya e

EFCA =EFC' A, igy {(CEC'F) =
1
— 2§(EFC) = ~ {ABC) (2041. &bra).
(EFC) 5 (ABC) ( abra) 2041

- HXBY,) = T igy

A X
20423

A hétszog terﬁle’tét megkapj S ' il ‘
’ ’ gkapjuk, ha a négyzet 7 teriiletébél kivoni
negy egybevagéd haromszég teriiletét (2042. a) abra). o
T 3
;= Z T.
Az Gtszog teriiletét megkapj ¢ lleté
g pjuk, ha a négyzet teriiletébdl kivoni 2-
egybevagd haromszog teriiletét (2042. b ) abra). oniuica 22
3
204X, V,) = — T, 2(X,BY) = L i =
T BY) =2, gy s=1c T
Ebbdl ¢, : 5 = 12: 11.

1. megoldas: A' DEF haromszgben

pE=2
3

az ehhez tartoz6 magassdg az ABC haromsz6g a oldaldhoz tartozo
m‘agasség fele (mivel F felezi AB-t), itt é (2043. abra) |
. , 7 2 ‘ '

Ezért

Megjegyzés: A megoldas soran nem
ha"szneiltuk fel, hogy az adott harom-
sz0g hegyesszogei 30°, 60°-osak.
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, ‘ 1 1 Ebbél a szimmetrikus trapéz szarai:
II. megoldds: F felezi AB-t, ezért {(FBC) = EI(ABC) T DGV i 2—-1 ,
, : = = ——— egység.
FBC és DEF haromszogek magassaga azonos, igy V§ gysee

A trapéz alapjai

1 1
{DEF) = — t(FBC) = gt(ABC)- 2

3 - GF = 2GC = 3  cevség,
Megjegyzés: Bz a megoldf'ls 3y :
tetszoleges A BC haromszogre JO. DE = ‘E DC = % egység.

haromszog teriilete : '
2044. Az EFG  har g 046. Az ABC haromszdghoz hasonld PQC haromszog teriilete az ABC

{ = T—(t,+1t,+1) (2044. abra),
ahol T az ABC haromszog teriile-
te. A kis haromszogek teriiletet
egy oldalbol és a hozza tartozd
magassagbol szamoljuk ki.példaul
a kovetkezd tablazat szerint:

1 t :
héromszoég teriiletének 3 vagy 3 része. A 7= A* bsszefiiggés alapjan

1 2 '
a hasonlésdg ardnya: A, = —, illetve Ay = ‘/5 Ezért

/3

) L /2
haromszdg oldala  a hozza tartoz0 magassag tertilete CP, = E C4 =33 cm, illetve CP, = % CA =36 cm.

¢ m, ;= Z 047. A hasonl6 haromszdgeket figyelembe véve:
AFE E 3 ¢ 6 ‘ 1 - 1 2
) T DEngB=§C, FG=§C‘,
¢ < = — :
BGF 5 3 "7 2 ]
2 ny, l" _ 2_7_—' DP = —mg, FR = —m,
. CEG gb ? c s} : 3 3

. ) 5
' 1 1 2 5 2 lgy #DEQP)= DE-DP = -1,
1 - - = Z)=-—-36 = 10 (cm?).
dgy t = T<1 ) 13 ( , 9
. , . {FGSR) = FG - FR = —¢,
2045. ABC, DEC és GFC haromszogek hasonléak (2045. abra). Teriiletel ( ) 9

3

ardnyabol a hasonldsag aranyara kovetkeztethetiink. fgy tehat a két téglalap terilete egyenld.

A teglalapok keriilete:
2 4 2 2 2
k(DEQP)=2DE+2DP=§c+§mC <=§cﬂ- —m+—mc>

és

1 .
HGFC) = gT, ezert

{DEC) = %T, ezért Dﬁﬁ// T /}7&

. 2 B % A
be=Y34C=V3- 2045

.4 2 2 2 2
K(FGSR) = - c+ —m, =—ct-m+ -c).
' 3 3 3 3 3
- Tehat ¢ és m, viszonyatdl fiigg, hogy melyik téglalap keriilete a na-
gyobb. Peldaul ha m,<c, akkor k(DEQP)< k(FGSR).-
Megjegyzés: A teriiletek egyenl8sége a téglalapok atdarabolasdval is
megmutathato. . '

333
332




2048.

2049.

2050.

334

Tekintsiik a BC’' A’ haromszoget (2048. abra). Ebben {BC” =2c¢, az chhe
tartozé magassag a parhuzamos szeldszakaszok tételét (vagy a hasonl

haromszogeket) figyelembe véve: 3m,. ) g
fgy H(BC'A") = 61, ahol 1 az ABC haromszog terillete.

Hasonl6an belathato, hogy :
H{CA'BY=t(AB'C")=6t.

Tehat

HA'B'C’)y = t+3 -6t = 191,azaz az A’B'C" haromsz0og terllete az AB
haromszog tertiletének 19-szerese. -

A
20
C
b
M| a
N
A/ c B 2c c
19
2048
Bl
A Pitagorasz-tétel megforditasa c
alapjan az AFC haromszog derék-. ’,
szogl. Az ABC haromszog beff)gél 3 NG
3 cm, illetve 8 cm, igy a teriilete
12 cm? (2049. abra). A F 4
2049

1 ,
1. megoldds : A feltétel azt jelenti, hogy T(ABP) = 3 T(ABC). Ezu

1 .
lehetséges, hogy A BP haromszdg P-bol induld magassaga: gmc.

g

H(ABP) = %(l chB> = %t(ABC). 7

. A megoldast lasd 2037-nél.

Az A'B’'C" haromszog hirom egyen-

. 2
CA'B'CA=ABCA <t = k> ,

A

2050/1. 2050/11.

P rajta van az mnek, a C-t6] tadvolabbi harmadolépontjan dtmend,
AB-vel parhuzamos e, egyenesen. Az e~re illeszkedik az § stlypont.
Hasonlo6an ez all a tobbi oldalra is: S illeszkedik az eJIBC és e))|AC
egyenesekre is. Igy e,, e, e-nek S k6zos pontja, de mas kdzds pontja
nem lehet. Ezért P azonos S-sel (2050/1. abra).

I1. megoldas : A t(ABP)= t(BCP) egyenléségbdl kovetkezik, hogy a két

. haromszog k6zos PB oldaldhoz tartozéd magassaga egyenls, azaz A-

nak és C-nek PB egyenestSl mért tavolsdga azonos. Ezért a PB egyenes
felezi az AC oldalt, tehat P rajta van a b oldalhoz tartozo s, stlyvonalon
(2050/11. abra).

Hasonléan mutathaté meg, hogy P az s, €s s, sulyvonalakra is illeszke-
dik. Ezért, ha t(4BP)= t(BCP)= t(CAP) fennall, akkor P csak az ABC
haromszég stlypontja lehet.

A haromszbg sulypontjara a fenti
egyenloseg teljesiil, hiszen pl.:

3

16 teriilletli haromszogre bonthatd

(2052. abra).

TA'BC) = =

= T(A'B'C)+ T(A'C'C)+ T(B'C O). m
a

2 c

2052
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- 2053.

2054,

2055.

2056.

2057.
T

A masik két haromszdg egyik oldala és a hozza tartoz6 magassaga i
a* 3a*

a, teriilete 5 Tehat T(A'B'C’) = 5

Megjegyzés: Az A’B'C’ haromszog terilete kozvetlenill A'B’ oldalbo

és a hozza tartozd magassagbdl is kiszamithato. ~

Legyenek a haromszog oldalai: a—d, a, a+ d. Pitagorasz tétele szerint
(a+d)? = a*+(a—d)>. Rendezés utan: a(a— 4d) = 0.
Ebbol 0<a=4d. ‘ '

A haromszdg oldalai d-vel kifejezve 3d, 4d, 5d.

Teriilete: 642 = 600, igy d= 10, tehat a haromszog oldalai:
30 cm, 40 cm, 50 cm. '

A feltételek szerint k= a+b+c¢ = 60,

1
= —ab =120,
2
a?+b? = c*.
Az egyenletrendszerbdl: a+b = 60—c¢ és ab=240 egyenleteket kapjuk

ami a ¢ = (60— ¢)? —480 egyenletre vezet. Ebbdl az atfogd c=26m
a befogok: 10 m és 24 m.

A derékszogl haromszdg oldalaira a szokasos jeldlest alkalmazva
a*+b? = ¢? a Pitagorasz-tétel, tovabba '
a+b+c = ab a feltétel szerint.

Ezekbdl a*+b? = (ab—a—b)>.

A kijelolt miiveleteket elvégezve €s szorzatta alakitva:
ab(ab—2a—2b+2) = 0. , ’

Minthogy ab>0, ezért kell, hogy ab—2a—2b+2 = 0, azaz
(a—2) (b—2) = 2 legyen. :
Mivel a és b pozitiv egész, ezért a—2 = 1 és b—2 = 2 vagy forditv

060.
Ennek alapjan a hiromszog oldalai 3, 4 &s 5 egyseg. ‘

Legyen HP||BC. Ekkor HCP derékszogl haromszogben a HCP < =0

) ho
thCP=§,HP:§W§a%aémmyAHPA~ABCA,am
h

HP PA 2

mesfeleld oldalak aranya egyenlé: — = ——, a
egfelelé olda ranya egye ' BC " A .

061.

Az egyenletet I——val szorozva és rendezve, a bizonyitandd b +
1

osszefuggést kapjuk.
Lasd az 1811-es feladatot.

058,

059.

H
I
~
//
v
60° >
C P b A
2056
2¢ 1b
7
a
2060

A{B{I’B’ flégysz(?.g hiirnégyszog, ezért példaul: CA’'B "« =a. Az ABC és

A’B’C haromszogek hasonléak, mert két-két szogiik paronként egyen-
. ca o AB

16. A hasonlosag ardnya =
o , AB

ﬁ , igy a két haromszog teriiletének
o] , : ‘
aranya 5,\teha}t ‘A’B’ felezi az ABC haromszog teriletét (2058. abra).

ABCés A’ B'C" hdromszogek hasonloak. (Lasd a 2058-as feladat megol-

- o 1
dasat!) Mivel Pl ezért a hasonlosag ardnya —, igy A’'B’ = A
n ‘/’; VE

A feltételekbdl ab=060, a*>+b* = 169. Az egyenletrendszer gyokei a

- , : b
teglalap oldalai: 12 cm, Scm. tg g = — = i , p=122,62°. Ezért az atlok
a

12
szoge 29 =45,24° (2060. abra).

A feltételek alapjan: 2b = |4+ b2,

‘ 2
Ebbol b = — adodik.

3 |

Ha az atlok az a oldallal ¢ sz6get zarnak be, akkor
b 1

tgp = - = 17.3, »<90° miatt ¢ =30°.
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2062.

2063.

20064.

© 2065.

338

A téglalap oldalainak felez6pontjai olyan rombuszt hatdroznak me
amelynek oldala a teglalap étléi‘nak 1/2-szerese. Ezért a rombusz k
rillete 2 [/a® + b2 = 5,2. A téglalap két kiilonbdz6 oldalanak az 9sszeg
a+b = 3,4. Ezekbdl a téglalap oldalai: 1 dm és 2,4 dm.

Az oldalfelezd pontok altal meghatarozott rombusz teriilete a téglala
terliletének fele: ‘ '
ab=144. Masrészt a feltételek szerint
a+b = 26. ‘

Innen a téglalap oldalai: 18 cm és 8 cm.

cm. A rombusz teriilet

28

= 43 (cm?) (2064. abra).

magassaganak  kétszerese:

azﬁ

2

2065

2064

A rombusz atléi merdlegesen felezik egymést (20657. abra). A
derékszogii haromszoghSl TB = x = |32—2,5% = |/2,75. Az ABK
rékszOgli haromszogre alkalmazzuk a befogotételt:

ax =32,
9
azaz a = ——.
2,75
. . 45 5
Igy a  rombusz terilete t = 2ra = cm” ~ 27,1

= —m = 576.
D) m

= (c+6)? = 576.

D 3,2 c D 4 c
m b
32/ | 3.2 d -
; 7 /600
AR v A - 6 B
A T 4,8 B 2067
' 2066 '

A szimmetrikus trapéz magassaga ¢s o hegyesszoge az ATD derékszogii
haromszogb6l (2066. abra):

| 1
;n=ygy—0£2=0£Vﬁ;msa=2,a=ﬁﬁr.

i . atc
A trapéz terillete: ¢t = M= 3,2)15em? (» 12,4 cm?)

A trapéz szarai a CTB derékszogli haromszogbél (2067. abra):
d=m=2 ﬁcm, b=4cm.
A trapéz teriilete:

atc

Az atlokat az ATC és az ABD derékgzégﬁ haromszogbdl hatarozzuk
meg: "

e=2+2)32 =211, f=|6*+2)3)7 =43

A feltételek szerint: m = ¢+ 6,a=c+124és
atc

Behelyettesités utan:

Ebb8l m = ¢+6 = 24 cm, c=18 cm
és a=230 cm adodik.

DCEA ~ABEA, és a hasonlosig

. 53 .
-ardnya A = ) (2069. abra). Ezért 2,8 34
R —-z',d Y=l |
Y128 €s y434 = / all fenn. A 8.2 B
' : 2069
Ezekbdl x = & - 1484 5,12
1-4 29 ~ 77
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2070.

2071.

340

te: k = x+y+53 (cm) =

, A2 53
t, 1-12 822-53?
= 28,09 ~ 0,72.
39,157

illetve
B 3,44 . 18,02

1-4 29

y ~ 6,21 adodik. fgy a kiegészité haromszog keriile

48,23
2:9 (cm) =~ 16,6 (cm).

A hasonld haromszogek teriiletének aranya

h_ A%, ahol t, a DCE, T az ABE haromsz0g teriilete.
T

fgy t,=A%T, és a trapéz teriilete 1, = T—1t, = (1—AH)T.
Ebbdl a keresett arany

C ponton keresztiil AD-vel hlzott parhuzamos AB-t A’-ben "metys::
(2070. abra). Ezért A4’=8 cm, 4’B=32 cm, igy A'BC egyenl? sz !
haromszog. Ennek az alaphoz tartoz6 magassaga |32~ 10> = 223

Az A’BC haromszog kétszeres teriilete: 2t = 32m = 2Q $2)231. Tehé

) 45 teri e = 30)331
a trapéz magassaga m = 2 231 cm, és teriilete 7 = - m=

A feltételek szerint CAEX =ACD« =45°, igy ACE egyenld s
derékszogli haromszog (2071. abra). Ezért CE=4; AE=4 l/i egyse

42 :
a trapéz magassiga m = —ZV—- egység. DC oldalt a DCB és AEB harom-

DC 3
-szogek: hasonlésiganak figyelembevételével ‘Kapjuk: = = 2 azaz

212 |

1
DC = - Ezekbdl az AECD trapéz teriilete:

(1212 80
t = (—7[ +4 1/5) 1/5 = = (teriiletegység).

) a
PQVA~CABA, ezért y=QV-te és x=PV-re fenndll: 2 =
Py ;

yb=ax (¥). TPU haromszog teriilete fele egy a €s x oldali « szdgii

, azaz

: 1
paralelogrammanak, igy «(TPU) = Eax sin o (2072. abra). Hasonléan
RPS haromszog terﬁlete egy b és y oldalt o szdgi paralelogramma

, 1
terilletének a fele: #(RPS) = Eby sin o (*) miatt a két haromszog

terilete egyenld.

i

2073

' 1
A deltoid teriilete ¢ = Eef (2073. abra). A deltoid 4tl6i merdlegesek

egymasra, ezért az oldalfelezé pontok 4ltal meghatarozott négyszog
téglalap. A téglalap oldalainak kétszerese a deltoid 4tl6i (mert péld4ul:
EF=HG az ADC héaromszdg e-vel parhuzamos kozépvonala). Tehat

e t -
a téglalap teriilete ¢ = 5% = 7 A keresett ardny 1: 2.
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]
2074. 1. megolddas: t = EEF- AG, ahol EF ='—2—— s AG = Za

2075.

342

R

= %az = 54 cm? (2074. abra).
II. megoldds: Az AEO, AOF és EOF haromszdgek teriilete egyenld,

‘ a
mert egyik oldaluk, és a hozza tartozd magassag: 5

aZ.
= 3%
Ezért ¢ 2
Ia) ‘ F C o
G
0 E 77.
A o B A
2074 2075

— 1 1
1. megoldas: t, = t(AEE) = EEF- AP, ahol EF = §BD = ga

. ) : 5a*
AP=24C="24 V2 (2075. abra). Ezért 1, = 1g 2= HAGH)

6 6
2 212

1 2 2~ B
= S GH - 4Q, ahol GH = ZBD = \2a, 40 ; ;

t 5

t, = ﬂaz. A két haromszog teriiletének aranya: t—l = 3
: ' 2

Megjegyzés : A szakaszokat az abran lathato hasonld haromszogek
hataroztuk meg, , ' ) _
II. megoldads: A haromszogeket harom-harom haromszogre bontju
AEF-et AEQ, AQF, EQF-re,
AGH-t AGR, ARH, GRH-ra. ’ ,
Ezek teriiletét a négyzet oldalaival parhuzamos oldal és a hozza tarto

magassag segitségével kapjuk meg. <Példé1ul: AEQA = AFQAN és

a , . 2a
QF = 3 az ehhez tartoz6 magassag 3
i‘i’AEF)*21a2a+1a2"5a2>
& il 233 2) "1

A keletkez6 nyolcszég szabdlyos, hiszen oldalai és szdgel is egyenldek

© (2076. abra).

Oldalat  kétféleképpen  kifejezve kapjuk: x[ﬁ: a—2x. Ebbé},‘

-2

X =g,

A nyolcszog teriilete a négyzet és a négy egybevagd egyenld szaru
derékszogl hiromszog teriiletének kiilonbsége.

t=a*=2x7 = 22~ 1)a® = 72(J2~ 1) cm?.
Az el8z6 feladat alapjan

1= 2a*)2-1) = 80.

EbbSl a négyzet oldala a = 2}/10 (2+1) cm.

s megZ/das A PQRS négyszdg PQ oldala az ABC haromszog, RS
oldala a CDA hiromszdg AC-vel parhuzamos kozépvonala. Ezért

1
PQ = RS = - AC és PQ|ACIRS (2078/1. 4bra).

Az AC 4tl6 a paralelogrammat két paralelogrammadra bontja. Ezek

X X
Jﬁg
a
2076 2078/1.




2079.

344

. B BP 2
CDPA ~BQPA(¥), ezért ‘Q = — = _

cpb pPC 1

alapjai %AC, €s az alaphoz tartoz6 magassagok az ACD, illetve az 4

Ebbél BQ =10 cm. \

1. megoldds : Legyen a paralelogramma AB oldalihoz tartoz6 magassa-
ga:m. (Ez lesz a BQD hiromszog BQ oldalahoz tartozéd magassaga is.)
(2080/1. abra.)

Igy

HABCD)=5m,

haromszdgek AC oldaldhoz tartozoé magassagainak fele. Azaz
1y = EACEITIB - €S L, = ’Z‘AC E.MD‘

Ezek Osszege:

11 1 -
t(PQRS) = t,+1, = 5 EAC(mB‘—f-mD) = El‘(ABCD)

' 1
Tehat a keresett arany 1: 2. KBQD) = 3 10m.

ir. megoldds: Az ABCD négyszo- : ‘Tehat a két alakzat teriilete egyenl§. ‘ :
get a 2078/11. abra szerint egyenld D c
teriileti haromszogekre bontjuk. 7,

' Az azonos szdmmal jelolt harom- 3/ |m 2 | 7 |
szOgek terillete egyenlS. EbbJI le- N o “‘2080/'.
olvashatd a megoldds. ) F — e _

II. megoldds: A BCD 'héromszég teriiletét DP harmadolja, igy
, | o | ’
HCDPy= gz(ABCD) és {(DBP) = —3—t(ABCD). Maésrészt a (*) hason-

- 16sdg miatt (BQP)=41CDP).
gy (BOD)=«DBP)+ (BQP)= t(4BCD).
111. megoldds: Atdaraboléssal (2080/111. abra):

2078/11.

A lemetszett haromszdgek az adotthoz hasonldak, a hasonlosag ara

Jilletve " — (2079. &bra). U(BQD) = H(4QD)~ HABD) = - - 31(ABCD)~ ~ - {4BCD) =

m+n m+n ’ ) 2
Ezért _ ‘ o = {ABCD).
) e G
== gs  — = | . o
t m+n t m+n
A paraletogramma teriilete:

= th —t, = t'ﬂ A , : : 2080/1il.
T IThTR (m+n)*’ 2079 A B , Q

b
A feltételekbél kovetkezik, hogy a trapéz magassaga 3 és a szaraknak

' ‘ ~ b3
a hosszabbik alapra es6 merdleges vetiiletei —21/: .
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2085. Az utak teriilete (kilon-kiildn) (2085. abra)
xb=250,

ya=400. ‘

A ket egyenlet szorzata abxy =100 000.

A telek teriilete: ab=4000.

Ezekbdl xy=25.

Igy az utak egyiittes teriilete x5+ ya— xy = 625 m?.

Ezért a trapéz teriilete:

a+(@a+b|3)y b (2a+b)3)b
2 2 4 , :

2082. A feltételekbdl kovetkezik, hogy a szaraknak az alapra esé merdlege

=

: a—c .
vetiilete Ty (a> c feltétel mellett), a trapéz magassagaval egyenld

Ezért a trapéz teriilete:
atc a—c a*—¢?

2 2 4 ' S -
2083. A lemetszett haromszog az eredetihez hasonl6. A hasonldsig aranya-
1 2 ‘
nak négyzete . = Ebbél d = 56 illetve ¢ = |2d = 52 om b 7
2084. Két eset lehetséges: v
a derékszoglt haromszog befogodja (a)) vagy az atfogodja (b)) kozos a
szabalyos haromszog oldalaval (2084.a), b) abra). o \
Mindkét esetben a derékszogli haromszoég 30° — 60°-o0s, kisebbik befo- 2085 | | 2086

gdja ¢, atfogoja 2c.

Ebbdl adodik, hogy a trapéz magassaga a) esetben — f b esetben ¢ : § o
2086. Elobb bela‘quk, hogy PORS téglalap. A paralelogramma szomszédos

A teriilet:
o) t= c+2c c [ 3 V7 szogeire: o+ f = 180°, ezért ASB haromszogben
« B
+2 é = 180"— (—.+ ~> = 90° (2086. abra).
b)t= il s ]/— V> 2 2 )

- AP L DF miatt ADF haromszog egyenld szari AD=AF —2 tehat

- At16
A hOSSZabb atlo FB=1, igy AG=PR=DH=1is teljesiil. -

a) AC* = AT*+ CT?, ahol CTL BA,

s & () - e

. 1
Minthogy PRSA ~APDA s a hasonlosag aranya: 3 ezért

{(PORS) = %t(APD).

b) AC" = AB™+ BC, et Tovabbé P a GH szakasz (fel &
‘ ovabba P a szakasz (felez6)pontja é
AC = | 3+ (20 = ¢|/7. : 1 (felezG)pontja és
: “HAPD) = Et(AGHD), valamint 4G : AB = 1: 3 miatt
D 2¢_ ¢ , 2¢ \2¢ .
| N APD) = - {ABCD)
| \ .

. 1
Igy {PQRS) = — t(ABCD).
2084a.,b A 2c 12 ( )
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2087.

2088.

2089.

348

Megjegyzés: Altaldban

(a—b)*
HPQORS) = E{;— H{ABCD),

mert (2086./M éabra)

o] o

HAPD) =

- (ABCD),

[\

a ] 5
{PORS) = 26(PRS) =
=2 (“—;b) - (APD).

(A PQRS téglalap akkor és csak akkor jon létre, ha ABCD nen
rombusz.)

1. megoldds: A feltételek szerint:
ab = 2(a+b),

amibdl a-t kifejezziik:

2 2b-)+4 . 4

= 2 S W S
T b2

b—2"

L

Minthogy a és b pozitiv egész, kell, hogy b—2 a 4 osztdja legyen. Ebb
a téglalap oldalaira 3 és 6 vagy 4 és 4 egységet kapunk.

Il megoldis: t—k =ab—2a—2b= (a—2)(b—2)—4=0. |
(@=2)(b—2)= 4, ahol a és b pozitiv egész. A 4 vagy 1 - 4, vagy 2-
vagy (— 1) (—4) vagy (—2) (—2) lehetne. Ebbdl a téglalap oldalaira
és 0, illetve 4 ¢s 4 egységet kapunk. .

Bizonyitani kell, hogy T(4BP)+T(CDP) = T(BCP)+ T(ADP
(2088. abra). o

Huzzunk a paralelogramma oldalaival parhuzamost P-n keresztiil.
igy létrejott , kis” paralelogrammék teriiletét az atlok: PA, PB, PC, P
felezik. Ebbdl az allitds leolvashatd. (Az egyenld teriileti haromszog

ket azonos szammal jeloltiik.)
2

. : , L, 3¢
A trapéz oldalai: 2¢, ¢ \/i ¢ és ¢, terilete: 7

A szabdlyos haromszog a trapéz barmelyik oldalara 4llithato, de cs
3 kiilonbozd teriiletli és keriiletl Stszoget kapunk (2089. dbra).

Ky =6ctc)2 = 6+)2).

= <§> 3, igy

1. eset: a szabalyos hdromszdg oldala: <, ty

' 3 6+)3
T, = §c2+ gcz = —‘—4‘/—‘62,

K, = Sc+e )2 = o(5+2).
) 2
2. eset: a szabalyos haromszog oldala: ¢ V2, 1, = (i) /3, igy.

2

2

I S+ Si=C6uyn
:-«c — = T
) 2 2 B+13)

Ky = dc+2c)2 = 2¢(2+)2).

3. eset: a szabalyos haromszog oldala: 2, ty = 23, fgy

3 3
n=gere=a(3es)

2088 2089

Az r sugarli korbe irt szabalyos
Otszog atldja
AC = 2rsin72° = 1,

ezért r =

1
T (2090. bra),
2 sin 70 (2090. dbra)

A szabalyos 6tszdg teriilete:
. 5 )
T = 54(0A4B) = Erz sin 72° =

5
8 sin 72°
ség).

& 0,6572 (teriiletegy-
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Megjegyzés - T pontos értékét megkapjuk, ha fel}lasznélj.uk az 1735
' ‘ 1+5

feladatban szerepld osszefiiggést: sin 54° = -¢s figyelembe ve

szuk, hogy :
) 36° L+cos36° I /1+sin 54°
sin 72° = cos 7 = 5 = 5 .
"Ebbdl ~
| SRV 5 4 10(5—J's)
sin 72° = |/ ——— T =

8 825 8

A korbe irt trapéz szimmetrikus, igy 4tloi egyenloek. Mintyogy har
doljak egymast, az atlometszetek 10 cm €s-20 cm (2091. ?Lbra).. ,
Ebbdl az ABM és CDM haromszogek atfogdja és magassaga kisza

2091.

hato:

AB=120)2, CD=10}2, ME=10)2, MF=5]2.
AB+CD 302

fgy a trapéz teriilete: — EF = — 15 {/5 = 450 (cm?).

‘A 'szarak hossza Pitagorasz-tétellel: CB = 100 +400 = :10 ﬁ Ake

let: 202+ 10}2+2-10}/5 =30 J2+20 /5 (cm). o
Megjegyzés: A trapéz teriilete meghatérozhagé a 4 derékszogl haro

szOg teriiletének Osszegébol: F
. . . 20
20020 10010 10-20
2
D F C
A E B
2091 2092
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094.

095.

- Kills6 pontbdl (4-bol, illetve D-bl) a kérhdz hizott érintc’iszakaszok..
egvenlSk, ezért PA = AE — gés PD = DG = %(2092. abra).

A feltétel szerint T harmadolja EG-t, igy TG: TE = 1:2. Az AFE
szogre alkalmazzuk a parhuzamos szelSk tételét: %:g = 1:2. Ebbdl
c:a=1:2.

A2 szabalyos hdromszog egymas oldalait harmadolja (14sd a 2093.
abrat). Igy ha a ,kis” szabalyos hatszdg oldala y, akkor a ,nagyé”
x =7y [@ (az ABQ haromszogbdl). A két szabalyos-hatszog teriiletének

= () = () -3
aranya: — = | — = | —— = -
T\ B T

B
E
X
y F/
/ A
y Y VARN
Y y AN
X Q G

AN
P

Ve
s
H\

2094 A

2093

Bontsuk fel a két négyszéget a 2094. 4bra alapjan haromszogekre. Az
AOB, BOC, EOF, HOA haromszdgek, valamint a COE és FOH harom-
szOgek egybevagdak. Ezek felhasznalasaval kapjuk, hogy a két négy-
szog teriilete és keriilete is egyenlé. :

Az r sugara kor teriilete: r?z.
2
. s
Az rsugaru korbe irt szabalyos hatszog teriilete: 6 - — — . Ezért a korbe

irt szabalyos hatszdg teriilete a kor teriiletének

——-100%-a  (~82,70%).

313
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2096.

2097.

2098.

352

EbbSlr =[5 2

Az r sugarlt korbe irt szabalyos nyolcszog teriilete

sin 45
t=28- r’ fr

A feltételt ﬁgyelembe véve:
2|27 = 20.
~ 2,7 (cm).

Jeloljitk a szabalyos nyolcszog szemben fekvd oldalainak tavolsig
d-vel (2097. abra). :

AP pontnak a nyolcszog-két szemkoztes oldalegyenesétél m
tavolsaginak osszege d. Ezért a P pontnak az oldalegyenesektdl m
tavolsagdsszege 4d, fiiggetlen P helyzetétsl. -
Megjegyzés:

1. A feladat allitisa minden . szabalyos
2n-sz0gre 1gaz.

2. Az r sugaru korbe irt szabalyos
nyolcszdg esetén

d = 2rcos 22,5 = r)2+2.

2097

a) Kiilsé pontbdl a korhoz hiizott érintészakaszok egyenloek ig
AC, = AB, BC, = BA, és CA, = CB;. A haromszog kerllete |
elobbi hat szakasz Gsszege.

Az AC,0 derékszogli hiromszdogbdl:
o
ACI = Ctg 5 . ,
Hasonléan kapjuk, hogy
BC, = ctgg és CA, = ctgg

Ezért a haromszog kertilete:
« B 7

k=2|ctg- tctg— +ctg- ).

( 52758, gz)

2098

b) A haromszog terulete az ABO, BCO, CAO haromszogek teriiletének
Osszege:

! AB+ BC+ CA) lk e+ t“3+'t 4
=~ =~k =ctg- +ctg= +ctg=.
2 2 g, T,y Ty

Tudjuk, hogy a hegyesszégﬁ héroinszég belsejében tartalmazza a koré
irhato kor kozéppontjat (O) (2099. abra). gy az ABC haromszoget
olyan harom hdromszdgre bonthatjuk (40B, BOC, COA), amelyekre

{AOB)+ H(BOC)+ {(COA) = (ABC).

1’12'2-l~12'2+12'2,3k~12
—r”sin = = = —

gy2 y 2r sin 2o 2r sin 2r,

amibdl sin 2e+sin 2+ sin 2y = 1 adodik.

r .. - a + c
A trapéz terillete: ¢t = EE m.

Az ¢érint6 trapéz magassaga m = 2r,
és szemben fekvd oldalainak 6sszege egyenlé: a+ c = b+d (2100. ab-

" ra).

b-t és d-t a besatirozott derékszogli haromszogekbdl hatirozhatjuk
meg:

2r - 2r
b= — és d=
sin f§

Ezekbdl a trapéz teriilete:

t=2r2(_1 + _1 )
sine  sinf

sin o
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2101.

2102.

2103.

354

1. megoldas: E pont meghatarozasa alapjan DCB¥ = BCE«

(2101. 4bra).
CBD <« az ABC haromszog egyik kiilsé szoge, ezért CBD £ = »+
A feladat szbvege szerint:

DC AD
DC?* = AD-BD, azaz

B pC
fgy a BDC és CDA derékszogh haromszogek 2-2 befogdjanak arany
egyenld, tehat a két haromszog hasonlo, megfelelé szogeik egyenlSek
y=a.
Ezért az ABC haromszog szogei: 30°, 30°, 120
1I. megoldas: Tiikrozzik a B pontot a CD egyenesre. Az igy adod
AB’C haromszdg derékszdgii, a DC?> = AD - BD = AD - B'D egyenl
ség alapjan.
A tikrozések miatt BCDx =y és B CD«x =vy.
ACB ¥ = 3y = 90°, azaz y=130°. Ezert o=30° és ﬁ—lZO
A 2098-as feladat b) része alapjan
1
= —rk.
2

Har=2, akkdr t=k.

Ig

A két korszelet terilletét a megfeleld korcikk és az O4B haromszd
teriiletének Osszegeként, illetve killonbségeként kapjuk meg (2103. 4
ra)A kisebbik korszelet teriilete:
f = %rzn— %m@ = g(4n‘—3 /3) = 12(4n—3}3),
a nagyobbik terﬁléte: |

2

1
tp=grint o V3 = 1287 +33).

Felhasznaltuk, hogy az AOB héaromszdg egy r oldali szabalyo:
haromszdggé darabolhatd at.

. Az AFO derékszogh haromszogbél

2

16 = —-8,4i
2
Ebbdl
80
I = —Ccm
21

1

= —r3a,
2
1

12 = —- 364,

2
2v

Ebbol o = 5 rad.

. 3
sin ¢ 5
OF = 20,
p=36,87°.

A korszelet terillete a 2¢ kozeppontl szoglt AOB korcikk és az AOB
haromszog teriiletének kiilonbsége (2106. abra):

2
t= 2527z~—~30'10 =

102,2 (cm?).
360 2 (em”)

Az AFO derékszogli haromszogben ¢ =60° (2106. dbra).

A két korszelet teriilete a 120°-os, illetve 240°-0s kozépponti szogii
korcikkek és az AOB haromszog teriiletének kiilonbsége, illetve dssze-

~ ge. Ezért
1 r*)3 64
9 25}’27[_ 4 =—3‘7Z“161/§ és
2
128
I, = grn f=——n+16f

Felhasznaltuk, hogy az AOB haromszdg atdarabolhaté egy A0 oldalu
szabalyos haromsziggé.
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~ 2108.

2109.

2110.

2111,

356

- szét. Ezért : :

Az ABCharomszidg héroxﬂ r oldalu szabalyos haromszdggé darabotha

t6 (2108. abra), ezért teriilete £ = 3 ?.

A feladat szerrintr t=3. 7 ¢

iysz:5
P s

A négyzet két r oldalu négyzetté

212,

darabolhat6 4t (2109. abra), igy ///////
t= 21;2 = 3. ° ///////"&
. 3 A
Ebbél r = ‘/5 e N
2108

=)

.

£
3 C

==

2109

A kornek a két pirhuzamos hir k6z¢ esd része a 2110. abranak meg
leléen, két 120°-o0s korcikkre és két szabdlyos haromszogre vagha

r? l/§ r?

PR LG /3).

1
t=2-=rg+2-
3

A feladavtban szerepl$ alakzat teriilete két hdromszog és két korei
teriiletének Osszege (2111. 4bra):
/3 150° 5

t, = r?— tytit, = r? = — g,

, i1
4 360° 12

r2
ll ,7: E,

L=ttt +t+1, = i C
r? o
= 5 6nt6+3)3).

Megjegyzés: A keresett teriiletet
megkaphatjuk igy is, ha a kor teriile-
t€bdl kivonjuk a 90°-0s és a 120°-o0s
kozépponti szoghoz tartozd korsze
let teriiletét. '

A
2111

A haromszog harmadik szoge o= 44°.
lgy az a = 2r sin o dsszefiiggésbil
a

2

" Y sina  Zsindd

b = 2rsin B, igy az ABC hiromszog teriilete::
absiny  a”sin Bsiny _ 12,4% sin 64° sin 72°
‘ 2 sin 44°

~ 8,93 (cm).

=~ 94,60 (cm?).
2 2 sin o (em?)

A feltétel szerint

r+ R\?
t = g*n = 5 7 = 2Rn, ahol r=0,5.

7+ 4)3
Ebbdl, figyelembe véve, hogy R>r, R =.

ad6dik (2113, 4bra).

‘A korgytiriicikk teriilete a két korcikk teriiletének kiilonbsége:

w
t= (R*n—r? =
(R*n rn)360°
= (R+ (R~ =
s 7‘7'(360a

3

= 3’01 2+)3)(3+2)3) (dm?) =

”’1
= %a (12+7)3)z (dm?) ~
~ 7,8 (dm?).

2113

357




2114,

2115,

2116.

2117.

358

A négy egységsugari kor O-t6l -
kiiionboz6 (paronkeénti) metszés-
pontjai egy kétegység oldalu négy-
zetet hataroznak meg (2114. ab-
ra). ‘

A négy kor altal lefedett sikrész

teriilete a kétegység oldaltu négy- , _
zet-€s négy egységsugaru félkor /
teriiletének Osszegeként adodik: ’

2

rrm
1= (27’)24'4'7 = 4+ 2n.

e 2114
a) 20F vektorral valo eltolassal,

vagy t-re (t-e—F és t L OF) vonatkozo tengelyes titkrozéssel,

vagy pl.: 4 pont korili 60°-os elforgatassal kaphatjuk &'-t k-bol (2113

abra).-

(Megjegyzés: Az utdbbi transz-
formacional figyelembe vettik,
hogy OO’A szabalyos harom-
sz3g.)

b) A két kor kozos része két 120°-
os koOzépponti szoghdz tartozo
korszelet teritletének Osszege.

A 2107-es feladat megoldasa alap-
jan

: ‘¥ i‘z‘/?:
t=2(§_— 4 >—
r? '
g(4n—31/§). ,

A 2115, b) alapjan

2

t = 65 (4n—3|3).

‘i{{\‘\(\i‘:

O

2115

Ha az a hirhoz 60°-os kerilleti
sz0g, akkor a megfeleld ivhez
120°-0s kozépponti szog tartozik
(2117. abra). a egy 2r oldali sza-
balyos haromszdg magassaga, igy

2117
a

a= r[/g, azaz F= =

7

1
|
i
|
!

A 2107, feladat megoldasa alapjdn a két kirszelet tertlete:

Nl 2wn P
1, = o — és 1= — + —
7 3 4 3 4
a-val kifejezve:
an @3 207 a* I
[ = — = €s 1, = + o
4 12 9 12

- s . . ”r r . . .o a
- Az o kozépponti szogl, a sugart korcikk teriiiete: 7 a*n = aafelada:
, n ‘

L 2
szerint. innen o« = — rad.
a

| ko

Az ABC derékszdgli haromszég befogoi - AR=2, BC = — . hiszen

sl

oy

=30 (2119. abra). A BDC sikidom teriiletét megkapjuk, ha az ABC
haromszdg teriiletébdl kivonjuk az 40D egyenld szard haromszog é:

a 60°-0s BOD korcikk teriiletét. Az 40D haromszog atdarabolhatd egy
egyseg oldalu szabalyos hdromszoggé, igy

2119

2120

A hirom egybevagd kgr kozéppontjai egy kétegység oldali szabélyos
haromszdget alkotnak (2120. 4bra). Az érintési pontok 4ltal alkoto!t
hérdmszég oldalai az O, 0,0, hiromszog kbzépvonalai, ezért hosszui:
1 egység. Igy az érintési pontok altal alkotott haromszog szabalyos é3

terilete: — .
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2121.

2122.

2123.

2124.

360

- Irjuk fel az ABC derekszogii haromszogre a Pitagorasz-tetelt!

" helyes lenne, AP:PB = 4:5 esetetn POAX=40° lenne, illetve

Tudjuk, hogy a d atmér6ju kor keriilete dr.
Az n+ 1 kor keriiletének Osszege:

"(AP,+ P P,+..+P, P,+P,B) = n-AB,
tehat az allitas igaz.

A szogfelezd-tétel szerint az AC befogo és AB atfogd aranya [/§ 12, igy
valamely x pozitiv szamra AC= Vgx €s AB=12x (2122 abra).

4x% = 3x>+(2+3)
Ebbol  x = 2+)3. ;
Ezért az ABC derékszogli haromszog oldalai 2+1/§, V§(2+V§) és
22+ 1@), az oldalak aranya 1: V§; 2, tehat hegyesszogei: 30°, 60°.

Az egységsugarii korbe irt szabalyos haromszég oldala Vg, a beirt
négyzet oldala 1/5

A kor kertilete k=2x; 5 tizedesjegy pontossaggal k= 6,28319.
A szamitott kerilet &k = 2(V§+ V?), 5 tizedesjegy pontossaggal
k'=6,29252. A hiba k' —k = 0,00933.

2124

2122

Ha OP egyenes a korcikk teriiletét 4:5 aranyban osztja, akkor g
kdzépponti szoget is igy osztja (2124. abra). Ha a szerkesztési eljar

@=FOPx =5"° lenne, ahol F a -hiir felez6pontja. \
21
Legyen példaul 04 = 1/5, ekkor FO=FA=1¢és FP = m = 5 Az FO

derékszogii hiromszdgben

to o = FpP 1
89" Fr0 " 5
Ebbdl ¢ =6,340°> 5° -tehat a szerkesztés téves,

Megjegyzés: A gondolatmenet hibas voltt mutatja az 1732:esfeladat
megoldasa is. . o

A forgaskup tengelymetszete szabalyos haromszog (2125. abra), ezért
2

i

2r =g = m=

e

2125

A liiterite’tt kuppalast hatérolé kdrivének hossza a kup alapkorének
keriilete. Igy 2r7 = aw, ahol w a kiteritett palast kézépponti szége. Ezért
an 2

=T, és a palést terilete —2— = 3 7.

Ebbdl a keresett é1:
{

2126 b
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127,

2128.

2129

362

b= 487367 = |/10,08.

(3
m* = dt 2={1“(£+tg2°‘ .

Az MCB derékszogd haromszogbdl (2127, abra):
a = J4,22—3,6% = 14,68,
az MCA derékszogli haromszogbdl:

valamint

Ezekbol az 4BC derékszogll haromszog teriilete:

]
t = Eqb = 3,434 cm?.

M
Nl
8 b

LT

I A
2127

Ismert a sikidom térilete (7) és vetiletének teriilete (¢’ kizottl Osszef
gés: ¢ = tcos g, ahol ¢ a ket sik hajlasszdge. Itt 1=
= T(ABC). A 4 lap kozill - a oldaluk egyenld 1évén 2z a
teritletll, amelyben az a-hoz tartozd magassag a legnagyobb. Minthog
DF>FC és DF> DC, ezért az ABD oldallap a legnagyobb teriilet
(2128. abra). ‘ :
Az ABD egyenld szaru haromszog, ezért m = DF L 48
=
/3
Az ABC haromszOg magassaga f = CF = a%_

Igy.a CDF derekszogii haromszogre felirt Pitagorasz-tétel szerin

\.
2

a’q1/3 a? N
Ebbéi t = T(ABD) = 13 +tg? o = 1/314@ A

1. megoldas: Az EFGA gula térfogatat kétféleképpen felirva, aho
t=T(EFG), m az ehhez tartozo (4-bol induld) magassag (2129, abra)

142
I/:‘__*
32

mr, illetve a.

1. megoldds - A harmadrendii forgdsszimmetriat figyelembe véve belat-
hato, hogy az AB testatls az EFG szabalyos haromszoget az § suly-
pontjaban metszi. A kocka élei a testatloval egyenld szoget zarnak be,
ezért AB-re esé merbleges vetiiletei is egyenlok (AG vetiilete A4S, GD-¢

, . . 1
| SS, és DB-8 S,B). Ezért AS = ~ AB = + 4 3.
3 3

Abrat lasd a 2129-nél.
A szabdlyos haromszog oldalai az @ éli kocka lapatléi, tehat a 1/5

alf>2ﬁ:azﬁ

2
Ennek a haromszdgnek a teriilete <~2—
2

G o 0 E " a

N\\\ N :

.

|

|

R

|

i

|

l .
oo

A kapott négyzet alapu giila-szimmetriasikja a BDE haromszog sikja.
Ezért ADEA =~CDEA és ABEA ~CBEA . A hatirold lapok tehat:

-alaplap négyzet, a 4 oldallapjuk: 2-2 egybevagd haromszog. Az utdb-

biak oldalai a, a, a |2, illetve a, a |/2, a |/3 (¢, lapatlé, testatld) (2131,
abra). '
A test koré irhat6é gomb, mégpedig ez a kocka kéré irhaté gomb.
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2132.

2133.

2134,

364

. 2
Az adott ABC haromszog atfogoja 1, befogdi g hosszuak (2132. abra
Az § sikra esO vetillete 4BC’ haromszog, A két sik hajlasszog
p=CFC ¥ =30°. At = fcos ¢ Osszefiiggés alapjan — ahol
‘ 1 ‘
Lt =T(4BC) = Zés t=T(4BC)—, . .

T 3
Y = —cos 30° =[.
4 8

1 1 11 1 ,
Minthogy C'C = - FC = -FA = —+~ =~ a BCC’ derékszogi ha
; 2 2 22 4
romszoghél C
/ / 1/5 2 1\2 ﬁ (
a={=]-1-] =
: 2 4 4
A Vetﬁlei kerulete: k' = 1+2a" = ‘ A 1 m é c
/7 2 F &
=1+ —. 3
2 Z B
2132 S

A feltétel szerint ¢ +b = 7¢. Ezért a kertilet:

k=a+bhb+c=8c '

A haromszog-egyenlétlenségek koziil a+b > ¢ teljesulése mellett fen
kell 4llnia: ‘

b+c¢ > a,azaz b+c = 8c—a > a, ebbdl a<4c

ésatc>b,azaz a+c = 8¢—b > b, ebbdl b<4c.

A haromszog k keriilete minimalis, ha ¢ minimalis és a<4c, b<4c. A
a, b, ¢ egész szamok, ezért 4c = a+1 és 4c = b+ 1. Osszegitk: k =
=8z atb+2="Tc+2, azaz ¢=2. Tehat k minimalis, ha c¢=2
Ekkor a+b = 14 és a<8, b<8.

Minthogy b = 14—a > 14—8 = 6 és ugyanigy a> 6, kapjuk, hog
6<a<8 és 6<bh<8§, vagyis a=b=7 lehet csak. \

Az A, B pontokon atmené kordk egyike (k) C-ben érinti az e egyenest
(e a ¢ talajtol 1,5 m-re, vele parhuzamosan halado egyenes.)

- Ismert, hogy adott szakaszhoz tartozé « szogll latokoron kivili pon
tokbol a szakasz a-ndl kisebb szdgben latszik. Ezért az e egyene
C pontjabdl latszik maximadlis szogben az AB szakasz (2134. dbra).
Az ABK egyenl szarli haromszogben 4B felezépontja F.

135.

L megoldds:‘ A T=ab maximu-

FT' = FA+ AT = 4+1 = 5,

A Kkeresett tivolsigot CT =KF
miatt az AFK derékszégii harom-
szOgbdl Pitagorasz-tétellel szamit-
juk ki, KF=)25—16 =3 (mé-
ter). AE

I. megoldds: D = cos a cos ff ma-
ximumat kell meghatdrozni. A
cosf = sino Osszefiiggést fel-
haszndlva

D =sinacosa =

1 1 1 t Wa

"2sinqcosa = —sin 2a <
, ~ 2 -

2 2134
Tehat D maximuma = % .

Megjegyzés : Ekkor sin 20 = 1, igy 20=90°, azaz a=f=45°.

1I. megoldds: Legyen a derékszogii haromszog étfogéja c¢=1. Ekkor
= cos B, b = cos o. Keressiik ab maximumat, ami a haromszdg két-

szeres terilletének maximumat jelenti. Tudjuk, hogy itt a®+42 = |

Alkalmazzuk a szimtani és mértani kozepekre vonatkozd egyenlétlen-.

séget: a® és bP-re:

. B

I a+5p?

- > ¥ = ab.

2 2 .

ab = cos o cos f maximuma tehat 1 .

2 1 P

Megjegyzés: A maximum a=25b b

esetén all fenn, ekkor @

o= =45 B =
c a 1-b A
2136

mat keressiik. | —

{%z ABCA; ~APQA, tehat ez utébbi ugyancsak egyenl6 szara (2136.
a}ara).r Ezert a = 1-5, azaz T(b) = b(1—>b) = —b?>+ b masodfokt
fluggvény maximumat kell meghatarozni.

L . 1
E fuggvény maximumhelye » = 3 a maximum értéke 7 = 1
4
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Megjegyzés: A kapott téglalap oldalai egyenldk, tehé} r%'ég}/zet.
1. megoldas: APQ haromszog egyenld szaru derékszc.)gu-i igy AQ -
azaz a+b = 1. Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozép kozot

Osszefiiggeést a-ra és b-re!

a+b_1

i = Yab < =

ség all fenn. Ez akkor teljesiil, ha a=b. Ekkor ¢

lete:

T(x)=xy= @x(a-x) (2137. abra).

1. megoldds : Bz x-ben masodfoka
fiiggvény, melynek maximumbhe-

I a .
ye2.

=,

(XY

~ . tmaximalis, ha az egyenlStlenségben egyenld
2 -

a* A
= — ]/§ A ‘maximalis teriilet(l 2137

8
. af
téglalap oldalai: x= Eés Y=

II. megoldas: T 3 = x(a—x). Alkalmézzuk x-r¢ és (@ — x)-re a szam

3

ni és mértani kozép kozotti dsszefliggést:
x+ta—x a ‘

/x(a—x) < —S 3 = konstans. 7 maximalis, ha x = ¢

a a 3 7 oqs
azaz, ha x = 3 Ebbol y = e adodik.

A feladat megoldasahoz felhasznaljuk a kovetkezd, a szimtani és a
negyzetes kozépre vonatkozd egyenldtlenséget :

a+hb a*+ b2 A

2 < 7 ahol a, b nemnegativ szamok. Egyenléség akkor és
csak akkor 4ll fenn, ha a=».
‘Bizonyitds :

0= (a—b)? = 24 +2b*— (a®+2ab+b*) minden a, b-re fennall. At-
rendezéssel az '

+ 2 2+ 2
(a+b) - a‘+b

4 -2 ,
egyenlotlenséget kapjuk. Mivel mindkét oldalon nemnegativ szam all,
ezért gyokot vonva az )

a+b a’+ p2
<

2~ 2

egyenlotlenséget kapjuk. Egyenléség akkor allhat fenn, ha (a —b)? = 0,
azaz ha a=b. ' :

A feladat megolddsa : :

A derekszogli haromszodg oldalait a szokasos médon jelolve felirhatjuk:
ab ‘

,Z:,«z“(’,‘ k=a+b+c és %= g>+p2

Ezekbdl: ¢* = @®+b% = (a+b)*—2ab = (k— €)% —4t,

azaz 4t = (k—c)* — ¢ = k(k-2¢).

fgy 1 akkor maximalis, ha k—2c a legnagyobb, azaz ha ¢ a lehetd

legkisebb.
A fent bizonyitott egyenlétlenség szerint

atb 1 aTE L ©
5 < ﬁ ja”+ b* = 1/5 .
EbbSl k = a+b+c < (J2+1), azaz ¢ = k()2 1). Tehat ¢ minimalis
ertéke /c(ﬁ — 1) és ¢ akkor egyenl$ ezzel, ha az egyenlStlenségek egyen-
16ségekké valnak, azaz ha a= b. Ekkor a derékszogli haromszog egyen-
16 szaru és valoban ¢ = a |2 = a(2+)2) (2~ 1) = k()2 1).

' 3-212

k2.

1
BKkor f, = 2 k71~ 202-1)] =

367




2139.

2140.

368

1. megoldas : Ha P a derékszogi csuicstol x tavolsagra van, azaz AP =1

/2

akkor PB = 1 —x, és igy a trapéz magassaga PT = TB = ?(I - %)

/2 ;
alapjai CT = 2= BT = —(1+x) és QP = x |2 (2139. dbra).
A trapéz teriilete: |

CT+QP

Hx) = PT = ‘
(x) 2 C

1
= Z(—-3x2+2x+1) =

3 1N 1 1
= - |x—-)+-=-. 1
4 3 373
Ebbdl leolvashato, hogy a trapéz Q ‘\)\ T
terlilete maximalis, ha a D
3 1\? Kifeiezé .
—_— —_ ma-
i x 3 ifejezés maxima T
. B 1 A X P 1-x
lis, azaz 0, tehat ha x = —. Ekkor
, ~ -3 2139

1
a trapéz teriilete 3 teritletegység.
II. megolddas: A PTCQ trapéz teriilete maximalis, ha az APQ és PB
haromszogek terilletének Osszege minimalis. A héaromszogek terd
letének Gsszege:

" )_1’ 2+"1 1—)c2__1(3 25 +1)_§ _12+1>!
(x 2x 3 X X 1 X 6=6';

1 | 1
1*(x) minimalis, ha x = ~, t*<—> = o’ ezert fo. =
letegység).

I: megoldds: Legyen CPQOR a feladatnak megfelelo téglalap és tegyll
fel a>b. ARQA ~ACBA ezért ARQ haromszdg oldalaira x > b—)
azaz a téglalap keriilete: k = 2x+2y > 2b (2140/1. abra).

Hasonléan a BQP haromszog befogbira y,< a—x igaz, igy k<2a.
Tehat a> b-esetén a beirt téglalapok keriiletére 2b <k <2q all fenn.
Ha a=b, akkor a beirt téglalapok egyenld keriiletiiek és k=2a.

II. megoldds: Készitsiik el az a, b alapt, a magassagu derékszogii
ACBD trapézt (2140/11. dbra). Az ABC haromszdgbe beirt téglalap
C-vel szemkoztes csucsat jeloljik P-vel. Az AC oldallal parhuzamos
P-n atmend egyenes AD-t Q-ban metszi.

Megmutatjuk, hogy z=PQ. x-szel egyenld. Alkalmazzuk a parhuza-
mos szel8szakaszok tételét-a CAB és BAD szogekre! Tgy

x_AP z

a 4B a
Tehat az ABC haromszogbe a feladat szerint beirt téglalapok félkeriile-
tei az ACBD trapéz alappal parhuzamos metszetei.

Igy 2b<k<2a,ha b<aés k=2a, ha a=b.

adodik, azaz x=z.

D(O,'O)
A B d
M ' (0 A 2
. b ,
R X a ) P 0
b : bl X
Y y
X
C a B C0) o B(0;,0)
2140/1. 2140/11.
IIT. megoldds: k = 2(x+y) (2140/IL. 4bra).
A parhuzamos szel8szakaszok tétele alapjan
x_b-y
a b
b k —b
Bbbil y = h— 0% e D _a7b L
a 2 a
Tehat x € ]0, af x> k(x) elséfoku fiiggvény.
Ez a> b esetén szigortian monoton nd és
k(0) < k(x) < k(a)
miatt a beirt téglalapok keriiletére
2b<k<2a
all fenn. o
Ha a=b, akkor k(x)=2b konstans fiiggvény.
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- (Ez akkor is igaz, ha nincs két derékszdgli hadromszog, példaul P=C

Legyen A-nak ¢és B-nek az e-re esé merdleges vetiilete C és D (214
abra). Ekkor e tetsz8leges P pontjara

PA* = PC*+ AC?* &5
PB* = PD?>+ BD?.

Mivel AC? és BD” konstansok, ezért PA%>+ PB? arra a P ponir
minimalis, amelyre PC?+ PD? minimalis.

Nyilvanvald, hogy a keresett P csak a CD szakasz pontja lehet, me
példaul ha PC=x és PD = x+ CD, akkor az x>+ (x+ CD)? akko
minimalis, ha x=0. Tehét legyen P a CD szakasz pontja és PC=x ¢
PD=y.

A Vlzsgalt kifejezés x er2 = (x+y)2—2xy = CD*—2xy. Ez¢
x?+ y* minimalis, ha xy maximalis. A szamtani és mértani kozep koz
Osszefiiggés <1/7 = xzﬂ C;ZD>
szerint xy maximalis, ha x=y,
azaz ha P a CD szakasz felezd-
pontja.

2141 cC x P y D

A téglatest két lapjat EF koriili forgatassal egy sﬂ(ba forgatjuk. A meg
oldas az abrakrél leolvashato (2142.a), b) 4bra).

H G ) G ”F
L
H = P
2 2 £
5 T
3
F A
E P
1
A 4 B 2142ab

I. megoldas: legyen a P pontnak az ABC haromszog sikjara eso
merdleges vetillete P’. A haromszdglemez tetszéleges X pontjara
PX? = P’X*>+ PP’2. Mivel PP’ 4llando, elég megmutatni, hogy P'X
nem nagyobb, mint P4, P'B és P'C kziil a legnagyobb (2143. 4bra)
Legyen P’ pontnak a cstcsoktél mért tavolsaga a, b, ¢, ahol a>b>c

& 2144,

Tekintsiik a P’ kézéppontu
a sugaru kort. Ez tartalmaz-
za a haromszdget, igy a ha-
romszog egyik pontja sem
fekszik tavolabb P’-181, mint
a.

II. megoldds : Legyen’
PA=2PB=PC. Tekintsiik a
P kozéppontu, PA sugari
gombot. Ez a gdmb belsejé-
ben vagy hataran tartalmaz-
za a haromszdg csucspont--
jait, igy a haromszoglemezt
is.

A-t6l és B-16l egyenl tavolsagra levé pontok halmaza (a sikban) az AB
szakaszfelezé-merdlegese: f. Az f egyenes altal hatérolt, A-t tartalmazé
felsik belsé pontjai 4-hoz kdzelebb fekszenek, mint B-hez (2144. abra).
A 2 cm sugaru k korvonaltdl 1 cm tdvolsagra levé pontok a B kozép-
pontu 1 cm sugaru (j) korvonalra vagy a B kozéppontl 3 cm sugari
(/) korvonalra illeszkednek. A j és [ kdrvonal altal hatarolt korgytri
belsd pontjai k-hoz 1 cm-nél kbzelebb vannak, a korgytirtin kiviil fekvé
pontok 1 cm-nél tavolabb Vannak

Ezek alapjan:

a) AB felezbpontja: F.

b) N{F}.

c) 9. ,
d) A B ké')zéppontﬁ 4 cm sugaru kérvonal jelolt CD ive (C és D nélkiil).

A szbgtartomanyban a szog szaraitdl egyenld tavolsagra ]evo pontok
az f szogfelezd felegyenes pontjai (2145. abra).

2145
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illeszked$ hiir 4ltal hatdrolt része a kérivek nélkiil (2147. a) 4bra); a
t;-re illeszkedd atméré a végpontjai nélkiil (ha O =F); vagy iires hal-
-maz (2147. b) 4bra). . :

Az A ponttdl 2 cm tavolsagra levé pontok az A kdzépponth 2 cm
sugarl k kérvonal pontjai. A kdrlemez pontjai legfeljebb 2 cm-re, a sik
tobbi pontja 2 cm-nél tavolabb fekszik A-tol.

A megoldasok szdma f és k kolcsonds helyzetétdl fiigg.
Ha fnk = @, akkor a) @, b) f; c) 8. '

Ha f érinti k-t P-ben, akkor a) {P}; b) f\{P}; ¢) {P}.
Ha f metszi k-t P-ben és Q-ban, akkor a) {P, Q}; ¢) PQ (zart) szakasz:
b) Az OP félegyenes, kivéve a PQ (zart) szakaszt (™N\PQ).

2146. Az AO szakaszfelez6-merdlegese a D \G/ C
sikot két félsikra bontja (2146. abra).
Ismert, hogy az A-t tartalmazo félsik
pontjaira PA<PO all fenn. Ezek
alapjdn a keresett ponthalmaz ,
a) az ABCD négyzet pontjai, kivéve M 0+
az EFGH (zart) négyzet pontjait,
b) a sik azon pontjai, amelyek az
EFGH négyzetnek nem pontjai.

2148. . .Ha az AB szakasz felezépontja F, a haromszog S sulypontja az FC
f szakasz F-hez kozelebb fekvé harmadelépontja. Ezért az F kozépponta
X . , :

3 arényﬁ koézéppontos hasonl(')ség C-t-S-be viszi. Ha. C befutja az 4B

r . -
ivet, akkor S ennek az ivnek F kézépponti 3 aranyu hasonl6saggal

nyert képére (4’ B’) illeszkedik.

Megforditva, ha §’ illeszkedik erre az A?l?’ nyilt ivre, akkor S’-nek az
F kozépponta 4=3 hasonlésaggal nyert € képe.illeszkedik az AB-re
¢s ABC” haromszdg stlypontja . :

2149. Az adott k kor e-vel parhuzamos érintGinek érintés; pontjai a kér e-re
mer6leges dtmérdjének végpontjai (2149. abra): E,, E,. Ezeket tigy is
megkaphatjuk, hogy a kor kézéppontjat e-re merdlegesen eltoljuk —
mindkét irdinyba — egy r hossziisagi vektorral.

" Ha k kort forgatjuk P koriil, ak- -
kor k kézéppontja a P kézéppon-
ti r sugart / kort futja be. (Az /
kérvonal minden pontjdhoz ilyen
moédon eljutunk.) '

Az elforgatott kordk e-vel parhu-
zamos érintéinek érintési pontjait,
a fentiek szerint megkapjuk, ha
l-et e-re merblegesen r nagysagu
- vektorokkal eltoljuk (k,, &,).

2146 AN

2147. A Thalész-kor belsejének azon pontjai, amelyekre PA < PD fennall, az
AD szakaszfelez6-merGlegese (¢,) altal hatdrolt, 4-t tartalmazé félkor-
lemez pontjai, a hatdrold kdrvonal nélkiil. Hasonl6an a PB=PC
egyenlotlenség BC, szakaszfelez6-merdlegese (z,) altal hatarolt, C-t
tartalmazo korszelet pontjaira teljestil a hatérolé korvonal nélkiil.

A feladat megoldasa e két ponthalmaz metszete. Ez ¢, és ¢,, illetve O
F helyzetétd] fiiggben: a korlemez két parhuzamos 1,, illetve t-

h

1 i
0
0 A ¢
A : ‘ D 8 F C £
B Fp)C 2149
% \ 50. Illeszkedjék P az ACB félkorre (2150. abra). OTP és DOO haromszo-
2147a A 21476 t;

gek egybevagoak, hiszen a feladat szerint OP=0D, PT=0Q és
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TPOx =DOQ x.Ezért 00D x =
=90°, tehat @ az OD atméroji k,
korre illeszkedik.

Belatjuk, hogy k, minden pontja
hozzatartozik a keresett ponthal-

‘mazhoz. Legyen Q a k, kor t"et¥
szbleges pontja, QO az adott kért

P-ben metssze és P merdleges ve-
tiilete 4 B-re legyen T Ekkor OTP
és DQO haromszogek egybevago-
ak (a szbgek és OP, OD oldalak

egyenldsége miatt). gy PT=00Q,

tehat @ a mértani hely pontja:

Ha P az ADB félkorre illeszkedik, -

akkor az ehhez rendelt Q pont az
OC atmerdjit k, korvonal pont-
ja.

fgy a keresett ponthalmaz a k-és
k, kor.

Az OAC haromszogben OC =

= JR*—r? = 4lland6 (2151. ab-

ra). Ezért ha az AB atmérot O ko--

riil forgatjuk, C egy OVkézéppon-

ta [ .R?—r? sugarll koron mozog.
fgy a keresett ponthalmaz az

O kozéppontl |/R2—r? sugard

korvonal.

El6bb belatjuk, hogy az ABC
egyenldé szari .haromszdg - 4B
alapja tetszéleges pontjanak a
szaraktol mért tavolsagdsszege a
haromsz6g szarhoz tartozé ma-
gassaga (2152. abra).

- PD||BC, ezért PDA is egyenld sza-

374

111, és a szdrakhoz tartozé magas-

sagok egyenldek, ezéft PT,=AE.
Masrészt PT,= EF. Igy
PT,+PT, = AE+EF = AF.

153.

- Ezert ha az adott sz6g szaraibol egyenld szari (itt y= 60° miatt egvenio
oldahl} haromszdget metsziink le, akkor az igy nyert haromszé g alapja-
nak tetszbleges pontjara a szaraktél mért tavolsagok Gsszege allandc.
Ha a szar hosszat noveljiik, illetve csOkkentjiik, akkor ez a haromszog-

‘re jellemz6 allando (a szarhoz tartozéd magassag) is no, illetve csdkker.
Ezert azon pontok halmaza, amelyeknek 2 két szOgszartol mért tave -

2a 7
sdgisszege a, az a magassagi <‘ oldalu 5 szabalyos haromszpg AR

B

A hdromszog két csticsa A, B, az A-bél induio magassagvonal talppon:-
ja A, , i

Ay # B esetén szitkségképpen AA B+ =90" (2153. 4bra). (Ezért, ha 2
harom kilonbozd pontra ez nem teljesiil, a feladatnak nincs megolda-
sa.) ‘ B

Az a oldalegyenesre illeszkedik B, Cés A4,. Bzért C az A, B egyenesre
illeszkedik. A keresett ponthalmaz az A, B egyenes, kivéve a B pontot,
(Ha.C az A, B szakasz belsé pontja, y tompaszdg; ha C =4y, y=90";
ha C nem illeszkedik az A B szakaszra, y hegyesszog.)

Ha A4, =B, akkor a héromsz@gck C cstcsai a B-n 4tmend, A4B-re
merdleges egyenes B-t6] kiilénbozs pontjai lehetnek.

alapia.

1. megoldas: O, illetve 0, AB-re esé meréleges vetiilete X, illetve ¥

AO,P & PO,B egyenld szarn derékszogii haromszogek, ezért

1 1
01A’=§AP és 02Y=5PB. Az O, XYO0, trapéz kézépvonal:

1 2 1 ; 7
EF = 2(0,X+0,7) = 1 AB. Tey Filleszkedik az ABC egyenlé szarc

derékszogii hdromszég KL kézépvonalara (2154. abra).
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Megforditva, ha F a KL kozépvonalnak belsd pontja, akqu' legy?n C
AB-vel valé metszéspontja P, és O, O, az AP és PB atfogoju derrekszo
gll hairomszogek harmadik cstcsa. Ekkor CO, PO, téglalap. A téglala
atléi felezik egymast, ezért. CP felezépontja, F felezi 010,2-‘[ Is.
II. megoldas: A szerkesztés miatt CO, PO, téglalgp. A t‘eglalap ’atlo
felezik egymast, ezért 0,0, szakasz F-felezOpontja felezi CP-t. Igy

C kézépponth % aranyu hasonl()ség P-hez F-et rendeli. Ez a kozéppon

tos hasonlésag A B nyilt szakaszhoz a KL nyilt kézépvonalat rende

J eléljﬁka négyzetek kozéppontjat O,, O,-vel.' A keresett ponthalma
meghatarozdsa a 2154. feladatban talalhato.

A két korben az egybevagd PB ivekhez tartozo keriileti szogek egyenlt
ek, ezért APC egyenld szarQ haromszdg. Tehat P illeszkedik az 4
szakasz f felezbmerGlegesére (2156. dbra). : 7

F nem tartozik a keresett ponthalmazhoz. ‘ S
Megforditva: Legyen P az f egyenes F-t6l kiilonbozé pontja. Ekke
PACx=PCAx. R
Tiikrozziik a B pontot az ABP és BCP-haromszogek koré irt koréne
0; és O, kozéppontjaira. A tikkrozés miatt
B,PBx=B,PBx=90° ¢é PBBx=PB,B¥x. -
Ezért By, P, B, egy egyenesre illeszkednek, és a B,B,B haromszo
egyenld szarh, tehat r, =r,. . L

fgy a keresett mértani hely /™\{F}.

7“0-
8 ¥ NAG3)
) o W
= D
0

2157

157.

I. megoldds : Metssze a téglalap 4B, illetve AD oldala a két adott y,
illetve x egyenest Y, illetve X pontban (2157. 4bra). Forgassuk le az
A pontot X pont koriil, illetve ¥ pont kériil 90°-kal az x, illetve az y
egyenesre. Az igy kapott AXP é AYQ egyenld szart derékszogl ha-
romszogek. (Hasonléan jarunk el a téglalap B, C, D csiicsaval is. fgy
adodnak az R és S pontok.) k
A téglalap k keriilete: k=40P=40Q(=40R=40S). Tehat minden
megfeleld A csiucshoz ugyanez a P és Q pont (B-hez Q és R, C-hez R és
8, D-hez R és P) tartozik.
Megforditva: a PQO egyenlé szart (derékszogil) hiromszdg PQ alapja
tetszOleges 4 pontjanak a szaraktdl mért tavolsdgosszege allando:
XA+AY = OP =5 cm. (lasd a 2152-es feladat megoldasanak elsd
részét).
fgy a vizsgalt teglalapok a PORS négyzetet fedik le, kivéve a P,0,Rés
S pontokat.
1. megoldads : Vegylik fel a koordin4ta-rendszert ugy, hogy O legyen az
a ¢€s b oldalua téglalapok kozods kézéppontja, az x és y tengely pedig
legyen parhuzamos a két adott egyenessel. '
(~5-3)
Cl—=z,— 2
2 2

L o a b /[ a b
A téglalapok csticsai A [ — =l Bl ==, —),
‘ ‘ 2°2 2°2

D (g — 5). A feltétel szerint a+5 = 10, 0<a< 10, 0<b<10.Igy a
fenti csticsok rendre az y = 5—x, y=x+5y= —x—35, y=x—5
egyenletli egyenesekre illeszkednek, ahol 0< |x|<5 é5.0 <lyl<s5.
Ezért a téglalapok a PORS négyzetet fedik le, a P, O, Rés S csticspon-
tok kivételével. .

Ismert, hogy a haromszdg s, sily-
vonala felezi az a oldallal parhu-
zamos egyeneseknek a harom-
szOgbe es6 szakaszat. Ezért a ha- |
romszOgbe beirt PORS téglalap ‘
RS oldalanak G felez6pontja il- {
leszkedik az

AF  sulyvonalra
(2158. abra). , So |
GG'LPQ, igy GG’ az AT magas- 0 |
sagvonallal parhuzamos. A tégla- :
lap O kozéppontja a GG’ szakasz !
felezépontja,.ezért O rajta van az B T
AFT haromszog FE silyvonalan. ~ 2158




2159.

2160.
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/ egyenesek k kozépparhuzamosara illeszkedik (2159. a) 4br

Idegforditva, ha O az FE szakasz tetszbleges belsé pontja, az ab
segitségével egyértelmiien megszerkesztheto a megfelelé PORS tégl
lap.

Megjegyzés: AB= AC esetben is a keresett ponthalmazt a BC old
F felezépontjat a BC oldalhoz tartozé magassdg E kozéppontjav
Gsszekotd szakasz belsd pontjai alkotjak.

A paralelogramma kozéppontosan szimmetrikus az 4tlok O metsz
pontjara. Az adott e és f egyenesek kdlesonos helyzetik alapjan leh
nek a) parhuzamosak és b) metszok.

¢} Mivel B-e-e, O-ra vonatkozo tiikkorképe B'=D-e-f, ezért O az e
A C pontok halmazat megkapjuk, ha az 4 kézéppontt 4=2 ardn
kozéppontos hasonlosagot alkalmazzuk k-ra. Minden &'-re illeszke
" pont esetén végtelen sok, a feltételeket kielégité paraleiogram
letezik. Ezek kozos kozéppontja AC felezépontja. ‘

2159b

21593

b} Jeloljik a sik egy tetszoleges pontjat C-vel, AC felezdépontjat O-v
(2159. p) abra). Tikrozziik az e egyenest O-ra. A kapott ¢’ és az
egyenes metszéspontja D, ennek O-ra vonatkozd tiikkérképe B.
Nem kapunk paralelogrammat, ha C éppen az 4=nak e és f egyenes
1 metszéspontjara vonatkozo tiikkérképe: 4”. (Ekkor O=M és ¢'=
igy B=D= M adddna.) .

-‘Tehat, ha C a sik tetszdleges A’-t6l kiilénbdz6 pontja, akkor mind
létezik a feltételeknek megfeleld (esetleg elfajuld) paralelogramma.

a) A haromszdg harmadik, C csicsa az 4B egyenestdl m tavolsag
levd parhuzamos egyenesek egyikére (¢, ¢,) illeszkedik. Mivel B rog

. Az OABharomszog S sulypontjara igaz, hogy £s =

7

tett és Z’E , ezert B’ C-nek B kozépponti A = aranyt hasonlo-

uq\r-a

1
3’
saggal nyert képe. Igy B’ illeszkedik az 4 B-vel parhuzamos, ettdl i

3

tavolsagra levé egyenesek egyikére. (A keresett ponthalmaz c;uc).)
(2160. abra.)

Megjegyzés: Ugyanezekhez az egyenesekhez Jutunk, ha a b oldal 4-hoz
kozelebb es6 harmadolopontjat vizsgaljuk.

b) Térben a C csucsok halmaza az 4B tengelyi m sugaru hengerfeliilet, -

s a fentiek szerint a keresett ponthalmaz: az AB tengelyi = sugart
: 3

hengerfeliilet. |
C
D% &
m
N & "
A\ / B
8, c
C 2
2160 2162

A P kozépponti 3 aranyu hasonlosaggal megkapjuk a hurok P-hez

kozelebb esé harmadolé pontjait. Ezek egy g sugaru, feliletén P-t

tartalmaz6 gombfeliiletre, illetve kdrvonalra illeszkednek,

1
L ahol Faz adott
04 sugér felez6pontja. Ezért az F kozéppontu 3 aranyu hasonldsag

) . 1
B-hez S-et, azaz az adott gémbfeliilethez egy 3 OA sugari gémbfeliile-

tet rendel (2162. 4bra).
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Z164.

380

A gdémbok kozéppontja a hidrom ponttdl egyenld tavol van, ezer

illeszkedik a harom pont altal meghatarozott haromszog koré irhat
korének kozéppontjan dtmend, a haromszog sikjara merélege§ egye
nesre. Ezen egyenes minden pontja, egy a harom adott ponton atmen
gbmb kozéppontja (2163. abra).

B,

216

2163

Az ABCD négyszog oldalfelezd pontjai altal meghatérozott P 2F3F
négyszog paralelogramma. A paralelogramma atloi felezve metsz
egymast (2164. abra).

1

foy a C kdzéppontlt % aranyt hasonlosag D-t Fy-ba, e-t az e-vel parhu
zamos e’ egyenesbe viszl. 1
AB felezépontja, F, rogzitett. Az F; kdzéppontl B aranyd hasonlosa

F,-at O-ba, az Fy pontra illeszkedd ¢ egyenegt'e”-be \'7iSZl.
Tehat a vizsgalt paralelogrammak kdzeppontjai Ve”-re illeszkednek. ’
¢” nem minden pontja lesz egy ABCD négyszogbol szerkeszte,tt paral
logramma kozéppontja. Példaul az 4B egyen’esnels e-vel Valc? C, }ne
'széspontja nem lehet a feladatban szerepld négyszog negyec’hk csucs
Hasonloan AC és BC e-vel valo B, és A, metszéspontja (hg létezik) se
csticsa a négyszognek. Ezért 47, B} é C] nem tartozik a kerese
ponthalmazhoz.

et 165.

“Az ¢’ minden pontjabol (47, B és C7 kivételével) eljuthatunk egy F,
kozéppontl kétszeres nagyitas, majd egy C kozéppontt kétszeres na-
gyitas alkalmazasaval a négyszogek e-re illeszkedd D csticsahoz.
Megjegyzés: Megmutathatd, hogy a két kézéppontos hasonlosig egy-
masutdnja egy olyan kézéppontos hasonldésaggal helyettesithetd,

1
-amelynek kozéppontja illeszkedik F L C-re <és aranya Z)
A paralelogrammak kozéppontjait egy A kézépponti és egy F, kozép-

1 1
pontu ) aranyl hasonlésaggal is megkaphattuk volna.

. 1
Igy a K kbzéppontu, 7 aranyu k6zéppontos hasonlésag e-t e”-be viszi,

ahol K az AF, és CF, egyenesek metszéspontja (azaz az ABC harom-
sz0g stlypontja). . '

A haromszog B cstucspontja az A-nak F-re vonatkozéd tikorképe. A ha-

romszogbe irhatd kor sugara a K-bédl az 4B-re allitott merbleges sza-
kasz hossza. 4-bol és B-bdl a korhdz huzott érintdk metszéspontja
C (2165. abra).

A megoldas feltétele: A, F, K ne essék egy egyenesre és (a+f < 180°
alljon fenn, azaz AKB¥ >90°, s igy) KF< AF teljesiiljon.

Megjegyzés :

Ha KF=AF (AKB+« =90°), akkor nem kapunk C pontot.

Ha KF>AF (AKB« <90°), akkor a k kér az igy szerkesztett ABC
haromszég hozziirt kore (2165/M).

2165/M

381




2166.

2167.

2168.

2169.

382

. 1. megoldds - Az S (stlypont) kozéppontu, 4= — 2, aranyu hasonléség

I megoldds: Az A -en-at B, C -gyel, a Bi-en at A,;C,-gyel, a C;-en at
A, B,-gyel huzott parhuzamosokra esnek a keresett 4BC haromszog
kdzépvonalai: Az eljarast az A4’B'C’ haromszogre ismételve kapjuk az
ABC-haromszdget (2166. dbra).

A,-et A’-be viszi at, A’-t A-ba viszi at, ezért S kozéppontu A=4 ardnyu
hasonlosag A,-et A-ba viszi at stb.
A megoldas feltetele: 4, By, Cy ne ess€k egy egyenesre.

C

A
2167

2166

A hidnyzé csticspontokat pontra vonatkozd tiikrézéssel kapjuk (2167,
abra): ‘
F tiikorképe E-re G,
A tikorképe G-re C,
C tiikkorképe F-re B.

ABC haromszog akkor és csak akkor létezik, ha A4, E, F pontok nem
illeszkednek egy egyenesre. ] ;

A magassagok merdlegesek a megfelelé oldalakra. Ezért A-bol mj-re
és B-bdl m,-ra 4llitott merdlegesek metszéspontja a keresett C csiics
(2168. abra).

Nincs megoldas, ha m, és m, egyallasuak.

Ha e felezi az ABC hiromszog C-nél 1év6 kiils6 szogét, akkor A-nak
e-re vonatkozo tiikorképe, A illeszkedik BC egyenesre (2169. abra).
Az e és A’B C-ben metszik egymast. ~
Nincs megoldas, ha 4B merGleges e-re.

S kozéppontil, 1= —2 aranyt hasonlésa . ja
pponti, g az AB oldal F fel

C-be viszi at (2170. 4bra). | Fesopontt

A megoldas feltétgle, hogy az ABS héaromszog letezzen, azaz az

|AS—BS| < AB < AS+ BS egyenlStlenség-rendszer fennalljon. Ek-

k"or zidot'g SA és SBesetén két S és ennek megfeleléen két, AB egyenesre
tukros haromszog jon létre.

- Az abefogéju, BCB egyenlé szart derékszogli hairomszdg B'C oldalan

D megszerkeszthetd B'D=d (2171. 4bra).

Az {IVBD egyenk’i szart haromszég, ezért a B'C egyenes és a BD felezé-
merdlegesének metszéspontja: A.

Minthogy b<c-nek teljesiilnie kell, megoldas csak akkor lehet, ha

d=a+tb—c=BD<BC=a.
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Az adott k keriletet 4: 5: 7 ardnyu részekre bontjuk (2173. abra).

A feltételben szerepld egyenld szogeket 5-val jeldljiik (2172. &bra
Ekkor ABPx = f—0, s ezért .

APB¥ = 180°—(d+f—9) = 180°— . Ugyanigy
BPCx = 180°—y és ‘
CPAx = 180°—a.

E szdgek sszege 360°, tehat P létezik és az A BC haromszdg belsejébe
van. P az AB szakaszhoz tartoz6 180°— f5, BC-hez tartozd 180°—y &

CA-hoz tartozd 180° — a 1atokdrok kozos pontja. (P szerkesztéséhez ké
latokor sziikséges.) :

A 4x, 5x, 7x oldalakra teljesil a haromsz0g-egyenlOtlenség, ezért
szakaszokbol szerkeszthetd haromszog.

Szerkesztési 1épések lehetnek (2174. a) abra).
1. FTC derékszogli haromszog szerkesztése (s,, m,, 90°).
2. FC-hez tartozo6 o 1atokor és FT egyenesének metszéspontja: A.

kl
4x  5x 7x
. ~ _/
k
2172 2173
B, A, F T B A, 2174a

2175.

3. A-nak F-re vonatkozo tiikorképe: B.

Ha s.>m,, akkor o< CFT % esetén 2 megoldas (2174. a) abra),
a=CFT ¥ esetén 1 megoldas (2174. b) 4bra),
a>CFT+ és CFT+ +o < 180° esetén 1 megoldas
van (2174. c¢) abra).

Ha 8. =m,, akkor a<90° esetén 1 megoldas van (2174. d) abra).

Nincs megoldés, ha 1. 5,<m,,

2.5.=m, és =90,
3.8,>m,és CFT¥ +a = 180° all fenn.

c CFT<4<a
CFT<+x<180°

| a
A T=F B

2174d

7 2175
Az ABD haromszdg egyenld szart (2175. 4bra). "

) o
a) o= 90°— 3 Az a+f = 90° figyelembevételével,

b) 6 =45+ 'g

Ezek szerint & megszerkeszthetd.

A BDC der¢kszdgl hiromszog (¢ — b, J és 90°-bol), majd BD A egyenld
szar hdromszég (BD oldal, J és szimmetria) megszerkeszthetd.

Az a, illetve B a szerkesztendd derékszogii haromszdg hegyesszogei,
ezért csak o <90°, illetve f<90° esetén van megoldas és az egyértelmii.
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2177.

2178.
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Egyrészt a feltétel szerint AEF ha-
romszog egyenld szard, ezért p =g,
(2176. abra).
Masrészt EF||AB, ezért gp=g,,

tehat ¢, =g,,
ami azt jelenti, hogy BC-b8l az F-
pontot a CAB <« felezbje metszi ki.
Mindig van (egy) megoldas.

2176

Az m, magasség az o szoget oy -re €s a,-re bontja. Legyen oy —a, =
+ ‘ a - 8 I4 r . r
fgy o, = a—2~f és o, = Bk Az AA;=m,ra A-bol ellentétes iranyban
felmérjiik o;-et és a,-t. Az A 1-ben-m,-ra allitott merdleges egyenes az
o szOg szaraibol kimetszi B-t és C-t.
Megjegyzés: Ha B vagy y tompaszog, akkor m, nem osztja a-t.
' b

) a r N / ”
I. megoldds: A szdgfelezd-tétel szerint — = — . Bzért a szerkesztendd-
a, c

héz hasonlé b= a, befogédju ¢’ =a, atfogdjn derékszogii haromszog

a{tag,

9

a r r r
megszerkeszthet$ (2178/1. dbra). Ebbdl 7 =. aranyu hasonlo-

saggal kapjuk a keresett haromszoget.
I1. megoldds: Ha CA'=a, és A’'B=a,, akkor az A’ kozéppontl g,
sugart kor B és C pontbeli érintSjének metszéspontja 4 (2178/11. abra).

A
7 ¢ a; A a, B
a ‘ :
2178/1. 2178/1l.

2180.

2181.

2182.

AOB ¥ =120°. BEzért az 4 pont O kérili 120%-o0s elforgatottja 4'= R,
foy e-nek O kériili 120°-0s elforgatottja, ¢’ 4tmegy B-n (2179. abra).
A haromszog B cstcsa k és ¢ kdzds pontja. O és B ismeretében A4 és
C megszerkeszthetd. , ‘

Adott irdnyu elforgatis esetén a megoldasok szdma e’ és k kdzds
pontjainak a szdmaval azonos: 2, 1 vagy 0.

A ket irdnyn forgatést figyelembe véve : 4,3, 2,1 vagy 0 a megoldasok
szama, :

D c
f
0
e A B k
f’
el
2179 2182

Az el6z6 feladat gondolatmenete alapjan e egyenes O = .S koriili 120°-0s
elforgatottja atmegy az f felegyenesre illeszkedé B ponton. S és
B egyertelmien meghatarozzak a haromszdget.

A megoldasok szdmat e’ és £, valamint ¢’ és f kdzds pontjai adjak:
2, 1, 0 vagy végtelen sok (¢’ és ¢” e-nek S koriili két kiillonboz6 irdnyn
120°-0s elforgatottja).

Lasd a 2179-es feladat megoldasat (O=M). .

A megoldasok szdmét &} ¢és k, illetve kY és k, k6z0s pontjai hatirozzak
meg (ahol k} és k7 k,-nek M koriili két killdnbdzs irdny 120°-o0s
elforgatottja). fgy a megoldasok szama 4, 3, 2, 1, 0 vagy végtelen sok
lehet. .

a) AOB+=90° (2182. dbra). A 2179-es feladat gondolatmenete alap-
jan e egyenes O pont koriili 90°-o0s elforgatottjara illeszkedik 4 =B. fgy
¢’ €s k kozos pontja a négyzet B csticsa. Adott O és B pontokbdl az

_ABCD négyzet egyértelmiien megszerkeszthetd. A megoldasok szama,

a ket irdnyu forgatast figyelembe veve 4, 3,2, 1 vagy 0 lehet.
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2183.

2184.

2188,
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b) D-nek O-ra vonatkozé tiikkérképe B. Ezért a D-re illeszkedd f
egyenes O-ra vonatkozo tikkdrképe, f” dtmegy B-n. fgy B, s a négyzet
is megszerkeszthetd. ’ : ‘

A megoldéasok szama f” és k kozos pontjainak a szdmaval azonos: 2,
I vagy 0. ‘

A megoldas gondolatmenete a 2180-as feladatban megtalélhaté, figye-
lembe véve, hogy itt AOB« =60°. Az AOB szabalyos haromszogbdl a
szabalyos hatszog egyértelmiien megszerkeszthetd.

Az ABC szabélyos haromszoget a O kozéppont koriili 120°-os elforga-
tas dnmagaba viszi 4t (2184. dbra). AC egyenes képe (az dbra szerinti
forgatas esetén) AB egyenes. Ezért, ha az adott P pontot 120°-kal
elforgatjuk O koriil, P-e-AB. Igy PO egyenese megadja a haromszog
egyik oldalegyenesét. EbbSl (pl. az egyenes visszaforgatisaval az
A csucs ¢€s igy) a szabalyos haromszog egyértelmiien megszerkeszthetd.
Ha P’=Q, akkor 4B egyenes nincs egyértelmiien meghatérozva. Ekkor
végtelen sok megfeleld szabélyos haromszog van. -

Ha O-s-P'Q, akkor nincs megoldas.

P ellentétes irdnyu forgatdsa a feltételeknek megfelelé masik szabalyos.
haromszoget eredményezhet.

A fentiek szerint a feladatnak 1, 2
vagy végtelen sok megoldéasa van.

2184

Az oldalak ardnyanak ismeretében a keresetthez hasonlo hiromszog
megszerkeszthetd. Ebbdl a meghatirozhaté (2185. dbra).

. : 1 ,
(" felezi AC-t. Igy ha C-e-k, akkor az 4 kdzépponta 2 aranyd hasonlo-
sag C-t C'-be, k-t k'-be viszi, ahol C"-e-k'.

2186.

187.

C’-nek A4 kozépponti o sz0gl elforgatottja B, ezért B illeszkedik a &’
kor A4 kozéppontid o szOgl elforgatottjara, k”-re.

Tehat e és k7 kozos pontja(i)- az-alap masik: végpontja(i) lesz(nek).
Ebbdl a haromszog egyértelmiien: megszerkeszthetd.

A megoldésok szama k" és e kozds pentjainak szamatol fiigg, figyelem-
be véve,-hogy az «.szogii forgatas két iranyba torténhet.- : e
Megjegyzés: ABC 1gy is megszerkeszthetd, ha e-re egy 4 kézéppontﬁ

2 aranyu hasonlésag és egy a sz0gl elforgatis egymdasuténjat alkalmaz-
zuk,

CDE d szarti y csucsszdgli egyenld szart haromszog (2186. abra). A DE
alap tetsz6leges pontjan keresztiil a szarakkal parhuzamos egyenesek
haromszogbe esd szakaszainak Osszege d +d, = 4.

Igy a keresett P pont DE és AB egyenesek metszéspontja. > g esetén
akkor van ilyen pont az 4B oldalon, ha a<d =<b. Ha b=aqa, akkor a
fentiek szerint csak d=a=5 esetén van ilyen pont, mégpedig az 4B
oldal minden pontja j6. ‘

g megoldds.j A héaromszog kéré irhatéd kore — AR y szogl 1atokodre —
megszerkeszthet. (A két 1atokoriv koziil azzal dolgozunk, amely met-
szi s,-t.) (2187. abra.) ' '

Az F kozéppontl g»aranyu hasonlésdg C-t az § silypontba, a C-t

tartalmazo k-t k’-be viszi at. Igy S-e-k’ és S-es,. Ezért k' és s, metszés-
pontja: S. EbbSl ABC egyértelmiien megkaphato.
A megolddsok szama k' és s, kozods pontjainak a szdma (0, 1, 2).
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11 megoldas : Egyrészt C illeszkedik az A B szakasz y szégﬁ' k létékiiré,re
Masreszt s, illeszkedik a BC szakasz £ felezépontjara. Ezért a B ko%ep
pontd A=2 ardnyt hasonlosdg E-t C-be, s,-t a vele parhuzamos s/-bf
Viszi, )

{gy a keresett C cstics 5, és k kdzds pontja.
A megoldasok szama 2, 1 vagy 0.

Az adott szogekkel a keresetthez
hasonld haromszog szerkeszthetd.

4
’ SC r
A hasonlosag aranya —, és pl.

c
’

A'F :’% ismeretében AF, majd

ABC egyértelmilen megszerkeszt- A
het6 (2188. abra).

, .. 1!
szerkesztlink: by, ¢, oldalakkal és az o kozbezart szdggel, ahol o
- . 1

(2189/1. abra).

Az A4 k6zépponti 4 = 2 aranyu koézéppontos hasorilosig alkalmaz
, a ) ) )

saval a keresett haromszog megszerkeszthetd. »

11, megoldds: Az adott q:p = b:a aranyban felosztott AB-n D a

szOgfelezOjének pontja (a szogfelezd-tétel szerint). Tehat C az A

illetve DB szakaszokhoz tartozd % szogl 1atokorok D-t6l kiilonbd
‘ ° . y o
metszéspontja. <Ez létezik, mivel y<180° miatt 5 < 90 > (2189/1

abra.)

Vegyiink fel a hegyesszogli ha-

romszog AB oldaldn olyan B,

pontot, hogy B,-ben az AB-re
emelt merSleges metssze az AC
oldalt egy A, pontban. Allitsunk
merdlegest B;-ben BC-re és Aq-
ben AC-re. A két egyenes metszés-
pontja C,. Az 4brarél leolvasha-
t6, hogy Bi4,Cix=a &
4;B,Cyx=p. Igy B, Cid; x =y,
tehdt 4, B, C, a megszerkesztend$
A'B'C" haromszdghéz hasonld
helyzettt:

A keresett 4’B'C’ haromszoget
A,B,C-bél A kdzépponta kozép-
pontos hasonléséggal allitjuk eld.
AC, félegyenes BC oldalt C’-ben
metszi. E pontbol C;A4,-gyel és

- C,B;-gyel parhuzamosokat hiiz-

va megkapjuk a keresett 4’B'C’
hdromszéget (2190. a) 4bra).

A fentiekhez hasonld eljarassal
egy masik megfelels (4”B"C”) ha-

‘romszoget kapunk, ha A, AB-

nek olyan pontja, hogy az 4,-ben
emelt merdleges a BC oldalt met-

57i (2190. b) 4bra).

Ha ABC haromszog derékszogii,
akkor 4'B'C’ és A”B’C” hirom-
szOgek atfogdja az eredeti hirom-
sz0g atfogdhoz tartozé magassa-
ga (2190. ¢) abra).

Ha ABC tompaszogii haromszog,

~nines a feladatnak megfeleld besrs

haromszég. (A fenti eljarassal ka-
pott A’B'C’ és A”B"C” haromszé-

-gek csticsai az ABC haromszog

oldalegyeneseire illeszkednek.)

C
#_ al
C'=A Bu
A 8 B=C
2190c
3a




2191.

2192.
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- Az AOB haromszog begyértelmﬁen meghatarozhat6. A beirt téglalap

Két téglalap felel meg a kovetelmé- D,
nyeknek: A'B'C'D" és A"B"C'D”
(2191. abra). :

Legyen az ezekhez hasonlo téglala}p
egyik oldala a félkor AB atmérdje.
A téglalap masik oldala a feltétel sze-

1
rint 24B vagy EAB.

A keresett téglalapokat O kozéppon-
td hasonldsaggal allitjuk elo.
A megoldasok szama: 2.

D; . ey

|
!
|
|
2191 A A4 A" 08

Erintse pl. k, kor a b és ¢, k, kor az a és ¢ oldalt (2192. ‘“ébra.). I/Ekk
0, és 0, kdézéppontoknak a ¢ oldalra esé merdleges vetiiletei 07, O
0,0,0,07 téglalap, oldalai 2r, r. . R
01 ilzletife 1O2 rajta van a haromszog 40, illetve BO belsd szogfelezdje
fgy 0,0,0,0} az AOB héiromszogbe irt olyan'teglalap’, ramelryn
egyik oldala illeszkedik AB—re,rés ez a téglalap masik oldalanak kétsz
rese. :

: 1 -
(illetve O,, O, pontot) egy AB oldathoz irt c, Ec oldala téglalapb

O kozéppontu kozéppontos hasonlosaggal kagjuk meg. |
Mivel a két kor egyiittesen az ABC haromszog a, b vagy ¢ qld:’ﬂ
érintheti, igy a megoldasok szdma: 3. (A h’ér.orr'l'szcir, ‘l_cet kor ko,zu}
-egyenld szart haromszogeknél a szarakat erlnt? korok egybevagoa
és kettd egybeesik, szabalyos haromszog esetén a hat helyett cs
hirom egybevagd kor jon létre.) ~

A haromszdogbe irt kor koézéppontja a belsé szogfelezék metszéspontja,
sugara, ennek a pontnak az oldalakté] mért tavolsiga.

Szerkesszitk meg az egyenld szarta derékszd gli haromszog beirt korének
az atfogoval parhuzamos érintdjét. Ez az egyenes a befogdkbdl egy
ujabb egyenld szaru derékszogii haromszoget metsz le. ‘
A fenti eljargssal megszerkeszthetd az igy kapott haromszogbe irhatd
kor. Bz az eredeti haromszog beirt krét is érinti. (A két kor kozéppont-
ja, s ezért az érintési pont is illeszkedik a derékszog szogfelezbjére.)

Az a oldalhoz tartozo o latészog segitségével a haromszog koré irhatd
kore megrajzolhat6 (2194. abra).

|
Az Fkozépponta 3 aranyu hasonlosag az A csucsot S-be, igy a hdrom-

sz0g koré irt korét egy S ponton 4tmend &’ kdrbe viszi.

S tehat illeszkedik az a szakasz adott BSC szogll [ latokorére és a k/
korre. EbbSl S megszerkeszthet. FS félegyenes a koré irt korbsl
kimetszi a hdromszdg A4 csicsat. '

Nincs megoldés, ha 1) = BSC«<, mert S a haromszog belsd pontja,

- vagy ha 2) [ és k’ koriveknek nincs k6zos pontjuk.

Megjegyzés-: Az s, és s, stlyvonalak hajlasszoge BSC«, vagy ha
BSC ¥ >90°, akkor 180°— BSC «.

' Kelqtkezhet 2 vagy 4 haromszog is, de ezek titkrosek, tehat egybevégé-
ak. Igy a megoldasok szima: 1. )

2194
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2196.

2197.
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PA 1
Ha egy egyenes harom pontjara 7B = 3 all fenn, akkor két eset lehetsé -

ges (2195. abra):

-
1. P A-t és B-t nem vélasztja el. Ekkor a P kdzéppontu 3 aran

hasonlésag B-t A-ba viszi. Igy a B-n atmend b egyenes képe, b’ illeszke 2198,

dik A-ra. b'|b, ezért b’ metszi a-t A,-ben. A,P egyenes b-t B;-be
. A 1 '
metszi. Az eljarasbol kovetkezik; hogy a P_Bl = 3 egyenloség teljesi
1
, 1
2. Ha P az AB szakasz pontja, akkor a P kozépponti — 3 arany
hasonlésag B-t A-ba viszi. Ezt a hasonlésagot b egyenesre alkalmazy
az el6z0hoz hasonldan ad6dé 4,B, egyenes a feltételeket kielégiti.

2195

' a ' ‘
Az adott x szakasz egy a, 3 befogdju derékszogli haromszog atfogod

ahol a a négyzet oldala. Ez a haromszog hasonld az 1, 2 befogoju
atfogoju) derékszogli hdromszoghdz. Ez utdbbi megszerkeszthetd

bb”l(x
¢ O =
/5

arényﬁ) hasonlosaggal megkapjuk a négyzet oldalat (21

abra).

Az adott A4 csucsnak az AB oldal F felezépontjara vonatkozé tiikor
pe B. Mivel a rombusz atloi merdlegesen felezik egymast, ezér
feladatnak csak akkor van megoldasa, ha 4O B derékszd gl haromsz

ahol O az AC szakasz felez8pontja. Ha ez teljesiil, a rombusz D csticsa
a B pont O-ra vonatkozo titkdrképe.

Flehet a C cstcs mellett fekvé egyik oldal felezépontja is. gy legyen
C-nek F-re vonatkozo tikérképe . Ha COC « derékszog; akkor
Iétezik és a fentiek szerint megszerkesztheté a rombusz.

Az a-oldali rombusz e, f (e<f) atloi merdlegesen felezik egymast. -
A Pitagorasz-tétel szerint:

() () -

Minthogy f> a, a szoba johetd deréksiégﬁ haromszog atfogdja csak f
lehet.

f’2262+a2,
f2 672
2 2+ 4+ =
e (4o
3
3f*=5¢% azaz ‘- 5

Akkor és csak akkor alkot f, e, a derékszogii haromszbget, ha

3 ‘ 2
e = l/gfteljesﬁl. Ekkora=fl/§,azaze:a:f= V§V§‘/§

A feltétel szerint DPA < =DPC«. AP|DC miatt DPA« =PDC+ ,
mert valtoszdgek. Igy DPC« = PDCx; azaz DCP egyenld szarfi ha-
romszdg (2199. abra).

Ezért a Ckozépponta CD =a sugart kor ésaz 4B egyenes k6z0s pontja
a keresett P pont. a> b esetén 2, a="b esetén 1 megfelels pont létezik,
a<b esetén nincs az 4B egyenesnek olyan pontja, amelybdl AD és DC

_egyenld szogben latszana. :

A P B B

, 2199
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£ 2200.

2201.

2202.

| ' B/\a
= L IP'\W” |
= W?ﬁ\\\ 3 22
A

Jel6ljik e és f tavolsagat m-mel (2200. abra)!

_ Ha m>d, akkor nincs megfelelé rombusz.

Ha m=d, akkor P-bél e-re allitott merélegesnek a parhuzamosok ko

es® szakasza megadja a specidlis rombusz (négyzet) egyik oldal |

Ebbol két megfelelé négyzet szerkeszthetd.

‘Ham<d, az e egyenes egy tetszOleges A pontja mint kézéppont kor

rajzolt d sugart kor kimetszi £ egyenesb6l a d oldalt rombusz A melle
B cstcsat. (Két rombuszt kapunk!) Ha P-n keresztiil 4 B-vel parhuz
most huzunk, megkapjuk a keresett rombusz egyik oldalat. Ezt d-v
(mindkét irdnyba) eltolva 2-2, a feltételeket kielégitd rombuszt kapunl

2 f

A rombusz 4tloi felezik egymast, ezért A-nak P-re vonatkozo tikork
pe C. Ha A-e-e, akkor 4'=C-e¢ és Ce-f. A konvex szogtartoman
miatt e’ és f metszik egymast. C P-re vonatkozé tikdrképe 4 (220
abra).

BD az 4C-re szimmetrikus. Az adott arany felhasznalasaval két megft
lel6 rombusz szerkeszthetd.

Az el8z6 feladat utmutatdsa és abraja szerint AC megszerkeszthetd.
A rombusz mdsik két csucsa AC szakaszfelez6-merdlegesére (m-rt
illeszkedik. A feladatnak akkor van megolddsa, ha m metszi e
(A megoldasok szama 0 vagy 1.)

2201

~30° > 4

220

2205.

2206.

ATC haromszégben TC=m=29, AC=2m (=40), igy CAT« =30".
Ennek alapjan ATC haromszog megszerkeszthetd (2203. abra). AC
szakaszfelez8-merdlegesének 47-vel vald metszéspontja B. Ebbdl a
rombusz egyértelmilien megszerkeszthet. *

s + 3
ca) A feltételek szerint a= 2¢;m= 27, valamint b = are 2 ‘- Ec Az ATD
TR B ‘ : 3 2 . N - ’
derékszogli haromszdgben <5 c) — <§> = (2/)%. Ebb8l c= ﬁr,

a=n@@b=i;rmmmam4%my

b) A beirt kdrhéz huzott parhuzamos érintSkre, az érintési pontokbol
két iranyba % , illetve ¢ szakaszok felmérésével a C, D, illetve A, B csu-
csokhoz jutunk.

A parhuzamos oldalakra illeszked$ pontokat jeloljik P, O-val, illetve
R, S-sel (2205. abra).

PQ szakasz Thalész-kore és a Q kézépponth m, sugaru kor kozos
pontja M. A paralelogramma két oldalegyenese PM, és a vele parhuza-
mos 0-n dtmend egyenes. ‘
Csak akkor van megoldas, ha my S PQ. (m < PQ esetén két, m, = PQ
esetén egy parhuzamos oldalegyenespart kapunk.)

A masik két parhuzamos oldalegyenest (RS és m, segitségével) ugyan-
igy kapjuk. '

Jeloljiik a négyzet oldalat a-val, a téglalapét b, c-vel (b<c). A négyzet-
bl levagand6 téglalap révidebb oldala x. A hasonlosag alapjan
x:a = b:c EbboSl x-et pl. a pirhuzamos szeldk tételének segitségével
szerkeszthetjilk meg.

L~

P
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2207.

2208.

2209.
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Ha b>a; tiukrozziik a D cstcsot az o sz0g AC felezéjéret (2207. abra).
A kapott AD'CD négyszog deltoid. A I'BC haromszog (¢, d, b—a
oldalakbol) megszerkeszthets. B-bol a BD' félegyenesre b-t felmérve
megkapjuk az 4 csticsot, majd a D’ pontot AC-re tiikkrozve D-t.

A szerkesztés feltétele: b— a, c-€s d szakaszokra teljesiiljén a harom-
sz0g-egyenlbtlenség. ‘ : : :

2208

(Ha b <a, akkor a fentihez hasonloan elészor az g — b, ¢, doldala B'CD |
haromszoget szerkesztjiik meg.) |
Ha a=b5, akkor AC 4tl6 csak akkor lehet szogfelezd is, ha egytittal ¢ =
is teljesiil. (Ha ¢ # d, akkor nincs megfelel négyszog.) Az ABCD delto
id az oldalaival nem egyértelmiien meghatirozott, igy végtelen sok
megoldas van. :

Legyen AC=c, AB=bés AP=p. A feltétel szerint P’ = (c—p) (b—p).
B be . .

Ebbblp = P adodik. p-t és igy a keresett P pontot negyedik aranyos

szerkesztéssel hatdrozhatjuk meg (2208. abra).

Az e-vel parhuzamos B-n 4tmend
egyenes CA félegyenest P-ben
metszi (2209. abra). Alkalmazzuk
a parhuzamos szel6k tételét az
ACB szbgre!

‘ CA” CB
A'B|AB’ miatt —— = és
CA CHB
. CB CP
A'B'|lel|PB  miatt = }
B CcA

2210.

Ezekbél (CA")* = CA - CP. Igy CA’ megszerkeszthetd: példaul egy
olyan derekszOgli haromszég befogdja, amelynek atfogdja CA és a
befogo atfogora esé merdleges vetillete CP.

a) A PQ szakasz 60°-os latOkoreinek (k,, k,) a négyzet oldalaival valé
kozos pontjai (itt: 4, B, C, D) (2210. abra).

b) A négyzet oldalainak azon pontjai, amelyek a k, és k, ivek altal
hatarolt korszeletek belsé pontjai (itt: AB és CD szakaszok belsd
pontjai). ‘

¢) A negyzet oldalainak a fenti korszeleteken kiviil fekvé pontjai. (Az
abran a négyzet oldalainak az AB és CD szakaszokhoz nem tartozéd
pontjai.) .

Az adatokat figyelembe véve egy latékoriv legfeljebb két szomszédos
oldalt metszhet és a két koriv koziil legalabb az egyiknek két metszés-
pontja van az egyik oldallal.

2211/).

. 1. megoldas (2211/1. abra):

a) Ha PKA < =60°, akkor 4PK haromszog szabalyos. P (illetve Q) az
AK szakaszfelezé-merdlegese és a k kor kozods pontja. '
b) A P (illetve Q) kdzéppontu, r sugaru k, (illetve k,) kor k-bol R-et
(illetve S-et) metszi ki. Ezekbdl a kdézépponti és keriileti szogek Sssze-
fuggese alapjan ARK<(=ASKx)=30".
Minthogy RP|AK|SQ L PQ, a PQSR négyszdg téglalap, oldalai r és
r)3.
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Ha P illeszkedik /-re: 1 megoldas van (KP= KF).

Ha P l-en kiviil van, 2 megoldas van (KP > KF)..

Ha P l-en beliil van, nincs megoldas (KP < KF).

11 megoldas (2213/11. abra):

Legyen AB egy, a feltételeknek megfeleld, P-re illeszkedd hur. A kerii-
leti és kdzépponti szogek dsszefiiggése szerint: AKBX =90°. Az AKB
haromszdggel egybevagd, egyenld szart derékszogli A' KB’ haromszog
megszerkeszthetd. Az 4’ B’-t K korill a fentiek szerint elforgatva kapjuk
a keresett 4B szakaszt.

1I. megoldads (2211/11. abra):

A keresett pontokat a k korbdl az
AK szakaszhoz tartozd a) 60°-os [,
l,, illetve b) 30°-0s I, I, 1atokorok
metszik ki. PR €s SQ a K kozépponta
r-sugaru korbe irt szabalyos hatszog
2 szemkozti oldala, ebbdl adodoan e
négy pont téglalapot hatiroz meg.

2212. A haromszog derékszogii csucspont- |
ja a k kor és az AB atméréji [ Tha-
lész-kor kozos pontja (2212. abra).
A megoldasok szdma 2, 1 vagy 0.
Megjegyzés: A és B a k kor belsd
pontja, tehat / és k kor nem lehet
azonos. '

214. A Ppontbol a Kkozéppontd, r sugart korhoz hizott érint6k merdlege-
sek, ezért KE, PE, négyzet és PK = r ﬁ (2214. abra). Igy azon P pon-
tok halmaza, amelybdl a k korhdz hiizott érintdk merdlegesek egymas-
ra, a K kézéppontu, r ﬁ sugart [ kor. A keresett pont az e egyenes és
! kor kozds pontja.

A megoldasok szdma lehet 2, 1 vagy 0, attdl fliggen, hogy K-nak az
e egyenestSl mért tavolsaga kisebb, egyenlé vagy nagyobb, mint r |/2.

e
k
K ——q&
B
Bl
, 7l E P
2213/1. : 2214
215. A keresett k kor K kozéppontja il- - e ?}w g
2212 2213/1. leszkedik PQ f felezOmerdlegesére
(2215. abra). A kor sugara K-nak r
- . ~ . ‘ b-t81 mért tavolsaga r. Igy PO sza-
2213 I m"egoldas” (2213 I,' abrat)'. . . da o kasz felezOmerdlegese és a P kozepli, r K
’ A kor tetszdleges C” pontjabol huzott két hur — melyek hajlasszoge 45° = » sugart kor metszéspontia K
A’-ben és B’-ben metszi a k kort. Egy korben egyenlo kertileti szogekhez o , ) :
oy . g i 1. (Mindig van megoldas, mivel PF<r.)
egyenld hurok tartoznak. Ezért a keresett, P-re illeszked 6 hart megkap- ‘ ;
juk, ha A’B’-t megfelelen elforgatjuk. 4’'B’ szakasz felezdpontja F. b
A Kkozepl, KF sugart [ korhoz P-bol huzott érintdbdl a keresett hurt : f
a k kor metszi ki. 2215
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2216.

2217.

. HO 2 o 14
Igy = —, amibdl HO' = — .
T HO 3 ‘ 3
Ennek alapjan az OO’ szakasz hossza kiszamithaté -
4 7
Az a) esetben OO = 7— 3 = g(cm);
v ' 14 35
b) esetben OO = 74+ — = 5y (cm);

sz0g, ha C-nél levé szoge derékszog. A megoldas a két kor C-beli koz
(belsd) érintdje.

2216

Két eset lehetséges: H a két kor a) kiilsd vagy b) belsé hasonldsag
pontja (2217. a), b) abra). »
Ezért HEO A ~HE'O'A, ahol EO=3 cm, EQ’=2cm é HO=7 cm

Ismert, hogy két érintkezé kor M érintési pontja egyben a két kor
hasonlésagi pontja. Bzért az M-re illeszkedd 5zelékbé] a két kor altal

kimetszett hiirok ardnya egyenld a hasonlésag A ardnyaval (2218.
abra). '

PM
Tegyiik fel, hogy PQ a keresett szelé. Erre Q‘M =7 (ahol p, g a két
, : q

- adott szakasz hossza). Az M kozépponta 4 = — 4 ardnyu hasonlosag
: q

O-t P-be, a Q-ra illeszkedd k, kort a Q' = P-n dtmend k% korbe viszi.
fgy k%, és k, metszéspontjai M és P.

(k5 és ki mindig metsz8k, ezért kivalasztott M esetén P egyértelmiien
meghatarozott.)

Az egyik feltétel szerint AKB« = 90° és K-e-¢, ezért AKO ¥ = BKO « =
=45° (2219. abra). »
Szerkessziink ezen feltételeket kielégité, K kozépponta k' kort. (K-e-e,

, oP
valamint K'B'=K'A’, azaz r' =|2K'0.) Bzt a O kozépponti 4 = 0P
ardnyd hasonlosag a keresett k kdrbe viszi.

P
e
k
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2220.
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A kovetkezd két specidlis esetben a szerkesziés egyszeriibb:

a) Ha P-ef, akkor PO = OK alapjan kapjuk meg K-t (2219.a) abra),
b) Ha P-we¢, akkor a keriileti és kozépponti szdgek Osszefliggése alap-|
jan OPA ¥ =0PB ¥ =122,5. Ennek alapjan szerkeszthetd meg A-e-f &
B-e-f pont. '

Az AB atmérdjl Thalész-kor és e metszéspontja: K (2219.5) abra).

2219a

A szabalyos tetraéder magassaganak -
talppontja az alapharomszég suly-
pontja (2220. abra).

1. megoldds: Az a éli tetraéder m
magassaga a DTA derékszogl ha-
romszbgbc’il’meghatérozhat() T4 =

2
g 3= ﬁgyelembevetelevcl

32 3
m? = a*— —‘—Z: 2=%a2.
K 3

3
Innena = m ‘/5 adodik.

A tetreaéder keresett a éle megszer-
kesztheté pl. a magassagtétellel
(2220/1. 4bra).

2220/1.

1. megoldds . A keresett a €Hi m magassagn tetraéderhez hasonld o’ &l
tetracder magassdga m’. A hasonldsig miatt a: a’ = m: w’. Bzért tet-
szblegesen vélasztott «’-bdl megszerkesztjitk a keresett tetraéderben

feltiintetett ATD derékszoglh haromszoghdz hasonlét, majd 1 = —
m

aranyu hasonlosag alkalmazdsaval megkaphatjuk a-t.

-0, R o

2220/1. 2221a

Megjegyzés: A 2220/11. abraban a testmagassigot tartalmazo ATD
derekszogli hiromszoget a gula alaplapjanak sikjdba forgattuk az alap-
lap sulyvonala koriil.

Huzzunk a hiromszég P, Q, R csucsain keresztiil az ABCD téglalap
valamelyik vagy mindkét oldaldval parhuzamos egyenest, ha ez a ha-
romszoget nem metszi. Egy olyan 4,B,C,D, téglalapot kapunk,
amelynek beirt haromszoge PQR. Ezt a teglalapot az eredeti téglalap
tartalmazza, ezért

H{(ABCD)=1(4,B,C,D,).

a) Ha PQR haromszog két csicspontja egybeesik az 4, B, C, D, tégla-
lap két szomszédos csuicspontjaval, itt P=A4,, Q= B,, akkor a harom-
sz0g harmadik csticspontjdbol, R-bél induld magasséga egyenld A, D, -
gyel (2221.a ) abra). Ezért

{PQR) =

l
A B A D " t(AlBlchl)'

b ) Ha a PQR ha’romszé)g egyik csucspontja egybeesik az 4,B,C,D,

téglalap egyik csucspontjaval (itt R=D,), masik két csucspontja a
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2222,

2223.
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- D;-gyel szemkdzti egy-egy oldal belsé pontja, akkor e két utobbi

esucspont egylken at (itt Q-n at) a téglalap megfelel6 (4, 5,) oldalaval
parhuzamosan huzott egyenes S- ben metszi a harombzog szemkoztes
oldalat (2221.5) abra).
Legyen m a paralelogramma 4,B, oldaldhoz, m, a PQS, m, a QRS
haromszog QS oldaldhoz tartozé magassaga. Ekkor my +m, = m ¢s
a POR haromszog teriilete
1 1

= EQS'm §§{41?1'm

1 1 !
S 08 my+ 0S-m, = 5 (AB.CDy).

D X 7

14

D , c é o ~

D= Gl
mz l 1
Q
s\um, |

A1 P B‘l 1

A B A X P
2221b 2222

A létra hossza /, lecsuszasa y, kicstiszasa x. A csuszas egyik pillanataban
a létra alja P, teteje Q pontba kerill (2222. dbra). ‘
I. megoldds : Az APQ haromszdgben, a hiromszdg-egyenlStlenség sze-
rint: QA+ AP > QP, azaz I—y-+x > [. Tehat a széls6 helyzeteket
(x=0, x=1) leszamitva x>y. A sz€Is6 helyzetekben nincs haromszog
és x=y=0, illetve x=y =/
II. megoldds: Legyen PT||AD. Ekkor DT=x. A QDT derékszogi hd-
romszog befogdi y, x, a velitk szemkoztes szogek f és a. QTP egyenlo
szarl haromszog (szara [), alapon fekv szoge ¢, szarszoge y. f = 90°—¢,
o= 180°—p—y = (90°—(p)+(90°—y) B+(90°— ). Aletra mozgisa
soran 0°<y<90°, ezért ekkor o> f s'igy x> y.

A haromszdg szdgei o, f, 7, ezért a+ f+y = 180°. A feltételt kielégitd
haromszogeknél 1éteznek olyan a, b, ¢ pozitiv egész szamok, amelyekre
ao=>bf=cy=180°. A két Osszefiiggésbol az ,

1 1 1 :
-+ 5 + — = 1 diofantoszi egyenlet adodik.
a ¢

vy 90°,45,45, }:—

) i
feyPs=--cr=12
2 4

225.

226.

i

Feltételezhetjikk: a<h<ec. fgy 1 = 1 l + E <3- l , azaz a<3.
a b ¢

a=1 nem lehet. .
1 1 2

a=2 esetben~=~+ =-
2= % b 1gy b<4

Mivel 5=2 nem lehet, b 3 vagy b=4. Ekkor c=6, illetve c=4
2 I 2 .

a=3esetben — = -+ - < =

e 3 SE5 , igy b<3.

 b=a=3 miatt b=3 lehet csak. Ekkor ¢=3

Ezek alapjan a keresett haromszogek ‘
gek szogei: H
a) 90°, 60°, 30°; : ¥

c) 60°, 60°, 60°.

AR ¢es PQ az ACGE sik nem par-
huzamos egyenesei, ezért metszik
egymast. QP|[RC és P az AC-t fe-
lezi, ezért PS a CAR haromszog
kézépvonala (2224. abra).

3 A
SO =54 9apg

Az ACR derékszogli hdromszoghdl AR? = AC2+ CR? = 242+ %az =

9 3
_7 2. _ : :
1 a”,‘azaz AR = Ea. § (a fentiek szerint) AR felezépontja, ezért

3
S4 = SR = —a.
4

Tehat SA=S0=SR.

A téglalap oldalai a, b.
K 4(a+ b)z a+b\2
16 16 ) = ab = T, a két pozitiv szam szamtani és

mértani kdzepe kozti dsszefiiggés alapjdn.

Ismert, hogy a (konvex) sokszdgek kiilsé szdgeinek ¢ Osszege 360°. (Lasd
az 1702-es feladat megolddsat.)

Konvex sokszdgnek legfeljebb 3 hegyesszoge lehet, mert ha lenne 4

~ hegyesszoge, akkor a kiils6 szogek kozott lenne 4 tompaszdg, s ezek

0sszege 360°-nal nagyobb lenne.
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2227.

2228.

2229.

A tizenkétszdg oldalai a sza-
balyos hatszog oldalaival
egyenldek, mert pl. ABQP
négyzet és BQOR szaba-
lyos  haromszog, hiszen
OBRx =60° (2227. 4bra).
A tizenkétszog minden szo-
ge 90°+60° = 150°. ‘ o 5
Tehat a kapott sokszog sza-
balyos. A

/eOo

2227 P

Altalanos értelemben vett sokszogre az allits nem igaz. Ha a sokszo
nem egyszeresen Osszefliggd, akkor szimmetriatengelyei nem feltétlent
a sokszog belsejében metszik egymast. (Lasd az 2228.a) abrat.)
Az allitas egyszert sokszogekre igaz. (Ha egy Ao4;...4,4, zart tOrote
vonal szakaszainak az eldirt csatlakozasi pontokon kivill nincsene
kozos pontjai, akkor a stk AyA4y, A14,, ..., A,4, szakaszai ltal hatd
rolt korlatos részét egyszerii sokszognek nevezziik.) (2228.5) abra.)
A bizonyitas indirekt. Tegyiik fel, hogy 4B és CD a sokszog két olya
szimmetriatengelye, amelyek a sokszog belsejében nem metszik egy
mést. Az egymaéssal szimmetrikus részek teriiletei egyenléek. Ezer
Ty = Tyt Ty és T, = Ty+ Tx. EbbSL Ty> Ty, és Ty, > Ty kvetkezik
ami egyidejiileg nem lehet igaz.

Tengelyesen szimmetrikus sikidom szimmetriatengelyre vonatkozo til
korképe onmaga.

/
2228a 2228b A

2230.

Legyen a sikidom egyik, tetsz6legesen vélasztott szimmetriatengelye ,
a masik kettd ¢, és t,. Tiikrozzik a sikidomot z-re! Ekkor z, képe 1}
és t, képe 1, a sikidom képének, tehat az eredeti sikidomnak, szimmet-
riatengelyei.

Mivel a sikidomnak pontosan harom szimmetriatengelye van, ezért
vagy iy =1t; €s t,=t, a) 2229.a) abra, vagy 1, =1, és t,=1, b) 2229.b)
abra.

a) Ebben az esetben ¢, Lt és ¢, L¢, tehat ¢,//t, allna fenn, ami nem
lehetséges, hiszen pl. t,-re vonatkozd tikrozés esetén ¢, tikorképe
t4-tél &s 1-16] kiildonboz6 szimmetriatengelye lenne a sikidomnak.

b) Ebben az esetben a harom tengely egy ponton megy 4at, mivel a)
szerint parhuzamosak nem lehetnek.

Mivel 7, t, és t, szerepe felcserélhetd, ezért ezek szdge egyenld.
Tehat, ha egy sikidomnak pontosan harom szimmetriatengelye van,
akkor ezek egy ponton mennek 4t és egymassal paronként 60°-os szdget

zarnak be.
t

h

2229a 2229b

Tegyiik fel, hogy a haromszog legnagyobb oldala a. Az ezzel szemkdz-
tes sz6g a haromszog legnagyobb szdge, nem lehet kisebb 60°-nal. Ezért
az a oldalhoz tartozd magassag nem lehet nagyobb az a oldald szabd-
lyos hdromszog magassaganal (2230. dbra):

[\

Ebbbl a = —m,, s a hdromszog te-

Tehat
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2231.
22332,
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A feladat a 2050-es feladattal azonos, mas megfogalmazésbén.

Legyen A a sik olyan pontja, amely koriil e-t 30°-kal elforgatva e’ = f
(2232, abra). Az A pontbél e-re allitott merdleges talppontja P. A for-
gatds P-t P’-be viszi. fgy AP= AP, tehit A rajta van e és J egyik
szoglelezOjén. Az e és f metszéspontjat M-mel Jelolve APM P négyszig ;
deltoid, PMP < =150°, APM « = AP’ M « =90°, PAP ¥ =30". E del-
toid szimmetriatengelye AM. Ezért A rajta van e és [ 150°-0s szOgét
felez6 egyenesen. :

Ezen egyenes tetszbleges B pontja egyenld tdvol van e-t&i és f-16l
BQ=BQ és QBQ ¥ =30°, igy B kériili, megfeleld irdnyh 30°-o0s forga-
tas e-t f-be viszi. '

2232




