. MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

10.1. GONDOLKODASI MODSZEREK

Sziikséges, elégséges, sziikséges és elégseges feltetel
— megoldasok

P11} @) Prim utdn csak az irracionélis, /2, 2, 22 nem keriilhet.
Természetes mogott egész, raciondlis, valds dllhat.
Egész utin raciondlis, valds allhat.

Raciondlis vagy irraciondlis mogott csak valds dllhat.

V2 utén irraciondlis vagy valds dllhat.

2 utén az irraciondlist, v/2, 22-t kivéve barmi allhat.

22 mogott természetes, egész, raciondlis, valds allhat.
b) Négyzet utan lehet barmi.

Téglalap utdn paralelogramma vagy trapéz allhat.

Paralelogramma utdn trapéz éllhat.

Rombusz utan trapéz, deltoid, paralelogramma éllhat.

Trapéz és deltoid utdn nem frhatunk semmit a listabol.
¢) Barmit is irunk eldre, utana keriilhet az 1.

1 utdn nem frhatunk mast.

Prim mogé csak az 1-et irhatjuk.

10 utan 5, 2 éllhat.

9 utén 3 allhat.

8 utdn 4, 2 allhat.

6 utan 3, 2 allhat.

4 mogott 2 dllhat.
d) A9 és a primek nem dllhatnak eldl.

El61: 21, utana 7 allhat.

EI6l: 15, utana 5 allhat.

FII a) Ha valami bogar, akkor rovar. b) Ha valami holld, akkor (az) fekete.

FIIE) a) Minden négyzet egyenld oldald. b) Minden 6-tal oszthat6 szam oszthat6 3-mal is.
FII a) Moziba viszi. b) Barmit tehet.

FIIE a) Igen. b) Igen. ¢) Nem. d) Tgen.

FIE a) 0:0, 1:0, 2:0. b) 0:0 és valamelyik csapatnak 1:0, ill. 2:1.

c) 0:0 és valamelyik csapatnak 1:0.

P} a) Nem igaz.
b) Az dllitas megforditdsa igaz: Ha a négyszog paralelogramma, akkor van pdrhuzamos oldalpdrja.
c¢) Trapézra.



Ha egy hdromszog derékszogd, akkor két oldalanak négyzetosszege egyenld a harmadik oldal

négyzetével.

Ha egy haromszogben két oldal négyzetosszege egyenlS a harmadik oldal négyzetével, akkor
a hdromszog derékszogd.

A tétel feltételeit teljesitd haromszog oldalai koziil a két rovidebbet befogdknak, a hosszabbat
atfogénak nevezziik. Mivel egy hdromszogben a 180°-0s szogodsszeg miatt csak egy 90°-0s szog
lehet, rdaddsul ez a legnagyobb, ezért a derékszognek a legnagyobb oldallal szemben kell lennie.

a) A: Ha egy négyszog kozéppontosan szimmetrikus, akkor paralelogramma.
B: Ha egy haromszog szabalyos, akkor tengelyesen szimmetrikus.

C: Haegy haromszog koré irt kor kozéppontja az egyik oldal felez&pontja, akkor a haromszog
derékszogd.

b) B hamis, az 9sszes tobbi igaz.

c¢) Egy haromszog pontosan akkor derékszogd, ha a koré irt kor kdzéppontja az egyik oldal
felez6pontja. Atfogd, Thalész-tétel.

Két dolgot kell megfigyelniink. Egyrészt az 6t kosarban 6sszesen 95 darab virdg van. Mésrészt
Rézsa kijelentése (kétszer annyi piros, mint fehér) azt jelenti, hogy a virdgok szdma harom tobb-
szorose. Azaz olyan kosdrra gondolt, amit 95-b6l levonva hdrommal oszthat6 szdmot ad. Ilyen csak
egy van, a 29 virdgot tartalmazd. Bazsa Rézsa az els§ kosdrra gondolt.

Két megoldédst mutatunk, tessék tovabbiakat keresni!

Mindent elismétel, amit csak hall. Masképp: Ha hall valamit, akkor azt elismétli. Tudjuk hogy
amint a kovetkeztetés elsG fele, vagyis a feltétel nem teljesiil, az éllitds nem lehet hazugsag.
Ez bekovetkezhet példaul akkor, ha a papagdj siiket.

Mindent elismétel, amit csak hall... Majd egy év miilva. Az id6tényezrdl nem allitott semmit
a kereskedd!

Probéljuk ki a jatékot, szerezziink tapasztalatokat. A tapasztalat az lesz, hogy ezzel a médszerrel

nem lehet egyenl6vé tenni a két kupacot. Miért?

Legyen a két kupac kiilonbsége n. Ha a kisebb kupacbdl vesziink el x darabot, akkor a nagyobb
kupacba tesziink 2x-et. A kupacok kiilonbsége n + 3x-re valtozik. Ha a nagyobbdl vesziink el x-et
és a kisebbikbe rakunk 2x-et, akkor a kiilonbség n — 3x-re valtozik. Mi a kozos a két esetben?
A 3x: barmennyit is vesziink el barmelyik kupacbdl, a kupacok kiilonbsége harom tbbszorosével vél-
tozik. Mivel eredetileg 2 volt, harom tobbszoroseinek hozzdaddsaval vagy elvételével nem lehet 0.
Megjegyzés: A feladat megolddsa sordn talaltunk egy valtozatlan (invaridns) mennyiséget, ennek
segitségével igazoltuk a sejtést. Az eljardst szokds invaridns modszernek is nevezni.

Szedjiik elemeire a kérdést. Két szereplGje van: a mindent megtanulo didk és a megtanulhatatlan
matematika. Bontsuk két kovetkeztetésre: eldszor képzeljiik el, milyen az, amikor van mindent
megtanulé didk. Nyilvdnvald, hogy 6 mindent megtanul, tehdt nincs megtanulhatatlan. Ha van
mindent megtanulé didk, akkor nincs megtanulhatatlan matematika (sem).

Most forditsuk meg a dolgot. Induljunk ki abbdl, hogy a matematika megtanulhatatlan. Akkor
viszont nincs egy didk sem, aki meg tudnd tanulni. Ha a matematika megtanulhatatlan, akkor nincs
mindent megtanulo didk.

Osszegezve: azt nem jelenthetjiik ki, hogy van mindent megtanulé didk, vagy hogy a matematika
megtanulhatatlan. Ezt nem tudjuk eldonteni. Csak annyit jelenthetiink ki biztosan, hogy a kett§
egyszerre nem létezhet, mert kizarjdk egymast.

Megjegyzés: A feladat alapja ez a ma mar klasszikusnak szamité kérdés Raymond Smullyantdl:
Mi torténik, ha egy megdllithatatlan dgytigolyo egy megmozdithatatlan oszlopnak iitkozik?
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Erdemes jitszani a jatékot, és tigy tapasztalatokat szerezni a lefolydsarél. Ha mér kijatszottuk
magunkat, és nem tudjuk a nyerd stratégiat, akkor gondolkodjunk! A jatékot korokre oszthatjuk,
minden korben a kezd§ az els6. Barmennyi szdlat is vesz el az elsd egy-egy korben, a mdsodik
mindig tud dgy elvenni, hogy a gyufik szdma 9-cel csokkenjen. Igy viszont 11 kor utén 1 szal gyufa
marad, amit az elsd a szabdlyok szerint nem tud elvenni, tehat a masodik — Péter — nyert.

Megjegyzés: Ebben a feladatban is az invaridns médszert alkalmaztuk, invaridns mennyiség az egy
korben elvett gyufdk szama.

A jatékot osszuk korokre. Egy kor alatt mind a két jatékos egyszer vesz el a kupacbdl. Figyeljiik meg,
hogy mivel 3, 4 vagy 5 szdlat vehetnek el, az egyik a mdsik dltal elvett gyufdk szdmat mindig
ki tudja egésziteni 8-ra. fgy 12 teljes kort tudnak lejétszani, azonban 4 szal marad, ami a kezdd
gy6zelmét jelenti. Valoban, ebben a jatékban a kezd6nek van nyerd stratégidja. Mégpedig a kdvet-
kez6: elsé 1€pésben vegyen el 3 szélat, majd a mésodik altal elvett gyufdkat egészitse ki 8-ra.
A mddszerrel 11 kor utdn (amiben mindig 6§ a masodik) 100 — (12-8 + 3) = 1 szdl gyufa marad

az asztalon, azaz az utoljdra 1épd nyert. Gabi tehdt biztosan nyerni fog, ha kezd, és a fent leirt mod-
szerrel jatszik.

Megjegyzés: Ebben a feladatban is az invaridns médszert alkalmaztuk, invaridns mennyiség az egy
korben elvett gyufdk szama.

Mivel valakinek mindig vissza kell vinni a ldmpat, célszerd a gyorsabb holgyekkel megoldatni ezt
a feladatot. Masrészt viszont a két fitt érdemes egyiitt atkiildeni, igy akkor csak egy hosszabb,
10 perces séta lesz (nincs kiilon 5 perces is). A kettét csak gy kombindlhatjuk, ha el6szor
a holgyek mennek 4t (2 perc), majd Irma visszaviszi a fidknak a lampat (1 perc). Utdna dthaladnak
az urak (10 perc) és Vilma viszi vissza a lampat (2 perc). Végiil Irma és Vilma egyiitt dtkelnek
(2 perc). Igy Osszesen 17 perc alatt 4térnek a tiloldalra.

Nem. Figyeljiink a szdmok paritdsara! Harom esetiink lehet:

A: Ha két paros szdmot torol le az illetS, akkor parost is ir vissza.

B: Ha két paratlant, akkor is parost ir vissza.

C: Ha egy pérost és egy pératlant, akkor paratlant ir vissza.

Tekintsiik 4t az eseteket, hogyan valtozik a pdros és pdratlan szdmok szdma! A: —1 pdros;
B: -2 paratlan, +1 paros; C: —1 paros. Igy a pératlan szdmok szdma csak parosaval véltozhat
(egész pontosan kett6vel csokken vagy nem valtozik). 1-t6] 30-ig a szamok fele péros és paratlan,
azaz 15 darab pératlan szdm szerepel a tdblan. Ahhoz, hogy az utolsé szam a O legyen, el kell tiinnie
a pdratlan szamoknak, azaz szdmuknak O-ra kell csokkenni. Azonban ha csak parosdval csokkenhet
a szamuk, akkor soha nem érheti el 15-r6l a nullat.

Megjegyzések: Az invaridns moédszert alkalmaztuk, invaridns mennyiség a pdratlan szamok
darabszdmanak paritdsa.

A tandr természetesen a jaték utdn ugy modositja a feladatot, hogy aki kitaldlja, miért nem ér véget
a jaték, annak mégiscsak beir egy 6tost. Igy végiil joszivd is lesz...

Skatulyaelv — megoldasok

a) Skatulyédk: hét napjai. b) Skatulyédk: honap napjai.

a) Skatulyék: év napjai. b) Skatulydk: hetek.

c) Az aktudlis év heteinek szdmatdl fiiggben: 5211 + 1 =573 vagy 53-11 + 1 =584.
a) 6; b) 37.



6-7=42.
Skatulydk: 1, 3, 7, 9 végzddések.

EFE) Ebben a feladatban a skatulydk szdmat nem ismerjiik. Kezdjiik el képzeletben kettesével feltdlteni
a skatulydkat. Az 5.-nél mér elfogyott 5-2 = 10 virgécs, tehat a feladat szerint nem folytathatjuk
a feltoltést. A 11. virgacsot pedig a mar meglévé skatulyak egyikében kell elhelyezni, vagyis a ska-
tulydk — igy a virgdcsfajtak — szdma 5. Ebbdl persze azt is tudjuk, hogy mindegyik fajta virgdcsbol
6 darab van a krampusz zsdkjdban.

EF3 a) Egy jatékos harom nyilat dob el egy forduloban. Osszuk fel
a tablat hdrom egybevagé 120°-os korcikkre gy, hogy vala-
melyik nyil éppen egy feloszt6 sugarra essen. Egy-egy ilyen
korcikkben a két legtdvolabbi pont a koriv két végpontja. R
Szamoljuk ki a tdvolsagukat. A harom vékony szakasz éppen
szabdlyos hdromszdget hatdroz meg. A feladat masképp meg-
fogalmazva: adjuk meg a szabdlyos haromszog oldalat, ha
ismerjiik a koré irt kor sugarat.

Tudjuk, hogy R = 16,75 cm, és hogy a sulypont 1 : 2 ardnyban
osztja a sulyvonalat (a sdlypont itt egybeesik a magassag-
ponttal).

El§szor szamoljuk ki a magassdgot az oldalbdl a Pitagorasz-tétel segitségével:

a 2
m2 +(5) = az,

V3
m=——-a.
2
Ennek kétharmada a sugdr, vagyis:
z-m=g-£-a=R—l6,75
3 3 2

Ebbdl megkapjuk a-t: a =29 cm.
Ha a fennmaradé két nyil egy korcikkbe esik, akkor tdvolsdguk 29 cm-nél kisebb.

Ha a fennmarad¢ két nyil kiilon-kiilon korcikkbe esik, akkor legalabb az egyik olyan korcikkben
van, amelyik hatdrolé sugardn van az elsének kijelolt dobds.

b) A tébldban ekkor 6-3 =18 nyil van. Tekintsiik a kor koré
irhat6 négyzetet (amelynek minden oldala érinti a kort). Ezt
a négyzetet osszuk fel 16 egybevdgd négyzetre. Egy négy-
zeten beliil a legtdvolabbi pontok a szemkozti csucsok,
tavolsdguk a Pitagorasz-tétellel meghatarozhato:

J2 -8,375~11,844.

A 16 négyzetben csak tigy lehet 18 nyil, ha vagy 3, vagy 2-2
egy négyzetbe esik. Barmelyik eset is kovetkezik be, lesz
2-2 nyil, amelyek tdvolsdga biztosan kisebb, mint 11,9 cm.

EF a) Az Allitas biztosan teljesiil: a skatulydk a hét napjai, a megkérdezettek szdma pedig ennél tobb.
b) Ez az éllitas hamis. Képzeljiik el példaul, hogy a sorban egymds utan megkérdezettek mindig
a kovetkez6 napot mondjdk: hétf§, kedd, szerda, csiitortok, péntek, szombat, vasarnap, hétfd,

kedd, szerda. Nincs olyan nap, amit hdromszor hallottunk volna.



¢) Ez a kijelentés is hamis. Ha ugyanis mindenki ugyanazt a napot mondja, akkor nem teljesiil.

d) Erdekes médon ez a kijelentés azt kivanja t6liink, hogy

forditsuk meg a skatulyaelvet. Nem azt kell igazolnunk, @ @ @ l !

hogy legalabb mennyi elem keriil egy skatulyaba, hanem |!| |!| |!| |!| |!| |!| |!|
hogy legfeljebb mennyi keriilhet legaldbb mennyi skatulyaba.

Osszuk szét eldszor a lehetS legegyenletesebben az embereket a skatulydkban. Ekkor van
hirom, amelybe 2-2-2 {6 keriilt. A leosztdst csak ugy tudjuk vdltoztatni, ha valahonnan
elvesziink és azt mashova tessziik. Az allitds cafolatdhoz a kettes skatulydk szdmat akarjuk
novelni, ezért vegylink el valamelyik egyesbdl és tegyiik is egyesbe. A mdsodik utdn elfogytak
az egyes skatulydk, maradt kettd iires. Tovabb nem tudjuk csokkenteni a legfeljebb egy f6t
tartalmaz6 skatulydk szamat. Utolsé allitdsunk tehat igaz.

Megjegyzés: Més dton hamarabb célhoz ériink a d) kijelentésnél. Tételezziik fel az éllitds

ellenkezdjét, miszerint maximum egy olyan nap van, amit legfeljebb egy f6 mond. Ehhez azon-
ban legaldbb 6-2 = 12 {6t kellett volna meginterjivolnunk, igy ez nem teljesiilhet. Ha allitdsunk
ellenkezdje nem igaz, akkor dllitdsunknak kell igaznak lennie.

Az el6bb bemutatott gondolatmenetet indirekt bizonyitdsnak nevezziik.

A feladat megolddsdhoz el6szor azt kell észrevenniink, hogy a négyzetszdmok utolsé szamjegyei
nem lehetnek akdrmilyen szdmjegyek. Az utolsé szdmjegy csak 0, 1, 4, 5, 6, illetve 9 lehet:

12=1, 22=4, 32=9, 4*=16, 52=25, 6>=36,
72=49, 82=64, 92=81, 10>=100 stb.
A feladat szerint két eset van.
Ha van koztiik ottel oszthatd, akkor annak végzddése O vagy 5.

Ha nincs koztiik ottel oszthatd, akkor lehetséges végzddésnek marad 1, 4, 6, 9. Ezek kozott kell
lennie kettd azonosnak, hiszen 6t szdmot adtunk meg. A kett6 azonos kiilonbsége pedig 10-zel
oszthatd.

Egy szdm 7-tel osztva csak 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 maradékot adhat. Masképp fogalmazva 7k + 0,
Tk+1, 7Tk +2, Tk+3, Tk +4, Tk + 5, 7k + 6 alakd lehet (ahol k egész szdm). A 7-tel vald
oszthatdsag szempontjabdl ezek négyzetei csak 0, 1, 2, 4 maradékot adhatnak. Koziiliik a zérus
7-tel oszthaté szamot jelsl, a tobbi harom nem. Igy a vélasz: n = 4. Ugyanis 4 négyzetszdm
kozott vagy van 7-tel oszthatd (0 maradék); vagy ha nincs (1, 2, 4 maradék), akkor a négy szdm
kozott van kettS, ami azonos maradékot ad. Ezek kiilonbsége pedig 0 maradékot ad, ami 7-tel
oszthat6 szdmot jelent.

Sorba rendezés I. (killonboz6 elemek) — megoldasok

3.2.1=31=6.
6-5-4-3-2-1=6!=720.
4.3.2.1=41=24.
4.3.2.1=41=24,
5-4-3:2-1=5!=120.
6-5-4-3-2-1=6!=720.
11-10-...-3-2-1=11!=39916800.



Sorba rendezes Il. (tobb tipusba tartozé azonos elemek)
— megoldasok

|
BT
21-3!
|
O .
41.5!
|
RS
215!
|
_ 2 10,
312141
|
1% o600,
41.5!-1!
5! 12!
a) 7! = 5040; b) ——=10; c) =39916800.
31.2! 30201111 T 1 1
5!
— =10
213!

a) Robinak 4 + 6 + 2 = 12 filmje van DVD-n. Ezeket sorba 12! = 479 001 600-féleképpen ren-
dezheti.

b) Elérevéve a vigjatékokat, azokat 4!-féleképp helyezheti el. Utdna a sci-fiket 6!, majd a kri-
miket 2!-féleképpen rendezheti sorba. Mivel a kiilonb6z4 tipusu filmek sorrendjei nem fiiggnek
egymastol, ezért 6ssze kell 6ket szoroznunk. Az eredmény: 4!-6!-2! =34 560.

c) A b) részfeladatban kapott eredményt meg kell szoroznunk még annyival, ahanyféleképpen
a hdrom tipust sorba tudja rakni a polcon. Mivel ez 3! lehet8ség, igy ennél a kérdésnél az ered-
mény: 3!-4!-6!-2! =207360.

d) Nincs kikotve, hogy az azonos tipusu filmek egymads mellé keriilnek. Ha minden filmet
megkiilonboztetiink, akkor 12!-t kapunk. Mivel kozottiik 4, 6, illetve 2 azonos van, igy ezek

!
maguk kozotti sorrendjeit (4!, 6!, 2!) le kell szamolnunk: _ 12t =13860.

41-61-2!

a) Sorban az ajtéhoz 4, az ablakhoz 3, a fal mellé 2, a kandall6 elé 1 f§ iilhet: 4-3-2-1=4! =24,

b) Ultessiilf le valahogy a négy f6t képzeletben, majd kérjiik meg Sket, hogy iiljenek 4t eggyel
jobbra. Igy a feladatban kérdezett asztal koriili sorrendjiik nem valtozott. Mivel minden 6ssze-

oz

allitasban négy egyforma iiltetés van, az el6z6 megoldast el kell osztanunk 4-gyel: 3! = 6.

c) Legyen anégy f6 A, B, C, D. Szemeljiik ki magunknak A-t, viszonyitsuk hozza a tobbieket.
A-nak két szomszédja lehet: B és C; vagy B és D; vagy C és D személyében (ekkor a negye-
dik f6 mar meghatdrozott). Ez 6sszesen 3 lehetGség.

a) Az els6 oszlopba egyféleképpen keriilhet egyetlen 1-es. A masodik oszlopot mar 2!-, a harma-
dikat 3!-féleképp tolthetjiik ki. Ezek egymastdl fiiggetlenek, tehat 3!-2!- 1! =12.

2.z

b) A négyfoku 1épcsdnél nem valtozik semmi a gondolatmenetben: 4!-3!-2!-1!=288.

c) Az eddigiek alapjan n foku lépcsénél az eredmény: n!-(n—1)!-...-31.21. 1L
Megjegyzés: A c) részfeladat eredményét késdbb teljes indukcidval igazolhatjuk.



Tegyiik fel, hogy Ernének eddig n érméje van, mind kiilonboz8. Ezeket n!-féleképpen teheti sorba.
Ha még szerez hozza kett6t, akkor n + 2 érméje lesz, amit (n + 2)!-féleképpen tud majd sorba
rakni (a két 4j érmével egyiitt sem valtozik az a feltétel, hogy minden érme kiilonboz3).

Felirhatunk egy egyszerd egyenletet:
20-n!=m+2)!
Mivel a faktoridlis szorzatot jelent, igy a mindkét oldalon meglévd tényezdkkel tudunk egyszertsiteni:
20=(n+1)-(n+2).
Mivel a 20 csak 4-5 formdban bonthat6 fel két egymadst kovetd pozitiv egész szdm szorzatdra,

n =3 amegoldas. Ernének tehat eddig 6sszesen harom érmét sikeriilt gydjtenie. Tényleg nemrég
kezdhette.

A felsd sarokbdl az als6 sarokba hat 1épésben juthat le a katicabogar. A hat 1épés sordn egyszer fog
ferdén eldre (a), kétszer ferdén jobbra (b) és haromszor ferdén balra (c¢) 1épni. Minden lejutast
egy a, b, b, c, ¢, c tipusu sorozat fog jellemezni, ahol a betiik valamilyen sorrendje szerepel. Ha hat
kiilonboz6 elem lenne, 6! lenne a megoldds, viszont a két b-t 2!, a hdrom c-t 3!-féleképp lehet

=60
11-21.31
Megjegyzés: A feladat térbeli megfelelGje a gyakorlopélddk kozott taldlhaté Barnabas-féle 2037.
feladatnak.

sorba rakni. Az eredmény tehat

a) Mivel az egyes korcikkeket megkiilonboztetjiik, igy az eredmény n!.

b) Ha csak a sorrendre koncentralunk, akkor az elforgatidssal egymadsba vihet§ szinezések nem
kiilonboznek. (Tipikus korberakasi feladat.) Azonban a vésznat n-féleképpen forgathatjuk,
igy az eredmény: (n—1)!.

c) Azt kell észrevenniink, hogy a szomszédsag nem valtozik, ha a koriiljarasi sorrendet megfor-

Y
ditjuk. Vagyis a b) részfeladatban kapott eredményt el kell osztanunk kettGvel: %

Megjegyzések: A feladat dltalanositdsa a kor alakud asztalka melletti négy szEékrdl sz616 feladatnak
(2043. feladat).

A b) részt igy is meggondolhatjuk, hogy az egyik szin helyét rogzitjiik, majd ahhoz képest szinez-
ziik a tobbit: (n — 1)!.

Elsének azt kell meggondolnunk, hanyféleképpen llithatjuk el a kilencet egyesek €s kettesek Ossze-
geként, majd meg kell szamolnunk, hogy az egyes eseteket hanyféle kiilonb6z§ sorrendben irhat-

juk fel. Végiil az 6sszes esetet 0ssze kell adnunk. Példaul 5 egyes és 2 kettes Osszegét =1.21 =21-féle
sorrendben dllithatjuk elS. Vigyiink rendszert a felirdsba tablazat segitségével.
1-esek szama 9 7 5 3 1
2-esek szama 0 1 2 3 4
. 8! 7! 6! 5!
Sorrendjiik formulaval 1 EIR] 5101 3.3 141
Sorrendjiik szamszeriien 1 8 21 20 5

Hogy a feladatban feltett kérdést megvalaszoljuk, 6ssze kell adnunk az utolsé sor szdmait. A kilenc-
foku 1épcsat tehat 55-féleképp maszhatjuk meg, ha egyesével vagy kettesével 1épkediink.



BT Legyen a megvdsarolni kivant érmék szdma n. Ekkor az n + 3 darab érmét, amibdl n, illetve

harom egyforma,
n+3)! m+3)-(n+2)-(n+1) _

n!-3! 3-2-1

sorrendben lehet egymds mellé tenni a polcra. (A 84-t az iizleti partnertSl tudjuk.) Alakitsuk 4t
az utolsé egyenldséget:

84

n+3)-(n+2)-(n+1)=504.
Ha elvégezziik a szorzast, harmadfoku egyenletet kapunk, amelyet nem tudunk megoldani. Azon-
ban most is csak pozitiv egészek kozott keressiik az n-t: bontsuk hat primtényez&k szorzatira
az 504-et, ha a bal oldal mér dgyis szorzat formdban van:
504 =23.32.7.
A hdrom zardjel olvashatd ugy is, hogy hdrom egymads utdni szdm szorzata. Ki tudjuk gy osztani
504 primtényezdit, hogy ilyen szdmokat kapjunk? Igen, rdnézésre adddik:
32=9=p+3, 22=8=n+2, 7=n+1.
Készen vagyunk, n = 6. Ernd tehat sszesen 6 érmére alkudozott.
Megjegyzések: Mivel egymds utdni szdmok szorzatardl van sz6, {rhattuk volna (N + 1)-N-(N-1)

alakban is 6ket, ekkor N = n + 2. Azonban dsszeszorozva igy is csak egy N> — N alakhoz jutunk,
ami tovdbbra is harmadfoku egyenletre vezet.

A feladatot természetesen probélkozdssal is megoldhatjuk. Mivel a hdrom tényez6 kozel van egy-
mashoz, az eredménynek 504 kobgyoke: 3/504 = 7,958 koriil kell lennie. Valéban: a kozépss szam-
nak 8-at kaptunk.

EH) a) A feladatban bér szerepel a ,legaldbb” sz6, nem érdemes 4ttérni az ellentett eseményre.
Ugyanis 8-nak a fele 4, igy nem lenne kevesebb a megvizsgalando esetek szdma.

Elsdként vizsgaljuk meg, hanyféleképpen 4ll el6 a 8 harom pozitiv egész szam Osszegeként, ahol
az egyik szdm legaldbb 4. Készitsiink egy tdbldzatot. A feltételek mellett a lehetSségek:

Csirkefalat 4 4 4 5 o) 6
Szalonna 1 2 4 1 2 1
Gyiimolcs 3 2 1 2 1 1

8! 8! 8! 8! 8! 8!

Sorrend a nyarson 7 412021 413111 501121 502111 6l 1!

2 z

Az utols6 sorban 6sszegydjtottiik, hogy az egyes esetekben szerepld ételdarabkakat hanyféle
sorrendben tlizhetjiik a nyérsra. A feladat megoldését az alsé sorban levd szdmok Osszege adja:

280 + 420 + 280 + 168 + 168 + 56 = 1372.
Kriszta tehat az éltala elkésziteni kivant nyarsat 1372-féleképpen éllithatja 6ssze.

b) Csirkefalatokbdl:
4-(280 + 420 +280) + 5- (168 + 168) + 6- 56 = 5936

darabot kell szeletelnie, ami 10-5936 = 59360 g = 59,36 kg.
Szalonndbdl a sziikséges mennyiség:
1-280+2-420+3-280+1-168 +2-168 +1-56 = 2520
darab, ami 10-2520 =25200 g = 25,2 kg.
Gyilimolesbdl pontosan annyi darabka kell, mint szalonnabdl, igy tomege is ugyanaz.



B o) Tudjuk, hogy n kiilonbdzs elemet n!-féleképpen lehet sorba
rendezni. Kezdjiik el kiszdmolgatni Sket sorban:

1'=1, 2!=2, 31=6, 4!=24, 5!=120,
6!=720, 7!'=5040, 8!=40320,...

b) Az el6z6 részfeladat alapjan mar konnyen dbrazoljuk a csak

Figyeljiik meg, hogy n = 5-t6] mindegyik érték O-ra végzadik.
Ez természetes: mivel minden szorzatban vannak paros sza-
mok, és legaldbb egy 5-os, valamint megjelenik a 10. Igy
A=1{0;1;2;4;6}, azaz |A| =5.

J o N S - N
L]

pontokbdl all6 fiiggvényt. A fliggvény x =5 utdn minden 1.2 3 45 6 7 X
egész helyen 0 értéket vesz fel.

BE a) Az 1 +2+3+ ... +n Osszeget kell meghatdroznunk. Ezt tobbféle triikkkel is megtehetjiik.

Irjuk példaul az osszeg ald még egyszer ugyanezen értékeket visszafelé, majd adjuk Sket
0ssze oszloponként:

1 + 2 + 3 + + n
n + n-1 + n=-2 + + 1
n+l + n+1l + n+l1l n+l ... n+l n+l.
n-(n+1)

A vonal alatt n-szer szerepel n + 1. A keresett 9sszeg ennek fele:

Masik lehetGség, ha rajzolunk (ha mar ugyis
1€pcsordl van sz6). Mindegyik 1épcsot kiegé-
szithetjiik téglalapp4, ha elforgatjuk €s sajat
maga mellé illesztjiik. A téglalap egyik oldala
n, a masik »n + 1, nekiink viszont csak a fele
kell.

Megjegyzések: Kés6bb rekurziv sorozatként is hivatkozhatunk a fenti 0sszegre: az n. dsszeget
megkapjuk, ha n-t adunk az (n — 1). 6sszeghez.

Ha tanuljuk majd, hasznalhatjuk a teljes indukciot is a megsejtett formula igazolasara.

b) Egy n-foku lépesdt n!-(n—1)!-(n—-2)!-...-3!-21- 1!-féleképpen tolthetiink ki szdmokkal.

Irjuk 4t a szorzatot mds alakba, soronként kifejtve a faktoridlisokat:

1-2-3-...-(n-2)-(n—-1)-n-
1-2.3-...-n=-2)-(n-1)-
1-2:3-...-(n=-2)-

.i.2.3.
1-2-
-1.

Egy ilyen szorzat egyetlen n, kett6 (n — 1), hdrom (n—2), ..., n—2 darab 3-as, n— 1 darab
2-es és n darab 1-es tényezlt tartalmaz. Azaz igy is frhat6:
n-(n-12%(n-2)>3....31-2.2n=-1.1n,

Azt, hogy egy szdm végén mennyi 0 van, a benne megtaldlhat6 2 és 5 primtényezd-parok szdma
donti el. Ebben a szorzatban pontosan 6t darab 2 -5 parnak kell lennie. Mivel 2-bdl mindig tobb
lesz, mint 5-b6l, hiszen minden masodik szdm paros, ezért koncentrdljunk az 5-re. Még inkdbb
az 5 kitevGjére: pontosan 5-nek kell lennie. Mivel a kitevGk egyesével csokkennek, igy az 6tos
el6tt még négy szdmnak kell 4llnia, tehat n = 9. Ellendrizziik: 9!-82-73-6%-55-46.37.28.19,



Ebben a szorzatban pontosan 5 darab 5-0s primtényezd szerepel. Ezekhez parositva ketteseket,
éppen 6t nulldra fog végzddni a szam. (9-nél kevesebb nem lehet n, mert akkor az 5 kitevdje is
csokken.)

¢) Az el6z6 elgondolds alapjan nem lehetséges, hiszen ha eggyel tovabb Iépiink n = 10-re, akkor
101-92.83.74.67.56.47.38.29. 110 gz0r7atban van 6 darab 5-6s primtényez az 5°-ban, de van
egy a 10-ben is. Azaz nem tudunk pontosan 6 darab 5-6st tartalmazé szorzatot késziteni.

Kivalasztas és sorba rendezés I. (kiilonboz6 elemek)

— megoldasok
B 5-4=—> =20
TG-2 T
|
) 9-8-7-6-5= 9'5‘:15120.
G 7-6-5=— =210
C(1-3)
211
@) a) 211=5,1-109  b) 21-20-19= =7 980.
%) ) 21-3)!
|
) 36-35-34:33-32:31:30= 36'7‘=42072307200.
20!
() 20-19-...-14-13= = 5079110 400.
(20— 8)!
!
(205] 30+29:28:27:26-25= 30'6'=4z751sooo.
71
7.6-5-4=—"" =840.
(2050) o

Kivalasztas és sorba rendezés Il. (lehetnek azonos elemek is)

— megoldasok

FIE) 3-3-3-3-3=35=243.
FIA 9-9.-9=93=729.

FIIF) 3-3-3-3-3-3-3=237=2187 (ha iiresen is hagyhat: 47 = 16384).

B 2-2-2-2=24=16.
FITE 37-37-37-37-37 =37° = 69343 957.
P 3-3-3-3=34=81.
2.2.2-2=24=16.



A} a) Panna 4 tisztséget szeretne kiosztani az osztalyban (ez nem konnyd feladat). Valamilyen sor-
rendet felallit a tisztségek kozott, majd hiznak: az elsd tisztségre 28-bol, a masodikra 27-bdl,
a harmadikra 26-bdl, végiil 25-bdl védlasztanak. Vagyis:
!
28-27-26'25=L=4914OO
(28 - 4)!

lehetdségiik van, ha visszatevés nélkiil hiznak.

P

b) Ha visszateszik az éppen kihizott nevét, akkor § djra indul a kovetkez§ védlasztdson is. Ekkor
az egyes hizdsok egymadstdl fiiggetlenek. A kérdésre:

28-28-28-28 =28% =614 656
lehet8ség adddik (bar igy az is lehet, hogy egyetlen személy lesz a titkdr, a gazdasdgis, a kul-
tdros és a sportos).

B[ a) Minden tarcsat 7 llapotba forgathatunk egymastdl fiiggetleniil, igy a vélasz:
7-7-7-7=74=2401.
b) Négyjegyl szamot akarunk el§dllitani, vagyis az els§ jegy nem lehet zérus. Arra marad
6 lehetGség, a tobbi szamjegy viszont akdrmi lehet. Az eredmény:
6-7-7-7=2058.

a) Ha mindenki masféle fagyit kért, akkor az els6 20-félébdl valasztott, a kovetkezs 19, aztan 18,
17, 16-félébdl valasztottak (képzeljiik tigy, hogy minden fagyibdl csak egy gombde volt).

A vilasz: 0!

20-19-18-17-16 =————— =1860 480.
(20-5)!

b) Ha legaldbb ketten azonost kértek, akkor kérhettek ketten, hdrman, négyen vagy akar oten is
egyformat. Még felsorolni is sok eset (bar vannak kozottiik egyszertiek). Probaljuk meg ellen-
kezdleg! Szamoljuk ki, mennyi eset ez Osszesen (barki kérhet barmit), majd vonjuk ki azt,

2z

amikor mindenki mdsfajta fagyit kér (az el6z6 eset). Szamszerten:

!
203 20 _ 1339 520.

(20— 5)!

Megjegyzés: Sokszor érdemes az esetek 0sszeszdmoldsandl dttérniink az ellenkezd, komple-
menter események 0sszeszamoldsara. A feladat szovegében a ,,legalabb”, ,legfeljebb” szavak
arulkodnak altalaban arrdl, hogy igy konnyebb lesz a feladatot megoldani.

ZJal a) Ha van kettS, akkor lehet hdrom, négy, 6t vagy akdr hat egyforma is (rdaddsul lehet tobbféle
szamjegybdl is tobb). Térjiink at a komplementer eseményre, azaz amikor minden szdmjegy
kiilonbozs. Mivel 0-t nem irhatunk az elsé szdmjegy helyére, az Osszes esetek szama:

9-10-10-10-10-10=9- 10 = 900 000.
Ebbdl vonjuk le a csak kiilonbozd jegyeket tartalmazé hatjegyi szamokat:
9-9-8-7-6-5=136080
(elsének O-t nem irhatunk, madsodiknak viszont nem irhatjuk az elsét, de O-t igen). A vélasz
a kettd kiilonbsége: 763 920.

b) Ahatos szamrendszerben hat szdmjegy van: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Ezek koziil nem tudunk ugy 12 jegyt
szamot késziteni, hogy ne legyen legaldbb egy jegy tobbszor (mar hétjegy(it sem tudnank).

Mivel minden szdm ilyen, szdmoljuk 6ssze Gket. Els6 helyen O nem allhat, utdna viszont barmi:
5-6'1=1813985280.



¢) A 12-es szamrendszerben 12 szdmjegy van. Els6 helyre O-t nem irhatunk, masodiknak pedig
nem irhatjuk az els6t, de O-t mar igen. Aztdn a felhasznalt jegyekkel csokken a tovéabbi lehe-
téségek szdma:

11-11-10-9-8-7 = 609 840.
Megjegyzés: A b) részfeladatban milyen elvet haszndlunk?

a) 26 betd kétszer, illetve 10 szamjegy négyszer alkalmazva, egymastdl fiiggetleniil:
262-10* = 6760 000.

b) A mai rendszamhoz a régiben egy szdmot bettire cseréltek, azaz eredményiinket 10-zel oszta-
nunk és 26-tal szoroznunk kell. Vagyis 2,6-szer tobb rendszdmot lehet (elvileg) az 4j rend-
szerben kiadni.

Megjegyzés: Természetesen nem minden kombindciét engedélyeznek a hatdsagok, illetve vannak
extra rendszdmok is (egy betl-6t szdm példaul).

Két megoldast is adunk. Elsének kedvezziink a formuldk szerelmeseinek.

I. megoldas. Tételezziik fel, hogy Erné n darabot allithat ki érméi koziil (0 <n < 15). Ezeket

!
(15—5')'—féleképpen teheti sorba a vitrinben. Ha eggyel novekszik a kidllithaté érmék szdma,
—n)!
15!

akkor sorba rakdsukra ————— lehetGség lesz. Adddik egy egyszerd egyenlet, ahol 15!-sal
(15-(n+ 1)

egyszerdsithetiink, majd mindkét oldalt megszorozhatjuk (15 — (n + 1))!-sal:
! !
1. 15! _ 15! ’
(A5-n)! (15-@n+1)!
12
15-n

n=3.

9’

I1. megoldas. Ennél joval egyszertibb, ha elkezdjiik a szorzast elvégezni: az elsd helyre 15-féle,
a masodikra 14-féle stb. érmét tehet ErnS. A kérdés: meddig menjiink el, hogy 12-szeresére
novekedjen a szorzat? A valasz: 13-ig, 12-15-14-13 =15-14-13-12. Vagyis Ern6 3 érmét
allithat ki.

Tegyiik fel elGszor, hogy p darab betiit (az abc elejérdl) és g darab szamot (0-val kezdve) akarunk
felhaszndlni egymdstdl fiiggetleniil. A hdrom beti-hdrom szdm kombindcié igy Osszesen
P>+ ¢ =8000 lehetSséget ad. Ezt a kétismeretlenes egyenletet kell megoldanunk a pozitiv egészek
halmazan.

Bontsuk fel 8000-t primtényezdkre: 8000 = 2°- 53, A kapott szorzatot allitsuk el§ két harmadik
hatvany szorzataként. A lehetGségek a kovetkezdk:

p 13 23 2- 2)3 53 @- 5)3 (2-2- 5)3
g (2-2-5)3 2-5)3 53 (2-2)3 23 13

Mivel g a szamjegyeket jeloli, nem lehet 10-nél tobb. Ezért az els6 lehetdség kiesik. Marad
a (2;10), (4;5),(5;4), (105 2) és (20; 1) a (p; g) parokra. Tehat 6t megoldas is adédik a tavoli
bolyg6 tavoli kis orszdganak a rendszamtédblak kidolgozasara.

Megjegyzések: A p értéke sem lehet 26-ndl tobb, de ez most nem volt érdekes. Az egyenletet
diofantoszi egyenletnek nevezzik, ha csak egész megoldasokat kerestink. Ha nem jut esziinkbe
a 8000 primtényezdkre bontdsa, kisérletezéssel is megtaldlhatjuk a megolddsokat.



A feladat szovege tartalmazza a ,legaldbb” kifejezést. EbbGl azt sejtjiik, hogy érdemes attérni
a komplementer eseményre. Az ellentett esemény az, ha a kapus nem végez el egyetlen szabad-
rigdst sem. Az 0sszes eset pedig, ha barmelyik szabadrigdst barmelyik jatékos righatja a 11-bdl.
Vagyis a kérdésre a vélasz: 11° — 103 = 61 051-féleképpen végezhették el az 6t szabadriigast a csapat
jatékosai.
Megjegyzés: Ha nem tériink 4t a komplementer eseményre, akkor is nekidllhatunk a szdmitdsoknak.
Vegyiik sorba, hany szabadot righatott a kapus! Menjiink visszafelé: ha mind az 6t6t 6 ragta,
azt egyféleképpen tehette meg. Ha négyet, akkor egyet més jatékos rigott: 5-10 = 50 lehetGség.
!

Ha harmat rdgott a kapus, akkor az dsszesen -102=1000 lehetSség. Ha kettst, akkor

31.21
!
majdnem az el6zét kapjuk, SR -103=10000. Végiil ha csak egyet, akkor 5-10*=50000.
213!

Ezek osszege ismét 61 051.

Ha legfeljebb 6t6t rigott a legendds Bekkem, akkor righatott 0, 1, 2, 3,4 vagy 5 szogletet. Ennél joval
egyszer(ibb a komplementer eseményt 0sszeszamolni, abban ugyanis csak kett§ eset van: ha hat, vagy
hét szogletet adott be. Mind a hetet egyféleképpen righatta David. Hatot pedig 7 -9 = 63-féleképpen
(ne feledjiik, a hétbdl egyet rigott valaki mas és Bekkemen kiviil még 9 mezdnyjatékos van nagy-
palyéan). Azaz eseteink szdma:

107 — (1 + 63) = 9999 936.

Megjegyzés: Ha mégis nekidllunk az eredeti esetek 0sszeszamoldsahoz, akkor a
7! 95 7! 4. 7! 3, 1! 2

97 4+7-9%+ 95+ 9%+ 93+ 9
215! 314! 41.3! 51.2!

osszeget kell meghatdroznunk.

Most is érdemes 4ttérni az ellentett események 0sszeszamoldsdra. (Eredetileg 0, 1, 2, 3 vagy 4
csirkefalat lehet — érdemesebb helyettiik 5, 6 vagy 7-t tekinteni.) Ha a nydrson minden falat csirke,
azt egyféleképpen 4llithatja 0ssze Kriszta. Ha hat, akkor 7-2 = 14 lehetSsége van. Ha 6t, akkor

‘7 Y -22 =84. Ezek 6sszegét kell levonnunk az sszes lehetGségbdl, ami

a lehet&ségek szdma

most 37 (mivel a nyars 6sszes helyére haromféle ételbdl keriilhet egy). Ezek alapjén az eredmény:
2187 — (1 + 14 + 84) = 2088.

Megjegyzés: Nem térve at a komplementerre:

s, M 24 7!

+ 244 +23=2088.
21.5 314 41-3!

27+7-26+

Vegyes feladatok — megoldasok

a) Ha tavasz van, akkor a madarak csicseregnek.
b) Ha a madarak csicseregnek, akkor tavasz van.
¢) Akkor és csak akkor van tavasz, ha a madarak csicseregnek.

a) Négy oldala egyenld; mind a négy szoge 90° €s mind a négy oldala 3 cm; mind a négy oldala
egyenl6 hosszisdgu és mind a négy szdge 90°-0s.

b) Paros; oszthatd 24-gyel; oszthat6 3-mal és 4-gyel.



Zil) Skatulydk: percek.
FIr 4-7=28.

FIrA 6! =1720.

FIFE) 10! = 3628 800.

7
208 31.21.21
6! 6!

> =2 -90
21:21:21 1)

210.

(2085

32!

32!
(8H*

AT a) 32! =2,631-103; b) ~9,956-10!°; c) ~2,39.10%.

(4n®
a) 38 =6561; b) 3-27 =384,
210=1024.

30!
2089
(30 - 6)!

10!
@) —— =5040.
(10 — 4)!
| | | !
M 4db: — 2 =11880; 3db: — 2 =1320; 2db: — 2 =132, Idb: — 2 =
(12— 4)! (12 - 3)! (12-2)! (12-1)!

Mindosszesen:

=427 518 000.

11880 + 1320 + 132 + 12 = 13 344.



