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9.1. KOMBINATORIKA, HALMAZOK

Szamoljuk dssze! — megoldasok

a)2-2-2=8 b) 10, 6, 4, 2,0, -2, -4, -8
a) 4 b) 8, 4,0, -4

a) 6 b) 3, mégpediga -2, -8 és 0.
2-3-3=18

3:4-4.2=96

3:3=9

a)3-2-1-3=18

1:2:2:2:2=2%=16

2.2.2.2:.2=235=32

b)3-2-1=6 c) 2

a) A mozdonyokra 2-1, a kocsikra 5-4-3-2-1 =120 lehetdsége van egymadstdl fiiggetleniil.

Ez Gsszesen 2 - 120 = 240.

b) Mozdonyt valasztani most is 2 lehetSsége van, utdna pedig az elsg kocsit 5, a masodikat 4 jar-
mibdl véilaszthatja ki. Igy 6sszesen 2 -5 -4 = 40-féle szerelvényt allithat dssze.

a) Mivel megkiilonboztetjiik a helyeket, az olyan, mintha egyszer( linedris sorba kellene tenniink
harom személyt. Vagyis a megoldéds 3-2-1=6.

b) Ha a székeket nem kiilonboztetjiik meg egymadstol, akkor dgy kell eljarnunk, mint a korberaka-
sokndl éltaldban. Valasszuk ki egyikiiket, és vele kezdjiik a sort. Az eredmény 2 -1 =2 lehetGség.
(Nyilvan, ha A madr il, akkor B és C legfeljebb helyet cserélhetnek.)

¢) Mivel 6sszesen harman vannak, igy mindig mindegyikiik szomszédja a masik kettének. (Harom-
szdgben minden csics szomszédos.) Az eredmény tehat 1.

a) A halmazok elemeinek pdrositasat 0sszesen

f h ] j k
3.2-1 = 6-féleképpen végezhetjiik el. i Lo e il L &

1 2 2 4 4 6 6

Az egyes hozzarendelések soran a kovet-
kez§ fiiggvényeket nyerjiik: 2 4 6 2 6 4 2

3 6 4 6 2 2 4

b) Afiiggvények koziil f(x) és j(x) linedris (dbrdzolva a pontokat, ezeket tudjuk egyetlen folyto-
nos egyenessel 0sszekotni). A szabdlyaik:

fx)=2x és j(x)=-2x+8.

a) Legyen a két szin mondjuk piros (P) és fekete (F). A felsd sor-alsé sor ekkor: PF-FP vagy FP-PF
Tehat két lehetGség van.

b) Legyen a harom szin mondjuk piros (P), kék (K) és fekete (F). Ha a bal felsG sarokba pl. P-t
irunk, akkor mellé és ald 2-2 lehetGség van a sor és oszlop kitoltésére. Ha mondjuk a felsd sor
PFK, akkor barmit is frunk a masodik sor els6 négyzetébe, az utdna levék mar meghatarozottak



(hiszen a harmadik szint nem irhatjuk sajat maga ald, oda P-t kell irni). Az utolsé sor minden-
képpen eleve meghatdrozott. Mivel a bal felsé négyzetet hdromféleképp tolthetjiik ki, igy
Osszesen 3-2-2 = 12 lehet&ségiink van a négyzet szinezésére.

Megjegyzés: Ha elég tirelmesek vagyunk, akdr egyesével is 0sszegytjthetjiik a megoldasokat.
Erdemes jo stratégiat kitaldlni, hogy ne hagyjunk ki szinezést, illetve ne készitsiik el kétszer ugyanazt!

a) A hatso két ajtot 0sszesen 3 helyzetbe mozgathatjuk. Ugyanis vagy egymds mellett vannak
a jobb oldalon, vagy egymds mellett vannak a bal oldalon, vagy a két szélen vannak.

b) Az a) kérdésre adott vilasztdl fliggetleniil az elsS (tiikros) ajté 3 helyzetben lehet: jobb
oldalon, kézépen, bal oldalon. Igy a vélasz: 3-3 =32=0.

c) Az alsé részen a fentihez hasonldan ismét 9 lehet&ség van az ajtok bedllitdsdra. Mivel az also
és a felsS rész egymastdl fiiggetleniil 4llithatd, ezért a keresett érték (3-3)-(3-3) =3*=81.

A feladatra két megoldast is mutatunk.

Rajzoljunk egy ABCD deltoidot, €s irdnyitsuk a kért szakaszokat mondjuk A-t6l.

Legyen AB=b, AC=¢, AD=d. A b+ ¢ + d vektorok 6sszeaddsa tulajdonképpen egy utvonalat
ad meg. Mindegyik vektort kétféle irdnnyal tekinthetjiik. Mivel a deltoid AB és AD oldala, illetve
AC éatléja nem lehetnek parhuzamosak, igy a kiilonféle irdnyitdsokkal 6sszesen nyolc kiilonbdzs
pontba jutunk el (az eredeti irdnyitdssal példaul a P pontba jutunk A-bol).

D 4 u

/ /
. SN
R
/ 7

B R Q

=y

A masik megoldashoz jusson esziinkbe, hogy valamely b vektort ellentétesen irdnyitva —b vektort
kapjuk! Ekkor a feladatot értelmezhetjiik a kovetkezSképpen is: hanyféleképpen oszthatjuk ki
a + és — elGjeleket az eredeti vektordsszegben: ( I;) +( @) +( c_f) ? Mivel hdrom helyre kell
a kétféle jelbdl beirnunk egyet-egyet, ezért a megoldasok szdma 2-2-2 =8.

Sajnos ennyivel még nem fejezhetjiik be a megolddsokat, diszkutdlnunk is kell a feladatot. Ha ugyanis
a deltoid rombusz, akkor b + d = ¢. Ekkor el6fordul, hogy kiilonboz§ elGjelkiosztassal ugyanabba
a pontba jutunk: (b —-C+d=-b+c-d=0; S=A= T%, igy csak 7 kiilonbozd megoldast kapunk.
Megjegyzés: A vektorok dsszeaddsa felcserélhetd mivelet, ezért b, ¢ d sorrendjét nem kell figye-
lembe venniink a megoldds sordn!

Halmazok — megoldasok

a) Nem, mert nem egyértelm. b) Igen.
c) Igen. d) Nem, mert nincs réla informacionk.
e) Igen.

a) A={xeZ|0<x<6}, B={x*|xeZ é 0<x<10}
b) C = {rovid magyar maganhangzok}, D = {a ,Rdkdczi FC” méassalhangzoi}
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fIFE) A Venn-diagram az dbran lathatd. (=)

() a) Igen. b) Nem.
c) Nem. d) Igen.

fI72) a) Végtelen sok ilyen szam van.
b) 5-8-9=360

(I Jelolések: dsz: 4, kirdly: k, felsd: f, also: a. A kételemd részhalmazok:
{a;k}, {&f}, {4a}, {kf}, {kia}, {f a}.

03 a) @, {2}, {3}, {5}, {23}, {2:5), {3:5), {2:3;5).
b) {1;4}, {1,9}, {l;16}, {49}, {416}, {9;16}.

(77} A-ra végtelen sok megoldds adhat6, a legsziikebb: A = {J; {J}}.

OF o) {1}, {2}, {3}, (1;2) {1;3}, {2:3}, @.
b) Végtelen sok.

(7 a) Igaz, hamis, igaz, igaz. b) Igen, az E halmaz. Nincs.
c) Igen, az A halmaz és a C halmaz.
a) R c P igaz. b) Pc T igaz.
c) Egyik sem igaz. d) lIgaz, igaz, hamis, hamis, hamis, hamis, igaz.
fIF) a) Korvonal. b) ,.Futépélya”.
c) Zart sav. d) Lekerekitett sarku téglalap (¢ hozzétartozik).
a) b)
1cm
c) e d)
2cm
2cm 2cm




@7 a) Ha B-nek van olyan eleme, amely nem eleme A-nak, ugyanakkor nincs olyan elem, amely

mindkét halmazban benne van.

b) Ha B-nek nincs olyan eleme, amely nem eleme A-nak, ugyanakkor nincs olyan elem, amely
mindkét halmazban benne van, azaz ha B = .

¢) A masodik halmaz részhalmaza a harmadiknak.

EED a) Gombfeliilet.
b) Nyitott gombtest.

¢) Az AB szakaszt felezd, rd merSleges sik.

d) Hengerfeliilet, tengelye az e egyenes.

@ED (15;2;3), {1;2;4), {152;5), {1;2;6}, {1;3;4}, {1:3;5}, {1;3;6}, {1;4;5}, {1;4;6}, {1;5;6},
{2:3;4), {2:3: 5}, {2, 3,6}, {2:4:5), {2:456), {2:5:6}, {3:4;5}, {3;4;6}, {3;5;6}, {45, 6}.
fED a) AKkitoltott tabl4zat:
{a} {a, b} {a, b, c} {a,b,c,d}
0 elemii részhalmaz 1 1 1 1
1 elemii részhalmaz 1 2 3 4
2 elemii részhalmaz - 1 3 6
3 elemii részhalmaz = = 1 4
4 elemii részhalmaz = = = 1

b) A szamok a Pascal-haromszog soraibdl valdk. Ennek 6todik sora: 1; 5; 10; 10; 5; 1.

€[EB o) .Mindenki k6ltozzon bttel nagyobb sorszami szobaba!” Ekkor felszabadul az elsé 6t szoba,

igy oda be lehet koltéztetni a csaldd mind az 6t tagjat.

b) Végtelen sokszor végtelen sok érkezdt kell elszdllasolnunk. El§szor is keressiink jol beazono-

sithaté végtelen lancokat a természetes szamok kozott. Ilyenek példaul a kiillonb6zd prim-
hatvanyok: 21, 22 23 24 ...; 31,32 33 ...; 51 52 53 ... stb. A természetes szamok kozott
végtelen sok prim van, és minden egyes prim hatvanyainak sorozatdban is végtelen sok elem van.
Tehat van hely a végtelen sokszor végtelen sok érkezének, csak fel kell szabaditanunk a szo-
bakat. Ehhez kiildjiik minden n-edik primhatvany szoba lakéjat a 2n-edik prim ugyanannyiadik
hatvanyu szobdba.

Példaként tekintsiik az 57 sorszami szoba lakéjat. Ez a szobaszdm a harmadik prim hetedik
hatvdnya, ezért lakdjanak a hatodik prim hetedik hatvdnya sorszdmi szobdba kell koltdznie,
azaz Gj szobaszdma 137 lesz. Es igy tovdbb minden primhatvéany sorszamu szobéra. Ekkor iiresen
maradnak az 0sszes paratlanadik primhatvany-lancolatban szerepl$ szamu szobak, hiszen azokba
nem koltozik senki. Oda kell bekoltoztetni az érkezdket, mégpedig a kovetkezSképpen:

A buszok iilésszdma (pl. s5) jelentse a hatvanykitevst, a busz sorszdma pedig azt, hogy hdnyadik
lancba keriil az utas a kovetkez6 formula szerint: az n-edik buszhoz tartozzon a (2n — 1)-edik
prim. Konkrét példan: keressiik meg, melyik szobdba kell mennie a B, jeld busz 13. székén
helyet foglalé utasnak. Szobaszdma a (2-4 — 1) = 7-edik prim hatvdnyainak ldncolatdban
a 13. lancszem, vagyis a 13. hatvany. Mivel a hetedik prim a 17, igy a kedves vendég szamara
a 1713 sorszdmii szoba lesz kiutalva.
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fED ) A szakasz mentén egy hengerpaldst, a két végén pedig egy-egy félgomb. (Gydgyszeres kap-
szula.) Csak a feliilet tartozik a halmazhoz!
b) Atéglalappal parhuzamosan egy-egy vele egybevagd téglalap (alatta és felette), oldalainél fél-
hengerek, sarkaindl pedig negyedgdmbok. (Hasonléan, mint amikor a 1égparnds hajo felfijja
a légparndkat.) A megoldas az egész test, hatarold feliiletével egyiitt.

c) Lekerekitett sz€ld téglatest, ahol a lapok egybevagdak az eredeti lapjaival, oldalélei negyedhen-
gerek, sarkai nyolcadgombok. (Régi utazébdrond.) Csak a nyitott test tartozik a halmazhoz!

Megjegyzés: Erdemes meggondolni, mennyiben véltoznak a fenti alakzatok, ha kiinduldsul nem
zart, hanem nyitott (vagy félig nyitott) szakaszt, téglalapot, téglatestet adunk meg!

Halmazmiiveletek — megoldasok

flE3 AnB={7;43;61}

(ED a) Négy: &, {1}, {3}, {1;3}. b) O, A. Azis lehet, hogy a kettS egybeesik, ha A = U.

(lfl) AND=0; BNnC=0; END=0; ENnC=0; ENB=J; ENA=Q.

fF) a) AUB=1{1;2;3;4;5,6;7,9}; AnB=1{1;3;5}; A\B={2;4;6}; B\A={7;9).
b) Barmely C halmaz, melynek részhalmaza a {7; 9}.

fIFE) a) Komplementerek.
b) (A\B) U (B\A) vagy (AU B)\(ANB), AUBU(ANB) vagy (ANB)U(AN B).

(I a) A\B = {b;e; g; h},
B\C={d; f; j; k: 1},
AnC={ac;e; g h},
AuB={ab;cidse; f; g hsis js ks s m}.
b) AA\(Bu C) = {b}.
¢) A Venn-diagram az dbran 14thatd.

(75} a) A két halmaz megegyezik. b) Akét halmaz megegyezik.
c) Az elsé részhalmaza a masodiknak.




(I Készitsiink Venn-diagramot. ElGszor irjuk be a metszetet (x; u),
majd toltsiik fel a B halmaz A-n kiviil es6 részét (r; t; y; z). Amit (2] (8]
az uniobol eddig nem irtunk sehova, az keriil az A halmaz B-n
kiviili részébe. Igy kapjuk:
A={p,q,s,u, x}.
(78 a) Igaz. b) lgaz. ¢) Hamis. d) (A\B)\C < A\(B\C)
A a) AU {152;3;4) = {=3;-2;-1;0; 15 2; 3; 4};
AN {-1;-2;-3;-4} = {-1;-2; -3};
AN0; 2,4} ={-3;-2;-1; 1}
{egyjegyt pozitiv primek } \A = {3; 5; 7}.
b) U={-5;-4;-3;-2;-1;0; 1;2; 3; 4}, ezért A = {-5;—4;3; 4}.
(I8 a) Béarmely kettd diszjunkt.
b) [B\(A U C)]U[(A N C)\BJ;
[C\(A\B)]\(B\A);
AUBUCU[(AUC)NBNANBNO)].
c) AA(BuUC)

(13 Az utolsé feltétel szerint A vagy B halmazon kiviil nincsenek
tovabbi elemek az univerzumban. Haladjunk a Venn-diagramban
beliilrdl kifelé. Igy A = {1; 2; 3;4; 6; 7}.

a) Elemeikkel megadva: U = {0; 1; 2; 3; 4, 5; 6; 7; 8; 9};
A=1{2;3;5T7}
B=1{0;4,;6;8;9}.
Ekkor AUB = {1}.
b) Elemeikkel megadva: U = {0; 1; 2; 3; 4, 5;6; 7; 8;9};
A=1{2;3;5T}
B=1{6;7;8;9}.
Ekkor AU B ={0; 1;4}.

a) Elemeikkel megadva: A = {1;2;3;4;5; ...;96; 97; 98; 99; 100};
B=1{2;3;5;7;11;...;73;79; 83; 89; 97};
C=1{0;1;4;9; 16; 25; 36; 49; 64; 81; 100};
D ={4;6;8;9; 10; ...; 94; 95; 96; 98; 99}.
fgy B,D cC A.

b) Igen, B és C diszjunkt, hiszen nem lehet egy szdm egyszerre
prim és négyzetszam. Hasonléan nem lehet egyszerre prim (8]
és Osszetett is egy szam, ezért B és D is diszjunkt.

¢) A Venn-diagram az dbran 14thaté.




() a) A Venn-diagramok az abran ldthatok.

b) Toltsiik fel a Venn-diagram 6sszes mezdjét
egy-egy szammal, példaul: A = {1;2;4; 5},
B={2;3;5,6}, C={4;5,6;7}.

Ekkor
BUANC)=1{2;3;4;5;6}

€s BUMANC) C\A) U (ANB)
(C\A)U (AN B)={2;5,6;7}.

¢) A masik halmazhoz nem tartozo részeket tiressé kell tenniink:
BUANC)c(CNMA)UANB), ha ANnC)\B=B\Au(C)=0.

Forditva,
(CNAYUANB) CBUMANC), ha C\AuB)=Q.

€D a) A 2 eleme A-nak és B-nek is, de nem eleme C-nek. Hasonléan,
11 eleme mindhdarom halmaznak. A 3 és 4 helye is rogzitett.
Ebbdl és az utolsé feltételbdl tudjuk, hogy az 1, 5, 6, 8 elemek
valamilyen elosztdsban a B vagy C halmaz mastol diszjunkt
részébe kerlilhetnek. A maradék 9 és 10 igy csak az (A N C)\B
részbe irhatok. Azaz A ={2;7;9; 10; 11}. A Venn-diagram
az 4brdn l4thato.

b) A B halmaz mdr most is tartalmaz két parat-
lan szamot, igy oda nem keriilhet 1 és 5, ezek
csak C-be eshetnek. A 6 és 8 helye azonban 1. {2;3;4;11;6;8F  {1;3;4;59;10; 11}
tQYébbrg is 1férdé§es. Mivel tpbb infqrmé— (2:3:411:6)  {1:3:4,5:9,10; 11 8}
ciénk nincs, igy négy megoldds lehetséges:

6,8 B; vagy (6e€B és 8€C);
vagy (6e€C és 8eB); vagy 6,8¢€C.

Megoldas B C

2
3 {2;3;4;11; 8} {1;3;4;5;9;10; 11; 6}
4 {2;3;4;11} {1;3; 4;5;9;10; 11; 6; 8}

6 a) A metszet lehet

—iires halmaz (ekkor e és k; elkeriilok,
|€ M k] | =0); ky ¢
—egyetlen pont (ekkor e és k| érintdk,
|emk1|:1); ky . A
—zart szakasz (ekkor e és k| metszok,

|€ M kl | = °°)

(Utébbi két pont lenne, ha korvonalrdl lenne sz6, most viszont zart kdrlapunk van.)
b) A metszeteket lasd az abrakon. Két kiilonb6z4

7 . . s e ” k2 k2 k?_ k2
sugard korlap lehet diszjunkt, érintd, metszd,
és részhalmaza egyik a masiknak. Koncent-
rikus korlapok esetén is ez utébbi a helyzet.
o '
k
3 !

o

c) Korgyrd, a két kor kozotti rész. A kiilsd kor-
vonal igen, a bels6 korvonal nem tartozik
a halmazhoz!

Megjegyzés: Erdemes dtgondolni, mi véltozik, ha zart helyett nyitott korlapot, illetve a korvonalat
adjuk meg!
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EIFB) a) A metszet iires halmaz, ha
elkeriilik egymast.

x

Egy egész egyenes, ha a
henger részhalmazként tar-
talmazza az egész egyenest.

FuG
H
Egyetlen pont, ha az egye- i
nes érinti a hengert. .

\ @

Végiil barmilyen hosszu szakasz, ha az egyenes dofi a hengert. (Ne feledjiik, zart henger-

testrdl van szo!)

b) Az egész sik, ha az egyenes parhuzamos
a sikkal és nincs kozos pontjuk. s

Két diszjunkt félsik, ha az egyenes a sikban
futott.

Egy pontban kilyukasztott sik, ha az egyenes
dofte a sikot.

c) Az egész sik, ha eredetileg diszjunktak vol-
tak a hengerrel.

Két diszjunkt félsik, ha volt k6zos pontjuk
és a henger tengelye parhuzamos a sikkal
(a két félsik tdvolsdga maximum a henger
atmérdje lehet). A metszet lehet egy lyukas
sik, ahol a lyuk kor (ha a sik merdleges

S

I
~
e

a henger tengelyére), vagy ellipszis (ha a sik derékszdgnél kisebb pozitiv szoget zar be a henger

tengelyével).

Megjegyzés: Hogy a sik valdban ellipszisben metszi a hengert, bizonyitani nem tudjuk (k6zép-
iskolai tanulmanyaink soran késébb sem foglalkozunk vele).

@D o) K={(:y)llxl<1ésx yeR) vagy K={(x;y)|-1<x<16s x,yeR).
L={:»lly-2l<1ésx,yeR} vagy L={(x;y)|1<y<3ésx yeR]}.

b) Jelolje K’ a K, L’ pedig az L elforgatdsabdl kapott sdvokat. y
K’\L’ a csak \\\ ferdén satirozott; L’\K’ a csak /// ferdén L I

satirozott; K’m L’ pedig a racsos rész.

Halmazként felirva ket (minden esetben x, y € R):
KA\L= {1yl <1 és (x<-3 vagy x>-D};
L\K’ = {(x;y)| Ix+21<1és (y<-1vagy y>1};

KnL={(xyllxl<1 e ly-2]<1).

1] K




([ a) Amit biztosan beirhatunk a halmazabriba, az a harmadik,

illetve az utolsé feltételbSl adodik. A 10 a harmas metszetbe,
az 1, valamint az 5 csak a B-be keriil. (A m B)\C iires.
A maésodik, illetve az utolsé el6tti feltételbSl (C N B)\A
részben egy elem van, ez vagy 2 vagy 7.
Ennél tobbet nem tudunk, ezek szerint
B={1;5;7;10} vagy B=1{l;2;5;10}.

b) A feladat feltételei megengedik, hogy a 7 az A-ba essen, de az is lehet, hogy 7 ¢ A. Nem

tudjuk pontosan megmondani.

c) Folytatva az a) gondolatmenetét, C-bdl egy,

A-b6l még két elem hidnyzik. A szabad Loeooe A i -
elemek a 3, a 8 és 9. Ezek koziil kell kett6t i {7;10;8;9} {1;5;10;2}  {2;7;10; 3}
csak A-ba, egyet csak C-be irni. Ez harom 9 (7:10;3;9}  {1:5:10:2} {2:7:10: 8}
lehetGség. B-re volt még kettd, igy a fel-

adatnak 2-3 =6 olyan megolddsa lehet, 3. {7;10:3;8  {1,510;2}  {2,7,10;9}
amely klelégﬁl a feltételeket. A tablazatban 4 {2:10;8;9}  {1;5:10:7} {2;7;10; 3}

lathat6 hat lehetGségbdl kellett felirni harmat.
{2,10;3;9} {1;510; 7} {2;7;10; 8}

6. {2;10; 3; 8% {1;5;10; 7} {2;7;10; 9}

Halmazok elemszama, logikai szita — megoldasok

W[ =8

s

a) 6 elemi: {e, 1, a, 6,1, 6}.

b) 4 elemi: {J; {a}; {b}; {a, b}}.

c) Végtelen sok eleme van: {szabdlyos 3-, 4-, 5-, 6-, 7-, ...-szogek}.
d) 6elemi: {2;3;5;6;10; 15}.

IT| =123 + 45 + 87 =255
|[AUB|=20+32-14=38

Két megoldést is adunk.
I. Alkalmazzuk a logikai szitat:
26=|NUD|=IN|+|DI-INNDI=15+20-|NN DI,
ahonnan a metszet elemszdma 9. Vagyis csak danul |D|—|N n D[ = 11 f§ tanul.

II. Irjuk a Venn-diagramba az elemszdmokat a metszettel (x)
kezdve. x helyére olyan szdmot kell irni, hogy (V] ° (D]

1I5-x+x+20-x=26
legyen. Ez x = 9-re teljesiil. fgy csak danul 20 -9 =11 f§
tanul.
Két megoldast is adunk.
I. Alkalmazzuk a logikai szitat:

10=|Ul=IFUK|+x=|Fl+|K|I-|FNK|l+x=5+4—-1+x,
ahonnan x = 2.

........................ .12



II. Jelolje U a bardti tarsasdgot mint alaphalmazt, F a fociért, u
K a kosarlabd4ért rajongdok halmazat. Irjuk az elemszdmokat
a Venn-diagramba, kezdjiik a metszettel. Utdna toltsiik fel
F-t 5 és K-t 4 elemre, majd az egészet egészitsiik ki 10-re.
A megoldas 2.

o

Jelolje T atarka farkd, H a hosszi csérd szarkdk halmazat. A logikai szitdt alkalmazva:
| T U HI=200-0,6 +200-0,7 —200- 0,4 = 180,
igy a rovid csord és egyszind farktolld madarak szdma 20. (Ez az 6sszes madar 10%-a.)
0 <|N N D|<4. (A golyéstollak dsszes szdmdra nem tudunk mit mondani, mert Magdinak lehet-
nek olyan tollai is, amelyek az emlitettektdl kiilonbozdk.)
Legyen J a joképtl, O az okos fidk halmaza. A logikai szitdt alkalmazva:
lJuol=7+5-3=09.
Rajtuk kiviil vannak még nyolcan, akiket a lanyok — papiron legaldbbis — kikosaraztak. fgy 17 fia
jér az osztalyba. Evelinen és Lilin kiviil pedig még 14 lany tanul ott, 6sszesen 16-an. Az osztilyba
eggyel tobb fid jar, mint lany.
(@ Kétféle megoldast is adunk.

I. Logikai szitdval: Jelolje Hi a hintdz6, Ho a homokozé gyermekek halmazait. A kergetdzdket
nem jeloljiik kiilon, beleesnek az 6sszes bolcsist tartalmazé U univerzumba.

14=|U|=|HoUHil+2=|Hol| +|Hil-|Ho " Hil +2=9 +|Hi| -5 + 2.

Innen |Hi| =8, a csak hintdz6k szdma pedig 8 — 5 = 3.
u
(Ho] (Hi]
6 2

[ Nem lehetséges. Minden szdm vagy az egyik, vagy a mdsik halmazba esik. A két halmaz unidjanak
s-sel jelolt elemszama: | 1

—S+—-5s—=-5=—"5,

3 4 2 12

ami szerint az unién kiviil is vannak még elemek. Ez viszont ellentmond az els§ feltételnek.

II. Venn-diagrammal:

Jelolje a talban levs g darab gumicukrok koziil A az éllatos, S a tobbszind cukrok halmazait. Ekkor
lUI=g=1AUSI+0,1-g=|Al+[S|-|AnS|+0,1-g=
=04-g+08-g-lAnS[+0,1-g,
ahonnan |A N S|=0,3-g. Mivel 10% pontosan 9 + 6 = 15 cukrot jelent, igy a tdlban dsszesen
45 darab szines allatfigurds gumicukor volt. Azoéta persze Eszter is evett bel6le.
a) Jelolje M a matematika, N a magyar nyelvtan hizit készit6k halmazat. Ekkor
UI=IMUNI+3=IM|+INI-IMANI+3=13+15-8+3=23.
A csoport 23 f6s.
Megjegyzés: A mésik lehet§ség Venn-diagramba irni az elemszdmokat.

b) Csak a matek hazit 13 — 8 =5 {6 készitette el, ez pedig a 23-nak 100 - 2%’ =21,74%-a.
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Jelolje az eperfagyit kedvel6k halmazat E, a mélndsokat M,
a citromot szeretGket C. Rajzoljuk fel a Venn-diagramot, majd
haladjunk beliilrdl kifelé. Az dbraba keriilt szimokhoz még 13-t
kell adnunk, igy az osztalylétszdm:

1+2+3+4+13=2316.

Az els6 mondat alapjan U =V U P, ahol V a verseket, P a prozét tartalmazé konyvek halmaza.
Tudjuk még, hogy |VI=9, |P|=7 és |V P|>1. Mivel legal4bb egy olyan kényv van, amelyik
csak prozat tartalmaz, ezért a metszetben legfeljebb 6 konyv lehet, igy

6>V P|>1.

A logikai szitat felirva:
152|U1=9+7-1VA Pl 210.

A polcon levé konyvek szdma 10-t8l 15-ig terjedhet.
Megjegyzés: Masik lehetGségként felrajzolhatjuk a Venn-diagramot is.

Kezdjiik most logikai szitdval. Jelolje U a helyszinen tartézkoddk
halmazat, V a védét, K a kozéppdlydst és Cs a csatart mar
jatszott fidk halmazait. Ne feledjiik, Ede és a harom kapus is ott
volt a megbeszélésen, de nem jelentkezett! Ekkor

UI=1+3+IVUKUCsl=4+|VI+|K|+]Cs| -
~lVAKI-IVACsI-IKN Cs|+IVn KN Cs| =
=4+19+20+22-10-9-11+4=39.
Ugyanez Venn-diagrammal az dbran lathatd.

Jelentse H, I, P azon fdk halmazait, melyek mellett hdvirdg, ibolya, pipacs terem. A szdveg

szerint minden fa mellett nyilik valamilyen vadvirag, igy a szita formula: 20

f=|HquP|=%-f+l-f+l-f—i-f—l-f—l-fHHmImPl.
3 15 3 10 5 30
Innen adddik, hogy az osszes fa %—e 20 darab, vagyis a kertben 300 fa taldlhato.

a) Az (1) feltétel szerint (A N C)\B-be nem esik egy elem sem,

a harmas metszetbe viszont 5. Ez és a (6) feltétel szerint
(A N B)\C-ben 3 elem taldlhatd. fgy C szamossdgdval végez-
tiink is, mert csak C-be 4 elem esik (hogy (3) alapjan Osszesen
12-t kapjunk). Persze nem ez volt a kérdés.
A (4) feltétel szerint frhatjuk be x és 2x kifejezéseket. Mivel
(2) miatt B-nek 10-zel tobb eleme van, mint A-nak, igy
csak B-be 2x + 7 keriil. Az (5) feltétel szerint pedig 2-2x =2x + 7 + 3, ahonnan x = 5.
Tehét |A| =20, | Bl = 30.

b) Osszeadva az egyes részekben levs szdmokat, az eredmény 44.

a) Jeldlje B, H, P a Bécsben, Helsinkiben, Pragaban jart szinjatszok halmazait. Mivel 55%-uk jart
csak egy varosban, igy 45%-uk, vagyis 27 6 tobb helyen is. Tudjuk, hogy (H M P)\B lires

halmaz, ezért
27=21+15-|HNPNBI.

Innen a harmas metszet elemszamara 9 adodik.



b) Beirhatjuk csak H-ba a 3-at, csak P-be x-et és csak B-be

2x-et. Mivel a 60 f&s tdrsulat tagjainak 55%-a csak egy - ‘ﬂ
vdrosba jutott el, igy
o\

33=3x+3, £ N
ahonnan x = 10. Ez alapjan Bécsben 47 {6, Helsinkiben 18, @ w
Pragaban pedig 31 6 jatszott. r)
a) Erdemes el8szor értelmezniink a kijelentést. A ,,metszetiik elemszdma”: |A N B N C|,
az ,elemszamaik szdmtani kézepe” pedig (mivel harman vannak): w A kijelentés

szerint el6bbi nem nagyobb, mint utébbi, azaz kisebb vagy egyenls:

|AmBmd<LMHMHC

Ezt kell igazolnunk.

Mit tudunk barmely metszet elemszamér6l? Példaul azt, hogy kisebb vagy egyenl$ az 6t
alkot6 halmazok elemszamaindl. Vagyis

[AnBNC|I<|Al, [AnBNC|I<I|B| és |AnBNC|<|Cl.

Osszeadva a fenti harom egyenlétlenséget, majd hdrommal elosztva, éppen a kérdezett dssze-
fliggést kapjuk.

Megjegyzés: JOl latszik, hogy a kijelentés dltaldnosithaté barmennyi véges halmazra.
b) A masodik részben

. Al+IBl+IC] _
eSS ——=

[ANBANCl=k k+1.

Utébbit megszorozva harommal:

|Al+|Bl+]Cl=3k+3.
Rendezziik a kovetkezSképpen:

(lAl-k)+(Bl-k)+(Cl-k)=3.

Most vessiink egy pillantdst a Venn-diagramra. A feladat sz6-
vege szerint x, y, z egyike sem lehet 0. Utolsé egyenletiink
ezen feltétel mellett csak ugy lehetséges, ha x=y=z=1 és
tovabbi elemet nem tartalmaznak a halmazok. Azaz uniéjuk
elemszamara:

lJAUBUCl=k+3.
Megjegyzés: Kidertilt, hogy a harom halmaz elemszdma egyenld.

¢) Gondoljuk meg, hogy a feltételeknek meg-
felel két véglet az aldbbi két lehetséges
helyzet az elemek szdmara.
Az els6 esetnél tobb eleme mar nem lehet
az uniénak.
A masodik esetnél pedig kevesebb eleme
nem lehet az unidénak.
Az abrabol pedig leolvashatjuk a feladatra adott valaszt is:

n—k

1,5 -0,5k=3- +k<|[AUBUCI<3-(n—k)+k=3n-2k




Szamegyenesek, intervallumok — megoldasok

17 a) és b) intervalluma az dbran lathato.

K o—e
) J=[-2:1] | e—
d) H={xeR|-1<x<3) e

(il a) Az I és K intervallumok félig nyitott, félig zart, a J nyitott, az L pedig zart intervallumok.
b) Igen, Jc K és LcC K.
c) Egészitsiik ki K-t a jobb végponttal. A megoldds: K> =[-2;2].

a) K nyitott, J zart, I balrdl zart, jobbrdl nyitott, L pedig forditva, jobbrdl zart, balrdl nyitott.
b) 1=[0:3[; J=[16]: K=]-1:4[; L=]47]; nv=[0;1[; K\I=]-1;0[ U [3;4[;
INL=[1;4]; 1nJ=[1;3]; JnL=]46]; JoL=[1;7]; KuJ=]-1;6]
c) I és L, illetve K és L diszjunkt intervallumok.
d)L=[-1:4]; K={-1}U[47]

a) [={xeR 4 <x< A , szdmegyenesen:
5 15 = -0,5 0
p 89 10 11
15 15 15 15

D a) A megadott intervallumok dbrédzoldsa az egységkorben:

b) A z6ld szinnel dbrézolt szog: [135°; 225°[.

A piros szinnel dbrazolt szog: [270°; 360°[ vagy [-90°; 0°[.
00

(50 a)—d) Ne feledjiik, I és J két-két részbSl 4 —

all ossze! | ——o -—

) H={xlxeR é |x|>3). ; —

G(2) és I(<) esetében igen,
J=1-5;-1[ U [0; e].
([T a) Ott van a fiiggvény zérushelye, ahol gorbéje

PRI R R A

y
metszi az x tengelyt. Az adott fliggvénynek s
3 zérushelye van, az x =0, az x =5, valamint )
az x =7 helyen. ;
b) Ott vesz fel negativ értéket, ahol az x ten- /
gely ala megy: [-1;0[ és ]5; 7| intervallu- Bl S N A i
mokon. -
¢) Novekedési intervallumok: [-1; 1], [2; 4],
[6; 8].



fIIE) a) Feliil nyitott negyedsik.

b) Negyedsik, amelynek levdgtuk a sarkat. A tengelyek felSl nyitott, csak a rovid vizszintes
hatéra tartozik hozz4.

c¢) Csak feliil zart téglalap.
d) Csak feliil zart négyzet.

a) y b) y c) y d) y
31 31 Har
2 21 2 2
1 1 | 1
-2 - 1 2 3 X -2 A 1 2 3 X -2 - i 2 3 X -2 - 1 2 3 X
-1 -1 14 -

a) U=R, H={xeR|x>-2}=[-2;].
b) U=R-, H={xeR|0>x>-2}=[-2;0[.
c) U=RY, H=U=[0; .
(A H ebben az univerzumban iires halmaz.)
d) U=1{4;3;2;1;,0;-1;-2;-3;-4; ...},
H=1{-2;-1;0;1;2;3; 4}.

d)je o e o 0 0o o

c)e
b) e—o
a)e

PR R N R

(3 «) Elészor érdemes az adott intervallumokat dbrdzolni szamegyenesen, majd segitségiikkel a kér-
déses intervallumokat meghatdroznunk. A keresett intervallumok alulrdl felfelé, sorban

taldlhatok.
L o————o (KUJI\LO
(Lul)\Ko—e o—o
KOo——"0 N o———
Knl &———O
| o——ue LNK O—=e
101234567839 101234567839

LnK=]3;5], KnI=[46], INJ=[46], J\=]7; ],
(LUD\K=]2;3]U6:7], (KU\L=]5;0[
b) Az aldbbi intervallumokat nem 4brazoltuk szamegyenesen, csak leolvastuk az eredményeket.
L=]s5:f, T=]2:6[, TOT=]24],
TUK =]2;3]u 7,0, TULUK=@.
a) Mindkett6t kiilon-kiilon k6zos nevezdre hozva, majd azzal megszorozva és atrendezve kapjuk
eredményiil (kdzben negativ szimmal nem osztottunk, szoroztunk):
x>-5 és x<3.
b) 1=]-5; e[, J=]-e0; 3]. ; .
¢) InJ=]-5;3], N =]3;00[, J\[=]-0,-5]. 1o

d) v J =R, hiszen egyesitésiik magdt a szdm-
egyenest adja.

© 565-4-3-210 12 3 4



a) Erdemes felrajzolni néhdny intervallumot
(az intervallumot n indexével jeloltiik). Ebbdl
mar lathatjuk, hogy végtelen 1épcsérdl van
sz6. Igy konnyen vélaszolunk a kérdésekre:

Jl ﬂJzﬁJ3= {2}

1088

b) (HhLuJP\L=[1;2[ Ul4;5].

J4.—.
JS._.
JZ._.
J1.—.

10123456789

A rajzolés el6tt érdemes fliggvényként gondolni az Osszefiiggésekre, a)-ban példaul y =—x + 2,
illetve y = x — 3 alakban dbrédzolni a linedris fiiggvényeket, majd utdna szinezni az egyenl6tlen-
ségnek megfelelGen! Azt se feledjiik el, hogy meg kell mondanunk, hogy a kialakult alakzatokhoz

mely hatdrok tartoznak hozz4, és melyek nem.

a) A K tartomdny a /// irdnyban satirozott, L pedig \\. Az L\K tartomdny a csak \\\ irdnyban
satirozott fels6 rész (negyed sik). Hatdrai nem tartoznak hozza.

b) Akérdéses ponthalmaz egy parhuzamos egyenesek kozotti sav egy darabkaja lesz (a derékszogl
haromszoghoz a befogdk nem tartoznak hozza, csak az atfogd). Az utolsé feltételek miatt végiil

az x —y > -1 feltétel mindig teljesiil.

a) ’ \

b)

A4 1 3 5 X
T y

c) Az N és az O is egy-egy savot hatdroz meg a sikon. Mds irdnyba ddlnek, és szélességiik sem
ugyanaz. [lyen ponthalmazokat gy is megkereshetiink, ha kiprébalunk j6 néhany pontot a sikon,
és ellendrizziik, igaz-e rajuk a feltétel. Elég sok pont utdn mar latni fogjuk a szabdlyszerdséget.
Az O\N eredménye két félsav (a csak \\\ irdnyban satirozott részek). Hatdrai hozz4 tartoznak,
hiszen N a hatdrait nem tartalmazza, igy nem is vettiik el ket O-bdl.

d) P nem egyenlGtlenséget tartalmaz, hanem egyenletet, ezért nem kell satiroznunk: egy négyzetet
kapunk. Q-ndl oda kell figyelni arra, hogy x és y is csak egész szamok lehetnek! Tehat itt sem kell
satiroznunk, csak egész koordinat4ju pontokat bejelolni. A pontokat a fekete szaggatott vonallal
jelolt rombusz szélén vagy azon beliil kell keresni (négyzetracsos fiizetben hamar megy). A kér-
déses P N Q metszet iires halmaz, hiszen egyik gombdc sem esik a négyzet oldalaira.

c) 7

,:]‘ 7

d)




a) Abrizoljuk az intervallumokat. Barmely nagyobb indexi

intervallumnak részhalmaza egy kisebb index: lso——"—2
IZO_.
I,c 1, . ho—e
ahol p < ¢ pozitiv egészek. " 39401 92 3 4

b) A tartalmazasok miatt az 0sszes intervallum metszete az els6 intervallum: /; = ]o; 1].
c) Egyesitésiik a szamegyenes pozitiv fele, azaz R™.

z 2

Megjegyzés: A c) részfeladatra adott vdlasz pontos bizonyitdsat csak késébb adhatjuk meg. A gon-
dolat 1ényege, hogy barmilyen (nagy) pozitiv szdmot is védlasztunk, el6bb-utébb belekeriil
valamelyik intervallumba. Példdul az 111111111 eleme lesz el6szor az 111111111. intervallumnak,
majd az utdna jovo Osszes tobbinek, igy unidjuknak is.

@ED «) Intervallumként: J, = [O; % [ 0
‘/3 o—0
b) A szdmegyenes egyetlen pontjara, a O-ra igaz, hogy eleme az Jp ———0
Osszes intervallumnak. Van-e rajta kiviil mésik ilyen érték? Jy@——o
Nyilvan negativ vagy 1-nél nagyobb szdm nem lehet a metszet- 0 :

ben, hiszen egyik intervallumnak sem eleme.
Mi a helyzet a 0-hoz nagyon kozel levd pozitiv szamokra? Vdlasszunk egyet, példdul
1

az ——————
1000000
de egyre kozelebb keriilnek a 0-hoz. Az 1000 000. intervallum jobb végpontja példaul pont

-t. Ez elég kozel van a 0-hoz. Viszont az intervallumok jobb végpontjai ha lassan is,

a kérdéses érték, vagyis annak mir nem eleme az ; Az n>1000000 intervallumokra

1000000
biztosan nem, azaz az 0sszes metszetébe sem keriilhet bele. A 1ényeg, hogy barmilyen pici
pozitiv szdmmal is prébdlkozunk, mindig ezt kapjuk. Tehdt a O az egyediili szdm, amely
a metszetben megtaldlhato.

»_z

€D «) Az dbranagyon hasonlit az el6z6 feladatban szerepldre, csak

kicsit atrendeztiik a szakaszokat. —=/

. —o/

b) A metszetiik iires halmaz. Ha a 0 feldl zart intervallumok —_ ,z
lennének, akkor a 0 eleme lenne mindegyiknek. Igy viszont ——,

barmilyen kicsi negativ szdmot is valasztunk, pl. —0,001-et,
elébb-utébb a bal végpont atlépi ezt az értéket.

A konkrétan emlitett —0,001-et az 1001. intervallum mar nem fogja tartalmazni, hiszen

-0,001= L < —L.
1000 1001

Természetesen az utdna jovSk sem, igy nem lehet a metszetnek eleme.

1 1

Megjegyzések: El16z8 és jelen feladat b) pontjaban emlitett gondolatmenet vezet el minket késébb
a hatdrérték és a torloddsi pont fogalmdhoz. Megfigyelhetjiik azt is, hogy mindkét esetben
hasonléan gondolkodtunk: egy értéket valasztva beldttuk, hogy az nem megoldésa a feladatnak.
Az ilyen gondolatmenetet indirekt bizonyitdsnak nevezziik.

A 0

c) Leolvashatjuk az abrarél, hogy




Vegyes feladatok — megoldasok

0 o) 4.32-1=24 b) 4 )6

€Im 3-3-3.3=81

0D o) 3-4.2=24 b)3.-4.2.3=72

54 5 9

0D o) 2-2=4 py 2.2 3 2
%) ) 95" 16" 20

(D a) 3-3-5=45 b) 8-7-6-5-4.3.2.1=40320
) 20-19-...-3-2-1=243-10'8 d) 14-13-...-3-2.1~8,72- 1010
0)3-2:1=6

a) {10; 12; 15; 20; 30; 60}
b) A Venn-diagram az dbrdn lathat6. (c)
c) lgaz, igaz. 6&

a) {a}, {b}, {c}, {d}, {a;b}, {a;c}, {a;d}, {b;c}, {b;d}, {c;d}, {a;b;c}, {a;b;d}, {a;c,d},
{b;c;d}, &

b) {a; b}, {a;b;c}, {a;b; d}

€T a) A\B=1{0;2;4;8;10; 14}, B\A={3;9; 15; 18},
AUB={0;2;3;4;6;8;9;10; 12; 14; 15; 18}, An B = {6; 12}
b) A= {-1;1;3;5,7,9}, B= {-1;0;1;2;4;5;7,;8; 10},
ANB={-1;1;5;7}, A\B={-1;1;3;5;6;7;9}
a) A Venn-diagram az dbrén lathato.
b) B\A={1;10}, C\B=1{2;3;6; 8},
ANC={2;7;8}, CuB={1;2;3;6;7;8;9; 10}
c) B\AuC)={1},An(BuCu {11})={1; 3; 6; 10},
ANB)UANC)UBNC)={1;3;4;5;6}

i) AUC\B={6;é; 1)}
|[AUB|=82=56+93—-|ANBI, innen |A N B|=67.

ik} Jelolje G a gitdros szdmok halmazdt, D a dobosokat.
|GuDI=IGl+ID|I-IGNDI=13+10-8=15.
A Vizilovaknak 15 sajat szamuk van.

Kétféle megoldast is adunk.
I. Jelolje H a szuperhdsoket, J a jarmiveket, M a mesehdsoket tartalmazo képregények halmazit.
|[HOJuM|=30=|H|+J|+IMI-|HANJI-IHAMI-|JAMI+|HAJM|=
=14+9+20-3-5-|HAM|+1,

innen |H N M|= 6. Mivel a hirmas metszet 1, ezért az egyiitt gyalog jaré6 mese- és
szuperhdsoket felvonultatd képregények szdma 5.

........................ .20



II. Venn-diagrammal:
Davidnak 30 képregénye van, igy
14+2+4+15-x=30,
amibdl x = 5.

iil5) a) Az intervallumok 4brazolasa:

L &e=——O
b) \K=]-1;1[, JnK=]2;3], KuL=]0;3] o
c) Igen, J és L. Igen, L 1. Jo—e

| OO

21012345

a) A megoldédsok: x> -3 és x <2. Abréazolasuk:
b) InJ=]-3;2] e
c) INJ=]2; 09 43241012 3
d) J\I = ]-o0; —3]




9.2. ALGEBRA ES SZAMELMELET

Betiik hasznalata a matematikaban — megoldasok

[l a) 5Sn+4, neN; b) 8n+5 nelN; ¢) 100n, n e Z\{0};
d) 100n+ 17, n € IN; e)l,neZ,n¢O; f) 4n , ne”.
3n dn+3

fEI1 a) A 9-cel oszthat6 pozitiv egész szamokat.
b) Azokat a pozitiv egész szdmokat, melyek 8-cal osztva 5-6t adnak maradékul.
c) A 23-ra végzddd legalabb haromjegy pozitiv egész szamokat.
d) A2-nél a-val kisebb egész szamokat (az 6sszes egész szamot).
e) A négyzetszamokndl 1-gyel nagyobb természetes szdmokat.
f) A 3-mal osztva 2 maradékot ad6 természetes szaimok 10-ed részét.

(5 a) —4,2xy; —4xz; —2.8xyz; 3.6xyz; 3.8xyz.  b) —Tab%, —6ab; —6ab; —4.4a%b; —4,24.

4 3869
() a) -3; b) 70; c) —-2; d) 8; e) 3 f) 300
(5 a) x#0; b) x#-2; c)a;t—%; d) x#0, x#1;
e)x;ti,x?&—l; f)ai—z,a;ﬁé; g) y#3, y#-3, y#2, y#-2.
5 3 2 8

Az oldalak: 2x—2, 2x, 2x + 2. Akeriilet: 6x, xe N, x> 1.
a) Mivel a =3n + 2, attdl fiiggden, hogy n 4-gyel osztva milyen maradékot ad, a 12-es maradék
lehet 2, 5, 8 vagy 11.

Mivel b =4k + 3, attdl fiiggden, hogy k 3-mal osztva milyen maradékot ad, a 12-es maradék
lehet 3, 7 vagy 11.

b) Az el6z6 esetek alapjan, mivel a maradékok sszeadddnak, a lehetséges maradékok: 0-t61
11-ig minden egész szam.

Hatvanyozas, a szamok normalalakja — megoldasok

@D a) 26< 28 b) 2165212, c) 30< 3 d) 25 < 216,
e) 23_33<33,24; f) 321>320; g) 215,515>212_515; h) 4100_10100>1010Q
G5B a) 2; b) 12; c) 4 d) 9; e) 1; f) 18.
(05 a) a*'; b) x36; c) x'; d) b; e) x%0; f) a*- b3
8
6.53. ¢
g) a®-b>; h) 7
1 1 27 25
@b ) —; b) ——; 8; d) 49; = —;
Y8 DY ) ) ¢ 125 TS
4 2 4
g) 9 ) 5 ) 9 J)



fFT1) Akitevsk:

a) -2, -4, -5, -8, -10, 30; b) -2, -3, -4, -5, -11, 40.
10
(0 a) a3 b) x'%; c) 1. d) a®- b3, e) > f) e
8a b1z
d2! 218 .34
a30.p3; h) —; i .
g) ) 5 ) >
1 1 1 1 1 1
(B a) —>—: b) —>—: c < :
) 216 729 ) 2127 216 4 1010.1010 " 210.10l0
7P 7 7 o g
d) E>§’ €)§<§, f) 3%=3%
8
—<1,6.
g8) 7
(7 a) 61 kg=6,1- 104 g=6,1- 10-2t¢; b) 3,77- 1014 g=377- 108 +¢.
(7 a) 3,33-10712; b) 8,1-10"" m.

3
B 4%=28, 8%=2% ezért (44)'=8%
() A szorzat dtalakithato: 22007.125345.25200 = 22007, 51035. 5400 — 101435.2572 A szorzat tehdt
1435 darab 0-ra végzddik.
b4 a) Igaz. Egész és tortszdmok esetén is teljesiil.
b) Hamis. A negativ szdmoknak a pdratlan kitevds hatvdnyai negativak.
¢) Igaz. A paros kitevGs hatvanyok pozitivak.
d) Hamis. Lehetnek tortek is.
e) Hamis. Az 1-nek minden hatvanya 1.

[FD A tomeg: %-20- 10° g = 6,67-103 kg = 6,67 t.

a) 35 =243, b) 3* = 81-szeresére novekszik.
) o) 1,56- 107 m. b) 1,04-10° = 1040 000-szerese.

P2} Csak a 2 és 3 hatvanyai johetnek szdba.
Ha a kihtizott szamok a
20=1, 21=1, 22=4, 23=8, 24=16, 2°=32, 20=64

koziil keriilnek ki, akkor 7—26 =21 eset lehetséges.

Ha a kihdzott szamok a
30=1, 31'=3, 32=9, 33=27, 34=8l,
akkor 1 eset fordulhat €lg.

Tehat 0sszesen 21 + 1 =22 esetben lehetnek a kihdzott szimok ugyanazon szam egész kitevGs hat-
vanyai.



Egész kifejezések, nevezetes szorzatok, a szorzatta alakitas
maodszerei — megoldasok

(FED) a) —6a%+a-3; b) b3 +3b%2-3;
d) a*—6a +6; e) 1;
g) —3x3 + 8x2 - 14x + 4; h) 8x+38;
j) 16x2-21x—4; k) x+5;

BE) a) -3b+3=1; b) —a-3=-1;

d) -3b—-15a—-6=22;
(D a) a® + 14a + 49;
d) 9y* + 12xy + 4x?;
g) x* + 6x%z + 9%
L4 501 1,
— X2+ xy+—y5
Dty ey
I) 22 +4x? +y? + dzx + 27y + 4xy;
m) 9x2 + 4y? + 22 + 12xy — 6xz — 4yz;
4 1
n) 16x%+—-y? +—-z72
) 25 "9 s
() a) (a+4)7°=(-a-4)%
c) (c+ 72 =(-c-7)%

e) (d2=10)= (10 - a?)%

g) (x3 + 3y5)2= (—x3 - 3y5)2;

2 2
(2,1 2,1
Zox2e—y| === x2——y].
) (3 4yJ ( 37Ty yj
(ED a) a® +9a* + 27a + 27,

c) 27¢0 + 108c¢c* + 144¢2 + 64;

e) 0,125x% + 1,5x% + 6x2y2 + 8y3;

(F3 a) 9a*>-25; b) 64x? - 49;
e) 25¢% -9y f) 25a° -1,
4
i) 49¢10 — 100x°; ) — - x4 -
) 7 19

(D a) 64 -2a + 14,
d) 2x% + 50;
2) 20¢ +78;

i) —2x%—4x3 - 6x2-23;

16 8 4
__.xy__.xz+_.

1
9

y.

e) 9b + 14a =-22;

b) 64— 16b + b?;

e) 16x% —24xy + 9y?;
h) 4x° — 12x3y2 + 9y4;

k) E.XZ_E
36

6

b) 8x%—26x + 36;
¢) ~Tb% = 32b + 48;
h) x3 = 8y3 — 6x2y + 12xy2 — 24x2 + 12y2 — 12xy;

¢) =3cd*=3c%+5d + 3;
f) a? - 8a-23;

i) —6a%—Ta+T7;

1) 12x%—30x — 26.

c) -2a+1=5;

f) a+6b=2.

c) 49 — 14b + b%;

£) 100a? - 60ab + 9b2;
i) 64a°— 80a3b? + 25b*;

49

X+ =V

9

yz.

b) (b-5?%=(5-b)%

d) (x—20) = (20 — x)2:
7) (445 = (cxt=3)

1) (0,5x = 6y3) = (6y3 - 0,5x)";

b) 8b3—12b%+6b—1;
d) 64d° —96d°%x? + 48d°3x* — 8x°;
32 o

8§ 4 16 \

—-x _—-x — — . .
Py 15 25 125 7
c) 16b2 —4x%, d) 36a%—25b%;
g) 9d* — 64; h) 4y2—81x4;

c) 12x% +64x+9;
f) —9x% +24x - 31;

19
J) Z-yz—x2—2xy-



a) a’-1; b) b3 +125; c) 27x3 + 64.

(ED a) (x—1)2-4; b) (a+2)*+2; c) (a+3)2-8;
d) (x—4)?*+4; e) (a—5)*-23; f) (x+6)>+ 14,
g) (x+7)2-18; h) 2-(x—4)2-6; i) —(x+3)3+12;
j) —(x—6)% + 37; k) 3-(x+2)2-10; ) =5-(x+2)%+13.
(FD a) a-(B3a?-2a+1); b) 2x-(3x2-5x+1); c) 4b- (b3 +2b%+7b-1);
d) 5x-(7x% + 3x + 4); e) 3a%-(2a%-3a+1); f) 4x3-(x2 - 6x + 3);
g) 5a2b-(ab —3b% +2); h) 17ab*- (a2b + ab* - 2); i) 8a2b3-(2a* + 3b - 5a°b).
(7 a) (a+3)-(b-2); b) Qa+b)-(x+ 1),
c) (a+5)-2x+y); d) (a-2x)-(b+4);
e) (x+2)-(3a-Db), f) 4x—1)-(a—2b)=2b—-a)- (1 —4x);
g) Ba+4b)-(2x+5); h) (a—4x%)-(1-5b)=(4x2-a)-(5b-1);
i) Ba?—4b3)-(3-2x%) =4b3-3a?)-(2x%-3).
() a) (4x—-5)-(4x +5); b) (7Ta + 10b)-(7a - 10b);
¢) (8b + 3x)-(8b — 3x); d) (6x2 = 11y3)-(6x2 + 11y3);
e) (x=10)*=(10-x)* f) 6a-7)*=(7-6a)%
2
g) (%-x+5) ; h) (4x2=1)-@x2+ D=Q2x-1)-Qx+1)-(4x2+1);
i) (4+9x2) - (4-9x2) = (4 +9x2)- (2 + 3x)- (2 - 3x);
J) (2a2 + 763 k) 6-(x+ 1)
) 4x-(x—3)% m) 3x%- (x + 2)%;

n) Sx2-(x2 —4)%;
0) 1+x% - 1-=x)=0+x5-A+x3)-A-x)=A+x0)- T +x})-1-x)- 1 +x+x>)=
=(1+x2)- 1 =x>+xH- T +x)-(1-x+x2)-(1-x)- (1 +x+x?);

p) (x+5)- (x+3); Q) (x=4)-(x +3);
r) 4x2+3)-(2—4)=4x2+3)-(x—=2)- (x +2);

s) 2x+ 1)3; t) (3a - b)3;

u) 2x +3y)3; v) (a=3)-(a*+3a+9);

w) (x +4)- (x2 - 4x + 16); x) (3a + 5b)-(9a® - 15ab + 25b?).

a) (10000 —2)- (10000 + 2) = 100000 000 — 4 =99 999 996;
(526 +74)- (526 —74) _ 600 - 452 ~0.6:
(726 +274) - (726 — 274) 1000 - 452
c) Legyen a = 54320:
5432154325 -54323-54320 =(a+1)-(a+5)—(a+3)-a _ 3a+5 _1
54323-54322 - 543212 (a+3)-(@a+2)-(a+1)? 3a+5

b)

Az (a + b)? = a2 + 2ab + b? kifejezésbsl
a>+b%=(a+b)*>—2ab=232-2-(-7) =543.



Egy polinomban az egyiitthaték sszegét megkapjuk, ha a véltozo6 helyére 1-et helyettesitiink.

2007 L. [
) kifejezés x =1 esetén:

(_1)2007 =_1.
Tehat a keresett polinomban az egyiitthatok osszege —1.

Az (x2—3x+1

Legyenek a téglalap oldalai a és b. Tudjuk, hogy
2-(a+b)=174,
a+b=37,
masrészt
2-a>+2-b*=1642,
a’+b?=821.
Az (a + b)* = a* + 2ab + b? kifejezésbdl
2ab = (a + b)*> — (a® + b?) = 37> — 821 = 548,
Tehit a téglalap teriilete 274 cm?.
Végezziik el a kovetkez$ dtalakitdsokat:
ad-b3=(a-b)-(a*+ab+b?) =
=(a—-b)-[(a—b)*+2ab + ab] = (a - b)-[(a—b)* + 3ab].

Behelyettesitve:
a’-b>=2-(22+3-7)=50.

Miiveletek algebrai tortekkel — megoldasok

943 X 4
—; b) —; -3 d) 2a;
@m o) m )2 c) » ) 2a
4 2 2x+3 1-2x
—<-as 2y; ; h ;
¢) =5 )2y ¢ is 1+ 2x
L 3x+5 2y +1 x—4 2x -4
i) ; J) 2% k) ; l) .
4x 4x +3 xX+6 x+2
2
| o 22 b 20, e 2 d) a2
10xy 8ax X
b-2 3b+1 1 a-1
e) ————; ; ; h
Va3 = ¥ v '
4x2 +15 3-18y a+7 1
(1149 2] ; b ; ; d) —;
) 10x ) 4y? a-(a+1) )3
21-12x 5a-14 1 8
e) ————; f) ————; g ——; h) —————;
10-(2x—1) 12-(3a+5) 6 (x+2)-(x-2)
) L y2—10y-27 4x2 +22x -5 2_4y-7
i) 1 DEEES W i e
3-(y+5) (2x =5)-(2x +5) (y+1)



EH) o) A tort értelmezve van, ha 4ab? + 4abc #0, azaz 4ab-(b+¢)#0, a#0, b#0, b+ c #0.
A szamlaléban két négyzet kiilonbsége all, tehdt szorzattd alakithato:

(@+b*2=c?+a*>-b2+cH)-(@®+b%2-c?2-a’+b%*-c?

4ab - (b +c)
_2a2-2-(b2—c2)_a-(b—c)
dab - (b +c) b

b) A tortek nevezdi nem lehetnek egyenlSk 0-val: a® —b% #0, illetve (a + b)> #0, azaz a + b #0.
Mindhdrom feltétel teljesiil, ha |a| # | b].

A szamlalokat és a nevezdket is alakitsuk szorzattd, majd egyszer(sitsiink:
ab -(a-Db) +a2-(a+b)_a2—2ab_ ab + a? _a2—2ab_3ab
(a-b)-(a+b) (a+b)? a+b a+b a+b a+b a+b

c) A tortek nevezdi nem lehetnek egyenlSk 0-val:

a’—ab? #0,
a-(a>-b% =0, al+ab+0, bZ+ab#0,
a-(a-b)-(a+b)#0; a+b#0; a-(a+b)#0; b-(a+b)=0.
Minden feltétel teljesiil, ha a =0, b =0, |al #|b].
A zérdjeleken beliil hozzunk k6z6s nevezdre:

b? + a-(a->b) | (@a-b)-b 3 a? _
a-(a-b)-(a+b) a-(a-b)-(a+b)| |ab-(a+b) ab-(a+b) B
b2+a?—ab ‘ab-(a+b) -1 b= b

a-(a-b)-(a+Db) ab-a’>-b> a-b b-a

ki) a) Alakitsuk at az egyenl6ség bal oldaldn all6 kifejezéseket. K6zos nevezdre hozds utdn egyszerd-
sitslink, majd djra hozzunk k6z6s nevezdre:

6ab—a2—9b2. a—6b +i‘a—3ab—6b_
3b a’—6ab +9b%  3b a
_—_1‘(a_6b)+a—3ab—6b_—a+6b+a—3ab—6b_—3ab__
3b 3b 3b 3b

b) A modszer ugyanaz, az elsd nevezd szorzattd alakitasa:
ad-a*—a+1=a*>(@-1)-(a-1)=@-1)-@-1)=(@-1%(a+1).

Ezt beirva egyszer(sithetiink az elsd zdrdjelben:
4a® -1 .(l—a)2_ 4a> -1 _(2a-1)-(2a+1)
(a-1)2%-(a+1) a a-(a+1) a-(a+1l)

D

A masodik zardjelben legyen a k6zos nevezd a-(a—1)-(a + 1), ekkor

4a-(a+1)-2-(a-1)-8a _ 4a’>-6a+2
a-(a-1)-(a+1) Ta-(@a-D-(a+1)

2



A szamlalét alakitsuk szorzatta:
4a>—6a+2=4a%>-4a-2a+2=4a-(a-1)-2-(a-1)=
=(a-1)-4a-2)=2-(a-1)-2a-1).
Ezt (2)-be beirva egyszerdsithetiink:

2-(a-1)-Qa-1) 2-Qa-1)
a-(@a-1-(a+1) a-(a+1l)’

(1) és (3) alapjan az eredeti kifejezés:
(2a-1)-(2a+1) a-(a+l) 2a+l

a-(a+1) 2-Qa-1) 2
Alakitsuk 4t a bal oldalt:

2
0 ab : ab S I 2_2 _
a-b a-b 2b? a

az—ab—ab. a-b _a_2.2a—b
a-b ab—ab+b? 2b? a

Egyszertsitések utan:
a’-2ab B 2a?% — ab _ —3ab __3_a
b2 2b2 2b2 2b°

A feltétel szerint: —;—Z =—-6, amibdl a = 4b kovetkezik.

Behelyettesitve a kiszdmitando tortbe:
3a—-2b _10b _ ’
a+tb 5b

Oszthatosag, szamrendszerek — megoldasok

(EEE a) 4-re végzddik. b) 2-re végzédik. ¢) 1-re vagy 6-ra végzédik.
fFE} a) Ha n oszthat6 4-gyel. b) Nincs ilyen n.
¢) Ha n =4k + 2 alaku természetes szam.
(5 a) x=y=0. b) x=1;4;17. ¢) Hay=0,x=0;3;6;9.Ha y=8, x=1;4;7.

d)Hay=0,x=7.Hay=5,x=2.
(EE) 18a—-6b=14a+2-(2a - 3b).
8a—-3b=2-(a+b)+ (6a->5D).

fFE) a) Az utols6 jegyek sszege: 6 + 4 = 10. b) A hatvanyok 6sszege 5-re végzddik.
¢) Mindegyik hatvanyalap oszthaté 3-mal.

() a) p=2.

b) Csak pdros lehetne p, de a 21 nem prim, tehdt nincs ilyen primszdm.



m p:2, q=5, r=23; Vagyp=2, q= 11, r=17.
(3 360=23-32.5; 3750 =2-3-5% A 360-nak 24, a 3750-nek 20 osztja van.
@ra 12.

() a) 22-5-7 = 140; b) 2%-32.52=3600; c) 2%-3% =324,
d) 2°-72 =3136; e) 32.5.7=315; f) 2°-5%2.17=13600;
g) 243211 = 1584; h) 22-33-53.7-13 = 1228 500.
2 2 13
(1164 7] = b) = c) T76a
(3 1;3;7;9; 11; 13; 17; 19.
(11 [a; bl =a-b.
(T3 a=5;10;15; 45; 30; 90.
(1) a) 115; b) 581; c) 742; d) 95285.
(T @) 11110100100,; b) 30311s; c) 13020¢.

THD 1001,=9 < 102;=11 < 235=13 < 22, =16 < 101, =17 < 314 = 19.
10010110, = 4104

Y B
=Y B
~N~
N =

Az 0sszeadds helyesen: 31245 +102325 = 134115.

-
jry
~
(]

Mivel 21600 = 25-33.52 és a négyzetszamok primtényezds felbontasaban minden kitevd paros,
ezért a megfelelS osztd: 2-3 =6.

Igy a hdnyados valéban négyzetszam:
24.32.52=(22-3-5)> =602,

Z) A 40-re végz6dd szdm oszthaté 10-zel. Ha egy szdm négyzete lenne, az a szdm is oszthatd lenne
10-zel. De akkor a négyzete 100-zal is oszthat6 lenne, ami nem teljestil.

Legyen a lépcsSk szdama n. Ezaszdma 2, 3, 4, 5, 6 tobbszoroseinél 1-gyel kisebb. A fenti szamok
legkisebb kozos tobbszorose 60, tehat 60| n+1, azaz n + 1 = 60k, ahol k € N*, masrészt 7 | n.
A legkisebb ilyen tulajdonsagu szamot keresstik.

Legyen k=1, ekkor n =59, de a 7 nem osztéja az 59-nek.
Ha k=2, akkor n=119=17-7.
Tehat a legkisebb megfelel§ szam a 119.

i3 Amikor Tibor n éves, édesanyja 28 + n éves. n | 28 +n, ezért n | 28. Tehat Tibor €letkora akkor
lesz osztdja az édesanyjéénak, ha 6 1, 2, 4, 7, 14, 28 éves lesz.

(i¥éd a) Hamis. Ha egyik szam osztdja a masiknak, akkor a legnagyobb kozos 0szt6 a kisebb szam.
b) Igaz. A legkisebb kozos tobbszords legaldbb akkora, mint a nagyobb szam.
c) Hamis. A legnagyobb kozos oszt6 csak a k6zos osztdéknak tobbszorose.
d) Igaz. Mivel a legnagyobb kozos 0szté mindkét szadmnak osztdja, ezért a tobbszoroseiknek is.
e) Igaz. Ha a két szamnak nincs k6z0s primtényezdje, akkor a legkisebb kzos tobbszoros a szorzatuk.
f) Hamis. Példdul 11 + 2 =13.
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e A négyzetszamok primtényezds felbontdsdban minden kitevé péros, a harmadik hatvanyban a kite-

1181

1182

v&k oszthatdk 3-mal.
Mivel 2-5=10, 2-3 =6, a keresett legkisebb szdm csak a 2, 3 és 5 primtényezdket tartalmazza.

A szam primtényezGs felbontdsaban a 2 kitevGje pdratlan, és 3-mal osztva 2-t ad maradékul, a leg-
kisebb ilyen szdm az 5.

A 3 kitevGje péros, és 3-mal osztva 2-t ad maradékul. A legkisebb ilyen szam a 2.
Az 5 kitevGje pdratlan, és 3-mal oszthatd. A legkisebb ilyen szdm a 3.
Tehdt a keresett szdm:
23.32.53=36000.
Ennek a szdmnak (5+1)-(2+1)-(3 +1) =72 osztéja van.

Az 6sszeget rendezziik négyes csoportokba:
T+ +DB+T+ .. +7"=
=(T+7+P+TH+7 T+ TP+ +TH+ . +T 4 T+72+ 7P +7H =
=(T+7*+P+7H- 1 +7T*+ 78+ ...+ 749,
Mivel
7+ 7>+ 73+ 74 =7+ 49 + 343 + 2401 = 2800,

ezért az 6sszeg utolsé két szamjegye 0.

Szamoljuk 0ssze a szdmok o0sztoit:
1040 =240.540 teh4t 41-41 = 1681 osztdja van,
2030 = 260530 teh4t 61-31 = 1891 osztéja van.

Mindkét szamnal figyelembe vettiik a kdzos osztokat, ezeket el kell venniink. A legnagyobb kozos
oszté 240530 amelynek 41-31 = 1271 osztéja van. Tehat

1681 + 1891 — 1271 = 2301
olyan pozitiv egész szam van, amely osztdja a fenti szdmok valamelyikének.

Képezziik a kovetkez§ 1-es szamjegyekbdl allé szamokat:
Ai=1; Ay=11; Ay=111; ...; Ay = 111...111 (2001 jegy).
Ha van kozottiik olyan szdm, amely tobbszorose a 2001-nek, akkor az allitast belattuk.
Ha nincs megfelel§ szdm, akkor van kozottiik két olyan (pl. A; és Aj), amelynek 2001-gyel
osztva a maradéka megegyezik. Képezziik A; és A; kiilonbségét, ha i > j:
A;—A;=111...111000...000 (i —j darab 1-es szamjegy).
Ez a kiilonbség a megfeleld szamjegyekbdl all, és oszthaté 2001-gyel.

A 7, 8 és 9 legkisebb kozos tobbszordse 7-8-9 = 504. Ha a keresett 3 jegy( szdm x, akkor
504|523 000 + x.
Osszuk el maradékosan 523 000-t 504-gyel:
523000 =504 -1037 + 352.
Tehat
x=504-352=152 vagy x=2-504—-352=0656,
a kovetkez6 megfelel§ szdm mar 4 jegyd.

A megoldas:
523152 és 523656.



Az 6sszeadandok 3 jegyliek, az dsszeg pedig 4 jegy(, tehat C = 1.
I. Ha az utolsé tagok 0sszeaddsdndl A + 1 <5, akkor B=A+1 (s D=A+2).

—Ha (D=) A+22>5, akkor A =3 vagy A =4, az utébbi ellentmond az elsé feltételiinknek.
Ha A =3, akkor B=4, D=0 és E = 3, ami nem lehet, mert kiilonb6z4 betik kiilonbdzd
szamokat jelolnek.

—HaD=A+2<5, akkor A =2 vagy A =0, az utébbi esetben B =1 = C, ami nem megfeleld.
Ha A=2, akkor B=3, D=4 ¢és E=0.

II. Ha az utols6 tagok Osszeaddsandl A + 1 =5, akkor A=4, B=0, D=2, de E=4, és ez
ellentmondas.

Tehat az 6sszeadds helyesen:
2315+ 3125 = 10435.

Vegyes feladatok — megoldasok

(N A=5<B=6.

1185 I 2a+3 b) 6x —1 Lo 4 d) 4
(a+1)-(a+3) Bx-1)-Gx+1)’ x+5 '

@D o — b X2, e) 4=t Q) =2
a->b 5 a+b x+y

a) 210240; b) 2—160; C) 271500; d) 2896'

a) 11110, =30 = 10105 < 1115 = 31 = 133,;

-2 2 2 -1 -3
b2 =212 (2] o[2] 2 2c005<[ A 2B 305<[2] =2 23375,
7) T257 25 (26) |2) T4 13) "4 3) T8

(T 96=23-3.

a) 2°-3-5=480; b) 25-3-5=480;

c) 25-3-5%=2400; d) 25-3-3:2=576 =242

e) 2-3-2-32=1728=123; f) 54=2-33,[54;96] = 332> = 864.
(D a) Igaz. b) Igaz. c) Hamis, x-y=5. d) 1gaz.

e) Hamis.

(FER) A feladat az 1800 és 6000 legnagyobb kozos osztdjanak megkeresése:
1800 =2%-32-52 és 6000 =2%-3-53,
(1800; 6000) = 23-3 - 52 = 600.
(II7) A fiird8szoba oldalai a 60 cm tdbbszorosei.
Az 54000 lehetséges osztdpdrjai koziil csak a 60-900 és a 180-300 felel meg.
Az els6 nem lehet egy fiirdGszoba mérete, tehat a fiirdGszoba oldalai 1,8 m és 3 m.

(T a) A 7300 m? teriiletd futballpdlyan koriilbeliil 8,76 103 fdszal ng.
b) Burépa teriiletére 1,47 -10° futballpdlya férne el.
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A derékszogii koordinata-rendszer, ponthalmazok — megoldasok

B0 D =12; f(O)=6; f(1)=2; f2)=0; f(3)=0; f(4)=2.
1195 Y

fED==24; f(0)=-6; f(1)=0; f(2)=0; f(3)=0; f(4)=6.
) y

y>x

c) " y
~

Linearis fiiggvenyek — megoldasok

(1198 | " b) y ¢) y
y=2x-1 \ /y=3x—6
1
1/2 3
1 1

_1{i X 1 X
/ y=-2x+3 Lg

f) y

d) " e)
/y=4x—2 y==5x+7 1
1 y=§-x+2
1 X /
—2

~ <
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8) y h) y i)
5 5 e
y=%~x—1 °
1 1 1
]) y k) y l) y
\ 2 T~ y=-leger
y=—7'X+4 1 3
45\ Y=o (x—4)+1 \\\
2
1 1
L / X 1 X
1 X /
m) y
y=2-(x+2)-3-(x+1)
N
\ X
(I8 a) x—>x—4; b) x> —x+2; c) x> 2x-3;
d) x—4x—4; e) x> -3x+5; f)xl—)%-x—l;
2 . 5
g) x—3; h)xl—>—§~x+4; 1)x|—>—§-x+2.
(700 a) P és R illeszkedik f(x)-re, Q nem. b) P és Q illeszkedik g(x)-re, R nem.

¢) R illeszkedik h(x)-re, P és Q nem.
(1) Az f(x) = ax + b egyenletbe helyettesitve a két pont koordindtait, a kovetkezd egyenletrendszert

kapjuk: 3=a-3+b
O=a-2+ b}'
Az egyenletrendszer megoldasa:
3-3a=-2a = a=3 é b=-6.
A keresett hozzdrendelési szabdly: x — 3x — 6, a meredekség: a = 3.
Az x tengelyt (x; 0) pontban metszi, azaz
0=3x-6 = x=2.
Az y tengelyt (0; y) pontban metszi, azaz
y=3-0-6 = y=-6.
A keresett metszéspontok tehat: (2; 0) és (0; —6).



(B Helyettesitsiik be az adott fiiggvényértékeket:
f)=2=a-(-)+b = b=2+a }

f(2)=3=a-2+b = b=3-2a

Egyenletként megoldva:

2+a=3-2a = a=l és b=—.
3 3
p .. p . 1 7
Tehat az f fiiggvény képlettel megadva: f(x) = 3 X+ 3
EFE) A két aut6 2.4 éraval az induldsuk utén taldlkozik. o
400
100
1 2,4 4 6 ido
(h)
€ A két jarmi A-t6] 120 km-re taldlkozik, induldsuk utén 2,4 6ra mdlva. "
(km)
300
100 P(2,4; 120)§
1 6 i
(h)

Az abszolutérték-fiiggvény — megoldasok

m a) y b) y C) y
5 5 5
y=|x|+1 3
1 ) 1 y=lx=3|
-2\/ X 1|1 X B 3 X
y=Ix|-2
-5 51 -5
d) / e) . /) .
5 5
y=lx+4| g 1<=—|x|+1 ]
-4 i X Z1 | A X N X
y=—y
-5 -5 w5







(R a) x— |xl-1; b) x— —|xI-1; c) x—=|x=2l; d) x—|x+3l;

e) x> |x+4[-2; f)xl—>|x—3|—3; g)x|—>—|x+2|+4; h) x—= —|lx—4]+2.
(P11 Mivel y
Ii=] * ha x=0, \
-x, ha x<0, )
1
ezért ~——
==l _[-1 ha x>0, A PP .
§W= x | 1, ha x<O. -2

fFIL) A fiiggvény grafikonja az abran lthatd.

-5 -3

(FAl) Ha x =0, akkor az egyenlGség igaz.

2 2
Ha x>0, akkor |x|=x, igy (x-|-2|x|J + (x—2|x|J =x2+0=x2 tehdt az egyenlGség igaz.

2 2
Ha x<0, |x|=-x, igy (x * |x|] + (x —2|x|] =0+ x2=x2 tehdt az egyenlGség igaz.

2

1211 o)} g b)
[xI=0

c)

d)
[x[+lyl=2

AN
>




[x+yl+ly-xl<4

A masodfoku fiiggvény — megoldasok

(28 a) Ertékkészlete: [2; oof.
Zérushelye: nincs.
Menete: |—eo; 0]-ban szigortian monoton csokken;
[0; eo[-ban szigordian monoton ng.

SzE€lséértéke: minimuma van, helye: x =0, értéke y = 2.
Paritdsa: paros fliggvény.

b) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik.

c) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik.

d) Ertékkészlete: |—oo; 4].
Z&rushelyei: x=-2 és x=2.
Menete: ]—oo; O] -ban szigortian monoton nd;
[0; oo[-ban szigortian monoton csékken.

Sz€lsGértéke: maximuma van, helye: x = 0, értéke y = 4.
Paritdsa: paros fiiggvény.

Y
5
y=x2+2
4] X
y=(x+2)2
5
) Ly 1 X
y
y=(x-3p
5
L T X
y
y=—x2+4
;
PR ;
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e) Jellemzése a d) feladathoz hasonldan torténik. y
4] 2 X
-4
y==(r-2y
f) Jellemzése a d) feladathoz hasonldan torténik. "
1 X
-5
y=—(x+ 3)2
g) Ertékkészlete: [—4; oof. y
Zérushelyei: x =—1 és x=3.
Menete: |—oo; 1]-ban szigordan monoton csdkken;
[1; o[ -ban szigorian monoton ng. 3 i 3
SzEIs6értéke: minimuma van, helye: x = 1, értéke y = —4.
Paritdsa: nem paros és nem pdratlan fiiggvény. 4
y=(x- 1)2 -4
h) Ertékkészlete: |—oo; 1]. ,
Zérushelyei: x =-3 és x=—1.
Menete: |—eo; —2]-ban szigortian monoton né; 5 ] X
[-2; oo[ -ban szigortian monoton csokken. \
SzElséértéke: maximuma van, helye: x = -2, értéke y=1. Ny =—(x+2f +1
Paritdsa: nem paros és nem pdratlan fiiggvény.
i) Jellemzése a g) feladathoz hasonldan torténik. "
5
1
Eil 4 X
y=2-(x—4)-2
-4
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j) Jellemzése a g) feladathoz hasonldan torténik.

) 4 X
y=%~(x+2)2+1
-4

k) Jellemzése a g) feladathoz hasonldan torténik.

3
1\2

y=x2—4x+3

[) Jellemzése a g) feladathoz hasonldan torténik.

4 1 X
y=x2+2x-3
-4

(0 a) Ertékkészlete: [—4; 5].

y
Zgérushelyei: x =-2 és x =2. °
Menete: [—3; 0]-ban szigortian monoton csokken;
[0; 3]-ban szigordian monoton nd. 1
SzElsGértékei: minimumanak helye: x = 0, értéke: y = —4; = bt i
maximumai: x; =-3 helyen értéke: y; =5; y=x2-4
X, =3 helyen értéke: y, =5. -
Paritdsa: péros fiiggvény.
b) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik. ”
1
9 }\ X
-3
y=2x—x2
-8




c) Ertékkészlete: [0; 12].
Zérushelye: x=0.

Menete: [-2; 0]-ban szigordan monoton csokken;
[0; 2]-ban szigordan monoton nd.
SzEIséértékei: minimuménak helye: x =0, értéke: y =0;
maximumanak helye: x = -2, értéke: y = 12.
Paritdsa: nem pdros és nem pdratlan fiiggvény.

d) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik.

e) Ertékkészlete: [0; 7].

1 1+/3
Zérushelyei: x; = 1—— és xy = ——.
y 1 NG 2 )
Menete:

1 - ..
-I;1-— [—ban szigordan monoton csokken;

NG

; 1| -ban szigortian monoton nd;

-ban szigortian monoton csokken;

[1+3

5 ; 2| -ban szigorian monoton ng.

Sz€ls6értékel: minimumai: x; =1-—

V2
_1+43
2

helyen értéke: y, = 0;

Xy helyen értéke y, = 0;

maximumadnak helye: x = -1, értéke y = 7.
Parit4sa: nem paros és nem pdratlan fliggvény.

y=l4x-x2|
4
B 2 X
vt y=12.x1-9
3
2
1
SR T 12 3X

|2x2 =3x +1x 1|




(1215 Jo))
d)

8)
&0 <)

d)

a)
d)

ezért

xl—)x-|x|:{

Ertékkészlete: [—4;4].
Zgérushelye: x = 0.

_x’

x>0,
x<0,

ha x=0,

x2,
2 ha x<0.

Menete: [-2; 2]-ban szigordian monoton nd.

P
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-2

SzElsGértékei: minimumadnak helye: x = -2, értéke: y =—4;
maximumdnak helye: x = 2, értéke: y = 4.

Paritdsa: paratlan fliggvény.

x> x2-1;
x> —(x+2)%
x—2-(x+1)2-5;
y
4
B 34
y=x-1x-3|
-10
y
s /
4
x=1
=27 3
e U
-2 -1 12
il
Lz

x=3 és x=4;

x € R\{0;4};

b) x> —x2+5;
e) x— (x+1)2-2;

h) x+—>%~(x+2)2—4;

b) P

!

c) x> (x—4)%
f) x> —(x=5)2+3;

i) xH—%'(x—3)2+2.

9

2 1

-3

<
1l

b) 2<x<T,

x2=2-|x+1-1

-9

123 X

y=x-IxI-4x-5

\

c) —4<x<-1vagy 1 <x<4;

e) —-1<x<1 vagy xS—% vagy xZ%.



(2] a) AzegyenlStlenség: (x —3)-(x +2) > 0.
Legyen f(x) =x—-3 és g(x) =x+ 2. Az f(x)
zérushelye x = 3, a g(x) zérushelye pedig
x =-2 helyen van. Mindkét fiiggvény szigo-
rian monoton nd.

A keresett megoldds: x < -2 vagy x > 3.

x=-4)-(x+1)
2-x-x-1
Legyen f(x)=x—4 és gx)=x+ 1. Az f(x)
zérushelye x =4, a g(x) zérushelye pedig
x =—1 helyen van. Mindkét fiiggvény szigo-
rian monoton nd.

Legyen h(x)=2-xés i(x)=x—1. A h(x)
zérushelye x =2, az i(x) zérushelye pedig
x=1 helyen van. h(x) szigorian monoton
csokken, i(x) szigorian monoton nd.

b) Az

<0 egyenl6tlenségnek akkor van értelme, ha x # 1 és x # 2.

A keresett megoldds: x <1 vagy 1 <x<2 vagy x=4.

Az f fiiggvény pdros, igy grafikonja szimmetrikus az y tengelyre.

Ha x >0, akkor
f(x)=x2—x+2=(x—0,5)2+z

)

f(x) 20 minden -3 <x <3 esetén teljesiil.

f:  © ) ®
gx: © @ ®
f-gk): @ e ®
mel o | o | o | e
we: e I e | @ | @
w0 he W
F / 1 2] V4i
e, © | e | e | e
iW:e: e @ @ ®
hanyados: © @ e @ 1)
y
8
1 y=x=lxl+2
-5 -1 1 5 X

€7D Ha f(x) = ax? + bx + ¢ alak, akkor a feltételekbdl c=1, a+b+c =0, 9a + 3b + ¢ = 10. Innen

a=2,b=-3, c=1, tehat f(x) =2x2-3x + 1.

€23 Alabda 10 masodperc miilva esik le, és 5 mdsod-
perc milva jut a legmagasabbra, 25 méterre.

(8 Az abra jeloléseit felhaszndlva:

48=a+a+b = b=48-2a.

A Kert teriilete:

T=a-b=a- (48 —2a) = 48a — 2a>.
Ennek keressiik a maximumat. Teljes négyzetté alakitds utan kapjuk:

—2-(a—12)>+288.

magassag
(m)
25

20

10 idd
(mésodperc)

kert | Thet = MX?




1226

1227

Ez akkor maximalis, ha csak 288 az értéke, tehat ha a = 12, amibdl b = 24. Ekkor:

Toax = 12-24 =288 m?.
Tehét ahhoz, hogy a kert maximalis teriiletd legyen, a téglalap oldalainak a = 12 m és b =24 m-nek
kell lennie.

a) Jeloljiik az egyik részt x-szel. Ekkor az x- (40 — x) szorzat maximumat keressiik. Alakitsunk
teljes négyzetté:
x- (40 — x) = —x2 + 40x = —(x — 20)2 + 400.
Ez akkor maximalis, ha csak 400-zal egyenld, azaz x = 20. Ekkor a két rész egyenld.

b) Jeloljiik a szamot y-nal, az egyik részt x-szel, ahol y > x és x, y > 0. Ekkor az x- (y — x) szorzat
maximumdt keressiik. Alakitsunk teljes négyzetté:
22
—_ 42 — Yy,
X (Y—X)=—x+x-y=—|x—=|+—.
O0-x 2 y ( 2} 2

Ez akkor maximalis, ha a kifejezés értéke y:’ vagyis ha x = % Ezzel belattuk a fenti allitast.

Mivel a masodfoku fiiggvénynek maximuma van, p < 0. Ekkor a masodfoku fiiggvény képe egy
lefelé nyil6 parabola, és a csticspontja, ahol a fiiggvénynek maximuma van, a kdvetkezd helyen van:
_p2-405_9

2p 4
Ebbél 2p2 +9p — 81 =0, tehdt p, = 4.5, vagy p, =—9. Csak az utébbi johet szdmitdsba, ekkor
a fiiggvény: 9
f(x)=-9x2 +40,5x — 12, f[Zj =33,5625.

Mivel

flx)= 2x% = 3x3 = 5x2 + 6x - 10,
ezért
) f(=x) =2x*+3x3 = 5x2 - 6x - 10.
Igy

g(x)=2x*-5x2-10 és h(x)=-3x>+6x.

A fiiggvény grafikonja az dbrdn l4thatd.
A fiiggvény paros, mert f(—x) = f(x) az értelmezési tartomany y=x*-10x2+9
minden elemére. f(x) = 0 akkor és csak akkor, ha |x| =1 és | x| =3.
Mivel f(x) = (x2 - 5)2—16 > —16, f(x)-nek az |x|=+/5-nél van
minimuma, itt f(~/5) = f(—/5) = -16.

Maximuma: f(0)=9. PER X

Az f(x)-et értelmezd kifejezést alakitsuk teljes négyzetté:

fx) = (x*—4)2-25.
Mivel egy szdm négyzete mindig nemnegativ, f(x) = -25 és itt
az egyenlség csak akkor igaz, ha x2 -4 =0, és igy x? = 4-bél
x =2, mivel a feladat feltétele szerint x > 0. Az f fiiggvény a legkisebb
értékét tehat a 2 helyen veszi fel, és itt az értéke —25.
Alegnagyobb értékét a 3 helyen éri el az f, és f(3) =0. -16+




A négyzetgyokfiiggvény — megoldasok

(1) a) Ertékkészlete: [-3;—1].
Zérushelye: nincs.
Menete: [0; 4]-ban szigordan monoton ng.
Sz€lsGértékei: minimumanak helye: x =0, értéke: y =-3;
maximumdnak helye: x =4, értéke: y =-1.

b) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik.

¢) Ertékkészlete: [0;2].
Zérushelye: x = 2.
Menete: [-2; 2]-ban szigortian monoton csokken.
SzEIséértékei: minimuménak helye: x =2, értéke: y = 0;
maximumadnak helye: x = -2, értéke: y = 2.

d) Jellemzése az a) feladathoz hasonldan torténik.

e) Jellemzése az a) feladathoz hasonléan torténik.

f) Ertékkészlete: [3; 4].
Zg€rushelye: nincs.
Menete: [-2; 3]-ban szigortian monoton csékken.
SzElsGértékei: minimumadnak helye: x =3, értéke: y = 3;
maximumdnak helye: x = -2, értéke: y =4.

-1

-3




FUGGVENYEK

g) Ertékkészlete: [0; 1].
Zérushelyei: x; =—1 és x, = 1.

. T y=+1-Ixl
Menete: [—1; O] -ban szigortian monoton nd; / \
[0; 1]-ban szigordan monoton csékken. BORS 1 2 X

SzélsGértékei: minimumai: x; =—1 helyen értéke: y; =0; -
X, =1 helyen értéke: y, = 0;
maximumdnak helye: x =0, értéke: y = 1.
Paritdsa: paros fiiggvény.
h) Az eredeti hozzdrendelési szabdly 4talakithat6: x —|x? — 1.

Ertékkészlete: [0; 3]. y /(x2+1)2—4x2

Zérushelyei: x; =—1 és x, = 1. 8

Menete: [-2; —1]-ban szigordan monoton csokken;
[-1; 0]-ban szigordan monoton ng;

[0; 1]—ban szigordian monoton csokken; -3 -2 - 12 3«
[1; 2]-ban szigortian monoton nd.
Szélséértékei: minimumai: x; =—1 helyen értéke: y; =0; x, = 1 helyen értéke: y, =0;
maximumai: x; =—2 helyen értéke: y; = 3; x, =2 helyen értéke: y, = 3;
helyi maximuma van az x = 0 helyen, értéke y = 1.
Paritdsa: paros fiiggvény.

(70 a) x=2; b) x=4; c) x=3;
d) x=3; e) x=28.
@EED A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya dtalakithato:
y=x2+4x+4 —Jx2-8x + 16 =
= Jx+272 = Jx —4)? =lx+2|-|x -4l
Ertékkészlete: [~6; 6]. ‘
Zgrushelye: x=1. I
Menete: [—3; —2]-ban konstans;
[-2; 4]-ban szigordan monoton n&; [
[4; 5]-ban konstans.

7z

SzélsGértékei: [-3; —2]-ban minimuma, értéke: y = —6;
[4; 5]-ban maximuma, értéke: y = 6.

5 X

!
o

I
o
o~

y=+X2+4x+4|- [x? ~8x +16
@EED A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya dtalakithato:

y=\/ﬁ+w/(x—2)2=|x|+|x—2|. \4
A legkisebb érték a 2, amit a [0; 2]-ban vesz fel. N/

Alegnagyobb érték a 4, amit a —1 és a 3 helyen vesz fel. y N+ fix-2p




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

€FFR) a) x+ 120, azaz x> -1;
b) x—x220, azaz 0<x < 1;
c) 24+x—x220, azaz -1 <x<2;
d) —x20, azaz x<0, és 2+ x>0, azaz x > -2, tehat -2 <x <0.

€ED Pitagorasz tétele alapjan az OPQ hiaromszogbdl x* + y* = 1, innen
(figyelembe véve, hogy y = 0):

y=+1-x2

A fiiggvény grafikonja tehat egy 0 kozéppontu 1 sugard félkor, ahol
a félkor pontjai az y > 0 félsikban vannak.

EEED A feltételt frjuk 4t igy:
y<AI—x2+2.

Az 1234. feladat megolddsa alapjan —1 <x <1, és igy a keresett
pontok halmaza az abrén lathatd.

EEE Az adott feltételt igy irhatjuk 4t ekvivalens atalakitdssal:

1
+—>|x—1l,
Ty

1
>lx—1-=.
Y 2

A megfelelS pontok halmaza az dbrén lathatd.

Abrézoljuk egy koordinita-rendszerben a kovetkez fiiggvényeket:
xH—=>/10-2x, x<5 (1)
x> x-1, x<5 (2

Vegyiik észre, hogy mivel a bal oldal csak nemnegativ lehet, ezért
a jobb oldal is! Igy sziikséges még megjegyezni, hogy x— 1 >0,
azaz x = 1. Mivel az (1) csokken, a (2) nd, legfeljebb egy gyok van.
Az &brardl leolvashat6 €s konnyen ellendrizhetS, hogy x = 3 j6 gyok.




A kovetkezd fiiggvényeket dbrazoljuk:

X V2x+ 1, xZ—l;
2
1
x—x-1, x=>2——.
2
A bal oldal csak nemnegativ lehet, ezért a jobb oldal is: x > 1. 2/

A fiiggvények tulajdonsagai miatt csak x =4 jé gyok.
Az aldbbi fiiggvényeket dbrazoljuk:
x>+5-x2, x2<5;
x—=x+1.

A bal oldal csak nemnegativ lehet, ezért a jobb oldal is: x > —1.
A fiiggvények tulajdonsdgai miatt csak x =1 az egyetlen j6 gyok.

Linearis tortfiiggvények — megoldasok

(720 a) A [-2; 1[-ban és az |1; 3]-ban is csokken, nincs sem legnagyobb, y
sem legkisebb értéke.

Zé&rushelye nincs.

2

b) A [-3;-2[-ban és a |-2; 1]-ban is ng, nincs sem legkisebb, sem L
legnagyobb értéke. :
Zérushelye nincs.

3 24 _t— 2 3 X

X+2
c) A [-1;2[-ban és a |2; 5]-ban is csokken, nincs sem legkisebb, y
sem legnagyobb értéke.
Zg€rushelye: x = E 2
2T S \ """""""""
1 :
b 1 '2 3 4 5 X
y=x%+2




d) A [-6;—-3[-ban és a | -3; 0]-ban is csokken, nincs sem legkisebb,
sem legnagyobb értéke.

Zg€rushelye: x = —1741.

e) A [-2; 1[-ban és az ]1; 4]-ban is csokken, nincs sem legkisebb,
sem legnagyobb értéke.

Zg€rushelye: x = %

f) A [=3; 1[-ban és az | 1; 2]-ban is nG, nincs sem legkisebb, sem
legnagyobb értéke.
Zérushelye nincs.

g) A [-1;2[-ban és a |2; 5]-ban is nG, nincs sem legkisebb, sem
legnagyobb értéke.

Zérushelye: x = 4.

h) A [-2; 1[-ban né, az |1; 2]-ban csokken, legnagyobb értéke
nincs, legkisebb értéke —2-nél van, és ez %

Zg€rushelye nincs.

v |
iy_ 1
T 1—x
3 2 1 12 3 X
y :
3 2
oy=—x1
3 Y=k
2 :
o— '
,,,,,,,,, 1 S N SO N SN S
2 1 1 2 3/ 4 5 X

3 -2 1 12 3 X




(725 a) A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya atalakithato:

:2)6—1:2+ 1 .
x—-1 x—1

y

A [-1; 1[-ban és az |1; 3]-ban csokken, nincs legnagyobb
és legkisebb értéke sem.

Zérushelye: x = %

b) A fiiggvény 4talakithat6:

5
2+——, ha x2>0,
2'|X|—1= x—-3

x=3 1, 73, ha x<0.

X —

A [-1; 0]-ban né, a [0; 3[-ban és a ]3; 4]-ban csokken, nincs
legnagyobb és legkisebb értéke.
1

Zérushelyei: x; = %, X, = —5

c) Afiiggvény hozzarendelési szabdlya atalakithatd:

y 1
x=2 1 3
= = 1+ . 3
Y x-3 X - 3‘
A [0; 2]-ban és a ]3; 5]-ban csokken, a [2; 3[-ban n&, legkisebb
értéke 0, ezt a 2 helyen veszi fel, legnagyobb értéke nincs. 1
Zérushelye: x = 2. = — 3 — ¥
d) A fiiggvény hozzdrendelési szabdlya atalakithato: y
_ x2 = Tx+12 _ 1
x%—8x+16 x—4
. _X2-Tx+12
A [2; 4[-ban és a |4; 6]-ban csokken, nincs legnagyobb és leg- “x2-8x+16
kisebb értéke. 1 Y W (-
< C = =l
Zg€rushelye: x =3. 5 1 2 s\ 45 6 X
.9
(727 a) x>3 és —§<x<—2; b) x;=-5, x,=5;
c) 2<x<6; d) x>-1.
1 1
@B f(fW)= —F—=1-—, x#0,x 2L (@) =x x#0, x# 1.
1- X
1-x



(21 Alakitsuk 4t igy a fiiggvényt értelmezd kifejezést: y

fm=2+2 1<x<6.
4 x

Az x> % és x> 4 fiiggvények grafikonja segitségével konnyen
X

vazolhatjuk f grafikonjat.
Lathat6, hogy %+ 4 >2, mert 4x > 0-val szorozva és rendezve ezt kapjuk: x2—8x + 16 >0,
X

azaz (x —4)? >0, ami igaz és a 1épések megfordithatok.

@28 Abrizoljuk az alabbi fiiggvényeket: C Y
T e J |
x+1 x+1 :
L1
XX 7 e
A grafikon alapjan vildgos, hogy x > —1 esetén igaz az egyenl&t- N 1 x-1
lenség. Y=

(1246 J2)) b)

- . 1
Két p érték j6: p=0 ésp=—7-

EEZ1) Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

x2
2
y

Y

2
X
z==+=, ekkor zZ= +y—2+2.
y x X

Ezzel a kifejezés igy irhat6 le:
4-(2-2)—12z+17=4z2-12z+9=(2z-3)2>0.
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0 Az f(x) =x2—16s agx)=1+

atalakitdsokkal konnyd
x -_—

a megfelel§ grafikonokat abrazolni:

a) f(x)=gkx), ha x=-1,0,2;

b) f(x)<g(x), ha -1 <x<0, vagy 1 <x<?2;

c) f(x)>g(x), ha x<-1, vagy O <x< 1, vagy x>2.

) Az egyenletet igy is irhatjuk:

= y
2- (2= + 2xy - 1)2=0. y ==
Mivel (x2 — y2)2 >0 és (2xy — 1)? > 0, az egyenldség csak tgy
teljesiilhet, ha 1 y= zi
X
x?=y% (1) 1 X
1
Xy =—. 2
V=5 2)
Abrézoljuk a sikon azokat a P(x;y) pontokat, amelyeknek y=x
koordinatdi kielégitik (1)-et és (2)-t.
A megoldésok: 1 1
MENE és#ﬁ=y2=—]§-
€3 Adjuk ssze a két egyenletet:
x2+y249-2xy—6x+6y=0,
(x-y=3)*=0,
y=x-3.
Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve kapjuk: x* = 18, azaz
x=%3-J2 és y=+3-42-3.
Az egészrész-, a tortrész- és az eldjelfiiggvény — megoldasok
m a) y b) y C) y
[2x]
4 . 4 [x=1]+1 4
3 (o) 3 ° 3
21 oo 2 —o 2 y=sgn(x —2)
11 &0 1 —o0 1 Oo————e
—3—2—101123X —3—2—101123)( -2 -10 1 2 3 4 5 6X
O 1 -2 *—0 -2 -2
o -3 —o0 -3 -3
{2} -4 -4 -4




d) y
4
3
2
1 y={x}-1
~3/-2/-1 2 /3 X
=2
-3
-4
g) y
X +[=x]
. 6 .
O0—0 5
4
3
e 2 ]
ok o—o
-3 -2 10 2 3 X
—] O==—O=——0

1
1253 a)nSx<n+5, neZz;

c)n+5Sx<n+l,haneZ;

(1254 ) y
K]+
-3 -2 - 1 2 3 X
OO OO e e O O—0

h)

b)

- N W s <

sgn(x2+2x)

4 P 5 q
I

b) xeR;

d) xeR.

—[-x+0,5]

Vegyes feladatok — megoldasok

9

y=-x+2]+2 *°
—0 1

N oW Ao o <

=1 *=—0
) e
-3
i
4
3
2 sgn|[-x]+2|
0_1—0 O=—g
3 -2 10 1 2 3 «x
-
y J
X+ {x
2 /
1
£ P 12 3 X

'

i

() a) A fiiggvény a [-3; 3]-ban nd; a —3 helyen minimuma van, minimum értéke —4; a 3 helyen
maximuma van, maximum értéke 2; zérushelye: x = —1.

b) A fiiggvény a [—3; O] -ban csokken, a [O; 3]—ban nd; a —3 helyen maximuma van, maximum

értéke 3; a 0 helyen minimuma van, minimum értéke 0; zérushelye: x = 0.

c) A fiiggvény a [-3; 1]-ban n6, az [ 1; 3]-ban csokken; a —3 helyen minimuma van, minimum
értéke —2; az 1 helyen maximuma van, maximum értéke 2; zérushelyei: x; =0 és x, =2.



d) A fiiggvény a [-3; 2] és [1; 3]-ban csokken, a [-2; 1]-ban né; minimuma van a —2
és 3 helyeken, a minimum értéke 0; maximuma van az 1 helyen, maximum értéke 2; zérus-
helyei: x; =-2 és x, =3.

e) A fiiggvény a [—3; 1] és [1; 3]-ban n6, a [-1; 1]-ban csokken; az 1 helyen minimuma van,
minimum értéke —2; a —1 helyen maximuma van, maximum értéke 4; zérushelyei: x; =-2
éS X2 = 0

f) Afiiggvény a [-3; 1] és [0; 1]-ban n&, a [—1; 0] és [1; 3]-ban csokken; a —3 és 3 helyeken
minimuma van, minimum értéke —1; a —1 helyen maximuma van, maximum értéke 3; zérus-
helyei: x; =-2, x, =0 és x3=2.

g) Afiiggvény a [-3;-2] és [0; 2]-ban ng, a [-2; 0] és [2; 3]-ban csokken; a O helyen minimuma
van, minimum értéke —1; a 2 helyen maximuma van, maximum értéke 2; zérushelyei: x; = -3,
X2:—1, szl és X4:3.

h) Afiggvény a [-3; 2], [-1; 1] és [2; 3]-ban csokken, a [-2; —1] és [1; 2]-ban n&; az 1 és 3
helyeken minimuma van, minimum értéke —1; a —3 és —1 helyeken maximuma van, maximum
értéke 1; zérushelyei: x; =-2, x, =0 és x3=2.

(3 a) Az f fiiggvény grafikonja az dbran l4thato:

—|x+5/+3, ha x<-2,

f: [_9; 2] 2R f0= { Vx+2, ha x=>-2. :

b) A g fiiggvény grafikonja az dbran lathato:

Y
2-4—x), ha x>1, ’
gR—-R, glx) = ) 6
(x+1)-, ha x<l1.
4
/ gm)
1
4321 | 123 ?\ X
-5
) a) f: x> — "
X 5
Nincs a koordinata-tengelyekre illeszkedd pontja. ()
i 5
-5 1 X
-5
b) g:x—5 y
Nincs az x tengelyre illeszkedd pontja. (Mert konstans fliggvény, 5 9
és parhuzamos az x tengellyel.)
Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; 5). 1
-5 1 5 X




c) h: x+— —4x
A koordindta-tengelyeket a (0; 0) pontban metszi.
és y tengelyekre illeszkedd pontja: (0; 0).

Igy az x

2x -6

dixH—— = xi—)z-x—2
3 3

Az x tengelyre illeszkedd pontja: (3; 0).
Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; —2).

e)j:xH2—§-x = xl—)—g-x+2

Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; 2).
Az x tengelyre illeszkedd pontjdt szamoldssal hatdrozhatjuk meg.
Az y =0 helyen x értéke:

y=—§-x+2 = 0=—§-x+2 = x=§.
3 3 5

Az x tengelyre illeszked§ pontja: (g 0).
f) k:x!—>%-|x—2|

Az x tengelyre illeszked§ pontja: (2; 0).
Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; 1).

g)lx—>JV3-x = x—J-x-3) x<3

Az x tengelyre illeszked§ pontja: (3; 0).

Az y tengelyre illeszkedd pontjét szamoldssal hatdrozhatjuk meg.

Az x =0 helyen a fiiggvényérték:
y=43-x = y:\/g.
Az y tengelyre illeszkedd pontja: (0; \/§)

B

La

<

4




) a) fi(x);
d) f3(x);
g) [r(0), f4(x);

j) m =0, mert konstans;

b) f5(x);

e) f4(x);

h) f5(x)-nek, (-3; —1) pont;
k) fi(1) =3;

(5L} Az adott intervallumon dbrazolva a fiiggvényeket:

a) a(x) minimumanak helye: x =6,

értéke: y=-2;

maximumanak helye: x =-3, értéke: y = 1.

a(x)>0: xe [-3;0[-on.

b) b(x)-nek nincs szélsGértéke.
b(x) > 0: nincs megoldas.

¢) c(x) minimumadnak helye: x =2,

maximumanak helye:
c(x)>0: x e [-3; 6]\{2}).

d) d(x) minimumanak helye:
maximumanak helye:

d(x) > 0: nincs megoldas.

e) e(x) minimumadnak helye:

maximumanak helye: x = 6,

e(x)>0: x e |-3; 6]-on.

x =-3, értéke:

x=06,
x=-1, értéke: y=0.

x =-3, értéke:

értéke: y
y

értéke: y=-7;

y
értéke: y

(P10 A fiiggvény grafikonja az abran ldthato.

f:[0;6] >R, flx)=

x2—6x, ha x<3,
1, ha x=3,
X, ha x>3

a) Afiiggvény zérushelye: x = 0.

b) A fiiggvény negativ, vagyis f(x) <0 a ]0; 3[-on.

c) A fiiggvény né a |3; 6]-on.

és x=1 és x=3;

(3] Az 4brarél leolvashatok az értékek:
fx)=-3 x=-2 és x=2;
Jfx)==-2 x=-3 és x=-1
fx)=-1 x=0;
fx)=0 x=-5 é x=5;
fx)=1 x=—-6 és x=06;
A fliggvény paros.

c) f,(0);
f) fax);
i) x =15 helyen;
[) igaz.
o
10
8
cx)
4
e(x)
;
-3 ai) 6 X
bx) .
)
Lo

-5

=9

y=|IxI-2|-3




(F77 Bontsuk fel az f(x) = |x—2|—[3 — x| fiiggvényiinket két fiiggvényre:

— > xX-2
lx—2|= x—-2, ha x>2, 4e2) ~ M
—(x-2), ha x<2; - ° -(3-%)
3-X S
13— x|= 3—x, ha x<3, ‘ ‘ ‘ °
~(3-x), ha x>3. o 1 2 3
Az abrazolt intervallumok segitségével f dtalakithato:
37
-1, ha x<2, ]
fx)=12x-5, ha 2<x<3, 1 12,_(")
1, ha x=3. A Y I /4 X
Ezutan a kérdések konnyen megvélaszolhatok.
a) f@ =1, f(2)=-1, f(0)=-1.
b) Az 1 értéket a [3; oo[-ban veszi fel. s
c) Csak a 2x — 5 =0 egyenletet kell megoldanunk: x = 5
ED o) y b) , c) y
7
=lx-2|
y=-2x+7 Tt y=+x2-6x+9
y=x
1 1 1
1 1 3 X 1 4 X
y=§'x
x=3; [3: ee];
d) y

12

e

x1=1, X2:2,X3:5;
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& o b) pE—— ) y
y=5x
y=-2-1x|+3 ! Y
= 1 X -1 12 X
=
y—E-x+1
2<x<3, azaz ]2;3[; -1<x<1, azaz [—1;1]; -1 <x<2, azaz [—1;2];
d)

Y =x2-6x+7

2<x<3és4<x<5,
azaz |2;3[ U ]4;5][.
(7 Jelsljiik x-szel a bontds utan keletkezd egyik részt, ahol x € Z*. Igy az x2 + (30 — x)? kifejezés
minimumat keressiik. Végezziik el a négyzetre emelést, és alakitsuk 4t a kifejezést:
x2+ (30 — x)? = x% + 900 — 60x + x2 = 2x% — 60x + 900 = 2 - (x — 15)* + 450.
Ez akkor minimadlis, ha x = 15. Tehat a 30-at két egyenls részre kell osztani.
€ A Két fiiggvény hozzdrendelési szabdlya:

fx)=x+1 és g(x)=—%-x+4.

A hiaromszog magassagit a C pont koordindtdinak segitségével kapjuk meg. C a két fiiggvény
metszéspontja:

x+1:—%-x+4 = x=2.

Mivel f(2) =2+ 1 =3, ezért C koordindja (2; 3), amibdl a haromszdg magassdga 3 egység.
A hdromszog alapjdhoz meg kell hatdroznunk az f(x) és a g(x) zérushelyét:
fx)=0, 0=x+1 = x=-1,

gx)=0, 0=—%-x+4 = x=8.

A hdromszog alapja tehat 1 + 8 egység hosszu.

A hdromszog teriilete:
T—a.m—j—2—7—l35eg ség
2 g T TR

x+x2=(x+0,5)%-025>-0,25 x=-0,5.



€I Az OAB hiaromszog teriiletére felirhato:

OA-OB (Q2+a)-(1+b)
Toasn= 5 - > .

Mivel QAPA ~ RPBA, ezért:

QA RP a 2 2
==— = —-== = a=-.
PO RB 1 b b

Visszahelyettesitve a teriiletre kapott kifejezésbe:
1 2 1 2 1 1
T, =— 24— (A+Db)==-124+2b+—+2|=1+b+—+1=2+Db+—.
0’““2( b)( )2( bj b b
Ekkor keressiik a 2+ b + l minimumat, ahol b > 0. Mivel b + % >2, ennek legkisebb értéke 2.

fgya 2+b +% akkor minimadlis, ha b =1 és a = 2. Ekkor a teriilet:

OA-OB 4.2
TOABA=T=T=4'

A és B koordinétdja: A(4; 0) és B(0; 2), a megfelelS egyenes egyenlete: y = —% S X+ 2.
ED - D=x% fx+D=f((x+2)-1)=(x+2)% xeR.

fiX) = ———, xeR.
V1 + nx?

a) fx)=x-12-3-(x=1)+2=x2-5x+6;

b =24 1+l
X X

[rod)(ref-2 o
c) flx+—|=x+—1|-2, f(x)=x=-2.
X

X
a) flo=2"2, xeR; b) £-1(x) = Jx, x>0;
&) £ =~ x20; d) F =%, xe s
1+x
e) ) =—1-x2 xe0;1]; ) Fiw=N1-x2 xelo;1].
a) A fiiggvénynek legnagyobb értéke nincs, legkisebb értéke 2, ezt az [1; 3] intervallumban

veszi fel.
b) Abrazoljuk a fiiggvényt:

-
o1
225 5 1 oscast = x
x=2 x-2 2

X =

A fiiggvény n6. Minimuma a O helyen 2,5, maximuma pedig :
az 1 helyen van, értéke 3.
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FUGGVENYEK

¢) Abrizoljuk a fiiggvényt:

y
IR T P T
x+2 x+2 2
1
A fiiggvény nd, minimuma a —1 helyen 0, maximuma pedig N A ey
a 2 helyen van, értéke 0,75. |
el
-1 1 2 X

Gyoktelenitsiik a szdmlalot és egyszerdsitsiik:
2x

——<I.
1++/1—4x2

Ha 1 < x <0, akkor a bal oldal negativ, tehat az egyenlGtlenség igaz.

Ha O<x < %, a szamlalo a bal oldalon nem nagyobb 1-nél, a nevezd nagyobb vagy egyenld,
mint 1, igy az egyenlGtlenség igaz.

. . 1 .
Mir igazoltuk, hogy mivel x%> 0, x # 0, (xz + —2) > 2, és csak akkor igaz az egyenldség, ha
x?=1, azaz x =1, vagy x=—1. Innen x

12
(x2+—%J+124+1=5,
X

és csak x =1, vagy x =—1 esetén lesz igaz az egyenlGség.

Mivel y2>0, 1 +y?>1, igy <5, és az egyenl8ség csak akkor igaz, ha y = 0.

1+ y2 -
Tehét az egyenlet megolddsai az x =1,y =0, és az x =-1, y =0 szdmpdrok.

Abrézoljuk egy koordinata-rendszerben az alabbi fiiggvényeket:
X

x2-1] és x> |x|. y=Ix2-1

A fliggvények tulajdonsdgai alapjan lathatd, hogy az egyenletnek

4 gyoke van.
y=Ix|

1 1 X

a) Pitagorasz tétele alapjan a grafikon tetszéleges P(x;y) pont-
janak tdvolsaga a C(2; 0) ponttdl:

PC=J(x-22+y? =y +4+x2—4x =2,

mert y >0 és x%—4x = —y2.
b) Az a) feladat eredménye szerint az
x> Jx-(d—x)=vdx—x2, 0<x<4

fliggvény grafikonja az y >0, felsg félsikba esd 2 sugard (2; 0) kozépponti félkor. Ennek

az x tengelytdl legtavolabb 1évé6 pontja a (2; 2) pont. Az x tengelyen a félkor két végpontja
van: (0; 0) és (4; 0). Tehat a fliggvény legnagyobb értéke 2, legkisebb értéke 0.



EVFOLYAM

321 | 123 4\\){

-5

megoldds: x =2;

megoldés: x = 2;

d) e)

y=x2-ax\|” / | d

! ! ! ! ! y=m y=x+1

-5 -1\ 1 5/ X
1 5 X

-5
y=x-6
megolddsok: x; =2, x, =3; megolddsok: x; =0, x, =-2;
. 1
(elég az = x+1

egyenletet vizsgalni).

WP4f) Az dbran vonalazdssal jeloltiik azt a tartoményt, amelyben 1év§

pontok koordindtdira mindkét egyenldség teljesiil. (A hatdrvonal
nem tartozik hozza.)

B o) f(-x) =V1-x+x2 =1 + x+x2 =—f(x), teht f pératlan fiiggvény.
b) f(=x) = (1= x)% + (1 + x)? = f(x), tehat f paros fiiggvény.
¢) f(=x) = f(x), tehdt f pdros fiiggvény.
d) f se nem pdros, se nem paratlan.
e) f paratlan fliggvény.




FUGGVENYEK

A megadott fiiggvények grafikonja:

(l) y' b) yl/‘ C)

A megfelel§ inverz fiiggvények:

42
Fr = =T ix ¢l =

X

T+1-x2’

1++/1—x2

B (x) = ———,
X

xe[-1;0[; xe[-1;1]; xe Jo; 1.

Az inverz fiiggvények grafikonja:

a) }:1[ b) le c)

()

1

—
- 1 X
-1
\ g -‘ (X)r‘
)

=l 1 X
-1

Az f paros fiiggvény, mivel f(—x) = f(x). Elég megmutatni, hogy [0; +eo[ -ban korlatos a fiiggvény.

Ha x> 1, akkor x2 < x4 ezért )
1+
<.

1+x4™

Ha 0<x <1, akkor x2< 1, és mivel 1 +x*>1, igy

2
=t i<
1+ x4

f)=

Tehat f az egész szdmegyenesen korlatos.



9.4. HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK

Néhany alapveté geometriai fogalom (pont, egyenes, sik,
tavolsag, szdg) — megoldasok

a) Egy egyenes 4 kiilonbozd pontja 5 részre osztja az egyenest.
b) Egy egyenes 4 kiilonbdzs pontja 6 szakaszt hatdroz meg az egyenesen.

a) A sikon egy szabdlyos 0tszog csicsai 10 egyenest hatdaroznak meg.
b) A sikon egy szabdlyos hatszog csticsai 15 egyenest hatdroznak meg.

a) A sikot egy szabdlyos 6tszog oldalegyenesei 16 részre osztjak.
b) A sikot egy szabdlyos hatszog oldalegyenesei 19 részre osztjdk.

a) Parhuzamosak: AB és CD egyenesei.
b) Kitérék: AB és EG, AB és CG, CG és BD; DC és EG, valamint EG és BD egyenesei.

Két megoldds lehetséges: 1200 + 800 = 2000 m vagy 1200 — 800 =400 m.

a) Atavolsag: 7,5 cm. b) Atavolsag: 2,5 cm.
a+b a b a b
Atavolsag: —— ——=—. b) Atavolsag: ——— (a>b).
a) &5 575 ) & 55 (a>D)

A szakaszok: AP =18 cm és PB =12 cm.

A szakaszok: AP= a- és PB=a-—1 .

pP+q p+q
a) 19,4°% b) 42,55°% c) 92,755°.
a) 32°30°; b) 123°97; c) 9°25°12”.
A szogek nagysaga: 32° 52° 72° 92° 112°

A szog 40°.
A két szog: 120° és 60°.
A derékszogli haromszog minden hegyesszogéhez taldlhatunk merSleges szard szogpart.

A CBD¥ =24°

2 2

A merdlegesek az eredeti szogtartomany szogfelezdjével 106°25°30”, illetve 73°34°30” nagysagu
szdget zdrnak be.

A kismutaté 6ranként 30°-ot fordul pozitiv irdnyban, vagyis percenként 0,5°-ot. A nagymutatd
6ranként 360°-ot fordul pozitiv irdnyban, vagyis percenként 6°-ot. Az éramutatok

a) 40-6°-220-0,5°=130% b) 625-0,5°-25-6°=162,5°=162°30";

c) 372-0,5°-12-6°=114°

nagysagu szoget zarnak be.



HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK

Tegyiik fel, hogy x perc muilva a két mutat6 elforduldsa 12 6rdhoz képest egyenld. Az 1300. feladat

alapjan a (240 + x)- 0,5 = x- 6 egyenletet kell megoldanunk. Ebbdl:
x= @ =~21,82.
11

Tehat % perccel 4 utan fedik egymadst a mutatok.

EEIB A9 pont 3-6 +2 =20 egyenest hatdroz meg.
-7
EEIB) a) Metszéspontok szdma: 87 =28.

-4 .
b) Az 5 paronként nem parhuzamos egyenes egymadssal ST metszéspontot hoz létre, illetve

az 5 egyenes mindegyike minden parhuzamos egyenest metsz. fgy a metszéspontok szadma:

5;4+5-3=25.
2

c) Metszéspontok szdma: % +4-4=22.

d) Metszéspontok szdma: % +3-5=18.

€EID a) Pironként parhuzamosak az egyenesek.
b) Egy ponton haladnak 4t az egyenesek, vagy kett6 parhuzamos egyenes metsz egy harmadikat.
¢) A hdrom egyenes harom kiilonb6zd pontban metszi egymadst.

EEID Hét 6ra utdn el8szor x perc milva zérjon be a két mutaté ugyanakkora szdget a vizszintessel. Ekkor
a kismutatd vizszintessel bezart szoge 60° — x-0,5° a nagymutatd vizszintessel bezart szdge
pedig 90° — x- 6° A két szog egyenlGségébdl:

60-x-0,5=90-x-6 = x:%:S%zSAS.

Kati 7 6ra utdn 515—1 perccel indul az iskoldba.

€E[ Az dbrén l4that6 6 egyenes és metszéspontjaik
megfelelnek a feladat feltételeinek.

Legyen OA =a, OB =b, OC = c. Az egyenl$ség bal oldala:
2_ 2

a+b-(b—a)+b+c~(c—b)=c ;a

OM-AB+ON-BC =

Az egyenlség jobb oldala:

2 2

-a
2

A egyenlGség jobb és bal oldala egyenld, tehat az egyenlGség igaz.

c+a

OP-AC = (c-a)=S




EEID Tekintsiik az egyenest egy szdamegyenesnek, a szakaszok végpontjait a szimegyenesen egy-egy
valds szamnak. Az intervallumok bal végpontjainak megfeleld valds szamok koziil a legnagyobb
legyen a, jobb végpontjainak megfeleld valds szamok koziil a legkisebb pedig b. (Véges sok
intervallum van, tehat a és b 1étezik.) Mivel barmely két intervallumnak van k6z0s pontja,
teljesiil, hogy a <b. Ha a = b, akkor a kozos pont a, egyébként minden a és b kozotti pont
kozos pont.

Haromszogek oldalai, szogei — megoldasok

A helyesen kitoltott tablazat: - B v o B’ v
20° 40° 120° 160° 140° 60°
70° 80° 30° 110° 100° 150°
30° 60° 90° 150° 120° 90°

A haromszog hidnyzo szogei: 82°33° és 55°2°.
a) Derékszogl a haromszog. b) Hegyesszogl a hiromszog.
c) Tompaszogi a haromszog.

A haromszog szdgei lehetnek: 78°, 78° 24°; vagy 78°% 51°% 51°

Az ABE szabalyos haromszog EBA szoge 60°.
Ha az E pont a haromszogon beliil van, akkor az EBC egyenl§ szari haromszog B-nél 1évs szoge
90° - 60° =30° igy a

BECX = w =750

Ha az E pont a haromszogon kiviil van, akkor a BEC egyenld szdrd haromszog B-nél 1év§ szoge
90° + 60° = 150°, igy a

BECX = 180°-150° _ 15°
2
A BEC szog tehat lehet 75° vagy 15°
A D A D
E E
60° 60° | o
30°
B C B C

sz oz sz oz

a) Az AAC hiaromszog egyenls szdrd, igy az A-nél 1év6 belsd szog az A-ndl 1év6 kiilsS szog fele,
vagyis AACX =20° Ugyanigy BB’C< = 35°.
A haromszog szogei: 20° 35° és 125°



HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK

b) Az a) részben levezetettek alapjan az AAC

haromszogben az A-nél 1évS belss szog az ¢

A-ndl 16v6 kiilss szog fele, tehdt AACE = %
Ugyanigy BB’CS = g

A hdromszog szogei: ﬂ’ E, 180° — OH'ﬁ,
2 2 2

Az AM egyenese a BC oldalt D pontban metszi. Ismert, hogy c
egy haromszog kiilsé szoge mindig nagyobb, mint a nem D
mellette 1évS valamelyik belsd szog.

Az ADC hédromszog kiils6 szoge MDB<, tehat ACB< < MDBX.
Az MBD haromszog kiilsé szoge AMBY, tehat MDB< < AMB<. A
Osszevetve: ACBY < MDB% < AMBY, vagyis igaz a feladat 4llitdsa.

A hdromszog-egyenl6tlenség alapjan:
a) létezik ilyen haromszog; b) nem létezik ilyen hiromszog;
¢) nem létezik ilyen hdromszog.

A harmadik oldal 10 vagy 4 cm. Ha a harmadik oldal 4 cm lenne, akkor nem teljesiilne a hdromszog-
egyenlGtlenség. A harmadik oldal 10 cm. (Ilyen haromszog 1étezik.)

A haromszog-egyenlStlenségek alapjan a harmadik oldal nagyobb, mint 10 — 6 =4 cm, és kisebb,
mint 10 + 6 = 16 cm. A harmadik oldal tehdt lehet 5, 6, ..., 15 cm. Tehét 11 ilyen hdromszog van.

A feltétel szerint: 2a =a + a = b + c. A haromszog-egyenlStlenség nem teljesiil a 2a, b, és ¢
hosszisdgu szakaszokra, igy nem létezik ilyen haromszog.

A BP egyenese az AC oldalt egy belsé D pontban metszi. Az ABD A
haromszogben a haromszog-egyenlStlenség: D

AB +AD > BD =BP + PD.
A PDC haromszogben a hdromszog-egyenlStlenség:
PD +DC> PC. s
A két egyenlbtlenséget 6sszevetve kapjuk, hogy:

(AB+AD) + (PD+ DC) > (BP + PD) + PC.
Mivel
AD+DC=AC = AB+PD+AC>BP+PD + PC.

Innen mar adodik az allitas:
AB + AC > PB + PC.

EEF) Legyen az dbra szerinti ABC derékszogid harom-

sz0g A csucsdnal 1€vd szoge a, B cstcsandl
levé pedig B.

Az ADE haromszog egyenld szdru, tehat

DEAL = q.
A BCE hédromszog egyenlG szard, tehit
BECX = .



Mivel o+ =90° az E pontnal csak akkor lehet egyenes szog, ha CED< =90°. Tehat a CED
haromszog egyenl§ szard derékszogl haromszog, és CDEX = 45°.

A CDE szdg viszont EDA hdromszog kiilsé szoge, ami egyenld a nem mellette 1évS két belsd szog
Osszegével:

z. 2z

CDES<=2-00 = «a=22,5°
A haromszog hegyesszogei: 22,5° és 67,5°.

€A a) Az AOC egyenl§ szart haromszogben AOC szidg 180° % része:

AOCX = % -180°=108° és CAO%=ACO%= w =36°.

A DOC egyenl§ szard hdromszogben DOC szog 180° % része:

DOCx =é-180°=36° és DCO%<=0DC< =%=72".

A DMC hédromszdgben

DCM< =72°-36°=36° és DMCX=180°-72°-36°="72°

b) Az eldbbiek alapjan DMC hiromszog egyenld

szarud, mert szogei 72° 72° és 36° A harom-

szogben egyenld szogekkel szemben egyenld
oldalak vannak, tehat MC = DC = 10 cm.

Az OMC héromszdg is egyenld szdrd, mert
MOCX =MCOX = 36° ezért

OM=MC =10 cm.
Tehdt OM =10 cm.

P Nem. A hdromszog-egyenldtlenség alapjan az egyik e 4tléra teljesiilnie kell:
e<7+8=15 é e<11+9=20.
Tehat az egyik atlénak 15 cm-nél kisebbnek kell lennie. A mdsik f atléra szintén teljesiilnie kell, hogy
f<8+11=19 és f<9+7=16.
Tehat a masik atlénak 16 cm-nél kisebbnek kell lennie.

€3 Az dbran lithaté felosztds megfelel a feladat
feltételeinek.

€3 Az ABCD négyszdgben az 4tlok metszéspontja legyen M. Az ABM, illetve CDM héromszdgben
a hdromszodg-egyenlStlenségek:

AM + BM > AB, illetve CM + DM > CD.
Innen az allit4s kozvetlen adddik, hiszen AM + BM + CM + DM éppen az atlok osszege.
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Az ABD héromszdgben az A-ndl levd szog nem hegyesszog,
tehdt BD a haromszog legnagyobb oldala: BD > BA. Hasonléan

az AEC haromszog legnagyobb oldala CE, tehdt CE > AC. £
A két egyenl6tlenségbdl adddik: /’ c
BD + CE>BA+AC=(BE+FEA)+ (AD+DC) = B
=BE+ DC + (EA + AD).
Az AED hiromszogben a hdromszog-egyenl6tlenség: EA + AD > ED. Tehit

BD + CE > BE + DC + ED.

Az édbran lathatd ABC hdromszogben az oldalak a szokdsos
jeloléssel a, b és c.

Az APB, APC, illetve BPC haromszogekben a haromszog-
egyenlGtlenség:

PA+PB>c, PC+PB>a és PA+PC>b.
Ezekbdl kovetkezik, hogy:

2PA+2PB+2PC>a+b +c,
PA+PB+pPC> LT

A P pontnak a csucsoktdl vett tdvolsdgosszege a hdromszog félkertileténél nagyobb. Mivel P pont
a hdromszog egy belsd pontja, az 1320. feladat alapjan teljesiil, hogy

PA+PB<a+b, PC+PB<c+b és PA+PC<a+ec.

Ezekbdl kovetkezik, hogy:
2PA +2PB +2PC <2a+2b+2c,

PA+PB+PC<a+b+ec.

A P pontnak a cstcsoktol vett tdvolsdgosszege a haromszog keriileténél kisebb.

Pitagorasz-tétel — megoldasok

A megadott adatokbdl a kovetkezd tdblazatot

. Egyik befogo Masik befogd Atfogo
kapjuk (= ):
12 cm 5¢cm 13 cm
a) Lehetnek derékszogl haromszog oldalai. 65 o4 070
b) Lehetnek derékszogii haromszog oldalai. i i m
¢) Nem lehetnek derékszogli haromszog oldalai. V3-a a 2
d) Lehetnek derékszogi haromszog oldalai. b b V2-b

A Pitagorasz-tétel alapjan nem lehet, mert a két paratlan befog6 négyzetosszege paros, ami nem
lehet a pdratlan atfog6 négyzete.

A két ferde rid hossza egyiitt 2 -/150% + 1002 = 360,56 cm.
Az alaphoz tartoz6 magassig 6 cm.

Az ellenstily a tartéoszlop 1dbatol 41 méterre, a darugém vége a tartéoszlop labatdl 44 méterre van.



A monitor képatmérgje 177.

Az dbran a két fat jelolje CC’ és DD’ szakasz. A CDE derékszogi c

haromszogben DC szakasz hosszat kell kiszdmitani.
5m
DC=+52+102=5-/5=11,18, R 5
m
tehat a két fa csicsa megkozelitGleg 11,18 m tdvol van egymastol. o o
= ia
(o 10m D

a) Az OBC haromszog teriilete az ABC derékszogl haromszog teriiletének harmadrésze. Mivel
a két haromszog BC oldala k6zos, az OBC haromszog BC oldalhoz tartozé magassiga

az AC befog6 harmada, vagyis %: 6 cm.

Hasonléan az OAC haromszog teriilete az ABC derékszogii haromszog teriiletének harmad-
része, igy az OAC hdromszdg AC oldalhoz tartozé magassdga a BC befogé harmada, vagyis

15 =5cm.
3
Az O pontnak a befogoktdl vett tdvolsdga tehdt 6 s 5 cm.
b) Az el6zbek alapjan OC egy 6 és 5 cm oldali téglalap 4tléja. B
Pitagorasz tétele alapjan
0C =62+ 52 =/61 =781 cm. 150m| g om
¢ Tgem A

A haromszog teriilete egy b oldald szabélyos haromszog teriiletével egyenld:

2.,
r_b \/§'
4
A kiizd6tér legyen egy 8 m oldali ABCD négyzet. Tegyiik fel, 5 ¢

hogy a sportolé az AC 4tlé6 A-hoz kozelebbi P harmadolé-
pontjdban tartézkodik.

A P pontnak az A csticstdl vett tdvolsdga az atlé harmada: P

AP=%-8-\/§z3,77m. A B

A P pontnak a C cstcstdl vett tdvolsdga az 4tlé kétharmada:

CP=§-8-ﬁz7,54m.

A négyzet atléinak metszéspontja legyen O. Mivel a négyzet 4tl6i merSlegesen felezik egymast,

a DOP haromszog derékszogd, és a DO szakasz a négyzet atljanak a fele:

DO=4-2.
A PO szakasz a négyzet 4tl¢janak a hatoda:
ro=ls.i-%.13
6 3
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A DOP hiaromszogben felirva a Pitagorasz-tételt adodik, hogy
PD=+/PO?+ 0OD? = g /5 =5,96 m.
Hasonléan: PB =596 m.

A sportol6 a kiizd6tér négy sarkatdl 3,77, 5,96, 7,54 és 5,96 m tavolsagra van.

EEED) A CFB derékszogii haromszogben Pitagorasz-tétellel szdmithatd ¢
BC oldal: BC =50 cm.

A CFB haromszogben FE a CB oldalhoz tartoz6 magassag,
igy a haromszog teriiletét kétféleképpen felirva FE-re addédik:

50-FE _40-30

2 2 7
FE =24 cm.

'
A lF 30cm B

A CFE derékszogi haromszdgben Pitagorasz tételét felirva:

CE =+/40%-24%2 =32 cm.
A CEFD négyszog keriilete FE és CE szakaszok 0sszegének a kétszerese:
2:(24+32) =112 cm.
A CEFD négyszog teriilete az EFC derékszogli haromszog teriiletének kétszerese:

2-#:768 cm2

EEIM) Legyen az induldsi pont A, az érkezési pont B, a gdmb kizép-
pontja O.

A

N
a) A bolyg6 felszinén megtett 1t a f6kor keriiletének a negyed q
része: "q
sl A

22 % 314km.

b) Az alagit hossza az AOB egyenl§ szdrt derékszogl hdrom-
sz0g atfogdja. Mivel a haromszog befogdja 2 km, Pitagorasz-
tétel alapjan:

AB=2-42~2,82km.

Az alagut hossza tehdt 2,82 km.

¢) A B érkezési pontbdl akkor nem lathatjuk a tornyot, ha a torony 7 ponttal jelolt teteje a f6kor-
hoéz B-ben hizott érint6 egyenesének arra az oldaldra esik, amelyik oldalon a kor van.

27 2

A T pont az AOB szog szogfelez6jén O-t6l 2 + 0,1 =2,1 km-re van.

v 2

A szogfelezd és az érintd metszéspontja legyen C. Az OBC egyenl§ szard derékszogli harom-
szogben a befogd 2 km, igy

0C=2-2~=282km.
Mivel OC > OT, a tornyot a kis herceg nem ldthatja.



€8 Legyen AC=b és BC=a. Az O pont AC-re, illetve BC-re esG

B
merdleges vetiilete legyen A, illetve B’.
Az 1336. feladat gondolatmenete alapjan a teriiletekbdl kovet- b
kezik, hogy ) T o3 N0
ox=2 ¢ op=2. 3
3 3 ¢ A A
b

Az OB’CA téglalap 4tl6jdra felirva Pitagorasz tételét:

2 B2

oc2=9 b
9 9

Mivel AA’ = —b az AOA derékszogli haromszogben Pitagorasz tétele:

ow-(3+(3]

Mivel BB’ = _a’ a BOB’ derékszogi héromszogben Pitagorasz tétele:

2
OB = 2a) 2]
3 3
Az elébbieket felhasznalva:

2 2 2 5 5
OA?+0B? = 2y A4 e[2a) 4 [2] 252 o5 0c2
3 3 3 3 9 9
Ezzel az 4llitast bebizonyitottuk.

Ha a derékszogl haromszog masik befogdja b, és az atfogdja ¢, akkor Pitagorasz tétele alapjan:
225+ b%=c?,
¢ — b2 =225,
(c—b)-(c+b)=225.

Mivel ¢ — b kisebb, mint ¢ + b, 225 lehetséges szorzattd alakitdsai a t€nyezSk sorrend;jét is figye-
lembe véve: 1-225=3-75=5-45=9-25.

Ha a-b=1 és a+b=225, akkor a=113 és b=112.
Ha a-b=3 é a+b=75 akkor a=39 és b=36.
Ha a-b=5 é a+b=45 akkor a=25 és b=20.
Ha a-b6=9 é a+b=25 akkor a=17 és b=8.

Tehat négy ilyen hdromszog van.

Négyszigek — megoldasok

A konvex négyszognek lehet, hogy:

— nincs hegyesszoge, példaul téglalap;

— egy hegyesszoge van, példdul egy deltoid, melynek szdgei 60° 90° 120° 90°;

— két hegyesszoge van, példaul egy trapéz, melynek szogei 60° 120° 60° 120°%

— harom hegyesszoge van, példdul egy deltoid, melynek szogei 60°, 80° 60° 160°.
Négy hegyesszoge nem lehet, mert ekkor nem teljesiilne, hogy a belsd szogek osszege 360°.
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Hamisak: a), b), ¢), e), f), g). Igazak: d), h).

A haromszog oldalait Pitagorasz-tétellel szamithatjuk:
AE =122+ 42 =410 = 12,65,
EF =82+ 62 =10, sem

12cm

p 6cm F 6cm ¢

AF =122+ 62 =6-/5=13,42. £
4

Az AEF haromszog kertilete: o
A 12¢cm B

AE + EF + AF = 36,07 cm.

Az AEF hdaromszog teriiletét megkaphatjuk gy, hogy a négyzet teriiletébdl kivonjuk az ABE,
EFC és AFD haromszogek teriiletét:

Legyen ABCD a 6 cm oldald négyzet. Az A csicson dthalado,
a teriiletet harmadol6 egyenesek koziil az egyik a DC oldalt
E-ben, a masik a BC oldalt F-ben metszi.

Az ADE haromszog teriilete a négyzet teriiletének harmada,
tehat 12 cm?.

D 4cm E c

6cm

6'%:12 = DE=4cm.

Pitagorasz-tételt haszndlva az ADE hiaromszogben:
AE=\62+42=2./13~721 cm,
Ugyanigy:
AF=2-{13=721 cm.
Tehat a két egyenesnek a négyzet belsejébe es6 szakasza 7,21 cm.
Tekintsiik az ABCD négyzetet. Az AC atléjara mérjiik fel

a négyzet oldaldnak a hosszat A-bdl kiindulva, igy az E pontot
kapjuk. £ A%

Mivel a négyzet atl6i az oldalakkal 45°os szbget zarnak be, Al
az ABE egyenl{ szaru haromszog szarszoge 45° az alapon 1év§ '

SZ0oger: 180° — 45°

= 67.5° 5 675"

Ennek a szognek a kiils§ szoge 112,5°
Az EBC hdromszog EC oldalan fekvé szogek: 112,5° és 45°

Ezek alapjan a szerkesztést az EBC haromszoggel kezdjiik, mert adott az EC oldala, és ismerjiik
arajta fekvd két szoget. Az EBC haromszognek a BC oldala a négyzet oldala, aminek ismeretében
a négyzet mar szerkeszthetd.

A feladatnak mindig van megoldésa.
A téglalap 4tl6i az oldalakkal:
a) 35° és 55%; b) % és 90°—§ nagysagu szoget zarnak be.



A rombusz szogei 48° és 132°.

A rombusz szogei 30° és 150°.

Harom eset lehetséges:
a) 102° 109° 40° és 109°; b) 40° 102° 116° és 102°% c) 102° 40° 178° és 40°.

A hosszabbik 4tl6 a 10 cm-es atlét két egyenld részre osztja. A hosszabbik atl6 szeletei az aranybol
adéddan 15 cm és 9 cm. Pitagorasz tétele alapjan az oldalak:

a=+52+92=J106=10,30 cm & b=~/52+152=5-4/10 ~15,81 cm.
A paralelogramma bels6 szdgei 80° 100°.
A paralelogramma bels§ szogei 108° és 72°.

Az ABCD paralelogramménak az A csuicsdndl levd szoge legyen

hegyesszog. A paralelogramma oldalai AB=a és BC = b, 4tl6i 2 Z g

AC =e és BD = f, az AB oldalhoz tartozé magassaga m. , f e /1.
Huzzunk merdlegesta C és a D csticsokbdl az AB oldal egye-

nesére. A merSlegesek talppontjai legyenek F' és E. Az F pont AXE A e ;

az AB oldalon kiviil, az E pont az oldalon van.
Jelolje az AE és a BF egyenlG szakaszok hosszisdgait x.
A BFC derékszogl haromszogben a Pitagorasz-tétel:

b2 =m? + x2.
Az AFC derékszogl haromszogben a Pitagorasz-tétel:
e2=m?+ (a+x)>

A BED derékszogli haromszogben a Pitagorasz-tétel:
f2=m?+ (a—x)>
Ezeket felhaszndlva az 4tlok négyzetosszege:
E2+f2=2m>+(a+x2+(@a-x)2=2m2+2x%+2a%=
=2-(m? + x%) + 2a% =2b?% + 242
Ha a paralelogrammanak az A csdcsdndl levd szoge tompaszog, a bizonyitds hasonlé médon torténik.
Ha a paralelogramma téglalap, akkor is az 4tlok négyzetdsszege az oldalak négyzetdsszegével egyenld.

Mivel a paralelogramma koré kor irhatd, atléi egyenld hosszuiak, tehat téglalap.
A téglalap atl6janak hossza Pitagorasz-tétellel szamithato:

V122 +52 =13 cm.

A téglalap koré irhat6 kor sugara az 4tl6 fele, vagyis 6,5 cm.
Nincs konkdv trapéz, mert a trapéz egy szaron nyugvo belsé szogeinek dsszege 180°.

Mivel a két adott szog 6sszege nem 180° ezért ezek a szogek nem lehetnek egy szdron nyugvo
szogek. A trapéz masik két szoge: 180° — 38° = 142° és 180° — 102° =78°.

@EH) Ket megoldis lehetséges, amelyek a kovetkez6  Fygrgiaoq” ™ Masik " Rovidenb | Hosszabb
tablazatbdl olvashatdk ki. Felhasznaltuk az oldal- szar szar alap alap
hosszak kiszamitdsdnal, hogy ha egy egyenld

szard derékszogl haromszog befogdja a, akkor S 6-v2cm e e
az atfogéja a-/2. 6 cm 6-+2cm 16 cm 22 cm
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EEI) Az ABCD konvex négyszogben az atlok metszéspontja legyen M.A négyszoget az atléi négy
derékszogl haromszogre bontjak.

A négyszog teriiletét a négy derékszogl haromszog teriiletének 6sszegeként szamithatjuk:

AM-BM BM-CM CM-DM DM -AM C
T= + + + =
2 2 2 2
e
:%-(AM+CM)+%-(CM+AM):
2 2 D Mz f B
_(AM +CM)-(BM + DM) _ AC-BD
2 2 A
P e-f
Tehat a négyszog teriilete -
A feladat 4llitdsa akkor is igaz, ha a négyszdg nem konvex.
EE@ Tekintsiik az dbrdn lathato jeloléseket. e

Az EFGH négyszog négyzet, mert atléi egyenld hosszuiak,
illetve merGlegesek egymasra.

Az EFGH négyzetben a HF 4tl6 az ABCD négyzet oldaldnak H 0 F
és két 18 cm oldald szabalyos haromszog magassaganak az osszege:

HF=18+2-18'2*/§=18-(1+\/§).

Az EFGH négyzet teriilete az atlok szorzatdnak a fele:

HF?
Tercu négyzet — T ~1209,18 cm?

Az EFGH négyzet EF oldala az EOF egyenld szard derékszogl hiromszognek az atfogdja.
Ennek a hdromszognek a befogdja:
0F:%:9-(l+\/§).

Az EOF egyenld szart derékszogti hiromszognek az 4tfogéja a befogd ~/2-szerese,

EF =OF -2 =34,77 cm.
Az EFGH négyzet kertilete:

Kpreu négyzet = 4-EF =4-34,77=139,08 cm.

EE[B Az dbran lathatd ABCD téglalap oldalaira rajzolt egyenld szard
derékszogil haromszogek csucsai E, F, G és H. A — 450
Mivel az egyenld szard derékszogd haromszog alapon fekvd a
szogei 45°%-osak, F, C és G pontok egy egyenesbe esnek. Hason- D €
l16an igaz ez a tobbi ponthdrmas esetében is. g ¢

A téglalap és a haromszogek négyszoget hatdroznak meg.

Ennek az EFGH négyszognek minden szoge derékszog, tehat A B
téglalap. a a
Az édbra jeloléseit haszndlva az EFGH téglalap minden oldala E

a + b hosszuséagu, tehat négyzet.



EEF) Az ABCD négyszog oldalainak felezSpontjai az abra jeloléseit

haszndlva E, F, G és H. A szemben lev§ oldalak felezGpontjait
0sszekotd szakaszok metszéspontja M.

Az AME és a BME hiromszogek teriilete egyenld, mivel AE,
illetve BE oldalai egyenl$ hosszdak, valamint ezen oldalakhoz
tartoz6 magassdgok megegyeznek.

A tobbi haromszog esetében is ezt végiggondolva adddik, hogy:

IMEBF négyszog + vcpH négyszog = IMFcG négyszog + IMHAE négyszog*

A feladatban harom négyszog teriiletét adtak meg, igy a hidnyz6 negyedik négyszog teriiletére
a kovetkezs Osszefiiggések valamelyike érvényes:

15+20=25+x = x=10 = tABCDnégysz'dg:70 sz,
15425=20+y = y=20 = 14p0p neaysmog =30 M,

A négyszog teriilete lehet 70, 80 vagy 90 cm?.

Az atlék metszéspontja a megfeleld pont.

A négyszog csucsai legyenek A, B, C és D. A sik egy P pontjdra igaz, hogy PA + PC 2 AC,
és egyenlGség csak akkor 4ll fenn, ha P pont rajta van az AC 4tldn;

Hasonléan PB + PD > BD, és egyenl8ség csak akkor dll fenn, ha P pont rajta van a BD &tlon.

Ebbdl kovetkezik, hogy
PA + PC+ PB+ PD=AC + BD.

EgyenlGség csak akkor 4ll fenn, ha P rajta van az AC, illetve a BD &tlok mindegyikén, vagyis
P pont éppen az atlék metszéspontja.

Sokszdgek — megoldasok

A helyesen kitoltott tdbldzat:

A sokszdg egyik csticsabol kiindulo

A sokszog oldalainak szama vV Pttt

A sokszog belsd szogeinek dsszege

10 7 1440°

18 15 2880°

24 21 3960°

n n-3 (n-2)-180°
a+3 a (@+1)-180°
%u %-1 0

Egy n oldald konvex sokszog egy kiils§ szoge mindig kisebb, mint 180° és a belsé szogeinek
0sszege 180° egész szamu tobbszorose: (n —2)- 180°

Mivel 2283°=12-180°+ 123° = (14 — 2)- 180° + 123, a kiils6 szog csak 123° lehet, és a sokszog
14 oldald.

Az a) és c) igaz, a b) és d) hamis.

........................ . 74



A helyesen kitoltott tdblazat:

A szabalyos sokszdg oldalainak szama A szabalyos sokszdg egy belsé szdge A szabalyos sokszdg egy kiilsé szoge

20 162° 18°
10 144° 36°
9 140° 40°
) (n—2)-180° 360°
n n
360° 5
—— o 180° - ot
360°
180° -
B B B

Egy konvex hatszog dtldinak legfeljebb 15 darab csicsoktdl kiilonb6zd metszéspontja lehet.
Egy szabdlyos hatszog atldinak pontosan 13 darab csticsoktol kiilonb6z6 metszéspontja van.

Alegrovidebb atlé és a szabalyos hatszog két oldala olyan egyenld szard haromszoget hatdroz meg,
amelynek szarszoge 120° Ez alapjan a szerkesztés elvégezhetd.

A szabdlyos 6tszog egy csucsabodl kiinduld atléi 36°-os szoget
zarnak be.

Az 1372. feladat alapjan ABGX = GAB< =36° A BGF<& a BGA
haromszog kiilsd szoge, tehat 36° + 36° = 72° Ugyanigy meg-
mutathatd, hogy GFBX = 72°

Tehat a BGF haromszog szogei: 72° 72° 36°

a) Az ABCDEF szabilyos hatszdg egy kiils6 szoge F'FA'S = 60°
és FA = 2FF’. Ebbdl kovetkezik, hogy az F’FA hiromszog

sz

fél szabdlyos hdromszog, amelynek az A-nél 1évé szoge 30°.
Ugyanigy az AAB’ haromszog is fél szabdlyos haromszog, és
az A-nél 1évé szoge 90° Ez azt jelenti, hogy az AB’C’D’E’F’
hatszognek az A-nél 1évé szoge 30° + 90° = 120°-os.

A hatszog tobbi szogérdl hasonlé médon belathatd, hogy
szintén 120°-o0s.




1375

b) A keletkezett hatszog minden oldala egy 24 cm oldali szabdlyos haromsz6g magassdga, vagyis

24-?:12-\/§cm.

Az AB'C’D’E’F’ hatszog minden szoge és minden oldala egyenld, tehat szabalyos. Igy a keriilet:
K 4pcpEF hatszog =012 - V3=124,71 em.
¢) Az AB’C’D’E’F’ hatszog teriilete 6 darab 12 -+/3 cm oldald szabélyos haromszog teriiletének

az Osszege: (12 7 )2 g
ThpcDEF hatszog =0 - 648 /3 =1122,37 cm?

a) A nyolcszég minden szoge 135°. 08 4 08 1 038
b) Nem szabdlyos a nyolcszog, mert oldalai nem egyenld 1355
hossziak. Ugyanis BC a négyzet oldaldnak harmadrésze, s / \\>\ A
AB pedig a harmadrész /2 -szorose.
c) Akeriilet: c W‘ﬁm / F
Koyoleszog =4-0.8-(1++2) = 7,73 m.
D E

d) A nyolcszog teriiletét megkapjuk ugy, hogy az eredeti négyzet teriiletébdl kivonjuk két 0,8 m
oldald négyzet teriiletét.

T =242-2.0,82=4,48 m2.

nyolcszog

Legyen T az AB alap felezéspontja. A Pitagorasz-tétel alapjan

a BCT derékszogi haromszogbdl BC = 20 cm.

Az FBC hdromszog FB oldala 8 cm, a hozza tartozé CT ma-

gassdg 16 cm. Az FBC haromszog BC oldala 20 cm, a hozza 15,2

tartozé magassaga FE. Ennek a haromszdgnek a teriilete kétféle-

képpen szdmolhato: DAY 16 (\E
8-16 FE-20

2
A BEF derékszogl haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan:
EB=./82-642=48 = CE=152cm.
Hasonléan DG =6,4 cm és DC = 15,2 cm.

A CEFGD otszog teriilete a GDC, FEC és FGC haromszogek teriiletének osszege:

816 . 6,4-152
TeprGD stsawg = > +2- > =161,28 cm>

A CEFGD Ootszog kertilete:
Kcerep otszog = GF +2-(FE+CE)=51,2 cm.

= FE=6,4cm. A G T F 8 B

sz

A 25 hiaromszog bels szogeinek dsszege 25 - 180° Az 6tszog belsejében 1évS egy haromszog-
csticsndl a szogek dsszege 360°. Ha n cstics esik az 6tszogon beliil, akkor a hdromszog belsd szogei-
nek Osszegét ugy is szamolhatjuk, hogy 360° n-szereséhez hozzdadjuk az 6tszog belsd szogeinek
Osszegét. fgy n-re a kdvetkez§ egyenlethez jutunk:

25-180°=n-360°+540° = n=11.
Az 6tsz0g belsejébe 11 haromszdg-csucs esik.

.................. .76
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Az dbran lathat6 ABCDEFGHI szabélyos kilenc-
sz0g egy belss szoge 140°. Egyik legrovidebb
atléja BD, egyik leghosszabb atl6ja pedig AE.

A BCD egyenl§ szarti haromszog szarszoge egy-
uttal a szabalyos kilencszog egyik belsd szoge is,
tehat 140° Tovabba: BDC< = CBD< = 20°,
valamint BDES = DBA< = 140° — 20° = 120°.

A szabdlyos kilencszog C cstcsan dthaladé
szimmetriatengelyére merdleges a sokszég BD
és AE atldja, tehat az ABDE négyszog olyan hir-
trapéz, amelynek belsé szogei 60° illetve 120° | 3

Legyen az AE leghosszabb adtlénak P egy olyan

belsd pontja, amelyre igaz, hogy a BDEP négy-

szog paralelogramma. A szogekbdl adéddan r ¢

az APB haromszog szabdlyos, és az oldala

éppen a kilencszog egy oldala.

Mivel a paralelogramma szemkozti oldalai egyenld hossziak, EP a legrovidebb atléval egyenld
hossz, és a szabdlyos haromszogbdl adodéan PA a szabdlyos kilencszog oldala.

Mivel AE = AP + PE, az allitdsunk igaz.

Nevezetes ponthalmazok — megoldasok

Legyen az adott pont P, az adott egyenes e.

Ha a pont és az egyenes tavolsdga 8 cm-nél nagyobb, akkor az adott tulajdonsdgu pontok a P koriil
irt 5 cm sugard korvonal pontjai.

Ha a pont és az egyenes tdvolsdga 8 cm, akkor az adott tulajdonsdgd pontok a P koriil irt 5 cm
sugard korvonal pontjai, kivéve a kor e-hez legkozelebbi pontjat.

Ha a pont és az egyenes tavolsdga 8 cm-nél kisebb, de 2 cm-nél nem kisebb, akkor az adott tulaj-
donségt pontok a P koriil irt 5 cm sugarud korvonal egy nyilt ivének pontjai.

Ha a pont és egyenes tdvolsdga 2 cm-nél kisebb, akkor az adott tulajdonsdgui pontok a P koriil irt
5 cm sugaru korvonal két nyilt {vének pontjai.

A pontok halmaza az a kdrvonal, amelynek kdzéppontja a két koncentrikus kor kozos kozéppontja,
sugara a két kor sugardnak szdmtani kozepe.



Ha P és Q tavolsaga nagyobb, mint 10 cm, akkor az adott tulajdonsdgu pontok a P koriil irt 4 cm
sugaru zart korlap pontjai.

Ha P és Q tavolsaga 10 cm, akkor az adott tulajdonsdgu pontok a P koriil irt 4 cm sugard zart
korlap pontjai, kivéve a korlap Q-hoz legkozelebb esé pontjat.

Ha P és Q tdvolsaga kisebb, mint 10 cm, de nagyobb, mint 2 cm, akkor az adott tulajdonsagu
pontok a P koriil irt 4 cm sugard zart korlapnak az dbran lathaté pontjai.

Ha P és Q tavolsdga 2 cm-nél kisebb vagy egyenld, nincs ilyen pont.
Egy szakasz mint alap folé emelt egyenld szart haromszdg harmadik cstcsa, egyenld tdvol van
az alap két végpontjatdl, igy a harmadik cstics az alap felezGmerdlegesén van.

Ha a két szakasz nem parhuzamos, akkor a két szakasz felez&merSlegesének metszéspontja
az egyenld szard haromszogek kozos pontja.

Ha a két szakasz parhuzamos, €s felezGmerdGlegeseik egybeesnek, akkor a kozos felezGmerdleges
minden pontja megfelel a k6z0os csticsnak, kivéve a két szakasz felezGpontja.

Ha a két szakasz parhuzamos, és felezGmerdlegeseik parhuzamosak, de nem esnek egybe, akkor
nem lehet ilyen haromszogeket szerkeszteni.

Egy kor érintdje merdleges az érintési pontba huzott sugdrra, igy a szerkesztendd kor kozéppontja
rajta van az egyenesre E-ben dllitott merSlegesen.

Ismert, hogy egy kor hiirjanak felez6merdlegese tartalmazza a kor kozéppontjat, igy a PE szakasz
felezGmerdlegese tartalmazza a szerkesztendd kor kozéppontjat.

Ezek alapjan a szerkesztés menete:

1. az adott egyenesre E-ben merSlegest allitunk;

2. megszerkesztjiik a PE szakasz felezGmerdlegesét;

3. a két egyenes metszéspontja lesz a kor kozéppontja, sugara a kézéppont és E tavolsiga;
4. ez alapjan a koérvonal megrajzolhatd.

A feladatnak mindig egy megolddsa van.

Az 1314. feladat alapjan torténhet a szerkesztés.

Mivel az AAC haromszog egyenl$ szard, igy
az A csucs rajta van az AC szakasz felezGmerd-
legesén. Hasonldan a B csics rajta van a B'C
szakasz felezGmerdGlegesén.

A szerkesztés menete:
1. Szerkessziik meg azt az AB’C hdromszoget, amelynek az AB’ oldala a keriilettel egyenld hosszd,

. o . B

és az A-nél 1€v4 szoge > a B-nél 1évd szoge 5

2. Az AC szakasz felezGmerGlegesének az AB’-vel valé metszéspontja adja A pontot.
3. A B’C szakasz felezGmerdlegesének az AB*-vel valé metszéspontja adja B pontot.
A feladatnak mindig van megoldésa, ha a két megadott szog osszege 180°-ndl kisebb.
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Kett6 olyan pont van, amelyik mind a hdrom egyenest6l egyenl§ tavol van.
Az AD étfogdju fél szabalyos haromszogbdl adédéan AD = 10 cm.

Ha a szarszog 36°, akkor az alapon fekvd szogek 72°-osak.

. .. .. 7 z 7 z Z Ve C
Az alapon 1év6 egyik szog szogfelez§je az dbran lathaté médon
két egyenld széart haromszogre bontja az eredeti hdromszoget. A

Mivel CE parhuzamos BD-vel, parhuzamos szard szogek kelet-
keznek. A CBD szdg és a CDB szogis a C csdcsndl 1év6 szog
fele, vagyis a BCD haromszog egyenls szard. (=)

Egy haromszogben egyenld szogekkel szemben egyenl$ oldalak
vannak, tehat DC = BC.

A négyzet atfogora esd csticsa egyenld tavol van a két befogotol,
igy rajta van a derékszogl cstcs szogfelez§jén. Ez alapjan a
szerkesztés elvégezhetd.

A félkor kozéppontja, amely a hdromszog egyik oldaléra esik, egyenld tdvol van a mésik két oldaltdl,

igy a félkor kozéppontja rajta van a masik két oldal altal bezart belsd szog szogfelezdjén. Ez alapjan
a szerkesztés elvégezhetd.

Tekintsiik az abra jeloléseit. (=)
A parhuzamossagbol kovetkezik, hogy az A-ndl 1évé kiils§ szog

éppen a B-nél, illetve a C-nél 1évS belsd szogeknek is két-
szerese. Ebbdl adddik, hogy a B-nél és C-nél levd belsS szdgek

egyenlGk.

Az ABC hédromszog egyenld szard és AB = AC.

A szbgfelezSk 4ltal bezdrt szog 57°.

EEEB) @) A masik két belsd szog szogfelezSinek hajlasszoge 66°
b) Az ABC hdromszdg szogei a szokdsos jelolésekkel legyen o,
B és y. A B és yszogek szogfelezGinek metszéspontjat
jelolje O.
Az OBC hiromszog B-nél és C-nél 1évé belsd szoge g és

B

Ennek a hdaromszognek az O csucsndl levd kiilsé szoge = + —,
ami éppen a két szogfelezd hajldsszoge. 2

NIR IR

Mivel az ABC haromszog belsd szdgeinek osszege 180° a két szogfelezd hajlasszoge:

E+Z:,B+y:180 —O g%

2 2 2 2 2"




€D A KiilsG szogek rendre 132° 1069 illetve 122° AKkiilsg szogfelezdk dltal meghatédrozott haromszog

belsd szogei ezek felének paronként vett Gsszegét egészitik ki 180°-ra. Igy a szogek:

o B0 o g BEIE g 120100,

€D Az ABC hiaromszog A és B csiicsndl 1évd belss szogfelezdk

1397

metszéspontja legyen O. Mivel DE parhuzamos AB-vel, a DOA
és az OAB szogek valtészogek:

DOAL = OABX = DAO L = %

Ez azt jelenti, hogy az ADO haromszog egyenld szdrd. Egy hdrom-
szogben egyenld szogekkel szemben egyenld oldalak vannak,
ezért DO = DA =5 cm. Ugyanigy adédik, hogy OF = EB =4 cm.

Tehat a DE szakasz hossza 9 cm.

Ha az 4brdn lathatd ABC hdromszogben az A

ABC% = ACB% = 3, akkor a BACX=180°-2-f3. 90°-

Mivel az MB mer6leges a hdromszég BC olda- i N
lara, ABM% = 90° — . 4 180725

Az M pont rajta van az AB szakasz felezd-

merdlegesén, tehat az AMB haromszog egyenld

szard: MBAY = BAM< =90° - 3.

Az NC parhuzamos AB-vel, tehiat az ACN és 90°- 8
a BAC szbgek véltészogek: BACE = ACNK = , b b /
=180°-2-B.

Az N pontrajta van az AC szakasz felezGmerdlegesén, tehdt az ACN hdromszog is egyenld szdra:
ACN< = CANS =180°-2- 3.

Az A cstcsndl 16vG szogek osszege 2-(180°—2- ) +90° — B=450°-5- 3, ami éppen 120°
a feladat feltétele szerint. Ebbdl 8= 66°

A haromszog szogei: 66° 66°, 48°.

180°-28

A sz0g cstcsa legyen O, a szogszdrak pedig e, illetve f félegye-
nesek. A P pont az e szogszar egy tetszéleges pontja.

Legyen P, aszogtartomdnyban az a pont, amelyre PP, parhuza-
mos az f szogszarral és PP, = OP.

Az OPP; hiaromszog egyenl§ szdrd, és az egyenld oldalakkal
szemben egyenld szogek vannak: PPO< = POP< = q.

A parhuzamossag miatt az f szogszdr az OP; egyenesével, szintén
o nagysagu szoget zdr be, tehdt P; pont rajta van a szogfelezdn.

Tekintsiik a szogfelezS egy tetszleges Q pontjat. Hizzunk parhuzamost Q-n keresztiil az f szog-
szarral, és vegyiik a parhuzamos és e egyenes metszéspontjit. A metszéspontbdl kiindulva,
a feladat utasitasait kovetve éppen a Q ponthoz jutunk. Tehat a szogfelez6 minden pontja hozza
tartozik az adott tulajdonsdgi pontok halmazdhoz.

Legyen P, a szogtartomdnyon kiviil az a pont, amelyre PP, pdrhuzamos az f szogszarral
és PP, = OP. Belathato, hogy a P, pontok halmaza az adott sz6g mellékszogének szogfelezdje.

A feladatban szerepld pontok halmaza a szogtartomdny szogfelezgje és a mellékszdgének szog-
felezdje. (A szog és mellékszog kozos szogszara tartalmazza P-t.)
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€EB) Ha a szogfelez6k a DC oldal E felezGpontjaban metszik egymast,

akkor a szogfelezés miatt BAESX = EAD< = %. Mivel a parale-
) 72

logramma szemkozti oldalai parhuzamosak, a BAE és a DEA

szogek valtoszogek, tehdt BAEX = DEAX = %. Ez azt jelenti,

hogy az AED haromszog egyenl§ szard, vagyis DE = AD. Ugyanigy BC = CE, tehiat DC = 2BC.
Ha DC =2BC, és E’ ponta DC felezSpontja, akkor AD = DE”,

vagyis az ADE’ haromszog egyenld szdri. A haromszogben ) .
az egyenld oldalakkal szemben egyenld szogek vannak, tehét
DAE’¥ = DE’A¥ = ¢. Mivel AB parhuzamos DC-vel, DE’A % 2

és E’AB szogek valtoszogek, tehat DE’A< = E’AB< = ¢. Hason- A B

l6an ABE’SX = E'BCY = ¢.

Tehat AE” a BAD, és BE’ az ABC sz0g szogfelezbje, vagyis az ABC és BAD szogek szogfelezdi
DC felez6pontjdban, E’-ben metszik egymast.

€D Az ABC, illetve az ABC’ haromszdgekben BC = BC’. A két .

haromszog koziil az elsGben legyen nagyobb a B-nél 1€vé szog, /

mint a masodikban. Bizonyitandd, hogy AC’ < AC.

A CBC’ szog felezGje az ABC’ haromszogon kiviil halad, és
messe az AC oldalt egy F pontban. Ekkor igaz, hogy CF = C’F. /

Az AC’F hiaromszogben felirva a haromszog-egyenlStlenséget: e
AC’<AF + FC’=AF + FC = AC.
Ezzel bizonyitottuk a feladat éllitasat.

=/

o
(o)

@I Haszndljuk a kdvetkezs dbra jeloléseit.

A kis kor sugara legyen r. ”
A kisebbik félkorok sugara 4 cm, tehat FE = FD =4 cm. 4 é? 4

A kis kor beliilrdl érinti a nagy félkort, ezért kozéppontjaik tavol-
siga: CF=8-r.

E 4 F 4 D

A kis kor kiviilrdl érinti a kisebbik félkoroket, ezért kozéppontjaik tdvolsdga: CE=CD =4 +r.
A CFE derékszogli haromszogben felirva Pitagorasz tételét:

@G+r?*=8-r?+4> = r=§.

A legkisebb kor sugara % cm.

@ o) Az r=4 cm sugard kor kdzéppontja O;, az egyenessel vett
érintési pontja E;.
Az R =9 cm sugaru kor kozéppontja 0,, az egyenessel vett
érintési pontja E,.

Az O,0,E,E| négyszog derékszogl trapéz, alapjai r és R.

A nem derékszogd szar hossza r + R.

A derékszogl szdrat az dbra alapjan Pitagorasz-tétellel szamithatjuk:
EE,=JR+r?*-(R-n>=v4-R-r=2-JR-r = EE,=2-J4-9=12cm.

Az érintési pontok tadvolsdga 12 cm.




b) Hakét r és R sugart kor érint egy egyenest és érintik egymadst is,

akkor az el6z6 gondolatmenet alapjan az érintési pontok

tavolsdga:
Ha a keresett kor x sugara kisebb mind a két kor sugardndl, D)
és az egyenessel vett érintési pontja Es, akkor az el6z6ek G B
alapjan:

E1E3:2'\j4x:4'\/;, E3E2:2'\j9x:6'\/;, E1E2=12.
Igy:

A kisebb keresett kor sugara 1,44 cm.

Ha a keresett kor y sugara nagyobb mind a két
kor sugaranal, és az egyenessel vett érintési

Py

pontja E,, akkor az el6zGek alapjan:

EE =2 Iy =4-5, | o
E4E2:2\/g:6\/§, 01x

E1E2 = 12 o E4 E1 E2

-

Igy:

A nagyobb keresett kor sugara 36 cm.

Haromszog beirt és koreé irt kore — megoldasok

A beirt kor kdzéppontjat a belsd szogfelezGk metszéspontja, a koriilirt kor kozéppontjat az oldal-
felez6 merdlegesek metszéspontja adja.

a) A szerkesztés elvégezhetd, ha figyelembe vessziik, hogy ha a koriilirt kor kozéppontjat dssze-
kotjiik a csicsokkal, akkor ezek a sugarak 120°-0s szoget zarnak be egymassal.

b) A szerkesztés elvégezhetd, ha figyelembe vessziik, hogy ha a beirt kor kdzéppontjat dsszekotjiik
az oldalakkal vett érintési pontokkal, akkor ezek a sugarak 120°-o0s szoget zarnak be egymassal.

A szabdlyos hdromszog oldalfelezd merdlegesei és belsd szogtelezoi
egybeesnek, igy a haromszog beirt és koré irt korének kozép-
pontja is ugyanaz a pont. Ez a pont a hdromszog két csicsdval
egyenl( szard haromszoget alkot, amelynek szarszoge 120°. Ezt
a hdromszoget az alaphoz tartozé magassdga két fél szabdlyos
haromszogre bontja, amelyrdl tudjuk, hogy a révidebb befogéja 60°
fele az atfogénak. ™ [30°

-

Mivel az atfog6 éppen a koriilirt kor sugara, a befogé a beirt kor
sugara, a feladat allitdsa igaz.

Az 1404. feladatbdl kovetkezik, hogy az a oldald szabdlyos haromszdg magassdga éppen a beirt
és kortilirt kor sugardnak 0sszege, és hosszuk aranya 1:2.

1 a~\/§=aw/§

Tehat a beirt kor sugara: 3

2‘a-\/§ a-\f3

, a kortlirt kor sugara: =
2 6 32 3




Ha egy haromszog koré irt korének sugara R, kozéppontja O, egy oldala a, akkor az O pontnak
az a oldaltdl vett d tavolsagat Pitagorasz tételével kiszamithatjuk:

Mivel egy adott haromszog esetén R dllandd, a gyok alatti mennyiség akkor a legkisebb, ha a
a legnagyobb.

Tehat bebizonyitottuk, hogy egy haromszog koré irt korének kozéppontja a legnagyobb oldalhoz
van a legkozelebb.

A helyesen kitoltott tdblazat:

Haromszog Haromszog P
keriilete teriilete Reilrsugan
60 cm 125 cm? 2—65 cm
30 cm 30 cm? 2cm
k-r
k -
5 r

A befogék legyenek a =30 cm, b =40 cm, és a Pitagorasz-tételbdl az 4tfogé ¢ = 50 cm.
a) A beirt kor sugarara ismert a kovetkezd Osszefiiggés:

r= arb-c =10 cm.
2
b) Az atfogéhoz irt kor sugara:
.= atbre_ 60 cm.
2
c) A befogoékhoz irt korok sugara:
ra=a_—b+c=20cm és rb=¥=300m.

Az ABC egyenl§ szart haromszdgben az dbranak megfeleléen AB az alap, F az alap felez&pontja.
a) A CFB hiaromszogben a Pitagorasz-tételt haszndlva:

AB=2-FB=2-20%-162 =24 cm.

b) Legyen a szarhoz tartoz6 magassag m. Az ABC haromszog
teriiletére igaz: 24.16 20-m

2 2
Innen a szdrhoz tartozé magassag 19,2 cm.

¢) A BC széarhoz tartoz6 magassag talppontja legyen 7. Az ABT haromszogben Pitagorasz tétele:
TB?+1922=24> = TB=144 = TC=20-144=56.
A szarhoz tartoz6 magassag a szdrat 14,4 és 5,6 cm-re osztja.
d) Ha a beirt kor sugara r, a haromszog teriiletét kétféleképpen felirhatjuk:

24'16—r- 20+20+24
2 2

) = r=6cm.
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e) Legyen a hdromszog koré irhaté korének sugara R, a kor

kozéppontja O. Az O pont rajta van az alaphoz tartozé magas- g
sdgon.
Az AFO derékszogd haromszogben OF =16 - R, AO =R
és AF =12. 0
Pitagorasz tétele az AFO haromszogre: A16-R
R2 = 122+(16—R)2. A 12 F B

Az egyenletet megoldva: R = 12,5 cm.

2

A haromszog egyenl§ szard, mert szogeinek nagysdga 70° 70° és 40°.

a) Abal oldali dbrardl leolvashatd, hogy
az egyenl6 szari haromszog oldalai
140° 140° és 80°-os szogben latsza-
nak a koriilirhaté kor kozéppontjabol.

b) Kiils6 pontbdl egy korhoz hizott
érintészakaszok hosszdnak egyenld-
s€gébdl az egyenld szard haromszo-
gekben adddnak a jobb oldali dbran
lathat6 szogek. Annak a haromszog-
nek a szogei, amelyet a beirt kornek
az oldalakkal vett érintési pontjai
hatdroznak meg: 70°% 55° és 55°.

Az dbra alapjdn a hdromszog csucsaibdl a beirt korhoz hdzott 7.z
érintészakaszok hosszdnak egyenl@sége alapjan: 5 6
= X y
x+y=9 ; )
y+7=6¢. 9
xX+2z=5

Az egyenletrendszer megolddsai: x =4, y=5, z=1.

Tehat az érintési pontok az 5 cm-es oldalt 4 és 1 cm-es szakaszokra, a 6 cm-es oldalt 6 és 1 cm-es
szakaszokra, a 9 cm-es oldalt 4 és 5 cm-es szakaszokra osztjak.

a) Ahdromszoget lefedd legkisebb sugarti kor éppen a hdromszog c

koré irt kor.
Az ABC héaromszogben AB=6cm, BC=AC =5 cm.

Ha az alap felezSpontja F, akkor AF =3 cm. Az AFC hirom- A
szogben Pitagorasz tétele alapjan CF =4 cm. g 0 "
Legyen az ABC héaromszog koré irt korének sugara R, a kor A-R

A 3 F 3 B

kozéppontja O. Az O pont rajta van az ABC haromszog
alapjdhoz tartozé magassagan.

Az AFO derékszogli haromszogben OF =4 — R, AO =R,
valamint AF = 3. Pitagorasz tétele erre a haromszogre:

R2=32+(4—R)2 = R:%‘S=3,125

A haromszoget lefedd korlap sugara legaldbb 3,125 cm.
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b) Abeirtkor K kozéppontja az ABC haromszog alaphoz tartozd c
magassagan van.
Ha a beirt kor sugara r, a haromszog teriiletét kétféleképpen
irhatjuk fel: 5 5

4-6=r‘(5+5+6):=> =15,

2 2
fgy CK=4-1,5=25cm.
Az AKF derékszogl hairomszogben AF =3 cm, KF =r=1,5 cm.
Az AKF derékszogl haromszogben a Pitagorasz-tétel alapjan:

AK =32+ 1,52 =3,35 cm.
Hasonl6an addédik: BK = 3,35 cm.
A beirt kor kozéppontja a csucsoktdl 2,5, 3,35 és 3,35 cm-re van.

8B a) A doboz alapélének hosszit annak a szabélyos hdromszdgnek az oldala adja, amelybe 13 cm
sugart kor frhaté. Az 1405. feladat alapjan:

Lo T
6 NE]
A hiromszog alapt doboz alapéle 45,03 cm.
b) A doboz alapélének hosszat annak a négyzetnek az oldala adja, amelybe 13 cm sugari kor
irhatd. A négyzet alapu doboz alapéle 2-13 =26 cm.

13 ~45,03 cm.

c) Az elsé esetben az alaplap teriilete:

78
(ﬁ)'\/g_w-\/?
12

=~ 878,15 cm,
4
mig a keriilete:
3. LS 135,1 cm
V3 o
A masodik esetben az alaplap teriilete:
262 = 676 cm?2,
a kertilete pedig:
4.26 =104 cm.

Mivel a dobozok magassdga egyenld, a mdsodik csomagoldsi médot érdemes valasztani.

8D Az dbra segitségével a hdromszog csticsaibdl a beirt korhoz hizott A
érintészakaszok hosszdnak egyenldsége alapjan a kovetkezd
egyenletrendszert kapjuk:

xX+y=a
y+z=by.
x+z=c
Az egyenletrendszer megolddsai (s a haromszog félkeriilete): B ! e
a+c->b a+b-c b+c-a
X=——=5-b, y=——=5-¢, z=——=5—a.
2 2 2

Tehét az érintési pontok az oldalakat a kovetkezd hosszisdgu szakaszokra osztjak:
aoldalt s—b és s—c; boldalt s—a és s—c; coldalt s—a és s—b.



{AH Ha a haromszog befogdi a, b és az dtfogdja ¢, akkor a Pitagorasz-tétel alapjan a2 + b% = c2.

1416

Ha a két befogé mindegyike pdratlan, akkor az dtfogé paros. Ha a két befogd mindegyike paros,
akkor az atfogd paros. Ha a két befogo kiilonboz6 paritasu, akkor az atfogd paratlan. Tehat
mindegyik esetben a + b — ¢ paros.

A derékszdgli hdromszdg beirt korének sugardra ismert a kdvetkezs Osszefiiggés:

_a+b-c

==

r
Mivel a tort szdmlaléja paros, r egész.

Az abrén lathaté ABC egyenl$ szdrd hdrom-
szogben:
BACY = BCAX = 50°.
Rajzoljuk meg az alaphoz tartoz6 BH magassa-
got, ennek CP-vel valé metszéspontja legyen Q.
Az ACQ egyenl§ szard hdromszogben:
QACL = QCAX =30° és AQC¥ =120
A QAB haromszogben:
BAQ< =50°-30°=20°,

OBAX =40° és BQA< =120
Vizsgédljuk meg a QAB hdaromszdgben PQ, illetve PA mekkora részekre osztja a Q-ndl, illetve
az A-ndl 1év§ szogeket.

Mivel PACS =40° QAP =40°-30°=10° a PA egyenese felezi az A-ndl 1évs szoget. Az ACQ

sz

haromszog Q-ndl 1€vé kiilsé szoge POA = 60° vagyis PQ egyenese felezi a Q-nél levd szoget.

30°

C

Megvizsgilva QAB haromszogben, P pont a haromszog két belsd szogfelezdjének metszéspontja,

amelyen dthalad a harmadik szogfelezé is. Tehat:

40°

PBQ% = PBAS =——=20"

A PCB héiromszogben tehét ismert két szog:
PBC¥=20°+40°=60° és PCB<=50°-30°=20°
Mivel a hdromszog belsd szogeinek dsszege 180° a harmadik BPC szog 100°.

Thalész tetele — megoldasok

A hdromszog koré irt korének sugara:

[2, 12
a) 4-4J10 cm; b) a—+b'

2
A szerkesztés Thalész tétele segitségével torténhet. Az érintGszakasz hossza 6 cm.

Legyen P egy olyan pont, amelybdl r hosszisdgu érint§ hizhaté az O kozépponti korhoz.

A koron 1évo egyik érintési pont, a kor kdzéppontja és P olyan derékszogil hdromszoget hatdroznak
meg, amely befogéinak hossza r, ezért Pitagorasz tétele alapjan P pont r-+/2 tivolsdgra van
a kor kozéppontjatél. A P rajta van az O kozépponti r-+/2 sugari koron.

Ez utébbi kor minden pontja rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy abbdl r hosszisdgu érintd
hizhaté az O kdzépponti r sugard korhoz.

Az adott pontok halmaza tehat O kozépponti r-~/2 sugart kor.



Egy egyenl§ szari haromszog AB alapjdnak felezGmerdlegese tartalmazza a hdromszog C csucsat.

Ismert, hogy egy tetszéleges haromszog barmely csticsdbdl kiindulé két oldal egyenese, a beirt kor
egy-egy érintdje.
Ez alapjan a szerkesztés menete:

1. Vegyiik fel az egyenl$ szard haromszog AB alapjat, és szerkessziik meg a szakasz felezé-
merGlegesét.

2. Szerkessziik meg azt a kort, amely az alapot az alap felezGpontjaban érinti, €s sugara a befrt kor
sugaraval egyenld.

3. Thalész-kor segitségével az alap A pontjdn dthaladd, a beirt kort érintd mdsik egyenest szer-
kessziik meg.

4. Ez utébbi érintd és az AB felez6merdlegesének metszéspontja adja a haromszog C csdcsét.
A deltoid két szemben levés szoge 90°.

Az 4tfogd két végpontja mint atmérd folé szerkesztett Thalész-kor és az egyenes metszéspontja
szolgaltatja a hdromszog derékszogl csucsat.
Ha az adott egyenesre nem illeszkedik az atfogd egyik végpontja sem, akkor:
— ha az adott egyenesnek az atfogé felezGpontjatdl vett tavolsdga kisebb, mint az 4tfogé fele,
akkor két haromszoget kapunk megoldasként;
— ha az adott egyenesnek az atfogo felezGpontjatol vett tavolsdga éppen az atfogo fele, akkor egy
ilyen hdromsz6ghdz jutunk;
— egyébként a feladatnak nincs megoldasa.
Ha az adott egyenes csak az atfogd egyik végpontjéra illeszkedik, és nem merdleges a két adott
pont dltal meghatdrozott egyenesre, akkor egy hdromszoget tudunk szerkeszteni, ha merdleges,
akkor nincs megoldésa a feladatnak.

Ha az adott egyenes az 4tfogé mindkét végpontjat tartalmazza, szintén nincs megoldas.

Legyen a derékszog csucsa C, a szakasz végpontjai A és B,
a szakasz felezGpontja F. A

Thalész tételének megforditdsa alapjan F' pont az ABC derék- 3
sz0gl hdromszog koré irhaté korének kozéppontja. Az FC
tdvolsag a kor sugara, ami éppen az adott /& hosszisagu szakasz F

hosszénak fele. Tehdt F pont rajta van a C kozéppontd h sugard
koron. 2

SISy
N>

A kornek minden olyan pontja, amely a derékszogl szogtarto- c -
manyba esik, eldall valamely & hosszusdgu szakasz felezGpont-

jaként. A

Az adott tulajdonsagu pontok halmaza a derékszogl szogtartomanyba es§ C kozépponti — sugard
negyed koriv. (Az v hatdrold pontjai is hozza tartoznak a halmazhoz.) 2

Tudjuk, hogy egy kor tetsz6leges hurjanak felezGmer6legese athalad
a kor kozéppontjan. Tehat a hur felez&pontja, a kor kozéppontja
és a hdr egyik végpontja derékszogl haromszdget hatiroznak meg.

A kor adott pontjan dthaladé hidrok felez&pontjai Thalész
tételének megforditdsa alapjan rajta vannak az adott pont és a kor
kozéppontja f6l€ mint atmérs folé szerkesztett Thalész-koron.
A Thalész-kor minden, az adott ponttdl kiilonbdzé pontja elGéll
valamely hur felez&pontjaként.



Thalész tételének megforditasa alapjan a talppontok rajta vannak a PC szakasz mint 4tmérs f61é
irt Thalész-koron.

A talppontok, valamint P és C pontok egy koron helyezkednek el.

Pitagorasz tételének megforditdsa alapjan a haromszog derékszogd. A derékszogli haromszog koré
irt korének sugara az 4tfog6 hosszanak a fele, tehat 6,5 cm.

Adott atfogoji derékszogli haromszog derékszogl csticsa rajta van az atfogd mint atmérd folé irt
Thalész-koron.

. N U . a-m
Egy hdromszognek a teriiletét szamolhatjuk az 4

képlettel. Mivel az atfogd adott, annak

a hdaromszognek a legnagyobb a teriilete, amelyiknek az atfogéhoz tartoz6 magassdga a leg-
nagyobb, vagyis amelyiknek a derékszogi csicsa legtavolabb van az atfogotdl. Ez akkor teljesiil,
amikor a derékszogi csucs rajta van az atfogd felezGmerdlegesén, vagyis a haromszog egyenld
szard.

A két Thalész-kor sugara egy-egy szdr hosszdnak a fele: 5 és 7,5 cm.

A két Thalész-kor kiviilrSl érinti egymast, tehat kozéppontjaikat 5 75
0sszekotd szakasz hossza, ami a szdrak felez&pontjait 6sszekotd 5 75

szakasz hossza is, éppen a két kor sugardanak 6sszege. A szdrak 7 A 7,5
felez6pontjait 6sszekotd szakasz hossza tehat 12,5 cm.

Az egyik kor kozéppontja legyen O;, a masik
kor kozéppontja 0,, és az egyenessel vett érin-
tési pontjaik rendre E; és E,. A két kor az E
pontban érintse egymast.

Az O,E\E50, négyszdg derékszogl trapéz, 7
amelynek az 0,0, szdrdn E egy olyan pont,
amelyre igaz, hogy

OIE = OIEI’ illetve 02E = 02E2.
Az O,EE, egyenl$ szaru hdromszdgben az

E, E,

O\EE % = 180° — EIOIE%E‘
2
Az O,EE, egyenl§ szari haromszogben az
O,EE, ¥ = w
Mivel egy trapéz egy szdron nyugvo szdgeinek 0sszege 180° ez utdbbi két szog dsszege:
180° — E,O,E¥ N 180° — E|\OEX E,O,E¥ + EO,E¥
2

=180° - =90°.

Ez azt jelenti, hogy az E,EE| hdromszdg derékszogl haromszog. Thalész tételének megforditdsa
alapjan az E,E, atfogo felez6pontja a derékszogi cstcstol fele olyan tdvolsagra van, mint E,E,
hossza.

Az érintési pontok altal meghatdrozott E|E, szakasz felezGpontjanak az E ponttdl vett tdvolsdga
tehdt 10 cm.



D) a) DBEX =90° mivel egy szognek és a mellék-

szogének felezGi egymdsra merGlegesek.
A BDE héaromszogben Pitagorasz tétele alap-
jan a DE atfogé6 10 cm.
Thalész tételének megforditdsa alapjin
a BDE haromszog koré irt korének sugara
az atfogo fele: 5 cm.
b) A hdromszog teriiletét kétféleképpen szdmolva:
6-8_ (6+8+10)-r
2 2 '
Ebbdl a beirt kor sugara 2 cm.

Az ABCD trapéz AB alapjanak felezGpontja legyen O. Az AOCD
négyszog 10 cm oldalhosszisdgd rombusz. Az O pontnak A-t6l,
B-t8l és C-t6l vett tdvolsdga egyardnt 10 cm. Thalész tétele
értelmében az ABC haromszog derékszogl, és C csticsnél van
a derékszog. Pitagorasz tételét felirva:

AC =+/202 —152 =175 = 13,23 cm.

Atrapéz BC és AD szérainak felez8pontjai legyenek rendre F
és E, valamint az AB alap folé mint 4tmérd folé irt kor sugara r.

Thalész tétele alapjan AEB szog 90° és mivel E felezéspont,
az ABD haromszog egyenld szari: AB = BD = 2r.

A trapéz DC alapjét érinti a félkor, tehat a trapéz magassdga r.

Atrapéz r magassdga a 2r hosszi BD itloval egy fél szabélyos
haromszoget hatdroz meg. Ennek a hdromszognek a kisebbik
hegyesszoge DBA< = 30°.

Az ABD egyenl§ szard haromszogbdl:

BAD{:ISOZ_% _

75°.
Hasonldan az ABC< = 75°.

A trapéz szogei: 75° 105° 105°, 75°

Az ABC hiaromszog A cstcsandl 1évs szoge o, D-bSl AC-re
allitott merdleges talppontja legyen T.

A haromszog egyenld szaru, tehdt DABS = DACY = %.

Az ABD héromszog derékszogt, igy kortilirhat6 kore az AB mint
atmérd folé irt Thalész kor. A kor kozéppontja az AB 4tmérd
F felez6pontja, és az FA, illetve az FD szakaszok a kor sugardval
egyenld hosszusaguak. Ez alapjan FAD hiromszog egyenld szard,

tehdt FADX = FDAX = %

10 cm c

20 cm B

N

Tehat a DAC és az FDA szogek egyenldk, vagyis FD parhuzamos AC-vel.

Mivel DT mer6leges AC-re, merdleges a vele parhuzamos FD-re is.

Az ABD haromszog koriilirhat6 korének sugara FD, és lattuk, hogy merSleges DT egyenesére,

tehdt a DT egyenes érinti az ABD haromszog koriilirhaté korét.



ED Mivel a paralelogramma oldalai nem egyenld

hossziak, két-két szogfelezd metszéspontja
kiilonbozd, tehat a belsd szogfelezk metszés-
pontjai négyszoget hatdroznak meg.

Két szomszédos belsd szog szogfelezdi olyan sz6-
geket feleznek, amelyeknek Osszege 180° tehdt
ezek derékszogben metszik egymadst, vagyis
a négy metszéspont olyan négyszdget hatdroz
meg, amelynek szogei 90°-osak, tehat téglalap.

sz

Legyen AD = b és az AD oldal felezéspontja F, valamint az A és a D csticsndl 1évS belsé
szogfelez6k metszéspontja M.

Az eldbbiek alapjan az AMD haromszog derékszogd. Thalész tételének megforditasabol kovetkezik,
AD
hogy FM =FA = N = g Az AFM héaromszog egyenl§ szaru, tehat az FAMS = AMFX = %.

Az AMF és az MAB szogek egyenldk, vagyis FM parhuzamos AB-vel.

sz

Ugyanigy beldthat6 a B, illetve a C csticsndl 1€vs belsé szogfelez6knek N metszéspontjdra, hogy
az N pont a BD oldal G felezéspontjatdl g tavolsdgra van, és hogy GN parhuzamos AB-vel.

Ha a paralelogramma hosszabbik oldala a, akkor FG = a és FG parhuzamos a paralelogramma
a hosszusagu oldaldval.

Tehdt az M és az N pontok FG szakaszra esnek, valamint

MN=FG—FM—GN=a—§—§=a—b.

Tehat a téglalap 4tl6ja a — b hosszisagu.

Erintnégyszog, érintésokszog — megoldasok

A rombusz érinténégyszog, beirhat6 korének kozéppontja az atlok metszéspontja. Ebbdl kozvet-
leniil adédik az allitas.

A rombusz oldala 24 -2 cm.

s 2 oz

A rombusz szemben 1év{ oldalai parhuzamosak, tehat a szemben 1év6 érintési pontokat 6sszekotd
szakasz felezGpontja a beirt kor kozéppontja.

A rombusz magassdga mindkét parhuzamos oldalpér esetén ugyanolyan hosszd, tehat a szemben

1év§6 érintési pontokat Osszekots szakaszok egyenld hosszdak.

Tehét a beirt kor érintési pontjai dltal meghatarozott négyszog atléi egyenldk és felezik egymast,
vagyis téglalap.

A beirt kor érintési pontjai dltal meghatarozott négyszog atléi ugyanakkora széget zarnak be, mint
a rombusz hegyesszoge, tehat 60°-ot.

Kossiik 0ssze az a, b, ¢, d oldald érinténégyszog csucsait a beirt kor kozéppontjaval. Az igy kapott
haromszogek mindegyikének magassdga a beirt kor sugara. A négy hdromszog teriiletének
Osszegeként frjuk fel a négyszog teriiletét:

a b c d a+b+c+d
—r+—r+—r+—r=—"

. o=
negyszog 2 2 2 2 2

k
r=—-r.
2



HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK

Mivel a deltoid koré kor irhatd, ennek a kornek a kozéppontja
rajta van a szimmetriadtlon. Thalész tételének alapjdn a deltoid 5
két szomszédos, kiilonbozd hosszisdgi oldala merdleges egy-
mdsra.
Legyen a beirhat6 kor sugara r. A deltoid teriiletét kétféleképpen
szdmolva:
12-5 ’ 2:12+2-5 _ 60

=r = r=—=3,53cm.
2 2 17

A beirhat6 kor sugara 3,53 cm.

a) Vegyiik fel a két szomszédos oldal altal kbzbe-
zart szoget, €s szerkessziik meg a sz0g szdrait
érintd, a beirt kor sugardval egyenld sugard
kort.

A sz0g szdraira mérjiik fel a két adott oldal
hosszisdgat, majd a végpontokbdl szerkesz-
sziink a korhoz érintGket. Az adott szog sza-
raitdl kiilonbozg érint6k metszéspontja adja
a négyszog negyedik csicsat. o innn OB

b) Az ABCD érinténégyszog szogfelezGinek metszéspontja O pont. Az A, B és C cstcsokndl
1év6 szogek rendre o, B és y. Az AOB és BOC szogek nagysaga:
A0B5=180° - %~ P itewe BOCK=180°- 7 _P.
2 2 2 2
Ez alapjan, ha adott o, 8 és y, valamint a beirt kor sugara, a szerkesztést igy hajthatjuk végre:

1. Vegyiik fel a B csucsi B szoget, és szerkessziik meg a szog szdrait érintd, a beirt kor suga-
raval egyenlG sugarud kort. 8

2. Akor O kozéppontjadban mérjiik fel OB félegyenesre 180° — % -5 szoget, igy az A cstcsot
kapjuk.

3. Akor O kozéppontjaban mérjiik fel OB félegyenesre a masik oldalra 180° — L szoget,
igy a C csucsot kapjuk. 2 2

4. Anegyedik csicsot az A és a C pontokbdl a korhoz hiizott érintSk szerkesztésével kapjuk.

A harmadik oldal lehet 6 cm, 18 cm vagy 22 cm.

P8 Mivel kor frhaté a hatszogbe:
AB+ CD + EF =BC+ ED + FA.

6+8+10=8+7+FA = FA=9cm.
Y8 a) Mivel HG = FG és HE = FE, a négyszog deltoid.

Behelyettesitve:

b) A deltoid teriiletét kétféleképpen szdmolhatjuk. Egyrészt
a négyzet teriiletének a fele: T=72 cm?. 4 4
Masrészt, mivel a deltoid érint6négyszog, a beirt kor r suga- H 7
raval szamolva, a teriilet:
k 2-(HG + HE) 8 8
T=yr —=p ——— =
2 2
=r-(V62+42 + /62 + 82 ) =r- (/52 +10). A B e BB

[, [T U .



A két érték megegyezik, ezért:

72

r-(V52+10)=72 = r=————=4,18cm.

J52 +10

A négyszog beirt korének sugara 4,18 cm.
(7 Haszndljuk az dbra jeloléseit. Az ABCD derékszogi trapéz

D 9 B
derékszogi szdra AD, alapjai pedig AB=11cm és CD =9 cm. 7
Az érinténégyszogek tétele alapjan:
AD+BC=9+11=20cm = BC=20-AD.
A CTB hiromszog egyik befogéja CT, a mésik befogdja pedig
TB=11-9=2cm. Mivel AD = CT, a BC iatfogé 20 — CT.
A haromszogben felirva Pitagorasz tételét: B B
CT? + TB? = CB>. A P T2
Behelyettesitve és rendezve az egyenletet:
CT?+22=20-CT)?* = CT:%=9,9 cm

A trapéz magassiga 9,9 cm.

X8 A derékszogl szar 40 cm, a mésik szdr ennél nagyobb, igy csak
a rovidebbik alap lehet 30 cm. Az dbra jeloléseit haszndlva, b 20 fr10¢ .
a C pontbdl a beirt korhoz hizott érintészakaszok egyenlGsé-
gébdl:

CE=CF=30-20=10cm. 10 10 x
Legyen a B pontbdl hizott érintdszakasz hossza x. BE = BG = x. K
A TCB haromszogben Pitagorasz tételét felirva: 4 G T X B
(10 + x)?> =40 + (x - 10)%.
Az egyenletet rendezve x = 40.
A trapéz alapjainak hossza tehat 30 cm és 60 cm, magassaga 40 cm.
A trapéz teriilete: (30 + 60) - 40
trapéz = =1800 cm?
1 40 N
A beirt kor sugara ? cm, teriilete:
Ty = 20%- = 4007 cm?.

Tehdt a trapéz teriiletének % -100 =30,19% -a esik a koron kiviil.

@ Mivel a négyszognek két-két oldala egyenls, de két szemben D
1évé szoge nem egyenld, a négyszog deltoid. . T
Egy négyszog bels szogeinek Osszege 360° A deltoid két "
szemben levd, nem egyenld szogének az 6sszege 180°, tehat a két A R c
egyenld nagysagui szoge 90°.
A deltoid két olyan derékszogli haromszogbdl éll, amelynek 40cm 40cm
befogdi 30 és 40 cm hossziak.
Tekintsiik az dbra jeloléseit. B



HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK

a) A hurkapélcdk hosszadnak meghatarozdsdhoz sziikségiink van a BCD derékszog(i hdromszog
atfogdjanak, illetve az atfogéhoz tartozé m magassaganak a hosszdra.

A Pitagorasz-tételbdl az atfogd hossza 50 cm, ami a deltoid egyik 4tldjanak a hossza.
A derékszogl haromszog teriiletét kétféleképpen szamithatjuk:
30-40 50-m
2 2
Mivel a deltoid 4tl6i merSlegesek egymadsra, a masik 4tl6 hossza 2m = 48 cm.

= m=24.

A merevitéshez egy 50 cm és egy 48 cm hosszu hurkapdlcdra van sziikségiink.
b) A deltoid teriilete a két derékszdgl haromszog teriiletének az 6sszegeként szamithato:
2.3940 _ 1500 em2
2
A sarkany elkészitéséhez felhasznalt papirmennyiség:

% 100 =1500 cm? =15 dm?

¢) A deltoid belsé szogfelezGinek metszéspontja lesz a kor kozép-
pontja, sugara ennek a pontnak valamely oldaltdl vett tdvolsaga.

d) Az AOB és a COD szogek nagysaganak 6sszege 180°.
e) Az EFGH érinténégyszog E, F, G és H csticsndl levs szogei

legyenek rendre o, B, v és 6. Mivel a beirt kor kozéppontja
a belsé szogfelez6k metszéspontja, ezért:

oa+f Y+

EOF¥=180° - és GOHx=180° -

Az EFGH négyszog belsd szogeinek 0sszege 360° tehat:

oa+f Y+6

E0F<I+GOH<I=180°—T+180°_T=3600_“+ﬁ+7+5

=180

Az ABCD érinténégyszdgben az AOB és a COD szbgek nagysdganak dsszege 180°.

Vegyes feladatok — megoldasok

Két 60°-os és két 120°-0s szoge van a trapéznak.

A harmadik csuicshoz tartozé magassag és szogfelezd 11°-os szdget zar be egymassal.

sz

A hdromszog harmadik cstcsdnal 1évé belsd szoge 84°.

Az 4bra jeloléseit haszndlva, tegyiik fel, hogy a beesd fénysugar
B szoget zar be az elsé tiikorrel, és a visszaver6dd fénysugdr
y szoget z4r be a masodik tiikorrel.
Ha ez a két fénysugar parhuzamos, akkor 180° -2 és 180° -2y
180°-ra egészitik ki egymast:

180°-28+180°-2y=180° = B+y=90° = a=90°
A két siktiikor merdleges egymasra.




A derékszogi trapéz felbonthat6 egy a oldald négyzetre és egy a
2a oldalu fél szabdlyos haromszogre.

a) A trapéz negyedik oldala a +a /3. g J
b) A trapéz szdgei: 90° 90°, 150° és 30° B B 30

A négyszog két szoge egyenld a szabdlyos 6tszog egy belsd szo-
gével, azaz 108°-osak. A fennmaradé két sz6g nagysagit meg-
kapjuk tgy, hogy 108°-bdl kivonjuk annak az egyenl§ szard harom-
szognek az alapon fekvd szogét, amelynek szarszoge 108°. (=)
A masik két szog nagysaga:

108° —36° =72°

A haromszog harmadik csicsa egyenld tavol van az alap két
végpontjatdl, igy az alap felezGmerGlegesének €s a szdrnak a
metszéspontja szolgaltatja a hdromszog harmadik csicsat.

A szerkesztés akkor végezhetd el, ha a szar egyenese dthalad a megadott pontok valamelyikén,
illetve nem merdleges az alap egyenesére.

Induljunk ki a kész abrabdl. Mérjiik fel az ABC haromszog
BC oldaldnak hosszit CA oldal egyenesére C-n til. igy D pont-
hoz jutunk. Mivel BCD hiaromszog egyenld szard, a C csucs
rajta van DB szakasz felezOmerdlegesén.

Ez alapjan a szerkesztés az ABD haromszog szerkesztésével
kezdddik. (Ez végrehajthatd, mivel adott két oldaldnak hossza,
valamint a kozbezart szog nagysdga.) A hdromszog C csticsat
a BD szakasz felez&mer6legesének és az AD szakasznak a kozos
pontja szolgaltatja.

a) Két szemkozti csicsdnak tdvolsdga a koré irt kor sugardnak kétszerese, azaz 36 cm.
b) Két szemkozti oldaldnak tdvolsdga egy 18 cm oldald szabdlyos hdromszog magassaganak két-

szerese: 18-3
2

2. =18-J/3 cm.

Induljunk ki a kész dbrabdl. Az F és F’ pontok az ABC egyenld
szard haromszog beirt korének és a haromszog alaphoz tartozo
magassidganak metszéspontjai.

A hiromszog beirt korét a szerkesztendd kor az F” pontban érinti.
Ez alapjan a szerkesztés 1épései a kovetkezdk:

1. Szerkessziik meg az adott ABC haromszog beirt korét.

2. Abeirt korhoz F’ pontban szerkessziink érint6t, ennek a sza- A
rakkal val6 metszéspontjai legyenek A’ és B’

3. Az AB’C hiromszog beirt korét szerkessziik meg.
A szerkesztés mindig végrehajthato.




HAROMSZOGEK, NEGYSZOGEK, SOKSZOGEK

A kor kozéppontja a szakaszt6l 5 cm tdvolsdgra van.

A C végpontt atmérdk masik végpontjait Osszekotd szakasz dthalad a két kor masik metszés-
pontjan, tehiat A és B nem kiilonb6zd pontok.

A téglalap oldalai f61€ rajzolt Thalész-koroknek a téglalap csucsaitol
kiilonb6z6 metszéspontjait kell 8sszeszamlalnunk.

Hat olyan pont van a téglalap belsejében, amelybdl valamelyik
két oldal derékszog alatt latszik.

A paralelogrammdk koziil érint6négyszog csak a rombusz lehet. A rombusz magassdga a beirt
korének az atmérdje, 20 cm.

Mivel a rombusz egyik szoge 45° az oldala 20-+/2 cm hosszu.
A rombusz keriilete 80-+/2 = 113,14 cm.
A rombusz teriilete 20-20-+/2 =400-+/2 = 565,69 cm?.

Legyen a két hidnyz6 oldal hossza a és a + 4. Az érinténégyszogek tétel szerint:
10+12=a+a+4 = a=09.
A négyszog két hidnyz6 oldaldnak hossza 9 és 13 cm hosszd.

Ha n oldalu a sokszog, akkor
n-(n-3)
2
Figyelembe véve, hogy n pozitiv egész és nagyobb, mint n — 3, 40 lehetséges szorzatalakjai:
40-1=20-2=10-4=8-5.
Mivel a két tényez6 kiilonbségének 3-nak kell lennie, a 8 -5 a megfelelS szorzatalak.

=20 = n-(n-3)=40.

A szabdlyos sokszog 8 oldalu és egy belsd szoge 135°.

ETE) Ha a kép szélessége 16x, magassdga 9x, akkor Pitagorasz tétele alapjan:
(16x)? + (9x)? =812 = x=441.
A televizié méretei megkozelitSleg:
szélesség: 16-4,41 +2-10=90,56 cm, magassag: 9-4,41 + 10 + 18 = 67,69 cm.
Nem fér be a késziilék a szekrényiinkbe, mivel a magassaga 65 cm-nél nagyobb.
(T Messe az A cstcsbdl kiinduld belss szogfelezd

a B csucsbol kiinduld kiilsé szogfelezt egy D
pontban.

Az ABD hiaromszog belsd szogeinek 0sszege:
% (pa90o—B)sase=180°
2 2

amibdl o + =90

Tehat az ABC haromszog C csucsdnal 1évd
belsd szoge 90° Thalész tételének megforditasa
alapjdn a hdromszog koré irt korének sugara
az AB 4tfogé hosszdnak a fele, vagyis 10 cm.




(T3 A véza tdvolsagat a terits széleitSl a rombusz beirhat6 korének r sugara adja meg, amelyet a kovet-
kez§ Osszefiiggés segitségével hatdrozhatunk meg:

k

rombusz
rombusz — )
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I3 =r-

A rombusz oldaldnak hosszat Pitagorasz-tétellel szamithatjuk:
a=~402+302=50cm = ks, =200 cm.

A rombusz teriiletét az atlok szorzatdnak fele adja meg:

60-80 _ 2400 cm?,

trombusz =

2400:r-% = r=24.

A véza a terit0 széleitSl 24 cm tdvolsdgra van.

Szamoljuk Ossze a haromszogeket aszerint, hogy oldalai a szabalyos nyolcszog oldalai koziil
hany oldalt fognak kozre.

Ezek szerint a kdzrefogott oldalak szama lehet:
1,1és6; 1,2és5; 1,3és4; 2,2és4; 2,3és3.
Tehat 5 kiilonbozd haromszoget alkothatnak a szabélyos nyolcszdg csticsai.
Egy haromszog akkor derékszogi, ha egyik oldala a koré irt korének az dtmérGje. Mivel a szaba-

lyos nyolcszog koré irhatd kor, azok a haromszogek lesznek derékszogliek, amelyeknek egyik
oldala a nyolcszog négy oldalat fogja kozre.

E szerint két derékszogl haromszog van.

Legyen az ABCD paralelogramma két hosszab-
bik oldala AB és CD, valamint BAC szog 60°.

Keressiik a paralelogramma keriiletén azokat
a pontokat, amelyekbdl az AB oldal 90°-0s szog
alatt latszik.

Az ABD hiromszogben az A csticsanal levd
szoge 60° és AB = 2-AD = fél szabélyos harom-
sz0g = D-nél derékszog van = D csics rajta
van AB Thalész korén.

Legyen a DC oldal felezéspontja E.
A BCE hédromszog szabdlyos hdromszog (BC = CE és a BCE szdg 60°).

Az AEB hiaromszog is egy fél szabalyos haromszog, mivel a B cstcsanal levé szoge 120° — 60° = 60°
és AB=2-EB = E csucs is rajta van AB Thalész korén.

Mivel egy egyenesnek és egy kornek legfeljebb két metszéspontja lehet, a paralelogramma kerti-
letén csak az E és D pontokbdl latszik az AB oldal 90°-os szogben.

Hasonl6an adédik, hogy DC oldal az AB oldal B végpontjabodl és F felezéspontjabdl latszik derék-
sz0g alatt.

A kincs a paralelogramma kertiletén négy helyen lehet: a két tompaszog csticsban, vagy a hosszab-
bik oldalak felezéspontjaiban.
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Legyen az ABC szabélyos hdaromszog beirhaté
korének kozéppontja O. Ismert, hogy a szaba- F E
lyos haromszog beirt kore sugardnak hossza:

. . 120° AK
a3 UB_, 3 c

6 6

Az dbra jeloléseit haszndlva ED oldal K felezés-
pontjanak O-t6l vett tivolsiga 24 +4 /3. 0

A KOE derékszogli hdromszogben Pitagorasz A B
tételét felirva:

OE2=(24+4-3) +122=768+192 -3,
amibdl

OE =~/768 + 192 -1/3 = 33,17 cm.

Hasonldan szamithato:

OD =0F =0G =0H =01=33,17 cm.

a) Mivel a hatszog csicsainak O ponttdl vett tdvolsdga ugyanakkora, ezért a hatszog koré irhat
kor.

b) A hatszog koré irhat6 kor sugara megkozelitSleg 33,17 cm.

¢) A hatszdg oldalai koziil DE = FG = HI =24 cm hosszu.
Ahatszog FE oldala egy olyan egyenld szard hdromszognek az alapja, amelynek a szarszoge
120° és a szdrai 24 cm hossziak. Tehdt az FE oldal egy 24 cm oldald szabdlyos hdromszog
magassaganak a kétszerese, vagyis

24'2\/5 2=24-3=41,57 cm.

A hatszog EF, GH és ID oldalainak hossza:
24 -3 =41,57 cm.

(I Az OA, illetve OB szakaszok felez6merdlegesei az AB oldalt F
és E, a BC oldalt G, az AC oldalt H pontban metszik. Az dbran L =60
lathat6 szabalyos, illetve egyenld szédrd haromszogeket figyelembe
véve AF, FO, FE, OF, EB, AH és BG szakaszok hossza egy-
arant 6 cm.

a) Az F és E pontok hdrom 6 cm-es részre, a H és G pontok
egy 6 és egy 12 cm-es részre osztjdk a haromszog oldalait.

b) Az AFH és BGE héaromszogek teriilete egyenld:
6%-43

=9.43=15,59 cm2

Az EGCHF 06tszog teriilete:
1823
4

~2:9./3=81-/3-18-/3=63-/3=109,12 cm2



A hajé induljon az A pontbdl, a vildgitétornyok helyzetét jelezze
B és D pont, a hajé két 6ra mulva legyen a C pontban. A feladat
szovege szerint DB = 50 km.

Az ACD héromszdgben két 45°-0s szog van, és CT=DT=TA =x. X
DBA hiromszogben felirva a Pitagorasz-tételt:
x2+4x2=50> = x=10-+/5=22,36 km.
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A CTA haromszogbdl:
CA=10-+/5-42=10-10 = 31,62 km.
A hajo atlagsebessége:

10‘?:5@»:15,811%“.

Tekintsiik az dbra jeloléseit. Legyen a keresett kor sugardnak
hossza r, a kozéppontja O.

Ez a kor beliilrdl érinti az A kozéppontd 80 cm sugard kort,

ért
crer A0 =80-r.
A kérdéses kor kiviilrdl érinti a K kézéppontd 20 cm sugart

félkort, ezért
KO=20+r.

Az AOD derékszogli haromszogben:
OD? = A0? - AD? = (80 — r)2 — 40% = 4800 — 160r + r2.
A KOD derékszogli hdromszogben:
OD? = KO? - KD? = (20 + )% — 202 = 40r + 2.
Ezek alapjdn a keresett kor sugara a kdvetkezd egyenletbdl szdmolhato:
4800 — 160r + r2 =40r + r2 = r=24.
A keresett kor sugara 24 cm.

Az abran lathat6 jeloléseket haszndlva legyen a telek az EFG
hdromszog, a rd épitett hdz az ABC hdromszog.
A feladat feltételei szerint az FEG< = 45° illetve BC =12 m
és AC =16 m.
Az ABC hdromszdg A és B csucsdndl 1év4 kiilsS szogek nagy-
saga 180° — a, illetve 180° — B. Ezen kiils6 szogek szogfelezdi
altal bezart szog:
(180°—o) (180°—-f) _

2 2

180° —

=O“2“'3:45° = a+B=90"

Tehat az ABC haromszog C csucsandl derékszog van.

a) A hdznak a telek 45°-0s szogével szemkozti oldala a Pitagorasz-tétel alapjan:

AB=+122+162 =20 m.
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b) Ha a négyszog alaku szobdnak minden fala a hdz 12 vagy 16
méteres oldaldval parhuzamos, és minden oldala egyenld B
hosszi, akkor annak az LMNC négyzetnek a teriiletét kell
meghatdroznunk, amelynek N és L csicsa az ABC harom-
sz0g befogdira, M csics pedig az atfogora illeszkedik. N

Legyen a négyzet oldaldnak hossza a. Az ABC derékszogf  12m

haromszog teriilete el6all a BCM és ACM haromszogek terii-
letének 0sszegeként:

1216 12a 16a 48 o
=t — = a=—.
2 2 2 7

2
Legfeljebb (gj ~47 m? lehet annak a négyszog alaki szobdnak az alapteriilete, amelynek

minden fala a hdz 12 vagy 16 méteres oldaldval parhuzamos.

a) A B szog nagysdga 36°.
b) Az é&brén lathatd egyenld szard haromszogek alapon fekvd szogei szamithatok: o, 2 -, 3 «, ...
A kilencedik szakaszt még meg kell tudnunk rajzolni, igy 9- « legfeljebb 90° lehet. Tehat
az o szOg nagysaga legfeljebb 10°

Py

c) Az el6z6ek alapjdn az n-edik szakasz utdn mar nem tudunk djabb szakaszt berajzolni, ha az

(o]

abran jelolt szog 90°-ndl nagyobb. Tehat o szog nagysaga legfeljebb 20 .
n

A derékszogi ABE és ABG haromszogek E és G csticsai Thalész
tételének megforditdsa alapjan rajta vannak az AB mint atmérd
folé {rt koron.

Az FA, FG, FE és FB szakaszok a Thalész-kor sugarai, tehat
egyenld hosszuak.

Az AFG egyenl§ szdrti hdromszog alapon levd szogei 42°-osak,
tehdt az AFG< = 180° —2-42° = 96°.

Az EBF egyenl szari haromszog alapon levd szogei 67°-osak,
tehdt az EFBX = 180° —2-67° = 46°.

Ezek alapjan az EFG egyenld szard haromszog szarszoge 180° —46° —96° = 38°.
Az EFG haromszog szogei 38° 71° és 71°.




MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

9.5. EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK,
EGYENLETRENDSZEREK

Az egyenlet, azonossag fogalma — megoldasok

Allitasok:
b) igaz; d) igaz; e) hamis; g) hamis.
a) Akonvex négyszogek halmaza. b) {97}

c) A bolygoék halmaza. d) Nincs megoldas.

e) Nincs megoldas. f) {masodfoku; abszolut érték}.

g) {Duna; Tisza}

Lyil a) A ... 5-nél kisebb pozitiv egész szdm. b) A ... primszdm.
c) A ... legfeljebb 19. d) A ... minimum 2 és maximum 7.
e) A ... nagyobb —3-ndl és kisebb 5-nél. f) A ... alegnagyobb egész szam.
g) A ... természetes szam.

Wyt a) x=3x-6 (x=3). b) x=2x+8 (x=-8).

c)3x+4=25 (x=17). d) 3x-2x=x (xeR).

e) 5x-8=3x+10 (x=9).

Az egyenlet megoldasanak grafikus modszere
— megoldasok

a) y b)

Fers

x=-1 x=1 x1==-3,x=0
d) , ;o , , /) roram f
5 5 5
1 1 1
-5 L1 5 X -5 1 5 X -5 1 5 X
g/ g
Nincs megoldas. x22 xp=-1,x=2.
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...............................................................................................................

-5 /i 5 X -5 1 5 X
1 /'
-5 1 5 X Y
x=06.
i) a) c) ’
f
5..
g
5 1 5 X
—3, .X2:0
d) 7 y g
5
1
Ry 5 X
f

x1=1, .XZ:4,X3:6.

1481 03 c) ,
5..
iR AR
-5 -1 1 5 X

x=k+0,7;, keZ.
d)




@B Megoldas a 0, valamint 1-t6l 2008-ig minden
egész szam és a ndla nagyobb egész szam kozott
van egy megoldds. Osszesen tehdt 2009 meg-
oldés van.

| AAAZL

y
127
—=s 2 -1
7 1

Az egyenlet értelmezési tartomanyanak és értékkészletének

vizsgalata — megoldasok

3

a) x=4. b) x==.

) ) >
d) x= g e) Nincs megoldas.

g) Nincs megoldis. h) Nincs megoldés.

WLEIY a) Mindkét gyok alatti kifejezés nemnegativ: x =

W | W

2 <é azaz <§
94 3 p 6

b) Az a) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p < —%.
c) Az a) esethez hasonlé gondolatmenettel: p < %

d) Az a) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p < —%.

e) Az a) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p > 0.

f) Az a) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p < %

b) Csak akkor van megoldds, ha az 8sszeg mindkét tagja 0.
c) Csak akkor van megoldés, ha az 6sszeg mindkét tagja 0.

d) Csak akkor van megoldds, ha az 6sszeg mindkét tagja O.

e) Csak akkor van megoldas, ha az 6sszeg mindkét tagja O.

f) Csak akkor van megoldds, ha az 6sszeg mindkét tagja 0.

a) Csak akkor van megoldds, ha az 6sszeg mindkét tagja 0.

c) x=

f)x=

i) Nincs megoldas.

és x < 2p, akkor nem lesz megoldds, ha

Nincs megoldds.

x=2,y=1.
x=-6,y=-24.
)
3 3
U
21 7
x=3,y=-8.

a) Csak akkor van megoldds, ha az 6sszeg mindhdrom tagja 0. x=0,y=1,z="2.

b) Csak akkor van megoldds, ha az 6sszeg mindhdrom tagja 0. x = %, y=1,z=09.

¢) Alakitsunk teljes négyzetté: (x +y)> + (x + 1)> = 0. Csak akkor van megoldds, ha az dsszeg

mindkét tagja 0. x=-1,y=1.

d) Teljes négyzeteket kialakitva: (x —2z)* + (2y —2)> + (y — 1)*> = 0. Csak akkor van megoldés, ha

az 6sszeg mindhdrom tagja 0. x=4,y=1,z=2.
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Egyenlet megoldasa szorzatta alakitassal — megoldésok

a) x; =—%, X =—4,x3=1, x4, =-3.

b) x;=3,x=11, x3=2, x, =-8.

¢) AnevezS nem lehet 0. A megolddsok: x; = —%, X, =17, x3= —1.
d) Anevez6 nem lehet 0. A megolddsok: x; =-3, x, = —g.

e) Kiemelés utdn: (x + 1)-(5x —5) =0, a megolddsok: x; =-1, x, = 1.
f) Kiemelés utdn: (x —4)-(5x —4) =0, a megolddsok: x; =4, x, = %

g) Kiemelés utdn: (2x + 1)-2x =0, a megoldédsok: x| = —%, x,=0.

h) Kiemelés utdn: (5x —3)-(6x + 6) =0, a megolddsok: x; =-1, x, = %
i) Kiemelés utdn: (8x +5)- (4x — 10) = 0, a megolddsok: x| = —g, Xy = é

j) Kiemelés utdn: (4 —2x)-6 =0, a megoldas: x = 2.

Az 6t egymast kovetl szam szorzata:
x(x+1)-x+2)-x+3)-(x+4)=0.
Ha x =0, a szdmok 0; 1; 2; 3; 4; 0sszegiik 10.
Ha x+ 1 =0, aszamok —1; 0; 1; 2; 3; 0sszegiik 5.
Ha x +2 =0, aszdmok -2; —1; 0; 1; 2; 6sszegiik 0.
Ha x+3 =0, aszdmok -3;-2; -1; 0; 1; 0sszegiik —5.
Ha x + 4 =0, aszdmok —4; -3; -2; —1; 0; 6sszegiik —10.
a) Atrendezés és kiemelés utdn: 3x—1)-(6-x)=0, a megolddsok: x| = % X, = 6.
b) Két tényez6 kiemelése utdn: x-(x + 1) (—x — 6) =0, a megoldasok: x; =0, x, =—1, x3 =-6.
c¢) Az x—1 kiemelhet6: (x—1)-(Bx+7 +2x+ 6 —6x—6) =0, amegolddsok: x; =1, x, =7.

Legyenek a téglalap oldalai a és b egész szdmok, a < b.
A teriilet és kertilet kozotti 6sszefiiggés alapjan:
a) a-b=2-(2a+ 2b) egyenlet irhaté fel.
Rendezziik a bal oldalra és alakitsunk ki szorzatot:
ab—-4a-4b=0,
a-b-4)-4-b-4-16=0,
(a-4)-(b-4)=16.
Mivel a és b pozitiv egészek, elég megkeresniink a 16 osztéparjait: 16=1-16=2-8=4-4,
ezekbdl adédnak a megoldasok.
Mivel a < b, a lehetséges esetek:
a;=5,b;=20; a,=6,b,=12; a3=38, b3=38.



b) a-b=3-(2a+ 2b) egyenletbdl rendezve és szorzatta alakitva:
ab — 6a - 6b=0,
a-(b-6)-6-(b-6)-36=0,
(a-6)-(b-06)=36.
A 36 osztéparjaibdl kapjuk a megolddsokat: 36 =1-36=2-18=3-12=4-9=6-6.
Mivel a < b, a lehetséges esetek:
ar=7,b;=42; a,=8,b,=24; a3=9, b3=18; a,=10, by=15; as=12, b5=12.
@D o) Két1épésben alakitsunk szorzatta:
2x-2y+3)-3-2y+3)+9=10,
2y+3)-2x-3)=1.
Az 1 kétféleképpen irhato fel egész szamok szorzataként: 1 =1-1=(-1)-(-1).
2y+3=1 2y+3=-1

Ha 3o 2 —3=-1

}, akkor x; =2,y;=-1; ha }, akkor x, =1, y, =-2.
b) Két 1épésben alakitsunk szorzattd:
3x-(2y+5)-2-2y+5)+10=21,
Bx-2)-2y+5)=11.
A 11-et szorzattd alakithatjuk: 11 =1-11=11-1=(-1)-(=11) =(-11)-(-1).
3x-2=1

a 2y+5:11}’ akkor x; =1, y,=3.

Ha 3x—-2=11 , akkor x:E, y =-2, nem megoldds, mert x nem egész szam.
2y+5=1 3
Ha x-2=-1 akkor x—l = -8, nem megoldas, mert x nem egész szam
2y+5=-11] BN soxs £ '
3x-2=-11
a 2y +5=_1 }, akkor x, =-3,y, =-3.

Az elsé és negyedik esetbdl kapott szamparok a megoldasok.

Egyenletek megoldasa lebontogatassal, mérlegelvvel — megoldasok

a) x=4, b) x=-24, c) x=0; d) x=1;
e) x=0; f)x=2 g) x=3; h) x=-3;

47 21
i) x=1; j) x =23; k) x=—; ) x=—;
i) x j) x ) x T ) x p
m) x=-4,; n) x=-3; 0) x=-1; p) x=06;
q) xe R, x#2; r) x=-5.

EZTB) Ha a harmadik napra 4000 Ft maradt, ez az els6 naprél maradt pénz kétharmad része. Az elsG nap
utdn 6000 Ft maradt, ez a teljes 6sszeg kétharmad része, tehat 9000 Ft-tal indult el a kirdnduldsra.
Az elsé napon elkoltott 3000 Ft-ot, a masodikon 2000 Ft-ot, a harmadikra 4000 Ft maradt.
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T Ha egy fiizet dra x forint, akkor 8 fiizet 8x forintba keriil, ennyiért most 13 fiizetet vehetek, tehat
egy flizetért % =0,6154x forintot kell fizetnem, ami 1 —0,6154 = 0,3846 rész csokkenést, vagyis

38,46%-o0s leértékelést jelent.

13
(8 a) Akozos nevezd 100, beszorzés utdn x = 5

b) Az egyenletnek akkor van értelme, ha x # —2, a kdzos nevezd 2 - (x + 2), ezzel beszorozva
kapjuk: x =-1.

c) Az egyenletnek akkor van értelme, ha x #4 és x #—3, a kozos nevezd (x —4)- (x + 3), ezzel
beszorozva adodik: x = 1.

D ) A tortek miatt az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x # 3.
Mivel 6 —2x =2-(3 —x), ezzel szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat:
1-2x-2-Bx-4)=4-(6 - 2x),
1-2x—6x+8=24-38x,
9=24.
Az egyenletnek nincs megoldasa.
b) A tortek miatt az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x # -2 és x #5.
Mivel (x +2)- (x—5) = x2 - 3x - 10, ez a szorzat legyen a kozos nevezd, amivel beszorozva:
5:x-5)+4-(x+2)=28,
7x =35,
x=5.
Ami az értelmezés miatt nem megoldés.
¢) Erdemes a nevezdket szorzattd alakitani:
2-2x2=2-(1-x)=2-(1-x)-(1+x);
X2-l=@x-1)-(x+1);
2-2x=2-(1-x).
Egyrészt kiolvashatjuk, hogy az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x # 1 és x #—1.

Masrészt lathatd, hogy a 2- (1 —x)- (1 + x) szorzatot érdemes k6zos nevezének valasztani.

Ezzel beszorozva:
x+1-(-2)-2x-1)+6-2-(1-x)+1+x=0,

x+1+4x-2+12-12x+1+x=0,
x=2.
Ellendrzés utan kideriil, hogy a megoldds valéban x = 2.
d) Alakitsuk szorzattd a nevezdket:
22 —dx+2=2-(x - 1%
x2-2x+1=(x-13%
3-3x=3-(1-x).
Az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x # 1. K6zos nevezdnek a 6 (x — 1)? szorzatot
érdemes valasztani, ezzel beszorozva az egyenlet mindkét oldalat:
3-2x-7N+6-x+1)—(-2)-(x-1)=2-6-(x - 1),
6x-21+6x+6+2x-2=12x-12,
x=2,5.
Ellendrzéssel meggy6z&dhetiink rdla, hogy az egyenlet megolddsa x = 2,5.



Egyenldtienségek — megoldasok

1497 W)} - ,

o

x<0 vagy x> 3.

a)x%;
d) xeR;

g) Nincs megoldas;

(1499 |7

x < -3 vagy xz%;

d)

-5 0 5

b)
e)
x<—1vagy x> 3.
7
b X< —-——
) 5
e) x<-2,5;
h)xS—E.
2
b) __________ X+2>0
________________ x—1>0
-5 -2 01 5
O——0
“2<x<1;
e)
_______________ 5x+1>0
4x+13>0
—— ]
_13 -2 1 5
4 5
—0 —

X<—E va, x>_l-
4 gy s

c) ,

“1<x<?2.

/) , f

= /é 5 X

-4 <x<-3 vagy -2<x;
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8 3x-7>0 o N x+4>0
.................. el 2
4 2x+5>0
-x>0 R
. L 820
----0 it 3x-5>0
=3 0 % 4 25 4 0 3 5 3
o S 3 4 3
4 3 5
—5<x<— vagy 4<ux; x<—— vagy —— <x<—vagy — <x
3 4 3
@D o) x-as0 0 x-50 3+1>0
______________________________________________ ol
________ x+3>0 - X+2>0 o =320
5 -3 0 4 5 -2 0 5 4 10 31
3 4
JE—— Oo— L —— o
x<-=3 vagy 4<ux; -2<x<5; X< -—-—vagy — <x;
d) ¢) /) x+420
5x-17>0 2x-3>0
1x-7>0 x-1>0 x-2>0
0 71 2 317 0 1 2 3 -4 0 32
11 5 2
(o ——— O -9 [ e
7 17 3
— <x<— x>1; x<—4 vagy — <x<?2.
11 5 2
€ a) A jobb oldalra rendezve:
4x+29>0
4x +29 R
L—. X+2>0
x+2)x-5» T
< x-5>0
Ennek megolddsa: T o
29 29 2 0 5
_TSX<_2 vagy 5<x. . ) o
b) Abal oldalra rendezve:
3 4 8x+4>0
x+4 . T
— <. x=2>0
x-2)-x+3 oo o—
- xX+3>0
A megoldas: e
1 =% 10 2
x<-3 vagy —ESx<2. ; 2 ;



c) Abal oldalra rendezve:

12 T 12x-1820

— 0. x-3>0

x-3)-x-n 0—1 ;
X=1>
Amegoldds: e
3 0 13 3
l<x<— vagy 3<ux. 2
2 oo o——

(0B Akéthalmaz: A=[-1;3] U ]5; e és B=[-2;2] U [4; .

a) AUB=[-2;3]uU[4;0[, AnB=[-1;2] U |5; e].

x=3>0 xX+2>0 A
.............................. ———o O—n
x+1>0 x-2>0 B
------------------------------ *~— *—eo o————
x-5>0 4-x>0 _
"""""""""""" o T -2-10 2345
10 3 5 2 0 2 4 AuB  e——e o——r
A *—e O— B *r—e o ANnB *—e O

b) Mivel az 5 nincs benne az A halmazban, ezért nem igaz, hogy P c A.
c) Azokat a szdmjegyeket keressiik, amelyek nem elemei B-nek. A keresett halmaz: {3}.

Irjunk y helyére (1 —x)-et, és alakitsuk a bizonyitandé allitdst:

1+x.2—x29‘

x l-x
Mivel x>0 és y=1-x> 0 dtszorzds utan:
1+x)-2-x)29%-(1-x),
2 —x+2x—x229x —9x2
8x2 —8x+2=>0,
4x2 —4x +120,
(2x -1)2>0.

Ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, igy az allitds minden valds x-re igaz.

EgyenlGség x = % y= % esetén 4ll fenn.

A bal oldalra rendezve:
22+ 1120
@

2x+11 <0 e

(2x-3)-2x+5 e "
2x+5>0

Megoldasa:

1l
|
8
|
N | L
| —
C
|
N | =
N | W
.
1
IS
1
O Njon
o
O Njw
n

a) A H halmaznak sem legnagyobb, sem legkisebb eleme nincs, mert a % nem eleme a halmaznak.
b) A természetes szamok koziil csak a 0 és az 1 eleme a H halmaznak.

A= —<><>;—é és B= —l;é .
2 22

c) Egy lehetséges megoldas:
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Abszolut értéket tartalmazo egyenletek,
egyenlétlenségek — megoldasok

a) x=4, x=-4, b) x=4, x=-12; c) x<—4 vagy x=24; d) x<-12 vagy x2>4;
7 7 13 7

e) x=—, x=——; x=2,x=-8; ——<x<—; h) xeR.
) 7 2 f) 8) > 2 )
a) x= %, ha x <0 nincs megoldés. b) x=-3, ha x 20 nincs megoldis.
c)x=3,5,x=—z. d)x=&,x=—§,

4 7 19
e) x= —%, ha x =3 nincs megoldés. f) Nincs megoldas.

3 7. )

g)x=2,x=4. h) x= g ha x> 5 nincs megoldds.

a) Ha x =0, nincs megoldds, ha x < 0, a megoldds x < —%.

b) Ha x >0, akkor x > —% adddik, ami azt jelenti, hogy x >0 a megoldas.

Ha x <0, akkor x > —% adddik, tehdt a megoldas: —% <x<0.
A végeredmény: —% <X.
c) Ha x >0, akkor nincs megoldas.
Ha x <0, akkor x < —g adodik.
A megoldés: x < —g.
d) Ha x > -3, akkor x <4 adddik, azaz —3 < x <4 a megoldas.

Ha x < -3, akkor x > —? adodik, azaz —? <x < -3 amegoldas.

A végeredmény: —? <x<4.

e) Ha x> 1, akkor x > 11 a megoldas.
Ha x < 1, akkor x <—1 adddik, azaz x <—1 a megoldas.
A végeredmény: x < -1 vagy x> 11.

f) Ha x2 i akkor x < 3 adodik, azaz 4 <x< 3 a megoldas.
5 2 5 2
Ha x < % akkor % < x adodik, azaz % <x< % a megoldas.

A végeredmény: % <x< %



€L @) Ha x =2, akkor x = 5.
Ha -3 <x <2, akkor nincs megoldas.
Ha x < -3, akkor x = —6.
b) Ha x > 1, akkor minden szdm megoldas.

Ha -4 <x < 1, akkor nincs megoldas.
Ha x < -4, akkor nincs megoldais.
A végeredmény: x > 1.
c) Ha |x+2]-3=2, akkor x =3 vagy x=-7.
Ha |x+2]-3=-2, akkor x=—-1 vagy x=-3.
d) Ha |x—4|-4=4, akkor x = 12 vagy x = —4.
Ha |x-4|-4=-4, akkor x = 4.

€D a) Ha x>0, akkor x > 1 adédik.
Ha -5 < x <0, akkor nincs megold4s.
Ha x < -5, akkor x <-6.
A végeredmény: x <—6 vagy x = 1.
b) Ha x = 3, akkor —5 <5 adddik, azaz minden szdm megoldas.
Ha -2 <x <3, akkor -2 <x.
Ha x < -2, akkor 5 <5, azaz minden szdm megoldas.
Végeredmény: x € R.

c) Ha x < % akkor x =2 adddik, ami megoldas.

Ha -6<x< %, akkor x < 0-t kapunk, azaz -6 <x <0.

Ha x < -6, akkor x £ -4 adddik, azaz x <—6.
A végeredmény: x <0 vagy x > 2.
11 44 45

d) Ha xZE,akkorxSE, mivel ———<—:§ nincs megoldas.
4 9 9 36 36 4

Ha iS)c<§,akk01rxsl, azaz iS)csl.
5 4 5

-

Ha x<i,akkorxzz, mivel Z:E<E:i,
5 9 9 45 45 5 9

A végeredmény: % <x<1.

a) Ha x> 2, akkoer—E, tehdt x > 2.
3

Ha -4 <x <2, akkor xZ—%, tehat —%Sx<2.
Ha x <-4, akkor x £-15, tehat x < -15.

A végeredmény: x <-15 vagy —% <X

amegoldds: — <x<

|~
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b) Ha x >4, akkor x <£2,5 adédik, azaz nincs megoldas.
Ha 1 <x<4, akkor x <3, tehat 1 <x < 3.
Ha -2 <x< 1, akkor x <7, amegoldds -2 <x< 1.
Ha x < -2, akkor —6,5 <x, a megoldds —6,5 <x <-2.
A feladat megoldésa: —6,5 < x < 3.

Paraméteres egyenletek — megoldasok

a) x =3, ha a#0. Ha a =0, minden valds szim megoldais.

b) x= % ha b#0. Ha b =0, nincs megoldas.

4 .
c¢) x=——, ha ¢ #2. Ha ¢ =2, nincs megoldis.
-c

Ta —
a+
e) x=1, ha d#-1. Ha d =-1, minden valds szdm megoldas.

d) x=

, ha a#-4. Ha a =—4, nincs megoldas.

f) x=a+3, ha a#3. Ha a =3, minden val6és szdm megoldas.
g) x=b-2,ha b#2. Ha b=2, minden valds szdm megoldas.
h) x=c—4, ha ¢ #—4. Ha ¢ = -4, minden valds szam megoldas.

i) x= %, ha d#0 és d#-1. Ha d =0, nincs megoldas. Ha d =—1, minden val6s szdm megoldas.

3B o) x=a-3, ha a#3. Ha a =3, minden valds szdm megolds.
b) x=2a+4, ha a+#2. Ha a =2, minden valés szdm megoldas.

c) x= a+2 , ha a #2. Ha a =2, minden valés szdm megoldas.
d) x= 3a - 12, ha a # E Ha a= g akkor nincs megoldas.
4a -3 4 4

(B A taldlkozésig eltelt id6 legyen 7, a két futé egyiitt megteszi a 200 métert.
A kovetkezd egyenlet {rhat6 fel:
V] 't+V2't:200.
200
v+,

A megoldas:
=

3D Legyen x az id6, ahdny 6ra mulva utoléri a gyorsabb kerékpéros a tarsat. A tavolsagot frjuk 4t km-be.
A kovetkez6 egyenletet kell megoldanunk:

38x=32x+——
000

A megoldas:

s s
=—— 6ra = — perc,
6000 100

ennyi id6 mulva éri utol az egyik kerékparos a masikat.



k) a) A zardjelek felbontdsa utdn rendezve, elvégezve a szorzattd alakitasokat:
(@a+b)-(a—b)-x=(a+Db)>

ahonnan:
_a+b

x=——, ha |al=|b|.
a->b
Ha a = b, nincs megoldés, csak ha a = b = 0, ekkor minden valds szdm megoldas.
Ha a =-b, minden valds szdm megoldas.
b) A zéaréjelek felbontdsa utdn rendezve, elvégezve a szorzattd alakitasokat:
(2a-3b)-x=(2a - 3b)?,
amibdl: 3
x=2a-3b, ha 2a¢3b:>a¢5-b.

Ha a= 3. b, minden valés szam megoldas.

c) Rendezve az egyenletet:
x-a-(7T-a)=4-(7T-a),
amibdl:

x=i, ha a#0 és a#7.
a

Ha a =7, minden valds szdm megoldas.
Ha a =0, nincs megoldas.
d) A tortek miatt x # 3a és x # b.

Beszorzas utan:
ab — ax =6a - 2x,

(a-2)-x=a-(b-06).

I. Ha a=2 és b =6, minden val6s szdm megoldas, kivéve a 6.
Ha a =2 és b # 6, nincs megoldas.

II. Ha a # 2, leosztas utan: x = w.
a-2 b6
Az értelmezés miatt x # 3a és x # b, a fenti tort csak akkor megoldds, ha L;) #3a
a—
és Mib, vagyis a#0 és b # 3a.
a —

Ha a =0, nincs megoldas.
Ha b = 3a, nincs megoldas.

e) Atortek miatt az egyenletnek csak x # a és x #—a esetén van értelme.

2 szorzat, ezzel beszorozva az egyenlet

Legyen a kozos nevezd az (x + a)-(x —a) = x> —a
mindkét oldalat:
x-(x—a)—(a+x)?=-1-(x—a+4d?.
Rendezés és kiemelés utén:
x-(1-3a)=a-(1-3a).

Ha a = —, mindkét oldal 0, tehat minden valds szdm megoldas, kivéve: x =

Ha a # —, leosztds utdn x = a, ami az értelmezés miatt nem megoldés.

W= W=
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f) Atortek miatt x #2 és x # 3. Beszorozva:
x—a)- x=-3)+(x-b)-x-2)=2-(x-2)-(x - 3),
x-(5-a-b)=12-3a-2b.
L Haa+b=5,¢8 a=2,b=3, akkor xe R, x#2, x # 3.
Ha a+ b =5, és a+2, akkor nincs megoldas.

IL Ha a+b#5, akkor x= 12-39=20,
MM C R YR 12~ 3a - 2b
A fenti tort csak akkor megoldés, ha LT 40 & Li& vagyis a # 2
és b#3. 5-a-b S-a-b

Haa+b#5 és a=2 vagy b =3, nincs megoldis.
g) A tortek miatt a # 1, x # -2, x#—1. Mivel (x + 1)-(x + 2) = x2 + 3x + 2, k6zos nevezdnek
érdemes az (a—1)-(x+ 1)- (x + 2) szorzatot valasztani, ezzel beszorozva:
Qa-5-x+1)-3-(a-1)-(x+2)=CBx+4)-(a-1),
x-(4a-1)=5-8a.

1 .
Ha a = 7 nincs megoldis.
Haa#—, x= 5—8a.
4 4a -1
, L. 5-8a . 5-8a L. . et
Az értelmezés miatt: 1 #-2 és 1 #—1. Az els6 minden a-ra igaz, a masodikbol
a— a—

a # 1, amit az értelmezésnél mar kizartunk.

. : | . .
Tehdt a tort minden a # 2 és a # 1 esetén megoldas.

€8 Legyen x szdzalékos az oldat. Az oldott anyag mennyiségére felirhat6 egyenlet:

aL b L —(grp) .
100 100 100
Mivel a + b # 0, beszorzas utan rendezve:
ap +bq
xX=——
a+b
A tortek miatt a # 0. Beszorozva és rendezve:
x-2-a)=3a+7.
Ha a =2, nincs megoldais.
Haa#2, x= 3a+7'
2—a
Keressiik azon a paraméter értékeket, amelyekre:
3a+7 <_s,
2-a
3a+7+5-(2—a)<0’
2-a 2-a
17 -2a <0
2-a

A szamldlé és nevezd akkor lesz kiilonbozd eldjeld, ha 2 < a < 8,5, ilyen paraméter értékek
esetén lesz a megoldds (—5)-nél kisebb.



i3k A tortnek akkor van értelme, ha x # m. Rendezziink egy oldalra, és hozzunk kdz6s nevezdre:

mx—-1—-x+m
— >0,
xX—m

motD -1+l

>

xX—m
(m—l)-(x+1)>0‘
xX—m

Vizsgaljuk a tényezdk eldjelét.

Ha m -1>0, azaz m > 1, akkor a mdsik két tényez$ azonos el§jeld kell hogy legyen, mivel
a hanyadosnak pozitivnak kell lennie. Ez akkor teljesiil, ha x < -1 és m <x.

Ha m =1, nincs megoldas.

Ha m—-1<0, azaz m < 1, akkor a masik két tényez§ ellentétes elGjeld kell hogy legyen, hiszen
m — 1 negativ. Attdl fiiggden, hogy m (—1)-nél nagyobb vagy kisebb adédnak a megolddsok:

ha x+1>0 és x-m<0, ha x+1<0 é x-m>0,
x>-1 és x<m, x<-1 és x>m,
—“l<x<m m<x<-1.

Kérdés lehet még, hogy x-re kaphatunk-e (—1)-et. Nem, mivel (x + 1) értéke O lenne, de az nem
megolddsa az egyenlGtlenségnek (ezzel az m # —1 esetet nem kell vizsgélni, mert x # m).

Egyenletekkel megoldhato feladatok — megoldasok

A haromszog szogei: 70°% 90°, 20°.

A kétjegyl szam: 84.

A keresett kétjegyd szdm: 52.

A keresett szdm a 165.

Az eredeti 4r 18000 Ft volt.

A taska dra eredetileg 4 000 Ft volt.

a) 3 kg 40%-os és 1 kg 80%-os oldatot. b) % kg c) 12 kg d) 62,2%

a) 15 km, 6 < b) 852 ¢) 15 6rakor, 48 km
a) 62,5 méasodperc mulva taldlkoznak.

b) Alekorozésig 1000 méasodperc = 16 perc 40 masodperc telik el.
437,5 méter eldny esetén érnek egyszerre célba.

Az anya 48 éves, fia 19 éves.

a) 19 6ra 48 perckor  b) 20 6ra 36 perckor  ¢) 22 6ra 30 perckor

a) Egyiitt g = 6% =~ 6,86 oOra alatt vagjdk fel a tiizifat.

b) Ebben az esetben 57 = 77 = 7,43 6ra alatt végeznek a munkaval.

¢) A munka, a kezdéstdl, 9 orat vesz igénybe.



(B Oldjuk meg a feladatot kdvetkeztetéssel:
9 kdlyhdban 1 m?3 fa % nap alatt ég el.

5,5

1 kdlyhaban 1 m3fa 17 9 nap alatt ég el.
5,5 9
' 5,5-9
12 kdlyhdban 1 m3fa 42— =227 nap alatt ég el.
Y 12 2 PEEReE

55 X

12 kdlyhdban 9 m?fa 132 9= 5152 '29 9= ’152'29 =~ 3,09 nap alatt ég el.

B 1. megoldas. Ha a nevezett versenyzdk szdma n, akkor eredetileg n-(n=1 mérkdzéEs lett volna.
2

(n-1)-(n-2)

n—1 versenyzdével mérkdézésre kertiil sor, 2-t lejatszott a kiesd versenyzd, 15 mér-

ké6zés pedig elmaradt. fgy a kovetkez6 egyenlet irhato fel:
n-(n-1) (m-1)-(n-2)
2 2

+2+15.

Megoldas: n = 18.

I1. megoldas. A kiesett versenyzs 2-t jatszott és 15 mérkGzése elmaradt, 6sszesen 17 mérkGzést
jétszott volna, ami azt jelenti, hogy 18 versenyzé indult eredetileg a versenyen.
(D Legyen a termelés kezdetben t; ekkor az elsS lizem termelése 0,3 - ¢, a mdsodiké 0,7 - 1.

A novekedés utan a termelés:
03-72-1,21+0,7-¢t-1,2=1,203-1.
Tehat 20,3%-kal novekedett a termelés.

D a) Az osztdlyban 20 ldny van.
b) Legyen az osztalylétszdm x. A kovetkez§ egyenlet irhat6 fel:

£+£+12=x,
6 2
x =36.

Az osztalyban 36 tanul6 van, tehat a fidk szdma 16.

D @) Legyen a hid hossza x, a kovetkezd egyenlet irhat6 fel:

x=|2_20]+ 25|+ 2230
3 4 2
Ebbdl a hid hossza 660 méter.

Py

Ellendrzéssel meggy6zddhetiink a megoldds helyességérdl.

b) A kamion annyi id§ alatt ér at, amig megtesz 678 métert:
‘= 0,678 km

- km

30 0
ora

=0,0226 6ra =1,356 perc.



a) A 25000 Ft-os szemiivegkeret dra 25000 - 0,83 = 20750 Ft lesz.

M =0,95, tehat 5%-kal lesz olcsébb a szemiiveg.
85000
b) Ateljes drat 85000-0,17 = 14450 Ft-tal szeretnénk csokkenteni.

14450

A kedvezmény mértéke 0 =0,578, tehdt ezt egy 58 éves ember teheti meg.

c) Legyen a keresett keret dra x. A kovetkezs egyenlet {rhat6 fel:

60000 + x - 0,83 =(60000 + x) - 0,9,
x=85714.

Tehat egy 85714 Ft-os keret esetén csokkenthetné az drat 10%-kal a 17 éves vasarlo.

@EED A sebességek: gyalog 6 kTm kerékparral 18 kTm Jelolje a taldlkoz4sig eltelt id6t, 6rdban mérve, x.
a) A megfelel§ egyenlet:

6x +18x =6,

1

x=—.

4

Tehat 6 6ra 15 perckor taldlkoztak.
b) Az egyenlet:
6x+18-(x—l =6,
6

3
xX=—.
8

Tehat 7 6ra utdn 22,5 perccel taldlkoztak.
c) Timea 5 + 5 + 5 = 15 perccel indul késébb. A megfelels egyenlet:

6x+18-(x—lJ=6,
4

X=—.

16
Tehat 8 dra utdn 26,25 perccel taldlkoztak.

(D «) Ha a feltsltés ideje x, akkor §+ % =1, megoldésa: x = 2. Tehét a nyitds el6tt 2 oraval, azaz
legkésébb 6 6rakor meg kell nyitni a csapokat.
b) A masodik csap 2 6rdn keresztiil tolti a medencét, az egyiittes munka idejét jelolje x. Egyen-
letiink: %+ % + % =1, megolddsa: x = % Tehat a méasodik csap bekapcsoldsa utan 3 o6ra
20 perccel telik meg a medence.
0,5

¢) Alefolyo fél 6raig engedte ki a vizet, a megfeleld egyenlet: % + % - =1. Amegoldas x = %,

tehat ebben az esetben a csapoknak 2 éra 15 percre van sziikségiik a feltoltéshez.
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(M A tizes szamrendszerbeli alakokat 4tirva:
1111la + 1115 + 11c + d = 2010.

Az a értéke csak 1 lehet, ebbdl
1116 + 11c + d = 899.

Mivel 0 < 11c +d <108, csak b =8 lehet: 11c +d = 11. Ennek egyetlen megolddsa van: ¢ =1 és
d=0.

A keresett négyjegy( szdm: 1810.
@3 Legyen a bankban elhelyezett két osszeg x és 6- 100 — x.

A kisebb fid pénze 7 évi kamatozds utdn: x-1,127.

A mésik fid pénze: (6- 105 —x) 1,125,

A feltétel szerint:
x-1,127=(6-10% - x) - 1,123,
1,122 x=6-10° — x,

x=2661462.

Tehdt a 11 éves fit nevére 2661462 Ft, a 13 éves fit nevére 3338 538 Ft dsszegeket kell a bankban
elhelyezni.

@8 ) Az elbadott dalok széméra vonatkozéan felirhaté egyenlet: % + % + %x +1=x. Megoldésa:

x = 20, tehat 6sszesen 20 dalt adtak eld.

b) Szilvia énekelt 5 + 12 + 1 = 18 dal el6adasaban, ez % =0,9, azaz 90%.

¢) Szilvia gitdrozott 2 + 12 = 14 dal eladdsaban, Tiinde gitdrozott 5 + 12 = 17 esetben. A kapott
Osszeget % ardnyban kell elosztani. 62000:31 =2000.

Tehat Szilvia 28 000, Tiinde pedig 34 000 Ft-ot kap.

8 Mivel a sziiletési év szdmjegyeinek 6sszege nem lehet tobb 28-ndl, a sziiletési €v elsd két jegye
lehet 19. Az utolsé két jegy legyen x, y. Ha a sziiletési év 19xy, akkor a kovetkezd egyenlet
irhat¢ fel:

192y +1+ 9+ x + y=2010,
1900 +10x + y +10 + x + y = 2010,
11x + 2y =100,
11x=2-(50 - y).
Az egyenlGség ugy teljesiilhet, ha x pdros szamjegy, de nem lehet kisebb 8-ndl, mert akkor

y kétjegyd lenne. Igy x =8, y =6, tehdt a sziiletési év 1986. A feladat kérdésére a vdlasz a minden-
kori évszamtol fiigg.

@D Azt 11 6rét vett igénybe. Legyen x annak az tszakasznak a hossza, amit oda €s vissza is
vizszintes dton tesznek meg, y annak az utnak a hossza, amelyet oda tton felfelé, vissza pedig
lejtdn lefelé haladva tesznek meg, z pedig az a szakasz, amelyet oda uton lefelé, vissza pedig felfelé
tesznek meg. A kovetkez§ egyenlet irhat6 fel:

IR A Y A A T
20 15 30 20 30 15



Beszorzas és 6sszevonds utan:
3x+4y+2z+3x+2y+4z7=660,
6-(x+y+27) =660,
x+y+z=110.

A kapott 0sszeg az egyik irdnyban megtett it. Tehat ezen a napon a kerékparosok 6sszesen 220 km-t
tettek meg.

Azért fogynak el 41 nappal el&bb a torténetek, mert bizonyos napokon 3-mal, maskor 4-gyel tobb
keriilt elolvasésra a tervezettnél. Legyen x azoknak a napoknak a szdma, amikor 4 torténetet
olvasott el, y pedig azoké, amikor 5-6t. A kovetkez$ egyenlet irhato fel:

3x+4y=41.
Ennek az egyenletnek keressiik a pozitiv egész megolddsait.
Mivel x és y pozitiv szimok, nem lehetnek tetszSlegesen nagyok:

O0<x<18 é 0<y<10.

Az egyenletbdl:
&y = 41 -4y

3
A 41-et 3-mal osztva 2-t kapunk maradékul, tehdt 4y-nak 3-mal osztva szintén 2-t kell adnia
maradékként. 4y-ra a lehetséges szdmok:
4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40.

Ezekbdl a szamokbdl a 8, a 20 és a 32 adnak 3-mal osztva 2-t maradékul. Igy a megoldasok:

dy=8 = y =2, x;=11;

4y=20 = y,=5, x,=T7;

4y=32 = y;=8, x3=3.

Tehat a fenti hdrom esetben fordulhatott eld, hogy 4, illetve 5 torténetet olvasott el az illetd.

Az 5 t teherbirasu teherautd x, a méasik y menetet hajtson végre:
S5x+7y=99,
99 -7
x= s Y . xeZ

Tehat elsS 1épésben keressiik azokat a 7-tel oszthatd, 99-nél nem nagyobb pozitiv egész szdmokat,
amelyek majd 7y értékét adjak.
A 99-et kizérjuk, mert nem oszthatd 7-tel, s ekkor x amdgy is O lenne. 7y értékei lehetnek:
7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91, 98.
Mivel (99 — 7y)-ndl a 99-et 5-tel osztva 4 maradékot kapunk, igy a fenti szdmok koziil olyat kell
kivélasztani, amelyik 5-tel osztva szintén 4 maradékot ad. (Mert igy a 99 — 7y nem ad 5-tel
osztva maradékot.)
Ezek a ,,nyertes szdmok™ 7y értékére a 14, a 49 és a 84. A megolddsok:
Ty=14 = y; =2, x=17;
Ty=49 = y,=7, x,=10;
Ty=84 = y;=12, x3=3.

Az egyes teherautok dltal megtett menetek szdma a fenti harom eset valamelyike kell, hogy
legyen.



...............................................................................................................

Egyenletrendszerek — megoldasok

a)x=3,y=1; b) x=0,y=-1; c)x==-2,y=1; d) x=2,y=1.

a) x=1,y=-2; b) x=1,y=17, c)x=%,y=5; d)x=—3,y=§;
e) x=9,y=-6; f) nincs megoldas; g)x=9,y=1; h) x=20,y=730.
a) x==-2,y=1; b) x=4,y=2; c) x=-1,y=3; d) x=4,y=5;

e) x=8, y=%; f) x=%, y=-6; g) végtelen sok h) nincs megoldas.

megoldds van;
(D) Legyen a muskatli palantdk dra x, a pettinia palantdké y.
12x + 25y =9840
21x+14y=10080 |
A megoldédsok: x =320 és y = 240.
Tehat a muskatli palantak 320 Ft-ba, a pettinia palantdk 240 Ft-ba keriilnek.

.z

Ellendrzéssel meggy6zdhetiink a megoldds helyességérol.

EEF) Legyen a motorcsonak sebessége dllovizben x, a foly6 sebessége y.
A foly6n felfelé megtett Gt 9 ordt vett igénybe:
9-(x—y)="72.

Lefelé a foly6n 6 6ra volt az ut:
6-(x+y)=72.

Az Y TYT 8 egyenletrendszer megolddsai: x = 10, y =2.
x+y=12

Tehét a motorcsénak dllévizben 10 kTm sebességre képes, a folyo pedig 2 kTm sebességgel folyik.

(B Az elsé sooldat legyen x szazalékos, a méasodik y szédzalékos.
A feltételek szerint:

42 112. 2 21629 dllerve 12- 5 442 —16. 50
100 100 100 100 100 100
Ha 100-zal beszorzunk a f;;—.: z z ig(())} egyenletrendszerhez jutunk.

Osszunk 4-gyel, majd megoldva: x = 20, y = 60.
Tehat az els6 sooldat 20%-o0s, a masodik 60%-os.

@F) Legyen a szam elsé jegye x, a mdsodik y (y < x).
A feladatban megadott, a maradékos osztdsra vonatkozo feltételek szerint:

10)c+y—6:7 és 10x+y—3=16‘
xX+y xX-=y
. x=2y=2 .
Beszorozva és rendezve az egyenletrendszerhez jutunk.
—6x+17y=3

Megoldva: x =38, y=3.
A keresett kétjegy(i szdm a 83, a megoldds helyességérdl ellendrzéssel meggy§zGdhetiink.



€} Mivel a kacsdk és nyulak szamdnak ardnya 3 : 2, legyen a kacsdk szdma 3x, a nyulak szdma 2x,
a tyukok szama pedig y.

A fejek szama:
y+2x+3x=38.

2y+4-2x+2-3x=92.

A labak szama:

, y+5x=38
2y +14x =92

A masodik egyenlet 2-vel vald osztdsa utdn az egyenld egyiitthatok médszerével megoldva:

} egyenletrendszerhez jutunk.

x=4 és y=18.
Tehét a baromfiudvarban 18 tyuk, 12 kacsa és 8 nytl van.
Az ellendrz€s azt mutatja, hogy a megoldés helyes.

Az els6 gép x, a mdsodik y, a harmadik z nap alatt végezné el a munkat.
A feltételek alapjan a kovetkezd egyenletrendszer {rhat6 fel:

7,2 7,2 1 1 5
—+——=1 —+—=—
X y x y 36
9 9 szamlalokkal osztva 1 1 1
—+—=1 = —+—== .
X z x z 9
12 12 1 1 1
—+—=1 —+—=—
y z y z 12

Az els6 két egyenlet kiilonbségébdl: 1.1 = %, majd ehhez hozzdadva a harmadik egyenletet:
Z

y
224 amibsl y=18.
36

y
Visszahelyettesitve: z =36, x = 12.

Tehat kiilon-kiilon a gépek 12 nap, 18 nap, illetve 36 nap alatt végeznék el a munkat.

Legyen a hiromjegy( szdm: xyz.
A feltételek szerint:
x+y+z=20. (1)
Tudjuk tovébbd, hogy
xyz—16=2-zyx,
100x + 10y + z — 16 =200z + 20y + 2x,
98x — 16 =199z + 10y.
(1)-bdl y =20 — x — z behelyettesithetd:
98x —16=199z+ 200 — 10x — 10z
108x — 216 =189z,
108 - (x —2)=189z,
Mivel a bal oldal oszthat6 4-gyel, ezért a jobb oldal is. A z lehetséges értékei 0, 4, 8.
Ha z=0, (2)-b6l x =2; (1)-bdl y =18, nem megoldis.
Ha z=4, (2)-bél x=9; (1)-b6l y=17.
Ha z=38, (2)-b6l x = 16, nem megoldas.
A feladat feltételeinek a 974 felel meg, az ellendrzés igazolja, hogy valéban jé a megoldas.
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EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK, EGYENLETRENDSZEREK
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a) A grafikus megoldésra gondolva rendezziik az egyenleteket:
b-2

1
=2x -3, illetve y=—— -x+——.
y y= b b

. S 1
Akkor nincs megoldds, ha a két egyenes parhuzamos, ami teljesiil, ha 5 =2 és

Az elsébdl b = —%, a masodikbol b # %
1 .
Tehatha b = X akkor nincs megoldésa az egyenletrendszernek.

b) A behelyettesit6 médszerrel megoldva az egyenletrendszert:
_4b-2 2b-T7
T+l T 2l

x-4b 2>0 ha b<—l vagy b>l
2b+1 2 2
2b-17

= >0, ha b<—l vagy b>z.
2b+1 2 2

Mindkét megoldds pozitiv, ha b < —% vagy b > %

D Az els6 egyenletbd]
x=12-3y. (1)
Ha x >0, akkor y <4 kell lennie, tehat
0<y<4. (2
(1)-et a masodik egyenletbe helyettesitve: 252 —y = m.
A (2) feltétel alapjan 248 < m < 252, tehdt m lehetséges egész értékei: 248, 249, 250, 251, 252.

€T Alakitsuk szorzatta a bal oldali kifejezést:
(x=2y)-(x+2y) =116.
Akkor van megoldds, ha x — 2y és x + 2y a 116 osztéparjai.
A 116 primtényezds felbontdsa: 116 =22-29. Két eset lehet: 4-29 vagy 2-58.
A 4-29-es felbontds esetében:

x-2y=4 = 2x =33; mivel x ¢ Z*, ezért ez nem lehet megoldas.
x+2y=29
A 2-58-es felbontas esetében:
x—-2y=2

x4 2y= 58} = 2x =60, amibdl x =30 és y=14; x, y € Z*, ezért ez megoldas.

Az ellendrzésbdl kidertil, hogy ez a szampar valéban megoldas.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) x="6; b)x=£; ) x=

d) x=0.
141

a) x1=—%,x2=2; b) xl:%,x2=7; c) x=

5 , ha x <-3, nincs megoldas.

SIERSS



3 71 0 15 3 -2 19 0 1 _7 30112
4 3 23 2 4 3
L — —_
7 5 19 7 3
—— <x<—; <—— ——<x<-— vagy —<ux;
4 3 23 2 4
d) e) ------------- 5X+1>0 f)
7xX+5>0 X7 >0
"""" 6y 120 4x+5>0
-1>0 o dx—5]—
_______________ X = 2x-3>0 3 IX___5_|___520
______________ g
5 01 1 012 10 20 1
= 5 5 1 3 73 10 &
oo 45 23 : :
O=—0 O—0
5 1 5 1 20
x<—= vagy —<ux; ——<x<-= x<— vagy x = —.
7 5 4 3

vagy S <x< L
) 3

(8 a) x= %, ha p #4. Ha p = 4, nincs megoldas.

b) x=2,hap# 3 Hap= %, minden valds szdm megoldas.
c¢) x=p-15, ha p#-5. Ha p=-5, minden valds szdm megoldas.

fE1} a) Az egyik kerékpéaros 8 6ra, illetve 6 6ra alatt teszi meg az utat.
b) A falu és a véros tdvolsdga 144 km.

(7 A tengervizbdl 2 literre van sziikség.

fFI1) Ha a harmadik jegy x, akkor a kovetkezd egyenletet kell megoldani:
1900 + 10x +x + 1 - 1761 = 190 + x.
A sziiletési év 1956, 2010-ben 54 éves.

7/ Ha a legidGsebb testvér mai életkora x, akkor az egyenletiink:
x -1

x+(x—3)+( 5

+ 1):35.

Az egyenlet megolddsabdl a testvérek életkora 15, 12 és 8 év.
(E1) Ha az utasok szdma 5x és 4x, akkor az aldbbi egyenletet kell megoldani:
50-10 _5
4x+10 7

A kirandulok szama Osszesen 72.
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fEIT) Ha a fidk széma x, a lanyoké pedig y, akkor az egyenletrendszer:

x+y=9
4000x + 5000y = 39000 |

Ennek megolddsa utdn: Juliska mamdnak 3 lany €s 6 fit unokdja van.

Legyen eredetileg x darab piros és y darab kék goly6 a dobozban. Egyenletrendszeriink:
x+y=200
y+27=x+53]|

Ennek megoldasabdl azt kapjuk, hogy 87 piros és 113 kék golyd volt eredetileg a dobozban.



9.6. GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK
Tengelyes tiikrozés — megoldasok

a)

Az a) feladatban konkav, a b) feladatban konvex deltoidot kapunk eredményiil.
a) b)

A megoldas az abran lathato. (=)
a) A(3;-1), B'(-2;-5), C'(-4;2).
b) A(=3; 1), B'(2;5), C'(4;-2).

Az x tengelyre vonatkozd tiikr6z€s utan A'(x; —y),
majd az y tengelyre vonatkozé tiikrozés utdn
A’(—x; —y). Akét tengelyre vonatkozd tiikr6zés
az origdra vonatkozd kozéppontos tiikrozéssel
helyettesithetd.

Altaldban is érvényes, hogy két merdleges egye-
nesre vonatkozé tiikrozés egymads utani elvég-
zése, a tengelyek metszéspontjara vonatkozo
kozéppontos tiikrozéssel egyenértéki transzfor-
macio.




a) Hamis. b) lIgaz. ¢) Hamis. d) lIgaz.
¢) Hamis. f) Igaz. g) lgaz. h) Igaz.
i) Hamis. j) Hamis. k) Igaz. /) Hamis.
m) Hamis. n) Hamis. 0) lgaz. p) Hamis.
g) Hamis. r) Hamis.

A szerkesztés 1épései:

1. Tikrozzik az f egyenest az e egyenesre, a tiikkorképet jeloljik fi-gyel, igy kapjuk az f;
és a g egyenesek B metszéspontjat.

2. A B pontot tiikrozziik az e egyenesre, igy kapjuk az A pontot, amely f-re illeszkedik.

3. A szabdlyos ABC hdromszog C csdcsdt az A kozéppontd, B ponton dtmend kor metszi ki
az e egyenesbdl (C;; C,).

A szerkeszthetGség feltétele: a g egyenes metssze az f egyenes e egyenesre vonatkozo f; tiikor-

képét.

A megolddsok szdma attdl fligg, hogy van-e az f| és a g egyeneseknek metszéspontja. Ha a két

egyenes nem metszi egymadst, akkor nincs megolddsa a feladatnak. Ha az f; és g egyenesek

egybeesnek, akkor a B pont helyzete nem egyértelmd, igy végtelen sok megoldésa van a feladat-

nak. Ha az f; és a g egyenesek egy pontban metszik egymadst, akkor a feladatnak két megolddsa

van, amelyek az AB egyenesre vonatkozd tengelyes tiikrozéssel egymdsba vihetSk.

A szerkesztés 1épései:

1. A k kort tiikrozziik az e egyenesre; a tiikor-
kép k. A k* és a k, korok metszéspontjai
az abran Cy és C,.

2. A C,; és C, pontok tiikrozése az e egye-
nesre; a tilkkorképek B; és B,, melyek illesz-
kednek k-re.

3. Az e egyenesen egy tetszileges A pont
szerkesztése.

A szerkesztés eredménye az ABC; és az AB,C,
haromszog.

A szerkeszthetSség feltétele: a &’ és a k, korok
metszéspontjainak vagy érintési pontjanak léte-
zése. A megoldasok szdma lehet 0, ha a két kornek nincs kozos pontja, minden mas esetben
a feladatnak végtelen sok megolddsa van, mivel az A pont az e egyenes tetszéleges pontja lehet.

A szerkesztés 1épései:

1. A szimmetriatengelyre illeszkedd két csticson (A és C) dtmend ¢ egyenes szerkesztése.

2. Az egyik kor t egyenesre vonatkozo tiikorképének szerkesztése.

3. A tiikorképként kapott kor, valamint a mdsik kor metszéspontjainak megjelolése; a metszés-
pontok egyikét jelolje B.

4. A B pont t egyenesre vonatkoz tiikorképének szerkesztése; a kapott pont D.

A szerkesztés eredménye az ABCD deltoid.

A szerkeszthetGség feltétele: a harmadik 1épésben vett két kornek legyen legalabb 1 k6zos pontja.

A megolddsok szdma attdl fiigg, hogy a két kornek hany kozos pontja van. Ezek alapjdn a feladat-
nak lehet 0, 1, 2, esetleg végtelen sok megolddsa.



a) A szerkesztés Iépései:

1. A szimmetriatengelyre illeszkedd két csticson dtmend ¢ egyenes szerkesztése.
2. Az adott sz0g megfelezése.

3. A megfelezett szog masoldsa a ¢ egyenesre, a deltoid megfelel§ csticsahoz.

4

. A deltoid adott oldalét korzényildsba vessziik, majd kort szerkesztiink, melynek kézéppontja
a deltoid megfelel§ csucsa. A kor az dtmdsolt szog szarabodl kimetszi a deltoid harmadik
csucsdt.

5. Akapott csucs t egyenesre vonatkoz6 tikkorképe a deltoid negyedik csucsa.

b) A szerkesztés 1épései:

A

1.

D = > R W

W

A

1. A szimmetriatengelyre illeszkedd két csticson atmend ¢ egyenes szerkesztése.
2. Az adott szog megfelezése.

3. A megfelezett szog mdsoldsa a ¢ egyenesre, a deltoid megfeleld csticsdhoz, és a szogszar meg-
hosszabbitdsa.

4. A deltoid adott oldalat kdrzényilasba vessziik, majd kort szerkesztiink, melynek kézéppontja
a deltoid szintén adott, de a széban forgd oldalegyenesre nem illeszked§ csticsa.

5. A szerkesztett kor metszi ki a 3. pontban szerkesztett szogszarbdl a deltoid harmadik csticsat.
6. Akapott cstics t egyenesre vonatkozo tiikkorképe a deltoid negyedik csicsa.

szerkesztés 1épései:

Az adott atlo két végpontjat 6sszekots szakasz, majd a szakasz felezOmerdlegesének szer-
kesztése.

. Az adott sz0g megfelezése.

. A megfelezett sz6g dtmdasoldsa az atléra annak valamelyik végpontjaban.

. A szogszar kimetszi az atl6 felez&merdlegesébdl a rombusz harmadik csticsat.
. A kapott cstcs 4tléra vonatkozd tiikdrképe a rombusz negyedik csucsa.

szerkesztés 1épései:

. Az egyik kor adott egyenesre vonatkozé tiikorképének szerkesztése.
. A tiikorkép kor masik korrel vald metszéspontjainak szerkesztése; a kapott pontokat 6sszekots

szakasz a trapéz egyik szdra.

. A szerkesztett metszéspontok tiikkr6zése az adott szimmetriatengelyre; a kapott pontok a trapéz

masik szdranak végpontjai.
megolddsok szdma attdl fiigg, hogy az 1. pontban szerkesztett kor a mdsik korrel milyen hely-

zetd. Ha a két kornek nincs kozos pontja, vagy érintd helyzetiiek, akkor a feladatnak nincs
megolddsa. Ha a metszéspontok szdma 2, akkor a feladatnak 1 megolddsa van. Ha két kor
egybeesik, akkor végtelen sok megoldds van.

Tiikrozziik a hdromszoget a 30°-0s szog melletti befogd egyenesére.

A

amelynek szdrszoge 60° igy a hdromszdg szabdlyos, oldalai A0
a derékszogli haromszog a atfogdjaval egyenléek. Mivel

két haromszog egyesitése olyan egyenl§ szard haromszog,

30°

a tiikortengelyre merdleges oldalt a tengely felezi, ezért a derék- a a

sz0gl haromszog 30°-os szogével szemben valoban ¢ hosszisagu
oldal van. (=) 2

Mindhéarom szakasz hossza 6 cm.

[/



A feltételek szerint CAA< = 60°, tovdbba a tiikr6zés tulajdon-
sdgai alapjan CA = CA. Ebbdl adéddéan az AAC haromszog sza-
bélyos, és igy AAC< = 60°. Mivel AACX az ABC haromszog kiils§
szoge, igy a nem szomszédos belsd szogek Osszegével egyenld,
amibdl azonnal adddik, hogy BCAX = 30°. Ekkor az ABC harom-
sz0g két szoge egyenld, ezért valéban egyenld szard haromszog.

A két téglalap kozos része rombuszt alkot.

Tegyiik fel, hogy AP = BQ. A tiikr6zés tavolsagtartd tulajdonsdga
alapjan AP = AK = x, tovabbd BK = BQ =y. A feltételek szerint
azonban x =y, ami azt is jelenti, hogy a K pontaz A és B pon-
toktSl ugyanolyan tdvol taldlhat6. Ebbdl adédéan K valéban
illeszkedik az AB szakasz felez6merdlegesére.

Tegyiik fel, hogy K illeszkedik az AB szakasz felez&mer6le-
gesére, azaz AK = BK. Ekkor tiikorképeik, azaz AP és BQ is
egyenld hosszuak. Ezzel az allitast igazoltuk.

A megfeleld T pontot a PQ’ szakasz metszi ki az AB falbdl,
ahol Q’a Q pont AB egyenesre vonatkozo tiikkorképe.

A bevésarlokozpont T helyét az AB’ egyenes metszi ki az aut6-
palyabdl, ahol B’ a B pont tiikorképe az autdpélya egyenesére
vonatkozo6an. Valéban:
AT +TB =AT + TB’ = AB’,
tovabbd ha P az autopdlya mellett egy 7-td1 kiilonbozG pont, akkor
AP+ PB=AP + PB’> AB’.

Az utdbbi egyenlGtlenség a haromszog-egyenlStlenség kozvetlen
kovetkezménye az AB’P haromszogben.

Vegyiik fel az A csticshoz tartozo kiilsé szogfelezén (f) az A-t6l
kiilonboz6 P pontot, majd tiikrozziik f-re a C pontot, igy kapjuk
C’-t. Mivel a szogfelezdre vonatkoz6 tiikrozés sordn a szog-
szarak egymdsba mennek 4t, ezért a C’ pont illeszkedik a BA
félegyenesre, tovabba AC’ = AC = b, illetve PC’ = PC.
[rjuk fel a haromszog-egyenlStlenséget a BC'P hiromszog
BC’ oldaléra:

BC’< PC’ + PB,

c+b<PC+PB.
Mindkét oldalhoz az ABC haromszog a = BC oldalat hozzdadva

azt kapjuk, hogy
a+c+b<BC+ PC+ PB,

ami mutatja, hogy a PBC hdromszog kertilete valéban nagyobb,
mint az ABC hdromszog keriilete.

(Foacodozo=>

o T\ autopalya
Ng




(8D Adottak az A csicshoz tartozé belsd szog-
felez6 (f), tovabba a B cstcsot tartalmazdé
b egyenes és a C csudcsot tartalmazé ¢ kor.
A szerkesztend6 haromszog tengelyesen szim-
metrikus az f egyenesre vonatkozdan, ezért
a B csucs tiikorképe illeszkedik a ¢ korre. Ezt
az észrevételt felhaszndlva, a szerkesztés 1épései
a kovetkezdk:

1. A b egyenest tiikrozziik az f egyenesre,
a tiikorkép b’

2. A b’ egyenes és a ¢ kor metszéspontjadnak
(metszéspontjainak) szerkesztése, a metszés-
pont C. Az dbrdn a jobb attekinthetdség érde-
kében csak egy metszéspontot rajzoltunk be.

3. A C pont tiikrozése az f egyenesre, a tiikkorkép B.

4. A B kozéppontd, C-t tartalmazé kor szerkesztése.

5. Akor és az f egyenes metsz€spontjainak szerkesztése, a metszéspontok A; és A,. Az A;BC,
A,BC hiromszogek szabdlyosak, és a feladat feltételeinek megfelelnek.

(B a) Feltételezziik, hogy a falrdl visszapattan6 goly6 ugyanakkora

szOgben pattan vissza, mint amekkora szogben a falhoz P d
érkezik, vagyis az dbrdn azonos médon jelolt szogek meg-

egyeznek. Ezt méasként tigy is megfogalmazhatjuk, hogy ha 0"\ """" g

a visszapattand golyd utjat a falra tiikrozzik, akkor az egy LB .
egyenesbe esik a visszapattands elStti utjaval. Ezek alapjan § - z - o ;
a golyd utjat a kovetkezdképpen szerkeszthetjiik meg. Tiikroz- / !

ziik a Q pontot az AD falra, a tiikdrképet jeloljiik Q;-gyel. /
A Q; pontot tovébb tiikrozziik, ezittal az AB fal egyenesére, 2

a tiikorképet jeloljikk O,-vel. A PQ, szakasz kimetszi a falbdl a keresett tit elss érintési pontjt,
amit az dbrdn E-gyel jeloltiink. Az AD fallal valé E, metszéspontot az E;Q, szakasz metszi
ki az AD falbdl.

b) Az a) feladatban felhaszndlt médszert fej-
lesztjiik tovabb. Tiikrozziik a Q pontot a DA
egyenesre, a tiikorképet Q-gyel jeldljiik.
Ezta Q, pontota CD egyenesre tiikrozziik,
igy kapjuk a Q, pontot, amelynek BC egye-
nesre vonatkoz6 tiikorképe Q5. Végiil a Q5
pont AB egyenesre vonatkoz6 tiikorképe Q,.

o 03

A golyét a PQ, szakasz mentén kell ellokni;
a szakasz kimetszi az AB falbdl az elsé érin-
tési pontot, E-et. Az E|Q5 szakasz kimetszi
a BC falbdl a madsodik érintési pontot,
E,-t. Az E;Q, szakasz CD fallal val6 met-
széspontja a harmadik érintési pont (E3), végiil E4-et az E5Q; szakasz és a DA oldal metszés-
pontjaként kapjuk meg.

.04

@B Ha a goly6 az AB falat az E,, a BC falat az E, pontban érinti, és az dbra jeloléseinek meg-
feleléen PE|A< = o, akkor a goly6 az AB fallal az els6 visszapattands utdn is o szdget bezar6 tton
halad tovabb, azaz E,E ;B = o. Az E\E,B derékszogii haromszog mutatja, hogy a golyd



90° — o szogben érkezik a BC falhoz, és ezért onnan ugyan- D
akkora szogben verddik vissza, azaz

QE,C¥=90°-a..
Ha parhuzamost hiizunk az E, ponton 4t az AB oldallal, akkor
konnyen lathatd, hogy az E,Q szakasz a pdrhuzamossal o szoget
z4r be, ami igazolja, hogy PE|és E,Q pdrhuzamos egymadssal.

a) A BDA haromszog BD egyenesre vonatkoz6 tiikkorképe a BDF hiaromszog. A tengelyes tiikro-
zEs megtartja a szogeket, ezért DFBX= DAB<=90°, igy DF és BF valoban merélegesek egymadsra.

b) A B, F, C és D pontok az ABCD téglalap . c
oldalainak hosszatél fiiggéen kétféle sor-
rendben alkothatnak szimmetrikus trapézt. - , »
A két esetet az dbrak szemléltetik. A bizo- ~ NP
nyitdst az els§ dabra alapjan végezziik el, D N N »
a masik esetben értelemszerd modositasok- - Ly F
kal juthatunk célhoz. J
Vegyiik észre, hogy az dbra azonos médon A" . A .

jelolt szogei megegyeznek! Ez részint abbdl
kovetkezik, hogy az ADBX BD egyenesre vonatkozd tiikkorképe az FDB<, részint pedig abbdl,

hogy az ADB< és a CBD<X véltészogpart alkotnak. Ekkor viszont a BD szakasz felez6-
merdlegesére vonatkozd tengelyes tiikr6zés sordn a D pont képe a B pont, mig DF = BC miatt
az F ponta C pontba megy at, vagyis a BCFD négyszog szimmetrikus trapéz.

A

I. megoldas. Jeloljiik az ABC hdromszog oldaldnak hosszat c
a-val, a P pont BC, valamint CA oldalalakra es6 merGleges :
vetiiletét E-vel, valamint F-fel. Legyen tovdbbd PE =x, PF =y. ]
Ekkor az ACP és BCP hiromszogek teriiletének 0sszege meg-
egyezik az ABC héaromszog teriiletével, azaz ha az ABC harom-
sz0g magassagat m-mel jeloljiik, akkor

ay a-x_a-m
2 2 2
A lehetséges egyszerisitések elvégzése utan azt kapjuk, hogy y + x = m. Ez azt jelenti, hogy

22

a P pontnak az AC és BC oldalaktdl mért tdvolsagosszege a P pont helyzetétdl fliggetleniil
megegyezik az ABC hdromszdg magassdgdval.

I1. megoldas. Mivel APF< = BPE< =30° ezérthaa PF szakaszt
tiikrozziik az AB egyenesre, akkor E, P, valamint az F pont F’
tilkorképe egy egyenesre illeszkednek. Ha nemcsak a PF sza-
kaszt, hanem az ABC hdromszoget is tiikrozziik, akkor az eredeti
és a képhdaromszog egyesitése rombusz, melyben az EF’ szakasz
a magassdg. A rombusz és az ABC hdromsz6g magassdga termé-
szetesen megegyezik, ezért
x+y=EP+ PF=EP+ PF’=EF’ =m,

ami a P helyzetétdl fiiggetleniil val6ban dllandé.

I
I
1
I
'
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€19 I. megoldas. Ha P pontnak a haromszog oldalaitol mért tdvolsagat

1597

X, y, z jeloli, akkor az ABP, BCP és CAP haromszogek teriile-
tének Osszege megegyezik az ABC hdromszog teriiletével, igy

6-x 6y 6:-z 6:M
— =,

2 2 2 2
ahol M az ABC hiromsz0g magassaga. Az egyszerisitések
elvégzése utdn x + y + z = M adddik.
A szabdlyos hdromszdg magassdga az oldaldnak — -szerese,
fgy x+y+z=3-/3=~52cm. 2

II. megoldas. Hizzunk a P ponton it parhuzamost az AB sza-
kasszal; a parhuzamos az dbra jeloléseinek megfeleléen a 7' és Q
pontokban metssze az AC és BC oldalakat. A TQC hdromszog
minden szoge 60°-0s, ezért a haromszog szabdlyos. A P pont
a TQ oldal egy belsS pontja, ezért az 1595. feladat eredményét
alkalmazhatjuk a P pontra, valamint a 7QC hdromszogre. Igy
kapjuk, hogy y + z =m, ahol m a hdromszog magassaga.

Ekkor x +y + z=x+m =M, ahol M immdr az ABC hdromszog
magassaga (Id. abra).

P

Mérjiink fel a megépitendd tt teljes 8 km-es hosszdval meg-
egyez$ tavolsdgot a vasut mentén, az A* dllomdstol kiindulva.
Az 1t végpontjat jeloljiik B-vel a bal oldali dbrdnak megfelelGen.
Mivel a BT szakasz szimmetriatengelyén 1évG pontok ugyan-
olyan tdvolsiagra vannak a T telepiilést6l, mint a B ponttdl.
Ha P jeloli a szimmetriatengely és vastt metszéspontjat, akkor
TP = BP miatt TP + PA'= BP + PA' =8 km, ezérta P pont meg-
felel az EU-s palyazatban foglalt feltételeknek.

-

vas(t B

Ha a jobb oldali dbrdnak megfelelGen a 8 km-es utat az dllomdstdl kiindulva a masik irdnyba
mérjiik fel, akkor az igy kapott C ponttal megismételhetjiik a szerkesztést, és egy tovéabbi, a feladat

feltételeinek szintén megfeleld Q pontot kapunk eredményiil.

A feladat nem rendelkezik arrdl, hogy a szerkesztendd APQ torott
vonal milyen sorrendben érintse az adott szog szdrait, ezért két
lehetséges sorrendet is vizsgdlnunk kell.

Vizsgdljuk azt az esetet, amikor a P pont az e szogszérra illesz-
kedik. Tiikrozziik az A pontot az e szogszdrra, a tiikkorképet
jeloljiik A-vel. Mivel a tengelyes tiikrozés tdvolsagtartd transz-
formdcio, ezért AP = AP, igy AP + PQ = AP + PQ. A feladat
tehat arra redukdlédik, hogy szerkessziink az A” pontbdl olyan
utat az f szogszarig, amely metszi az e szogszdrat, €s hossza
a lehetd legrovidebb. Az ilyen ut szerkesztéséhez elegendd
az A’ pontbdl merdlegest dllitanunk az f szogszarra. A merdleges
kimetszi az e szogszarbol a megfelel6 P pontot.

Ha a szerkesztendd torott vonal el6bb az f szdgszérat érinti,

akkor az A pontot értelemszertien az f-re kell tiikrozni. A szer-
kesztés eredményét ebben az esetben az alsé dbra mutatja.
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Legyen P az e, Q az f szOgszér egy-egy pontja, az A pont e-re,
valamint f-re vonatkoz¢ tiikorképe A’, valamint A”. A tiikr6zés
tavolsagtart6 tulajdonsdga alapjan az APQ hdromszog keriiletére
teljesiil, hogy AP + PQ + QA = AP + PQ + QA”. Mivel A és A”
a P és Q pontok helyzetétdl fiiggetleniil dllando, ezért felada-
tunk ugy is megfogalmazhatd, hogy szerkessziink olyan ABCA”
torott vonalat, amelynek B és C pontjai egy-egy szdgszdrra
illeszkednek, tovabb4 a torott vonal hossza a lehetd legrovidebb.
Mivel a torétt vonal hossza pontosan akkor lesz a legrévidebb,
ha belsd pontjai illeszkednek az AA” szakaszra, ezért a minimalis
hosszisdgu vonal B és C pontjait az AA” szakasz metszi ki
a szogszarakbdl. Az ABC haromszog keriilete megegyezik
az A'A” szakasz hosszéval.

a) Ha nemcsak az M pontot, hanem az MC
szakaszt is tiikrozziik, akkor a kovetkezd
megéllapitdsokat tehetjiik. A C pont mindkét
tiikroz€s utdn helyben marad, tovdbb4 a szog-
tart6 tulajdonsag alapjan MCA<S = PCAS = o,
valamint MCB< = QCB< = 3. Ekkor persze
PCOx=2-0+2-f=2-(x+ )= 180° mivel
az ABC héaromszog derékszogli. A C csucs-
nal kialakulé egyenesszdg mutatja, hogy
a P, C, Q pontok az M pont helyzetétdl fiig-
getleniil egy egyenesre illeszkednek.

b) Atengelyes tiikrozés tdvolsagtartd tulajdonsdgabdl kovetkezik, hogy MC = PC, illetve MC = QC,
aminek egyszerd kovetkezményeként PQ = PC + QC =2 - MC adddik. Ez azt is jelenti, hogy
a PQ szakasz akkor a lehet§ legrovidebb, amikor az MC szakasz is ilyen tulajdonsagy, ez pedig
pontosan akkor kovetkezik be, amikor az M pont egybeesik az ABC hdromszdg rovidebb
befogdjanak C-tdl kiilonbozd végpontjaval (a fenti dbrdn ez éppen a B pont). A minimalis
hosszisdgld PQ szakasz kétszer olyan hosszd, mint az ABC hiromszog rovidebb befogdja.
Megjegyezziik, hogy ha az ABC hiromszog egyenld szérd, akkor az atfogd mindkét végpontjara
minimalisnak adddik a PQ szakasz hossza.

Py

El6z6 gondolatmenetiink egy mésik kovetkezménye, hogy a PQ szakasz akkor a lehetd leg-
hosszabb, amikor M az ABC haromszog koré irt kor C-vel dtellenes pontja. Ekkor a PQ szakasz
hossza az AB atfogd hosszanak kétszerese.

c) Haaz M pont egybeesik a C pont AB egye-
nesre vonatkozo tiikorképével, akkor a CM
szakasz éppen az ABC hdromszog atfogéhoz
tartoz6 magassdganak 7 talppontjdban metszi
az atfogét. Ha MCB<X = 3, akkor egyrészt
a tiikrozés miatt BCO< = B, masrészt a CTB
derékszogli haromszogbl CBTX =90 — f3.
Ha O az ABC hiromszog koré irt kor kozép-
pontja, akkor a BCO hdromszog egyenld
széaru, igy BC alapjan fekvd szogei megegyez-
nek, azaz OCBX = CBO< = CBT< =90°- .
Végiil egyszerd szogszamolassal lathatjuk, hogy OCQ< = OCB< + BCQOX = (90°— ) + f=90°,
vagyis OC és CQ merdlegesek egymdsra. Ez csak tigy lehetséges, haa CQ egyenes az ABC
haromszog koré irt kor érintdje.




@D «) Jelvljiik a birtok bekotdittal hataros szakaszanak végpontjait

P

A-val és B-vel. A feladat szerint olyan C pontot kell keres-
niink, amelyre az ABC hdromszog keriilete a lehetd legkisebb.

A szoveg alapjan AB = 200 méter, tovdbba a hdromszog terii-
lete 1 hektdr = 10000 m% Az adatokbdl kiszdmolhatd, hogy
a hdromszog AB oldalhoz tartoz6 magassdga 100 méter,
igy a C pont az AB-vel parhuzamos, attél 100 méter tavol-
sagra halad6 e egyenesen taldlhat6.

Tekintsiik az e egyenes egy tetszGleges P pontjat, majd tiik-
rozziik a PB szakaszt az e egyenesre. A tiikkrozés soran
a P pont helyben marad, a B pont képe B’, a tdvolséagtartd tulajdonsdg miatt PB = PB’. Az ABP
haromszog keriilete 200 + AP + PB =200 + AP + PB’. Mivel a B’ pont helyzete fiiggetlen
a P pont helyétdl, ezért a keriilet 14thatéan akkor a lehetd legkisebb, amikor az APB’ torott
vonal hossza minimdlis, ami akkor kovetkezik be, ha az A, P, B’ pontok egy egyenesre
illeszkednek. Eredményiinket tigy is megfogalmazhatjuk, hogy a legkisebb keriiletd haromszog
C csticsdt az AB’ szakasz metszi ki az e egyenesbdl.

b) Mivel AB = BB’ =200 méter, ezért az ABB’ haromszog egyenld szdrd és derékszog. A tiikrozés

@B a) Legyen az AC oldal egy pontja T, a BC oldal

b) A feladat kérdése arra vonatkozik, hogy mi-

tulajdonsdgai miatt a BB’C hiaromszog is egyenl$ széard, melynek BB’ alapjan ezek szerint
45°-0s szogei vannak. Ekkor viszont az ABC hdromszog C csicsdndl derékszog van, amibdl
kovetkezik, hogy az ABC hdromszog is derékszogi és egyenld szard. Ha AC = BC = x, akkor
Pitagorasz tétele alapjan x2 + x2 = 200% amib6l x = 100-+/2 méter. Az ABC hiromszog
keriilete 200 + 200-+/2, igy Géza bacsinak legalabb 1,05 - (200 + 200-+/2) = 507 méter keri-
tést kell vasarolnia.

egy pontja pedig S. Tiikrozziik a PT sza-
kaszt az AC, a PS szakaszt pedig a BC oldal
egyenesére, a P pont tiikkorképeit pedig jelolje
rendre U, V (Id. dbra). A tiikrozés tulaj-
donsagai miatt PT=UT=x é PS=VS=y,
amibdl kovetkezik, hogy a PTS haromszog
keriilete megegyezik az UTSV torott vonal
hosszdval. Mivel az U €s V pontok helyzete
fiiggetlen a T és S pontok vélasztasatol, ezért
a torott vonal hossza akkor lesz a legkisebb, amikor T és S illeszkedik az UV szakaszra.
Az eddigi gondolatmenetiink alapjan konnyen szerkeszthet§ a minimaélis keriiletd beirt
POR hédromszog, hiszen annak Q €s R cstcsait az U és V pontokat 0sszekotd szakasz metszi ki
a haromszog megfeleld oldalaibdl. A POR hiromszog keriilete természetesen megegyezik
az UV szakasz hosszdval.

ként kell az AB oldal P pontjat megvalasz-
tani, ha azt akarjuk, hogy a kapott POR
hdromszog keriilete, azaz az UV szakasz
hossza a lehetd legkisebb legyen. Mivel
a tiikrozés megtartja a szogek nagysagat,
ezért az dbrdn azonos maddon jelolt szogek
egyenlSk. Mivel a tiikrozés a tdvolsagot is
megtartja, ezért CU = CV = CP. Eszerint
az UVC héromszdg a P pont tetszéleges
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vélasztasa mellett egyenld szard haromszog, amelyben a szdrak altal bezart szog 2 - (o + ),

ahol o+ 8 az ABC haromszog C cstcsnal 1évS szogét jeloli.

Az ilyen hdromszogek UV alapja pontosan akkor minimalis, amikor a hdromszog szdra, vagyis
a CU szakasz, a lehetd legkisebb. A CU = CP szakasz pedig akkor a legkisebb, amikor P
az ABC haromszog C cstcsbol indulé magassagvonaldnak talppontja. Gondolatmenetiink
egy nem tdl bonyolult kovetkezménye, hogy egy hegyesszogli haromszogbe irt haromszogek
koziil a talpponti haromszog kertilete a lehetd legkisebb.

c¢) Ha az ABC haromszogben a C cstcsndl
derékszog van, akkor UCV< = 180° ami azt
jelenti, hogy a C pont illeszkedik az UV sza-
kaszra. Ebben az esetben tehdt UV nem
belsé pontokban metszi a haromszég AC
és BC oldalait, igy nem létezik minimadlis
keriiletd beirt haromszog sem.

A P B

Hasonl6 a helyzet tompaszogl haromszog esetén is; ekkor az UV szakasz egyéltalin nem
metszi a hdromszog oldalait.

(B a) Az ABCD téglalapba az aldbbi dbra szerint beirtuk a PORS
négyszoget. Feladatunk a legkisebb keriiletd négyszog
szerkesztése. A tovabbiakban ,kiteritjiik” a beirt négyszog P
oldalait egy torott vonalba. Tiikrozziik a téglalapot a beirt sok- a
szoggel egyiitt az AB egyenesre, az igy kapott tiikdrképeket S \ ¢ P,

1 indexszel lattuk el. Tovabbi két tiikrozéssel (az dbrdn a k- A B/,» i
adik tiikrozés utan kapott pontok k indexet kaptak) sikeriil SifcC R R
kiteriteni a PORS négyszdg oldalait; a négyszog keriilete \
megegyezik az SPQ{R,S; torott vonal hosszdval. Ennek Y g

oo ; P A ) D - ) D
hossza akkor minimélis, amikor szakassz4 fajul, ami azt jelenti, ! Ry |Ci/R ¢
hogy a minimdlis keriiletd beirt négyszog keriilete egyenld

az SS; szakasz hosszdval.

Az §S5 szakasz hossza latszolag fiigg az S pont valasztasatol. By Py A
A tiikrozés tavolsagtartd voltabdl fakadéan azonban kdnnyen

végiggondolhatjuk, hogy SD = S,D = S,D, = §3D,, tovabba SD és S3D, parhuzamosak,
amibdl kovetkezik, hogy a DSS;D, négyszog paralelogramma, igy az SS; szakasz hossza meg-
egyezik a DD, szakasz hosszdval, ami viszont épp az eredeti téglalap 4tldjanak kétszerese.

Ezzel igazoltuk, hogy a P pontot csicsként tartalmazd,
a téglalapba beirt négyszogek keriiletének minimuma épp a
téglalap atldjanak kétszerese, ami valdban fiiggetlen a P pont R
helyzetétdl. ’

S _4Q
b) Atéglalap oldalainak ismeretében Pitagorasz tételével az 4tlora \ ONB P g,
35 m adddik, ezért a telek elkeritéséhez 70 m kerités sziikséges. \ e

P

c) Az el6zbek alapjan mar nem tdlsdgosan nehéz a minimalis .
keriiletd beirt négyszog szerkesztése. Huzzunk a DD, sza- \
kasszal parhuzamost a P ponton at. Ez a D,A5 szakaszbol Dy A,
kimetszi a minimalis keriiletd beirt PORS négyszog S pont- :
janak S5 harmadik tiikorképét, a C|D, szakaszbdl kimetszi s s,
az R pont R, mdsodik tiikorképét, mig a BC; szakaszbol P
kimetszi a Q pont Q; elsé tiikorképét. Ezaltal a PORS négy- Bs Py A
szog szerkeszthetd.

Dy




@D «) Ha az ABC héaromszog koré irt kor kozép-

pontjat O jeloli, akkor AO = BO = CO, hiszen
mindhdrom szakasz a koriilirt kor sugara.
A tiikrozés tavolsagtartd transzformacio,
ezért az emlitett szakaszok tiikorképei is, igy
példaul az abran szerepld AQ, CQ, CP, BP
szakaszok mindegyike a koriilirt kor suga-
rdval egyenld hosszd. Ekkor viszont az AOCQ
és BOCP négyszogek rombuszok, ezért szem-
kozti oldalaik parhuzamosak egymassal, azaz
CQ pérhuzamos OA-val, CP parhuzamos
OB-vel, amibdl kovetkezik, hogy QCPX = AOB<. Eddigi eredményeink alapjan a QPC
és ABO haromszogek egybeviagdk (két oldal + kozbezart szog), ezért QP = AB. Hasonlo
gondolatmenettel lathatjuk be, hogy a POR haromszog minden oldala egyenl$ az ABC harom-
sz0g egy-egy oldaldval, ezért a két haromszog valéban egybevdgd egymadssal.

b) Az a) feladatban lattuk, hogy a QPC és ABO hiromszogek egybevdgdak, tovabba két-két
oldaluk parhuzamos, amibdl kovetkezik, hogy harmadik oldalaik, azaz QP és AB is parhuza-
mos egymadssal. Ugyanigy; PR és CA, valamint QR és CB is parhuzamos egymadssal. Mivel
a QO egyenes merdleges az AC egyenesre, igy merdleges a PR egyenesre is, igy a QO egyenes
a PRQ héiromszog magassdgvonala, O pedig a magassagpontja. Eszrevételiinket felhasznalva
az ABC hiromszog szerkesztésének a 1épései a kovetkezSk lehetnek. Megszerkesztjiik a POR
hiromsz6g O magassdgpontjit. Ezutdn megszerkesztjiik az OQ, OR, OP szakaszok felezs-
merdlegeseit. A megszerkesztett egyenesek egyben az ABC hdromszog oldalegyenesei is,
ezért az ABC haromszog cstiicsai mar konnyen szerkeszthetdk.

Kozéppontos tiikrozés — megoldasok

A tiikorképek az egyes esetekben:

a) A(=3;-1), B’(2;-5), C’'(4; 2);

b) A(=3;7), B'(2; 3), C’(4; 10);

c) A(=1; 1), B'(4;-3), C’(6; 4);

d) A(1;-3), B’(6; -7), C’(8; 0);

e) A(=5;-5), B'(0;-9), C'(2;-2);

f) A(=5;13), B(0;9), C’(2; 16).

A két haromszog egyesitése paralelogrammat hatdroz meg, mert a kapott négyszog kdzéppontosan
szimmetrikus.

A két trapéz egyesitése paralelogrammat hatdroz meg, mert a kapott négyszog kézéppontosan
szimmetrikus.

Ha az ABCD négyszog BC oldaldnak F felezGpontjara tiikroziink,
akkor a szokdsos jelolések mellett az ABDACD hatszog szogei
o, B+7, 06, a, B+, 8. Akozéppontos tiikr6zés soran a szakasz
és tiikorképe parhuzamos egymadssal, ezért a kapott hatszog
szemkozti oldalai valéban parhuzamosak.
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Ha a két szakasz nem esik egy egyenesbe, akkor végpontjaik egy , ,
paralelogramma csticsait alkotjak. Ebben a paralelogrammaban 7
az atl6k metszéspontjdra vonatkozo tiikrozés a szakaszokat egy-
misba viszi at. T
Ha a két szakasz (AB és tiikorképe AB’) végpontjai egy egye- ST ‘
nesre illeszkednek, akkor nem feszitenek ki paralelogrammat, de S R

a tiikrozés kozéppontja ebben az esetben is az AA’ és a BB’  —
szakaszok kozos felezGpontja.

A negyedik tiikrozés utan visszajutunk a kiinduldsul vett pontba.
Ha a P pontbdl indulunk ki, és a tiikkr6zések eredményét rendre
P, P, Py és P, jeloli, akkor ugyanis AB kozépvonal a PP,P,
hidromszogben, amibdl kovetkezik, hogy PP, pdrhuzamos AB-
vel és hossza az AB hosszanak kétszerese. Ugyanigy DC kozép-
vonal a PP, P; hdromszdgben, amibdl addédik, hogy PP, par-
huzamos DC-vel és hossza a DC hosszanak kétszerese. Mivel
ABCD paralelogramma, ezért AB és DC pdrhuzamosak, illetve -
egyenl$ hosszdak, igy ugyanez érvényes PP,-re és PPs-re is. P1°
Ez azonban csak tigy lehetséges, ha P = P,.

A jatékban Barnabdsnak van nyer6 stratégidja. Ehhez a kovetkez$ szabdly szerint érdemes
jatszania: az elsé pénzérmét tgy kell elhelyeznie, hogy kozéppontja egybeessen az asztal
kozéppontjaval. Ezek utdn nincs mas dolga, csak ha Andras rakott, akkor a sajat érméjét ugy
helyezze el, hogy az asztal kozéppontjara vonatkozoé tiikkorképe egybeessen az Andrds dltal
legutoljéra elhelyezett pénzérmével. Ekkor a siker garantélt, ha ugyanis Andras tud még rakni,
akkor ez Barnabdsnak is biztosan sikeriilni fog.

Az O pont e-re, illetve f-re vonatkozo merdleges vetiiletét az dbran
T-vel, illetve T’-vel jeloltiik. A feltételek szerint OT = OT = x.
Vizsgéljuk az O pontra vonatkozd kézéppontos tiikrozés tulaj-
donsdgait. A T pont képe 7", tovdbba az e egyenes képe olyan
egyenes, amely atmegy a 7’ ponton és parhuzamos e-vel. Ez az
egyenes csakis az f egyenes lehet. Mivel a tiikr6zés O kozép-
pontja illeszkedik a PQ egyenesre, ezért a P pont képe illeszkedik
a PQ egyenesre, tovabbd illeszkedik az e egyenes f képére is, ezért
csakis a két egyenes QO metszéspontja lehet. Pont és képe ugyan-
olyan tavolsigra van a tiikr6zés kozéppontjatdl, ezért OP = OQ.

Mindhdrom négyszog tengelyesen szimmetrikus a négyszog egyik atlgjanak egyenesére, ezért
mindharom négyszog deltoid. A k6zépen keletkez6 négyszog a négyzet kozéppontjara vonatkozé
kozéppontos tiikrozés sordn invaridns marad (képe dnmaga), ezért paralelogramma. Mivel atl6i
illeszkednek a négyzet atldira, ezért merdlegesek egymadsra, igy a kozépen keletkezd négyszog
rombusz.

Az O pontra vonatkoz6 kdzéppontos tiikrozés sordn az A pont
képe C, a D pont képe pedig B. Az 1612. feladat eredménye
alapjan OP = 0Q, ezérta P és Q pontok egymds tiikkorképei.




A szerkesztés 1épései:
1. Az adott sz6g O cstcsdt tiikrozziik az adott P pontra; a tiikor- A\/

képet O’-vel jeloltiik. 0
2. Az O’ ponton at parhuzamosokat szerkesztiink a szog sza- P

raival.
3. A péarhuzamosok és a megfelel$ szogszarak A és B metszés- 0 /\B

pontjainak szerkesztése.

4. Az AB egyenes szerkesztése. Az egyenes a kivant tulajdonsdgokkal rendelkezik, hiszen
az OBO’A négyszog paralelogramma, ezért atloi felezik egymast, igy PA = PB.

A szerkesztés 1épései:

1. Az adott P ponton it a megfeleld szogszarral (amelyiket a szer-
kesztendd egyenes a P-t6l mérve tdvolabb metsz) parhuza-
most szerkesztiink.

2. A péarhuzamos és a mésik szogszar O’ metszéspontjanak szer-
kesztése.

3. Az O’ ponton keresztiil pirhuzamost szerkesztiink a PO sza- 0 Bv
kasszal.

4. A szerkesztett pairhuzamos masik szogszarral vald B metszéspontjanak szerkesztése.

5. A PB egyenes szerkesztése. Az egyenes a kivant tulajdonsdgu lesz, hiszen a szerkesztés menete
alapjan az OBO’P négysz0g paralelogramma, amelyben az atlok felezik egymast.

a) lgaz. b) Igaz. c¢) Hamis.
d) Hamis. ¢) Hamis. f) Igaz.
g) lgaz. h) lgaz. i) Igaz.
J) Hamis. k) Hamis. l) 1gaz.
m) Hamis. n) Hamis. o) Igaz.

Jeloljiik a két kort k-val és c-vel, és tegyiik fel, hogy az egyik
metszéspontjukon (A) 4tmend egyenes az A-tdl kiilonbozs P és
QO pontokban metszi a két kort (1d. dbra), valamint AP = AQ.

Ekkor az A pontra vonatkozo6 kézéppontos tiikkrozés a P pontot
a Q pontba, az AP szakaszt pedig az AQ szakaszba viszi at.
Ez a megallapitas lehet&séget ad a Q pont egyszerl szerkesz-
tésére; a Q pontot a k kor A pontra vonatkozo k’ tiikorképe
metszi ki a ¢ korbSl. A P pontot megkaphatjuk, ha a Q pontot
tiikkrozziik az A pontra.

Mivel az igy kapott AQ és AP szakaszok egy egyenesbe esnek, és
a tlikrozés tavolsagtarté tulajdonsdga miatt hosszuk megegyezik,
ezért a PQ egyenes megfelel a feladat minden feltételének.

A feltételekbdl kovetkezik, hogy a k” kor két pontban metszi a ¢ kort, amelyek koziil az egyik
természetesen az A pont. EbbSl adéddan a Q pont és igy a P pont is egyértelmen szerkeszt-
hetd.

Ujabb megoldast kapunk, ha a két kor mdsik metszéspontjdra tiikroziink.

Vegyiik végiil észre, hogy a két metszésponton atmend szelS nyilvanvaléan megfelel a feltéte-
leknek, ezért a feladatnak harom megolddsa van!



f[F06) A koncentrikus korok koziil a belsét k-val, a kiilsét c-vel, a kisebb

kor rogzitett pontjat P-vel jeloltiik az dbran. Tegyiik fel, hogy az
e egyenes a ¢ kort A-ban és B-ben, a k kort P-ben és Q-ban
metszi az dbranak megfelelden, tovabba AP = PQ = OB.

Ekkor a P pontra vonatkozé kézéppontos tiikrozés sordan a Q
pont az A pontba keriil, igy a k kor képe olyan &’ kor, amelynek
a ¢ korrel val6 egyik metszéspontja éppen A. Megéllapitdsunk
egyben eljarast ad az A pont szerkesztésére is. Az A és P pontok
ismeretében az e egyenes mar szerkeszthetS. Nem kell aggdd-
nunk amiatt sem, hogy esetleg OB nem lenne egyenl§ AP-vel.
Ugyanis ha AP = PQ, akkor AP = OB is teljesiil, amihez ele-
gend§ végiggondolnunk, hogy a PQ szakasz felezGmerGlegesére (az abran ¢ jeloli) vonatkozd
tengelyes tiikrozés sordn a P pont képe Q, az A pont képe B, ezért AP = QB valdban fennall.

A szerkeszthetGség feltétele, hogy a k” kor és a ¢ kor metssze egymast. Attdl fiiggden, hogy a két
kornek hany metszéspontja van, a megolddsok szdma 0, 1 vagy 2 lehet. A két kor nem metszi
egymast, ha a ¢ kor sugara nagyobb, mint a k kor sugardnak hdromszorosa, egy metszéspont
és 1gy egy megoldds adddik, ha ¢ kor sugara egyenl§ a k kor sugardnak haromszorosaval, mig mas
esetekben két megoldast kapunk.

A feltételek szerint az ABC haromszog A csucsa
illeszkedik az e egyenesre, tovdbbad F; az AC
oldal felez&pontja, igy a C csucs illeszkedik
az e egyenes F| pontra vonatkozé e’ tiikor-
képére. Hasonldan; mivel a B csucs illeszkedik
a k korre, valamint F, a BC oldal felezGpontja,
igy a C csucs illeszkedik a k kor F, pontra
vonatkozé &’ tiikorképére. A tiikrozott alakzatok
metszéspontja eszerint épp a hdromszog C csu-
csaval azonos. A hidnyz6 A, illetve B csicsot
megkapjuk, ha a C pontot tiikkrozziik az Fj,
illetve F, pontra. A fent vazolt szerkesztés eredményét, valamint a megoldasul kapott A;B,C
és A,B,C, hiromszogeket az dbrdn lathatjuk.

A szerkeszthetGség feltétele, hogy az ¢’ egyenes metssze a k’ kort. A metszéspontok szaméatél
fliggben a feladatnak 0, 1 vagy 2 megoldasa lehet.

Feladatunk olyan ABCD paralelogramma szer-
kesztése, amelynek kozéppontja O, tovabba
Aek,Bek, Cekyés Dek,.

A szerkesztend$ paralelogramma szimmetrikus
az O pontra nézve, ezért kozéppontosan tiik-
rozziik a ky; kort az O pontra; a tiikorképet
jelolje k. Vildgos, hogy a paralelogramma
C csucsa illeszkedik kj-re és kz-ra, vagyis
a C pont e két kor metszéspontjaként szerkeszt-
hetS. Az A pontot megkapjuk, ha a C pontot
kozéppontosan tiikkrdzziik az O pontra. A para-
lelogramma B €s D csucsainak szerkesztése
ezzel analég mddon torténhet, csak a k, és ks
k4 korokkel kell dolgoznunk.




A szerkeszthetGség feltételei, hogy a k; és a k3, valamint a k; és a k, korok egyarant metsszék
egymast. Ha az emlitett korok koziil valamelyik kettének nincs metszéspontja, akkor a feladatnak
0 megolddsa van. A tovabbi estekben a megolddsok szdma a metszéspontok szdm4tél fiigg. Ennek
értelmében a feladatnak lehet 1, 2, 4, esetleg végtelen sok megolddsa. Ez utébbi eset akkor
kovetkezik be, ha k] kor a k; korrel, vagy a k5 kor a k, korrel esik egybe.

Jeloljiik a szog szdrait e-vel és f-fel, az adott
pontot O-val. Ha az ABCD négyzet A cstcsa
illeszkedik az e szogszarra, valamint C csicsa
illeszkedik az f szogszarra (ld. dbra), akkor
az A pont O pontra vonatkozé tiikorképe, mely
épp a C pont, illeszkedik az e szogszér O pontra
vonatkoz6 tiikkorképére.

Ezek alapjan a szerkesztés 1€pései a kovetkezdk

lehetnek:

1. Kozéppontosan tiikrozziik az e szogszarat
az O pontra; igy kapjuk e’-t.

2. Az ¢ félegyenes és az f szogszar metszés-
pontjanak szerkesztése; a metszéspont C.

3. A C pont O pontra vonatkozd tiikrozése;
a tiikorkép A.

4. Az AC szakaszfelez§ merSlegesének szerkesztése; a kapott egyenes g.
5. Az O kozépponttal, OC sugérral rajzolt kor szerkesztése.

6. A g egyenes €s a szerkesztett kor metszéspontjainak szerkesztése; a keletkezd metszéspontok
B és D.

A feladatnak konvex szog esetén minden esetben egyetlen megoldasa van.

A szogszarakbol lemetszett haromszog teriilete akkor a legkisebb,
ha az adott pont felezi a metsz§ egyenesnek a szog szérai kozé
esG szakaszat. Jeloljiik a szogszarakat e-vel €s f-fel, az adott
pontot P-vel, tovdbba g-vel azt az egyenest, amely dtmegy
a P ponton és a szogszarak kozé esG szakaszat a P pont meg-
felezi. Ha a g egyenes az e szOgszarat E-ben, az f szogszarat
F-ben metszi, akkor PE = PF (1d. dbra). Megmutatjuk, hogy
ha egy g-tdl kiilonboz§ egyenes dtmegy a P ponton, tovabba
a szogszdrakat K-ban és L-ben metszi, akkor az OKL hédrom-
sz0g teriilete nagyobb, mint az OEF haromszog teriilete. Mivel
PK és PL semmiképpen nem egyenld, ezért feltehetjiik, hogy
PK> PL.

Tiikrozziik a PLF haromszoget a P pontra. A tiikrozés sordn 0 L\ \F !

a P pont helyben marad, az F pont képe E, mivel PF = PE,

az L pont képe pedig a PK szakasz egy belsé L’ pontja. Az EL’ és FL szakaszok pdrhuzamosak
a kozéppontos tiikrozés tulajdonsagai alapjan. Jeloljik a PLF és PL’E hiaromszogek kozos
teriiletét #-vel. Ekkor

Toer = ToppL + 1 < Toppr + 1 + Tppk = Tokr,
amit éppen bizonyitani akartunk. Az E és F pontok, valamint a g egyenes az 1622. feladatban
ismertetett médon szerkeszthetGk. Az ott alkalmazott jelolésekkel az EF szakasz egybeesik
az ABCD négyzet AC 4tl6jdval.
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D Jelolje O az ABCD paralelogramméba irt EFGH paralelogramma
kozéppontjat (1d. dbra). Ekkor az O pontra vonatkozé tiikrozés [
az E pontot a G pontba, az AB szakaszt vele parhuzamos sza- b
kaszba viszi 4at, hiszen a szakasz és tiikor képe parhuzamos
egymassal. Mivel azonban a G pont illeszkedik CD szakaszra, F
igy az O pontra vonatkoz6 kdzéppontos tiikrozés az AB szakaszt —/
csakis a CD egyenesre képezheti. Ez azonban csak tgy lehet-
séges, ha az O pont egyenl§ tdvolsdgra van az ABCD paralelogramma AB és CD oldalaitdl,
amibdl kovetkezik, hogy O illeszkedik az AB és a CD egyenesek kdzépparhuzamosara. Hasonldan
igazolhatjuk, hogy O az AD és a BC egyenesek kozépparhuzamosara is illeszkedik, igy O valéban
megegyezik az ABCD paralelogramma kdzéppontjdval.

@ a) Tekintsiik az abrén ldthaté A;A,A3A4A5 Ot-
szbget, melynek oldalfelez6 pontjai F|, F,
F, Fy, F5, valamint a sik egy tetszleges
P, pontjat. Tiikrozziik a P/A, szakaszt el6bb
az Fj, majd a kapott tiikkorképet az F, pontra,
és igy tovabb. Az i-edik tiikrozés utdn igy
a P, A, szakaszhoz jutunk (A; = Ag).
A tiikrozés tulajdonsigai alapjdn barmely
(i, ) szampérra (1 <1, j<6) a PA; és PA;
szakaszok parhuzamosak és egyenl§ hosz-
szuak, tovdbbd minden i-re PA;és P, A, , |
(1 £i<)5) ellentétes irdnyuak, hiszen a kozép-
pontos tiikrozés megvaltoztatja a koriiljarasi
irdnyt. Az elmondottakbdl kdvetkezik, hogy a P;Fy szakasznak A; a felezGpontja.

A fenti észrevételek alapjan az 6tszog konnyen szerkeszthetd. Tiikrozziik a sik egy tetszGleges
P, pontjit rendre az Fj, ..., F5 pontokra; igy kapjuk a F; pontot. A P;F, szakasz A; felez6-
pontjat tiikrozziik az F| pontra, igy kapjuk A,-t. Tiikrozziik A,-t az F, pontra; igy kapjuk
az A pontot, és igy tovébb.

A feladatnak minden esetben egyértelmd megolddsa van, bar el6fordulhat, hogy a kapott 6tszog
hurkolt vagy elfajuld. A feladat fent vdzolt megolddsa minden pdratlan n-re altaldnosithato.

b) Ha n péros, ugy a P/A| és P, A, szakaszok tovdbbra is parhuzamosak és egyenldk, csak
ezittal megegyez6 irdnydak. Ebbdl kovetkezden a P, és P, pontok egybeesnek, igy ebben
az esetben a feladat hatdrozatlan.

) o) Jeloljiik az erd6 kozéppontjat O-val, a falut P-vel. Olyan szeldt
kell szerkeszteniink a P ponton at, amelynek a korrel valo
els6 metszéspontja (az dbran A) felezi a hosszabb szeld-
szakaszt, azaz PB-t. Természetesen ekkor az A pontra vonat-
kozé kozéppontos tiikrozés a P pontot a B pontba viszi 4t,
csak kisebb kellemetlenséget okoz, hogy az A pont helyét
nem ismerjiik. Ha viszont egy pillanatra feltételezziik, hogy
az A pont ismert, és a Kerekerdét tiikrozziik az A pontra,
akkor eredményiil olyan O’ kozéppontu kort kapunk, amely-
nek sugara 6 km, tovabba dtmegy a P ponton, és az A pontban
érinti a Kerekerdét modellezd kort. Az O’ pont ezek szerint
a P ponttdl 6, az O ponttdl 12 km tdvolsdgra taldlhatd,
igy a P és O pontok ismeretében megszerkeszthets. Az OO’szakasz kimetszi Kerekerd§bdl
a keresett szel§ A pontjat, majd a P pont A-ra vonatkozé tiikkorképe megadja a B pont helyét.




b) A feladat megolddsa az OPO’ haromszog szerkeszthet§ségén
alapul. Mivel a haromszog oldalai OP = 10 km, OO’ = 12 km,
O’P=6km, és OO0’ + O’P > OP, ezért az O kozépponti
12 km sugard, valamint a P kézéppontd 6 km sugard kor
két pontban metszi egymast (az dbran O’ és O”), igy a feladat-
nak két megolddsa van. A két it egymads tiikorképe az OP
egyenesre vonatkozdan.

c) A feladatnak x <6 esetén nincs megolddsa, hiszen ebben
az esetben a falu a Kerekerd§ belsejében vagy hatdran
helyezkedik el. Ha 6 < x < 18, akkor a feladatnak két meg-
olddsa, x = 18 esetén egy megoldésa van. Ut6bbi esetben O’
és O” megegyezik, valamint illeszkedik az OP szakaszra.
A feladatnak x > 18 esetén nem ad6dik megolddsa.

a) Megmutatjuk, hogy a BA’ szakasz hossza
a P pont helyzetétdl fiiggetleniil megegyezik
az AB oldal hosszaval.

A tiikrozésbdl kovetkezden az APCB’ négy-
sz0g paralelogramma (k6zéppontosan szim-
metrikus az AC oldal F, felez&pontjdra vo-
natkozdan), ezért AB’parhuzamos PC-vel,
tovdbbd AB’= PC. Ugyanilyen megfon-
tolasbol paralelogramma a CPBA négyszog
is, ezért BA’ parhuzamos PC-vel, tovabba
BA = PC. Azt kapjuk tehdt, hogy AB’ és BA® ugyanazzal a PC szakasszal parhuzamos, ezért
a két szakasz egymadssal is parhuzamos. Természetesen AB’= BA’= PC is teljesiil. Ekkor
viszont az ABA'B’ négyszogben két szemkozti oldal parhuzamos és ugyanolyan hosszisagu,
igy ABAB’ paralelogramma, amibdl azonnal kovetkezik, hogy BA’= AB, amit bizonyitani

kivantunk.
Hasonléan igazolhat6, hogy A'C’ az ABC haromszog CA, és B’C” a CB oldalaval egyenld
hosszisagu.

b) Az a) feladatban igazoltuk, hogy az ABAB’
négyszog paralelogramma. Mivel a para-
lelogramma atl6i felezik egymast, ezért ha
az AA és BB’ szakaszok egymdst az R pont-
ban metszik, akkor az R pont egybeesik
mindkét szakasz felezGpontjaval.

Természetesen ugyanigy paralelogramma
az AC’AC négyszog is, ezért AA és CC’ is
felezik egymast. Ezt masként is megfogalmaz-
hatjuk: a CC’ szakasz az AA’ szakaszt annak
R felez6pontjdban metszi. Ezzel igazoltuk,
hogy az AA, BB’ és CC’ szakaszok val6ban
egy pontban, a kdzos felez6pontjukban met-
szik egymast.




Haromsz6gek, négyszogek néhany nevezetes vonala
(salyvonal, magassagvonal, kizépvonal) — megoldasok

a) Ahdromszog kdzépvonalanak hossza a végpontjait nem tartalmazé oldal hosszanak felével egyenld.
b) A paralelogramma kozépvonaldnak hossza a végpontjait nem tartalmazé oldal hosszaval egyenld.

¢) Atrapéz szarainak felezGpontjait 6sszekotd kozépvonaldnak hossza az alapok hosszanak szam-
tani kozepével egyenld.

Az eredeti haromszog keriilete 28,5 cm.
A vaddsznak 6sszesen 97,5 perc sziikséges az tt megtételéhez.

A hdromszog sdlyvonala a haromszdget két olyan haromszogre bontja, amelyeknek egy-egy
oldala megegyezik, valamint az ezekhez tartozé magassaguk is egyenlS. EbbSl adéddan a két
haromszog teriilete is egyenld.

Az ABC hdromszog sulypontjit S-sel, az AB oldal felezGpontjat
F-fel, az AF = FB szakasz hosszat c-vel jeloltik. Az el6z6
feladat eredménye alapjan Typ- = Tppc. Ugyanakkor az AFS
és FBS haromszogekben egy-egy oldal egyenlS (AF = FB = ¢),
a hozzdjuk tartoz6 magassdg pedig kozos (x), ezért teriiletiik is
megegyezik, igy T, g = Trpg. Ha egyenld teriiletd sikidomokbdl
egyenld teriiletiieket vesziink el, akkor a visszamaradé sikidomok
teriilete is megegyezik, azaz T)pc— Typy = Tppc — Tppg. amibdl
azt kapjuk, hogy 7} ¢ = Igpc. Hasonl6 gondolatmenettel lathatjuk,
hogy Tspc = T, gp 1s teljesiil, amivel a feladat allitdsdt igazoltuk.

Megold4s lehet, ha a tortdt a kozépvonalak mentén vagjuk fel. Mivel a keletkez$ négy torta-
szeletben az oldalak paronként megegyeznek, ezért a tertiletiik is egyenld.

Szintén igazsagos daraboldshoz jutunk, ha a hdromszog egyik oldalat négy egyenld részre osztjuk,
majd az osztépontokat az oldallal szemkozti csicsokkal dsszekotjiik. A négy keletkez6 haromszog
egy-egy oldala egyenl6 hosszisagu, az ezekhez az oldalakhoz tartozé magassagok pedig kozosek,
igy a hdromszogek teriilete val6ban egyenld.

Az ilyen tulajdonsagu pontok a rogzitett oldallal parhuzamos kozépvonalon talalhaték. A kozép-
vonal minden pontja rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

a) A hdromszog szabdlyos, igy minden oldala 120°-o0s szdgben latszik a magassdgpontbdl.
b) Az dbra jeloléseivel CABY = 60°, CBA< =80° igy ACB< =40°.
A CFME négyszdgben ismert harom szog nagysdga, valamint
az E és F csucsokndl derékszogek vannak, ezért:
FME< = 180°—40° = 140°.
Mivel az AMBY és FMEX csdcsszogek, ezért egyenldk,
igy AMBY = 140°, és az AB oldal a magassagpontb6l 140°-os
sz0g alatt latszik. Ugyanilyen gondolatmenettel szdmolhatd,
hogy a BC oldal a magassdgpontbdl 120°-o0s, mig az AC
oldal 100°-os sz0g alatt latszik.

c




c) A hiaromszog ebben az esetben tompaszogd,
ezért magassagpontja a haromszogon kiviil
taldlhat6. Az ECFM négyszogben a C cstcs-
nal 100°%-o0s, az E és F csucsoknal 90°-o0s
szogek vannak, ezért EMF<X = AMB< = 80°,
azaz az AB oldal a magassagpontbdl 80°-os
sz0g alatt latszik. Az AMG<, valamint

b S
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az EBAX merGleges szard szogpart alkot,
és mivel mindkett§ hegyesszog, ezért meg-

B

egyeznek, tehdt az AC oldal a magassagpontbdl 20°-0s szog alatt latszik. A BC oldal 60°-0s

szogben lathat6 az M magassagpontbdl.

Haa BF és CE magassagvonalak 20°-os szogben
metszik egymast, é&s M a hdromszog magassag-
pontja, akkor az AEMF négyszogben az E, vala-
mint F cstcsoknal 90°-0s, az M csucsnal 160°-0s
szogek vannak. Ebb6l ad6déan az ABC harom-
szdg A csucsdndl 1év6 szog 20°-os.

Az ABC hiromszog BF és CE magassagai két derékszogli harom-
szoget is kialakitanak a hdromszogben; az ABF és ABE harom-
szogekben az atfogd kozos, éppen az AB oldallal egyezik meg.
Thalész tételének megforditdsa alapjan a derékszogd csucsok,
azaz F és E illeszkednek az AB atmérGjd korre. A kor kozép-
pontja egybeesik az AB oldal O felez&pontjaval. Ekkor viszont

OF és OF egy-egy sugdr a korben, ezért hosszuk megegyezik.

Ha a B-bdl indulé magassdgvonal talppontjit P, a C-bdl indul6ét
T jeloli, akkor az ADP derékszogli haromszogben az A csticsndl
30%os, igy a D csticsndl 60°-0s sz6g van. Az EDM haromszog
D csucsandl 1évE szog szintén 60°-os, hiszen az eldbbi szog cstics-
szoge. Az AET derékszogli haromszdgben az A csticsnal 30°-o0s,
ezért az E csicsndl 60°-o0s szog van. Ezzel belattuk, hogy
az EDM hédromszog két szoge is 60°-os, és igy a haromszog
valéban szabdlyos.

Megjegyezziik, hogy amennyiben az ABC haromszog szabdlyos,
ugy az E, D, M pontok egybeesnek, ezért az EDM haromszog
nem jon létre. Ha az ABC hdromsz6g tompaszog, akkor a bizo-
nyitas a hegyesszogl esethez hasonléan végezhetd el.

A feladatnak két megoldasa van. Ha Peti a paralelogrammat a 12 cm-es oldallal parhuzamos k&zéEp-
vonala mentén vagta szét, akkor a masik oldal hossza 13 cm. Ha szétvagds nem a 12 cm-es oldallal
parhuzamos kozépvonal mentén tortént, akkor a paralelogramma masik oldaldnak hossza 12,5 cm.

A paralelogramma kertilete 60 cm.
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A paralelogrammat barmely kozépvonala, illetve barmely atl6ja két egyenld teriiletd részre vagja
szét. Az 1614. feladat eredménye alapjan barmely olyan egyenes, amely dtmegy a paralelogramma
kozéppontjan, szintén egyenld teriiletd részekre bontja a paralelogrammat.

A trapéz alapjait 2 - x, illetve 3-x alakban kereshetjiik. A feltételek alapjan
2-x+3-x

2
A trapéz alapjai tehat 12 cm, illetve 18 cm hossziak.

=15 = x=6.

A szdrakat 0sszekotd kozépvonal 9 cm hosszisdgd. A keletkezd két trapéz kozépvonalainak
hossza 7 cm, illetve 11 cm.

a) Tegyiik fel, hogy az ABC haromszog A csdcséanél hegyesszog
van. Tiikrozziik kozéppontosan a haromszoget az a oldal
F felez6pontjara. Eredményiil az ABA'C paralelogrammat
kapjuk (Id. dbra). A paralelogramma egyik atldja az ABC
haromszog a oldaldval, mésik 4tl6ja, vagyis az AA® szakasz
pedig az a oldalhoz tartoz6 silyvonaldnak kétszeresével
egyenlS hosszisagu. A feltételek szerint az ABC hirom-
szogben az A csucsndl hegyesszog van, amibdl kovetkezik,
hogy az AAB hiromszdgben a B csdcsndl tompaszdg van. Ennek beldtdsdhoz elegendd
emlékezniink arra, hogy a paralelogramma egy oldaldn fekvd szogeinek 6sszege 180° Az emli-
tett két haromszogben két-két oldal egyenld, hiszen az AB oldal kozos benniik, tovabba
AC = BA a tiikrozés tulajdonsdgai alapjan. A két haromszog harmadik oldalai koziil nyilvan-
val6éan az a nagyobb, amelyik a tompaszoggel szemkozt van, azaz 2- s, > a, ami egyenértékd
a bizonyitandé allitassal.

b) Afeladat allitdsa az a) feladatban bemutatott bizonyitds értelemszerd véltoztatdsdval igazolhatd.

a) Legyenek a telek cstcsai A, B és C, a BC oldal felezGpontja E, ¢

az AB oldalé F. Tegyiik fel tovabbd, hogy AE = 24 méter,

CF =30 méter. Ha a két silyvonal metszéspontja S, akkor

Iévén a sulypont 2:1 ardnyban osztja fel a sulyvonalakat, E
azt kapjuk, hogy AS = 16, illetve SE = 8 méter, tovabbd s
CS =20, illetve SF = 10 méter. A feltételek alapjan az ACS, =
ECS és AFS hiaromszogek mind derékszogtiek, igy azokban
rendre alkalmazva Pitagorasz tételét az atfogokat kiszamol-
hatjuk. Nem tdl bonyolult szdmoldsokkal a megfeleld kerekitések utdn AC = 25,6 méter,
EC =21,5 méter, végiil AF = 18,9 méter. A telek oldalai tehat 25,6 méter, 43 méter, 37,8 méter.

b) A telek korbekeritéséhez 25,6 + 43 + 37,8 = 106,4 méter keritést kell Béla bacsinak vennie.
c) Sajnos Béla bdcsit varatlan meglepetések érhetik, ha a b) feladatban kiszamolt hosszisagu

keritéssel probdlja korbekeriteni a telkét. Ha ugyanis a szdmoldsokat nem egy tizedes pontos-
saggal végezziik, akkor lathatjuk, hogy

AC =656 >25,61 m; EC=+464 >21,54 m; AF =+/356 > 18,86 m.
A kapott egyenl6tlenségek felhaszndldsdval a telek keriiletére egy alsé becslést kaphatunk:
Kipc>25,61+2-21,54 +2-18,86 = 106,41 méter,
ami mutatja, hogy a b) feladatban kapott 106,4 méter hosszi kerités nem elegendd a korbe-
keritéshez. Béla bacsi szerencsésebben jart volna, ha a szdmitdsokndl ezittal nem a kerekités

szabdlyait kovette volna, hanem minden lépésben felfelé kerekit. Igy elkeriilhet6 az a rendkiviil
bosszantd helyzet, hogy a vésdrolt kerités par centiméterrel rovidebb, mint a telek kertilete.
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(@3 Jelolje az ABC haromszog oldalainak felezGpontjét E, F, G, sily-
vonalait s,, s, 5. az dbranak megfelelden. Tiikrozziik az ABC
haromszoget, valamint a G pontot az E pontra. A tiikrozés sordn
a B és A pontok ,helyet cserélnek”, a C pont képe C’, tovabba
a G pont képe a BC’ szakasz G’ felezGpontja. Az elmondottak-
bol adéddan a BG = s, sulyvonal az AG’ szakaszba megy 4t.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a CEG’F négyszog parale-
logramma. A kozéppontos tiikrozés megtartja a szakaszok
hosszét, ezért EG = EG’, tovabba természetesen E, G, G’ egy
egyenesre illeszkednek. Mivel EG az ABC hdromszog egyik
kozépvonala, ezért pdirhuzamos a megfelel$ oldallal, azaz BC-
vel, tovabba EG hossza BC hosszanak fele, azaz EG = CF.
Ezek szerint EG’ és CF is megegyezik EG-vel, amibdl persze
azonnal kovetkezik, hogy EG’= CF. Természetesen CF nemcsak
EG-vel, hanem a tartalmazé egyenesével is, igy EG’-vel is
pérhuzamos. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a CEG’F négyszogben két szemkozti oldal egyenld,
valamint parhuzamos, ezért valéban paralelogramma. De ha négyszogiink paralelogramma, akkor
a mésik két oldala is parhuzamos és egyenld, igy G’F = CE =3s,.

Tekintsiik végiil az AG’F hdromszoget. A hdromszog oldalai: AG’ =5, G’F =s,, FA =5, ami
szépen mutatja, hogy a hdromszog sulyvonalaibdl valoban lehet haromszoget szerkeszteni.

1¥) Tegyiik fel, hogy az ABC haromszogben az AE és BF sulyvona-

lakra AE = BF =x. Ha S a haromszog sulypontja, akkor S mind- ¢
két sulyvonalat 2 : 1 ardnyban osztja fel, ezért:
AS=BS= 2 - X,
3 F E

amibdl azt kapjuk, hogy az ABS hdromszog egyenld szdru.

Az egyenl§ szdrd hdromszogekben az alapon fekvs szogek

megegyeznek, igy SABX = SBA<. Ekkor az ABE és BAF hirom-

A B

szogekben két-két oldal, valamint az altaluk bezart sz6g meg-
egyezik, ezért a két haromszog egybevagd, amibdl persze
kovetkezik, hogy AF = BE. Vegyiik figyelembe, hogy E és F oldalfelezd pontok, ezért AC = BC,
azaz az ABC hdromszog is egyenld szard. Azt kaptuk tehdt, hogy ha egy hdromszdgben két stly-
vonal egyenld hossztsagu, akkor a hdromszog egyenld szarui.

Az iménti megdllapitdsbol azonnal kovetkezik, hogy ha egy hdromszdg mindhdrom sulyvonala
ugyanakkora, akkor a haromszdg barmely két oldala megegyezik, azaz a haromszog valéban
szabdlyos. Tehdt csak a szabdlyos hdromszdgben egyezik meg a hdrom silyvonal hossza.

Ity Tegyiik fel, hogy az ABC hdromszogben az AQ és BT magas- c
sdgokra AQ = BT = x. Ekkor az ABQ és BAT haromszogek
derékszogiek, igy benniik két-két oldal, valamint a nagyobbal
szemkozti sz0g megegyezik. A két hdromszog tehdt egybevago,
ezért a megfelel§ befogdikkal szemkozti hegyesszogeik is
egyenlSk, azaz TABX = QBA<.

Megillapitdsunkbdl azonnal adédik, hogy az ABC haromszog
AB oldalan fekvé szogei egyenlSk, ezért az ABC hdromszog
egyenld szard €s AC = BC. Azt kaptuk tehdt, hogy ha egy
haromszogben két magassag ugyanolyan hossziisagu, akkor azok
az oldalak is megegyeznek, amelyekhez a magassdgok tartoznak.
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Ebbdl persze az is kovetkezik, hogy ha mindhdrom magassag egyenld, akkor mindhdrom oldal is
megegyezik, azaz a hdromszog szabdlyos. Tehat csak a szabalyos haromszogekben egyezik meg
a hdrom magassag hossza.

Ha az ABC haromszogben a beirt kor O kdzéppontja egyben
stlypont is, akkor az AO szbgfelez6 a BC oldalt az E felezd-
pontban metszi (Id. 4bra), azaz BE = CE. Allitsunk merdlegest
az E pontbdl az AB és az AC oldalakra, a talppontokat jeloljiik
E;-gyel, illetve E,-vel. Mivel az E pont az A csticsbdl indul6
szogfelez$ egy pontja, ezért a szogszaraktdl egyenld tdvolsdgra
van, azaz EE| = EE,. Ekkor viszont az EE|B és EE,C derék-
szogl hdromszogekben két-két oldal megegyezik, ezért pl.
Pitagorasz tételének alkalmazasdval beldthatd, hogy a harmadik
oldalak is megegyeznek, azaz BE| = CE,.

Ugyanezzel a gondolatmenettel beldthatd, hogy AE; = AE, is teljesiil. Eredményeinket 0ssze-
foglalva azt kapjuk, hogy AB =AE| + BE| = AE, + CE, = AC, azaz az ABC hiromszog egyenld
sz4rd. Ha most abbdl indulndnk ki, hogy az O ponta B csicsbdl indulé szogtelezének is pontja,
akkor azt kapnank, hogy AB = BC, ami el6z6 eredménnyel egylitt mutatja, hogy az ABC harom-
sz0g szabdlyos.

a) Jeloljik a B és A csucsokhoz tartozé magassagvonalak talp-
pontjait P-vel és Q-val. Mivel az F pontra vonatkozd tiikro-
z8s sordn az MBAX képe az M’AB<, ezért MBA<S = M’AB<.
Az AM’BC négyszog A csicsdndl 1év6 szog

MACS = o+ MABS = oo+ MBA< = 90°,
hiszen az utolsé egyenlGség bal oldaldn 4ll6 szogek az ABP
derékszogl haromszog hegyesszogei. Hasonlé gondolat-

menettel mutathaté meg, hogy a B csuicsnél 1év6 szog szintén
derékszog.

b) Az a) feladat eredményét tgy is megfogalmazhatjuk, hogy
a CM’ szakasz mind az A, mind a B pontbdl 90°-0s szog
alatt latszik. Thalész tételének megforditdsa alapjan ezért A és B rajta vana CM’ szakaszon,
mint &tmérd f6lé emelt koron. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy az M’ pont az ABC hdromszog
koré irt koron taldlhato.

Hizzuk meg az ABCD trapéz szdrainak felezGpontjat 6sszekotd
EF kozépvonaldt az dbranak megfelelGen. Tegyiik fel, hogy
a kozépvonal az 4tlékat a P és Q pontokban metszi. A trapéz
szérakat 0sszekotd kozépvonala parhuzamos az alapokkal, ezért
elegend§ igazolnunk, hogy P az AC, Q a BD &tl6 felez6pontja.
Mivel azonban EP parhuzamos a DC alappal és E az AD oldal
felez&pontja, ezért EP sziikségképpen a CDA hdromszog CD-
vel parhuzamos kézépvonala, igy P az AC szakasz felez6pontja.
Hasonl6an igazolhatd, hogy Q a BD atl6 felez&pontja.

a+b

Kiszamitjuk a PQ szakasz hosszat. A trapéz megfelel6 kozépvonalara EF =

, tovabba a CDA

és CDB haromszogek EP és QF kozépvonalaira EP = QF :2. Innen PQ hossza mar konnyen
szamolhato, hiszen 2
atb_,.b_a=b (,sp).

2 2

PQ = EF —(EP + QF) =



(3 a) Az ABCD konvex négyszog oldalfelezs pontjai az abra jellé-

seinek megfelelGen legyenek P, Q, R, S.

Az SR szakasz kozépvonala az ACD hiaromszognek, ezért
SR péarhuzamos AC-vel, és hossza AC hosszanak fele. Hason-
16an; a PQ szakasz kdzépvonal az ACB haromszogben, ezért
PQ 1is parhuzamos AC-vel, és PQ hossza is AC hosszdnak
fele. Mivel SR és PQ ugyanazzal a szakasszal parhuzamosak,
ezért SR és PQ parhuzamosak, és nyilvdn hosszuk is meg-
egyezik. Azt kaptuk tehdt, hogy a PQRS négyszogben
a szemkozti oldalak parhuzamosak és egyenldk, ezért a négy-
sz0g paralelogramma, vagyis valéban kézéppontosan szim-
metrikus.

Hasonl6 allitds érvényes konkdv négyszogekben is. A bizo-
nyitas ugyanugy végezhetS, mint a konvex esetben.

b) Az ABCD négyszog kozépvonalai a PQRS paralelogramma
atl6i, amelyekrdl kozismert, hogy felezik egymadst. Ezért
a négyszog kozépvonalai is felezik egymast.

a) A PS szakasz kozépvonal az ADB haromszogben, illetve a QR
szakasz kozépvonal az ADC hiaromszogben, ezért mind PS,
mind QR parhuzamos az AD oldallal, hosszuk pedig az AD
oldal hosszanak fele, azaz 4 cm. Hasonléan lathatjuk be,
hogy PQ és SR parhuzamos a BC oldallal, hosszuk a BC oldal
hosszanak fele, azaz 5 cm.

Az elmondottakbdl kovetkezik, hogy a PORS négyszog para-
lelogramma.

b) A PORS négyszog keriilete 18 cm.

c) Az 1652. feladat eredményei alapjan tudjuk, hogy a négyszog kozépvonalai felezik egymast,
ezért az ABCD négyszog kozépvonalainak metszéspontja éppen a PR kozépvonal O felezs-
pontja. Mdsrészt a PORS paralelogramma 4tléi is felezik egymadst, ezért az O pont egyben
e paralelogramma 4tléinak a metszéspontja is.

Az 1652. feladat alapjan a PQRS négyszog paralelogramma,
amelynek oldalai feleakkordk, mint az ABCD négyszdg meg-
felel atloi. Mivel a szimmetrikus trapézban az atlok egyenld
hossziak, ezért a PORS paralelogramma oldalai is egyenldk,
azaz PORS rombusz. A négy pont akkor alkot négyzetet,

ha az ABCD trapéz atl6i merSlegesek egymasra.

Tegyiik fel, hogy az ABC haromszogben a C csicsbdl indulé CT magassdg, valamint a CF
sulyvonal a C csucsndl 1évS szoget harom egyenld részre osztja. A CT szakasz az AFC harom-
szogben is magassdg, rdaddsul megfelezi az ACF¥-et, ezért a hdromszog egyenld szdrd, igy
az AF alaphoz tartoz6 magassiga megfelezi az alapot is, azaz AT = TF = x. Mivel F az AB szakasz
felez6pontja, ezért FB=2-x.

Tiikrozziik a TBC haromszoget a TB egyenesre; a C pont képét jeloljik C™-vel. A C’CB hiromszog
nyilvdnvaldéan egyenl$ szari (CB = C’B), igy BT a hdromszog egy sulyvonala és szogfelezdje is
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egyben. Vegyiik észre, hogy az F pont a BT stlyvonalat éppen c
2:1 ardnyban osztja (a cstcstdl szdmitva), amibdl kovetkezik,
hogy F a C’CB hiromszog stlypontja! Mivel a CF stlyvonal
a C cstcsndl 1évg szoget megfelezi, ezért CF szintén szog-
felezdje a hdromszognek.

ipY

—

Osszefoglalva; a C’CB hiaromszogben F silypont és a szog- A
felez6k metszéspontja, azaz a beirt kor kozéppontja is egyben.

Az 1649. feladat allitdsa alapjan a C’CB haromszog szabdlyos,
amibdl 2- o= 60° a=30° adédik. Az ABC hiaromszog szdgei

mdr konnyen szdmolhatdk: 60° 90° 30°.

3

I

(D Tiikrozziik az ABC haromszoget a BC oldal F felezGpontjara.
A kapott haromszog az eredetivel egyiitt az ABAC paralelog-
rammat alkotja, amelynek oldalai b és c, atléi AA=2-s,, BC=a
(1d. ébra).

A Hdromszogek, négyszogek, sokszogek cim fejezet 1355. fel-
adatdban igazoltuk, hogy a paralelogramma atléinak négyzet-
Osszege egyenld oldalainak négyzetdsszegével.

Alkalmazva ezt a tételt az ABA'C paralelogrammara, azt kapjuk, hogy
a’+ (25,2 =2-(b*+c?),

amibdl az a oldalhoz tartozé sulyvonal négyzetét kifejezve adddik, hogy

2= 2-(b%+c?) - a?

E—

4
Ehhez hasonl6an a haromszog masik két oldalanak sulyvonaldra felirhatjuk, hogy
2+ D) — p2 (24 b2y _ 2

2(a+4c) b és ng2(a+4b) c

A kapott egyenlGségek megfeleld oldalait 6sszeadva, majd jobb oldalon a kijelolt mtiveleteket,
illetve lehetséges 6sszevondsokat elvégezve

2=

amit éppen bizonyitani kellett.
a) Az 1656. feladatban kifejeztiik a haromszog sulyvonalait az oldalak segitségével. Az ott
bebizonyitott dsszefiiggéseket felhaszndlva:
sg + sl% =5. sg,
)
2-(b%+c%) - a? +2-(a2+cz)—b2 i 2-(a’+b? - c?
4 4 4 '
Mindkét oldalt 4-gyel megszorozva, majd a miveleteket elvégezve azt kapjuk, hogy
A2+b2+4-¢2=10-a2+10-b%2-5-¢2,
9-¢2=9-a%+9-b2,
c2=a’+b%
Atalakitdsaink ekvivalensek voltak, igy Pitagorasz tétele alapjan a stlyvonalakra vonatkozé
feltétel valéban akkor és csak akkor teljesiil, ha a hdromszog derékszogu.




b) Az ABC haromszdg s, és s, stlyvonalai pontosan akkor merd-

legesek egymadsra, ha az ASB derékszogli haromszog oldalai
eleget tesznek a Pitagorasz-tétel feltételének, azaz

3 el T3 )T

Mindkét oldalt 9-cel megszorozva, majd a stlyvonalak négy-

zete helyett az 1656. feladatban bizonyitott 6sszefiiggéseket

beirva azt kapjuk, hogy
2-(b*+c?)—a*+2-(a®>+c*)-b>=9-c2

Az egynemd tagok 0sszevondsa utan adodik, hogy

a’?+br=5-c%
Atalakitdsaink ekvivalensek voltak, igy a feladat allitasat
igazoltuk.

@ o) A Q pontot tartalmazé kdzépvonal mdsik

végpontjat P, a Q pontra vonatkozé tiikor-
képét P, a PQ kozépvonal hosszét k jeloli
az abran. A keletkez6 ABDACD hatszog
szarmaztatdsdbdl eredden kdzéppontosan
szimmetrikus és kozéppontja a Q pont.
A kozéppontos tiikrozés a szakaszt onma-
gaval parhuzamos szakaszba visz at, ezért
a hatszog szemkozti oldalai parhuzamosak, a
tavolsagtartd tulajdonsag miatt pedig egy-
mdssal egyenld hosszuiak.

b) Tekintsiik a PPAD négyszoget. A négyszog PD és PA oldalai pdrhuzamosak, és mindkett

feleakkora, mint az ABCD négyszog AD oldala. Az elmondottakbdl adédéan a PPAD’ négy-
sz0g paralelogramma, ezért PP’ és DA’ is parhuzamos, valamint ugyanakkora hosszisagu.
Mivel a kozéppontos tiikrozésnél pont, annak képe, valamint a tiikrozés kdzéppontja egy
egyenesre illeszkednek, ezért a PP’ egyenes tartalmazza a Q pontot, amibdl kovetkezik, hogy
PP’=2-PQ =2k, igy végiil DA’ =2k is teljesiil. Ugyanilyen gondolatmenettel bebizonyit-
hatd, hogy AD’=2-k. Eszerint az ABDACD hatszog AD’ és DA’ atl6ja is kétszer olyan hosszu,
mint a PQ kozépvonal. Megjegyezziik, hogy tobbet mutattunk meg a feladat allitdsanal; a két
4tlé nemcsak kétszer olyan hosszud, mint PQ, hanem parhuzamos is a kozépvonallal.

¢) Ha alkalmazzuk a haromszog-egyenlGtlenséget a DA'C haromszogben, akkor azt kapjuk, hogy

2-k<a+c,ahol a és ¢ az ABCD négyszog PQ kodzépvonaldnak végpontjait nem tartalmazo
oldalainak a hosszit jeloli. A felirt egyenl6tlenség mutatja, hogy a PQ kozépvonal hossza
valéban nem lehet nagyobb a megfelel§ oldalak szdmtani kézepénél. Megjegyezziik, hogy
egyenldség esetében a DA'C hiaromszog egy szakassza fajul. Ez akkor fordul el§, ha AB, illetve
CD péarhuzamosak, azaz az ABCD négyszog trapéz.
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d) Mivel 300°=360° - 60°, és a 360°-os forgatas a helybenhagyéssal egyenértékd transzformacio,
ezért a forgatds szoge —60° igy a feladat megolddsa megegyezik a b) feladatéval.

(13} A két hdromszog egyesitése mindkét esetben
" a) b)
rombuszt alkot, amelynek hegyesszoge 60°-0s,
tompaszoge 120°-0s. Az dbrdk az A csucs koriili
forgatdsok eredményét szemléltetik.

7 a) —1980°=5-(-360°) — 180°, ezért a forgatés
szoge —180°-kal helyettesithetd. A szog mér-
téke mutatja, hogy gyakorlatilag az A csucsra
vonatkozé kozéppontos tiikrézEésrdl van szo.




b) 4410°=12-360° + 90° ezért a forgatds szoge
90°-kal helyettesithets. Az dbra az A csucs
koriili forgatds eredményét mutatja.

a) A(-1;3), B'(-5;-2), C’(2; -4); b) A(1;-3), B'(5;2), C'(=2; 4);
c) A=3;-1), B'(2;-5), C'(4;2); d) A(=3;-1), B’(2;=5), C’'(4; 2);
e) A(1;=3), B'(5;2), C’(-2; 4); f) AL 3), B'(=5;-2), C'(2;-4).

A sik végtelen sok pontja tesz eleget a feltételeknek. A megfelel§ pontok a két adott pont kozti
szakasz felezGmer&legesének pontjai.

A B pont képét az A kozéppontd, B ponton
atmend kor metszi ki az e egyenesbdl. Attol fiig-
gben, hogy a kor és az egyenes milyen helyze-
tdek, 2, 1 vagy 0 olyan pont létezik az egyenesen,
amelybe a B pont forgatdssal atvihetd (ezeket
az dbran B és B, jeloli). (=)

Az A kozéppontl, B ponton dtmend kor kimet-
szi az e egyenesbdl azokat a pontokat, amelyek
forgatdssal dtvihet6k a B pontba. A pontok
ismeretében a forgatds szoge meghatdrozhato.

Megjegyzés: A feladat nem hajthaté végre, ha B kozelebb van A-hoz, mint e.

Akét egyenld hosszisagu szakaszt jeloljiik AB-vel
és CD-vel. A megfelel§ forgatds kdzéppontja
egyenld tavolsdgra van az egymasnak megfeleld
pontoktdl, ezért pl. az AC és a BD szakaszok
felez6merdlegeseinek metszéspontjaként kaphat-
juk (a fels¢ dbran O-val jeloltiik).

Szintén egy megfeleld forgatds kozéppontja
a BC és az AD szakaszok felez&merdSlegesének
Q metszéspontja (alsé dbra).

Az ismertetett szerkesztési eljarasok nem adnak
helyes megoldast, ha pl. a BC és AD szakaszok
parhuzamosak egymadssal, hiszen ebben az eset-
ben felez6merdGlegeseik egybeesnek. Ez akkor
fordul eld, ha az ABCD négyszog hirtrapéz.
Ebben az esetben az egyik forgatds kozéppontja
anégyszog koré irhaté kor kozéppontja, a masik
forgatds kozéppontja pedig a keletkez6 hur-
trapéz szdrait tartalmazd egyenesek metszés-
pontja.




Az ilyen forgatds kozéppontja az A és B pontoktdl egyenld tavolsagra van, ezért illeszkedik
az AB szakasz felezdmerGlegesére. Ugyanakkor a forgatds kozéppontjabol az AB szakasz 90°-0s
sz0g alatt latszik, ezért illeszkedik az AB szakasz f61€ emelt Thalész-korre is. A forgatds kozép-
pontjat tehat a Thalész-kor és a szakaszfelez6 merdleges metszéspontjaként szerkeszthetjiik.
Lathatd, hogy a feladat feltételeinek két pont is eleget tesz.

a) A szabalyos haromszoget a koriilirt korének kézéppontja koriili, k- 120°-o0s (k € Z) forgatdsok
hagyjak helyben.

b) A négyzetet a kozéppontja koriili k-90°-os (k € Z) forgatdsok hagyjdk helyben.

c) A szabdlyos n szoget a kozéppontja korili k -
ahol k egész szdmot jelol. n

szogl forgatdsok hagyjdk helyben,

A szerkesztés 1épései:

1. Az O csucsu szoget az A pont koriil elfor-
gatjuk —60°-kal (vagy akar 60°-kal).

2. A szog elforgatott képe kimetszi az eredeti
szOg megfeleld szdraibol a B és B’ pontokat.

3. A B és B’ pontokat az A pont koriil 60°-kal
(—60°-kal) elforgatjuk. A képpontok C és C.
Ekkor az ABC és AB’C’ hdromszogek sza-
balyosak.

Megjegyzés: A szerkeszthet§ség feltétele, hogy
az elforgatott szog valamely szdra metssze az
eredeti szog masik szdrat.

a) lgaz. b) lgaz. c) Igaz. d) Hamis. e) Hamis. f) Igaz.
g) Hamis. h) Igaz. i) Igaz. j) Igaz. k) Hamis. /) Hamis.
m) lgaz.

T /4 /4 T T

= b) =; ) = d) = P m;
a) B ) 6 c) 4 ) 3 e) > f)

4.1 125-7

_ h ; i) 42 1.
8) 3 ) T )
a) 180 =57,3% b) 3-180 =171,9°% c) 15°%

T T

d) 36% e) 30° f) 270°%
g) 240°; h) 13680°; i) 120000°.

a) Az 6ra nagymutatéjanak végpontja 20 perc alatt S = 5,24 cm utat tesz meg. Ezalatt a mu-
tat6 koriilbeliil 6,54 cm? teriiletet strol. 3

b) Fél 6ra alatt a nagymutat6é végpontja 3z = 7,85 cm utat tesz meg, és a mutaté altal strolt
teriilet koriilbeliil 9,82 cm?. 2

¢) A mutatd végpontja 357 = 9,16 cm utat tesz meg. A strolt teriilet 11,45 cm?.

15-7 = 11,78 cm utat tesz meg. A surolt teriilet 14,73 cm?.

d) A mutaté végpontja
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Az ébra jelolései szerint az ABO haromszog szabalyos, oldala

50 méter, ezért teriilete 1082,53 m2 A rovidebb AB korivhez

tartozo korcikk kozépponti szoge 60°-0s, ezért teriilete a kor

teriiletének hatodrésze, azaz 1309 m2 A kisebb korszelet teriilete

ebbdl kifolydlag: <&
1309 — 1082,53 = 226,47 m2

A nagyobb rész teriilete 7627,51 m2

A kor Keriilete 8 - 7 cm.

A korivek hossza 8T” = 5,03 cm, 87” = 8,38 cm, illetve 267

= 11,73 cm.

Anégyzet O kozéppontja koriili 90°-os forgatdsa CEB hdrom-
szoget a DFC hdromszogbe viszi at, igy ECBX = FDC¥. Az O
kozéppont koriili —90°-0s forgatds az FAB haromszoget EDA
haromszogbe viszi 4t, ezért FABY = EDAY. A két forgatds utan
a hdrom megjeldlt szog Osszege éppen a négyzet egyik szogét .
adja, ami igazolja, hogy a szogek Osszege 90°.

5
o

sl

~
m
o

Ahatszog O kozéppontja koriili 60°-os forgatds az ABCG négy-
szoget a BCDH négyszogbe viszi at, ezért a két négyszog

teriilete megegyezik, azaz Typcg = Tpcpy- Ha a két négyszogbdl G
a kozos résziiket, vagyis a BCGT négyszoget elvessziik, akkor
a visszamaradé sikidomok teriilete is nyilvanvalé médon meg- F c
egyezik, azaz Typr = Igpyr- .
A B

Jeloljiik az OP és BC szakaszok metszéspontjdt E-vel, OR

és CD metszéspontjat F-fel, tovabba G-vel, illetve H-val az AB, 7

illetve BC oldalak felez6pontjat. Ezutdn forgassuk el az OFCH D £/ ¢
négyszoget az O pont koriil —90°-kal. A forgatds utdn a négyszog Q
képe az OEBG négyszog, melynek teriilete igy megegyezik 0

az OFCH négyszog teriiletével. Azt kaptuk tehdt, hogy az ABCD 4

és OPQOR négyzetek kozos részének, vagyis az OECF négy- g

szognek a teriilete ugyanakkora, mint az OEBG és az OEH sik- i A 5

idomok teriiletének 6sszege. Az abrardl azonnal leolvashatd, hogy
2

a teriiletosszeg az ABCD négyzet teriiletének negyede: %.

Az adott pontot A-val, a pdirhuzamos egyeneseket e-vel, illetve f-fel jelolve, a szerkesztés 1épései
a kovetkezdk lehetnek:

1. Forgassuk el az ¢ egyenest az A pont koriil 60°-kal, az elforgatott egyenest jeloljiik e-vel.
2. Szerkessziik meg az ¢’ és az f egyenes B metszéspontjat.
3. Forgassuk el a B pontot az A pont koriil —60°-kal; a keletkezett pontot jeloljiik C-vel.
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Az ABC haromszog megfelel a feladat feltételeinek. Ha az 1. és 3. Iépésben a forgatasok szogének
nagysagat nem, de irdnyat megvaltoztatjuk, akkor egy tjabb megoldast kapunk. Az ABC hdromszog
az adatok tetszéleges felvétele esetén szerkeszthetS. Minden esetben két hdromszodget kapunk
eredményiil.

Az adott pontot A-val, az egyenest e-vel, a kort k-val jeloljiik. Ha a szabdlyos ABC haromszog
B csucsa illeszkedik a k korre, akkor a C cstcs illeszkedik a k kor A pont koriili 60°-kal

(megfeleld irdnyban torténd) elforgatott képére. Ezek alapjan a szerkesztés 1épései a kovetkez8k
lehetnek:

1. Forgassuk el az A pont koriil 60°-kal a k kort; az eredmény a &k’ kor.

2. Szerkessziik meg a k’ kor €s az e egyenes metszéspontjat vagy metszéspontjait. A metszés-
pontok egyikét jeloljik C-vel.

3. Forgassuk el a C pontot az A pont koriil —60°-kal; a kapott pont B.

Az ABC haromszog megfelel a feladat minden feltételének. Tovdbbi megolddsokat kaphatunk, ha

az 1. és 3. 1épésben a forgatds irdnydt megvdéltoztatjuk. A szerkeszthetSség feltétele, hogy a k kor
60°-kal vagy —60°-kal elforgatott képének legaldbb egy kozos pontja legyen az e egyenessel.

A feladatnak 0, 1, 2, 3, 4 megolddsa lehet.

i) a) A szabdlyos haromszoget a kozéppontja koriili 120°-0s forgatds onmagéba viszi t, ezért ugyanez

a forgatds az adott szog megfeleld szogszarat olyan félegyenesbe viszi, amelyik a haromszog
egyik csicsaban fogja metszeni a masik szogszdrat. A szogszarakat e-vel, f-fel, az adott pontot
O-val jeldlve, a szerkesztés 1épései ezek alapjan a kovetkezdk lehetnek (bal oldali dbra):

1. Forgassuk el az e szogszdrat az O pont koriil 120°-kal, a kapott félegyenest jeloljiik e-vel.
2. Szerkessziik meg az ¢’ és f félegyenesek B metszéspontjat.

3. Forgassuk el a B pontot az O pont koriil —120°-kal, a kapott pont A.

4. Forgassuk el a B pontot az O pont koriil 120°-kal, a kapott pont C.

Q 2 B f
120°

Az ABC hidromszog a feladat feltételeinek megfelel.

Ha a forgatdasok szogének nagysdgat nem, de irdnydt megvéltoztatjuk, akkor egy tjabb
megoldast kapunk. Ezt a megolddst a jobb oldali dbra szemlélteti. Megjegyezziik, hogy
a szerkeszthetGség feltétele, hogy az e’ félegyenes metssze az f szogszarat.



b) A szerkesztés 1épései:

1. Forgassuk el az e szogszdrat az O pont koriil 90°-kal, az igy kapott félegyenest jeloljiik
e-vel.

. Szerkessziik meg az ¢’ és f félegyenesek B metszéspontjat.
. Forgassuk el a B pontot az O pont koriil —90°-kal, a kapott pont A.
. Tiikrozziik a B pontot az O pontra, a tiikkorkép legyen D.

[, BNV o)

. Tiikrozziik az A pontot az O pontra, a tiikkorkép legyen C.
Az ABCD négyszog négyzet, amely a feladat minden feltételének eleget tesz.

Az a) ponthoz hasonldan itt is djabb megolddst kaphatunk, ha a forgatdsok irdnyat meg-
valtoztatjuk.

@B Az adott pontot O-val, a koroket k-val, illetve

c-vel jeloljik. Ha az ABCD négyzet kozép-
pontja O, tovdbbd az A cstics a k kor, B a ¢ kor
egy pontja, akkor a szerkesztés lehetséges 1épései
a kovetkezdk.

1.

2.

. Forgassuk el a B pontot az O pont koriil

. Tiikrozziik a B pontot az O pontra, az ered-

Forgassuk el a k kort az O pont koriil 90°-
kal, a kapott kor legyen k.

Szerkesszilk meg a k’ és ¢ kordk egyik
metszéspontjat, B-t.

—90°-kal, igy kapjuk az A csucsot.

mény D.

. Tiikrozziik az A pontot az O pontra, igy

kapjuk a C pontot.

Az ABCD négyzet a feltételek mindegyikének eleget tesz.

Eléfordulhat, hogy a feladatnak tobb megoldésa is van, hiszen a k&’ és a ¢ korok eleve két metszés-
ponttal is rendelkezhetnek.

A feladat tovabbi megolddsait kaphatjuk, ha a forgatdsok irdnyat megvaltoztatjuk.

Kialakithat6 ugyanakkor egy elég specidlis adatfelvétel, amikor a feladatnak végtelen sok négyzet
is eleget tesz. Ez ugy lehetséges, ha a k kor elforgatott képe egybeesik a ¢ korrel, ekkor ugyanis
a B pont a ¢ kor tetszGleges pontja lehet.

a) Tegyiik fel, hogy az ABC hdromszdg pozitiv koriiljardsi irdny-

nyal rendelkezik, azaz a B pontot az A pont koriili +60°-os
forgatdssal lehet a C pontba dtvinni. Forgassuk el az E pont
koriil az AC szakaszt —60°-kal. A szerkesztend$ szabdlyos
haromszog megfelel§ csicsa (F) illeszkedik a kapott AC’
szakaszra, valamint a BC oldalra is, ezért a két szakasz
metszéspontjaként szerkeszthet§. A hdromszog hidnyzo
G cstcsa az F pont E pont koriili 60°-o0s elforgatdsdval
szerkeszthetd.

A feladat megolddsainak szdma attél fiigg, hogy az A'C’ milyen helyzetd a BC szakaszhoz
viszonyitva. Mivel a két szakasznak pontosan egy metszéspontja van, ezért barmely E pontbol
indulunk is ki, minden esetben egy megoldast kapunk.



b) Tegylik fel, hogy az EFG szabdlyos hiaromszog E csucsa
az ABC szabélyos haromszog AB, F csicsaa BC, G csucsa
a CA oldalra illeszkedik. Jelolje O az ABC haromszog kozép-
pontjat. Forgassuk el az E pontot az O pont koriil 120°-kal.
Eredményiil olyan E’ pontot kapunk, amely a hdromszog
BC oldaléra illeszkedik. Ha a kapott E’ pontot tovdbb
forgatjuk az O pont koriil 120°-kal, akkor a CA oldal egy
E” pontjdhoz jutunk. A pontok szarmaztatdsidbol azonnal
kovetkezik, hogy az EE’E” haromszog szabalyos, amelynek
természetesen az O pont a kézéppontja.

Az a) feladatban megmutattuk, hogy az E ponthoz egyetlen olyan szabalyos haromszog tartozik,
amelynek tovédbbi csuicsai is az ABC haromszog oldalaira illeszkednek, ezért E’=F, E”= G.
Ezzel megmutattuk, hogy az O pont az EFG hiaromszog kozéppontja is egyben.

(@3 A feladat megoldasdhoz felhaszndlhatjuk, hogy ha a korben két
hur egyenld hosszisagu, akkor a kor kozéppontjatdl ugyanolyan
tdvolsdgra haladnak, amibdl pedig kovetkezik, hogy a kor kozép-
pontja koriili forgatdssal egymasba vihetSk. Ha a két hir raadasul
merdleges egymadsra, akkor a forgatds szoge 90°. Ezek alapjan
a szerkesztés 1épései a kovetkezdk lehetnek.

1. Forgassuk el az adott P pontot a kor O koézéppontja koriil
90°-kal mindkét irdnyba. A forgatdsok eredményeként
az dbran Pj-gyel és P,-vel jelolt pontokat kapjuk.

2. Szerkessziik meg a PP, illetve a P,P egyeneseket.

3. Szerkessziik meg a PP és a P,P egyenesek korrel valé metszéspontjait. A kapott metszés-
pontok megadjdk a keresett hirok végpontjait (Id. dbra).

A kivént tulajdonsagi hirok minden esetben szerkeszthet6k. Ha a P pont és a kor O kdzéppontja
egybeesik, akkor végtelen sok megoldds van, mivel barmely két, egymdsra merdleges atmérG
megfelel a feltételeknek. Mds esetekben a feladatnak egy megolddsa van.

13 A szerkesztések elvégzése utan lathatjuk, hogy az F pont koriili
—120°-os forgatds az A €s B pontokat olyan A’ illetve B’ pon-
tokba viszi 4t, amelyek illeszkednek az AC egyenesre (ld. dbra).
Az 4bra alaposabb elemzése utan észrevehetjiik, hogy a B’ pont
egybeesik az AC oldal felez6pontjaval, valamint az A’ pont
egybeesik a B’ pont C-re vonatkozo tiikorképével. A fenti
sejtések konnyen igazolhatok. Valéban, ha B’ jeloli az AC sza-
kasz felezOpontjat, akkor az FB’C hiromszog szabdlyos,
és ezért FB’= FC = FB, tovabbd BFB’< = 120° ami igazolja,
hogy a B’ pont egybeesik a B pont F pont koriili —120°-kal
elforgatott képével.

Megmutatjuk, hogy ha A’ jeloli a B’ pont C-re vonatkozd

titkorképét, akkor A’ egybeesik az A pont F koriili —120°-kal

elforgatott képével. Valdéban, hiszen B’ a B pont elforgatott képe, tovabbd B’A’= BA, vala-
mint FBA' Y = FBAX = 60°, ezért a BA szakaszt a forgatds csakis a BA’ szakaszba viheti 4t, igy
az A pont képe A’

Fenti eredményeinket gy is megfogalmazhatjuk, hogy az ABC szabdlyos hdromszdgben
a BC oldal felez6pontja koriili —120°-os forgatds sordn az AB oldalegyenes az AC oldalegyenesbe
megy at. E megéllapitas alapjan a szerkesztési feladat megolddsa mér nem tdlsagosan nehéz.




Ha adott az F felez&pont, tovabba a P és Q pontok, melyek koziil P az AB, mig Q a BC oldal-
egyenesre illeszkedik, akkor az ABC hdromszog szerkesztése a kovetkez8képpen végezhetd el.

1. Forgassuk el a P pontot az F pont koriil —120°-kal.

2. Fektessiink egyenest a P; képponton, valamint a Q ponton 4t. A kapott egyenes éppen az AC egye-
nessel egyezik meg.

3. Az ABC haromszdg A cstcsat ezutdn az AC egyenes ,,visszaforgatott” (az F pont koriil 120°-kal
elforgatott) képe metszi ki az AC egyenesbdl.

4. A hidnyz6 haromszogesicsokat az AF szakaszra F-ben emelt merSleges egyenes metszi ki
az oldalegyenesekbdl.

a) Ha az ABC haromszog koré irt kor kozéppontjat O jeldli,
akkor az APO és BPO haromszogek egyenld szardak (AO,
PO, BO akor egy-egy sugara), ezért ha AOP< = «, illetve
POB< = 3, akkor

APO<:90°—%, illetve 0PB<:90°_§,

.
- —--------- Do
A

P

i
& , a+p
APB¥=APO<%+0OPB¥X=180°-—— A

. Y
2
Az ABC hiromszog szabdlyos, ezért az O pont nemcsak .

a koriilirt kor kozéppontja, hanem egyben a belsd szogfelezdk :
metszéspontja is, ezért az ACO, illetve BCO egyenl§ szdrt haromszogek alapon fekvd szogei
30°-osak. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy AOCX = BOC< = 120°, majd

o+ B=360°-240°=120°,
amit az APB<-re kapott 0sszefliggésbe behelyettesitve kapjuk, hogy

APBi:lSO"—O!T-'_ﬂ:HO".

b) Forgassuk el az APB haromszoget az A pont koriil 60°-kal.
A forgatds sordn az A pont helyben marad, a B pont képe
a C pont, a P pont képe P’.

Vizsgdljuk meg a keletkez6 APP’ haromszoget. A forgatds
tavolsagtarto tulajdonsdga miatt AP = AP’ = x, ezért a harom-
sz0g egyenld szdrd. Mivel a forgatds szoge 60°, ezért
PAPX =60° igy az APP’ haromszog egy olyan egyenld szari
hiaromszog, amelyben a szdarak egymassal 60°-0s szoget
zdrnak be. Egy ilyen hdromszdgben az alapon fekvé szogek
Osszege 120° ezért a hdromszog sziikségképpen szabdlyos is,
igy PP =x, tovabbd AP’P< = 60°

A forgatds szogtartd tulajdonsdga miatt CPAY = BPA<S = 120° amint azt az a) feladatban
megmutattuk. Ekkor viszont egyszerd szogszamolds mutatja, hogy

CP’ P =CPAZX+APPX=120°+60°=180°

amibdl azonnal kovetkezik, hogy a C, P’, P pontok egy egyenesre illeszkednek. Ismét
a forgatds tdvolsdgtart6 tulajdonsdga miatt CP’= BP =y, ezért

PA+PB=x+y=PP+PC=PC,
amit éppen bizonyitani kivantunk.
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Vegyiink fel az ABC hegyesszogii haromszog

belsejében egy P pontot, melyre PA =y, PB=x,
PC =z az 4bra szerint. Feladatunk az x + y + z
0sszeg minimalizaldsa.

Az ilyenkor szokdsos eljardst kovetjiik; meg-
probéljuk , kiteriteni” a hdrom szakaszt egymas
mellé. Ennek érdekében forgassuk el az ACP
haromszoget az A pont koriil 60°-kal. Az A pont
helyben marad, a C pont képét C’, a P pont
képét P’ jeloli az 4brdn. A forgatds tulajdon-
sdgai miatt AP’= AP =y, tovdbba PAPY = 60°,
ezért az APP’ haromszog egyenl§ szard, melyben a szarak egymassal 60°-os szoget zarnak be, igy
a haromszog sziikségképpen szabdlyos is, amibdl azt kapjuk, hogy PP’ =7y. A forgatds eredmé-
nyeként tehdt a BPP’C’ torott vonal hossza éppen a minimalizdlni kivant x + y + z 0sszeggel
egyenlS. Mivel a C’ pont helyzete a P pont vélasztasatol fliggetlen, ezért a torott vonal hossza akkor
a lehet6 legkisebb, ha a P’ és P pontok illeszkednek a BC’ szakaszra. Ez akkor kovetkezik be,
haa CPAY = C’PA< = 120° valamint a BPA< = 120° 6sszefiiggések teljesiilnek. Masként fogal-
mazva; a P pontnak a hdromszog csucsaitél mért tdvolsagosszege akkor a lehetd legkisebb,
ha a P pontbdl a haromszég mindhdrom oldala 120°-o0s szogben latszik. (A széban forgd P pontot
a hdromszog izogondlis pontjdnak nevezik.)

B

A keresett pont szerkesztésére a kovetkezs eljarast adhatjuk.

1. Forgassuk el a C pontot az A pont koriil 60°-kal; igy kapjuk a C’ pontot.

2. Forgassuk el a B pontot a C pont koriil szintén 60°-kal; igy a B’ ponthoz jutunk.
3. Szerkessziik meg a BC’ szakaszt.

4. Szerkessziik meg az AB’ szakaszt.

5. A BC’ és az AB’ szakaszok metszéspontja a haromszog keresett pontja.

Bemutatunk egy masik bizonyitast is arra vonat-
kozéan, hogy a PA + PB + PC 0sszeg val6ban
arra a P pontra minimadlis, amelybdl az ABC
haromszog oldalai 120°-os szogben latszanak.

Ehhez dllitsunk az A cstcsban merGlegest a PA
szakaszra, a B csuicsban a PB szakaszra, végiil
a C csticsban a PC szakaszra. Ha a kapott
egyenesek metszéspontjai az A’B’C’ hdrom-
szoget alkotjdk az 4bra szerint, akkor egyszerd
szdgszdmolds mutatja, hogy az AB’C’ hdrom-
szog szabdlyos. Valéban, hiszen példaul az
APBC’ négyszogben a P cstcsndl 120°-o0s, az A
és B csticsokndl pedig 90°-o0s szogek vannak,
ezért

AC’BX =360°- (120° + 90° + 90°) = 60°. C
Hasonldan igazolhatjuk, hogy a hdromszog
madsik két szoge is 60°-0s.

Az 1596. feladat eredménye alapjan az AB’C” haromszog belsejében valasztott tetszéleges pontnak
a haromszog oldalaitdl mért tdvolsdgosszege ugyanakkora, éppen a hdromszog magassdgaval
egyenlS. Ezek szerint a PA + PB + PC 0sszeg megegyezik az AB’C’ hdromszdg magassidga-
nak hosszaval.



Vailasszunk ezutan az ABC haromszog belsejében egy P-t6l kiilonb6zé Q pontot. Megmutatjuk,

hogy QA + QB + QC> PA + PB + PC.
Haa Q pontnak az AB’C’ hdromszdg oldalaira es6 mer6leges vetiileteit Q;, Q,, Q5 jeldli az dbra-

nak megfelelGen, akkor

00,<QA, 00,<0B & Q05<QC.
Ennek igazoldsdhoz elegendd az dbran satirozdssal megjelolt hairomszogekre hivatkoznunk;
példaul QQ; befogd, QA atfogd az AQQ, hdromszdgben, ami mutatja, hogy QQ; < QA valéban
teljesiil. A felirt egyenlStlenségek megfelelS oldalait dsszeadva azt kapjuk, hogy

QA+ 0B+ 0C> 00, + 00, + 00;.
Vegyiik észre, hogy a 00y, 00,, Q05 szakaszok hossza éppen a Q pontnak az AB’C’ hdromszog
oldalaitél mért tdvolsagaival egyenldk, ezért kordbbi megjegyezésiink alapjan osszegiik éppugy
a hdromszdg magassdgaval egyenld, mint a PA + PB + PC Osszeg, vagyis

00, + 00, +00;=PA + PB+PC.

OA+ QOB+ QC>PA+PB+PC.

Ezzel igazoltuk, hogy barhogyan is védlasztjuk meg az ABC hdromszog belsejében a P-t6l kiilon-
boz8 Q pontot, annak a csticsoktdl mért tdvolsdgdsszege nagyobb, mint a P pontnak a csticsoktdl
mért tdvolsdgosszege.

Ekkor viszont

Megjegyzés: Igaz a feladat allitdsa olyan tompaszdgd haromszdgben is, amelynek nincs 120°-nél
nagyobb szoge.

a) Tegyiik fel, hogy az ABCD paralelogramma

oldalaira kifelé rajzolt négyzetek kozép-
pontjai az dbra szerint az EFGH négyszoget
alkotjak. Feladatunk annak igazoldsa, hogy
az EFGH négyszog négyzet. - /\
Ennek érdekében forgassuk el az AEH D c
haromszoget az E pont koriil —90°-kal. A for-

gatés sordn az E pont természetesen helyben

marad, az A pont képe pedig a B pont, mivel 4
az AB oldalra rajzolt négyzetben AE = BE,

és a két szakasz merGleges egymasra. Ezutdn
megmutatjuk, hogy a H pont az F pontba E
keriil at. El6szor is gondoljuk végig, hogy
az dbran o-val jelolt szogek merdleges szaru
szogpart alkotnak, hiszen a B csucsnél
taldlkozo szogszdrak koziil az egyik merdleges AB-re, a masik pedig BC-re, igy a vele
parhuzamos AD-re is. A merdleges szard szogek vagy megegyeznek, vagy egymast 180°-ra
egészitik ki, de mivel mindkét széban forgd szog szemlatomast hegyesszog, ezért csakis
egyenldk lehetnek. Vegyiik végiil észre, hogy EAHX = EBF<, mert a négyzet atléja minden
esetben 45°-0s szoget zar be a négyzet oldaldval, igy mindkét szog nagysaga 90° + o.. A szogek
egyenldsége mellett AH = BF is teljesiil, hiszen mindkét szakasz egy-egy ugyanakkora oldald
négyzetben az atlé felével egyenld. Eddigi eredményeink mutatjdk, hogy a forgatds a H pontot
valéban az F pontba viszi at.

Ekkor viszont az EH szakaszt az E pont koriili —90°-os forgatdssal az EF szakaszba lehet
atvinni, ezért EH = EF, tovabbd a két szakasz egymadsra merdleges. Ugyanigy bizonyithatjuk,
hogy az EFGH négyszog barmely két szomszédos oldala egyenld hosszi és 90°-os szoget zar be
egymadssal, ezért a négyszog valoban négyzet.




b) Amennyiben az ABCD rombusz, és az A
csucesndl 30°-0s szog van, akkor az a) feladat
eredményei alapjan az EFB egyenl§ szard
haromszogben a szarak altal bezart szog G

120° Ha T jeloli az EF alap felezGpontjat, E
akkor a BTF derékszogli haromszogben

a B cstcsndl 1év6 szog 60°-os, igy egy
,félszabdlyos” haromszogrdl van szé.

Az ilyenkor szokdsos médszer szerint, ha A
tikkrozziikk a B pontot az EF egyenesre,

akkor a kapott BB’F hiaromszdg szabdlyos, T\
amelyben FT a magassdg. Ezek utdn mar E v
konnyen szdmolhatjuk az EF oldal hosszit. B
Mivel a rombusz oldala a feltételek szerint
10 cm, ezért a BC oldalra rajzolt négyzet
4tléja 10-~/2 cm, igy BF =5-/2 cm.

A BB’F szabélyos haromszog magassdgara adodik:

FT=5-\/§-§=¥cm.

Végiil az EFGH négyzet keriilete:
K=8-FT=20-/6 =~ 48,99 cm.

@) Tegyiik fel, hogy az ABCD négyzet csicsaira

PA =a, PB =) teljesiil. Ekkor az A csucs illesz-
kedik a P kozéppontd, a sugard k korre, mig
a B cstcs illeszkedik a szintén P kézéppontd,
b sugari c¢ korre (Id. dbra). Mdsrészt az O
kozéppontd 90°-os forgatds az A pontot a B
pontba viszi at, ezért ha a k kort is forgatjuk,
akkor eredményiil olyan k° kort kapunk, amely
tartalmazza a B pontot. Ezek alapjan a szer-
kesztés menete a kovetkezd lehet.

1.

AN L A~ W

. Megszerkesztjiik a P kdozéppontu, b sugari

Megszerkesztjik a P kozéppontd, a sugard
k kort.

¢ kort.

. Elforgatjuk 90°-kal az O pont koriil a k kort, igy a k* kort kapjuk.

. Anégyzet B csucsdt a k’ és a ¢ korok metszéspontjaként szerkeszthetjiik.
. A B pontot az O pont koriil —90°-kal elforgatva az A pontot kapjuk.

. A B pontot az O pont koriil 90°-kal elforgatva a C pontot kapjuk.

7.

s 2z

A D pontot a C pont O koriili 90°-kal torténd elforgatdsaval kaphatjuk.

%

A megoldasok szdma a k’ és ¢ korok egymdashoz viszonyitott helyzetétdl fiigg. Megjegyezziik,
hogy ha a k kort ellentétes irdnyba forgatjuk, majd az 6sszes tovabbi forgatds irdnyat is megval-
toztatjuk, akkor tovdbbi megolddsokat is kapunk. Ha az OP tavolsagot x (x > 0) jeloli, akkor
PP’ =x-+/2, igy a megolddsok szdma a kovetkezSképpen alakul (b > a esetén).



Ha x-+/2 >a + b, akkor k’ és ¢ koroknek nincs kozos pontjuk, ezért nincs megoldas.

Ha x-+/2 =a + b, akkor k’ és ¢ érintik egymast, ezért Gsszesen 2 megoldast kapunk.
Ha a+ b >x-+/2 > b—a, akkor 6sszesen 4 megoldast kapunk.
Ha x-+/2 = b — a, akkor ismét 2 megoldds adédik, mas esetekben nincs megoldas.

Haaz O és P pontok egybeesnek, akkor a = b esetén végtelen sok megoldast kapunk, ha a és b
kiilonbozdek, akkor pedig nem ad6dik megoldas.

@D @) Haaz ABC szabdlyos hdromszogbe a POR szintén szabalyos
haromszoget irjuk, akkor az 1684. feladat eredményei alapjan
a két haromszog kozéppontja egybeesik; a kozos kozéppontot A
az dbran O-val jeloltiik. A szabdlyos haromszog kozéppontja

P -, 2
egyben magassag- és sulypont is, ezért a PO szakasz —-szorosa

a POR hiromszog magassdganak (fels§ dbra). 3 Q

Béla bacsi végrendelete szerint a minimaélis teriileti POR
haromszoget keressiik. Mivel a szabdlyos haromszog oldala
és magassdga egymadssal egyenesen ardnyos, ezért teriilete
akkor a lehetd legkisebb, ha magassdga minimaélis, ami pon-
tosan akkor kovetkezik be, ha a PO szakasz a lehetd leg-
rovidebb. A PO szakasz pedig akkor minimélis, ha PO R Q
merGleges az AB szakaszra, azaz amikor P az AB szakasz
felez6pontja. Ebben az esetben Q és R is felezpontok
a megfeleld oldalakon (als6 dbra). A minimalis teriiletd beirt
szabdlyos hdromszog oldalai tehat az ABC hdromszog kozép-
vonalai egyben. Mivel a kzépvonalak négy egybevdgd hdromszogre bontjdk az ABC hdrom-
szoget, ezért a legkisebb teriiletd beirt szabdlyos hdromszog teriilete negyedrésze az ABC
haromszog teriiletének.

P B

b) Az a) feladat eredményei alapjan a POR hdromszog teriilete akkor a lehetS legnagyobb, ha
a PO szakasz hossza maximadlis. Az AB oldal bels§ pontjai kdzott azonban nincsen olyan,
amely legtdvolabb lenne az O ponttdl, azért valéban nem létezik maximadlis teriiletd beirt
szabdlyos hdromszog, igy minden valamirevald birdsdgnak el kell utasitania az 6rokos keresetét.

Megjegyezziik, hogy a beirt hdromszog teriilete a [Z T[ intervallumban véltozik, ahol
T az ABC haromszog teriiletét jeloli. 4

Eltolas — megoldasok

A megfelel§ eltolds az dbran lathato.




A megfelel§ eltolds az dbran lathato.

Az ABB’C négyszog paralelogramma.

Toljuk el az adott szog egyik (az dbrdn e-vel je-
161t) szérat az adott AB-ral. Az eltolt ¢ félegye-
nes a szog masik (f-fel jelolt) szardbol kimetszi
a B’ pontot. A B’ pontot BA-ral eltolva az e fél-
egyenesen olyan A’ pontot kapunk, amellyel az
A'B’ szakasz megfelel a feltételeknek.

Az adott kort toljuk el az adott AB-ral. A kor
eltolt képe kimetszi az eredeti korbdl a B’
és B” pontokat. A B’ és B” pontokat BA-ral
eltolva megkapjuk a feltételeknek megfeleld
AB’ és A’B” szakaszok masik végpontjat.

Ha az AB szakasz hossza kisebb, mint a kor
atmérdje, akkor a feladatnak két megoldasa van.
Ha az AB szakasz hossza éppen a kor atmérd-
jével egyenld, akkor csak egy megoldds van,
mas esetekben a feladatnak nincsen megoldasa.

Toljuk el az adott k; kort az adott AB-ral. Akor
eltolt képe (k') a szintén adott k, korbdl kimet-
szi a B’ és B” pontokat, amelyeket a BA-ral
eltolva a k; kor olyan A’ és A” pontjait kapjuk,
amelyekre az AB’ és A’B” szakaszok a feladat
feltételeinek megfelelnek.

A feladatnak attdl fiiggéen 0, 1, 2 vagy végtelen
sok megolddsa lehet, hogy a k; kor eltolt képe
milyen helyzet( a k, korrel. Az utobbi esetben
az eltolt kor egybeesik a k, korrel.

@




L Afeladat az 1697. feladat egy dtfogalmazasa. Az ott haszndlt jelolésekkel az AAB’B és az AA’B”B

négyszogek paralelogrammak.

(I a) A4 4), B(-158), C’(=3; 1);

b) A(1;6), B'(-4; 10), C’(=6; 3);
c) A(-1;-2), B(-6;2), C’(-8; -5).

a) A(3;-2), B(-2;2), C(=4;-5);

b) A(S; -6), B(0; -2), C(=2;-9);
) A(7;4), B(2; 8), C(0; 1).

a) A’(=2;-1), B”(4; 4), C7(0;9).

b) Ha az eltolasokat forditott sorrendben alkalmazzuk, akkor az els§ eltolds utdn a kovetkezd
pontokhoz jutunk: (—4; -5), (2; 0), (-2;5). Ha a kapott pontokra alkalmazzuk a (2; 4)
koordinatajd vektorral torténd eltoldst, akkor a (-2; —1), (4; 4), (0; 9) koordinatdjd pontokhoz
jutunk. Ugyanazokat a pontokat kaptuk, mint az a) feladatban, ami igazolja a két eltolds

sorrendjének felcserélhetdségét.

s 2

c) Akételtolas egymads utdni elvégzése a (—1; 2) koordinatajd vektorral torténd eltoldssal helyet-
tesithetd.

a) lgaz. b) 1gaz. ¢) Hamis. d) Hamis.
e) Igaz. f) Hamis. g) Igaz.
1703
2) 2.b
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a) d=ED =FO = OC; b) b=FE =0D = AO;

¢)da+b=AC =FD; d) G-b=0B =EO=DC =FA.

a)A_ézg; b)zﬁ:Z-l;; c)E5=a—B';

d) BE=2-(b -a); ¢e) FD=i+b; f) FC=2-a;

g) FB=2-d-b; h) EA=G-2-b.

a)ﬁT:—Zi; b)ﬁ=c‘i+5; C)E=Zi+5+5;
d) FG =—b: e) FH =—(b +¢); f) GE=b +a.



I. megoldas. Az ABC egyenl§ széri haromszog AB alapjanak
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egy tetszSleges pontjat P-vel jeloltiik. Ha a megfelelS parhuza-
mosok a hdromszog szdrait az dbranak megfelelGen Q-ban, illetve
R-ben metszik, akkor az APR hiromszog szintén egyenld szard,
ezért AR = PR =x. A PQ szakaszt a PR mentén t6rténd elto-
lassal az RC szakaszba lehet 4tvinni, ezért PQ = RC =y. A par-
huzamosokbdl a haromszog oldalai ltal kimetszett szakaszok
Osszege ezek szerint:
PR+ PQ=x+y=AC,

a P pont vdlasztdsatol fiiggetleniil a hdromszog szdrdval egyezik
meg. Megjegyezziik, hogy az eltolds helyett elegendd lett volna
arra hivatkoznunk, hogy a POCR négyszog paralelogramma.

II. megoldas. Tiikr6zziik az ABC haromszoget, valamint a PR
szakaszt az AB egyenesre. A tiikrozés utdn az AC’BC rombuszt,
valamint a PR’ szakaszt kapjuk. Az dbrdn azonos médon meg-
jelolt szogek egyenlGségébdl kovetkezik, hogy a Q, P, R’ pontok
egy egyenesre illeszkednek, ami mutatja, hogy

PR+ PQ=PR'+PQ=R0Q,
ami a P pont helyzetétdl fiiggetlentil pArhuzamos az AC’BC rom-
busz AC oldaldval, ezért hosszuk is megegyezik.

P

A telepiilés kozpontjat O-val, a megépitend§ ttszakaszon kialakuld
két 1j keresztezGdést A-val és B-vel jeloltiik. A feltételek szerint
az ABO hédromszog egyenl§ szdrd, ezért az AB alap merdleges
az O cstcsbol kiinduld szogfelezdre.

A fenti észrevétel alapjdn az AB Ut szerkesztése a kovetkezs-
képpen torténhet. El6szor megszerkesztjiik a mar meglévd két tt
szogfelezGjét, majd az egyik utat (az dbrdn az f-fel jeloltet)
eltoljuk a szogfelezdre merGleges, 5 km hosszi vektorral. Az tt
eltolt képe (f’) kimetszi a mdsik utbdl (e) a szerkesztendd
B ttkeresztez8dést. A B ponton 4t a szogfelezére emelt merd-
leges kimetszi az f itbdl az A keresztezGdést.

Tekintsiik az ABCD trapézt, melynek alapjai a és ¢ (a > c¢), szdrai
b és d. Toljuk el a BC szarat a CD-ral. Ekkora C pont dtmegy
a D pontba, a B pont dtmegy az AB alap egy belsé B’ pontjédba.
Mivel a B’BCD négyszog paralelogramma, ezért B’B = ¢, amibdl
kovetkezik, hogy AB’=a — ¢, és igy az AB’D haromszog oldalai:
a-c, b, illetve d.
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Lathat6, hogy a hdromszog a trapéz oldalainak ismeretében szerkeszthetS. Ezek alapjan a szer-

kesztés lehetséges 1épései:

1. Megszerkesztjiik az AB’D haromszoget, amelynek mindhdrom oldala ismert.

2. Megszerkesztjiik a DC-t, amely parhuzamos az AB’ oldallal, egyallasu az AB ral, nagysaga
a trapéz rovidebb alapjanak hosszdval egyenld.

3. Eltoljuk a B’D szakaszt a DC-ral, az eltolt szakasz végpontjaiként kapjuk a B és C pontokat.

A szerkeszthet&ség feltétele, hogy az AB’D haromszog szerkeszthet$ legyen. A haromszog pon-

tosan akkor szerkeszthetd, ha oldalaira a haromszog-egyenlStlenség teljesiil, vagyis ha az a — c,

b, d szakaszok koziil barmely kett6 hosszanak 6sszege nagyobb a harmadik hosszandl. Ha a harom-

sz0g szerkeszthetd, akkor a feladatnak — egybevagosagtol eltekintve — egy megolddsa van, mas

esetekben a trapéz nem szerkeszthetd.

Ha az ABCD trapéz alapjai AB = a, CD = c, atl6i

pedig e és f (Id. dbra), akkor toljuk el a BD D © ¢
atlot a DC-ral. Az eltolds utdn a D végpont v
adtmegy a C pontba, a B pont képe az AB alap /

B-n tili meghosszabbitdsan taldlhat6 B’ pont,
amelyre BB’ = ¢ teljesiil. Ekkor az AB’C harom-
szog oldalai a + c, e, f, azaz a hdromszog szer-
keszthetd.

A trapéz szerkesztésének 1épései ennek megfelelGen a kovetkezdk lehetnek:

1. Megszerkesztjiik az AB’C haromszdget, amelynek mindhdrom oldala ismert.

2. Megszerkesztjiik a B pontot, amelyet az AB’ oldalbdl a B’ kdozépponti, ¢ sugari kor metsz ki.
3. Atrapéz hidnyz6 D csucsat gy kapjuk, hogy a C pontot eltoljuk a B’B -ral.

A szerkesztés pontosan akkor végezhet§ el, ha az a + ¢, e, f oldalakbdl haromszog szerkeszthetd,

vagyis a hdrom szakasz kielégiti a hdromszog-egyenlStlenséget. Ebben az esetben a feladatnak
(egybevagosagtol eltekintve) egyetlen megoldasa van, mds esetekben a trapéz nem szerkeszthetd.

>
Q
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Toljuk el az ABCD trapéz (az alapok AB és CD,

CD < AB) BD &tléjata DC-ral. Ekkora D pont D ¢ 2

a C pontba keriil, a B pont B’ képe az AB alap v AN ¢

B-n tdli meghosszabbitdsan taldlhatd, tovabba 0

BB’= CD = c. Mivel az eltolds a szakaszt on-

magdval parhuzamos szakaszba visz at, ezért A a B ¢ B

B’C parhuzamos BD-vel, igy az abran azonos

modon jelolt szogek egyenlSk egymadssal (¢ az atlok dltal bezart szog kiegészits szoge).

Az AB’C haromszogben ezért két oldal (AC = e, B’C = f), valamint az ltaluk bezért sz6g ismert,

amibdl a hdromszdg mar konnyen szerkeszthetd.

A trapéz szerkesztésének 1épései a kovetkezdk:

1. Megszerkesztjiik az AB’C haromszdget két oldalabél, valamint az dltaluk bezart szogbdl.

2. Az AB’ oldalon megszerkesztjiikk a B pontot, amelyet a B’ kozépponti, ¢ sugard kor metsz ki
az AB’ szakaszbdl.

3. Atrapéz hidnyzé D csicsat ugy kapjuk, hogy a C pontot eltoljuk a B'B-ral.

A szerkeszthetGség feltétele, hogy az AB’C haromszog AB’ oldala hosszabb legyen a trapéz rovi-

debb alapjanak kétszeresénél.



Ha az ABCD paralelogramma C cstcsa az f, D cstcsa az e egye-
nesre illeszkedik, akkor az e egyenes AB-ral eltolt ¢ képe
tartalmazza a paralelogramma C csucsat, igy az szerkeszthetd
az f és e’ egyenesek metszéspontjaként. A paralelogramma
C csticsdnak ismeretében a D csucs is szerkeszthetd, példaul
azdltal, hogy a C ponton 4t parhuzamost szerkesztiink az AB-ral,
majd a parhuzamos kimetszi az e egyenesbdl a keresett D csu-
csot (ld. dbra). Ehhez hasonl6 szerkesztéssel kaphatjuk meg azt / D! e
a paralelogrammat, amelyben a C cstics az e, mig a D cstcs :
az f egyenesre illeszkedik; ebben az esetben az e egyenest a BA-ral kell eltolni, és elébb a D pont
szerkesztése torténik.

A feladatnak altaldban két megolddsa van, ezek koziil esetleg egyik elfajulhat szakassza. Ha a két
adott egyenes parhuzamos, és pl. az AB-ral val6 eltolds az e egyenest atviszi az f egyenesbe,
akkor a C pont helyzete nem egyértelmd, igy a feladatnak végtelen sok megolddsa is lehet.
Megjegyezziik, hogy ha a két egyenes parhuzamos, akkor akdr az is elképzelhet§, hogy nincsen
a feltételeknek eleget tevd paralelogramma. Ez akkor kovetkezik be, ha az e egyenes egyik eltolt
képe sem esik egybe az f egyenessel.

Wak) Akétparhuzamost az dbrdn e és f, az adott pontot
P jeloli. A feladat megolddsa el6tt érdemes észre-
venni, hogy a szerkesztend$ egyenessel akar-
hogyan is hizunk parhuzamost, annak a parhuza-
mosok kozé es@ szakasza szintén d hosszisagu
lesz. Ezt kbnnyen beldthatjuk, ha arra gondolunk,
hogy a két pdirhuzamos az e és f egyenesekbdl
egy paralelogrammat metsz ki, amelynek szem-
kozti oldalai valéban megegyeznek.

Eszrevételiink alapjdn a szerkesztési feladat
megoldédsa a kovetkezd:

1. Az e egyenes egy tetszlleges A pontja, mint
kozéppont koriil d sugaru kort szerkesztiink.

2. Megjeloljiik a kor és az f egyenes metszéspontjait (az dbran Q és S).
. Meghtizzuk az AQ, illetve AS egyeneseket.

~ W

. Az AQ, illetve AS egyeneseket eltoljuk dgy, hogy azok a P ponton dtmenjenek (AQ-val
és AS-sel parhuzamosokat szerkesztiink a P ponton 4t). A szerkesztett egyenesek a feladat minden
feltételének megfelelnek.

A szerkeszthetség attdl fiigg, hogy az A kézépponti kor és az f egyenes milyen helyzettiek, vagyis
az e és f egyenesek tavolsiga ne legyen nagyobb, mint d. Ha a két parhuzamos tavolsiga éppen d,
akkor 1, ha d-nél kisebb, akkor 2 megoldast kapunk. Mds esetben a feladatnak nincsen megoldésa.

a) Felhaszndlva, hogy P és Q harmadoldpontok, azt kapjuk, hogy

D P c
7473:25+51‘3’:5+%-a,
illetve b
A—Q':ﬁw—gzmé.y. o
A a B
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b) Az a) feladat eredménye alapjin

D P C
PO=A0-AP=|a+~ -5 |-(b+~-d|=>-(a-b).
3 3 3 .
L . S T, b
Mivel DB=AB - AD =d — b, ezért PQ==- DB, ami mu- Q
tatja, hogy a két vektor parhuzamos.
A a B
. PO 2
c) A b) feladat alapjan: —=—.
) Ab) pjan: o =3

d) Jeloljik a PQ szakasz felez6pontjat F-fel, majd bontsuk fel
az AF-t a kovetkez8képpen: AF =AP + PF. Az AP-t
az a),a PQ-t a b) feladatban mar kiszamoltuk, ezek alapjan

— 1 — 1 (., =

/ PF_E-PQ—g-(a—b),
° — (- 1N 1 oL ey 2 -
AF:(b+§.a)+§.(a_b):§.(a+b).

|

e) Az AC=d+b egyenlGséget felhaszndlva azt kapjuk, hogy AF = 2. AC, ami mutatja, hogy
AF és AC valdban parhuzamos egymadssal. 3

(fE) Haaz G és b vektorok parhuzamosak, akkor mindkét allitas egy-
szerlien kovetkezik a vektormiveletek értelmezésébdl. Amennyi-
ben a két vektor rdaddsul egyirdnyu is, akkor az a), mig ellentétes
irdnyu vektorok esetén a b) feladat allitdsdban teljesiil egyenlGség.

Ha a két vektor nem parhuzamos egymadssal, akkor inditsuk azo-
kat k6zo6s kezdGpontbdl, majd szerkessziik meg az d + b és
d— b vektorokat. A két vektor az ABCD paralelogramma egy-egy
4tlévektora (1d. dbra), azaz AC=ad+b és DB = d—b. Ha alkalmazzuk a haromszog-egyenlGt-
lenséget az ABC, illetve az ABD haromszogekben, akkor éppen az a), illetve a b) feladatok allitasat
kapjuk. Megjegyezziik, hogy ebben az esetben egyik egyenlStlenségben sem teljesiilhet egyenlGség.

et Ha a k; és k, korok egyik metszéspontja A,
tovdbbd az A ponton 4thaladd e egyenes olyan
E\E, szakaszt metsz ki a korokbdl, amelynek
hossza megegyezik az adott szakasz d hossza-
val, akkor az EA, ill. az AE, szakaszok P és Q

felezGpontja kozotti szakasz hossza g (1d. abra).

Tegyiik fel, hogy a feladatot mdr megoldottuk,
majd toljuk el az e egyenest gy, hogy eltolt
¢ képe atmenjen a k; kor O; kozéppontjdn. Megmutatjuk, hogy az e’ egyenes az adatokbdl
megszerkeszthetd. Ha az eltolds a Q pontot a Q° pontba viszi, akkor a PO;Q°Q négyszdg para-

lelogramma, sét téglalap, és igy PO = 0,0’ = % Masrészt, az O,Q szakasz merSleges az e és ¢’
egyenesekre, amibdl kovetkezik, hogy a Q’ pont illeszkedik az O,0, szakasz Thalész korére.
A Q' pontot ezek alapjdn az O, koézéppontd % sugard kor metszi ki az emlitett Thalész-korbol.

Az €’ egyenest ezutdn mar konnyen szerkeszthetjiik, hiszen két pontja mar ismert. Az e’ egyenes
ismeretében az e egyenest igy kaphatjuk, hogy az A ponton at parhuzamost szerkesztiink e™-vel.



Tegyiik fel, hogy a feladatot sikeriilt megoldani, majd toljuk el
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az APB haromszoget az ABCD paralelogramma AD oldalvek-
tora mentén. Ekkor az A cstics a D csticsba, a B cstics a C
csticsba, mig a P pont a P’ pontba keriil at. Mivel az APP’D
és a PBCP’ négyszogek paralelogrammdk, ezért PA = P’D és
PB = P’C. Minthogy a PA =a és PB = b szakaszok hossza adott,
csakugy mint a C és D pontok, ezért a DP’C hdromszog szer-
keszthetS; a P’ pont a D kdzépponti a sugart, és a C kozép-
pontd b sugart korok metszéspontja (Id. abra). Az ABCD para-
lelogramma hidnyz6 A és B csucsaita D és C pontok P’P vektorral eltolt képe adja meg.

A szerkesztés diszkusszidja elég nehéznek bizonyul. A megolddsok szdma a két kor egymashoz
viszonyitott helyzetétdl, valamint a P és P’ pontok kolcsonos helyzetétdl fiigg. Ha ugyanis a két
kor valamelyik metszéspontja ugyanolyan tdvolsdgra van a DC egyenestdl, mint a P pont, akkor
a megfeleld PP parhuzamos a DC oldallal, igy a D és C pontok eltolt képe illeszkedik a DC

egyenesre, ami azt jelenti, hogy az egyik megolddsul kapott paralelogramma szakassza fajul el.

Amennyiben a P pont és a korok érintési pontja vagy metszéspontjai kiilonb6zs tdvolsigra
van(nak) a CD egyenestdl, ugy a metszéspontok szdma a haromszog-egyenlétlenség teljesiilésétdl
fliggben a kovetkezSképpen alakul. Ha a > b és DC > a + b, akkor 0, ha DC =a + b, akkor 1,
haa — b<DC<a+b, akkor 2, ha DC = a — b, akkor megint 1, végiil ha DC < a — b, akkor
ismét 0 megoldas adodik.

Az dbrén a szerkesztendd ABCD négyszdg oldalait adott sor-
rendben AB=a, BC=b, CD =c és DA =d, az AB és CD
egyenesek hajlasszogét o jeloli. Tegyiik fel, hogy a feladatot
sikeriilt megoldani, és elemezziik a kész abrat. Toljuk el a négy-
sz0g CD oldalat Ggy, hogy a D pont az A pontba keriiljon.
Ha a C pont képét C’ jeloli, akkor az AC’CD négyszog para-
lelogramma, ezért AC’ = DC = ¢, tovdbba az AC’ szakasz és
a DC egyenes parhuzamossdga miatt CAB = a. Eszrevételiink
lehet&séget ad a C” pont szerkesztésére, hiszen az ABC’ hdrom-
szogben két oldal, valamint az altaluk bezart szog adott. Ezek alapjan a szerkesztés menete
a kovetkezd lehet. Felvessziik az AB szakaszt, majd az A cstcshoz dtmdsoljuk az adott o szoget.
A szerkesztett szogszarra rimérve a szintén adott ¢ tdvolsdgot, megkapjuk a C’ pontot. A kdvet-
kez6 1épésben a C pontot szerkeszthetjiik, hiszen egyrészt C’C = d miatt C illeszkedik a C” kdzép-
pontd, d sugarud korre, mésrészt BC = b miatt C illeszkedik a B kozéppontd b sugard korre, igy a
két kor metszéspontjaként a C pont valoban szerkeszthetS. A négyszdg hidnyzé D cstcsa
az A pont C’C-ral torténd eltoldsaval szerkeszthet§. Megjegyezziik, hogy a feladatnak — egybe-

vagdsagtol eltekintve — legfeljebb két megoldasa lehet. Az adatok felvételétdl fiiggSen eléfordulhat,
hogy a kapott ABCD négyszdg konkayv, esetleg hurkolt.

Ha a két vektor koziil valamelyik a nullvektorral egyenld, akkor
az |a+bl=|d- bl egyenldség nyilvdnvaldan teljesiil. Meg-
jegyezziik, hogy ebben az esetben az d és b vektorok mer6le-
gesek egymasra, hiszen a nullvektort barmely vektorra merd-

legesnek tekintjiik.

Ha a két vektor padrhuzamos egymadssal és egyik sem a null-
vektor, akkor egyirdnyu vektorok esetén ld+b|>|da-bl,
ellentétes iranyu vektorok esetén pedig ld+bl<la-bl, ezért egyenlGség nem teljestilhet.

A
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Mis esetekben az @+ b és d— b vektorok az @ és b vektorok dltal kifeszitett paralelogramma
egy-egy atlévektorai (Id. dbra), ezért a hosszuk akkor és csak akkor egyezik meg, ha az ABCD
paralelogramma 4tléi ugyanolyan hossziak. Mivel az ABC és ABD haromszogekben két-két oldal
megegyezik, ezért harmadik oldalaik akkor és csak akkor egyenldk, ha a két hdromszog egybevago.
A két hdromszog egybevagdsaganak sziikséges és elegendd feltétele, hogy a paralelogramma A
és B csticsandl 1évo belss szogei megegyezzenek. Mivel a két szog 6sszege 180°, ezért csak gy
lehetnek egyenlSk, ha mindkett§ 90°-0s, azaz a paralelogramma téglalap. Azt kaptuk tehat, hogy
ld+bl=|d-bl teljesiilésének sziikséges és elegendd feltétele, hogy az a és b vektorok
egymadsra merGlegesek legyenek.

Ha az @ és b vektorok valamelyike nullvektor, akkor termé-
szetesen |G+ b|=|d—b|. Ha a két vektor egyiranyu, akkor
|Zi + I;| > | i-b |, ha viszont ellentétes irdnyuak a vektorok,
akkor |+ bl <|d-bl.

—

Ha az @ és b vektorok nem parhuzamosak és kozos kezdd-
pontbél inditva az ABCD paralelogrammat feszitik ki (1d. dbra),
akkor AC =@+ b, valamint DB = d— b. Az ABC és ABD harom-
szogekben két-két oldal megegyezik, mivel BC = AD, valamint
az AB oldal kozos. A harmadik oldalak koziil az a rovidebb,
amellyel szemben kisebb szog van, ezért ld+bl<|a-bl pon-
tosan akkor teljesiil, ha ABC< < BAD<. Mivel a két szog az ABCD paralelogramma AB oldalan
nyugszik, ezért osszegiik 180° ezért ABCX < BAD< akkor és csak akkor teljesiil, ha az ABCX
hegyesszog és BAD< tompaszdg.

Eredményeinket 0sszefoglalva azt kapjuk, hogy az ld+bl<ld-bl Osszefiiggés akkor és csak
akkor teljesiil, ha az d és b vektorok tompaszdget vagy egyenesszoget zarnak be egymassal.

Geometriai transzformaciok — megoldasok

a) A két haromszog nem feltétleniil egybevago.
b) A két haromszog nem feltétleniil egybevago.
c) A két haromszog egybevago.
d) Akét haromszog egybevago.

a) A két téglalap egybevago.
b) A két téglalap egybevago.
c) Akét téglalap egybevago.
d) Akét téglalap nem feltétleniil egybevago.

a) A két paralelogramma nem feltétleniil egybevago.
b) A két paralelogramma nem feltétleniil egybevago.
c) A két paralelogramma egybevago.
d) Akét paralelogramma egybevago.

a) A két rombusz nem feltétleniil egybevago.
b) A két rombusz egybevago.
¢) A két rombusz egybevago.
d) Akét rombusz egybevago.



a) Az AEF, ECD, CAB hiromszogek egybeviagdk egymaéssal
(az O kozéppont koriili forgatdssal vihetSk egyméasba). Ebbdl
adéddéan AE = EC = AC, azaz az AEC hdromszdg szabdlyos.

b) Az AEC héiromszog, valamint az ABCDEF hatszog terii-
letének ardnya 1:2. Ez azonnal beldthat6, ha behuzzuk
az OA, OC, OE szakaszokat. Ezzel a hatszoget hdarom
egybevagd rombuszra osztottuk. Az AEC hdromszog oldalai
atlok egy-egy ilyen rombuszban, igy megfelezik a rombuszok
teriiletét.

a) Mivel az ADE, DCH, CBG, BAF héaromszdgek egybevagok . 2
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és egyenl( szardak, ezért szaraik megegyeznek, ami igazolja, o o
hogy a kialakulé6 EHD, GHC, FGB, EFA haromszogek szintén o H

egyenld szartak. Mivel az utébbi haromszdgekben a szarszog
90°-2 - a, ezért e haromszogek paronként egybevagok. E G

Megmutatjuk, hogy az EHGF négyszog négyzet. Az eddigiek-
bdl mar kovetkezik, hogy a négyszdg oldalai megegyeznek. o
Jeloljiik az ABCD négyzet oldalaira emelt egyenl§ szara
haromszogek alapon fekvd szogeit a-val. Ekkor egyszeri
sz0gszdmolds mutatja, hogy az egyenl$ szdrd EHD hdromszégben EDH< =90°-2- «
és DEH¥ =45°+ . Ugyanigy lathatjuk be, hogy AEF¥ =45°+ a szintén teljesiil. Végiil
az ADE egyenl§ szari haromszogben DEA< = 180°—2 - . Szamoljuk ki az EHGF négyszog
E csucsandl kialakuld szoget:

HEF¥=360°-2-(45°+ o) — (180°-2- &x) = 90°.
Természetesen ugyanilyen médszerrel megmutathatd, hogy a négyszog tobbi szoge is 90°-0s,
ezért az EHGF négyszog valéban négyzet.

A B

b) Az ébran bejelolt egyenesek az dbra tiikortengelyei, igy Ossze-
sen 4 ilyen egyenes van.

c) Az 4bran szerepld két négyzet kozos kozéppontja koriili
k-90°-o0s (k € Z) forgatdsok az dbrdn szerepl$ alakzatot
onmagdba viszik 4t.

Tiikrozziik az ABCD trapézt BC szédrdnak F ’
felez6pontjara. A tiikr6zés sordn a B és C csu- ittty =5
csok ,helyet cserélnek”, a BD 4tlé dtmegy f g .
a CD’ szakaszba. Az dbra jeloléseit haszndlva E A ST JE
lathatjuk, hogy az AD’C hiromszog oldalaira V N
AD =a+c, AC =e (a trapéz egyik dtléja), 4 v B TTETTTTY
D’C = f (a trapéz masik 4tlgja).

A hdromszdgben barmely két oldal 6sszege nagyobb, mint a harmadik oldal, ezért AC + D’C > AD’,
azaz e +f > a + c. Tekintettel arra, hogy a trapéz kozépvonaldnak hossza az alapok hosszanak
szamtani kozepével egyenld, adddik, hogy e +f > 2 -k, amibdl valéban azt kapjuk, hogy
k< ﬂ .
2
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Az ébra jeloléseit haszndlva belathatjuk, hogy az AEG, BFE, CGF
haromszogek egybevagdok egymadssal. Ehhez csak annyit kell észre-
venniink, hogy a hdromszogekben két-két oldal (pl. AE = BF,
AG = BE), valamint az altaluk bezdrt szog megegyezik (ez utébbi
mindhdrom esetben 60°). Az egybevagdsagbdl kovetkezik, hogy
a hdromszogek harmadik oldala is megegyezik, ami igazolja, F
hogy az EFG hdromszog szabdlyos.

a) Az ABC héromszog CT magassaga két egy-
bevago, derékszogd hiaromszogre bontja
a hdromszoget. Megmutatjuk, hogy az AGI
és BEH haromszogek egybevagoak a kelet-
kez6 hdromszogekkel.

Az ACT haromszog atfogéja egyenld az ABC
hiaromszog a oldaldaval, tovdbba hegyes-
szogei 60°, illetve 30°-osak. Az AGI és BEH
haromszogek atfogéja szintén a hosszisagu,
tovabba az A, illetve a B csicsokndl 1év6 hegyesszogeik 180° — 90° — 60° = 30°-osak, ezért
a két haromszog valéban egybevigd az ACT haromszoggel.

/ A T B H

Az egybevigdsigbol kovetkezik, hogy a tovabbi megfeleld oldalaik is megegyeznek, azaz
Al=CT =m, illetve BH=CT=m.
b) Az ABC hdaromszog koré irt kor kozéppontja illeszkedik az AB oldal felezGmerdlegesére.
Mivel TH =TB + BH = TB + m, valamint 7] = TA + AI = TA + m, tovabba TB = TA, ezért
a T pont nemcsak az AB, hanem a HI szakasz felez6pontja is egyben. Ekkor azonban
az AB szakasz, valamint a HI szakasz felezOmerGlegese egybeesik, igy az ABC haromszog
koré irt kor kozéppontja valéban illeszkedik a HI szakasz felez&merGlegesére.

c) Ha az ABC hiaromszog hegyesszogd, akkor
az AIG haromszog egybevagd a CTA harom-
szoggel, tovabbd a BEH haromszog egybe-
vagd a CBT hiaromszoggel. Ennek igazold-
sdhoz vegyiik észre, hogy AG = CA, mindkét
haromszog derékszogl, IGA¥ = TACS = «,
mivel a szogek szdrai paronként merdlegesek
egymasra, €s mindkettS hegyesszog (merdle-
ges szard szogpar). Osszefoglalva azt kaptuk,
hogy az AIG és a CTA haromszogekben két-
két sz0g egyenld, tovabbd a nagyobbal szemkozti oldalak is megegyeznek, tehét a két haromszog
valéban egybevago egymadssal.

Ekkor viszont a tovabbi megfelelS oldalaik is megegyeznek, azaz Al = CT = m, és éppen ezt
kellett bizonyitani. Ertelemszerd médositasokkal igazolhaté, hogy BH = CT = m szintén
teljestil.

A b) feladat éllitdsdnak igazoldsdhoz elegendd arra hivatkoznunk, hogy az AB szakasz
felezGpontja ugyanolyan tdvolsidgra van az [ ponttél, mint a H ponttdl, mivel Al = BH.
Ebbdl kovetkezik, hogy az AB szakasz és az IH szakasz felezGmerdlegese eziittal is egybeesik,
és igy az ABC hdromszog koré irhaté kor kozéppontja illeszkedik az IH szakasz felezGmerd-
legesére is.
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b)

Az FH szakasz kozépvonal a BCA hdrom-

szogben, ezért BC E

F H = T J
A GI szakasz kozépvonal a BDC hirom- c
szogben, igy

Gl = @ /

2
4 G

A BDC hiromszog szabdlyos, ezért BD = BC,
amibdl kovetkezik, hogy FH = GI. Hason- b
16an lathaté be, hogy JH = GF. Léthatjuk,
hogy az FHJ és FGI haromszogekben két- A F B

két oldal megegyezik. Megmutatjuk, hogy az

egyenl6 oldalak altal kozrefogott szogek is megegyeznek, amibdl azonnal kovetkezik, hogy a két
haromszog egybevigd. Haszndljuk fel, hogy az ABC hiromszog HF kozépvonala parhuzamos
a BC oldallal, amibdl kovetkezik, hogy AHF< = ACB¥ = y (egyallast szogpdr). Hasonld
mondhaté a hdromszog GF kozépvonalardl és AC oldaldrdl, ezért FGBY = ACBX = v is tel-
jesiil. Vegyiik észre, hogy az AHJE és a BDIG négyszogek trapézok, hiszen JH és GI
kozépvonalak a megfelel§ szabdlyos haromszogekben. A trapéz szdran fekvd szogei 180°-ra
egészitik ki egymadst, és mivel mindkét trapézban a hosszabb alapon fekvd szogek 60°-osak,
ezért AHJX = BGIX = 120°. Ekkor JHFX = 120°+ y = FGI<, amit bizonyitani akartunk.
Megjegyezziik, hogy ha y = 60° akkor JHF< = FGI< = 180° ami mutatja, hogy ebben az
esetben mindkét haromszog szakassza fajul.

Az a) feladatban bizonyitottak alapjan az FHJ
és FGI haromszogek egybevdgdk, amibdl E
azonnal kovetkezik, hogy az FIJ hiaromszog
egyenld szard, és FJ = FI. Tekintsiik a CJI
haromszdget. Mivel J az EC oldal felezs-
pontja, ezért JC = HC = GF, és hasonléan
CI = GI. Egyszert szogszamolds mutatja,
hogy

JCIX =60° + y + 60° = 120° + 7. H
Koréabbi eredményiink alapjan JCI< = FGIX, b
ezért a JCI és az FGI hiaromszogekben
két-két oldal, valamint az altaluk kozrezart A F B
szogek megegyeznek, és ebbdl adoddan
a két haromszog egybevagd egymdssal. A haromszogekben ekkor a harmadik oldalak is meg-
egyeznek, azaz JI = FI = FJ, tehat az FIJ haromszog valéban szabdlyos.

Amennyiben az ABC hiromszog szabalyos,
ugy az FIJ hiromszog egybevdgd az ABC E J c / D
haromszoggel, amint azt az dbra is mutatja.
Ebben az esetben az FI oldal is a hosszu-
sagu, igy példaul Pitagorasz tételével kisza- K G
molhaté az FIJ haromszdg magassiga, majd
a magassagbdl a teriilete:
m= a- \/§ 112 . \/§ A F B

, T'= .
2 4
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a) A feladat Pitagorasz tételének egy kevésbé
gyakori, geometriai transzformacidkkal dol-
goz0 bizonyitdsit kéri. Az dbra jeloléseit
haszndlva megmutatjuk, hogy a befogdkra
rajzolt négyzetek részeibdl atfedés nélkiil, )
hézagmentesen kitolthetS az atfogora rajzolt  —------ /Ao P/ .
négyzet.

Az atfedéshez eltolasokat hasznalunk fel; £
az IMOL négyszoget a WRGS négyszogbe,

az MCJO négyszoget a TXSB négyszogbe, P
az OJBK négyszoget az AUYT négyszogbe,
az LOKH négyszoget az UFRV négyszogbe,
és végiil az EACD négyzetet az YVWX négy-
zetbe visszik at.

Vizsgéljuk el6szér a BC befogora rajzolt
négyzetet. Az O pont koriili 90°-os forgatds
anégyzetet onmagdba viszi 4t, az O-n dtmend F B
két merdleges egyenest pedig egymdsba.

Ebbdl kovetkezik, hogy a két egymdsra merdleges ,,vagds” négy egybevago részre bontja
a négyzetet.

- - -locoooooocosdocoocoo|lboocoocoooad sooocoooay - - - -
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Ezutén toljuk el az IMOL négyszoget a WRGS négyszogbe. Mivel MO és OL merdlegesek
egymasra, ezért az eltolds megvaldsithatd; az R pontaz FG, az S pont a GB oldalra illeszkedik.
Toljuk most az LOKH négyszoget az UFRV négyszogbe. Ez pontosan akkor tehet§ meg, ha
MO + OK = AB. Ez azonban teljesiil, hiszen az ABKM négyszog szemkozti oldalai parhuza-
mosak, igy ez a négyszog paralelogramma. Ebbdl kovetkez6en MO + OK = AB, vagyis a két
szakasz hosszdnak 0sszege valdban kiadja a haromszog 4tfogéjanak hosszat. Mivel IM és HK
parhuzamosak, ezért eltolt képeik is parhuzamosak, ami igazolja, hogy a V pont illeszkedik
az RW szakaszra, azaz az R pontndl sem hézag, sem atfedés nem alakul ki.

Ezutan toljuk az MCJO négyszoget a TXSB négyszdgbe. Ahhoz, hogy ez megtehetd, meg kell
mutatnunk, hogy LJ = LO + OJ = AB. Emlitettiik, hogy az O koriili 90°-os forgatds az O-n
atmend merdlegeseket egymadsba viszi at, amibdl azonban az is kovetkezik, hogy LJ elforgatott
képe MK, ezért LJ = MK. Mar lattuk, hogy MK = AB, igy LJ = AB is teljesiil. Megjegyezziik,
hogy az § pontndl ugyanigy nem alakul ki sem &tfedés, sem hézag, mint ahogy azt mdr
az R pontndl lattuk.

Az eddigiekbdl mdr az is kovetkezik, hogy az OJBK négyszoget az AUYT négyszdgbe tudjuk
tolni Ggy, hogy az ABGF négyszog oldalai mentén sehol nem alakul ki atfedés és hézag.

Azt kell még megmutatnunk, hogy az EACD négyzetet az YVWX négyszogbe lehet tolni. Lattuk,
hogy az ABKM négyszog paralelogramma, és igy BK = AM, amibdl egyszertien adddik, hogy

BK-MC=AM-MC = AC.

Mivel a mar ismertetett eltoldsok a BK szakaszt az YT szakaszba, az MC szakaszt pedig
az XT szakaszba viszik at, ezért

YX=YT-XT=BK-MC=AC.
Hasonldan lathatd, hogy az XYVW négyszog tobbi oldala is AC-vel egyenld, ezért rombusz.
Masrészt az eltolds minden szakaszt 6nmagaval parhuzamos szakaszba visz ét, igy az YT
és az UV szakaszok hajlasszoge megegyezik a BK és LH szakaszok hajldsszogével. Ez utébbi
kettd szakasz viszont a BC oldalu négyzet két szomszédos oldaldra illeszkedik, igy merélegesek
egymdsra. Ez bizonyitja, hogy az XYVW rombusz négyzet, amely egybevagd az EACD négyzettel.



b) Joval egyszertibb az egyenld szart derékszogi
haromszog esete. Ekkor a BC befogodra rajzolt :
négyzet nem négyszogekre, hanem egyenld '
szaru derékszogl haromszogekre esik szét.

Az dtdarabolds természetesen ebben az eset- < ------- T R T

ben is mikodik, amit az aldbbi dbran meg-
jelenitett segédvonalak szépen szemléltetnek.

R S

Vegyes feladatok — megoldasok

a) Szogeinek nagysiga szerint harom ilyen deltoid 1étezik. A szogek az egyes esetekben:
I. megoldas: 80° 80° 30° 170°
II. megoldas: 30° 30° 80° 220°
III. megoldds: 125°% 125° 80° 30°
b) Szogeinek nagysaga szerint két ilyen deltoid 1étezik. A szogek az egyes esetekben:
I. megoldds: 100°% 100° 40° 120°
II. megoldas: 110°% 110° 100° 40°.
Ha a szimmetriatengely két oldaldn 40°-os sz6gek vannak, akkor nem kapunk deltoidot, mivel
a negyedik szogre 180° adédna.
A négyszog szogei: 30°% 30° 1509 illetve 150°
Mivel 288° =12 -24° ezért az allitas igaz.

a) igen; b) nem; c) igen;
d) igen; e) igen.

A téglalapok, illetve a rombuszok.

Van ilyen nyolcszog. Az dbran egy négyzet oldalainak negyedeld-
pontjait kotottiik dssze. A kapott nyolcszog természetesen nem / \

szabdlyos, ugyanakkor a négyzet kozéppontja koriili 90°-os
forgatds onmagaba viszi at.




a) Kozéppontosan szimmetrikus konkdv négyszog nem létezik,
mivel egy ilyen négyszognek sziikségképpen két konkdv
szoge is lenne, igy a belsd szogeinek Osszege nem lehetne
360°.

b) Kozéppontosan szimmetrikus konkdv hatszog 1étezik. Ilyet I
kapunk példdul, ha az dbrédn is lathaté mdédon egy trapézt
kozéppontosan tiikroziink rovidebb alapjanak felez6pontjara.

a) Haaz ABC haromszoget tiikrozziik AB olda-
lanak F felezGpontjdra, akkor a kapott BCAC’
paralelogramma oldalai a és b, egyik 4tl6ja
2 -, hosszusagu. Ezek alapjdn a szerkesztés
1épései a kovetkezlk:

1. Megszerkesztjiik a BCC’ hdromszoget,
melynek oldalai ismertek: a, b és 2-s,.

2. Megszerkesztjiik a CC’ szakasz F' felezd-
pontjat.

3. Tiikrozziik a B pontot az F pontra, igy kapjuk az ABC hiromszog hidnyz6 A csucsat.

b) Hatiikrozziik az A pontot a BC oldal G felez&pontjara, akkor A
az AA'C haromszog két oldala és egy szoge ismert, hiszen az
ABAC négyszog paralelogramma, amibdl kovetkezik, hogy
ACA X = 180° — . Ezek alapjan a szerkesztés menete a kovet-
kezd.

1. Az adott AC = b szakasz C végpontjdhoz felmérjiik a
180° — o nagysagu szoget.

2. Az A pont — mint kozéppont koriil — 2 -5, sugard kort
szerkesztlink.

3. A kor az 1. 1épésben szerkesztett szogszarbol kimetszi
az A’ pontot.

4. Megszerkesztjiik az AA’ szakasz G felezGpontjat.

5. Az ABC haromszog hidnyzo B csicsat a C pont G-re
vonatkoz6 tiikrozésével kapjuk.

¢) Az adott my, szakasz nemcsak az ABC harom-
sz0gnek, hanem az AC’BC paralelogram-
mdanak is magassdga, ahol C’ a C pontnak
az AB szakasz F felezGpontjdra vonatkozo
tiikorképe. A szerkesztés menete ezek alapjan:

1. Az adott AC = b szakasszal, attdl my, tdvol-
sdgra, parhuzamost szerkesztiink. A par-
huzamos tartalmazza a B és C’ pontokat.

2. A C’ pontota C kozéppontu, 2, sugard kor metszi ki az 1. pontban szerkesztett pArhuzamosbdl.
3. Megszerkesztjiik a CC’ szakasz F felezGpontjat.
4. A B pontot ugy kapjuk, hogy az A pontot tiikrozziik az F' pontra.



d) A c) feladat dbrdjanak jeloléseit hasznalva a szerkesztés 1épései a kovetkezdk:
1.
2.

0 N N L W

Felvessziik a BC egyenest, majd kijeloliink rajta egy tetszSleges B pontot.

A BC egyenessel, attol m, tdvolsdgra, pdrhuzamost szerkesztiink (e), amely tartalmazza
az A és C’ pontokat.

. Megszerkesztjilk a B kozéppontu, b sugard k kort.

. Az e egyenes és a k kor metszéspontjaként megjeloljikk a C’ pontot.

. Megszerkesztjiikk a C’ kdzéppontd, 2 -, sugard ¢ kort.

. Megjeloljiik a ¢ kor és a BC egyenes C metszéspontjat.

. Megszerkesztjilk a CC’ szakasz F felezGpontjat.

. A hidnyz6 A csucsot ugy kapjuk, hogy a B pontot tiikrozziik az F' pontra.

Haaz ABCD trapézt BC széranak E felezGpont-

jéara tiikkrozzik, akkor az dbra szerinti ADAD
paralelogrammat kapjuk, amelynek AD’ oldala /\( \
.. 2z 2z 2z F‘

pSS

az adott kozépvonal hosszdnak kétszerese. Ezt X
az észrevételt felhaszndlva a szerkesztés konnyen V \ / d
elvégezhetd. A szerkesztési Iépések leirdsa soran c D’
az dbra jeloléseit haszndljuk.

a) 1.
2.
3.

4.

Megszerkesztjilk az AD’ = 2 - k hosszisagu szakaszt.
Parhuzamost szerkesztiink az AD’ szakasszal, attdl az adott magassdggal egyenls tavolsagra.

A trapéz D csucsat az A kozéppontd, d sugari kor metszi ki a 2. [épésben szerkesztett
pérhuzamosbdl.

Megszerkesztjiik a DD’ szakasz E felezGpontjat.

. Atrapéz B csucsét az E kozéppontd 5 sugard kor metszi ki az AD’ szakaszbdl.

6. Atrapéz hidnyz6 C csticsdt a BE egyenes, valamint a 2. Iépésben szerkesztett pArhuzamos

b)

AW N =

AN W

c) 1.

metszéspontjaként szerkeszthetjiik meg.

. Megszerkesztjilk az AD’ = 2 - k hosszisagu szakaszt.

. Parhuzamost szerkesztiink az AD’ szakasszal, att6l az adott magassdggal egyenlé tdvolsagra.
. Az AD’ szakasz A végpontjdban felmérjiik az AD és AB oldalak altal bezart szoget.

. A 3. 1épésben szerkesztett szogszar kimetszi az AD’ egyenessel parhuzamos egyenesbdl

a D pontot.

. Megszerkesztjilk a DD’ szakasz E felezGpontjat.
. Az E ponton &t olyan egyenest szerkesztiink, amely a BC és BA oldalak ismert szogét

zarja be a BA oldallal.

. A 6. Iépésben szerkesztett egyenes kimetszi az AD’ szakaszbdl a B csticsot, az AD™-vel

pérhuzamos egyenesbdl a C csucsot.

Megszerkesztjiik az AD’C haromszoget, melynek oldalai ismertek: AD’ a kozépvonal
kétszerese, masik két oldala az ABCD trapéz egy-egy atldja.

. A B csticsot a C kozéppontd, b sugard kor metszi ki az AD’ szakaszbdl.
. Megszerkesztjiik a BC szakasz E felezGpontjat.

A D csucsot a D’ pont E kozéppontra valo tiikkrozésével kapjuk.
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Az dbra, és igy a ,,belsé” hatszog is forgdsszimmetrikus az eredeti hatszog kozéppontja koriili
k-60°-0s (k € Z) forgatasokra nézve, ezért a kialakul6 ,,belsG” hatszog is szabdlyos.

a) Az dbra, és igy a kozépen kialakul6 négy-
sz0g is forgdsszimmetridt mutat a négyzet
kozéppontja koriili k-90°-os (k € Z) forga-
tasokra nézve, ami csak ugy lehetséges, hogy :
a ,,belsd” négyszog is négyzet. Mivel szakasz Y
és elforgatott képe egymadssal a forgatds K
sz0gét zarjak be, ezért példiaul DE merd- 7 o
leges CH-ra, tovabba CH merdleges GB-re, A F
amibdl az is kovetkezik, hogy DE és GB ‘4
parhuzamosak. Ekkor viszont a DLKG négy- X /
szogben DL és GK parhuzamosak, ezért .
a négyszog trapéz, amelyben az LK szar
merdleges az alapokra. Hasonl6an lathat6 be, -
hogy a CKJF, BJIE, AILH négyszogek is ;o
ugyanilyen tulajdonsaguak.

b) Forgassuk el a H pont koriil a DHL derékszdgl haromszoget 180°-kal; ekkor a H pont helyben
marad, D képe A, L képe L’ (1d. dbra). Megmutatjuk, hogy az L'LIA négyszog négyzet.

Ehhez elGszor is vegylik észre, hogy a HL szakasz parhuzamos az Al szakasszal, tovabba H
a DA oldal felez6pontja, ezért HL egyben az AID haromszog kozépvonala is, igy HL hossza
az Al hosszdnak fele. Az elmondottakbdl kovetkezik tovabbd, hogy L'L = Al, valamint
LA =LD = LI ezért az L'LIA négyszdg szemkozti oldalai egyenld hosszuiak, igy L'LIA para-
lelogramma. Mdsrészt a négyszog L' cstcsdndl 90°-0s szog van, igy természetesen téglalap is
egyben.

Végiil vegyiik észre, hogy az ABCD négyzet kdzéppontja koriili 90°-os forgatds a DL szakaszt
az Al szakaszba viszi at, ezért DL = Al, masrészt DL = A, amib6l LA = Al kovetkezik. Ez azt
mutatja, hogy az L'LIA téglalap két szomszédos oldala egyenld hosszisagu, ezért valoban négyzet.
Ha ehhez hasonléan az AEI, BFJ, CGK hiromszogeket is 180°-kal elforgatjuk a megfeleld
oldalfelezd pontok koriil, akkor ezzel az ABCD négyzetet 6t egybevago négyzetté daraboljuk at.
Ez viszont azt jelenti, hogy az IJKL és az ABCD négyzetek teriiletének ardnya 1 :5.

Thalész tételének megforditdsa alapjan az ABC

derékszogli haromszog C csicsa az AB atfogd
folé rajzolt koron taldlhatd, amibdl az kovet-
kezik, hogy az AOC haromszog egyenld szard
(OA = OC, mindkett§ a Thalész-kor sugara).
Az egyenl$ szdard haromszog alapjan ugyan-
akkora nagysdgu szogek taldlhatok, emiatt
CAO¥ = ACOL = a, ebbdl kovetkezGen az AOC
haromszog kiilsé szogére COB< =2 - o teljesiil.
Ha az ABC haromszdg AB 4tfogdjahoz tartozd
magassagat m jeloli, akkor AB =4 - m miatt
AO=CO=2-m.
Tiikrozziik a C pontot az AB egyenesre. A kapott
CC’0 hédromszdg minden oldala 2 -m hosszu-
sagu, ezért a hdromszog szabdlyos. A CO és a C’O oldalak a tiikrozés AB tengelyével ugyan-
akkora szoget zdrnak be, ezért 2 - o= 30° amibdl az ABC haromszog hegyesszogei mar konnyen
szamolhatok: 15° illetve 75°

g
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A hdromszog alapjahoz irt kor kozéppontja (Q) a hdromszog
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csucsabol induld belsd szogfelezdre, tovabbd a masik két kiilsd
szogének szogfelezdire is illeszkedik. Ha a Q pontnak az alap
egyenesére vonatkozd tiikorképe egybeesik a haromszog koré irt
kor O kozéppontjaval, akkor az AQ, BQ, AO, BO szakaszok
mindegyike a hdromszog koré irt kor sugardval egyenld hosszi-
sdgui, igy az AQBO négyszdg rombusz. A rombusz szdgeit
az atlok megfelezik, ezért OAB< = BAQ< = a. Mivel a Q pont
az ABC haromszog A csucsanal 1évé kiilsS szog felezjének egy
pontja, ezért a kiils6 szog nagysiga 2 - o, igy az ABC haromszog
alapon fekvd szogei 180° —2- o nagysdgiak. Egyszer( szog-
szdmolds mutatja, hogy a hdromszog szarszogére:

ACB¥=180°-2-(180°-2- ) =4-or— 180°.
Vegyiik észre ugyanakkor, hogy CAO< = 180°-3 - o, és mivel
az ACO haromszog is egyenld szard, ezért
ACO% = CAO¥=180°-3¢.
Ebbdl a haromszog szarszogét kiszdmolva azt kapjuk, hogy
ACB¥=2-(180°-3- ) =360°-6" 0.
Az ABC hidromszog szdrszogére kapott két eredmény 0sszehasonlitdsabol adodik:
4-a-180°=360°-6-¢,
o =54°

A haromszog szdgei ennek megfelelGen:
CABX = CBA<=72° és ACB<=36"

A két haromszog kozos része szabalyos hatszog. Ehhez elGbb G
megmutatjuk, hogy szogei megegyeznek, majd utdna hogy
oldalai is egyenldk. ; .

B) A
Mivel a tiikrozés sordn szakasz és képe parhuzamos egymassal,
ezért B’C’ és BC egyarant 60°-0s szoget zar be az ABC szaba- .

lyos hdromszdg AB oldaldval (I1d. 4bra). Ebbdl kovetkezSen
a keletkez6 EFGHIJ hatszog E cstcsndl 1év6 belsd szoge 120°-0s. \/B0°60 600/p
Hasonl6an beldthatd, hogy a hatszég minden szoge 120°-o0s.

m
al

Az EFGHIJ hatszdg nyilvanvaléan kozéppontosan szimmet-
rikus, kozéppontja az ABC haromszog koré irt kor O kozép-
pontja. A szimmetridbol kovetkezik, hogy szemkozti oldalai megegyeznek, azaz EJ = HG,
EF =1H, FG = 1J. Ugyanakkor a CC’ egyenes koz0s szimmetriatengelye a hatszognek, tovabba
az ABC és AB’C’ haromszogeknek. A tengelyes szimmetria kdvetkezményeként EJ = FG.
A BB’ egyenes is szimmetriatengely, igy EJ = HI. Eredményeinket Osszefoglalva megallapit-
hatjuk, hogy a hatszdg oldalai is megegyeznek. Ebbdl ad6ddan a hatszdg szabélyos.

%

Ha a hdromszdg magassdgai m, =5 cm, my, = 10 cm, m, = 15 cm, akkor a hdromszog teriiletét
haromféleképpen kiszdmolva azt kapjuk, hogy

a5 b-10 c-15 |
= = és
2 2

a=2-b=3-c.

2
1 1 5 . - . . p ‘ (o
Ekkor b+c= 5 a+ 3 a= r a<a, igy nem teljesiil a haromszog-egyenl6tlenség, ezért ilyen

haromszog nem létezik.
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a) Az ABCD négyzet O kozéppontja koriili 90°-os forgatds az

ABK haromszoget a BCL haromszdgbe, a BCL haromszoget . P ¥
a CDM hiromszogbe, a CDM haromszoget a DAN hdrom-

szogbe, mig a DAN haromszoget az ABK haromszogbe viszi 4t.

Ebbdl kovetkezik, hogy a KLMN négyszog forgdsszimmet- , . N

rikus az O pont koriili 90°-os forgatdsra nézve. Egyetlen 0
ilyen tulajdonsdgui négyszog van, a négyzet.

m
A 10 B
b) Jeldljiik x-szel a KLMN négyzet oldaldnak hosszat. Ekkor 5 p c
a négyzet 4tl6jara Wy
KM =x-2.
Ha a KM egyenes az ABCD négyzet AB és CD oldalét
a T és P pontokban metszi (Id. dbra), akkor a KT szakasz L v 10
az ABK szabdlyos haromszog magassaga, ezért
X
k=103 =54 "
o 2 Y
amibdl A T B

PK=10-KT=10-5-/3.
A PT szakasz ugyanolyan hosszud, mint az ABCD négyzet oldala, tovabba
PT=PK+KM+MT=2-PK +x-2.

Felhaszndlva, hogy az imént PK-t mdr kiszdmoltuk, valamint hogy az ABCD négyzet oldala
10 cm, azt kapjuk, hogy

2-(10-5-V3)+x-+2=10,

x-v2=10-/3-10,
_10-(V3-1)
TR

x=5-42-(V3-1)=5.18.
A KLMN négyzet oldala tehat koriilbeliil 5,18 cm hosszisagu.

A feladatok megolddséhoz hasznosak lehetnek
a kovetkezd észrevételek. Ha az ABC harom- A
sz0g A csucsat a C pont koriil elforgatjuk gy,
hogy a kapott A’ pont illeszkedjen a BC oldal
C-n tdli meghosszabbitdsdra, akkor a kapott c
BA’A haromszogben BA = a + b, tovabba az
AAC hiromszog egyenld szard, amelynek ebbdl
kifoly6lag C cstcsa illeszkedik az AA’ szakasz B a /C b .
felez6merdlegesére.

Vegylik még észre, hogy az AAC egyenl§ szart haromszogben a C cstcsndl 1€ kiilsd szog a nem
szomszédos belsd szogek dsszegével egyenld, amibdl kovetkezik, hogy

AACK = AACK = %

A megoldds minden esetben a BAA haromszog szerkeszthetGségén alapul.



a) A szerkesztés Iépései:

1. Az adott a + b hossziisdgi BA’ szakasztol
m, tdvolsdgra parhuzamost szerkesztiink.

2. A B cstcsban a BA® szakaszra atmésol-
juk az adott 3 szoget.

3. A kapott szogszar a BA-vel parhuzamos
egyenesbdl kimetszi a szerkesztendd
haromszog A csucsat.

4. Az AA szakasz felez6merGlegese kimetszi a BA' szakaszbol a hidnyz6 C cstcsot.

A kapott ABC haromszog a feladat feltételeinek megfelel. A feladatnak minden esetben egy

megolddsa van.

Ezzel egybevigd megoldast kapunk, ha a parhuzamost, valamint a 3 szoget a BA’ szakasz
masik partjan is megszerkesztjiik. A két haromszog a BA’ egyenesre vonatkozd tengelyes
tiikrozéssel vihetd at egymadsba.

b) A szerkesztés 1épései:

1. Az adott a + b hossziisdgi BA’ szakaszt6l m, tdvolsdgra parhuzamost szerkesztiink.

2. B kozépponttal, ¢ sugarral kort szerkesztiink.

3. Akor kimetszi a BA-vel parhuzamos egyenesbdl a hdromszdg A cstcsat.

4. Az AA szakasz felez6merGlegese kimetszi a BA' szakaszbdl a hidnyz6 C cstcsot.

A feladatnak 0, 1, 2 megolddsa lehet, attdl fiiggden, hogy a B kézéppontd kor milyen helyzetd
a BA-vel parhuzamos egyenessel.

Tovabbi megolddsok addédnak, ha a metszéspontokat a BA’ szakasz madsik oldalan is
megszerkesztjiik. Az igy ad6dé megolddsok a korabban megkapott megolddsok BA’ egyenesre
vonatkoz6 tiikorképei.

c) A szerkesztés 1€pései:
1. Az adott a + b hosszisdgi BA® szakaszt6l m, tdvolsdgra parhuzamost szerkesztiink.

2. Az A cstcsban a BA® szakasszal % nagysagu szoget bezaré félegyenest szerkesztiink.
3. A kapott félegyenes kimetszi a BA-vel parhuzamos egyenesbdl az A csticsot.

4. Ahdromszog hidnyz6 C cstcsat az AA szakasz felezGmerdlegese metszi ki a BA' szakaszbol.

A feladatnak minden esetben 1 megolddsa van.

A kapott megoldds BA’ egyenesre vonatkozé tiikorképét megkaphatjuk, ha a parhuzamost,
valamint a szoget a BA’ szakasz mdsik oldaldn is megszerkesztjiik.

d) A szerkesztés Iépései:
1. Az adott a + b hossziisagd BA’ szakasz B csdcsdhoz atmasoljuk a 3 nagysagu szoget.

2. Az A cstcsban a BA® szakasszal % nagysagu szoget bezard félegyenest szerkesztiink.
3. A két szerkesztett szogszar metszéspontjaként megkapjuk a haromszog A csucsat.
4. Ahdromszog hidnyz6 C csucsat az AA™ szakasz felezGmerdlegese metszi ki a BA’ szakaszbol.

A feladatnak 1 megolddsa van.
A megoldds BA® egyenesre vonatkozo tiikorképét megkaphatjuk, ha a szogszarakat a BA’ szakasz
masik oldaldn szerkesztjiik meg.



Jeloljiik a két telepiilést A-val és B-vel, tovabba legyen ASTB
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egy olyan 1t a két telepiilés kozott, amelynek ST darabja az auto-
palydra mer6leges (ld. dbra). Toljuk el az A pontot az ST =V
vektorral. Ha az eltolt pont A’, akkor az AA'TS négyszog parale-
logramma, ezért az ASTB torott vonal hossza megegyezik
az AA'TB torétt vonal hosszdval, igy a feltételek szerint ennek
hosszét kell a lehet6 legrovidebbnek valasztanunk. Mivel a szoban
forgd torott vonalban az AA’ szakasz az S pont helyzetétdl
fiiggetleniil mindig ugyanakkora, ezért elegend$ az ATB torott
vonal hosszat minimalizdlnunk, ahol a T pont az autépdlya B-hez
kozelebbi hatdrvonaldn véltozik. Tegyiik fel, hogy a hatdrvonalbdl az AB szakasz a Q pontot
metszi ki. Ekkor AQ + OB = AB < AT + TB a haromszog-egyenlStlenség miatt, ami mutatja, hogy
az AQB ,.torott vonal” hossza soha nem lehet nagyobb, mint az A'TB torott vonal hossza, akarhol is
vessziik fel a T pontot (Q és T persze kiilonbozbek). Utdbbi észrevételiink lehetdséget ad a szer-
kesztés elvégzésére.

B

1. Toljuk el az A pontot a ¥V vektorral, jeloljiik az eltolt pontot A-vel.

2. Jeloljiikk meg az AB szakasz és az aut6palya B-hez kozelebbi hatdrvonaldnak Q metszéspontjat.
3. Allitsunk merlegest a Q ponton 4t az autépalya hatarvonalaira.

4. Az iménti merGleges kimetszi az A-hoz kozelebbi autopdlya hatdrvonaldbdl a P pontot.

5. Az APQB torott vonal megfelel a feladat feltételeinek.

A megoldashoz toljuk el a p egyenest az AB -ral, majd a megfelel6 K pontot vagy pontokat
akapott p’ egyenes és a k kor metszéspontja(i)ként szerkeszthetjiik. A K pont(ok) ismeretében
a PK szakasz masik végpontja a K pont BA-ral t6rtén6 eltoldsdval szerkeszthetS. Tovabbi
megolddst vagy megolddsokat kaphatunk, ha a p egyenest nemcsak az AB, hanem a BA vektor

mentén is eltoljuk. Az igy kapott egyenest az dbrakon p” jeloli.
Eziittal a megoldasok szdmanak elemzése okozza a legtobb nehézséget.

Ha az eltolt egyenesek egyike sem metszi Ha az egyik eltolt egyenes érinti a k kort, a masik
a k kort, akkor a feladatnak nincsen megolddsa.  elkertili, akkor 1 megoldast kapunk.

Ha az egyik eltolt egyenes két pontban metszi Ha az egyik eltolt egyenes 2 pontban metszi,
a k kort, a masik elkertili, akkor két megoldast —a madsik érinti a k kort, akkor harom megoldas
kapunk. Szintén 2 megoldds adodik, ha mindkét — addédik.

eltolt egyenes érinti a k kort.

Végiil négy megoldast kapunk, ha mindkét eltolt egyenes 2 pontban metszi a kort.



a) Abeirt és kortilirt korok kdzéppontja csak a szabalyos harom-
szdgben esik egybe. Jeloljik az ABC hdromszog beirt és
koriilirt korének kozos kozéppontjat O-val, beirt korének
sugardt r-rel, koriilirt korének sugarat R-rel. Ha a beirt kor
a haromszog oldalait az dbra szerint a 7, P, Q pontokban
érinti, akkor az AOT, BOT, BOP, COP, COQ haromszogek
mind egybevagdak egymdssal, hiszen mindegyik derékszogd,
atfogo6juk hossza R, egyik befogéjuk hossza r. Ezek alapjan
az ABC héromszog oldalaira es6 befog6ik is megegyeznek;
ennek hosszdt az dbran x-szel jeloltiik. Lathatjuk, hogy
az ABC héaromszog minden oldala egyenld hosszisdgu, igy a haromszdg valdban szabalyos.

b) A sulypont és a magassagpont csak a szabalyos hdromszdgben
esik egybe. Ha ugyanis a hdromszog stlypontja és magassag-
pontja azonos, akkor a stilyvonalak egyben a megfeleld
oldalhoz tartoz6 magassdgvonalak is, amibdl kovetkezik,
hogy barmely magassdgvonal megfelezi a haromszog meg-
felel6 oldalat. Ha viszont az ABC haromszog CF magas-
sdgvonala megfelezi az AB oldalt, akkor az AFC és BFC So = Mo
derékszogli haromszogekben a befogék megegyeznek, igy
a két haromszog egybevidgd, amibdl azonnal addédik, hogy A £ F“ B
AC = BC, vagyis az ABC haromszog egyenl§ szard. Mivel
barmely magassdgvonalat kivdlasztva azt kapjuk, hogy a magassagvonalat kozrefogd oldalak
megegyeznek, ezért a haromszog valéban szabdlyos.

C

¢) Ha az ABC haromszogben a stlypont egybeesik a koriilirt kor
kozéppontjaval, akkor a haromszog szabdlyos. Ugyanis ha
S sulypont és a koriilirt kor kozéppontja is egyben, akkor
AS = BS, hiszen mindkett$ a koriilirt kor sugardval egyenld.
Az ABS haromszogben igy két oldal egyenld, tehdt a harom-
sz0g egyenld szard, amibdl SABS = SBAY = .

Az AS = BS egyenlGségnek egy tovdbbi kdvetkezményeként
az AF és BG silyvonalak is megegyeznek, hiszen a stlypont
a sulyvonalat 2: 1 ardnyban osztja, ezért mindkét szakasz
mdsfélszerese a koriilirt kor sugardnak. Ekkor a BFA és AGB
haromszogekben két-két oldal megegyezik (AF = BG és AB kozos oldal), tovabba az egyenld
oldalak altal bezart szog is egyenld, ezért a két haromszog egybevagd egymassal. Ez azt is
jelenti, hogy AG = BF, amib6l AC = BC kovetkezik, azaz az ABC hdromszdg egyenld szard.

Mivel haromszogiinkben barmely két stilyvonal egyenld hosszisagu, ezért ugyanez érvényes
az oldalakra is, amibdl tényleg kovetkezik, hogy a haromszog szabélyos.

IEYy Tegyiik fel, hogy az ABCD konvex négyszog tengelyesen szimmetrikus. Mivel a tengelyre vonat-
koz6 tiikrozés sordan a négyszog minden csticsa a négyszog valamely csiucsdba megy at, ezért két
eset lehetséges; a tengely a négyszognek 0 vagy 2 csticsét tartalmazza.

Ha a négyszog egyetlen csicsa sem illeszkedik a ¢ tengelyre,
akkor a # mindkét partjan a négyszog két-két csucsa helyezkedik el. c
Ekkor a 7 egyenesre vonatkoz tiikrozés az A cstcsota B, a D
csticsot a C pontba viszi dt. A tiikrozés tulajdonsdgai alapjdn
pont és képe kozti szakasz merGleges a tiikortengelyre, ezért
DC és AB egyardnt merdleges a t egyenesre, s igy egymassal
parhuzamosak. Az ABCD négyszog tehat szimmetrikus trapéz.
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Ha a r tengely a négyszog két csucsat, A-t és C-t tartalmazza,
akkor a tengely sziikségképpen szétvilasztja a négyszog masik két
csucsdt, B-t és D-t. A t egyenesre vonatkozoé tiikrozés sordn
az AB szakasz képe AD, a CB szakasz képe CD, ezért a tavolsag-
tartd tulajdonsdg alapjan AB = AD, tovabba CB = CD. Az ABCD
négyszogben AB + CD = AD + CB, azaz a szemkozti oldalak B
Osszege megegyezik. Mivel a feltételek alapjdn az ABCD négy-
szog konvex, ezért az érinténégyszogek tételének megfordi-
tasabol kovetkezik, hogy az ABCD négyszog érinténégyszog.

a) Az dbra jeloléseit haszndlva megmutatjuk,
hogy a P|P,PP, négyszogben PP, és PyP;
parhuzamosak és egyenld hossziak, igy
a négyszog valdban paralelogramma.

Az AP szakasznak az F; felezGpontra vonat-
kozé tikorképe P\B, igy AP és P;B par-
huzamos egymadssal, tovdbba hosszuk meg-
egyezik. Ehhez hasonléan a PC szakasznak
az F, felez6pontra vonatkozo tiikkorképe P,B,
igy PC és P,B parhuzamos egymadssal, és
ugyanolyan hossziak. Tekintsiik ezutdn az
APC és P,BP, hdromszogeket. Lattuk, hogy
a két haromszogben két-két oldal parhuzamos
egymdssal, amibdl kovetkezik, hogy APCE = P BP,< (egyéllast szogpar). Mivel a két hdrom-
szogben a két-két parhuzamos oldal hossza is egyenld, ezért a két hdromszog egybevdgo egy-
mdssal. Az egybevdgésag kovetkezményeként AC = PP, és e két oldal is pArhuzamos egymdssal.

Az el6z6hoz hasonl6 gondolatmenettel azt is beldthatjuk, hogy az APC és P,DP; haromszogek is
egybevagok, csak ezittal az Fy, illetve F3 pontokra vonatkozé kézéppontos tiikrézés tulajdon-
sagait kell felhaszndlni. Az egybevagdsdgbdl adodik, hogy AC = P,P;, tovdbbd a két szakasz
parhuzamos is egymadssal.

Eredményeinket 0sszefoglalva elmondhatjuk, hogy a PP, és P,P; szakaszok parhuzamosak
az ABCD négyszog AC étléjaval, tovabba PP, = P,P; = AC. Ezzel belattuk, hogy a P,P,PP,
négyszodg paralelogramma, amelynek két-két oldala az ABCD négyszog egy-egy atldjaval
egyenld, és azzal parhuzamos.

A hdromszog kdzépvonaldra vonatkozo isme-
retekkel a PP, és P,P; szakaszok pdrhuza-
mossdga, valamint egyenl§sége a kovetkezd
modszerrel igazolhat6. Az FiF, szakasz kozép-
vonal a P\P,P és az ACB haromszdgekben,
ezért PP, és AC is parhuzamos F|F5-vel,
amibdl adéddan a két szakasz persze egy-
mdssal is parhuzamos. Mivel a hdromszog
oldala kétszer olyan hosszd, mint a parhuza-
mos kozépvonala, ezért AC = PP, =2-FF,.
Hasonléan; FyF; kézépvonal az ACD és a
P,P;P hiaromszdgekben is, ezért PP = AC,
és a két szakasz parhuzamos is egymadssal.

Az eredményeket Osszefoglalva azt kapjuk, hogy PP = PP, tovdbb4 mindkett§ parhuzamos
AC-vel, ami bizonyitja, hogy a P,P,P3P; négyszog paralelogramma.



b) Lattuk, hogy a P pont helyzetétdl fiigget-

2,

leniil a P,P,P;P, paralelogramma két-két
szemkozti oldala parhuzamos €s egyenld
az ABCD négyszog atléival. Ebbdl adéddan
a P,P,P;P, paralelogramma teriilete fligget-
len a P ponttél. Erdemes ezért egy olyan P
pontot vélasztani, amelybdl kiindulva a kapott
P,P,P;P, paralelogramma teriilete konnyen
kifejezhet6 az ABCD négyszog teriiletével.
Ilyen pontnak tinik az 4tl6k metszéspontja
(Id. 4bra). Ebben az esetben a P P,P;P,
paralelogrammat az AC és BD &tlok négy
kisebb paralelogrammara bontjdk, melyek-
ben az ABCD négyszog oldalai egy-egy atlét alkotnak. Az 4tlé a paralelogramma teriiletét
megfelezi, ezért az dbrdn azonos moédon megjelolt teriiletrészek egyenlSk. Ebbdl kovetkezGen
a PP, PP, valamint az ABCD négyszogek teriiletardnya 2.

¢) Abizonyitds sordn sehol nem haszndltuk fel, hogy a P az ABCD négyszog belss pontja, ezért

kovetkeztetéseink kiilsd pontra is érvényesek.

WEH a) A hézagmentes, atfedés nélkiili parketta-

zashoz be kell ldtnunk, hogy példdul a C
csucsnal keletkez6 szogek Osszegben pon-
tosan 360°-ot tesznek ki. Ez azonban kénnyen

igazolhatd, hiszen a tiikr6zés szogtarto tulaj- 7y U
donsdga miatt, a keletkezs szogek megegyez- 'W’
nek az eredeti négyszog belsG szogeivel,

A (5

amelyeknek 0sszege valoban 360°. Az dbrédn

az eredeti négyszog szogeit, valamint a C

csucsndl kialakuld szogeket tiintettiik fel,

ugyanakkor az attekinthetdség érdekében

a pontok cimkéjét mdr nem jelenitettiik meg.

Szintén sziikséges, hogy a négyszogracsban szomszédos négyszogek érintkezd oldalai
ugyanakkorak legyenek. Ez is teljesiil, mivel az érintkezd négyszogoldalak minden esetben
egymads tiikorképei, és a tiikrozés a szakaszok hosszdt megtartja. Megjegyezziik, hogy
gondolatmenetiink konkdv négyszogre is érvényes, igy a sik azokkal is kiparkettdzhato.

A bizonyitdson tdl érdemes megvizsgdlni, hogy milyen transzformdcidval vihetdk egymdsba
a négyszogracs kiilonboz6 elemei! Példaul a kozos oldallal rendelkezS négyszogeket kdzép-
pontos tiikrozéssel, a csicesal érintkezdket eltolassal tudjuk egymasba vinni. Az abrardl leolvashato,
hogy két kozéppontos tiikrozés egymads utdni elvégzése egy eltoldssal helyettesithetd.

b) Ha egy négyszog kozépvonalat valamelyik g j j

végpontjara tiikrozziik, akkor a tiikorkép,
valamint a kiinduldsul vett kozépvonal ter-
mészetesen egy egyenesre illeszkednek.
Ha a k6zépvonalat a nem illeszked§ oldalak
felez&pontjara tiikrozziik, akkor a tiikorkép
és a kozépvonal a tiikrozés tulajdonsdgai
miatt pdirhuzamos egyenesekre illeszkednek.
Ebbdl kovetkezik, hogy a kézépvonalak
tartéegyenesei paralelogrammardcsot alkot-
nak (az dbran szaggatott vonallal jelolve).
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c) Akozépvonalakra illeszkedd egyenesek a par-

kettazasban szerepl minden négyszoget négy
részre vagnak szét. Az dbrdn nyomon kovet-
hetd, hogy az ABCD négyszog egyes részei
a tiikrozések sordn mely négyszogekbe men-
nek 4t; az azonos szdmmal jelolt négyszogek
egymdssal egybevdgdk. Ldthatjuk, hogy
az ABCD négyszog részeibdl valéban atfedés
nélkiil, hézagmentesen kirakhat6 a paralelog-
rammaracs paralelogrammdja (az dbran piros
szinnel jelolve).

a) Anégyzet O kdzéppontja koriili 90°-os (vagy

—90°-0s) forgatds az AD oldalegyenesta CD
oldalegyenesbe viszi at, ezért ha a P pontot
az O pont koriil 90°-kal (vagy —90°-kal) elfor-
gatjuk, akkor a keletkez§ P’ pont illeszkedik
a CD egyenesre. Ezek alapjdn a szerkesztés
1épései a kovetkezdk lehetnek:

1. Elforgatjuk a P pontot az O pont koriil
90°-kal, igy kapjuk a P’ pontot.
2. Megszerkesztjiik a QP egyenest.

3. A P ponton it merdlegest allitunk a QP’
egyenesre.
4. A merGleges és a QP’ egyenes metszés-
pontja a szerkesztendd négyzet D csicsa.
5. A D pontot az O pont koriil 90°-kal elfor-
gatva megkapjuk a négyzet C csucsat.
6. A C pontot az O pont koriil 90°-kal elfor-
gatva megkapjuk a négyzet B csucsat.
7. A B pontot az O pont koriil 90°-kal elfor-
gatva megkapjuk a négyzet A csicsat.
Haa P pontot az 1. 1épésben —90°-kal forgat-
juk, és a tobbi forgatds irdnyat is megvaltoz-
tatjuk, akkor egy djabb, a feltételeknek szintén
megfeleld négyzetet kapunk eredményiil
(als6 abra).

b) Mint az a) feladatban lattuk, dltaldban két megoldast kapunk. Ez al6l a kovetkezd esetek

jelentenek kivételt.

Haa P vagy a Q pont valamelyike egybeesik az O ponttal, akkor értelemszer(ien a feladatnak

nincs megoldésa.

A két ellentétes irdnyu forgatds ugyanahhoz a négyzethez vezet azokban az esetekben, ha
a P és a Q pontok egybeesnek, vagy ha a PQ szakasz felez6pontja az O pont. Az elébbi
esetben a P pont megegyezik a négyzet D cstcsdval. Az utdbbi esetben P=A és Q = C.
Ezekben az esetekben tehdt a feladatnak csak 1 megolddsa van.

A feladat hatdrozatlan, ha a 2. 1épésben megadott QP’ egyenes nem szerkeszthets. Ez akkor
kovetkezik be, ha az O pont koriili 90°-os vagy —90°-os forgatds a P pontota Q pontba viszi at.

Ezt az esetet a c) feladatban targyaljuk.



¢) Tegyiik fel, hogy az O pont koriili 90°-os forgatds a P pontot a Q pontba viszi at. Ekkor

a QP egyenes nem szerkeszthetd egyértelmien, hiszen P’= Q. Ha felvesziink a Q ponton 4t
egy tetszbleges egyenest (kivéve OQ-t), akkor a szerkesztés tovdbbi 1épései minden gond nélkiil
végrehajthatdak, és eredményiil egy, a feltételeknek megfelel§ négyzetet kapunk. Az elmon-
dottakbol kovetkezik, hogy a O ponton dtmend minden egyes egyeneshez (kivéve természe-
tesen az OQ egyenest) egy megoldds tartozik, azaz a feladat feltételeinek végtelen sok négyzet
tesz eleget.

d) A POD hédromszogben a P és Q pontok rogzitettek, tovabba P az AD, Q a CD oldalegyenes

egy-egy pontja, ezért PDQO< = 90°. Thalész tételének megforditdsa alapjan a D pont tehat
illeszkedik a PQ szakaszra mint atmérd folé emelt korre (Id. bal oldali dbra). E kor minden
O-t4] kiilonboz4d pontja egy alkalmas négyzet D csticsdval egyezik meg.

A négyzet tovabbi csticsai is egy-egy megfeleld Thalész-korre illeszkednek (1d. jobb oldali dbra).
Ezeket a koroket dgy kapjuk, hogy a PQ szakasz folé irt kort az O pont koriil 90°-kal, 180°-kal,
illetve 270°kal elforgatjuk. Megjegyezziik, hogy példdul a B ponta P és Q pontok O kozép-
pontra vonatkoz6 tiikorképei folé emelt korre illeszkedik. A Thalész-korok kozos O metszés-
pontja egyetlen négyzetnek sem lehet csicspontja.

Jeloljiik a két tereptdrgyat A-val, illetve B-vel,

a falut P-vel. A feladat szerint a P ponton at
olyan, az A és B pontokat szétvélasztd e egye-
nest kell szerkeszteniink, amelynek az A és B
pontoktdl mért tdvolsdgdsszege éppen az adott
d hosszisdggal egyenld (az dbrdn d| + d, = d).
Vegyiik észre, hogy ha az e egyenest onmagaval
parhuzamosan eltoljuk ugy, hogy az eltolt ¢’ kép
atmenjen az A ponton, akkor a B pont ¢’ egye-
nest6l mért tdvolsaga éppen d, igy lehetGségiink
nyilik e’ egyenes szerkesztésére; az ¢’ egyenes
ugyanis érinti a B kozéppontd d sugard kort.
Az ¢’ egyenes ismeretében az e egyenes szer-
kesztése mar nem okoz nehézséget, csak annyi
dolgunk marad, hogy parhuzamost hizzunk
a P ponton it az ¢’ egyenessel.

Az Ut megépithetdségének vizsgdlata joval nehezebb feladat, mint a tervezése. Ha az A pont
a B kozépponti d sugard kornek belsd pontja, akkor természetesen sem az e’ egyenes, sem pedig

P

a feltételeknek megfelel$ it nem szerkeszthetd.



GEOMETRIAI

Ha az A pont a kornek kiils§ pontja, akkor
az A ponton keresztiil két érint§ is szerkeszt-
het§ a korhoz. A két érint6 mindegyikébdl
elvileg egy-egy megfeleld utat is kapunk, ame-
lyekbdl azonban nem feltétleniil mindegyik, sGt
esetleg egyik sem tesz eleget a feladat feltéte-
leinek.

Ha ugyanis példaul az ¢’ érintd§ szétvdlasztja
a B és P pontokat (az dbra egy ilyen esetet
mutat), akkor a megfelel§ e egyenesnek éppen
a B és az A pontoktdl mért tavolsagkiilonbsége
lesz egyenl$ d-vel (d, —d; = d).

Hasonl6 helyzet dll el6 akkor is, haa B ponton
keresztiil ¢-vel parhuzamosan huzott egyenes

TRANSZFORMACIOK =

véalasztja szét az A és P pontokat, csak akkor az A és B pontoktdl mért tdvolsdgok kiilonbsége

egyenld d-vel, azaz d| —d, =d.

Fenti észrevételeink alapjan a lehetséges megoldasok:

Az 4bran azt a tartomdnyt jeloltiik meg, amely-
bdl kikeriils P pontokra mindkét it megfelel
a feladat feltételeinek.

Az abrdn megjelolt pontok esetén egyetlen
megoldast sem kapunk.

Az &bran megjelolt tartomany pontjaira a feladat-
nak egy megolddsa van.

Az A pontilleszkedik a B kdzéppontd d sugart
korre. Ekkor az A ponton at egyetlen érint§
szerkeszthet6 a korhoz. Ha a P pont az dbran
megjelolt sdvba esik, akkor a feladatnak egy
megolddsa van, mds esetben a feladatnak nincs
megoldasa.



Afoly6t ffel, akét turistacsalogato ldtvanyossdgot A-val és B-vel
jeloltiik az dbran. Feladatunk az f egyenesen olyan P és Q d , [
pontok szerkesztése, amelyre az APQB torott vonal hossza

a lehetd legkisebb, tovdbba PQ = d, az elbre adott tavolsag. B

Toljuk el az A pontot az f egyenessel parhuzamosan a B pont
»~irdnydba” d hosszusiagu vektorral (1d. dbra). Ha a kapott
pontot A’ jeloli, akkor az APQA’ paralelogrammdban AP = A'Q,
AA = PQ. Ekkor az APQB torott vonal hosszdra teljesiil, hogy:
AP+ PQ+(QOB=AQ+AA+(QB=d+ AQ + OB,
amelyben a d hosszisagu rész a P és Q pontok helyzetétdl fiiggetlentil szerepel, ezért elegendd
az AQB torott vonal hosszat minimalizélni. Ezzel a feladatot visszavezettiik a kovetkezd, jol ismert
problémara: adottak az f egyenes ugyanazon partjan az A’ és a B pontok. Szerkessziik meg
az f egyenesen azt a Q pontot, amelyre az AQ és a OB szakaszok hosszdnak 0sszege a lehetd
legkisebb.

Az atfogalmazott problémat az 1589. feladatban mar megoldottuk. A megoldédshoz tiikrozziik
a B pontot az f egyenesre, majd a kapott B’ pontot kossiik 0ssze A” ponttal. Az AB’ szakasz
az f egyenesbdl kimetszi a keresett O pontot. Visszatérve az eredeti feladathoz, a Q pont
ismeretében a P pont mér kdnnyen szerkeszthetd; nincs mds dolgunk, csak a Q pontot el kell
tolnunk az A’A-ral.

P Q f
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9.7. STATISZTIKA

Az adatok abrazolasa — megoldasok

Az oszlopdiagram kinézhet péld4ul tgy, mint a bal oldali dbra.

Napi futésteljesitmény Almafajtak
S 110 g
& 8 14
£ 100 E
= 9 s 1,2
g 8 £
g s 1,0
g n =
60 E 08
50
40 U3
30 04
20
2
10 L
0 0
hétfo kedd szerda csiitortok péntek starking jonatan idared

Osszes: 3 mézsa, jonatan: 0,5 mazsa, idared: 1,5 mazsa. A diagram a jobb oldalon lathaté.

Egykék szdma: 8, egy tanuldra 12° kozépponti szog jut. Készitsiink tdbldzatot:

Gyermekek szama Tanulo Kozépponti szog Gyermekek széma az osztalyban tanulok csalédjaiban

i 8 12°.8 = 96° 4 gyermek (10%)
1 gyermek (26,7%)
2 12 12°.12 = 144°
3 gyermek (23,3%)
3 7 12°.7 = 84°
4 3 12°-3 = 36°
tisszesen 30 360° 2 ayermek (40%)
Egy szédzalékra 3,6° kdzépponti szog jut.
Kategoria busz teherauto furgon személyauto dsszesen

Kozépponti szig 60° - 0° = 60° 150° - 60° = 90° 230°-150°= 80°  360°-230°= 130° 360°
Szézalékban 60°:3,6°=16,67% 90°:3,6° = 25% 80°:3,6°=22,22% 130°:3,6°= 36,11% 100%

Minden jarmtre 5° kozépponti szog jut.

Kategoria busz teherauto furgon személyauto osszesen
Kozépponti szog 100° 40° 90° 130° 360°
Darabszam 20 40°:5°= 8 90°:5°= 18 130°: 5° = 26 72

A keresked6 megszakitott értéktengellyel prébalta eltitkolni a csokkenés mértékét.

Megjegyzés: Azzal leginkabb a pszicholdgia foglalkozik, hogy elsd ranézésre miért nem tiinik fel
a harom pont.
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A part: nem javult nagymértékben a biincselekmények felderitése. B part: nagymértékben nétt
a hatékonysag.

Megjegyzés: Mindkét diagram santit, hiszen nem a felderitett blincselekmények szdma az érdekes,
hanem azoknak az Osszes blincselekményhez viszonyitott ardnya. (Nagyon nem mindegy, hogy

5%-os a felderités ardnya vagy 95%-os!)

a) Kezdjiik a tablazattal.

Szazalékos hatdrok (a fels§ hatdr mar jobb
jegyet ér):

Erdemjegy 1 2 3 4 5
1 1 2 3 8

0-26%: elégtelen, 26—42%: elégséges, 42—62%: kdzepes, 62—82%: jo, 82%-tdl: jeles.

b) Mivel 15 tanulénk van, az egy tanuldra jutd

kozépponti szog:
360°

Az elsd két kategdridra jutd kdzépponti szog
igy 24° akozepesre 48° ajora 72° ajelesre
pedig 192° A diagram az dbrdn l4thatd.

a) A gyakoriségi tabldzat adatait az oszlopdiag-

15

ramrdl olvashatjuk le:

b) Az egy tanulora jut6 kozépponti szog:

360°

30

Igy a jeles tanuldkra 48° a jokra 84° a koze-
pesekre 156° az elégségesekre 60° az elég-

telenekre 12° jut.

W) a) Anettnek ment az sms-ek

Klarinak pedig a 35%-a. Hugi ugyanannyi
sms-t kapott, mint Anett, igy Angéldnak
marad az lizenetek 25%-a.

b) Ha Zsani 7 sms-t kiildott Klarinak, akkor

72°
360°

egy lizenetre

kozépponti szog jut. Ugyanigy Anett és Hugi
5 darabot.

126°

190

-100% = 20%-a,

=18°-0s

=24°,

=12°

Dolgozat eredményei

elégtelen (6,67%)
elégséges (6,67%)

kozepes (13,33%)
jeles (53,33%)

o (20%)

Erdemjegy 1 2 3 4 5
Gyakorisag 1 5 13 7 4
Erdemjegyek
el elégtelen
elégséges
kozepes

Zsanett iizenetei

Uizenetek szama

Anett Kléri Angéla Hugi

o = N W A~ O & N ©

egyarant 4-4 iizenetet kapott, Angéla pedig



a) A keresett vonaldiagram: b) Az egyes szdgek rendre 90° 135° 45° 90°.

Munkaidd Baratra szant id6

csiitortok hetfo

napi 6raszam

O 4 N W A OO N

45°
szerda 135°

Hetto Kedd Szerda Csiltortok i

c) Ossze kell adnunk az egyes napok oszlopait,

PR > B ’ Hét napjai hétid ~ kedd szerda  csit.
hozzdadni az értékhez még nyolcat, és kivonni
a kapott szamot 24-bdl. Maradé id6 (6ra) 5 3 8 5

Wid) @) ElsS 1épésben hatdrozzuk meg, milyen Osszefiiggések vannak a kiilonb6z8 oszlopok kozott.

Ehhez jeloljiik a lakénépességet A, a teriiletet B, a népstr(iséget C, a telepiilések szamat D, a
100 km?2-re juté telepiilések szamat E-vel.

A lakossag szamat 1000-A adja meg. A népstiriséghez a lakossdg szamat (f6) kell osztani a terii-

lettel (km?). A 100 km?2-re juté telepiilésszam mértékegysége tflep—ules Igy a megfelels

képletek: 1000+ A b 00 km?
C= = 6 E=—
B B
100
A téblazat elsé sora teljes, igy ott le is ellendrizhetjiik a képleteket.
2897300 =418,9=419 és 188 =2,718=2,7.
6916 69,16

Nincs mds dolgunk, mint behelyettesiteni a kitaldlt 6sszefiiggésekbe.
Az elsé ot kérdezett adat soronként lefelé haladva, figyelve a kért kerekitésekre:

_ 1104800 655

=99,3~99; E=—° _578-538;
11116 11328
p=200100 1 110.1=14119; D=4.5-134.33 = 604.4 = 604
A=8317729 _ 1506 96 ~1507.
1000

A dél-alfoldi régié sordban azzal szembesiiliink, hogy egyszerre hdrom adat is hidnyzik
(A, B, D) és csak kett6 ismert (C, E). Ezekbdl nem tudjuk megéllapitani az ismeretleneket.
Ha a sor nem segit, keressiink olyan oszlopot, amelyben mar elég informdaci6 4ll rendelkezé-
siinkre! Ilyen oszlop az els6:

A =10045,4 —(2897,3 + 1104,8 + 997,9 + 960,1 +1236,7 + 1507,0) = 1341,6.

gy A és C-bSl mar a teriiletet és a telepiilések szamat is kiszamithatjuk a Dél-Alfold sordban:

p=1341600 _ 16278 08~18378: D=1.4-183,78=257.2 = 257.
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Az utolsé sor hianyz6 B és D adatait egyszer(i 0sszegzéssel kapjuk meg:
B=6916+ 11116 + 11328 + 14119 + 13433 + 17729 + 18378 = 93019;
D =188 + 401 + 655 + 655 + 604 + 389 + 257 = 3149.
A C és E oszlopot pedig a képletekbdl kapjuk:

_ 10045400 ~107.9~108; E = 3149
93019 930,19
Megjegyzések: A képleteket az elsd sor megadott adataibdl is kikovetkeztethetjiik. Az eredeti,
interneten is elérhetd statisztika adatai nem pontosan illeszkednek a kiszamditott értékekhez.
Ez betudhat6 a kerekitési hibaknak.

b) A térképrdl az 1000 lakosra juté véllalkozdsok szamaét olvashatjuk le. Az el6z6 feladatban éppen
a lakossdg szdma (1000 f6) szerepelt az elsG oszlopban, igy egyszerd szorzassal megallapit-
hatjuk a véllalkozdsok szdm4t. Példdul Nyugat-Dundntilon:

119-997,9 = 118750,1 = 118 750.
Foglaljuk ezt, illetve a diagramrol leolvasott szdzalékokat tdblazatba.

=3,38=3,4.

Régio Vallalkozasok szama Ebbél egyéni vallalkozok Ebbdl tarsas vallalkozok
Nyugat-Dunantdl 118750 78375 (66%) 40375 (34%)
Kozép-Dunantdl 121528 77778 (64%) 43750 (36%)
Dél-Dunantdl 108491 72689 (67%) 35802 (33%)
Kozép-Magyarorszag 495438 217993 (44%) 277445 (56%)
Eszak-Magyarorszag 102 646 65693 (64%) 36953 (36%)
Eszak-Alfold 135630 88160 (65%) 47470 (35%)
Dél-Alfold 150259 105181 (70%) 45078 (30%)
Orszag dsszesen 1232742 705869 (57%) 526 873 (43%)

Mivel a szdzalékok a tarsas vallalkozdsok szamat mutatjék, elGszor 6ket szamitjuk ki, majd kivo-
nassal megkapjuk az egyéni vallalkozdsok szdmat. Az oszlopok 6sszegzése adja az utolso sort.

Megjegyzés: A szazalékok minél pontosabb leolvasdsahoz érdemes egy vonalzét illeszteni az osz-
lopok mellé.

Egyéni vallalkozasok régiok szerint Tarsas vallalkozasok régiok szerint
225000 Nyugat-
Dél-Alfold Dunantdl

200000 Kozép-

175000 Eszak-Alfold 8,6% Dundntdl

) 9,0% 8,3% )
150000 Eszak- ge", "
125000 Magyarorszag 6,8% \ Dunantd

véllalkozésok széma

100000
75000
50000
25000
Ny-D. KD. DOD. KMo. EMo. E-A DA Kozep-Magyarorszag

c) Az oszlopdiagramban (bal oldali 4brdn) a vallalkozdsok darabszdmdt szerepeltetjiik az el6z6
tablazatbol.
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d) A kordiagramhoz (jobb oldali abran) el6szor is ki kell szamolnunk az egyes régidkban levs
tarsas vallalkozadsok szdzalékos ardnyat az 6sszes tarsas véllalkozdshoz mérve. Az dsszes tarsas
vallalkozasok szama 526 873.

fgy példdul a Nyugat-Dundntilon mikddik az 6sszes ilyen vallalkozas
40375
526873
Nyugat-Dundntil kordiagramhoz sziikséges kozépponti szoge:
40375
526873

=0,0766 = 0,077, azaz 7,7%-a.

-360° = 27,6°.

Hasonldan a tobbi érték:
Régio Ny-D K-D D-D K-M E-M E-A D-A
Tarsas vallalkozas = 7,7%; 27,6° 8,3%;29,9° 6,8%; 24,5° 52,6%;189,6° 7,0%; 25,2° 9,0%; 32,4° 8,6%; 30,8°

Megjegyzés: A megadott diagramrdl leolvasott értékek miatti kis eltérés nem rohatd fel hibanak.

Az adatok jellemzése — megoldasok

A hémérsékletek dtlaga: 17,14 °C.
A hibdk atlaga: 0,4. A hibdk terjedelme: 5.
Nem.

a) Nem, mert 303,15 =94,5 nem egész.
b) 20 vagy 40.

a) Nem véltozik.
b) 1-gyel csokken.
c) 1-gyel novekszik.

300 kg

Az egyszerre utazok szdmdnak medidnja: 2.

v 2

Az épitdjaték-darabkak hosszisdgainak medidnja: 4,5.
A tar6s taskdk darabszamanak moédusza: 6, terjedelme: 4.

a) Oszlopdiagram vagy hisztogram.

sz

b) A 180°-ndl 1év{ kategoriaelem vagy ha éppen hatdr, akkor a két oldalon 4116 elemek szdmtani
kozepe.

a) A bedobott érmék medidnja: 10. Médusz;: 5, médusz,: 10.

b) Az illetének legaldbb 4 darab, legfeljebb 8 darab 50-es érmét szabad a jegykiadd automatdba
dobnia.

a) A modusz a 10 eurds.

b) Ha 30 db 10 eurds és 30 db 20 eurds cimletet kivett és helyettiik 6 db 50 eurds és 6 db 100 eurds
cimletet tett a kasszaba, akkor az 5 eurdsbol lesz a legtobb.
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Jeloljiik J-vel az utolsé jegyet. gy a szoveg szerint:

M > 3,6, ahonnan J > 3.
Igy Katinak csak a 4-es vagy 5-6s jegy a megfeleld.
Megjegyzés: Mivel nagyon kevés a lehet8ség, egyszer( probalkozdssal is hamar célt érhetiink.
Osszesen 5 darab értéket kell megadnunk, amelyeknek medidnja 0 és médusza —1. EbbSl adédéan
arangsorban a kozépsd elemnek 0-nak, eltte viszont méduszként két —1-nek kell lenni. A medidn
utdni két elemet nem tudjuk meghatdrozni, csak annyi informécionk van, hogy pozitiv egész
értékek és kiilonbozdek. Illetve ismerjiik az atlagukat:
-1+-D)+0+x+y
5
A feltételek szerint ilyen érték csak az 1 °C és 2 °C. Tehdt a heti hdmérsékletek rangsorban:
-1°C, -1°C, 0°C, 1°C, 2°C.
Kezdjiik el felirni a rangsort. Tudjuk, hogy a legkisebb érték 2 °C, a legnagyobb 5 °C, a medidn
pedig 3 °C, igy a rangsor:

=0,2, ahonnan x+y=3.

2°C, X°C, 3°C, Y°C, 5°.

Mivel nem kell a w atlagot kerekiteni, X + Y-nak 5 tobbszorosének kell lennie.

Réadasul a rangsorba is illeszkedniiik kell, ezt pedig csak X =2°C és ¥ =3 °C teszi lehetdvé.
Osszegezve: az atlag 3 °C, a mdéduszok pedig 2 °C és 3 °C.

a) Az utolsé fajtabol
110-(20+40+35)=15
darab van a készletben. A tablazat:

Epitdelem Ix1  1x2 1x4 2x3  dsszesen

Darab 20 40 35 15 110

b) A mdbdusz és a median is az 1x2-es épitdelem (a rangsort példdul az elemen levd biitykok szama
alapjan 4llithatjuk fel).

0

Wil a) Készitsiink egy tdbldzatot az adatokrol. LEGO-elemek

Epitdelem  1x6 1x8 2x4 2x8 bsszesen 50
g 40
Darab 50 25 40 20 135 S 35
E 30
. . = 2
Az oszlopdiagram: g 2
€ 15
10
5

x4

1x6 1x8 2 2x8

b) Abiitykok atlagat kell szdmolnunk:
50-6+25-8+40-8+20-16
135
Mivel egészre kell kerekiteniink, a megoldas 8.

=8,44.

a) A pontszamok atlaga:
3-38+1:-33+4-26+3-20+5-184+2-15+2-7
20

=22,25.
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b) A szazalékok pontszamra forditva:

40-03=12; 40-0,45=18; -
40-0,6 =24; 40-0,8=32. i 2 2 8 4 4

Figyelembe véve, hogy a fels§ hatdr mér jobb jegyet ér, a tdbldzat kitolthets.

Erdemjegy 1 2 3 4 5

Innen a jegyek médusza kozepes, medidnja pedig a 10. és 11. elem atlaga:
3+3
2

e a) A feladat csak a tdblazatban jelzetteket kér-
dezi, azaz nem kell hozzészémolqpnk ma-
gukat a megkérdezett tanuldkat. Osszesen

o 2

18 f6rél van sz6, igy az egy fore jutd kozép-
ponti szog: 360°

18
Az egyes kategoridkra juté szogek:
0-3:20°% 4-7:80°% 8-11:120°
12-15: 60° 16-19: 80°.
b) Mivel nem ismert, hogy egy-egy kategdridn beliil mi az életkorok megoszldsa, a legkisebbet
akkor hibazzuk, ha a kategdriahatdrok szdmtani kozepével szamolunk:

1-1,5+4-5546-9,5+3-13,5+4-17,5
18

3.

Testvérek életkorainak megoszlasa
0-3
16-19
4-7

=20°.

12-15

8-11

=10,61.
A testvérek atlagéletkora 10,6 év.

Az egyik iskoldnak legyen N, a mdsiknak N + 40 végzGs tanuldja. Mivel az Osszesitett dtlag
(360) kozelebb esik a 340-hez, ennek az iskoldnak nagyobb sullyal kell az dtlagban szerepelnie,
itt van tobb didk (N + 40). A két iskoldban szerzett pontok szdma 340 - (N + 40), illetve 420 - N.
Az atlagbdl egy egyenletet irhatunk fel:
340 -(N +40)+420-N

2-N+40

innen dtrendezések utan N = 20. Azaz a 420 pontos atlagot produkalo intézményben 20 {6 érettsé-
gizett, a 340 pontot produkdléban pedig 60.

=360,

£

Megjegyzés: Hanem jut esziinkbe a feladat elején leirt ,,okoskodds”, az sem baj. Alljunk neki megvizs-
gélni a forditott esetet! Ekkor az egyenletbsl N-re negativ érték adddik, igy ezt az esetet kizarhatjuk.
a) Ha csak ennyit tudunk, akkor az atlag
6-5+n-4+9-3+4-2+3-1<
22+n
Innen akdr prébdlgatdssal, akdr az aldbbi szamitdsokkal:
73,04 +3,32n=332-22+n)<6-5+n-4+9-3+4-2+3-1<

<3,39-(22 + n) =74,58 + 3,39n.
Mar kiilon kezelve a két oldalt:

73,04 +3,32n <68 +4n és 68 +4n < 74,58 +3,39n.

5,04<0,68n és 0,61n<6,58 = 74<n<10,8.

Ennyi informécio tehat nem elég, n lehet 8, 9 vagy 10. Az osztély létszama pedig lehet 30, 31
vagy 32 6.

3,32< 3,39.

Rendezve:
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b) Legalabb kozepest irt 15 + n £6. Atlaguk
6-5+n-4+9-3

15+n

Innen

<3,87.

0,13n < 1,05, vagyis n<8,07.
Ez mar elég a pontos érték meghatdrozasidhoz, n = 8. Az osztély pedig 30 {6s.

a) 93000 km?-0,12 = 11 160 km?2.

b) 93000 km?-0,2 = 18600 km? a jelenlegi
erdGteriilet. 1950 és 2010 kozott 6 darab tiz-
éves periddus van. A kozben lett erdGterii-
letet kell osztanunk 6-tal:

18600 — 11160 — 1240,

A tizévenkénti 4tlagos novekedés 1240 km?.
¢) A vonaldiagramon 6sszesen 7 értéket kell
jelolniink (az elsd periddus elejét és az utolsod
végét is).
e a) Ha csak az A és C termék mindsiil veze-
tének, akkor kettejiik 4tlaga:

3800 +4200 _ 4000,

A megadott dtlag azonban 3900, amibdl
az kovetkezik, hogy a D terméknek is vezets
terméknek kell lennie. Az 4tlagbdl mar meg
tudjuk mondani D darabszdmat is:

3800 + 4200+ D

=3900,

ahonnan D = 3700.
b) A helyes oszlopdiagram az abran lathato.

erdéteriilet négyzetkilométerben

ezer darab termék

Az erdéterilet novekedése

20000
18 000
16 000
14000
12000

10000
8000
6000
4000
2000

o

0

o mie 9
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Termékeladésok

B c D E

A

a) Héarombetls kédokat az A, B, C jegyekbdl 3 -3 -3 = 27-féleképpen készithetiink.

b) Ha 27-en jarnak az osztilyba, akkor egy fére
360 -1 310
27 3
kozépponti szog jut. fgy a tdblazatunk:

A kitoltott tabldzat alapjan konnyen készit-
hetiink oszlopdiagramot.

¢) Akordiagramon sorban jonnek egymas utdn
a jegyek (rangsor), igy a medidnt az egyenes-
sz0gnél taldljuk (j6), a médusz pedig a leg-
nagyobb teriiletd rész (jeles).

Szog
Fd

16

OC—-MNWh OO ®O©

Erdemjegy 1 2 3 4 5 (psszesen

40° 40° 80° 80° 120°  360°
3 3 6 6 9 27

Erdemjegyek alakulasa

1 2 3 4 5



a) Jeloljik a megtériilési ratat M-mel, a dolgozok szdma legyen D, a gyértott termékek ezres
darabszama T. A szovegbdl tudjuk, hogy M = % Legyen mondjuk a babagyart6 részleg rataja

M, =2,5, aruhagyart6é M = 2. Ismerve a képletet és azt, hogy mindkét részlegben T = 40,

meg tudjuk adni a dolgozok szdmdét is: Dy = 40 =16 és D, = % =20.

;;;;;

egyetlen dolgoz6 fél év alatt. A legegyszeriibben ugy kapjuk meg az egész gyarra vonatkozd
értéket, ha vessziik az Osszes legyartott terméket €s elosztjuk az dsszes dolgozok szdmadval.

Ez pedig két tizedesre kerekitve M = % =2,22.

Megjegyzés: Szamoljunk utdna, hogy ez nem a két rita szdmtani 4tlaga. Annak értéke ugyanis

2,5+2 =2,25. Ha mindenképpen atlagolni akarunk, tn. harmonikus atlagot kell szdmolnunk:
2
=2,22.
L1 ’
2,5 2

¢) Erdemes a szamolast a harmadik sorral kezdeni, onnan tudjuk, hogy egy csupasz baba ara 1500 Ft.
Az iires babaruha ennek masfélszerese, azaz 2 250 Ft. Mivel babdik felét oltoztették csak sajat
ruhdba, az iires babdk és ruhdik eladdsabol 20000 - 1500 + 20000 - 2250 = 75 millié Ft bevé-
telhez jutott a cég. A feloltoztetett babdk viszont a babatest és a ruha egyiittes drandl annak
70%-val tobbért keltek el, vagyis (1500 + 2250)-1,7 = 6375 Ft-ért. Ebbdl is tudtak gyartani
20000 darabot, 127 500 000 Ft-os bevételt értek el igy. A cég Osszes bevétele a kettd Osszege,
202,5 milli6 Ft.

el a) A viéltozas mértékének kiszamitasanal az adott év termelését az el6z6hoz viszonyitjuk: egysze-
rtien elosztjuk vele, és az eredményt kifejezziik szazalékban. Ezek az ardnyok az évek sordn rendre

So1s =166 2=08.

2 3 5

Szézalékban megfogalmazva mondhatjuk ezt: a termelés az el§z6 évinek 150%-a, 166,67 %-a
és 80%-a. Vagy mondhatjuk igy is: az éves termelés el6szor 50%-kal, majd 66,67%-kal nove-

kedett, végiil 20%-kal csokkent.

b) A valtozas atlagos mértéke az az egyetlen érték, amivel ha mindhdrom évben novekszik (vagy
csokken) a termelés, akkor ugyanott tart, mint a valésagban. Tudjuk, hogy a termelés 20 000 darab
volt 2000-ben. Vagyis olyan szdmot keresiink, amire igaz:

20000+ 1,50 1,6667 0,8 =20000-¢- ¢ q.

20000-rel lehet egyszerdsiteni: 53
= q‘ .
Innen — akdr probélgatassal is — kapjuk:
q=1,26.

Vagyis az dtlagos évenkénti novekedés 26%, illetve az el6z8 évinek mindig 126%-a.

Megjegyzés: Bz az dtlag sem szdmtani dtlag, hiszen az 1,322 lett volna. Un. mértani vagy geo-
metriai dtlagot szdmoltunk, harmadik gyokot vontunk harom szam szorzatabol:

31,5-1,6666-0,8 =1,26.

c) Ha ebben a mértékben novekszik a termelés, akkor 2004-ben a 2003. évi darabszam 1,26-
szorosat fogjak termelni. Szam szerint 40000 - 1,26 = 50400 darabot.
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MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

Jelolje az A kategoéridba esd ligyfelek szamdt x, a B-be esdkét y, a C-be tartozokat pedig z

(ne feledjiik, hogy pozitiv egész megolddsokat keresiink). Ekkor a szoveg szerint felirhatunk egy
harom egyenletbdl dll6 egyenletrendszert:
X+z=y+25

2-(y—-x)=z2
10x + 25y + 30z ~20
X+y+z

Ha az els6 egyenlet kétszereséhez hozzdadjuk a masodikat, akkor x és y kiesik, csak z ismeretlen
marad. Innen z = 50. Ezt behelyettesitve mondjuk a masodik €s a harmadik egyenletekbe, méar csak
kétismeretlenes rendszeriink van:

y—x=25
10x+25y+1500=20 .
x+y+50

Az elsé sorbdl kifejezve y-t és behelyettesitve a masodikba, ott egy egyismeretlenes egyenletet

kapunk. Atrendezve
35x + 2125 =40x + 1500

x=125 és y=150.

A kérdésre a vdlasz tehat 125 + 150 + 50 = 325 {6t kérdezett meg a kozvélemény-kutatd cég
a mobilszolgéltaté megbizasabol.

alaku, ahonnan

Bér a megadott fiiggvény diszkrét pontokbdl all, azért fel kell ismerniink a képletében a forditott
4llasud parabolat: f(x) = —(x — 2)2 + 14. Akdr fiiggvénytranszformaciés 1épésekkel, akar egyszert
behelyettesitéssel felrajzolhatjuk a fiiggvényt. Az dbra tulajdonképpen egy oszlopdiagram (ha
a pontokbdl merdlegeseket bocsdtandnk az x tengelyre). A fiiggvény értékei adjdk az iigyfelek
szamdt, igy a rajzrol leolvashatjuk a megolddsokat.

Napi vendégek megoszlasa

12 Péntek
10 Hétfo

Csiitortok

Kedd

8 6 -4 -2 2 4 6 8 X Szerda

a) Afliggvény x =2 helyen veszi fel maximumadt, igy a kérdezett nap a kedd.

b) Az egyes napokon rendre 13, 14, 13, 10 és 5 vendég érkezik, dsszesen 55 {6. Az egy f6hoz
tartozé kozépponti szog: 360°

55

igy az egyes napokon érkezGkhoz kb. 85,1° 91,6° 85,1% 65,4° és 32,8° szog tartozik (a kor-
diagram a jobb oldali d4brdn lathato).

=6,54°,

¢) A napi atlag egyszer( szamtani atlaggal kaphat6 meg:
13+14+13+10+5
s =

11.
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Vegyes feladatok — megoldasok

() a) Prébalgatassal vagy az 1,5-n-(n+ 1) =30
képletbdl: 5 perc, és ezalatt 4, 5, 6, 7, 8 szem
krumpli.

b) Az oszlopdiagram az &brdn lathato.

fII1 a) Mivel rdgcsélnivalokra a pénzének csak
10%-4at koltotte, élelmiszerre pedig 40%-ot,

a helyes valasz a négyszeres szorzo.
b) A kordiagram (élelmiszer 12 €, italok 6 €,

tisztdlkodoszer 9 € és rdgesa 3 €) az dbrdn
lathato.

fI172 a) Az oszlopdiagram a bal oldali 4bran lathatd.

Krumplipucolas

=
g 8
3
5 7
E 6
E 5
g 4
3
2
1
0
1. perc 2. perc 3. perc 4. perc 5. perc
Csaladi bevésérlas
ragcsa 3€
tisztalkodoszerek élelmiszer
9€ 12€

italok 6 €

b) Adjuk 6ssze az egyes értékeket, de ne feledjiik a 25-6s szorzot:

200 +150 +100 + 125 3
=23 m"°.
25
c) Akordiagram a jobb oldali 4brédn lathato.
Eves gazfogyasztas Eves dramfogyasztas
£ 300
5 215
= 250 IV. negyedév |. negyedév
225 225 kWh 250 kWh
200
175
150
125
100
75
50 IIl. negyedév
25 175 KWh II. negyedév
0 200 kWh
|. negyedév Il negyedév Ill. negyedév  IV. negyedév

EEIE) @) A pénzek terjedelme: 9, medidnja: 2, modusza: 1.

b) Mivel a szamtani atlag = 3,54, igy ez a cimlet az 5 eurds.

L) a) Az egyszerre eladott gombdcok szdmdnak terjedelme: 3, mdédusza: 2.

b) A medidn: 2,5. A szamtani kozép: 2,54.



a) Medidn = Médusz = 5.
b) A szdmtani atlag: 7,5.

a) 3,16 és 3,7 kozott valtozhat, ez koriilbeliil 9,5%-os visszaesést illetve 5,7%-o0s novekedést
jelenthet.

b) A négy hidnyz¢ irhatott 5, 5, 5, 2 vagy 5, 5, 4, 3 vagy 5, 4, 4, 4 érdemjegy( dolgozatot.

a) Ha a kategériakozepekkel szamolunk (végiil pedig 4,5-tel), akkor a becsiilt 4tlag: 1,83. Két ok
miatt lehet az dtlag problémads: egyaltaldn nem biztos, hogy a kategdéridkon beliil egyenletes
a betétek megoszldsa (pedig a kozéppel ezt tételezziik fel), illetve az utolsé kategoria nincs
lezdrva, ott gyakorlatilag barmekkordk lehetnek a betétek.
b) Ha mindig az als6 hatdrral szamolunk, akkor az atlag = 1,3. Az eltérés igy 0,5.

v 2

c) A pontos felsd érték barmekkora lehet, hiszen az utolsé kategoria feliilrél nincs lezérva.
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