MEGOLDASOK - 9. EVFOLYAM

9.5. EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK,
EGYENLETRENDSZEREK

Az egyenlet, azonossag fogalma — megoldasok

Allitasok:
b) igaz; d) igaz; e) hamis; g) hamis.
a) Akonvex négyszogek halmaza. b) {97}

c) A bolygoék halmaza. d) Nincs megoldas.

e) Nincs megoldas. f) {masodfoku; abszolut érték}.

g) {Duna; Tisza}

Lyil a) A ... 5-nél kisebb pozitiv egész szdm. b) A ... primszdm.
c) A ... legfeljebb 19. d) A ... minimum 2 és maximum 7.
e) A ... nagyobb —3-ndl és kisebb 5-nél. f) A ... alegnagyobb egész szam.
g) A ... természetes szam.

Wyt a) x=3x-6 (x=3). b) x=2x+8 (x=-8).

c)3x+4=25 (x=17). d) 3x-2x=x (xeR).

e) 5x-8=3x+10 (x=9).

Az egyenlet megoldasanak grafikus modszere
— megoldasok

a) y b)

Fers

x=-1 x=1 x1==-3,x=0
d) , ;o , , /) roram f
5 5 5
1 1 1
-5 L1 5 X -5 1 5 X -5 1 5 X
g/ g
Nincs megoldas. x22 xp=-1,x=2.
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-5 /i 5 X -5 1 5 X
1 /'
-5 1 5 X Y
x=06.
i) a) c) ’
f
5..
g
5 1 5 X
—3, .X2:0
d) 7 y g
5
1
Ry 5 X
f

x1=1, .XZ:4,X3:6.

1481 03 c) ,
5..
iR AR
-5 -1 1 5 X

x=k+0,7;, keZ.
d)




@B Megoldas a 0, valamint 1-t6l 2008-ig minden
egész szam és a ndla nagyobb egész szam kozott
van egy megoldds. Osszesen tehdt 2009 meg-
oldés van.

| AAAZL

y
127
—=s 2 -1
7 1

Az egyenlet értelmezési tartomanyanak és értékkészletének

vizsgalata — megoldasok

3

a) x=4. b) x==.

) ) >
d) x= g e) Nincs megoldas.

g) Nincs megoldis. h) Nincs megoldés.

WLEIY a) Mindkét gyok alatti kifejezés nemnegativ: x =

W | W

2 <é azaz <§
94 3 p 6

b) Az a) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p < —%.
c) Az a) esethez hasonlé gondolatmenettel: p < %

d) Az a) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p < —%.

e) Az a) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p > 0.

f) Az a) esethez hasonl6 gondolatmenettel: p < %

b) Csak akkor van megoldds, ha az 8sszeg mindkét tagja 0.
c) Csak akkor van megoldés, ha az 6sszeg mindkét tagja 0.

d) Csak akkor van megoldds, ha az 6sszeg mindkét tagja O.

e) Csak akkor van megoldas, ha az 6sszeg mindkét tagja O.

f) Csak akkor van megoldds, ha az 6sszeg mindkét tagja 0.

a) Csak akkor van megoldds, ha az 6sszeg mindkét tagja 0.

c) x=

f)x=

i) Nincs megoldas.

és x < 2p, akkor nem lesz megoldds, ha

Nincs megoldds.

x=2,y=1.
x=-6,y=-24.
)
3 3
U
21 7
x=3,y=-8.

a) Csak akkor van megoldds, ha az 6sszeg mindhdrom tagja 0. x=0,y=1,z="2.

b) Csak akkor van megoldds, ha az 6sszeg mindhdrom tagja 0. x = %, y=1,z=09.

¢) Alakitsunk teljes négyzetté: (x +y)> + (x + 1)> = 0. Csak akkor van megoldds, ha az dsszeg

mindkét tagja 0. x=-1,y=1.

d) Teljes négyzeteket kialakitva: (x —2z)* + (2y —2)> + (y — 1)*> = 0. Csak akkor van megoldés, ha

az 6sszeg mindhdrom tagja 0. x=4,y=1,z=2.
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Egyenlet megoldasa szorzatta alakitassal — megoldésok

a) x; =—%, X =—4,x3=1, x4, =-3.

b) x;=3,x=11, x3=2, x, =-8.

¢) AnevezS nem lehet 0. A megolddsok: x; = —%, X, =17, x3= —1.
d) Anevez6 nem lehet 0. A megolddsok: x; =-3, x, = —g.

e) Kiemelés utdn: (x + 1)-(5x —5) =0, a megolddsok: x; =-1, x, = 1.
f) Kiemelés utdn: (x —4)-(5x —4) =0, a megolddsok: x; =4, x, = %

g) Kiemelés utdn: (2x + 1)-2x =0, a megoldédsok: x| = —%, x,=0.

h) Kiemelés utdn: (5x —3)-(6x + 6) =0, a megolddsok: x; =-1, x, = %
i) Kiemelés utdn: (8x +5)- (4x — 10) = 0, a megolddsok: x| = —g, Xy = é

j) Kiemelés utdn: (4 —2x)-6 =0, a megoldas: x = 2.

Az 6t egymast kovetl szam szorzata:
x(x+1)-x+2)-x+3)-(x+4)=0.
Ha x =0, a szdmok 0; 1; 2; 3; 4; 0sszegiik 10.
Ha x+ 1 =0, aszamok —1; 0; 1; 2; 3; 0sszegiik 5.
Ha x +2 =0, aszdmok -2; —1; 0; 1; 2; 6sszegiik 0.
Ha x+3 =0, aszdmok -3;-2; -1; 0; 1; 0sszegiik —5.
Ha x + 4 =0, aszdmok —4; -3; -2; —1; 0; 6sszegiik —10.
a) Atrendezés és kiemelés utdn: 3x—1)-(6-x)=0, a megolddsok: x| = % X, = 6.
b) Két tényez6 kiemelése utdn: x-(x + 1) (—x — 6) =0, a megoldasok: x; =0, x, =—1, x3 =-6.
c¢) Az x—1 kiemelhet6: (x—1)-(Bx+7 +2x+ 6 —6x—6) =0, amegolddsok: x; =1, x, =7.

Legyenek a téglalap oldalai a és b egész szdmok, a < b.
A teriilet és kertilet kozotti 6sszefiiggés alapjan:
a) a-b=2-(2a+ 2b) egyenlet irhaté fel.
Rendezziik a bal oldalra és alakitsunk ki szorzatot:
ab—-4a-4b=0,
a-b-4)-4-b-4-16=0,
(a-4)-(b-4)=16.
Mivel a és b pozitiv egészek, elég megkeresniink a 16 osztéparjait: 16=1-16=2-8=4-4,
ezekbdl adédnak a megoldasok.
Mivel a < b, a lehetséges esetek:
a;=5,b;=20; a,=6,b,=12; a3=38, b3=38.



b) a-b=3-(2a+ 2b) egyenletbdl rendezve és szorzatta alakitva:
ab — 6a - 6b=0,
a-(b-6)-6-(b-6)-36=0,
(a-6)-(b-06)=36.
A 36 osztéparjaibdl kapjuk a megolddsokat: 36 =1-36=2-18=3-12=4-9=6-6.
Mivel a < b, a lehetséges esetek:
ar=7,b;=42; a,=8,b,=24; a3=9, b3=18; a,=10, by=15; as=12, b5=12.
@D o) Két1épésben alakitsunk szorzatta:
2x-2y+3)-3-2y+3)+9=10,
2y+3)-2x-3)=1.
Az 1 kétféleképpen irhato fel egész szamok szorzataként: 1 =1-1=(-1)-(-1).
2y+3=1 2y+3=-1

Ha 3o 2 —3=-1

}, akkor x; =2,y;=-1; ha }, akkor x, =1, y, =-2.
b) Két 1épésben alakitsunk szorzattd:
3x-(2y+5)-2-2y+5)+10=21,
Bx-2)-2y+5)=11.
A 11-et szorzattd alakithatjuk: 11 =1-11=11-1=(-1)-(=11) =(-11)-(-1).
3x-2=1

a 2y+5:11}’ akkor x; =1, y,=3.

Ha 3x—-2=11 , akkor x:E, y =-2, nem megoldds, mert x nem egész szam.
2y+5=1 3
Ha x-2=-1 akkor x—l = -8, nem megoldas, mert x nem egész szam
2y+5=-11] BN soxs £ '
3x-2=-11
a 2y +5=_1 }, akkor x, =-3,y, =-3.

Az elsé és negyedik esetbdl kapott szamparok a megoldasok.

Egyenletek megoldasa lebontogatassal, mérlegelvvel — megoldasok

a) x=4, b) x=-24, c) x=0; d) x=1;
e) x=0; f)x=2 g) x=3; h) x=-3;

47 21
i) x=1; j) x =23; k) x=—; ) x=—;
i) x j) x ) x T ) x p
m) x=-4,; n) x=-3; 0) x=-1; p) x=06;
q) xe R, x#2; r) x=-5.

EZTB) Ha a harmadik napra 4000 Ft maradt, ez az els6 naprél maradt pénz kétharmad része. Az elsG nap
utdn 6000 Ft maradt, ez a teljes 6sszeg kétharmad része, tehat 9000 Ft-tal indult el a kirdnduldsra.
Az elsé napon elkoltott 3000 Ft-ot, a masodikon 2000 Ft-ot, a harmadikra 4000 Ft maradt.
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T Ha egy fiizet dra x forint, akkor 8 fiizet 8x forintba keriil, ennyiért most 13 fiizetet vehetek, tehat
egy flizetért % =0,6154x forintot kell fizetnem, ami 1 —0,6154 = 0,3846 rész csokkenést, vagyis

38,46%-o0s leértékelést jelent.

13
(8 a) Akozos nevezd 100, beszorzés utdn x = 5

b) Az egyenletnek akkor van értelme, ha x # —2, a kdzos nevezd 2 - (x + 2), ezzel beszorozva
kapjuk: x =-1.

c) Az egyenletnek akkor van értelme, ha x #4 és x #—3, a kozos nevezd (x —4)- (x + 3), ezzel
beszorozva adodik: x = 1.

D ) A tortek miatt az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x # 3.
Mivel 6 —2x =2-(3 —x), ezzel szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat:
1-2x-2-Bx-4)=4-(6 - 2x),
1-2x—6x+8=24-38x,
9=24.
Az egyenletnek nincs megoldasa.
b) A tortek miatt az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x # -2 és x #5.
Mivel (x +2)- (x—5) = x2 - 3x - 10, ez a szorzat legyen a kozos nevezd, amivel beszorozva:
5:x-5)+4-(x+2)=28,
7x =35,
x=5.
Ami az értelmezés miatt nem megoldés.
¢) Erdemes a nevezdket szorzattd alakitani:
2-2x2=2-(1-x)=2-(1-x)-(1+x);
X2-l=@x-1)-(x+1);
2-2x=2-(1-x).
Egyrészt kiolvashatjuk, hogy az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x # 1 és x #—1.

Masrészt lathatd, hogy a 2- (1 —x)- (1 + x) szorzatot érdemes k6zos nevezének valasztani.

Ezzel beszorozva:
x+1-(-2)-2x-1)+6-2-(1-x)+1+x=0,

x+1+4x-2+12-12x+1+x=0,
x=2.
Ellendrzés utan kideriil, hogy a megoldds valéban x = 2.
d) Alakitsuk szorzattd a nevezdket:
22 —dx+2=2-(x - 1%
x2-2x+1=(x-13%
3-3x=3-(1-x).
Az egyenletnek csak akkor van értelme, ha x # 1. K6zos nevezdnek a 6 (x — 1)? szorzatot
érdemes valasztani, ezzel beszorozva az egyenlet mindkét oldalat:
3-2x-7N+6-x+1)—(-2)-(x-1)=2-6-(x - 1),
6x-21+6x+6+2x-2=12x-12,
x=2,5.
Ellendrzéssel meggy6z&dhetiink rdla, hogy az egyenlet megolddsa x = 2,5.



Egyenldtienségek — megoldasok

1497 W)} - ,

o

x<0 vagy x> 3.

a)x%;
d) xeR;

g) Nincs megoldas;

(1499 |7

x < -3 vagy xz%;

d)

-5 0 5

b)
e)
x<—1vagy x> 3.
7
b X< —-——
) 5
e) x<-2,5;
h)xS—E.
2
b) __________ X+2>0
________________ x—1>0
-5 -2 01 5
O——0
“2<x<1;
e)
_______________ 5x+1>0
4x+13>0
—— ]
_13 -2 1 5
4 5
—0 —

X<—E va, x>_l-
4 gy s

c) ,

“1<x<?2.

/) , f

= /é 5 X

-4 <x<-3 vagy -2<x;
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e eesseecsssecssseecssecssscecssseesssccssesessseesssecsssseesssetssseessseesssscssssesssscssssccssscesssnsssne

8 3x-7>0 o N x+4>0
.................. el 2
4 2x+5>0
-x>0 R
. L 820
----0 it 3x-5>0
=3 0 % 4 25 4 0 3 5 3
o S 3 4 3
4 3 5
—5<x<— vagy 4<ux; x<—— vagy —— <x<—vagy — <x
3 4 3
@D o) x-as0 0 x-50 3+1>0
______________________________________________ ol
________ x+3>0 - X+2>0 o =320
5 -3 0 4 5 -2 0 5 4 10 31
3 4
JE—— Oo— L —— o
x<-=3 vagy 4<ux; -2<x<5; X< -—-—vagy — <x;
d) ¢) /) x+420
5x-17>0 2x-3>0
1x-7>0 x-1>0 x-2>0
0 71 2 317 0 1 2 3 -4 0 32
11 5 2
(o ——— O -9 [ e
7 17 3
— <x<— x>1; x<—4 vagy — <x<?2.
11 5 2
€ a) A jobb oldalra rendezve:
4x+29>0
4x +29 R
L—. X+2>0
x+2)x-5» T
< x-5>0
Ennek megolddsa: T o
29 29 2 0 5
_TSX<_2 vagy 5<x. . ) o
b) Abal oldalra rendezve:
3 4 8x+4>0
x+4 . T
— <. x=2>0
x-2)-x+3 oo o—
- xX+3>0
A megoldas: e
1 =% 10 2
x<-3 vagy —ESx<2. ; 2 ;



c) Abal oldalra rendezve:

12 T 12x-1820

— 0. x-3>0

x-3)-x-n 0—1 ;
X=1>
Amegoldds: e
3 0 13 3
l<x<— vagy 3<ux. 2
2 oo o——

(0B Akéthalmaz: A=[-1;3] U ]5; e és B=[-2;2] U [4; .

a) AUB=[-2;3]uU[4;0[, AnB=[-1;2] U |5; e].

x=3>0 xX+2>0 A
.............................. ———o O—n
x+1>0 x-2>0 B
------------------------------ *~— *—eo o————
x-5>0 4-x>0 _
"""""""""""" o T -2-10 2345
10 3 5 2 0 2 4 AuB  e——e o——r
A *—e O— B *r—e o ANnB *—e O

b) Mivel az 5 nincs benne az A halmazban, ezért nem igaz, hogy P c A.
c) Azokat a szdmjegyeket keressiik, amelyek nem elemei B-nek. A keresett halmaz: {3}.

Irjunk y helyére (1 —x)-et, és alakitsuk a bizonyitandé allitdst:

1+x.2—x29‘

x l-x
Mivel x>0 és y=1-x> 0 dtszorzds utan:
1+x)-2-x)29%-(1-x),
2 —x+2x—x229x —9x2
8x2 —8x+2=>0,
4x2 —4x +120,
(2x -1)2>0.

Ekvivalens atalakitdsokat végeztiink, igy az allitds minden valds x-re igaz.

EgyenlGség x = % y= % esetén 4ll fenn.

A bal oldalra rendezve:
22+ 1120
@

2x+11 <0 e

(2x-3)-2x+5 e "
2x+5>0

Megoldasa:

1l
|
8
|
N | L
| —
C
|
N | =
N | W
.
1
IS
1
O Njon
o
O Njw
n

a) A H halmaznak sem legnagyobb, sem legkisebb eleme nincs, mert a % nem eleme a halmaznak.
b) A természetes szamok koziil csak a 0 és az 1 eleme a H halmaznak.

A= —<><>;—é és B= —l;é .
2 22

c) Egy lehetséges megoldas:
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Abszolut értéket tartalmazo egyenletek,
egyenlétlenségek — megoldasok

a) x=4, x=-4, b) x=4, x=-12; c) x<—4 vagy x=24; d) x<-12 vagy x2>4;
7 7 13 7

e) x=—, x=——; x=2,x=-8; ——<x<—; h) xeR.
) 7 2 f) 8) > 2 )
a) x= %, ha x <0 nincs megoldés. b) x=-3, ha x 20 nincs megoldis.
c)x=3,5,x=—z. d)x=&,x=—§,

4 7 19
e) x= —%, ha x =3 nincs megoldés. f) Nincs megoldas.

3 7. )

g)x=2,x=4. h) x= g ha x> 5 nincs megoldds.

a) Ha x =0, nincs megoldds, ha x < 0, a megoldds x < —%.

b) Ha x >0, akkor x > —% adddik, ami azt jelenti, hogy x >0 a megoldas.

Ha x <0, akkor x > —% adddik, tehdt a megoldas: —% <x<0.
A végeredmény: —% <X.
c) Ha x >0, akkor nincs megoldas.
Ha x <0, akkor x < —g adodik.
A megoldés: x < —g.
d) Ha x > -3, akkor x <4 adddik, azaz —3 < x <4 a megoldas.

Ha x < -3, akkor x > —? adodik, azaz —? <x < -3 amegoldas.

A végeredmény: —? <x<4.

e) Ha x> 1, akkor x > 11 a megoldas.
Ha x < 1, akkor x <—1 adddik, azaz x <—1 a megoldas.
A végeredmény: x < -1 vagy x> 11.

f) Ha x2 i akkor x < 3 adodik, azaz 4 <x< 3 a megoldas.
5 2 5 2
Ha x < % akkor % < x adodik, azaz % <x< % a megoldas.

A végeredmény: % <x< %



€L @) Ha x =2, akkor x = 5.
Ha -3 <x <2, akkor nincs megoldas.
Ha x < -3, akkor x = —6.
b) Ha x > 1, akkor minden szdm megoldas.

Ha -4 <x < 1, akkor nincs megoldas.
Ha x < -4, akkor nincs megoldais.
A végeredmény: x > 1.
c) Ha |x+2]-3=2, akkor x =3 vagy x=-7.
Ha |x+2]-3=-2, akkor x=—-1 vagy x=-3.
d) Ha |x—4|-4=4, akkor x = 12 vagy x = —4.
Ha |x-4|-4=-4, akkor x = 4.

€D a) Ha x>0, akkor x > 1 adédik.
Ha -5 < x <0, akkor nincs megold4s.
Ha x < -5, akkor x <-6.
A végeredmény: x <—6 vagy x = 1.
b) Ha x = 3, akkor —5 <5 adddik, azaz minden szdm megoldas.
Ha -2 <x <3, akkor -2 <x.
Ha x < -2, akkor 5 <5, azaz minden szdm megoldas.
Végeredmény: x € R.

c) Ha x < % akkor x =2 adddik, ami megoldas.

Ha -6<x< %, akkor x < 0-t kapunk, azaz -6 <x <0.

Ha x < -6, akkor x £ -4 adddik, azaz x <—6.
A végeredmény: x <0 vagy x > 2.
11 44 45

d) Ha xZE,akkorxSE, mivel ———<—:§ nincs megoldas.
4 9 9 36 36 4

Ha iS)c<§,akk01rxsl, azaz iS)csl.
5 4 5

-

Ha x<i,akkorxzz, mivel Z:E<E:i,
5 9 9 45 45 5 9

A végeredmény: % <x<1.

a) Ha x> 2, akkoer—E, tehdt x > 2.
3

Ha -4 <x <2, akkor xZ—%, tehat —%Sx<2.
Ha x <-4, akkor x £-15, tehat x < -15.

A végeredmény: x <-15 vagy —% <X

amegoldds: — <x<

|~
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b) Ha x >4, akkor x <£2,5 adédik, azaz nincs megoldas.
Ha 1 <x<4, akkor x <3, tehat 1 <x < 3.
Ha -2 <x< 1, akkor x <7, amegoldds -2 <x< 1.
Ha x < -2, akkor —6,5 <x, a megoldds —6,5 <x <-2.
A feladat megoldésa: —6,5 < x < 3.

Paraméteres egyenletek — megoldasok

a) x =3, ha a#0. Ha a =0, minden valds szim megoldais.

b) x= % ha b#0. Ha b =0, nincs megoldas.

4 .
c¢) x=——, ha ¢ #2. Ha ¢ =2, nincs megoldis.
-c

Ta —
a+
e) x=1, ha d#-1. Ha d =-1, minden valds szdm megoldas.

d) x=

, ha a#-4. Ha a =—4, nincs megoldas.

f) x=a+3, ha a#3. Ha a =3, minden val6és szdm megoldas.
g) x=b-2,ha b#2. Ha b=2, minden valds szdm megoldas.
h) x=c—4, ha ¢ #—4. Ha ¢ = -4, minden valds szam megoldas.

i) x= %, ha d#0 és d#-1. Ha d =0, nincs megoldas. Ha d =—1, minden val6s szdm megoldas.

3B o) x=a-3, ha a#3. Ha a =3, minden valds szdm megolds.
b) x=2a+4, ha a+#2. Ha a =2, minden valés szdm megoldas.

c) x= a+2 , ha a #2. Ha a =2, minden valés szdm megoldas.
d) x= 3a - 12, ha a # E Ha a= g akkor nincs megoldas.
4a -3 4 4

(B A taldlkozésig eltelt id6 legyen 7, a két futé egyiitt megteszi a 200 métert.
A kovetkezd egyenlet {rhat6 fel:
V] 't+V2't:200.
200
v+,

A megoldas:
=

3D Legyen x az id6, ahdny 6ra mulva utoléri a gyorsabb kerékpéros a tarsat. A tavolsagot frjuk 4t km-be.
A kovetkez6 egyenletet kell megoldanunk:

38x=32x+——
000

A megoldas:

s s
=—— 6ra = — perc,
6000 100

ennyi id6 mulva éri utol az egyik kerékparos a masikat.



k) a) A zardjelek felbontdsa utdn rendezve, elvégezve a szorzattd alakitasokat:
(@a+b)-(a—b)-x=(a+Db)>

ahonnan:
_a+b

x=——, ha |al=|b|.
a->b
Ha a = b, nincs megoldés, csak ha a = b = 0, ekkor minden valds szdm megoldas.
Ha a =-b, minden valds szdm megoldas.
b) A zéaréjelek felbontdsa utdn rendezve, elvégezve a szorzattd alakitasokat:
(2a-3b)-x=(2a - 3b)?,
amibdl: 3
x=2a-3b, ha 2a¢3b:>a¢5-b.

Ha a= 3. b, minden valés szam megoldas.

c) Rendezve az egyenletet:
x-a-(7T-a)=4-(7T-a),
amibdl:

x=i, ha a#0 és a#7.
a

Ha a =7, minden valds szdm megoldas.
Ha a =0, nincs megoldas.
d) A tortek miatt x # 3a és x # b.

Beszorzas utan:
ab — ax =6a - 2x,

(a-2)-x=a-(b-06).

I. Ha a=2 és b =6, minden val6s szdm megoldas, kivéve a 6.
Ha a =2 és b # 6, nincs megoldas.

II. Ha a # 2, leosztas utan: x = w.
a-2 b6
Az értelmezés miatt x # 3a és x # b, a fenti tort csak akkor megoldds, ha L;) #3a
a—
és Mib, vagyis a#0 és b # 3a.
a —

Ha a =0, nincs megoldas.
Ha b = 3a, nincs megoldas.

e) Atortek miatt az egyenletnek csak x # a és x #—a esetén van értelme.

2 szorzat, ezzel beszorozva az egyenlet

Legyen a kozos nevezd az (x + a)-(x —a) = x> —a
mindkét oldalat:
x-(x—a)—(a+x)?=-1-(x—a+4d?.
Rendezés és kiemelés utén:
x-(1-3a)=a-(1-3a).

Ha a = —, mindkét oldal 0, tehat minden valds szdm megoldas, kivéve: x =

Ha a # —, leosztds utdn x = a, ami az értelmezés miatt nem megoldés.

W= W=
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f) Atortek miatt x #2 és x # 3. Beszorozva:
x—a)- x=-3)+(x-b)-x-2)=2-(x-2)-(x - 3),
x-(5-a-b)=12-3a-2b.
L Haa+b=5,¢8 a=2,b=3, akkor xe R, x#2, x # 3.
Ha a+ b =5, és a+2, akkor nincs megoldas.

IL Ha a+b#5, akkor x= 12-39=20,
MM C R YR 12~ 3a - 2b
A fenti tort csak akkor megoldés, ha LT 40 & Li& vagyis a # 2
és b#3. 5-a-b S-a-b

Haa+b#5 és a=2 vagy b =3, nincs megoldis.
g) A tortek miatt a # 1, x # -2, x#—1. Mivel (x + 1)-(x + 2) = x2 + 3x + 2, k6zos nevezdnek
érdemes az (a—1)-(x+ 1)- (x + 2) szorzatot valasztani, ezzel beszorozva:
Qa-5-x+1)-3-(a-1)-(x+2)=CBx+4)-(a-1),
x-(4a-1)=5-8a.

1 .
Ha a = 7 nincs megoldis.
Haa#—, x= 5—8a.
4 4a -1
, L. 5-8a . 5-8a L. . et
Az értelmezés miatt: 1 #-2 és 1 #—1. Az els6 minden a-ra igaz, a masodikbol
a— a—

a # 1, amit az értelmezésnél mar kizartunk.

. : | . .
Tehdt a tort minden a # 2 és a # 1 esetén megoldas.

€8 Legyen x szdzalékos az oldat. Az oldott anyag mennyiségére felirhat6 egyenlet:

aL b L —(grp) .
100 100 100
Mivel a + b # 0, beszorzas utan rendezve:
ap +bq
xX=——
a+b
A tortek miatt a # 0. Beszorozva és rendezve:
x-2-a)=3a+7.
Ha a =2, nincs megoldais.
Haa#2, x= 3a+7'
2—a
Keressiik azon a paraméter értékeket, amelyekre:
3a+7 <_s,
2-a
3a+7+5-(2—a)<0’
2-a 2-a
17 -2a <0
2-a

A szamldlé és nevezd akkor lesz kiilonbozd eldjeld, ha 2 < a < 8,5, ilyen paraméter értékek
esetén lesz a megoldds (—5)-nél kisebb.



i3k A tortnek akkor van értelme, ha x # m. Rendezziink egy oldalra, és hozzunk kdz6s nevezdre:

mx—-1—-x+m
— >0,
xX—m

motD -1+l

>

xX—m
(m—l)-(x+1)>0‘
xX—m

Vizsgaljuk a tényezdk eldjelét.

Ha m -1>0, azaz m > 1, akkor a mdsik két tényez$ azonos el§jeld kell hogy legyen, mivel
a hanyadosnak pozitivnak kell lennie. Ez akkor teljesiil, ha x < -1 és m <x.

Ha m =1, nincs megoldas.

Ha m—-1<0, azaz m < 1, akkor a masik két tényez§ ellentétes elGjeld kell hogy legyen, hiszen
m — 1 negativ. Attdl fiiggden, hogy m (—1)-nél nagyobb vagy kisebb adédnak a megolddsok:

ha x+1>0 és x-m<0, ha x+1<0 é x-m>0,
x>-1 és x<m, x<-1 és x>m,
—“l<x<m m<x<-1.

Kérdés lehet még, hogy x-re kaphatunk-e (—1)-et. Nem, mivel (x + 1) értéke O lenne, de az nem
megolddsa az egyenlGtlenségnek (ezzel az m # —1 esetet nem kell vizsgélni, mert x # m).

Egyenletekkel megoldhato feladatok — megoldasok

A haromszog szogei: 70°% 90°, 20°.

A kétjegyl szam: 84.

A keresett kétjegyd szdm: 52.

A keresett szdm a 165.

Az eredeti 4r 18000 Ft volt.

A taska dra eredetileg 4 000 Ft volt.

a) 3 kg 40%-os és 1 kg 80%-os oldatot. b) % kg c) 12 kg d) 62,2%

a) 15 km, 6 < b) 852 ¢) 15 6rakor, 48 km
a) 62,5 méasodperc mulva taldlkoznak.

b) Alekorozésig 1000 méasodperc = 16 perc 40 masodperc telik el.
437,5 méter eldny esetén érnek egyszerre célba.

Az anya 48 éves, fia 19 éves.

a) 19 6ra 48 perckor  b) 20 6ra 36 perckor  ¢) 22 6ra 30 perckor

a) Egyiitt g = 6% =~ 6,86 oOra alatt vagjdk fel a tiizifat.

b) Ebben az esetben 57 = 77 = 7,43 6ra alatt végeznek a munkaval.

¢) A munka, a kezdéstdl, 9 orat vesz igénybe.



(B Oldjuk meg a feladatot kdvetkeztetéssel:
9 kdlyhdban 1 m?3 fa % nap alatt ég el.

5,5

1 kdlyhaban 1 m3fa 17 9 nap alatt ég el.
5,5 9
' 5,5-9
12 kdlyhdban 1 m3fa 42— =227 nap alatt ég el.
Y 12 2 PEEReE

55 X

12 kdlyhdban 9 m?fa 132 9= 5152 '29 9= ’152'29 =~ 3,09 nap alatt ég el.

B 1. megoldas. Ha a nevezett versenyzdk szdma n, akkor eredetileg n-(n=1 mérkdzéEs lett volna.
2

(n-1)-(n-2)

n—1 versenyzdével mérkdézésre kertiil sor, 2-t lejatszott a kiesd versenyzd, 15 mér-

ké6zés pedig elmaradt. fgy a kovetkez6 egyenlet irhato fel:
n-(n-1) (m-1)-(n-2)
2 2

+2+15.

Megoldas: n = 18.

I1. megoldas. A kiesett versenyzs 2-t jatszott és 15 mérkGzése elmaradt, 6sszesen 17 mérkGzést
jétszott volna, ami azt jelenti, hogy 18 versenyzé indult eredetileg a versenyen.
(D Legyen a termelés kezdetben t; ekkor az elsS lizem termelése 0,3 - ¢, a mdsodiké 0,7 - 1.

A novekedés utan a termelés:
03-72-1,21+0,7-¢t-1,2=1,203-1.
Tehat 20,3%-kal novekedett a termelés.

D a) Az osztdlyban 20 ldny van.
b) Legyen az osztalylétszdm x. A kovetkez§ egyenlet irhat6 fel:

£+£+12=x,
6 2
x =36.

Az osztalyban 36 tanul6 van, tehat a fidk szdma 16.

D @) Legyen a hid hossza x, a kovetkezd egyenlet irhat6 fel:

x=|2_20]+ 25|+ 2230
3 4 2
Ebbdl a hid hossza 660 méter.

Py

Ellendrzéssel meggy6zddhetiink a megoldds helyességérdl.

b) A kamion annyi id§ alatt ér at, amig megtesz 678 métert:
‘= 0,678 km

- km

30 0
ora

=0,0226 6ra =1,356 perc.



a) A 25000 Ft-os szemiivegkeret dra 25000 - 0,83 = 20750 Ft lesz.

M =0,95, tehat 5%-kal lesz olcsébb a szemiiveg.
85000
b) Ateljes drat 85000-0,17 = 14450 Ft-tal szeretnénk csokkenteni.

14450

A kedvezmény mértéke 0 =0,578, tehdt ezt egy 58 éves ember teheti meg.

c) Legyen a keresett keret dra x. A kovetkezs egyenlet {rhat6 fel:

60000 + x - 0,83 =(60000 + x) - 0,9,
x=85714.

Tehat egy 85714 Ft-os keret esetén csokkenthetné az drat 10%-kal a 17 éves vasarlo.

@EED A sebességek: gyalog 6 kTm kerékparral 18 kTm Jelolje a taldlkoz4sig eltelt id6t, 6rdban mérve, x.
a) A megfelel§ egyenlet:

6x +18x =6,

1

x=—.

4

Tehat 6 6ra 15 perckor taldlkoztak.
b) Az egyenlet:
6x+18-(x—l =6,
6

3
xX=—.
8

Tehat 7 6ra utdn 22,5 perccel taldlkoztak.
c) Timea 5 + 5 + 5 = 15 perccel indul késébb. A megfelels egyenlet:

6x+18-(x—lJ=6,
4

X=—.

16
Tehat 8 dra utdn 26,25 perccel taldlkoztak.

(D «) Ha a feltsltés ideje x, akkor §+ % =1, megoldésa: x = 2. Tehét a nyitds el6tt 2 oraval, azaz
legkésébb 6 6rakor meg kell nyitni a csapokat.
b) A masodik csap 2 6rdn keresztiil tolti a medencét, az egyiittes munka idejét jelolje x. Egyen-
letiink: %+ % + % =1, megolddsa: x = % Tehat a méasodik csap bekapcsoldsa utan 3 o6ra
20 perccel telik meg a medence.
0,5

¢) Alefolyo fél 6raig engedte ki a vizet, a megfeleld egyenlet: % + % - =1. Amegoldas x = %,

tehat ebben az esetben a csapoknak 2 éra 15 percre van sziikségiik a feltoltéshez.
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(M A tizes szamrendszerbeli alakokat 4tirva:
1111la + 1115 + 11c + d = 2010.

Az a értéke csak 1 lehet, ebbdl
1116 + 11c + d = 899.

Mivel 0 < 11c +d <108, csak b =8 lehet: 11c +d = 11. Ennek egyetlen megolddsa van: ¢ =1 és
d=0.

A keresett négyjegy( szdm: 1810.
@3 Legyen a bankban elhelyezett két osszeg x és 6- 100 — x.

A kisebb fid pénze 7 évi kamatozds utdn: x-1,127.

A mésik fid pénze: (6- 105 —x) 1,125,

A feltétel szerint:
x-1,127=(6-10% - x) - 1,123,
1,122 x=6-10° — x,

x=2661462.

Tehdt a 11 éves fit nevére 2661462 Ft, a 13 éves fit nevére 3338 538 Ft dsszegeket kell a bankban
elhelyezni.

@8 ) Az elbadott dalok széméra vonatkozéan felirhaté egyenlet: % + % + %x +1=x. Megoldésa:

x = 20, tehat 6sszesen 20 dalt adtak eld.

b) Szilvia énekelt 5 + 12 + 1 = 18 dal el6adasaban, ez % =0,9, azaz 90%.

¢) Szilvia gitdrozott 2 + 12 = 14 dal eladdsaban, Tiinde gitdrozott 5 + 12 = 17 esetben. A kapott
Osszeget % ardnyban kell elosztani. 62000:31 =2000.

Tehat Szilvia 28 000, Tiinde pedig 34 000 Ft-ot kap.

8 Mivel a sziiletési év szdmjegyeinek 6sszege nem lehet tobb 28-ndl, a sziiletési €v elsd két jegye
lehet 19. Az utolsé két jegy legyen x, y. Ha a sziiletési év 19xy, akkor a kovetkezd egyenlet
irhat¢ fel:

192y +1+ 9+ x + y=2010,
1900 +10x + y +10 + x + y = 2010,
11x + 2y =100,
11x=2-(50 - y).
Az egyenlGség ugy teljesiilhet, ha x pdros szamjegy, de nem lehet kisebb 8-ndl, mert akkor

y kétjegyd lenne. Igy x =8, y =6, tehdt a sziiletési év 1986. A feladat kérdésére a vdlasz a minden-
kori évszamtol fiigg.

@D Azt 11 6rét vett igénybe. Legyen x annak az tszakasznak a hossza, amit oda €s vissza is
vizszintes dton tesznek meg, y annak az utnak a hossza, amelyet oda tton felfelé, vissza pedig
lejtdn lefelé haladva tesznek meg, z pedig az a szakasz, amelyet oda uton lefelé, vissza pedig felfelé
tesznek meg. A kovetkez§ egyenlet irhat6 fel:

IR A Y A A T
20 15 30 20 30 15



Beszorzas és 6sszevonds utan:
3x+4y+2z+3x+2y+4z7=660,
6-(x+y+27) =660,
x+y+z=110.

A kapott 0sszeg az egyik irdnyban megtett it. Tehat ezen a napon a kerékparosok 6sszesen 220 km-t
tettek meg.

Azért fogynak el 41 nappal el&bb a torténetek, mert bizonyos napokon 3-mal, maskor 4-gyel tobb
keriilt elolvasésra a tervezettnél. Legyen x azoknak a napoknak a szdma, amikor 4 torténetet
olvasott el, y pedig azoké, amikor 5-6t. A kovetkez$ egyenlet irhato fel:

3x+4y=41.
Ennek az egyenletnek keressiik a pozitiv egész megolddsait.
Mivel x és y pozitiv szimok, nem lehetnek tetszSlegesen nagyok:

O0<x<18 é 0<y<10.

Az egyenletbdl:
&y = 41 -4y

3
A 41-et 3-mal osztva 2-t kapunk maradékul, tehdt 4y-nak 3-mal osztva szintén 2-t kell adnia
maradékként. 4y-ra a lehetséges szdmok:
4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, 40.

Ezekbdl a szamokbdl a 8, a 20 és a 32 adnak 3-mal osztva 2-t maradékul. Igy a megoldasok:

dy=8 = y =2, x;=11;

4y=20 = y,=5, x,=T7;

4y=32 = y;=8, x3=3.

Tehat a fenti hdrom esetben fordulhatott eld, hogy 4, illetve 5 torténetet olvasott el az illetd.

Az 5 t teherbirasu teherautd x, a méasik y menetet hajtson végre:
S5x+7y=99,
99 -7
x= s Y . xeZ

Tehat elsS 1épésben keressiik azokat a 7-tel oszthatd, 99-nél nem nagyobb pozitiv egész szdmokat,
amelyek majd 7y értékét adjak.
A 99-et kizérjuk, mert nem oszthatd 7-tel, s ekkor x amdgy is O lenne. 7y értékei lehetnek:
7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70, 77, 84, 91, 98.
Mivel (99 — 7y)-ndl a 99-et 5-tel osztva 4 maradékot kapunk, igy a fenti szdmok koziil olyat kell
kivélasztani, amelyik 5-tel osztva szintén 4 maradékot ad. (Mert igy a 99 — 7y nem ad 5-tel
osztva maradékot.)
Ezek a ,,nyertes szdmok™ 7y értékére a 14, a 49 és a 84. A megolddsok:
Ty=14 = y; =2, x=17;
Ty=49 = y,=7, x,=10;
Ty=84 = y;=12, x3=3.

Az egyes teherautok dltal megtett menetek szdma a fenti harom eset valamelyike kell, hogy
legyen.
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Egyenletrendszerek — megoldasok

a)x=3,y=1; b) x=0,y=-1; c)x==-2,y=1; d) x=2,y=1.

a) x=1,y=-2; b) x=1,y=17, c)x=%,y=5; d)x=—3,y=§;
e) x=9,y=-6; f) nincs megoldas; g)x=9,y=1; h) x=20,y=730.
a) x==-2,y=1; b) x=4,y=2; c) x=-1,y=3; d) x=4,y=5;

e) x=8, y=%; f) x=%, y=-6; g) végtelen sok h) nincs megoldas.

megoldds van;
(D) Legyen a muskatli palantdk dra x, a pettinia palantdké y.
12x + 25y =9840
21x+14y=10080 |
A megoldédsok: x =320 és y = 240.
Tehat a muskatli palantak 320 Ft-ba, a pettinia palantdk 240 Ft-ba keriilnek.

.z

Ellendrzéssel meggy6zdhetiink a megoldds helyességérol.

EEF) Legyen a motorcsonak sebessége dllovizben x, a foly6 sebessége y.
A foly6n felfelé megtett Gt 9 ordt vett igénybe:
9-(x—y)="72.

Lefelé a foly6n 6 6ra volt az ut:
6-(x+y)=72.

Az Y TYT 8 egyenletrendszer megolddsai: x = 10, y =2.
x+y=12

Tehét a motorcsénak dllévizben 10 kTm sebességre képes, a folyo pedig 2 kTm sebességgel folyik.

(B Az elsé sooldat legyen x szazalékos, a méasodik y szédzalékos.
A feltételek szerint:

42 112. 2 21629 dllerve 12- 5 442 —16. 50
100 100 100 100 100 100
Ha 100-zal beszorzunk a f;;—.: z z ig(())} egyenletrendszerhez jutunk.

Osszunk 4-gyel, majd megoldva: x = 20, y = 60.
Tehat az els6 sooldat 20%-o0s, a masodik 60%-os.

@F) Legyen a szam elsé jegye x, a mdsodik y (y < x).
A feladatban megadott, a maradékos osztdsra vonatkozo feltételek szerint:

10)c+y—6:7 és 10x+y—3=16‘
xX+y xX-=y
. x=2y=2 .
Beszorozva és rendezve az egyenletrendszerhez jutunk.
—6x+17y=3

Megoldva: x =38, y=3.
A keresett kétjegy(i szdm a 83, a megoldds helyességérdl ellendrzéssel meggy§zGdhetiink.



€} Mivel a kacsdk és nyulak szamdnak ardnya 3 : 2, legyen a kacsdk szdma 3x, a nyulak szdma 2x,
a tyukok szama pedig y.

A fejek szama:
y+2x+3x=38.

2y+4-2x+2-3x=92.

A labak szama:

, y+5x=38
2y +14x =92

A masodik egyenlet 2-vel vald osztdsa utdn az egyenld egyiitthatok médszerével megoldva:

} egyenletrendszerhez jutunk.

x=4 és y=18.
Tehét a baromfiudvarban 18 tyuk, 12 kacsa és 8 nytl van.
Az ellendrz€s azt mutatja, hogy a megoldés helyes.

Az els6 gép x, a mdsodik y, a harmadik z nap alatt végezné el a munkat.
A feltételek alapjan a kovetkezd egyenletrendszer {rhat6 fel:

7,2 7,2 1 1 5
—+——=1 —+—=—
X y x y 36
9 9 szamlalokkal osztva 1 1 1
—+—=1 = —+—== .
X z x z 9
12 12 1 1 1
—+—=1 —+—=—
y z y z 12

Az els6 két egyenlet kiilonbségébdl: 1.1 = %, majd ehhez hozzdadva a harmadik egyenletet:
Z

y
224 amibsl y=18.
36

y
Visszahelyettesitve: z =36, x = 12.

Tehat kiilon-kiilon a gépek 12 nap, 18 nap, illetve 36 nap alatt végeznék el a munkat.

Legyen a hiromjegy( szdm: xyz.
A feltételek szerint:
x+y+z=20. (1)
Tudjuk tovébbd, hogy
xyz—16=2-zyx,
100x + 10y + z — 16 =200z + 20y + 2x,
98x — 16 =199z + 10y.
(1)-bdl y =20 — x — z behelyettesithetd:
98x —16=199z+ 200 — 10x — 10z
108x — 216 =189z,
108 - (x —2)=189z,
Mivel a bal oldal oszthat6 4-gyel, ezért a jobb oldal is. A z lehetséges értékei 0, 4, 8.
Ha z=0, (2)-b6l x =2; (1)-bdl y =18, nem megoldis.
Ha z=4, (2)-bél x=9; (1)-b6l y=17.
Ha z=38, (2)-b6l x = 16, nem megoldas.
A feladat feltételeinek a 974 felel meg, az ellendrzés igazolja, hogy valéban jé a megoldas.

........................ - 120
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a) A grafikus megoldésra gondolva rendezziik az egyenleteket:
b-2

1
=2x -3, illetve y=—— -x+——.
y y= b b

. S 1
Akkor nincs megoldds, ha a két egyenes parhuzamos, ami teljesiil, ha 5 =2 és

Az elsébdl b = —%, a masodikbol b # %
1 .
Tehatha b = X akkor nincs megoldésa az egyenletrendszernek.

b) A behelyettesit6 médszerrel megoldva az egyenletrendszert:
_4b-2 2b-T7
T+l T 2l

x-4b 2>0 ha b<—l vagy b>l
2b+1 2 2
2b-17

= >0, ha b<—l vagy b>z.
2b+1 2 2

Mindkét megoldds pozitiv, ha b < —% vagy b > %

D Az els6 egyenletbd]
x=12-3y. (1)
Ha x >0, akkor y <4 kell lennie, tehat
0<y<4. (2
(1)-et a masodik egyenletbe helyettesitve: 252 —y = m.
A (2) feltétel alapjan 248 < m < 252, tehdt m lehetséges egész értékei: 248, 249, 250, 251, 252.

€T Alakitsuk szorzatta a bal oldali kifejezést:
(x=2y)-(x+2y) =116.
Akkor van megoldds, ha x — 2y és x + 2y a 116 osztéparjai.
A 116 primtényezds felbontdsa: 116 =22-29. Két eset lehet: 4-29 vagy 2-58.
A 4-29-es felbontds esetében:

x-2y=4 = 2x =33; mivel x ¢ Z*, ezért ez nem lehet megoldas.
x+2y=29
A 2-58-es felbontas esetében:
x—-2y=2

x4 2y= 58} = 2x =60, amibdl x =30 és y=14; x, y € Z*, ezért ez megoldas.

Az ellendrzésbdl kidertil, hogy ez a szampar valéban megoldas.

Vegyes feladatok — megoldasok

a) x="6; b)x=£; ) x=

d) x=0.
141

a) x1=—%,x2=2; b) xl:%,x2=7; c) x=

5 , ha x <-3, nincs megoldas.

SIERSS
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(8 a) x= %, ha p #4. Ha p = 4, nincs megoldas.

b) x=2,hap# 3 Hap= %, minden valds szdm megoldas.
c¢) x=p-15, ha p#-5. Ha p=-5, minden valds szdm megoldas.

fE1} a) Az egyik kerékpéaros 8 6ra, illetve 6 6ra alatt teszi meg az utat.
b) A falu és a véros tdvolsdga 144 km.

(7 A tengervizbdl 2 literre van sziikség.

fFI1) Ha a harmadik jegy x, akkor a kovetkezd egyenletet kell megoldani:
1900 + 10x +x + 1 - 1761 = 190 + x.
A sziiletési év 1956, 2010-ben 54 éves.

7/ Ha a legidGsebb testvér mai életkora x, akkor az egyenletiink:
x -1

x+(x—3)+( 5

+ 1):35.

Az egyenlet megolddsabdl a testvérek életkora 15, 12 és 8 év.
(E1) Ha az utasok szdma 5x és 4x, akkor az aldbbi egyenletet kell megoldani:
50-10 _5
4x+10 7

A kirandulok szama Osszesen 72.



EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK, EGYENLETRENDSZEREK

...............................................................................................................

fEIT) Ha a fidk széma x, a lanyoké pedig y, akkor az egyenletrendszer:

x+y=9
4000x + 5000y = 39000 |

Ennek megolddsa utdn: Juliska mamdnak 3 lany €s 6 fit unokdja van.

Legyen eredetileg x darab piros és y darab kék goly6 a dobozban. Egyenletrendszeriink:
x+y=200
y+27=x+53]|

Ennek megoldasabdl azt kapjuk, hogy 87 piros és 113 kék golyd volt eredetileg a dobozban.



