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406 Statisztika, valészin(iség-szamitas

Valésziniliség-szamitasi feladatok
emelt szinten

1649. Akkor lesz elég a készlet, ha 0, 1, 2, 3 vagy 4 tigyfél vesz takaritogépet.
Ennek valdszintisége:

LB EIT

p =
0)1)2) (102"
+ A==+ =] =
1133 03
210-64 + 120128 + 45-256 + 10 - 512 + 1024
= 310 = 0,786 87.
1650. Itt is egy binomialis eloszlasrol van sz6. A keresett valdszintiség:

2 (20
p= Z[ i ] -0,6¢-0,4°°~%_ Ezt a k = 9-t&l indulva lehet legkonnyebben kisza-
k=0

molni, mert ha k<5, akkor a valdszinliség kisebb lesz 0,001-nél, elhagyhatdak.

P(x=5)|0,00129
P(x = 6) | 0,004 85
P(x=7)|0,01456
P(x = 8) | 0,035 50
P(x =9) | 0,070 10
P(x <9)|0,12720

Tehat a kérdéses valoszintiség kisebb 13%-nal.

1651. Az els6 kérdés megoldasidhoz a teljes valdszintiség tételét hasznaljuk.

p (a teszt pozitiv) =0,04 - 0,95 + 0,96 - 0,02 = 0,0572.

A miasodik kérdést a Bayes-tétel alapjan lehet megvalaszolni. P (egészséges| a
0,96 - 0,02

1
teszt pozitiv)=m =~ (,3357, tobb, mint 3

A teszt akkor téved, ha egészségesnél pozitiv, vagy betegnél negativ eredményt
ad. Ezek egymast kizard események, valdszintiségiik 6sszeadddik: p (nega-
0,04 - 0,05
0,9428
rossz eredményt ad p = 0,337 78.

tiv| beteg) = ~ 0,00212, ezért annak valdszinlisége, hogy a teszt

1652. Hasonl6 1626 példéahoz: p = 0,001-0,998 0,01959
- asonoanazeozope .’clOZ.p—0,0()10,998_}_0,999()’05 = U, 5
azaz kisebb 2%-nal!!!
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1653. Mivel kevés lehetOség van, legegyszertibb felirni az Osszeset.

a \glrzg?[l(()tt osszeg szorzat
0; 1 1 0
0;3 3 0
0;5 5 0
1;3 2 3
1;5 6 5
35 8 15

A tablazatbdl leolvashatd, hogy
P (az dszseg pdros) = i
3

P (a szorzat pdros) = 5 =0,5.

Mivel két szam kiillonbsége pontosan akkor paros, ha az Osszegiik paros,
valamint a tablazatbdl lathatd, hogy az Osszeg és a szorzat egyszerre nem lehet
paros, ezért

P(a kiilonbséqg pdros) = P(az dsszeg pdros) = 0,5;
P(az dsszeq pdros | a szorzat pdros) = 0;
P(a szorzat pdros | az osszeg pdros) = 0.

1654. A megoldashoz egy nevezetes Otlet az un. tiikrozési elv fog segitséget
nydjtani. Ehhez ugy jutunk, hogy a szavazis lefolydsat egy Descartes-féle
koordindta-rendszerben dbrazoljuk. Az origébdl indulunk, s ha az els6 szavaz6
A-ra szavazott, akkor jobbra (+1) és felfelé 1épilink (+1)-et. Ha B-re szavazott,
akkor is jobbra (+1) viszont lefelé (-1)-et Iépilink. Ezt folytatjuk a tovabbi sza-
vaz6knal is, tehat minden A-ra szavazoé esetén az (1; 1) vektorral, minden B-re
szavazé esetén az (1; —1) vektorral 1épiink tovabb. Igy a lehetséges szavazasle-
folyasok egy (0; 0)-bol induld és az (a + b; a —b)-be érkezd tordttvonallal abra-
zolhat6k. Annyiféleképpen folyhat le a szavazas, ahany ilyen tordttvonal léte-
zik. A kedvezs esetek szama, tehat hogy A végig vezet, azaz, ha a tordttvonal
a kezddponttdl eltekintve tobbet nem éri el az x tengelyt, azaz végig folotte
halad. A Laplace-féle valészintiség kiszamitédsi formula szerint (kedvez6 esetek
szama/osszes esetek szama) ki tudjuk akkor szamolni a kérdezett esélyt, ha az
Osszes torottvonalak szamét, illetve az x tengelyt nem érint§ tordttvonalak
szamat meghatarozzuk. Az els6 kérdés az egyszeriibb, az dsszes tordttvonalak
szama:

a+b

>

a
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mivel az a + b darab jobbra 1€pésbdl ha kijeloljitk azt az a darabot, amikor fel-
felé 1€piink, akkor a torottvonal mar adott, ezek szdma pedig a fenti formulabol
szamolhato.

A masik szam kiszdmitdsdhoz hasznaljuk fel a tiikrozési elvet, ami a kovetkezot
jelenti: A j6 utvonalak mindenképpen az els6 1épésben az (1; 1) ponton men-
nek at. Az (1; -1) ponton d&tmendk mar mind rosszak. Ezenkiviil rossz az (1; 1)
ponton atmendk koziil mindaz, amelyik legalabb egyszer érinti az x tengelyt. S
itt jon a titkkrozési elv, amely szerint: minden (1; 1) pontbdl indulé rossz utvo-
nalnak (tehat amelyik érinti legalabb egyszer az x tengelyt) megfelel egy (1; 1)
pontbdl az (a + b; a—-b)-be vezetd ttvonal. Raadasul ez a megfeleltetés egy-
egyértelm, tehat minden az (1; —1)-en atvezetd utvonalhoz tartozik pontosan
1 rossz (1; 1)-en atvezet6 utvonal. Lasd az abrit, amely mutatja az okot.
Lényegében az utolsé x tengelyen 1év6 metszéspontig tiikkroziink az x tengelyre,
csak az utols6 szakasz marad. Ez azt jelenti, hogy a rossz utvonalak szdma nem
mas, mint kétszer az (1; —1) ponton atmend (a + b; a—b) -be vezetd ttvonalak
szama. Tehat a rossz utak szdma:

a+b—-1
eszerint a kedvezd esetek szdma:
a+b a+b—-1

a | 7 a ]

Innen a keresett valdszintiség:

a+b a+tb—1 @+b—1)
a | " a ] A - 1) 2% a-b
P= a+b By P S
a al-b!

Azaz minél nagyobb aranyban gy6z A, annal nagyobb eséllyel vezet végig.

1655. Az el6z6 feladat megoldasara épitiink. Az a kiilonbség, hogy itt az x
tengelyt érintd, de a4t nem metszd torottvonalak még kedvezdnek szamitanak.
Azaz ezeknek a szama kellene a kedvez$ esetek meghatdrozasahoz. Itt is a
rossz torottvonalak szamat tudjuk konnyebben meghatarozni. Ehhez hasznal-
juk fel a tiikrozési elvet a kovetkez6képpen: Minden rossz utvonal olyan, hogy
atmegy valahol az x tengelyen és eléri azy = —1 egyenest. Ha az elsd ilyen pont-
ban, aholy = -1 az 1000 Ft-os sorban allot kicserélem egy 500 Ft-osra, akkor ez
a pont atkeriil az y = 1-be, s innen a teljes tovabbi tutvonalat kettGvel feltolva

egy a (0; 0)-bdl a (2n; 2) pontba mend ttvonalat kapunk. Ezek szama:
2n
n+1

>
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hiszen ilyenkor n + 1 db 500 és csak n — 1 db 1000 Ft-os lesz a csere miatt. Vila-
gos, hogy ezt a Iépést csak azokra a ,,rossz utvonalakra” tudjuk megtenni, ame-
lyek 4tlépik lefelé az x tengelyt. Osszesen

2n

-féleképpen allhatnak sorban, tehat a kedvez$ esetek szama:
n
2n n+1l+n 2n 2n 2n n (2n
n n+1 | |n| (n+1 |n| n+1|n]

Ebbdl a keresett valoszinliség az Osszes esetek szamaval valo osztas utan:
1-n/(n + 1) =1/(n + 1).

1656. Harom lovagot ugy kivalasztani, hogy legalabb kett6 egyméas mellett iil-
jon, ugyanannyiféleképpen lehet, mint a kovetkezd két domindt elhelyezni a
kerek asztal koriil:

L I x[x]

Ha az X-szel jelolt helyeken il6 lovagokat valasztjuk a kommandéba, akkor
lesz kozottiik szomszédos, €s minden olyan lovaghdrmasra, amelyben van két
szomszédos lovag, egyértelmien rahelyezhet6 a két domind udgy, hogy a
kivalasztott lovagok pontosan az X-szel jelolt helyeken iiljenek. (Gondoljuk
meg, a 3 X 1-es dominé iires kockdjara a kolcsonosen egyértelmti megfelel-
tetéshez van sziikségiink.) A két dominét dsszesen 25 - 22-féleképpen tudjuk
elhelyezni, mivel az 1 X 1-es domin6t 25 helyre tehetjiik, és ezt kdvetSen a
3 X 1-es domindt a maradék 24 hely koziil 22 helyre tehetjiik agy, hogy elférjen.
A keresett valoszintiség tehat:

252 1
p= [25] T

3

A szamlalo és a nevezd Osszege igy 57.

1657. A kérdéses egyiitthatok c,=1; ¢,=6; ¢,=15; ¢;=20; ¢,= 15; ¢5= 6;
c,= 1. A lehetséges kéttagu Osszegek szama: 21. Ezek koziil csak a (¢, + ¢;);
(c; +¢3); (cy +¢y); (c5+¢,); (c5+ cs) nem kisebb 25-nél. Ha feltessziik, hogy
barmely par kivalasztdsanak az esélye ugyanannyi, akkor ebbdl (21-5)/21 =
= 16/21 adddik valaszként a kérdésre, azaz az els6 valaszlehet6ség a helyes.
1658. Bizonyéra kedvelte. Igy Ben els6 1ovése nem talal, és Joe a szamara
veszélyesebb Samre 16 majd, akit el is taldl. Ismét Ben kovetkezik, aki 0,3
valdszintiséggel életben marad, ha eltaldlja Joe-t. Nézziik, mi lenne, ha éles
16szerrel probédlkozna Ben! Csak Joe-ra 16het, mert ha véletlen eltaldlja Sam-
et, akkor biztosan meghal Joe kovetkezd 16vésétdl. Szamitsuk ki, mennyi az
esélye az életben maradasra, ha eltaldlja Joe-t. Akkor lehet a parbaj gyGztese,
ha Sam els6 16vése nem talal, az 6 Sam-re leadott elsS 16vése viszont talal, vagy

VI
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Sam els6re nem taldl, 6 se, és Sam masodszor is elhibdzza, de 6 nem, és igy
tovabb. Ennek valdsziniisége:
p=05-03+0,5-0,7-0,5-0,3 4+ 0,5*-0,7*-0,5-0,3 + ...
Ez egy végtelen mértani sor, amelynek kvociense < 1, tehat dsszege:
0,5-0,3 15 3
——=—=—x<03.
1-05-0,7 65 15

1659 Az cllentett esemény val6szintiségét szamoljuk ki. p(nem nyeriink) =

5)(84) (85
+
1) 4 5
(%
5
Azt szamoljuk ki, hogy hany hét utan lesz 50%-nal kisebb esély annak, hogy
egyszer sem nyertiink. 0,9659" < 0,5 = n > 20.
5)(85
+1
4] 1
= =9,693-10"",

90
5
Ebbdl

P(nincs nagy nyereményiink) = 0,999 999 030 7. Az el6z6 modszert kovetve sza-
moljuk ki, hogy hiny hétig kell jatszani az elsé nagy nyereményig, erre 717 101
hét (kb. 13 752 év!) adddik.

Az els6 nagy nyerésig eltel6 hetek szaméanak varhato értéke:

p:

= 0,9659. Ebbdl kovetkezik, a nyerés esélye p = 0,0341.

A nagy nyeremény esélye p(nagyot nyeriink) =

1
E=—=1031672=19 651 év.
p

1660. Normalis eloszlast tételeziink fel a hosszra, ezért

X — 1000

a) P|| = | <2|~20(2) = 1=2:09772 - 1 ~ 095.
X — 1000

b) P|| = |<05|~20(05) - 1.
X — 1000

¢) Pl|=— |<A|=20(A4)~1=098.  A=?

80
1661. a) o -0,152-0,85%~ 0,124.

b) Hasonl6an kell kiszamolni, hogy 0, 1, 2 vagy 3 kiilfoldit talaltak, és
ezeket a szamokat Ossze kell adni.
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c) E(X) =12 és D(X) = 3,2. A becslést most Csebisev-egyenlStlenséggel
. 1 2z
adjuk meg. P(|X—E|<AD) 21-—5 =08, cbbdl A=/5~224,

ahonnan az [5; 19] intervallum adédik a kiilfoldiek szaméra.
(Ha a binomidlis eloszlasbol szdmolunk, akkor a sokkal sziikebb [8; 16] inter-
vallumot kapjuk.)

1662. A megjelend hallgatok szama X € B

1
220, 2]. A Moivre-Laplace tételbol

P(X <110+/55 x)= 0()=09, hax = 13. Tehat 0.9~ P(X <110+ /55:1,3) <
< (X <120). Tehat, egy 120 fGs teremben legaldbb 90%-os valdszintiséggel
mindig elférnek. VI

X —100
1663. A megjelendk szama X € B (1000, 0,1)= X = f ~N(0,1) a
900

Moivre-Laplace tétel értelmében.

P X —100 4
—<
30

azaz kb. 139-en jelennek meg a termékbemutaton 90%-os valoszintiséggel.
140 f6s terem elég.

1664. Annak valoszintisége, hogy egy jelentkezd ki fog 4llitani 0,85. Annak
val6szintsége, hogy 170 jelentkez6 koziil tobb mint 150-en szeretnének kiallitani:

xpA)=09=A4=13=PX <30-1,3 +100) = 0,9,

170 (170
P= 3 -0,85%-0,15' ~k=0,095332 2.

k=151

1665. A feladatot a kovetkez§ Osszefiiggés segitségével fogjuk megoldani:

n B -t
P(np+a Inpg <X <np+ B /npq)zlfe 2 dt.
=1 V2,
Jelen esetben n = 400; p =0,1; ¢ =0,9.
Keressiik

P[é x,sso]:?

i=1

10
+8 /npg =40+ 68=50=0=— ~ 1,667,
np+ B /npq B R=-
ahonnan tablazat segitségével meghatarozhato, hogy

P[ 31 X <50| ~ 09515,

i=1
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A mésodik kérdésnél meg kell keresniink azt a legkisebb 7 = 500 egészt, amely-
re teljesiil, hogy

P[ > x,<n—500]|>0,01.

i=1

A kérdezett valdszintiség ismét a fenti alaku integrallal kozelithetd, és Gjra csak tab-
lazatbol nézhetjiikk meg, hogy 8 ~ -2,33 vélasztas mellett lesz az integrél értéke 0,01.

Mi azt az n-et keressiik, amelyre

np + B /npg =n — 500,

ahonnan p-t; g-t és (-t behelyettesitve nyerjiik, hogy
n—500=0,1n—2,33-0,3,/n.

Ez mésodfoka egyenlet ‘/;-re, melynek pozitiv gyokébdl n =537,5 adddik.
Tehat legalabb 538 darabos tételt kell széllitani ahhoz, hogy legalabb 99%-o0s
valészintiséggel eljusson 500 szal ép rozsa a megrendel6hoz.

1666. Jeloljiik Y-vel azt a valoszintiségi valtozot, amelyik 1/3 valoszintiséggel

2
1-et, 3 valOszintiséggel pedig 0-t vesz fel. Y, = 1, ha a vizsgazo helyesen tippel.

/////

re kaptunk helyes valaszt. Y binomialis eloszlasu, B(300,1/3) paraméterekkel.
El6szor becsiiljiik meg P(Y = 150)-et!
E(Y)=100, igy a Markov-egyenlGtlenség segitségével: P(Y >149) < 100/149= 0,671.

1
1667. Jeloljiik a sziikséges dobasszamot X-szel! P(X =k)=2- 2 k=2;3; ...

Tehat E(X) = ik Py = 3. (A kapott sort tgy lehet pl. 6sszegezni, hogy a
2

kétszeresébdl levonjuk a megfeleld tagokat, igy egy mértani sort kapunk,

1 _
amelynek ismerjiik az 0sszegét. 2 + 5 + ? + ? +.=2+ 1 2 1 =3.
2
1668. A keresett eloszlas:
2 3 7
x=J1 52 543 543 4 5432 5 6
6 6 6 62 6 63 6 6 6 6
A varhat6 érték:
EX)=2-—+3 +4 1O+5 40 +6 100+7 =3,85
H=27 36 36 216 6* 6t

1669. Ez egy binomialis eloszlas n =5 és p = 3 paraméterekkel, mert min-

den 0todik szam oszthatd 5-tel. A varhato érték tehat
EX)=np=1.
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1670. Nem lehetnek fiiggetlenek, mert P(X =4¢ésY=4)=0, de
1
32) (32)
4114
1671. X eloszlasa diszkrét egyenletes: P (X = k)=

k=1,2,3, ... 100.
1672. Tegytik fel, hogy a szaz koziil x didk vasarolt a csokibdl. Minden didk

P(X=4)P(Y =4) =

99 98 k—1
100 9 7k k-1

1 7
3 valdszintiséggel hazudik, 3 valdszintiséggel pedig igazat mond. A csokit
vésarl6 didkoknak tehdt varhatéan 3 része igent vélaszol, de igent mond a nem VI

ezt a csokit vasarlo didkok grésze is. Sz4z megkérdezett didk koziil Y ad igen

vélaszt, ez az Y egy val6szintiségi valtozd, melynek varhato értéke tehat

7 1
E(Y):g‘X‘Fg'(lOO_X),

ahonnan

x=%-(E(Y)— 12,5).

Széaz didk elegendd ahhoz, hogy megkérdezésiik utan feltételezhessiik, hogy azok Y’
szama, akik igent valaszoltak, nagyjabol megegyezik E(Y)-nal, ezért

8
=— (Y- 12,5).
X 6 ( ’5)

Extrém esetben el6fordulhatna, hogy x < 0 vagy x > 100 adédna a fenti képletbdl.
Ilyenkor célszert a kisérletet Gjra elvégezni, vagy a fenti becslés helyett a kdvetkez6
képletbdl szamolni:

4
X~ min[lOO; max[O; 3 (Y'-12, 5)]]

1673. X az elfutd szarvasok szama: X € {0,1,2}.
3
P(X =2) = P (,Mindegyik vadasz ugyanazt a szarvast l6vi le”) = 77

P(X = 0) = P (,Mindegyik vaddsz mds-mas szarvast 15 le”) = 7

PX=1)=1-PX=0)-(X=2)= %-

8 10 26
E®) =3, E(X)*= 5 0*(X) = TR
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1
1674. Ez egy geometriai eloszlas p paraméterrel. Varhat6 értéke E(X) = —.
p

1675.E(Z) =100 E(X,)=32-0,4=12,8 és
0%(Z)=100-0*(X,)=100-32-0,4-0,6 = 768.

1676. Jelolje X a hibas toltények szamat! X € B (200,0,02).
A Moivre-Laplace-tételbdl:

X—n .
P Pl x|~ 2600 —1=09.np =4, [npq = 1,98, x = 1,7. Tay a kere-
npq
sett intervallum: [0, 63, 7, 36], azaz a hibas toltények szdma 0 és 8 kozé fog esni.
. X — 1000
1677. Mivel P BT <A|=2@(A)—1 osszefiggéssel kozelithets a

keresett valoszintiség , és most A =1, P (990 < X < 1010) =2¢(1)—1=
=2-0,841 —1=0,682.
1678. A centralis hatareloszlas tételével:

k
P||—-p|<0,01
n
k k
—-p 0,01,/n —-p
pPl|2—|/n < /n >p||-—|/n <0,04,/n | =0,99.
pq pq pq

=26 (0,04 Jn ) —1=0,999=0,04,/n = 3,29=n > 53940.
(pl. részvételi hajlanddsag, nem vélaszolok aranya és a valaszmegtagadas oka.)
1679. XeN(17510), YEN(1658)=X-YeN (10, /164 = /107 + 8* );

PX<Y)=PX-Y<0)=¢

-10
J164 |
1680. Az i-edik narancsbdl X, € N(50,2) 1€ facsarhat6 ki.

X, +X,eN(100, /8).

A keresett valoszintiség: p = P (100 <X+ X,)=1-¢(0)=0,5.

1681. X, X, X;.... X, teljesen fiiggetlen rendszer, olyan normaélis eloszlas-

sal kozelithet6, amelynek varhat6 értéke 7 m és szorasa 1 m.
100

h—17
p(maxX,<h)= @[T” >0,99, ezért ®(h—7)=10/0,99 ~ 0,99989=

=h—7=3,71. A gitat tehat legalabb 10,71 m magasra kell épiteni.

1682. A feladat megoldasakor az a helyes kiindulasi alap, ha azt vizsgaljuk
meg, hogy a jatékot tovabb folytatva, a jdték befejezéséig mekkora valésziniiség-
gel nyerne Andras, illetve Béla. Ugyanis Béla csak akkor nyerhetne, ha a kovet-



Val6szinliség-szamitasi feladatok emelt szinten 415

kez6 harom dobés mindegyike iras lenne, ennek valoszintisége pedig 3 Min-

den mas esetben Andras nyer, a helyes osztozkoddasi ardny 7 : 1.

1683. A jaték a jatékosnak kedvez (nem a kaszinénak), ha a kovetkez§ stra-
tégiaval jatszik: ha els htzasra nyerd golyot hiz, akkor megall, ha nem nyer&t
hiz els6re, akkor 0 veszteségre torekszik, de ha ez nem sikeriil, akkor nem all
meg addig, mig el nem fogynak a golyok.

Az 4bran a jaték fagréafja lathatd. A korok a jatszma egyes dllasait reprezen-
taljak, a feliilre irt eljel a legutébbi hiizas eredményére utal (+ = nyer hiizas,
— =veszt6 huzas), az alulra irt szim az addigi nyeremény 6sszegére. A sziirke
korok azok az éllapotok, ahol a jatékos megéll. A téglalapokba az allapotok
kozotti atmenet valoszintiségét irtuk. A jatékos varhaté nyereménye Ft-ban:

31 2 1 1 1 o1

EX)=10-|--=-—- 2. —-1
W=1013-5 333

VI





