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571.a) Azf, g, h fiiggvények. Az i nem fiiggvény, a 2-h6z nem egyértelmiien
rendeliink elemet.
b) Az f figgvény kolcsondsen egyértelmt, a g és & nem. A g fiiggvény az
a-t, a h az a-t és a c-t tobbszor is felveszi értékként.
) R;= {a,b,c,d}, R,= {a,c,d}, R, ={a, c}.
572. Figgvények: a, b, c.
Kolesonosen egyértelmd fliiggvény: a.
R,=1{6,7,8,9},R,={6,7,9}, R = {6}.
573. Az a, b gorbék tiiggvények képei, a ¢ és d gorbék nem.
574. Sokféle szabaly elképzelhetd. Lehetséges pl.:

a(x) =x+2;b(x) = §+ 1.

Az x =2, 3, 4 esetben c(x) értékei kozott a kiilonbség 1-gyel né. Igy ha x > 4,

c—1x  x*—x+2
C)=1+1+243+ . +@-D=1+—"F"—=—"— sezx=10re

és x = 20-ra is megfelel.
d(x): ennyi betlibol all a leirt x szam.
575. Fuggvények: a), b), c), f).
A d) hozzarendelés altalaban nem egyértelmti, az e) esetben a 0-hoz nem ren-
deliink semmit, a g) hozzérendelés pedig nem pontosan definidlt.
576. Reflexiv relaciok: b), ¢), d). (Minden egész szam osztdja és tobbszorose
is dnmaganak.)
Szimmetrikus reléacio: egyik sem.
Antiszimmetrikus relaciok: b), ¢), d).
Tranzitiv relaciok: a), b), c), d).
577. Reflexiv relacio: a).
Szimmetrikus relaciok: mindkettd.
Antiszimmetrikus relacio: egyik sem.
Tranzitiv relacio: a).
578. A K=2%"—3x+ 1 egyvaltozés, masodfokt kifejezés. A K(x) jelolés
kihangsulyozza, hogy a kifejezés véltozdja az x.
a) A kifejezés helyettesitési értéke egy szdm; példaul az x = a helyen
K(a) =2a* —3a + 1.
b) Egyenlethez példaul K(x) =2, vagyis 2x* — 3x + 1 =2 ttjan jutunk.
c) Az f fiiggvény hozzarendelési szabalya x — 2x* — 3x + 1.
d) Az f fiiggvény helyettesitési értéke valamely x = b helyen f(b) = 2b* —
-3b+1
e) Az f fiiggvény megadasahoz a hozzarendelési szabaly mellett az értel-
mezési tartomanyt is meg kell hataroznunk; ha ezt elhagyjuk, akkor —
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Fliggvények

megallapodas alapjan — a lehetd legbGvebb
val6s szdmhalmazt tekintjiik értelmezési tar-
tomanynak. Ebben az esetben tehat D, = R,

x — 2x* — 3x + 1 definialja az f fiiggvényt.

f) Az f figgvény képe a derékszogl
koordindta-rendszerben.

g) Az f fuiggvény képének a neve parabo-
la.

h) Az f figgvény képének a derékszogl
koordinata-rendszerben y = 2¢* — 3x + 1
az egyenlete. (A parabolan pontosan
azok a P(x; y) pontok vannak rajta,
amelyek koordinatai kielégitik az y =
= 2x* — 3x + 1 Osszefiiggést.)

i) A fiiggvény grafikonjan éltaldban a
derékszogli  koordinata-rendszerbeli
abrézolasat értjik. (Az abrézolas le-
hetséges egyéb koordinata-rendsze-
rekben is: ferdeszogli-, polar- stb.
koordinéata-rendszerek.)

579. (15 1), (2, 2), (3; 2), (4 3), (55 2), (65 4),
(7:2), (8 4), (9 3).
580. 1A — B jelentése: D;=A4, R, C B.

a) Igaz.

b) Hamis.

¢) Hamis (nem egyértelmi a hozzaren-
delés).

d) Igaz.

e) Hamis; van olyan raciondlis szam,
amelyik nem egész.
Az értékkészlet az a) esetben az egész szamok
halmaza.
581.a)f#g; 1 eDf, de 1 eEDg.

b)f=g.
c)f # ¢g. (Mas az értelmezési tartoma-
nyuk.)
582.4)y=5.
b) Nem definialtuk. Ha f = g, akkor
g(1)=f(1) = 1.

c) (=2;5), (—1;3), (1; —1).
583.HaD,=D,.

584. 584/1. és 584/11. abra.
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585. 585. 4bra.

586. Az atlagsebesség értékét az egyenesek me-
redeksége adja meg. Az 1., IL., III. egyenesekhez
tartozo atlagsebesség-értékek v, =20km/h, v; =
= 60 km/h, v;;; = 80 km/h, ez alapjan valoszintileg
rendre a kerékpar, motorkerékpar és személy-
gépkocsi ut—id6 grafikonjai.

Az indulési sorrend is ez.

A kerékpar és motorkerékpar taldlkozasi ideje a
kerékparos induldsa utdn 1,5 6ra. A kerékpar és
személygépkocsi taldlkozasanak idejét az s = 20¢ és
s = 80(f — 2) egyenletrendszer megoldasabol kap-
juk: t = 2 6ra 40 perc. A grafikon alapjan nem de-
ril ki, hogy a motorkerékpar és a személygépkocsi
taldlkozott-e egymdssal; ha tovdbbra is ugyan-
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akkora atlagsebességgel haladnak, akkor a 60(r — 1) = 80(¢ — 2) egyenletbdl f = 5

Oraval a kerékparos induldsa utan talalkoznak.

587. a) Magyarorszagon évek 6ta csokken a sziiletések szama, elsGsorban
emiatt a 15—19 éves korcsoportig lényegesen nagyobb volt a népes-

ségszam 1990-ben, mint 2003-ban.

(A 2003. évi 0—4 éves korcsoport 1élekszama kiugroan alacsony, nem

e 2

éri el az évi 100 000 f6s atlagot sem.)

A 30—-44 és 60—69-es korcsoportok létszdma volt még magasabb

1990-ben.
b) 587/1. ébra

6

800+
700+
600+
5001
400+
300 T
200 T

100 T

»

korcsoportok

12/3/4/56 7 8910111213141516171819
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587/Il.| |ezerA
6
500+

4001 férfiak

11
300
200

100+

»

12345678 910111213141516171819
korcsoportok

Ha az 1993-as grafikont 13 évvel ,,jobbra” mozgathatnank, a 2003-as-
hoz kozelitd gorbét kellene kapnunk.

c) 587/11. abra
Az id8sebb korcsoportokban lényegesen nagyobb a ndk szdma; ennek
legf6bb magyarazata az lehet, hogy a 2003-ban 80 évnél id6sebb
korosztaly a II. vilaghdbortban hadkételes volt.

d) Tekintsiik pl. az 1990-ben 20—24 évesek korosztalyat (679 ezer £6)!
13 évvel késobb ez a 33—37 évesek korosztalya; vagyis a 2003-as 30—
34-es korcsoportbdl két, a 35—39-es korcsoportbdl harom év népes-
ségét szamolhatjuk. Ha feltessziik az évfolyamonkénti egyenletes
eloszlast (ez csak kozelités!), akkor a 2003-ban 33—37 évesek szamara a
2-721+3-632

5

588. Teriilet A ANépebség
(1000 (ezer|[f6)

kmz) ] 1100
1000

1900
1800
1700
1600

500
400

300

r200

r100
H |  V K

~ 668 (ezer) értéket kapjuk; a csokkenés =~ 11 ezer f6.

— N WA OO 00O
| } I I } } I I
1 1 t t 1 1

y

B P H S B F

A grafikonr6l kénnyen leolvashatd, hogy melyik megyékben nagyobb 100
f6/km>-nél a népsiirtiség.
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A konkrét adatok:
teriileti egység negg}lkrllrllszeg,
Bacs-Kiskun 64,5
Békés 70,3
Fejér megye 98,2
Hajdu-Bihar 88,9
Heves 89,4
Koméarom-Esztergom 140,0
Pest megye 173,0
Somogy 55,7
Vas 80,0

589. Az adatokat az alabbi tablazatban tiintettik fel:
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végzettség (ezer f0) 1990 | 1999 | 2001 | 2002
8 évfolyam 1729 | 119,1 | 119,3 | 118,8
gimnaziumi érettségi 27,3 36,3 38,0 40,2
szakkozépiskolai érettségi 40,6 53,3 50,9 50,2
fels6foki oklevél 24,1 423 474 50,5
érettségi Osszesen 67,9 89,6 88,9 90,4
Osszes végzett 264,9 | 251,0 | 255,6 | 259,7

aranyok (%)

alapfok 65,3 475 46,7 45,7
kozépfoka érettségi 25,6 35,7 34,8 34,8
fels6fok 9,1 16,8 18,5 19,4
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Az érettségit szerzett didkok szama az egyes években:

A 8. évfolyamot végzettek szama csok-

ken, ezt a sziiletések szamanak csok-

tizezer A kenésével magyarazhatjuk. Az érettsé-
I " f610 | git, és felf(’ifokﬁ intézményt végzettek
ol aranya nott.
8 -
7 +
6 +
5 +
4 +
3 ..
2 +
1 +
1990 1999 2001 2002 év

590. Az adatokat az alabbi tablazatban tiintettiik fel:

megnevezés 1990/91 | 1999/2000 | 2001/02 | 2002/03
els6 évfolyam aranya: 11,2 13,1 12,5 12,6
1 pedagdgusra juté tanulo: 12,2 10,9 10,5 11,2
1 teremre juto gyerek: 23,6 18,5 21,9 18,3
atlagos osztalylétszam: 22,7 20,4 19,9 21,3

Az els6 évfolyamos tanuldk szdma az egyes években:

ezer f6

130

120
110
100

| 90/91 99/00 01/02 02/03 év

591. A foldfelszin minden egyes pontjdhoz a tengerszint feletti magassagot
rendeljiik. P1. Badacsony, Szent Gyorgy-hegy: 437 m.
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592
A testhdmérséklet
O

39+

38T

Tl g10 T T T 20 #(éra)
593. Az adatokat az alabbi tablazatban tiintettiik fel:

példany- atlagos

mivek szama

1990

szam példany-
2000 | 2001 | 2002 (2002-ben, sz&m

ezer db) | miivenként

verses md,

antologia 219 410 382 301 396 1300
regény,

elbeszélés 972 | 1362 | 1661 | 1680 11150 6 600
szinmi 45 55 63 65 188 2900
egyéb szépproza 234 223 204 198 495 2500
Osszesen: 1470 | 2050 | 2310 | 2244 12229 5400
szinmiivek

aranya (%) 3,1 2,7 2,7 2,9
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A csoportositott oszlopdiagram:

A —]
16001 ezer db _|

I I I 1500 + ] Vers
1400 1+ ] Regény
1300 + [ Szinmt
1200 + [] Egyéb
1100+
1000+
900+
800+
700+
600+
500
400+
300+

S

1990 2000 2001 2002

594. Az adatokat az alabbi tablazatokban tuntettiik fel:

a)
megnevezés 1990 2000 2001 2002
balesetek szama 27801 17493 18 505 19 686
ebbdl egy nap atlagosan 76,2 47,9 50,7 53,9
ittasan okozott balesetek szama | 4258 2062 2138 2440
ebbdl egy nap atlagosan 11,7 5,6 5,9 6,7
meghalt személyek szama 2432 1200 1239 1429
ebbdl egy nap atlagosan 6,7 33 3,4 3,9
sériilt személyek szama 36 996 22 698 24149 25978
ebbdl egy nap atlagosan 101,4 62,2 66,2 71,2
b)
1990 2000 2001 2002
balesetek szama 27801 17493 18 505 19 686
ebbdl: gyalogos hibaja 3426 1886 2031 2001
szazalékos arany 12,3 10,8 11,0 10,2
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¢)

A vonaldiagram:

A

4000+
3000
2000+

1000+

.\o——o—o‘

0] 1990 2000 2001 2002~
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Halmozott vonaldiagram:

A

4000+

3000+

2000+

1000+

.\o—o—a

»

1990 2000 20012002

ittasan okozott balesetek szama

4258

2062

2138

2440

ebbdl: jarmiivezetd hibdja

3741

1827

1928

2209

gyalogos hibaja

507

233

208

226

ennek aranya (%)

11,9

11,3

9,7

9,3

d)

100%-ig halmozott vonaldiagram:

% A
100+

90+
80 1
701
60+
501
40 1
30 1
20T
101

—— . .

»

0

19902000 20012002~
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595. Az egyes termékek aranya:

sajtotermék (ezer) 2001 |arany (%)| 2002 |arany (%)
Metro 280 29,5 320 31,0
I I I Blikk 244 25,7 257 249
Népszabadsag 222 23,4 221 21,4
Nemzeti Sport 114 12,0 117 11,4
Magyar Nemzet 88 9,4 116 11,3
Osszesen: 948 100,0 1031 100,0
Az oszlopdiagramok:
595/I. 595/Il.
A A
ezer db L0001 ezer (E =
300+ 900+ MN[] 1
[ 800+ NS| | s |
| — 700 1 N
200 { 6001+ N 0
500 .
401 B B
100+ 300 T — |
200 1
|_| 100 1 M M
o] M B N NS MN 0 2001 | 2002 |
594/IIl.
901 0 M
80+ NS
07 N N
0+ | |4
50
40+ B &
30+ H M
201
104+ M M
0 2001 | 2002
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se.
2001
MN M
NS . 280
114
222 244
N B

597. a) A szarvasmarha-, juh- és sertésallomany szazalékos ardnya az egyes

években:
allatallomany (ezer db) 1990 % 2002 %
szarvasmarha 1571 13,7 770 11,1
juh 1865 16,3 1103 15,9
sertés 8000 70,0 5082 73,0
Osszesen: 11436 100,0 6955 100,0

A két kordiagram:

1990 2002
SZ SZ
J
J E i
70,8% 70,8%
S

b) Az els6 grafikon a skédlat nem a 0-ndl kezdi, igy sokkal dramaibb mdédon
hangstlyozza az allomény csokkenését.
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598. A még hidnyz6 adatok:

allatallomany (ezer db) 2000 % 2001 %
szarvasmarha 805 11,9 783 11,6
I I I juh 1129 16,7 1136 16,9
sertés 4834 71,4 4822 71,5
Osszesen: 6768 100,0 6741 100,0
A grafikonok:
598/I. 598!/Il.
millio A o A
db
107 100+ %
9 + *———o—9
8T 80 J
1 L —————o—1
Z-- \-/ Sz o1
| J
4+ 40+
3T : E
2 20+
1 -
1990 2000 2001 2002 &V 19902000 2001 2002 év

599. A hianyz6 adatok:

2002
4llampolgérsdg 1990 | 2001 | 2002 pilzci,lémny' miivek péslzdﬁy' é;}g%;’f
(ezer db) (%) (%) |(ezer db)
amerikai (USA) 270 604 670 7537 | 29,8 61,6 | 11,3
angol 140 144 129 502 5,8 4,1 3,9
cseh 35 20 16 50 0,7 0,4 3,1
francia 53 96 94 279 4,2 2.3 3,0
lengyel 8 13 15 33 0,7 0,3 2,2
magyar 753 | 1145 | 1065 2018 | 474 23,9 2,7
német 88 128 116 541 5,2 4.4 4,7
olasz 12 37 28 64 1,3 0,5 2,3
0rosz 30 17 21 90 0,9 0,7 43
egyéb (kiil.) 81 | 106 90 | 215| 40 | 18| 24
Osszesen 1470 | 2310 | 2244 12229 | 100% | 100%
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A magyar szerz6k szépirodalmi miiveinek ala-

kulasa:
ezer A
db

1145 |
1065 /\-
7531

1990 2001 2002 év |

600. EszrevehetS tendencia, hogy az évodai, altalanos iskolai létszamok
csokkennek, a fels6foka oktatdsban részt vevdk szdma pedig nd.
601. a) Ertelmezési tartomany: 4 < x < 13; értékkészlet: 3 <y < 8.

b) Ertelmezési tartomany: 2 < x < 10; értékkészlet: —2 <y < 6.

¢) Ertelmezési tartomany: x € [ —2; 2] U [4; 14];

értékkészlet: y e [ —4; 1{ U[2; 6].

602. Az értékkészlet {1, 2, 3,4, 5,6,8,9}. PL. 28 (k=0, 1, 2, 3, 4, 5) pozitiv
osztonak szdma k + 1, a 30-nak 8, a 36-nak 9 pozitiv osztéja van.
603. Nem kolcsonosen egyértelmii a b figgvény, pl. a 2 értéket azx =1 és
x = —1 helyeken is felveszi.

604. Példaul:

3 +15.
a) x 2x 7

b) x — 3(x +2)* + 3.

Egy mdsik lehetbség az abrarol leolvas-
hat6 grafikus megfeleltetés.

605. Ertelmezési tartomany: —2 <x <1 és 3 <x < 4; értékkészlet: -5 <y <9.
1
606. A haromszog teriilete t = EAB -AC - sin ¢, gy a teriiletfiiggvény:

t: ¢ — 60sing.

A tzfijggvény értelmezési tartomdnya 0° < ¢ < 180°, értékkészlete 0 <t < 60
(cm?).

A fiiggvény nem kolcsondsen egyértelmii. Pl. at = 30 (cm?) értéket a ¢ = 30° és
¢ = 150° helyeken is felveszi.



134 Fliggvények

3 5
607. Pl xHEx-i-?,—l <x<3.

2

5
(Mds lehetdségek is vannak: x— ‘5x+ >

35
T

szintén
2

vagy x~—

megfelel.)
5!
608. a) 1. tipus: Amikor a felvett értékek a, a, a, b, c. Ekkor ?-féle flggvény

1étezik. Ezt az értéket még 3-mal meg kell szorozni a lehetséges b, b, b, a, c,
5!
illetve ¢, ¢, c, a, b tipusok miatt, igy 3 3 = 60 fiiggvény van.

|

2. tipus: a, a, b, b, c. Ebbdl o 90-féle fliggvény készithets.
Osszesen 60 + 90 = 150 fiiggvény van.
5!
b) Az a,a,b, c,d tipusok szama o 5 =300.
¢) 5! = 120. 2!
d) 0.
609. a) Mindegyik elemhez 3-féle értéket rendelhetiink, igy 3° = 243 fiigg-
vény van.
b) 6° = 7776.

610.4a) 2 +1)—2a=2.
b) 2a+1)+1)—QRa+1)=2.
c) 5.
d)5.
e)(a+ 1Y —a*=2a+1.
fH@+172+2)— @ +2)=2a+1.
g ((@a+1)+2@+1)+2)—(@*+2a+2)=@+ 1) —a*+2@a+1)—
—2a=2a+1+2=2a+3.
h) 3(a + 1)*+3) — (3a* +3)=3((a + 1)* —a*) =32a + 1) = 6a + 3.
i) ((a+1)—2)—(a’—2) =3a* + 3a.
J)QRa+1y’+3@+1)?—(@+1)—1)— (2’ +3a*—a—1)=
=2(3a*+3a) +3(a + 1) — 1 =6a> + 12a + 2.
Néhdny érdekesség:
—az a), b), valamint c), d) stb. esetek mutatjak, hogy a konstans tagtdl nem
fligg a kiilonbség;
— x* + 2x kiilonbsége el6allithat6 x* kiilonbsége és 2x kiilonbsége dsszegeként;
— 3x* kiilonbsége 3-szorosa x* kiilonbségének;
— altalaban is igaz, hogy n-ed foku tag kiilonbsége n — 1-ed fokt (n € Z*).
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611.
x? X
X x—a x—§+§ Sin x tgx
0 0 0 0 0
0,01 0,009 999 833 | 0,009999833 | 0,009999 833 | 0,010 000333
0,02 0,019998 667 | 0,019998 667 | 0,019998 667 | 0,020 002 667
0,03 0,029 995500 | 0,029995500 | 0,029995500 | 0,030 009 003
0,04 0,039989333 | 0,039989334 | 0,039989334 | 0,040 021347
0,05 0,049979 167 | 0,049979169 | 0,049979 169 | 0,050 041 708
0,1 0,099833333 | 0,099833417 | 0,099833417 | 0,100334 672
0,2 0,198 666 667 | 0,198 669333 | 0,198 669331 | 0,202 710036
T
0 0,308 991553 | 0,309017054 | 0,309016994 | 0,324 919 696
T
5 0,499674179 | 0,500002133 | 0,5 0,577 350269
T
Y 0,855800782 | 0,866295284 | 0,866025404 | 1,732050 808
T nem
> 0,924 832229 | 1,004524856 | 1 értelmezziik
T -2,026120126 | 0,524043913 | 0 0
T 3
sing = /; a pontos érték.

Tobb érdekességet is észrevehetiink. Ezek koziil az egyik: minél kisebb pozitiv
3

szam az x, anndl kozelebb vannak sinx értékeihez a tgx, valamint az x —

illetve x —

612. Az el6z06 észrevételhez hasonldan, minél kisebb pozitiv szam az x, annél
) 2 4
s 1——+—

kozelebb vannak cosx értékeihez az 1 —— T

3 5

5

5!

% + % kifejezés értékei. [x — - T = jobban kozelit.

4

41

x
1 ——-+— jobban k(')zelit.]

2

2!

41

3

értékei.
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613. Azy tengelymetszetet x = 0 helyettesitéssel kaphatjuk meg.
a) =3;b) 0;¢) =7;d) 8.
e) Az e fiiggvény diszkrét pontokbdl all, (0; 0) kozos pontja az y ten-
gellyel.
f) A figgvényt az x = 0 helyen nem értelmezziik, igy nincs kdzos pontja
az y tengellyel.
614. Azx tengelymetszetet y = 0 helyettesitéssel kaphatjuk meg, vagyis rendre
meg kell oldanunk az f(x) = 0 egyenletet.
3

a) 5

b) Azx = /5 érték nincs a fiiggvény alaphalmazaban.
c)x; =2, x,=—2.

d)x =-2.

615. a) Igaz,pl. x— 1, xeR.
b) Hamis.

1
c) Igaz, pl. x— = x€]0; 1].

d) Hamis. Ha egy fiiggvény kolcsondsen egyértelmd, akkor kiilonbodzd
értékekhez kiillonbozd értékeket rendel; igy ha az alaphalmaz végte-
len sok elembdl all, akkor az értékkészlet is.

616. —x>—x+6>0,ha-3<x<2, ezért Dy = [-3; 2].
x> +3x+4>0,ha—1<x<4, ezért D, = [—1; 4].
a)A=D,nD, =[-1;2].
b) B=D,uD, =[-3; 4]
¢)C=B=D,UD, =[-3;4]
d)D =D, =[-1;4]
e) E=R\(D;,ND,) = ]—o0; —=1[ U ]2; oof.
f)F=R\D;=]—00; =3[ U]2; oo[.
) G =[-3;~1[U]2 4].
h) H =D\ D, = ]2; 4].
)I=G=[-3;-1[U]2; 4].
JJ=H=]2;4].
k) K =]—o0; =3[ U[—1; 2] U ]4; oo[.
) L =]—o0; =3[U[~1; oo[;
m) M =R\ (D,UD,) = ]—o0; =3[ U ]4; oo.
n) N=R\D, = ]-oo; —1[ U ]4; oof.
617. Ha a B halmazra képeziink, a halmaz minden eleme el6all képelemként,
vagyis az értékkészlet B; ha a B halmazba torténik a leképezés, akkor az érték-
készlet valddi részhalmaza is lehet B-nek.
Példaul:
a) (1,a), (2,0), (3, b), (4, b);

b) (1,d), (2,b), (3, ¢), (4, a).
Kolesonosen egyértelmi fiiggvényt a b) esetben kapunk.
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618. a) Egybevagosagi transzformécioval fe- 618/I.
désbe hozhatjuk a szakaszokat. (Vagy
pl. a [0; 10] — [20; 30] leképezést az
x — x + 20 hozzérendeléssel is megad-
hatjuk.)

b) Hasonl6sagi transzformécioval (két-
szeres aranyu nagyitas) fedésbe hozhat-
juk a szakaszokat. (Vagy pl. a [0; 10] —
— [0; 20] leképezés azx — 2x hozzéren-

deléssel.) 618/I1.
¢) PL. a 618/I. abra szerinti vetités megfe-

lel. (Vagy egy x — /25 —x? tipusd le-

képezés.)
d) Alkalmazhatunk a b) és c) megoldasok

alapjan egy hasonlosagot és egy vetitést;

de megfelel a 618/11. dbra szerinti leké-

pezés is.

619. a) Egybevigosagi transzformaciéval (pl. el-
tolas) fedésbe hozhatjuk a korlemezeket.
b) Hasonléségi transzformaciéval (kétsze- Po o
res ardnyud nagyitas) fedésbe hozhatjuk  \f~.
a korlemezeket. 1 AN
620. a) A P pontbdl vetithetjiilk az AB félig zart 1, N T
szakaszt az 620/1. dbranak megfelelGen \ N I
(PB és f parhuzamosak). e S
b) Egy lehetséges eljaras lathaté a 620/11. f
abrén.
A P pontbdl a BC szakaszt levetitve az e pont- P B
e

r—p

!

<
<_

jainak részhalmazat, egy zart félegyenest kapunk. ..
Ezutan a visszamaradt AC félig zart szakaszt a Cho
visszamaradt f nyilt félegyenesre kell leképez- SN
niink. Ezt két [épésben valosithatjuk meg: eld- 4

szor AC-t leképezziik egy nyilt szakaszra, majd f
ezutan mar alkalmazhat6 a vetitési technika a
nyilt szakasz — nyilt félegyenes megfeleltetésre.

Azonositsuk a félig zart AC szakaszt a szamegyenes [a; c[ szakaszédval; a feladat

ekkor pl. [a; c[ leképezése |a + b; ¢ + b[-be. Legyena, a + —, a + —,

2 3
1 . 1 1 1 .
a+z, ... egy [a; c[-beli sorozat; a +b + > a+b+§, a+b+z, ... pedig

egy la + b; ¢ + b[-beli sorozat. Feleltessilk meg egymasnak a sorozatok azonos
index( tagjait, az [a; c[ szakasz tobbi x pontjahoz pedig x + b-t rendelhetjiik
la + b; ¢ + b[-bAL.

A mobdszer altaldban is alkalmazhatd; vagyis barmely szakasz leképezhets egy
masik szakaszra, ha abbol véges sok (vagy megszdmlalhatdan végtelen szdm)
pont hidnyzik.
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621. a) 5° =3125. Az A halmaz minden eleméhez 5-féle értéket rendel-
hetiink.
b) 5! = 120. Az értékkészlet megegyezik az A halmazzal.
¢) 5!'=120. Csak a b) esetben kapunk kolcsonosen egyértelmi fiigg-
vényeket.
622. a) 7° =16 807.
b) Nem lehetséges; az A képhalmaza csak 5-elemdi.

c) 8 — 1 =32767 (levontuk az iires leképezést).

d)[;]-25=672. e)7-6-5-4-3=2520.
f [11] = 462. g) [7] =21.
5 5
Fliggvénytipusok
Nulladfoku és elséfoku figgvények
623.
e v A

> =y
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624.

Az egyes fiiggvények értékkészlete:
a) R, =12},
b)R,=1-1;25];

¢)R.=10; 1]U3; 6];
d)R,;=1{-1;0;1;2; 3; 4}.

625.

Az egyes fiiggvények értékkészlete:

a)R,={1}.
=1 @+ 1DEx-1)
b) = =x+1,hax# 1. R, =R\ {2}
x—1 x—1
x2+4x+4_(x+2)2_ 42k 2R =371\ {0}
)5 = gy “FTLhax#-2 . =[-3;7] _
—2)c2+7)c—3_(?.x—l)(B:—x)_3 0 05
w-1 | w—1 o oo

R,=[1;5]\{2,5}.
e)e(x)=1hax#4. R, ={1}.
f) f nevezbje 0. A tortet nem értelmezzik, igy ilyen fliggvény nincs.
(Ilyen tortet ,le sem szabad irni”!)
626. Az a) és c) egyenes aranyossag grafikonja. Az aranyossagi tényezd 3,
illetve —1.
627. Jeloljik F-fel a Fahrenheit-fokban, C-vel a Celsius-fokban mért

160

5
értékeket! Ekkor F = 1,8 C + 32, illetve C = 9 F— 5

A két mennyiség nem egyenesen aranyos.
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628. 0 °F = 17,78 °C, 100 °F = 37,78 °C.
629. Jeloljikk R-rel a Réaumur-fokban, C-vel a Celsius-fokban mért értékeket.
Ekkor R = 0,8 C, illetve C = 1,25 R. A két mennyiség egyenesen aranyos.

630.4)i= 2
a)i 360° r-2m;
a
"I b)h=2r~sin5;
h-a-m
C)l'=7;
360°- sin —
2
. a
d)kOAB=2r+z=2r1+360077;
@ 2
e)tOAB:W"“”;
a
f) kogpn =2r+h=2r 1+sin2J;
r*-|sina | .
g)tOABA:# (ha @ > 180°, sin @ < 0);
4 h-a-m
h)k=h+i=2rsin -+ ———;
2 360°sin &
-sin —
2
) ha @ < 180°. akkor ¢ = ¢ ; o a ) r2~sina/_
i) haa = » AKKOT I = I yp 04BA = 3600 remw > =

2

b

a-m sina
360° 2

a-m  sin(360°—a)|

2. n
360° 2

ha a > 180°, akkor t=t, 5+t pn =T

2

360° 2
Egyenes aranyossag az a) és e) esetekben all fenn.
i =r-a, definicié miatt az aranyossagi tényez6 1. (1 radidn annak a szognek a
nagysaga, amelyhez egység sugart korben egységnyi hosszisagu iv tartozik.)
631. A fuggvénykapcsolatok nem véltoznak. Adott @ esetén az a), b), d), f)
mennyiségek és r kozott egyenes ardnyossag all fenn.
632. Jelolje a négyzet oldalat a, atlojat d, teriiletét ¢! Ekkor a fiiggvénykapcso-
latok:

a) d= aﬂ;b)k=4a;c)t=a2.
Az a) és b) esetben kapunk egyenes aranyossagot.
633.Aza-0+b=-3, a-4+Db=>5 egyenletrendszer megoldasa (a, b) =
=(2,-3).
634.-2a +b =5, 3a+b=-5;innen (a,b) = (-2, 1).

a-T sina/]
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635. Az egyenes egyenletét y = ax + b alakban keressiik. Az A és B pontokat
behelyettesitve

35
1= —a +b, illetve 7=3a + b adddik, ahonnan (a, b) = [2, 2]. A fiiggvény:
3 5
fix— 5 X + 5 I I I

636. a) Mivel a medence az els6 csdvon keresztiil 6 ora alatt telik meg, ezért

t
1 Ora alatt a medence 3 része, t Ora alatt a medence 3 része telik

t 80t
meg. A h vizmagassagot leir¢ fiiggvény: h, = ra 160 = 3 illetve
h, =20t (cm).
b) Ha mindkét csovet kinyitjuk,
akkor a vizmagassag id6fiiggése
t t
hy=|—+—=|160 = h A
8 (cm)
T 60 — 140¢ T h,
= %7 -1 = 3 (cm) 160 : hz
t
A e 1 egyenletbdl a meden-
24 .
ce t= Ea Ora alatt telik meg,
ha mindkét csovet kinyitjuk.
¢) Mindhdrom esetben a vizszint 27—4
egyenesen aranyos az eltelt id6- n 1 —— 6 : 8 }(6;5

vel (abra).
Eszrevehetjiik, hogy az egyenesek m meredekségére my = m, + m, teljesil.

637.a) (637/1. abra) 637/1.

b) Az els§ gyertydbol 1 Ora alatt
2 cm, t 6ra alatt 2t cm égel, [ 5 A
igy ¢ id6 utan a magassaga i, = | (cm)
=12 —2t. Amasodik gyertya ma-
gassaga hasonléképp h, =9 —¢.
Ah, =2h, 6sszefiiggésbdl 9 — 1 =
=2(12 — 2¢t), ennek megoldasa
t =5 (6ra). Valéban: 5 6ra mul-
va az elsd gyertya magassaga 2
cm, a masodiké 4 cm.

124

9
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ol 17 T T T T T8 9 t(ra)
638.4) (638. dbra)
kmA
B+4-
1004 9
204 |
AL RN
8 10 t (6ra)

639.4a) a(x) =2x — 1;
b) b(x)=—x+1,5;
¢) c(x)=3x—0,5.

Fliggvények

c) (637/11. abra)
Jeloljiik t-vel az els6 gyertya meggyuj-
tasa ota eltelt id6t! (Ekkor a maso-
dik gyertya mér 2 6rdja ég, hossza
7cm.) A 2(12 - 2t) =7 — t egyenlet-

17
bol ¢ = 3 (6ra), vagyis a késGbb

meggyujtott gyertya 5 ora 40 perc
mulva lesz feleakkora, mint a masik.

2
Hosszuk 3 illetve 3 cm.

d) Az els6 gyertya égési sebessége 2 cm/h,
a masodiké 1cm/h. Keresztmetsze-
tiik teriiletének ardnya 1 : 2, &tmérd-

juk aranya 1 : ﬁ

b) A kerékparos ¢ 6ranyi idG alatt 15¢
utat tesz meg, a versenyzd (¢ —1)
ora alatt 35(r — 1)-et. Egyiittesen
200 km-nyi utat tesznek meg, innen
15t +35(t — 1) = 200. Az egyenlet
megoldasa ¢ =4,7 (6ra), a talalko-
zasi idejiik 12,7 6ra, vagyis 12 6ra 42
perckor taldlkoznak.

c)A taldlkozasig a versenykerékparos
200 km-rel tobb utat tesz meg, ezért
15t + 200 = 35(t — 1). Innen

t= - 11 6ra 45 perc, vagyis 19 6ra

45 perckor taladlkoznak.

Mads megolddsi lehetdség: 9 6ra utan
az a) esetben 185 km-t tesznek meg,
egymashoz 50 km/h relativ sebesség-
gel kozeledve, s ennek megtételéhez
3,7 ora kell;

a b) esetben 215 km-t tesznek meg,
egymdashoz 20 km/h relativ sebesség-
gel kozeledve, s ennek megtételéhez

B kell
40ra ell.
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X 3x
640.0)a(x) = ——+1; b) b(x) = ——+3;
X 1
c)clx) = R
Abszolutértéket tartalmazo fliggvények 1]
641.
Az értékkészletek:

R,=R,=R,=R7;

R.=[-50] (/x* = Ix].

yA

Az értékkészletek:
a) R, = [~2; oo b) R, =[0; 4;
¢) R.=[0; 12[; d) R;=R%;
e)R,=R%; f) R,=[0; 10];

g) 4> =2[x|,igy R, = [0; od].



Fliggvények

[6a3/m.]

Az értékkészletek:
a) R, = [0; o[,
b) R, = |—o0; 0];
¢)R.=1-T, 3[
d) R, = [3,2; oo[;

e) ‘/x tax+4 = [(+2)? = [x+2],igy R, = [-3; o[;
f)—2,/x—2x+1=—2/(x—1) =—2|x—1[,igy R;=[-5; 3];

1
g) J47+ 4+ 1= J@u+ 1) =2 Xt

(ead ] 644.
x| Ix|

y a) — =1, ha x> 0; = —1, ha
X X
i_d. x<0.R,={-1;1}.

c
b) R,={-1;1};
D e —— ¢ R, = {1};
_— d)R,=
x

,igy R, =[-2.5; 2,5].

={-3;3}.

P b 645.a) a(x)= |x+1|;
b) b(x) = |x—3| —1;
c)c(x) = |2x+2|.
646. a) a(x) = —|2x - 3|;
b) b(x) = —|2x + 4| — 1;

1
c)c(x)=—5|x—2| + 3.
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y a A

=y

647. a) Ha x>0, akkor |x| =x, a(x) = 2x; ha
x <0, akkor |x| = —x, a(x) = 0.
(647/1. abra)

A

b)Ha x=0, akkor b(x) =0; ha x <0,
akkor b(x) = 2x. (647/1. dbra)

c)Hax>1, akkor [x — 1| =x—1, c(x) =
=3x—1; ha x<1, akkor |x—1?=
=—@x—-1),c(x)=x+1.
(647/11. abra)

d)Ha x=-1, akkor d(x)=-5; ha
x < —1, akkor d(x) = 4x — 1.
(647/11. abra)

e)Ha x=-3, akkor e(x)=x-—7; ha
x < =3, akkor e(x) = 5x + 5.
(647/111. abra)

f) Hax=—1,5, akkor f(x) =3x + 2; hax
< —1,5, akkor f(x) = —x — 4.
(647/111. abra)
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-_647/“’. g)/m = |x_2| Ha sz, akkor
g(x) =0; hax < 2, akkor g(x) = 4 — 2x.
(647/1V. ébra)

h)Hax =2, akkor h(x) = 2x — 4;
ha x < 2, akkor A(x) = 0.
(647/1V. abra)

—O0—

648. a) A kifejezést harom részre bontjuk.

648/1. I-)T xS—_32i Ekl_((z; |_x3J)r 2| = —(x +2),
\ 5 /a ax)=—x-2+3-x=1-"2x
II. -2 <x < 3. Ekkor |x +2| =x+2,
b |x-3]=-(x-3)=3-x

ax)=x+2+3—-x=5.

II. 3 <x. Ekkor |x+2| =x+2,
|x—3|=x-3.
ax)=x+2+x-3=2—1.
(648/1. abra)

o
~
=Y

b) Hax < —2, akkor
bx)=-2-x+x—-3=-5.
Ha -2 < x < 3, akkor
bx)=x+2+x-3=2-1.
Ha 3 <ux, akkor b(x) =x+2+3 —x=5.
(648/1. 4bra)

y

c¢) Hax < -2, akkor
cx)=—-4-2%+x-3=-x-"17.
Ha -2 < x < 3, akkor
cx)=2x+4+x—-3=3x+1
Ha 3 <x, akkor
bx)=2x+4+3-x=x+7.
(648/11. abra)

d)Hax < —1, akkor
dx)=2x+2+2—-x=4+x.
Ha —1 <x < 2, akkor
dx)=-2x—-2+2—x=—3x.
Ha 2 < x, akkor
dx)=-2x—2+4+x-2=-x—-4.
(648/11. abra)
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649.0) > —4=|x|>-4=

b) X +2

¢)

650.4)

b)

= (|x] +2)(|x[-2), fgy
a(x) =|x|+2, ha|x|#2,
vagyis x # +2.

x| +1=|x]?+2|x|+1=
x| + 1) igya(x) = |x| + 1.
# —1 mindig teljesiil.)

=(
(|x

JaP—ax+1 = |2x—1].
Hax > 0,5, akkor c(x) = 1;
hax < 0,5, akkor c(x) = —1.

Ha x < -3, akkor
ax)=—x—-1-x-3-2x=
= —4x — 4.

Ha —3 <x < — 1, akkor
ax)=—x—-1+x+3—-2%=
=—2x+ 2.

Ha —1 <x, akkor
ax)=x+1+x+3—-2x=4

A flggvényabrazolast négy lépés-
ben végezziik el.

Ha x < — 2, akkor
bx)=3-2x+x—-1+x+2=4.
Ha — 2 <x <1, akkor
bx)=3—-x+x—1-x—-2=-2x.
Ha 1l <x <1,5, akkor
bx)=3-2&x—x+1-x—-2=
=—4x + 2.

Ha 1,5 < x, akkor
bx)=2x—-3—-x+1—-x—-2=—4.

147

A

yA

=

=y

c) /x2—2x+1—2/x2—4x+4+3/x2+ A+ 1=|x—1|-2|x-2|+

+3x+1].

Hax<-1,akkorc(x)=—-x+1+2%x—-4-3x—-3=-2x—6.
Ha—-1<x=<1,akkorc(x) = —x+ 1+ 2x —4 + 3x + 3 = 4x.
Hal<x<2 akkorc(x)=x—1+2r—4+3x+3=6x—2.
Ha2 <x,akkorc(x)=x—1—-2r+4+3x +3=2x + 6.

651. Azf(—2) = 1 egyenletb6l 2a + b = 1; az f(1) = —1 egyenletbSla + b = —1.
Innen (a; b) = (2; —3).

652. Az f(—2) =3 egyenletbSl|—1 +a| + b = 3; az f(4) = 0 egyenletbSl |4 + a |+

+b=0.
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A Tnésod|ik egyenletbdl b = — |4 + a|, az elsébe visszahelyettesitve |a — 1| —

—|4+a|=3.

Az egyenlet megoldasat harom Iépésben hajthatjuk végre.

I.Haa <-4, akkor |a —1| - |4+a|=1—-a+4+a=5. Ekkor az 5=3

egyenletnek nincs megoldasa.

II.Ha -4 <a<1,akkor |a —1| - |[4+a|=1-a—-4—a=—2a-3.
Ekkor —2a —3 =3, a=-3, b=—1.

II.Hal<a,akkor |a — 1| — |[4+a|=a—-1—-4—a=—-5Ekkoraza —5=3
egyenletnek nincs megoldasa.

Vagyis (a; b) = (3; —1).

653. Azx — |x| ,normal” abszolutérték-fiiggvényt a (—3; —1) vektorral kell
eltolnunk, hogy csticsa a C(—3; —1) pontba keriiljon, ezértb = 3,c = —1. Ha az
f(x) =alx + 3| —1 fiiggvény képe atmegy az A(1; 7) ponton, akkor f(1)="7.
Innenda —1=7, a=2.

Tehat (a; b; ¢) = (2; 3; —1).

654. a) a(x) =2x — |x|;
b)b(x)=2]x—1| —x—1;
c)ex) = |x| + |x—3] - 1.

655.a)a(x)= |x— 1| + |x+1];
b)b(x) = |x—2] — |[x+1];
ce)=|x—1]+2|x+1] -4

Masodfoku fliggvények

656. A fiiggvények értelmezési tartomanya a valds
szamok halmaza, értékkészleteik:

a) [0; oof;

D) [0; oof;

) [=2; oo[;

d) |—oo; 3];

e) [—3; oof.

657. a)a(x) =x*—3;
b) b(x) = —2¢* + 1;
c)c(x)=(x+2)*—6.

658. A fiiggvények értelmezési tartomanya a valos
szamok halmaza.

Teljes négyzetté alakitassal megkapjuk a fiiggvények
transzformadcids alakjat. EbbSl meghatarozhatjuk az
értékkészletet, majd abrazolhatjuk a fiiggvényeket.
Az y = f(x) fiiggvény x tengelymetszetét az y =10, y
tengelymetszetét az x = 0 helyettesités segitségével
hatarozhatjuk meg.




Flggvénytipusok 149

a) a(x) = (x + 1)*> — 4. A minimumpont
(-1, -4),R,=[ -4 [.Azy=a(x)=0
egyenletbdl x;, = —3 és x, =1 adodik;
az x = 0 helyettesitésbdl pedig y = -3,
igy a tengelymetszetek (—3; 0), (1; 0),

b) b(x) = —2(x — 0,75)* + 3,125. A maxi- I"

mumpont (0,75; 3,125),

R,=]-o0; 3,125]. Az y=bx)=0
egyenletbdl x;, =—0,5 és x,=2 ado6-
dik; azx = 0 helyettesitésbol pedigy = 2,
igy a tengelymetszetek (—0,5; 0), (2; 0),
(0; 2).

c) c(x) =0,5(x +2,5)* = 1,125. A minimumpont (—2,5; —1,125), R, =
=[-1,125; o [. Azy = c(x) = 0 egyenletbdl x, = — 4 és x, = —1 ado-
dik; azx = 0 helyettesitésbdl pedigy = 2, igy a tengelymetszetek (—4; 0),
(=1;0), (0; 2).

659. Legyen azy = x> + bx + ¢ parabola csticspontja (i; v), ekkor egyenlete y =

= (x — u)” + v alakba irhat6. A f6egyiitthat6 pozitiv (1), a parabola felfelé nyi-

tott, tehat minimuma van.

a) A szorzas utan kapott 2f(x) = 2(x — u)* + 2v alakbol leolvashat6, hogy
tovabbra is # a minimumbhely, a v minimalis érték pedig 2-szeres lett.

b) A szE€ls6érték tipusa megvaltozik, a parabolanak maximuma lesz. A
sz€ls6értékhely marad u, a felvett sz&ls6érték (most maximum) —3-
szorosa lesz az eddigi széls6értéknek.

¢) A minimumhely nem valtozik, a minimumérték a pozitiv konstans
értékével ng, illetve csokken.

d) Ha f(x) =x* 4+ bx + ¢ >0 minden x val6s szdmra, akkor f*(x) szél-

sGértékhelye u, értéke v” lesz.
Ha van olyan x érték, amelyre f(x) = x> + bx + ¢ < 0 (vagyis a parabola
metszi az x tengelyt), akkor f(x) minimuma negativ: v < 0. Ezért négy-
zetre emelés utdn f*(x) minimuma O lesz, s ezeket az értékeket f(x)
zérushelyeinél veszi fel. (Az u helyen lokélis maximuma lesz a fiigg-
vénynek.)

e) Ha f(x) =x* + bx + ¢ > 0 minden x valés szdmra, akkor ——-nek az

f®

-nek nem lesz szél-

u helyen maximuma lesz. Ellenkez6 esetben fzx)
s6értéke.

f) Ha f minimumértéke nemnegativ, akkor a kifejezés nem valtozik, a
minimumhely és minimalis érték is ugyanaz marad. (Ha f(x) =
= —u)’+v (v=0), akkor |f(x)| =f(), (u; v) a minimumpont.)
Ha f minimumértéke negativ, akkor |f| minimumhelyei f zérushelyei,
a minimalis értékek 0-k.

660. a) Nincs. b) Nincs.
¢) Van, pl. x — x*. d) Van, pl. x — x> — 2.
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661. Ha c = 0, akkor az ax* + bx = x(ax + b) atalakitasbol lathat6, hogy a pa-
rabola dtmegy az origdn.
Ha b = 0, akkor a parabola tengelye egybeesik az y tengellyel.

x(x—4)
662. a)a() = ————; b) b(x) = — (x — 2)(x — 4);
ety = 703

663. Ha az ax’ + bx + ¢ = 0 (a # 0) egyenlet két gyoke u és v, akkor az x — ax’ +
+ bx + ¢ fiiggvény képe az x, = u és x, = v helyeken metszi azx tengelyt, a fligg-
+v

2

u
vény sz¢ls6értéke (a parabola csticsa vagy tengelypontja) az x = helyen

van.
664. Parabola és egyenes kolcsonos helyzete négyféle lehet:

1. metszik egymast két pontban;

2. az egyenes érinti a parabolat;

3. az egyenes egy pontban metszi a parabolit;

4. nincs kozos pontjuk.

A 3. eset csak ugy valdsulhat meg, ha az egyenes parhuzamos a parabola tenge-

lyével (és minden ilyen egyenes egy pontban metszi a parabolat).

665. a) Ha az A, B, C pontok koordinatait rendre behelyettesitjiik azy = ax* +
+ bx + ¢ egyenletbe, akkor harom egyenletet kapunk harom ismeret-
lennel:

O=a+b+c; 0=4a —2b +c; 20 =9a + 3b + c.
Az egyenletrendszer megoldasa (a; b; ¢) = (2; 2; —4), a parabola
egyenlete y = 2x* + 2x — 4.

Mds megolddsi lehetdség:
A parabola A és B pontokban metszi az x tengelyt, ezért a parabola

tengelye x = —0,5-nél van. Az a(x + 0,5)* + v transzformaciés alakkal
is dolgozhatunk.
8 , 6 44
b)y: gx +gx—?.

¢) Ningcs ilyen parabola. Az A, B, C pontok azy = x egyenletd egyenesen
vannak, marpedig egy paraboldnak és egy egyenesnek nem lehet
harom kozos pontja.
d) Nincs ilyen parabola. Az A4, B, C pontok azy = 2x + 5 egyenletd egye-
nesen vannak.
666. (a; b;c) =(2;3; —1).
667. A fiiggvénygorbe egyenletét az y = a(x + 1)(x — 2) gyoktényezds alakban
kereshetjiik. Az (1; 4) pont behelyettesitésével 4 = a(1 + 1)(1 — 2), innena = —2.
fx) = =2(x + 1)(x — 2) = =27 + 2x + 4; (a; b; ¢) = (—2; 2; 4).
668. A parabola egyenletét y = a(x — 3)* + 2 transzformaciés alakban keres-
hetjiilk. Az M pont koordinatdinak behelyettesitésével a —3 =a(0 — 3)* +2

10
egyenletet kapjuk, innen (a; b; ¢) = [— 5; 7; — 3].
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669. A fiiggvény képe felfelé nyitott (minimum-) parabola. Azx* + 2x + c kife-

jezést teljes négyzetté alakithatjuk: x> + 2x + ¢ = (x + 1)* + ¢ — 1; vagy vizsgal-

hatjuk a D = 4 — 4c diszkriminanst.
a) D >0,innenc < 1.

b) c=1.
c) c>1. I"
d) f(3) =0, vagyis 9 + 6 + ¢ = 0. Innen
c=—15.
e) x+1)y+c—1>3.Innenc=4,ésa
minimumhely x = —1.
) D<0, c>1.

g) Nem lehetséges.
670. A transzformaciés alak x*>+bx +c =
2 b2
—T+c. Innen a 32—2 és

c- = 3 egyenletrendszert kapjuk, melynek

megoldésa (b; ¢) = (—4; 7).
671. Az f fiiggvény zérushelyei x, = —2,5 és

x, = 1. A fiiggvény képe a 671. abran lathato. o4
Az 4bra alapjan f(x) >0, ha x < —2,5 vagy

1<x.

672. f(x) — g(x) < 0 atrendezéssel a 3x* + x — 1

— 4 <0 egyenl6tlenséget kapjuk. A 3x* +x —
— 4 =0 egyenlet két gyoke x, = 3 ésx, =1,
az f(x) —g(x) figgvény képe a 672. &bran

lathato.
4
Az egyenlGtlenség megoldasa —— <x < 1.
areniienség megldisa 3 <51
v
673. A gépkocsi 14 = = | 5 A
gépkocsi - gyorsuldsa a=— da
km 5 km L+
100 — F
_h 3P _ekm (X E) N ———
Ip Ip 7 p
a
a) Az 1 perc alatt megtett Gt s = R t*=

2 12—5 k 833,33
=% —6(m)~ ,33 m.

0,4174-=2====n==)
b) Azt (km)—id6 (perc) grafikonon ;

s=< t* egy parabola egyenlete.

| »

0 42,4's 1 ¢ (perc)
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S A
(km)
1__
0,583 T--
‘\'0 ' 1 t(pera
LA
(m) |
20+
10+
:0 :::4::::t(s),

1 las e

Fliggvények

5 5
c) Az gtz ST egyenletbdl szamithatjuk

ki azt az id6t, ami a gyorsulasi utszakasz fe-

L
5"
S.

lének megtételéhez sziikséges. t =

=~ 0,71 (perc), ami kozelitSleg 42,4

674. 40 km/h = % km/p, 100 km/h = % km/p.

A 60kmh  1kmp
“ 4 05p  05p
A fél perc alatt megtett Gt s = v ¢+ % =

a =2 km/p*.

= . — 4
32 2

2
21 2 (1
2

7
‘ —] BRT) (km) =~ 583,3 m.

Az Gt (km)—id6 (perc) grafikonon az s = ?t +£
7V

t+—
3

1

9,

2
egy parabola egyenlete. * + ?t =

igy a fuggvény képe (674. abra):

675. A kavics foldfelszint6l mért tavolsagat a
h=v,t— % -2 =20t — 5¢* fiiggvény frja le. (Itt

a h-t méterben, a #-t masodpercben mérjik.)
A fliggvény képe parabola. A transzformacios
alak —5¢* + 20t = —5(t — 2)* + 20, a palya legma-
gasabb pontja a t = 2 s id6hoz tartozé 20 méter.
(A =5* + 20t = 5¢(4 — t) 4talakitdsbol is meg-
tudhatjuk, hogy a maximumbhely 0 és 4 atlaga.)

676. Ekkor h = hy+ vyt — % -1* a mozgast leir6
egyenlet. A h = —5* + 20¢ + 10 parabola egyen-
lete, transzformécios alakja 7 = —5(t — 2)* + 30,
zérushelyeit, =2 — /6 ~ —045ést,=2+ /6 ~
~ 4,45.
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677. Az x + 2y = 40 feltétel mellett a ¢ = xy fiiggvényt vizsgiljuk (a teriiletet
m*-ben kapjuk).
Mivel y = 20 * t=x|20 . 12+20x
a) Mively = X =X > 2x .
b) x =40 — 2y, igy t = (40 — 2y)y = — 2y* + 40y.
c) A t=-2"+40y = —2(y* — 20y) = 2(y — 10)* + 200  atalakitasbol
kovetkezik, hogy r < 200. A ¢t = 200 maximalis értéket akkor kapjuk
meg, hay =10 ésx = 20.

3
678. Az a oldali szabalyos haromszog teriilete e a® (ha az oldalt cm-ben

adjuk meg, akkor a teriiletet cm®-ben kapjuk). Ha az els6 haromszog oldala x

3
hosszd, teriilete ¢, = sz; ekkor a mdsodik haromszog oldaldnak hossza

/3 /3

T(ZO —X)Z. L+ = T(sz— 40x + 400) =

(20 —x), teriilete t, =

/3

=T<(x— 10)*+ 100).

a) A teriiletosszeg akkor minimalis, ha x = 10 (cm), vagyis a harom-

3
sz0gek egybevagok. Ekkor a minimum ¢, + ¢, = N 100 (cm?).

b) A teriiletosszegnek nincs maximuma. Ha x értéke 20-hoz kozelit,

3
akkor ¢, + t, megkozeliti a 4 400 = 1/5 -100 (cm?) értéket.

679. a) Legyen az els6 négyzet oldala x! Ekkor ¢, + ¢, =x* + (20 —x)* = 2x* —
—40x + 400. Az el6z6 feladatbeli szabalyos haromszogek teriilet-

4
Osszegének ——-szorosat kaptuk.
A P

A minimumbhely ugyanigy x = 10
(cm), maximum nincs.
b) Legyen az els6 félkor atmérGje x!

T
Ekkor f, + £, = - (2" = 40x+400).

A minimumbhely ugyandgy x = 10
cm esetén 1ép fel, maximum nincs.

680. (680. abra)
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x3—1_(x—1)(x2+x+1) 3

681.4) x*+x+1,ha
x—1 x—1
x #—1.
a(x) = (x +0,5)* + 0,75.
x3— x? x—1
b) =x* .Hax>1,
|x—1| |x—1‘

b(x) =x*%hax < 1,b(x) = —x°
¢)er) = Je—1)*@—2)* =[x — Dx - 2)|.

a
682.a) Azelst utszakasz hossza s, = 71 -t* =100 (m), ennek végénov, =a, -t =
=20 (m/s) sebességet ér el az autd. A masodik 10 masodpercben meg-

a
tett utszakasz hossza s, = v, + 7 t* = 400 (m), ez ad6dik hozza s -hez.

b) Az s(m) —#(s) grafikon két fiigg-

vénygorbébdl all. A 0 <¢ <10 érté-

(;1) A kekre s = £, ehhez csatlakoztatjuk a
300 , 10 < 1 < 20 értékekre az s = 20¢ + 27
/ figgvénygorbe (10; 100) vektorral el-
/ tolt képét. (A gorbe valddi egyenlete
sop 1| || s =20(¢ — 10) + 2(t — 10)> + 100 =
=21 — 20t + 100.)
| c) Az a 4 = — kén-
o0 | i ) Az atlagos gyorsulés az a 2 kép
Nt | let segitségével szamithato ki, ahol s
| ést az Osszes megtett ut, illetve eltelt
— : > 0
0 10 13,66 | 20 1) id6:a = = 2,25 (m/s?).

400

a5 . L .. 2s, 200
683.a) Az 5, = 7-t1 Osszefiiggés alapjan ¢,= — /7 = 10 (s). Az
1

utszakasz végén az autd sebessége v, =a, -t =2-10 =20 (m/s) volt.

4

2
265 +20t,—100=0. A t,-re kapott két gyok 1, | = 3,66 (s) és 1, , = —13,66
(s) koziil nyilvan csak az els6 megfeleld.
Az el6z8 feladat megoldasanak grafikonjat kapjuk, a 0 <¢ < 13,66
értékekre lesziikitve.

b) A teljes megtett it s = 200 m, az eltelt id6 ¢t =¢, + 1, = 13,66 s. Az at-

I 14 x40 2,14 (m/s)
agos orsulaSsa = — = = Z, m/s).
i 2 13,662

A masodik utszakaszra felirhato egyenlet s, = v,t,+ t5, innen
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684. Eloszor abrazoljuk az x — x* + 4x — 5, illetve x — —2x* —x + 10 fiiggvé-
nyeket; majd az abszolatérték miatt a fiiggvénygorbék x tengely alatti pontjait
titkkrozziik az x tengelyre (ébra).

685. a) Hax >0, akkor a(x) =x* — 2x — 8; ha x < 0, akkor a(x) =x* + 2x — 8.
(685/1. 4bra)

Eljgrhatunk mdsképpen is. Minden x-re a(x) = a(—x), vagyis a fliggvény paros,
képe tengelyesen szimmetrikus az y tengelyre. Ezért el6szor az x = 0 félsikban
abrazoljuk a fiiggvényt, majd az igy kapott gorbét tiikrozziik az y tengelyre.

b) (685/1. dbra)

¢) Az abszolutérték miatt az a) eset-
ben kapott fliiggvénygdrbe x tengely -_685 /Il
alatti pontjait tiikrozzik az x ten-
gelyre.
(685/11. abra)

d) Az abszolutérték miatt a b) esetben
kapott fiiggvénygorbe x tengely
alatti pontjait tiikrozzik az x ten-
gelyre.

(685/11. abra)
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Raciondlis tértflggvenyek

t 4
III (6ra) |
241
12+ °
+ .
b [ ]
0] 1 'db
60 A
X
60 1+ o
{ ]
®
¢ (]
* A -
ol 15545 0 e ¥

t (h) A
30+

20 1

101

100 | v (km/h)

Fliggvények

, 24
686. Altalaban x cs6 esetén — Ora alatt
X

telik meg a medence. A megnyitott csovek
szama ¢és a medence feltoltésé¢hez sziik-
séges 1d6 kozott forditott ardnyossag all

24
fenn. Az x — — filiggvénynek azx = 1, 2,
X

3, 4, 5 értékekre valo lesztikitése adja a
fliggvény grafikonjat.

687.a) 45 munkadarab elkészitésé¢hez
Osszesen 60 munkadrara van sziikség. Ezt
elvégezheti 1 munkas 60 Ora alatt, 2
munkas 30 oOra alatt, 3 munkas 20 o6ra
alatt, ..., végiil 30 munkds 2 dra alatt.
b) A munkasok szdma és a mun-
kadarabok elkészitéséhez sziik-
séges 1d6 forditottan ardnyos.

60
¢) Az x— —,xe{1,2,3,...,30}
X
figgvény képe: (687. abra).

688. a) Az Gt megtételéhez sziikséges
id6 és az ehhez sziikséges atlagos
sebesség forditottan aranyos.

1200
b) A t=—— 40 <v =100 fiigg-
v
vényt abrazolhatjuk: (688. abra).

689. Ha az x ¢s y mennyiségek forditot-
tan ardnyosak, szorzatuk alland6. Igy az

¢
y = f(x) grafikon hiperbola: y = —, ahol ¢
X

az aranyossagi tényez6 (c # 0).
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690.4) D, =R\ {0}; R,

=R\ {0}.

b) Db:R\{O};Rb:
=R\ {0}.

c¢) D,=R\{0};R. =
=R\ {0}.

d) D,= R\ {2}: R, =
=R\ {0}.

e) D,=R\{1}; R, =
=R\ {3}.

1 1
691.a) a(x)= —,hax>0;a(x) = ——,hax <0.
X x
1 142 o X[ x| 1
(Mdsképpen: mivel x* = |x|?, S E =)
N T R
b) Allitsuk el§ a transzformacids alakot:
2—1 2@—1)+1 1
b(x) = = =2

x—1 x—1 x—1
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1—-3
¢) etx) = x+1 -
-3x+1)+4 4
= =-3+ :
x+1 x+1

Az értékkészletek: R, = R\{0}; R, = R\{1};
. R =R\{-1};

1
692. a) a(x) = m;

b) b(x) = -1

x+3

c)c(x) = —% +2.

693 S N 1. R, =R\ {0; 0,5}
.a) a(x)_xz—l_(x+1)(x—1)_x—1’ ax#-1.R, = ; —0,5).
x— 1
= =——h 1. R, =R\ {0; .
b) b(x) Ry ax#1.R,=R\{0;0,5}
c) irjuk fel a nevez6t gyoktényezds alakban!
x*=125

X+ +10= -5 +2),lgycr)= ———— =
10 + 3x — x?
@+ 5)x=5)  x+5

3
_ - =—1-—— hax#5.
—-5)(x+2) x+2 vy ax?

)
R.=R\{-1; ——.
7
3 x*+x—6 _@=2)(x+3)
DA = e T wrye-)
=R\ {l; 1,25}.

1
+m,ha)€7&2.Rd=
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694. Az ardnyossagi tényez6 3-4 =12, a fliggvény

hozzarendelési szabélya x — —. 4
x

695.4)

A

12+ e
Egyenes aranyossag esetén a koordinatak

kozott az y =ax fliggvénykapcsolatnak kell
fennéllnia. Most y=2x—1 a kapcsolat, I"
egyenes aranyossag nem 4ll fenn.

Forditott ardnyossag esetén xy = éllando. 2 e,
Mivelxy = 6, illetve xy = 21 a két pontra, nincs | [ %%ecees
megfeleld forditott ardnyossag. o 2 | X
b) Megfelel6 egyenes ardnyossdg nincs. Fordi-
tott ardnyossag van: xy = 6.
c) Egyenes aranyossag: y = EX; forditott aranyossag: xy = 6.
a
696. Keressiik a fiiggvényeket azy = b + ¢ transzformacids alakban!
X
a) A harom pontot behelyettesitve az aldbbi egyenletrendszert kapjuk:
5 a
——=—+
3 b0 C
“1+0 0 ©
3=
“2+b €
Két-két egyenlet kivondsa utdn két egyenlet marad:
1 a a
3 b 1+b’
- a  a
1+b 24D
Innen 3a = b* + b, illetve a = b* + 3b + 2 egyenleteket kapjuk, melyek
megoldasa (a; b) = (0; —1), illetve (2; —3). Az els6 gydkpar hamis, a ma-
2
sodikat felhasznalva ¢ = —1. Tehat a keresett fiiggvény x — 3 1.
b) Az

2+b
egyenletrendszer megoldésa (a; b; ¢) = (=3; 1; 2), a keresett fiiggvény

3
X—>—-—4+2.
x+1
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c) A

a a
2= +c, 6=—+c¢c, 12=

 —2+b b

Fliggvények

a
+c

3+b

egyenletrendszernek nincs megoldéasa. Ennek az az oka, hogy a harom
pont egy egyenesen van (ennek egyenlete y = 2x + 6), s egy egyenes-

i

nek és egy hiperboldnak nem
lehet harom ko6zos pontja.

a
697. Az y = 5
X

+ ¢ transz-

a
formacids alakbol N +c=1 és

¢ + ¢ = 0 kovetkezik, az
1+b
x # —1 feltételbdl pedigh = 1. Az
egyenletrendszer megoldasa
(a; b; ) =(2; 1; —1), a keresett
2

filoové .
tggvény x— ———

698. Az a) és b) fiiggvények
megegyeznek 698/1-11. abra.
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699. a) A linedris tortkifejezéseket el6szor transzformécios alakra hozzuk:
2x+3

y:

egész szam, tehat x értékei csak a 3 osztéi kozil keriilhetnek ki. Az
2x+3

=2+ —. Mivel y egész szdam, — is egész. Tovabba x is
X X

X

fliggvény grafikonja négy racsponton megy at, ezek:

x 1 -11 3 -3
y 5 -1 3 1

x—-1 4 x—-1
= AZ X
x+1

b) y= =3- .
)y x+1 x+1
racsponton megy at, ezek:

fiiggvény grafikonja hat

x+1 1 2 4 -1 | -2 | -4
4
4 2 1 -4 | -2 | -1
x+1
X 0 1 3 -2 | =3 | =5
y -1 1 2 7 5 4
4x+5 9 4x+5 o
c) y= =—4+ Az x— fiiggvény grafikonja hat
1-x 1—x 1-x
racsponton megy at, ezek:
1-x 1 3 91 -1 =3 | -9
9
9 3 1] -9| -3 | ~1
1—x
-2 | -8 2 4| 10
5 -1 -3 |-13| =7 | =5
1) Ve & el _x+6 1 x+6 1 1+ 3 ialaki
) egezzueazy—zx_l—2 ) 1 atalaki-
)
13 .
tast! Innen 2y =1 + o1 a lehetséges értékeket az alabbi tablazat
tartalmazza:
2 —1 1 13 -1 |-13
= 13 1 13 1
2x—1
2y 14 2 | —12 0
X 7 0| -6
y 7 1 -6 0
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Eljel, egészrész- és tortrészfliggvények

700. (700. abra)
11

701. Rendre megyvizsgaljuk, hogy az el6-
jelfiiggvény argumentuma mely x értékekre

I lesz negativ, nulla, illetve pozitiv.
\\\ ///
N7
\/
’A\ //- z z . 7 2z
£ 7 Mdsik megolddsi lehetdség:
< T b o. L. 2 A fiiggvényeket abrazolhatjuk Osszetett
F L e 1y fliggvényként is.
ol 1 70 x
7 7 Wy
/ // \
v L \
1 I 1)
/ 7’ \
/ 1 \
/I /, \
// /’ \\
s
/1,7 \
2 \
X

702. Egyik megoldasi lehetGség az argumentum elGjelvizsgalata, masik az
Osszetett filggvényként vald dbrazolas.

x2=1
702/1. a) 1 =x—1,hax #—1.
v (702/1. dbra)
4 ,/// — 1
bl |} 1 oo Z a b) 12 > 0, hax > 0,5 vagy
—tt ——1 S+
T {1 P x x< -2
- (702/1. abra)
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c) x**—4>0,hax >2vagyx < —2. 702/I11.

(702/11. abra)

y
d) 2*+3x—2>0,hax < —2vagy 0,5 < x.
(702/11. 4bra) o1 oot ¢
—*r |
w 0l 1 | x

703. Az a)—d) fuggvények az argumentum zérushelyein y = 0, egyébkénty = 1
értékeket vesznek fel. A zérushelyek: a) x =0;b) x=0;¢c)x=2;d) x =2. Aze)
fliggvény zérushelye x =2 és x = —2, —2 <x < 2 helyeken y = —1, egyébként
y =1 értéket vesz fel.

704. Abrézoljuk az egyenlGtlenségek két oldalan
all6 kifejezéseket x fiiggvényeként! 70411,

a) (704/1. abra)

Az abrardl leolvashaté a megoldas:
—1<x<O0vagyl<x.

b) (704/11. dbra)

Az abrardl leolvashaté a megoldas: 0 <x < 2.

c), d): sgnz(x) = |sgn(x)| = sgn |x| minden x-re [704/Il.

teljesiil.
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705. (705. abra)

707. Az egyenletek megoldasanal a minden val6s z szamra teljesiilé z — 1 <
< [z] = z egyenlGtlenségeket hasznaljuk fel.

707/1. a) 2x — 4 < [2x — 3] < 2x — 3, vagyis

y 2x—4<5<2%x—3. Innen 4=<x<45.
y

(707/1. ébra)

(Egy madsik lehetdség:
ha [2x — 3] =5, akkor 5 < 2x — 3 < 6, innen
4<x<45)

b) 2x — 4 < [2x — 3] < 2x — 3, vagyis
2x — 4 <x < 2x — 3. Innen
; 3 <x <4, smivel x egész, x = 3.

LMl (707/1. ébra)
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¢) x+24<[x+34]<x+3,4, vagyisx + 2,4 <2x <x + 3,4. Innen 2,4 <
=x<34, 48 =<2 <6,8, s mivel 2x egész, 2x = 5 vagy 2x = 6 lehet-
séges csak. Megoldas: x; = 2,5, x, = 3. (707/11. abra)

d) Legyenz = 2x + 2,4, ekkor

z
5 4,9] =z amegoldando egyenlet, ahol

z
z egész szam. 5 5,9 <

: 49<Z 4,9, vagyi : 5,9 <
— = < —— _— <z=<
2 ) ) .7, vagyis > , z

z
< 3 4,9. Innen —11,8 <z<-9,8. Ale
hetséges z értékek —11, illetve —10, s mi-

z—24 )

vel x = 7 x,=—6,7ésx,=—6,2.
(707/111. abra)

e) x <2,5vagy 2,6 <x<3.

f) —6,7<x < —6,3vagy —6,2 <x.

708. (708. abra)

709. (709/1-11. abra) | 709/1.
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710. Ha x>0, akkor a(x) = b(x) = [x], c(x) =d(x) = {x}. Ha x <0, akkor a
grafikonok: 710/1. 4bra, 710/11. 4bra.

(|{x}| = {x} negativ x-ekre is.)

711.a) Definicio szerint a(x) =x — [x] = {x}.

(7t "

c) clx) = —{x}.

d) d(x) = [x] + {x} =x.

\> e) e(x) =x — 2{x} vagy e(x) = 2[x] —x.

N

Neégyzetgyokfuggvenyek

712.a) D,=[0; o[, R, = [0; oo[.
b) D, =[0; o[, R, = [ —2; oo|.
¢) D, =[0; o[, R, = [0; oc[.

d) D, =[0; oo, R, =] —o0; 0].
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713. (713. abra)

714. Az x ésy tengelymetszeteket azy =
= f(x) fuggvény egyenletében y = 0, illetve
x = 0 helyettesitéssel kaphatjuk meg.
a) D, =[~3; o[, R, = [0; o],
a tengelymetszetek:
(0; 2,/3),illetve (=3; 0).
b) D,=[1; o[, Ry =] —o0c; 2], az x
tengelymetszet: (17; 0).
c¢) D.=[-2; oo, R.=[-1; o[, a
tengelymetszetek: (0; 1), illetve (—1,5; 0).
d) D;=]-o0; 3], R,=]—oc; 3], a
tengelymetszetek: (0; 3- /g ),
illetve (—1,5; 0).

715.a) a(x)= /x—2;

b) bx)=2/x+3 —1;

c) cx)=,/—2x+2 2.

s A
a T
716. Az 5= > t* Osszefiiggésbol a = (m)
25 400 5 o ;
= =00 " 1 m/s”. A menetidGt az Gt 200 4t .
2s i
fiiggvényében at= [— =,/2s képlettel :
a —+»
irhatjuk le. (Az id6t masodpercben, az 0 20 #(s)

utat méterben mérjik.)
717.a) A matematikai inga egy modell, s a modell soha nem szolgéaltat pon-
tos eredményt. Annél pontosabban kozeliti meg az elméleti T érték a
gyakorlatit, minél inkéabb teljesiilnek az alabbiak:
— a test aranylag nagy tomeg;
— a fondl tomege elhanyagolhatd;
— a fondl nyujthatatlan;
— a test pontszer(;
— a mozgés folyaman nem 1ép fel energiaveszteség, vagyis pl. nincs
kozegellenallas;
— kis @ kezdeti kitéréssel inditjuk az ingat.
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b) A lengésid6 fiigg a fonal hosszatol és a nehézségi gyorsulastol, s ter-
mészetesen rengeteg dologtol, jelenségtdl nem fiigg. Fizikai szem-
léletiink szempontjdbol talan az az érdekes, hogy a lengésid6 nem
fiigg a test m tomegétdl és a kezdeti kitérités @ nagysagatol. (Ez
utébbi pl. azt jelenti, hogy akér viszonylag magasabbrdl, akar alac-
sonyabbrol engedjiik el az ingat, megkozelit6leg ugyanannyi id6 alatt
érkezik vissza eredeti helyére.)

Megjegyzés: Az elméleti érték levezetésekor a sin @ = a kozelitést alkalmaztik.
Ha @ < 10°, a sin @ és « kozotti relativ eltérés kisebb, mint 0,5%.

¢) Megno a lengésidd, igy az 6ra késni fog.

d) A Holdon a nehézségi gyorsulas kb. hatoda a foldinek. A lengésidd
/g -szorosara nd, az 6ra késni fog. (Ezt ,.,konnyl” elképzelni: kis gra-

vitaci6 esetén igen lassan leng az inga.)
718. (718/1-11. abra)

Magasabb foku és gydkos fliggvények
Hatvanyfiiggvények, gyokfiiggvények

719. Altalaban elmondhatjuk a fiiggvényekre, hogy ha a ]0; 1[ intervallumon
fx) < g(x), akkor az ]1; 2[ intervallumon f(x) > g(x). (719/I-11. 4bra)

|

YA a

USENY Y
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b yA d||a

(=]
—_
=

720. (720/I-11. dbra)

721. (721/1-11. 4bra)

®+2)y°

722.a) a(x) = 7
b) bx)=—(x—1Dx+ 1)(x —2);
x—=2)x—=2)(x+1)
c) cx) = 5 .

Exponencialis fliggvények
723. A fiiggvények értelmezési tartomanya a valds szamok halmaza.
a) R, =R", azy tengelymetszet: (0; 1).
b) R, =R", azy tengelymetszet: (0; 4).
c) 2772 =4-2% vagyis b(x) = c(x). R, =R", az y tengelymetszet: (0; 4).
3
d) R,=]-1; oo[, a tengelymetszetek: [0; - ZJ, illetve (2; 0).

e) 2:2°"'=2"R, =11; oof, azy tengelymetszet: (0; 2).
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170
13) .

f) R;=]—o0; 5[, a tengelymetszetek: |0; — EY , illetve 10g27; 0]

g9) gx) =572 = 2; R, =]-2; oo[, az y tengelymetszet: (0; —1,96).

h) h(x) =2-10" = 3; R, = |-3; oo, az y tengelymetszet: (0; —1).

i) i(x) = —h(x); R, = |—o0; 3[, az y tengelymetszet: (0; 1).

2% -2 4
j) /g +1=3"1+1; R; = ]1; oo[, az y tengelymetszet: | 0; 3
1 x=2
723/1. k) k(x) =37""2-3=3"0"2_3= [3] —3;

R, =1-3; o[, az y tengelymetszet: (0; 6).

X

+1; R, = |—o0; 1],

D —16 2 +1=—
) 4

azy tengelymetszet: (0; 0).
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724. Ha x> 0, akkor b(x) > a(x) és c(x) >
d(x); ha x <0, akkor b(x) <a(x) és c(x) <
d(x).

Az a) és c), valamint b) és d) fiiggvények
képei az y tengelyre tiikkros helyzetiiek.
Altalaban is igaz, hogy azx — a* ésx — a

1x
_d

zetliek.

—X _

(a > 0) fuggvények képei tiikkros hely-

725. Azonos Aatalakitasokkal megmutat-
hatjuk, hogy a(x) = b(x) = c(x) = d(x); a fiigg-
vények azonosak, képiikk megegyezik.

726. A fuggvények értelmezési tartomanya
a valés szamok halmaza.
3 1
a) 2! - — = —— =27,
27 2%
R,=R", azy tengelymetszet:
(0; =1).
b) 22 *=4-27".R,=R",
az y tengelymetszet: (0; 4).
c¢) R, =[1; [, az y tengelymetszet:
(0; 1).
d) 225 =22-r=4.27 hax<2; és

1
gl2=xl —pr-2_ Z-2)6, hax > 2.

R, =[1; o[, az y tengelymetszet: (0; 4).

e) 27Kl =22""=4.27 hax>0; és
22kl —2+r — 4. 0¥ hax <0
R, =10; 1], az y tengelymetszet:
(0; 4).

727.a) 19 nap; b) 18 nap; ¢) 17 nap.

d) A tavirdzsa altal fedett teriilet ara-
nyat az a) esetben az F = 2'~ % fiigg-
vény irjale, aholr =0, 1,2, 3, ...,20
a napok szdma (a ¢ = 0 id6pont azt
jelzi, hogy a tavirézsa kezdetben
mekkora ardnyu teriiletet fed le);
ugyanezac) esetben F=8-2' "% =
=27 1t=0,1,2,...,17.

=Y
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728.a) A baktériumok szama ¢ perc elteltével 2'. A 2/ < 10° egyenlStlenség
megoldasa ¢ < 26,58. Az élettér 27 perc alatt telitddik.
b) Abaktériumok szdma ¢ perc elteltével 10 - 2'. 10 - 2’ < 10° egyenl&tlen-
ségbll ¢t < 23,25. Az élettér 24 perc alatt telit6dik.

x =5

6
, xe[-5; 5] [J =~ 0,40,

5

5 6
729. Az a'= o egyenletbdl f(x) = { 5

6 5 2,49; R, = 6 75‘ 6 5 0,40; 2,49
5 ~ 4y ) f_ 5 B 5 ""[7 5~ ]

5
730.Aza*+b=0,1+b= 7 egyenletrendszer megoldasa (a; b) =

— 3- 9
_[E’ _Z].
37 9
fx) = [5] e Ry =1-2,25; o[.

9
Mivel f(3) = 3 >1,a (3; 1) pont a fiiggvénygorbe alatt van.

Logaritmusfliiggvények

731. A figgvények értékkészlete a valds szamok halmaza.
a) D, =R", az x tengelymetszet: (1; 0).
b) D, =] — 3; =, a tengelymetszetek: (—2; 0), illetve (0; log, 3).
¢) D.=R", azx tengelymetszet: (0,5; 0).
d) D,=R", azx tengelymetszet: (1; 0).

e) D, =11; oo, a tengelymetszetek: (—1 +/2; O), illetve (0; 1).

y
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A ! y
0 1001 1 | 0] 27
731/VI.
yA
04_ X

f) Dy=R", az x tengelymetszet: (1; 0).
51
g) D, =]2; o[, az x tengelymetszet: [2—5, 0].

h) 1g(2x —2) +1g0,5 =1g (x — 1). D, = ]1; o[, az x tengelymetszet:
(1001; 0).

i) D, =R", az x tengelymetszet: (‘k/i; O).

J) D;=]-1; oo, a tengelymetszet: (0; 0).

k) D, = R*, az x tengelymetszet: (27; 0).

) D, = ]oc; 2[, a tengelymetszetek: (0; log, 2), illetve (1; 0).

m) —2log; /x+1 =—log; (x+ 1) =log;(x +1). D,, =]-1; oo[, a ten-
3 3
gelymetszet: (0; 0).
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732.

Hax < 1, akkor b(x) > a(x) és c(x) > d(x);
hax > 1, akkor b(x) < a(x) és c(x) < d(x).

Az a) és c), valamint b) és d) fiiggvények ké-
pei az x tengelyre tiikros helyzettiek. Altala-
ban is igaz, hogy azx — logx ésx — log; x =

= —log, x (a >0, a # 1) fuggvények képei
tiikros helyzettiek.

733. A logaritmus azonossdgai miatt
log, (2x) =1 + log, x, a b) és c) fiiggvények
megegyeznek.

734.a) (734/1. 4dbra)
D,=]-o0; 3], R, =R, a tengely-
metszetek: (2; 0), illetve (0; 1).
b) (734/1. abra)
D, =]—o0; 0[, R, =R, az x tengely-

1
tszet: |——; 0.
metsze [ 3 ]

c) (734/1. ébra)
D.=R\ {0}, R, =R, az x tengely-
metszetek: (1; 0), illetve (—1; 0).
d) (734/11. abra)
D,=R"* R, =[0; o[, az x tengely-
metszet: (1; 0).
e) (734/11. abra)
D,=R\ {0}, R, =[0; o[, az x ten-
gelymetszetek: (1; 0), illetve (—1; 0).
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1
735. Alogaritmus azonossagaival ) log,x* =

1

=log, |x/, 3 log, x* = log, x. Azx > 0 félsik-
ban az a) és c¢) képe, valamint b) , félképe”
megegyezik; a b) fiiggvény képe az y tengely-
re tiikros helyzetdi.
736. A logaritmus azonossagaival log, x =
_ log,x  logyx
log,4 2
egyenlok.
Hax < 1, akkor b(x), c¢(x) > a(x); ha
x > 1, akkor b(x), c(x) < a(x).
737.a) ¥ - +6=(x—-2)(x—3),igy D, =
x*—5x+6 B

x=2

, a b) és c) fuggvények

=13; oof, és a(x)=lg

=lg (x—3), hax > 3.

R, =R, az x tengelymetszet (4; 0).
b) D, =10; oo. b(x) = log, x —

5 log, x log,x ~log,x
log, 4 log, 8 1
log, 5

= log, x — log, x + 2log, x — log, x =
=log,x. R, = R, azx tengelymetszet
(1; 0).

c¢) D,=R\ {1}, R, =R, a tengelymet-
szetek (0; 0), (2; 0).

d) X*+d+4=x+2)7% igy dx)=
=log;|x+2]. D,=R\ {-2}, R, =
=R, a tengelymetszetek (—3; 0),
(=1;0), (0; log; 2).

e) 108" =x, hax >0.D, =R,

R, = R*, tengelymetszet nincs.

f) fx) =2x. D;= R, R, =R, a tengely-

metszet (0; 0).

1 2
_ —lgx _ lg|x|_ _
g) g)=102"" =10""'=|x|. D;=R,
R.=[0; oof, a tengelymetszet (0; 0).
h) h(x)=4—x* ha 4—x*>0. D, =
=1-2; 2[, R,=]0; 4], az y tengely-
metszet (0; 4).

175
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738. Az a) és c) gorbék tiikkros helyzetliek az x

- tengelyre; a b) és d) gorbék pedig azy tengelyre.

Tovabba az a) és b), valamint ¢) és d) gorbék
tiikros helyzetliek az y = x egyenlet(i egyenesre.
(A fiiggvények egymas inverzei.)

739. Ha egy n pozitiv egész szdm (k + 1)
jegyti, akkor 10" <n < 10c*! s a logaritmusara
k<lgn<k+1 teljesil; Vagyls a szam tizes
alapu logaritmusanak értékébdl a szam jegyei-
nek szdmara kovetkeztethetiink. (Pontosabban:
az n pozitiv egész szdm szamjegyeinek szdma
[lgn] +1.)

740. f(x)—10g3x xe10; 5. log35 3,97, Ry = |—o0; 3,97].

741.A0=log, 2 +b,1=log, 1+ b egyenletrendszer megoldasa (a; b) = (0,5; 1).

f) =

Mivel f(3) =

logysx + 1, x€]0; 5]. logys 5 = =2,32, R;=[—=2,32; oo[.
—-0,58, a (3; —1) pont a fiiggvénygorbe alatt van.

Fliggvénytranszformaciok

A d
+ ¢
8._
6__
+—+b e
3t | —/
10“ ‘I" +—+— I13# t !?
—3__ ﬁ
81 )
ol \g

742.

= [4; 13], R,=[3; 8]. Lineéris transzforma-
c10 soran ha a fuggvenyertéket transzformaljuk
(x = a - f(x) + c), az értelmezési tartomany nem
véltozik. Az értékkészletek:
a) [2;7]; b) [4; 9]; ¢) [5; 10]; d) [6; 16];
e) [1,5;4]; ) [-8; =3];9) [-24; —9].
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743. (743. sbra)

D,=[4; 13],
Ry=[-2; 6].

Ha a fiiggvényvaltozot transz-
forméljuk, az értékkészlet
nem valtozik. Az értelmezési
tartomanyok:

a) [5; 14]; b) [2; 11]; ¢) [2; 6,5]; d) [8; 26];
’ 1\2.

e) [-13;—4]; f) [-6,5; 2]

744. (744. abra)

745.a) 1.x — x%
2.x — (x —3)%
3.x — 2(x — 3)%
4.x — 2x — 3)* — 4.
(745/a. 4bra)

b) 1.x — x%
2.x — (x +2)%

3 ! 2)%
.XHE(X"F ),

1
4. x — E(x+2)2—4.

(745/b. abra)

2

2% +3x—5=2 +3 b
c) X =2(x 2 5
1.x — x%
2
2 +3 ;
X X nE
3 2 +3 ;
X X ik
2
4 2 +3 b
X X 2 g
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(745/c. abra)
d) 1.x — x%
2.x— (x+ 1)%4

3 ! +1)%
X 3(x )%

1
4.x — —g(x +1)%

1
5.x — —g(x-i- 1)*—1.

(745/d. abra)
746. (746. abra)

747. (747. 4bra)

=y
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748.0) 1.x — [x;
2.x— Jx+1;

/1
3x— g(x+1);
1
4x—2|=Kx+1);
3
/1
5.2 g(x+1)—2.

(748/a. abra)

b) 1.x— Jx;

2.x— Jx+1;
3x— [2(x+1);

4dx——/2(x+1);

Sxe — 20+ 1) + /2.

(748/b. abra)

c) L.x— ‘/;;
2.x— Jx—3;

3x— [2(x—3);

4x— [=2(0x—3);

502 /-2x—3);

6.x—>—2/-2(x—3);
T.x——=2/-2(x—-3) +3.
(748/c. 4bra)
749. a) (3;-2); b) (=3; 2); ¢) (=3;-2); d) (L; 4); ¢) (65 4); ) (L.5; 1);
g9) (=9 =4) h) (6, 2); 1) (35 0); j) (4 4); k) (35 0); 1) (05 2); m) (2 3);
n) (3; 4); 0) (3; 1); p) (65 2); q) (1,55 2); 1) (3;—4); 5) (—6; 2).
750.a) a(x) = —x%
b) b(x) =x%
c) c(x) = —x%
d) d(x) = — (x — 4)* + 6;
e) e(x) = (x—2)%
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f) f) =x*—1;
g) g) = (x —2)* — 1;
h) h(x) = 2%

i) i) = 5 %%
1V
)it = [5 x] :
k) k(x) = (20)%
D) I(x) =—-2x%
1 P
m) m(x)= [—Ex] .
751. D, =[2; 10], R, = [-2; 6]. Az 1j fiiggvények €rtelmezési tartomanyai €s

értékkészletei:

a) D, =[2;10], R, = [-6; 2];

b) D, =[-10; — 2], R, = [-2; 6];

¢) D, =[-10; = 2], R. = [-6; 2];

d) D, =[-7;2],R,= [0; 8];

e) D, = [412], R, = [-2; 6];

) Dy =12; 10}, R;=[-5; 3];
9) D, =[412], R, = [-5; 3];
h) D, =1[2;10], R, = [—1; 3];
=[4; 20], R, = [—2; 6];
J) D; =[1;5], R, = [-2; 6];
k) D, = [2;10], R, = [-12; 4];
) D, =[-20; 4], R,=[-2; 6].

/
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x? x?

752.a) y = 7; b)y=2%%c)y= 3
d) Azy=x* gorbét az y = x egyenletii egyenesre tiikrozve nem kapunk
fliggvénygorbét. Ha az f(x) =x° fiiggvény értelmezési tartomanyét a
nemnegativ valos szdmokra sztikitjiik le, akkor a tiikorkép egyenlete

y=/x. il

Megjegyzés:

A d) esetben tiikrozés utan kapott gérbének y = f(x) alaku egyenlete nincs
(mivel nem fiiggvénygorbe), de egyenletét més alakban megadhatjuk. PL: x = y?

Vagyy=i‘/;.
2
3
+_
Ty

49
g

753.a) a(x)=2*+ W —5=2

(753/a. dbra)

b) b(x)=15/3x—-1+2= 753/a.

(1
=1,5 [3[x— | +2.

(753/b. abra)

x+2 1 x+2

W= 06 "2 w43
1 1 1

2 2 x+3°
A transzformaécios 1épések:

1
1.x+— —;
X

2. x — ;
o x+3
3 1 1
- 2 x+3°
1 1

Megjegyzés:
A 1épések mas sorrendben is elvégezhetdk. Pl.:

1
x+3

3.x— —

b
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k :

1
4. x—1- ;
753/d S
: 5 11 !
) R
(753/c. abra)
Dy = Loy L
)d(x) = x—1 x—1’

(753/d. abra)

e) A transzformacios 1épések:

1.x — [x];
2.x = [x—=12];
3.x = 2x - 2];

4.2x—2]—2.
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Egy madsik lehetbség:
3x—x-2]-1;
4.x— 2(]x—=2]—1).
(753/e. abra)

f) A transzformécios 1épések:
1.x— {x};
2.x— {x+0,5};
3.x— 3{x+0,5};
4.x — =3{x +0,5};
S5.x— =3{x+0,5} + 1.
(753/f. ébra)

g) (753/g. abra)

h) (753/h. ébra)

i) (753/i. abra)
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754.a) y=—/x;
b)y=—/—@x—2)+4;
c)y=/x+2 +1;
d)y=-2/x.

1

755.a) y=——;

x
1
)y=x+2+ ’
1
o)y=——5"5
1
d)y=—=7=
2

756.a) y=—x b)y=(x—-4)>+2;

X

757.
2

PARRS
b)y=
= —1+log, x.

(1 1
a)y=2’“=[J; by=-|3

dy=2-2"=
758.a)y = —log, x;
X
d) y = log, D
759. Az 1j fuggvények:
a) y =47
b) y = ()"
760.a) y=2/x;

b)y= /4.

a)y=

b)y=
762.q) y=2"1

b)y=2-2%
763.a) y=log, x + 1;

b) y = log,(2x).

1
X K

761.

g>|,_\l\.)\>—n

— log,(—(x + 2))—4;

Fliggvények

)y=@x—4Y+2; d)y=2"

x+2

+4; ¢)y=2"%2+3;

c)y=log,(x +2)—3;

A fiiggvények parosaval megegyeznek: a =b,c =d,e =f,g = h, i =j. (Ezt kony-
nyen belathatjuk a megfeleld miveletek tulajdonsagai vagy az algebrai azonos-
sagok alapjan.)
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Osszetett fliggvények
764. (764. abra)

R,=[-2; 6], ezért R, = [0; 6],
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765. Az fo g fliggvények Un. ,,elemi” fiiggvények; alakjuk j6l ismert, igy abra-
zolasukat kozvetleniil, egy 1épésben is elvégezhetnénk. Ez a feladat és a néhany
soron kovetkezd azt mutatja, hogy az Osszetett fiiggvény dbrazolasi modszeré-
vel 1ényegében egyforma nehézségli az elemi fiiggvények, illetve ezek egyes
transzformacidinak abrazoldsa; mig a transzformaciés 1€pésekkel valo abra-

zolas az utdbbi esetben bonyolultabb lehet.

El6szor a g(x) = x fiiggvényt abrazoljuk.

a) Hax =0, akkor g(x) = 0, igy ezen az interval-
lumon f(g(x)) = g(x), f°g és g képe meg-

egyezik. Hax < 0, akkor g(x) < 0, igy flg(x)) =
= —g(x),f° g ésgképe azx tengelyre tiikros
helyzetd.

b) g(0) =0¢&sg(1) = 1, ezeken a helyeken g(x) =
= g*(x) = flg(x)). 0 és 1 kozotti szamok négy-

zete maganal a szamnal kisebb, itt fo g képe
ag képe ,,alatt” halad, 1 < x esetén pedig ,,fo-
lotte”. Végiil pedig ha g(x) < 0 (vagyisx < 0),
akkor az x* = (—x)? azonossag alapjan a pa-
rabolét g-nek az x tengelyre vett tiikkorképére
pillesztjik”.

c)g(0) =0 és g(1) =1 ismét pontjai f° g-nek.
0és 1kozottfogag folott, 1 <x eseténg alatt
halad.

d) g(—=1) = =1 ésg(1) =1 a fix pontok.

e)g(=1)=-1,¢g(0)=0 és g(1) =1 a fix pon-
tok; 1-nél kisebb abszolatértékii szam kobé-
nek kisebb lesz az abszolutértéke.

f) Amikor a g fiiggvényértékek az [n; n + 1|
intervallumba esnek (n € Z), akkor fo g érté-
ke n.

g) Ha g(x) > 0, akkor flg(x)) = 1; ha g(x) =0,
akkor f{g(x)) = 0; végiil hag(x) < 0, flg(x)) =
=-1.
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766. (766/1-11. abra)

766/Il.

766/1.

767. (767/1-11. 4bra)

767/IM.

768. (768/1-11. abra)

768/Il.

768/1.
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769. (769/1-11. abra)

770. (770/1-11. abra)

771. |x| = | —x| miatt az a) és b) fiiggvények képe megegyezik. Hasonl6 igaz
ac),d),e); valamint az f) és g); végiil a h) és i) fuiggvényekre is.

772.a) 2-(3x +5) —3=6x + 7, igy a hozzarendelési szabdly u: x — 6x + 7.
Az értelmezési tartomany és az értékkészlet a valds szamok halmaza.
3-(Xx-3)+5=x—4, igyvix— 6x—4, D,=R =R. (772/1. 4bra)
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=y

Fliggvények

(772/11. dbra)
cux— (3x+1)% D,=R,R,=[0; ocf.

vix— 3%+ 1; D,=R, R, =[1; ocf.

(772/111. abra)

d)u:x— /2x+6; D, ,=[-3; o[, R,=[0; ool.
v:ix—2,/x +6; D,=[0; oo, R, = [6; oo[.
(772/1V. abra)

1

Torgzs DemRVAL R, =RA{0)

1
v:x — —2‘;—1-2; D,=R\{0}, R, =R\ {2}.
(772/V. ébra)
Hux—272%% D =R, R,=10; ocl.
vix—> —=2-2"4+3; D =R; R, = ]—o0; 3[.
(772/V1. abra)

e)u: x—

772/V1.
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772/VIL.

yA

yA

Y S Ry ey — S P

(772/V1I. abra)

773.a) a(x) = |2x - 3|.
b) b(x) = |2(x +2) — 4| = |2x].
c) cx) =[x —2|*=(x—2)%
d) dx)= [|2c+1].
e) e(x)=‘x_2+l‘.
(773/1. ébra)
f) fx) = sgn x—2+ .

(773/1. ébra)

g) glx) = [272 = 3].
(773/11. abra)

h) hx) = 272 = 3] = g(x).

i) i(x) = |logy(x +2) — 1].
(773/111. abra)

774. (774. abra)
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775. (775/1-11. abra)

776. (776/I-11. dbra)

Fliggvények
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Fliggvénytranszformaciok

777. (777/1-11. ébra)

777/IM.

777/1.

1
1
i
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
-
1
1
1
1
i
1
1
1
1
1
1
1
1

778. (778. dbra)

779. (779. abra)
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780.a) A gorbe egyenlete x> +y* =4, ha y>0; ez egy origdé kdzépponti,
2 egység sugaru félkt')rb )e%yenlze)tze;r(7280/zi. é}llbra)> . stbe (2 0) kt

x— =1, hay=0; a gorbe (2; 0-

zéppontﬁ,)é egység suygarﬁ félkgt')r. (780/b. ébra)
c)y*+4(x—3)*=1, ha y>0. Ez egy (3; 0)
centrumd, fligg6leges nagytengelyd félellip-
szis egyenlete. A két tengely hossza a =1,

3
b = 0,5; az excentricitas ¢ = - A fokuszok:

F 3. é és F,)|3. _ﬁ . (780/c. abra)
2 T2
d) Jx—4x+4 = Jc—2)* = |x—2|. (780/d. bra)
2P
e) R 1, ha y = 0; origd kozéppontt, fekvd helyzetl hiperbola.

Fél tengelyei a = b =2, innen ¢ = 2 /2. A fékuszok: Fy(2,/2;0) és
F(-2,2;0). (780/e. dbra)

€-2° L )
— ~——=1.(2; 0) centrumu hiperbolat kaptunk;

1)

44
F(24/2 +2;0) ésF(2-2,/2;0). (780/f. dbra)
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Flggvények tulajdonsagai

Flggvények tulajdonsagai, miveletek figgvényekkel

781.D,=[-4; o[, D, = |—o0; 5[.
a) D Du, b) D, Dv; ¢)D,=D,ND,=[-4;5[; d) D,=D_;
e) D =D; f) D;=D,; g) D,=D,; h) D,=D,\{4}; i) D;=D_\ {4};
DD—]wﬂ

782. Jeldlje Z,, Z,, Z,, a harom polinomfiuggvény zérushelyeinek halmazat;
ekkor Z,={1,2,3}, Z, = {-1,0,1}, Z, = {0, 1, 2}.
a) fx) +gx) =(x — 1)(2* —4x + 6) =0, hax = 1;
b) Z,uvZ,={-1,0,1,2,3}
C) Zf\Zg = {2, 3}7
d) Z,nZ,={1};
e) fx) +g(x)+h(x)=@x—1)(3x*—6ax+6)=0,hax=1;
N ZuzZ,vzZ,={-1,0,1,2,3}
9) (ZUZ)\Z,=1{-1,3}
h) Z\(Z,0Z,) = {3};
i) Z nzZ,nz,={1}.
783.4a) D b) Dan ¢)D;NDy; d) D\Zg 2ex) (D;NDH\Z,.

784. a)ux'—>2 vix
b)ux'—>3x—3 v:x = 2(x —2)(x + 1).
c) urx — —x—2, vx»—>—2x(x— 2).
d) u:x — x> + 2, v x> 240,
e) uix — |x—3|+ |x—4|, vix = [(x=3)x—4)].
f)u:x'—>x+%, vix—1(x#0).

Mivel a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenség miatt x > 0

1
X+ — 1 1
esetén x + 2x = jx-—, igy x+—=2, s egyenldség az x =1
x X

helyen van. Ha x > 0, az u fiiggvény minimuma x = 1 helyen y = 2.

1
0-hoz kozelitve az — hiperboladghoz kozelit (feliilr6l) a fiiggvény-
X

gorbe;
+ oo-hez tartva pedig az y =x fliggvénygorbéhez (szintén feliilrdl);
végiil a gdrbe az origdra tiikros helyzetd.

g) u:x'—>x2+;, v:ix = x (x #0);
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x+—+—
Hax >0, 2x 2x> ng— 1nnenx+—>33—

A minimumhely x*= E miatt x = 3/ -

11 . A

[\

h) u:x'—>x+—2, vViXxH— —;
x x
x x 1
E+5+? x 1
Ha x >0, f23 3'—~—2 Z innen x+—>33—
x
A minimumbhely — 5= —2 miatt x = 34/7
x
) ux—2/x-2, vix—>x—2x=2);
1 X
J)urx =20+ | — vix — 1.

(Az abrazolast f)-hez hasonldan hajthatjuk végre.) (784/a—j. abra)

yA v u
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785. D, = R. A leszikitések:
a) [—6;2]; b)1-10;0]; ¢) x=2k;k=-3,-2,-1,...};
d) {x=2k; kel}, e) xeQ.
786. Tobb megoldas lehetséges.
a) D;=12; 3]. (PL. [=3; —2[ is jO.) b) D, = [ﬁ; 4].
¢) Dy=]—o0; =5].
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Inverz fuggvények

787. a) finverze: (a, 1), (b, 2), (c, 3); b) g inverze: (1, 1), (4, 2), (9, 3).
788. a) Igaz. b) Igaz. c) Hamis. (Ellenpélda pl. az egészrészfliggvény.) d) Igaz.
789. Az inverz fiiggvény hozzarendelési utasitisat az x <>y véltozdcsérével
kaphatjuk meg.
a) x=y+2,inneny =x — 2.
3

1
b) x=2y—3,inneny=§x+5.

c¢) x=—y+ 1, innen y = —x + 1. Az inverz fiiggvény megegyezik az ere-
deti fiiggvénnyel.

d) A [—1; 3] intervallumon x+2| =x+2. x=y+2 innen y=x—2,
xe[1;5].

e) x=y*—4dy, y=2, x> —4;innenx+4=(y—2)% y=/x+4 +2.

x* 3
flx= /2y—3,inneny=7+5, x=0.

1
g) x=—,y<-1,inneny = —, x = —1. Az inverz fiiggvény hozzarende-
y X

1ési szabdlya megegyezik az eredeti fiiggvényével, de az alaphalmaz

mas.

4
h) x = —, innen y = —; az inverz fiiggvény megegyezik az eredeti fiigg-
y X

vénnyel.

i) x=3/y—2,inneny =x> + 2.

1

y
j)x= [EJ ,inneny = log x.
2

k) x =log, y, inneny = 2", x €[—1; 3]. (789/I-1V. abra)
Alulrdl korlatos fiiggvények: d), e), 1), 9),j), k).
Feliilr6l korlatosak: d), g), k).
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c
790. Pl.: azx — x barmely lesztikitése; azx — —x + ¢ (ceR); x — —.
A fliggvények grafikonja tiikros helyzetl azy = x egyenesre. x

Paros és paratlan fliggvények

791.a) Igaz.
b) 1gaz.
¢) Hamis.
d) Hamis; ellenpélda pl. az x — 0 fiiggvény.
e) lgaz.
f) Hamis; az x — 0 fiiggvény barmely, a 0-ra szimmetrikus lesz{ikitése
paros és paratlan is.

g) lgaz.

h) Hamis. X3 X2

i) Igaz; pl. azx — —, illetve x — —, x # 0 fiiggvények.
j) Igaz. x x

k) Hamis; ha f paros vagy paratlan fiiggvény, definicio szerint ha —1 € D,
akkor 1 € Dy is.
[) Igaz; a O-ra szimmetrikusan kell elhelyezkednie a k darab x értéknek.
792. Paros figgvények: a), b), e), g).
Paratlan fiiggvények: b) (paros és paratlan is), ¢).
Sem paros, sem paratlan: d), f), h), i).
793. Paros fliggvények: a), c), h).
Paratlan fiiggvények: d), e), j), k).
Sem paros, sem paratlan: b), f), g), i).
794. Paros figgvények: b), f), g).
Pératlan fiiggvények: a), c), d), h).
Sem paros, sem pératlan: e), i), j).
795.a) D,=R.HaxeD,, akkor —x € D,; valamint a(x) = a(—x) mindenx € D,
esetén, ezért azx — a(x) fiiggvény paros.
b) Paratlan; b(x) = —b(—x).
c) Péros.
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d) Paros.
1
e) e(x) = t 1 + 1= - 1;e(—)c)z T 1;azx — e(x) fugg-
vény paratlan.
1
- = - ; paratlan.
) x+1 x-1 xz_l,para an

796. Paros fiiggvények: c), h), ).
Paratlan fiiggvények: a), d), g), i), k).
Sem paros, sem paratlan: b), e), f).
797. a) Igaz. b) 1gaz. c) Igaz. d) Igaz.
e) Havan olyan x € D;, amelyre f(x) # f(—x).
f) Havan olyanx € Df, amelyre f(x) # —f(—x).
798. Mindegyik fiiggvény paros. (Azf) esetben esetleg lesziikiil az alaphalmaz.)
799. Az e) esetben paros fliggvényt kapunk, a tobbi paratlan. (Az f) esetben
esetleg lesziikiil az alaphalmaz.)
800. Az a) esetben kapott fiiggvény éltalaban sem paros, sem pératlan.

x
A b), c¢), d) esetekben paratlan fiiggvényt kapunk. Pl.: §<x>=%=
(x

- X - X
= /(=¥ =— L) =— f(—x). (El6fordulhat, hogy lesziikiil az alaphal-
-9 g9(=» ¢

maz. Ha pl. 0€ D,, akkor g(0) =0, igy az ; fliggvényt az x = 0 helyen nem

értelmezziik.)

801. Paros fuggvények: a), ¢), d), e), f).

Sem paros, sem pdratlan: b).

802. Igaz.

Tegyiik fel, hogy van az allitast kielégits g paros és h paratlan fiiggvény, melyek
értelmezési tartomanya [—a, a], s f(x) =g(x) + h(x), ha x €[—a, a]. Ekkor
f(=x) =g(—x) + h(—x) = g(x) — h(x), s innen g és h eldallithaté: g(x) =

)+ f(—x xX)—f(—x
= w, h(x) = % Ezek a fiiggvények pedig megfelelnek.
803. Jeloljiik g-vel a paros, h-val a paratlan fiiggvényeket!
, a) + a(—x) a) — a(—x)
a) Az el6z6 feladat alapjan g(x) = — 5 h(x) = —

innen g(x) = 3, h(x) = —2x.
b) 2(x —3)* — 4 =2 — 12x + 14, igy g(x) = 2¢* + 14, h(x) = —12x.

5 3 5 3 Br) = 3x
c) cx)=2+ 1 gx)=2+ -2 )= JERpE
d) gx) = w, h(x) = w (A g fuggvény az egész helye-

ken 0-t, egyébként —0,5-et vesz fel; a h fliggvény az x egész helyeken
x-et, egyébként [x] +0,5-et vesz fel.)
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X —-x ¥ _ X

e) gw) = ——F—— h) = ————;
e“+e ef—e*

o) =—7— ht)=—

Megjegyzés: a g(x) = ch(x) a koszinusz hiperbolikusz és A(x) = sh(x) a
szinusz hiperbolikusz fiiggvények. (A koszinusz hiperbolikusz képe az
un. lancgorbe.)

Monoton fliggvények

804.a) Minden x,, x, € |a; b[, x; <x, esetén f(x,) < f(x,).

b) Mindenx,, x, € la; b[, x; <x, esetén f(x,) < f(x,).

¢) Minden x,, x, € |a; b[, x, <x, esetén f(x,) = f(x,).

d) Minden x,, x, € |a; b[, x; <x, esetén f(x,) > f(x,).

e) Van olyan x,, x, € |a; b[, x, <x,, amelyre f(x,) > f(x,).

f) Vanolyanx,, x, € la; b[, x, <x,, amelyre f(x,) < f(x,).
805. Monoton novekvé fuggvények: a), b), e), f), g), h). (Ebbdl szigorian
monoton névekvé a), f), g), h).)
Monoton csokkend fliggvények: c¢), e). Egyik sem szigordan monoton
csokkend.
806. a) Hamis. b) Igaz, pl. x — 1. ¢) Hamis.
807. Monoton névekvd fiiggvények: a), d), e), g).
Ha a > 1, akkor a h) és i) fiiggvények monoton névekvSk; ha a < 1, akkor
monoton csokkenSk. Ha a =1, akkor a &) fiiggvény monoton noévekvs és
csokkend is.
Alulrdl korlatos fiiggvények: b), ¢), d), e), h).
Feliilr6l korlatos fiiggvények: b), d), h) (haa = 1).
808.a) Hax < 2, monoton csokkend; ha x > 2, monoton ndvekvo.

b) Hax # 3, akkor monoton csékkend.

¢) Hax < — 3, monoton novekvd; ha x = — 3, monoton csokkend.

d) Ha x <2 vagy 3 <x, monoton csokkens; ha 2 <x <3, monoton

novekvd.
e) Ha x < — 3 vagy — 3 <x < 0, monoton névekvd; ha 0 <x < 3 vagy
3 < x, akkor monoton csokkend.

809. a), b), c), e): szigorian monoton ndvekvs; d), f): szigorian monoton
csokkend fiiggvények.
810. a), b), ), e): szigortan monoton csokkend; d), f): szigorian monoton
novekvo fiiggvények.
811. A hozzarendelési szabalyok lehetnek példaul:

X

+ 2.

a) x ——

b) x —x—3.
c) x — 2log,(x — 2).
d) Az el6zo fuggvényt kiterjesztjiik; legyen pl.
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. |2logs(x—2), hax€]2;5],
* 1, hax=2.
e) Alk; 1+ k[ intervallumban (ahol k € Z), x — 6x — 2 — 6k; egyébként
(az egész helyeken) x — 0.

Vagy: x — ;arc tg x+ 1.

Hx——/x—2+2.

Periodikus fuggvények

812. Barmelyik fiiggvény lehet periodikus, ha az abran lathato résziik periodi-
kusan ismétlddik.
A p alapperiddus (legkisebb periddus) lehet:

a) p =06 (lehet p =4 is, ha a [—8; —4] szakaszon abrézolt fiiggvénykép

ismétlsdik);
b) p=2;
c)p=4
d p=4
e)p=4

f) p =7 (ha a [6; 13] szakaszon abrézolt fiiggvénykép ismétlodik).

g) Nincs legkisebb periddus.
813. Az f fiiggvény nem periodikus, ha tetsz6leges p # 0 val6s szam esetén
létezik olyan x € D, amelyre f(x + p) # f(x).

Az x — [x] fiiggvény nem periodikus, mert pl. tetsz6leges p > 0, x € Z esetén
[x—p]#[x+p]- (Abal oldal értéke x — 1 — [p], a jobb oldalé x + [p].)
814. Hamis allitas: d).

815. A fuggvények periodikusak. Alapperiddusaik: a) p; b) p; c) p; d) £
816. Nem periodikus fiiggvények: ), i). ‘
Az alapperiddusok: a) nincs; b) 1;¢) 1;d) 2m; e) m; f) 37; g) %

817. Nem periodikus fiiggvények: c), g).

5 cos(2x) + 1 »
a) cos” x = B alapperiddus p = 7.
b) p=1.
d) p=m.
. sin (2x)
e) sin x-cos x = > ,Pp=T

f) sinx+cosx=ﬁ

-2

1 1
—SIn x+——cCoS x| =

Jj2 Jj2

. . 71' . 71'
sin X cos —- + cos x sin 4] = /Esm(x+ Z)’ p=2m.
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818. Az alabbi tablazatban rendre feltiintettiik az s(0), s(1), s(2), ..., s(18)

értékeket.
X 0 213 14 |5 |6 718|910 (11 |8 |9
s() | 4,5 7,2[13,1|18 |22,1]25,6|28,6(31 |[33,5/35,5|37,3|38,9|33,5/35,5
x |10 |11 |12 |13 |14 |15 |16 |17 |18
s(x) |37,3138,9/40,4|41,6|42,843,9|44,9 |45,8 46,6
Az értékek valdsaghiiek, az értelmezési tartomany lehet {0, 1, 2, ..., 18}.
400
819.a) t = 3xy = 1200, i =— c
a)t=3xy ,inneny = ——, 819/a
800 kA
k=23x+y)=6x+ —, x>0. (m)
X
A fiiggvény képe: (819/a. dbra).
A szamtani és mértani kozép kozotti ,
800 :
ox+ — !
egyenl6tlenség miatt ————X— > | q
800 z 2 (@)
> [6x-——, innen szO/g (m). A
X
800
minimalis kerulet a ox = Y egyenlet- [g419/pb.
20
b6l x = — (m) esetén all fenn. (ntf)
ﬁ 90000 .
b) k=2(3x +y) = 1200, innen |
600 —y 600 —y E
X = , t=3xy =73y = |
3 3 0 300 | 600 |y
=y(600 —y), 0 <y < 600. (m)

(819/b. abra)

A teriilet az y = 300 helyen maximalis, ekkor ¢ = 90 000 (m?).

vt

PC
820. a) Ha az eltelt id6 ¢, akkor PC =vt, PP’ =BC+ — =10+——, s a

terilet 7= 50 +

Svt

5

(teriiletegység).

3

e
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A koszinusztételbdl
D

PB?>=BC?*+ CP* -2 BC-CP - cos 135° innen

13

K=AB+AP+PB=10+10,/2 +v-t

1
P BP = ‘/100+vzt2—2-10-vtv , a haromszog keriilete

1
+ [100 + 0> 24+ 210 vt —— egység.
A B P 2
b) A P pont és az AD egyenes tavolsaga megegyezik PP’-vel. Ha PP’ =z,
akkor AP = /2z, CP = /2(z - 10), BP =

1
=/100 +2@z-102-2-10- /2 — 10)-7 = /2z* =20z + 500 .
2

A teriilet T = 5z, a keriilet K = 10 + /2z + ,/2z*— 20z + 500 egység.

821.a) 10 (egység); b) f(5) = 2,5 (egység).
822.

2 2
a a

a)m= 102—[2] Jgys=at+m=a+ 102—[2].

o ba= 2/10°=m’ igy s = 2102 = m? +m.

a
m ¢) s =20 sin + 10 cos [2]

10

d) Pl. a b) osszefiiggés alapjan alkalmazzuk a szamtani
és négyzetes kozép kozotti egyenlStlenséget:

a
J102— m? N J102— m? N J102— m? N J102— m? N
2 2 2 2

m
<
5
102°—=m?  10*°-m*> 10>°-m? 10— m? 5
+ + + +m

< 4 4 4 4 , innen
5

s

—=<./20,5=<5,/20, ez s maximuma. Mivel 0 < m < 10, az

5

értékkészlet 110; 5,/20 ].
823. Azx — x —x°, x €0; 1] fiiggvény maximumét keressiik, a szdmtani-mér-
tani kozép kozotti egyenlStlenséget alkalmazzuk. A K =x(1 —x?) kifejezés
mindkét tényezSje pozitiv; K helyett 2K* maximumat hatérozzuk meg. (Nem
valtozik sem a sz€ls6érték helye, sem a tipusa.)
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2K? =21 —x*)(1 —x%) <

2+ (1 =x)+ (1 —-x%)| |
3 , innen

2K2< i K=<
3[ :
1 |
Mivel 2¢ = 1 —x% hax = —, igy a K kife- ) 1
2 \

jezés maximuma ——, s ezt az értéket az
3/3

\

\

1
x = — helyen veszi fel. (823. 4dbra)

J3
824.q) 4r +2m =12, innen m=6—2r,

V(r)=(6—2r)mr, 0<r<3.
3
r+r+(6-2r ’
b) (6 — 2r) < 3()] —g,

igy V.. = 8m; az értékkészlet 0; 8r]. B ==
\\
) % >

(824. 4bra) 5
2 X (mn)

6—m
c) V(m)=7fm[T] , 0<m<e6.

825. 0,0001N° + 0,0002N < 0,002N? + 0,004N, innen 0,0001N?

—0,0038N < 0.
N(N + 1,75)(N — 21,75) < 0, ha N < — 1,75 (a feladat szempontjabol ez érdek-
telen), vagy ha 0 < N < 21,75. Tehat az N < 21 értékekre gyorsabb az I. mdd-

SZErT.
826.4) V= x(20 — 2x)(10 — 2x) = 4¢° — 60x> + 200x (0 <x < 5).

b) (826. dbra)

¢) D, =10;5[. 4( —15¢*+ 50x) = ;A
=4[(x —5)° — 25« — 125)] = (cm’)
=4[(x -5 -25(c—35)] = ,
=4[255-x)— (5—x)"].
Helyettesitsiik 5 —x-et z-vel (z>0), ek- | /

kor V' =4z(25 — z*) maximumét keres- 2 5™

— 0,002N* —

1
i
7

siik.

1
1
7
i
1
1
[}
1
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V2
A 823. feladat megoldésa alapjan i 222(25-2%)(25-2H) <
3
222+ (25-2%)+(25-2%)| . 5 50° 1000 5 5
< ,inmmen '"<8- —, V< ——.Ha 22" =25 -7z,
3 33 3 ‘/g
1] 5 0

5 100
akkor z = —, x =5 — —. Tehat ¥ maximuma ~ 192,45 cm?®, s ezt
/3 /3 3/3

5
akkor veszi fel, ha x=5—- — =

/, 2,11cm. A térfogat a 0-t tetszGlegesen
3
megkozelitheti, igy az értékkészlet ]0; 192,45].

827.4) afy) = x x—x—2 _ 6c-2)x+1)

=x+1,h 2. (827/1. &
> -2 x+ 1, hax # 2. (827/1. ébra)
) b _:ﬂ%%+1__@—@@+n+ 1 s
) by = 2-x  x=2 -2 " x—2
(827/1. abra)
B S SR S
c) clx) = —1 —* x—l'( . abra)
xi—x 1
827/1. ‘ ‘ =

d) d(x)zW e ha x*—x>0, vagyis

1

x < 0Ovagy 1 <x; egyébként d(x) = — —.
X

(827/111. abra)

827/Il.
K
‘ ya
\ 4 |
| h |
\ W H
\ h !
\ h 1
\ It I
\ " !
i o
1 ho
| oo
\ I
¥
\ ()
\ o
827/l ! L
\ |
y‘\l \\‘ :IJI
T \
B \
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828J/Il.

\

v
\
\

\
\

I

I

1

1
i
H
1

i €
1

1

828. (828/I-11. 4bra)

829.a) Eloszér az x+— — 1+ ,/x+ 1 belsd
fiiggvényt abrazoljuk: (829/a. abra)

a L
Nagy x értékekre a fiiggvénygorbe (alulrdl) b B il
megkozeliti az fx)=4/x+1 fiiggvény- _, i I O TN
gorbét. ,/'(f 1 =1

b) Elszor az x — |x+ 1|+ |x + 2]
fiiggvényt abrazoljuk: (829/b. abra)

¢) |x+4/x+1+5 = /(2+ /x+1>2=
=’2+ [x+1 ‘=2+ X+ 1.
(829/c. abra)

d) [x+3—-4/x—1 =‘ /x—l—Z‘.
(829/d. abra)

=y
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o
—1
=Y

'oj[i""'x'

e) Afiiggvény értelmezési tartomanya [0; 1]. El6szér az x— 1 — /1 —x
belsé fiiggvényt abrazoljuk: (829/e. dbra)
830. a) A fiiggvényt megado képlet: f(x) = |x — 1] + 1.
|x|+]|x—-2]|-2

b) A fuggvényt megado képlet: f(x) =

Az ,n-foga” fiirészfiiggvényben n-szer szerepel az abszolutérték fiiggvény.

831.x —

H|x|—1‘—1|—1‘—1‘—1

-1}

832. Abrazolhatjuk az egyenletek két oldalan 4ll6 kifejezéseket mint fiiggvé-
nyeket; ekkor a gyokok mint kdzos pontok jelennek meg.

X
a) Az egyenletet irjuk at 5 siny alakba; mivel a jobb oldali kifejezés

értékkészlete [—1; 1], a lehetséges metszéspontok a [—25; 25] inter-
vallumba esnek. 4 - 27 > 25, a pozitiv tartoméanyban a szinuszgdrbe
négy periddusdt metszi az egyenes. A metszéspontok (€s az eredeti
egyenlet gyokeinek) szdma 15.

b) A metszéspontokat a [0; 100] intervallumban kereshetjiik. 16 - 277 > 100,

a logaritmusgdrbe 16 periddust metsz el.

Mivel az els6 periddusban csak egy kozos

pontja van a két gorbének, a metszéspontok

szdma 31.

¢) Végtelen sok gydk van, a tangens fiigg-
vény periddusa 7, s mindegyik periddus-
ban van kodzo6s pontja a két gérbének.

833. A hagyomanyos algebrai eljaras mel-
lett egy masik megoldasi mddszer, ha az
egyenlet két oldalan all6 kifejezéseket mint
fliggvényeket abrazoljuk; ekkor a gorbék
kozos pontjai szdmanak meghatdrozdsa a
feladat.
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A jobb oldal képe 1-meredekségli parhuzamos egyenesekbdl allo egyenessereg.

A 833. abrardl leolvashatjuk, hogy a p >4 esetben van egy (hatar)helyzet,

amikor a két gorbének harom kozds pontja lesz; ehhez az sziikséges, hogy az

x +p=—x*— ax — 8 egyenletnek egyetlen megoldasa legyen. Ennek feltétele,

hogy azx* + 7x + 8 + p = 0 egyenlet diszkriminansa zérus legyen:

D =49 —4(8 +p) =0, innen p = 4,25. I"
Tehat az abra alapjan:

p értéke gyokok szama
p<2 0
p=2 1

2<p<4 2
p=4 3

4<p<425 4

p=425 3

425<p 2

834. A hagyomdnyos algebrai eljarasnél

lényegesen gyorsabb, ha grafikus segitséget
alkalmazunk. Ha x <0, ||x| +x—4|=4;
hax>0, ||x]| +x—4| = |2x — 4]|. A bal ol-
dal képe: (834. abra)

A jobb oldal képe tetszGleges egyenes lehet,
igy végtelen sok megoldas van, ha:

1. a=0, b=4; 1/
2. a=-2,b=4 1/
3. a=2, b=—4. 1%

835.a) R,=[1;7];b) R,=[2;9];¢c) R, = [4; 14].

d) A figgvények Osszegének képzése miatt a minimumbhely csak ,,torés-
pontban” lehet, a maximumbhely pedig az értelmezési tartomany vala-
melyik végpontjaban. Mivel d(—1) = 34, d(0) =24, d(1) =14, d(2) =
=38, d(3) =8, d(4) =16, d(5) =26, R,=[8; 34].

836. Han = 2k + 1 alaku (k € N), akkor a minimumhely x = k + 1, a minima-
lisérték 2(k +k—1+k -2+ ...+ 1) =k(k +1).

Ha n = 2k alaku, akkor a [k; k + 1] intervallum pontjai adjak a minimumhe-
lyeket, s a minimélis érték k + 2(k — 1+ k—2+ ... + 1) = k%
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YA

g

ﬁlw:'------ & --1--1--t

=Y

b) (838/1. 4bra)

b(3) = 12, b[l +

/3

=y

Fliggvények

837.a),b) (837. abra)
¢) A h=f+g fiiggvény minimuma

—3, maximumat a szamtani és
négyzetes kozép kozotti egyenlot-
lenség segitségével hatarozhatjuk

meg.
x+,/9—x?

x>0,igyf5

[x*+(9—x*
< %, innen h < 31/5.

3
(Egyenlség az x = T helyen
2

1ép fel.)
Az értékkészlet R, = [~3; 3,/2].

838.a)x —x=x(x+1)(x—1), a fiigg-

vény képe: (838/1. dbra).

A 823. feladat megoldasa alapjin

a [—1; 0], illetve [0; 1] kozotti lo-
1

/3
nal vannak, a felvett értékek
2

+—— =~ +0,385.

3,3
a(-1,2) = 0,528, a(1,1) =0,231,
igy az értékkészlet
R,=[-0,528; 0,385].

kalis sz€ls6értékhelyek x = +

~ — 0,770, R, = [—0,770; 12].

c) A 823. feladat megoldaséban leirt mddszert kovetjiik.
Azx(x —2)(x +5)+ 1=x>+3x* — 10x + 1 = (x + 1) — 13(x + 1) + 13 atalakitas
utdn a C(z) = 13z — 2° fiiggvény lokélis maximumat keressiik meg. (Az =x + 1
helyettesitést alkalmaztuk.)

207 =22(13 -2 (13 -2 <

26
3] , innen C < 18,04; egyenl6ség a z = 2,08

helyen van. Mivel ¢(x) = (x + 1) — 13(x + 1) + 13 =2° — 13z + 13, a c fiiggvény
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lokalis minimuma az x = 1,08 helyen van, | 838/Il.

értéke —5,04; a lokalis maximumbhely yA
x = —3,08, a felvett érték 31,04.

(838/11. abra) i

c(=5,2) = —6,49, c(2,2) = 4,168, igy
R.=[-6,49; 31,04]. 0
—5,04 ¥+~ x

d) Az x — 5 =z helyettesitéssel d(x) = D(z)
==+3)z+DEz-DE—-3)=
=@Z-NZ-1)=2"-102+9=(F -5’ -
-16.A z=+= 5,Vagyisazx=5+/§,
illetvex =5 — /g helyeken a fliggvénynek -_838 i
(abszolit) minimuma van, ennek értéke ,
—16. yA

A z =0 (x =5) helyen lokalis maximuma van
a fuggvénynek, d(5) = 9.

5 O O NV O S

d(1,8) = 11,46, d(8,1) = 5,25,
R, =[~16; 11,46].

839. Tobb megoldas lehetséges. Pl. megfelels:
1
a) az f(x) = — fuggvény ]0,1] intervallumra vett leszlikitése, kiegészitve
X

az f(0) = 0 hozzarendeléssel;

b) az f(x) =x fuggvény [0,1[ intervallumra vett leszlikitése, kiegészitve
f(1) = 0-val.
(Az elemi fiiggvények kozil megfelels az f(x) = {x}.)

840. Abrizoljuk az x valos szamnak a legkozelebbi egész szamtél valé tavol-

sagat! (840. abra)

Az x — {x} fiiggvény megfelel6 transzfor- [ g40.

macidival ez valéban az
1

X = =

5 fuggvény képe.

1
{x} —5
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841. Néhany lehetséges megoldas:

Elsé megolds:
[x]  x+{x

Megfelels pl. —-Xx— =
egfeleld pl. az x X= = 5

fiiggvény. (841/1. dbra)

Masodik megoldds: Az el6z6 megoldasban
tulajdonképpen egy szakaszt eltoltunk az
(1; 0,5) vektor egész szamszorosaival. Ha-
sonldan okoskodhatunk mas kezd6godrbék
esetén. Pl. azx — 1 — |x — 1| fiiggvényt le-
sztikithetjiik a [0; 2[ intervallumra, s ezt a
gorbét eltolhatjuk a (2; 1) vektor egész szdmszorosaival.

(Képlettel: f(x) = f(x — 2) + 1 minden x-re.) (841/I1. abra)

De ,tologathatunk” egyéb gorbéket is (a

841/1L. 841/111. 4brén félkorok szerepelnek;

) fo) =1~ = 1>, haxe[0; 2[;
. /N, f(¥) =f(x —2) + 1 egyébként).

/\ 842. Nincs ilyen fiiggvény. Az értékkészle-
0 te megszamldlhatdan végtelen halmaz len-

: | 1 x| ne, azonban a nem konstans folytonos fiigg-
/\ vény értékkészlete nem megszamlalhatod
halmaz.

843. A polinomfiiggvényt f(x)=ax+b
alakban keressiik (a, b € R).

a) fx) +fx + 1) =ax + b +a(x + 1) +

+b=2ax+a+2b=2x+4.

y Az egyenletnek minden x-re tel-
, m jestilnie kell; s ez csak ugy lehet-
f\o séges, ha2a =2¢ésa +2b =4.
Eredmény: f(x) =x + 1,5.

e o b 1) —flx—1) = 1) +b—
/-\0(3 1 )]Ix(:z_ (x)— 1{(-)16- b) =) 2aa£x6—,'_in31:n

a=3. flx)y=3x+b, beR tetsz-

leges.
¢) fx) +fx+2)=ax+b +a(x+2)+b=2ax+ 2a + 2b = 10x, innen
fx) =5x - 5.
d fx)+fx+1)=2ax+b+ax+1)+b=3ax+a+2b=12x + 4.
fx) = 4x.

844. Alkalmazzuk az x = 0 helyettesitést!
a) Azx = (0 helyettesitésbol ¢ = 0 kovetkezik, innen f(x) = f(—x) minden
x-re, vagyis barmely paros fliggvény megoldas.
b) Az x =0 helyettesitésbdl a 0 =1 ellentmondast kapjuk; nincs ilyen
figgvény.
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¢) Az x =0 helyettesitésbdl ¢ = 0. Ezutan alkalmazzuk az x = 1, majd
x = —1 helyettesitést! Ekkor (1) f(1) — f(—1) = a, valamint (2) f(—1) —
—f(1) =a, s innen f(x) = f(—x). Barmely paros fiiggvény megfelel.
Megjegyzés:
Ugyanezt az eredményt kapjuk akkor is, ha az egyenlet jobb oldaldn
ax* + ¢ helyett tetszbleges paros polinomfiiggvény all. (Vagyis olyan I"
polinomfiiggvény, amelyben csak paros kitevdjii tag szerepel.)
Mas megolddsi lehetbség:
Mivel a fiiggvényegyenleteknek minden x-re teljesiilniiik kell, irjunk x
helyébe —x-et!
a) Ekkor az eredeti egyenlettel egyiitt két egyenletiink lesz: (1) f(x) —
—f(—x) =c¢, (2) f(—x) — f(x) = c. Innen ¢ = —c = 0, vagyis az egyen-
letet barmely paros fiiggvény kielégiti.
b) (1) fx)—f(—x)=x+1, 2) f(—x) —f(x)=—x+ 1. Innen azx + 1 =
= —(—x + 1) Osszefiiggést kapjuk, ami lehetetlen. Nincs ilyen filigg-
vény.
c) (1) fx) — f(—x) =ax* + ¢, (2) f(—x) — f(x) = ax* + c. Innen ax* + ¢ =0,
a =c =0, fparos fiiggvény.
845.q) Irjunkx helyébe 1 — x-et! Ekkor (1) 2f(x) + 3f(1 —x) = ¢, (2) 2f(1 — x)
+ 3f(x) = c. (2) haromszorosabdl vonjuk ki (1) kétszeresét, kapjuk:
c
5f(x) = ¢, innen f(x) = 5
b) Irjunk ismét x helyébe 1 —x-et! (1) 2f(x) + 3f(1 —x) = 6x — 1,
(2) 2f(1 —x) + 3f(x) = —6x + 5. (2) haromszorosabodl vonjuk ki (1) két-
szeresét, kapjuk: 5f(x) = 3(— 6x +5) — 2(6x — 1) = —30x + 17. Innen
17
f(x) =—6x + ?
¢) Irjunk x helyébe 2 — x-et! f(x) = —2x + 1.
d) Irjunk x helyébe 1 —x-et! (1) f(x) + (x + DAL —x) =1, (2) f(1 —x) +
+ (2 =x)f(x)=1. (2) (x+ 1)-szeresébdl vonjuk ki (1)-et, kapjuk:
X
(2=x)x+1) = Df(x) =x, innen f(x) = ol (Az alaphal-

x“+x+
1+/5

maz leszikiil, x # 5

e) Irjunk x helyébe 1—x-et! (1) 7f(x — 1)+ 5 —x) =12x — 10;
(2) 7f(—x) + 5f(x — 1) = —12x + 2. (1) 6tszordsébol vonjuk ki (2) hét-

8
szeresét, ekkor —24f(—x) = 144x — 64, f(—x) = —bx + 38 innen

= 6x 8
f(X)— + g

846. Nincsenek ilyen fiiggvények. Alkalmazzuk a z = x — 1 helyettesitést, majd
irjunk z helyébe —z-t!
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1
847. Helyettesitsiink x helyébe —-et.
X

1 1 1
a) Ekkor (1) 2f(x) + 3/{)5] =x% (2) Zf{x +3f(x) = —. Az egyenlet-
x
4
rendszer megoldasabodl f(x) = 3 %x .
S5x
1 1 1
b) (1) 2f(x) = 3f| —|=x+2, (2) 2f|—|—3f(x) = — + 2. Az egyenlet-
x X x
-2*—10x -3
rendszer megoldasabdl f(x) = S

848.a) Nincs. A polinomnak végtelen sok zérushelye lenne: x = 0, 1, 2, ... stb.
b) Azx =0, 1, —1 zérushelyei f-nek, igy f(x) =x(x — 1)(x + 1)g(x) alakba
irhat6. Visszahelyettesitve az eredeti egyenletbe (x — 1)(x + 1)x(x +
+2)g(x + 1) = (x + 2w(x — 1)(x + 1)g(x), innen g(x) =¢g(x+1). Ez
utdbbi egyenletbdl kovetkezik, hogy g¢g(x) konstans polinom
(egyébként a g(x + 1) —g(x) polinomnak végtelen sok zérushelye
lenne), vagyis f(x) = c¢(x’ — x), ahol ¢ €R.

849. 849. f)+fx+2)=fx +2)+fx +4),
innen f(x) = f(x +4). Végtelen sok ilyen
fiiggvény van P = 4 alapperiodussal. Pl. a
\ \ [0, 4] alapperiddusban a [0, 2[ és [2, 4]
intervallumokhoz tartozé szakaszokat fel-

vehetjiik a 849. abra szerint (c = 6).
/ 850. Els6 megoldds: Mivel g(x) nyilvan ma-
., sodfokt, legyen g(x) = ax* + bx + c, ekkor
h(x) = 3(ax* + bx + ¢)* — 2(ax* + bx + ¢) +
+5=12x" + 56x* + 70 minden x-re. Innen
3a** + 6abx’ + (3b* + 2ac — 2a)* + (6bc — 2b)x + 3¢* — 2¢ + 5 =0, s ez minden
x-re csak akkor teljesiilhet, ha (1) 3a* = 12, (2) 6ab = 0, (3) 3b* + 6ac — 2a = 56,
(4) 6bc —2b =0, (5) 3¢* — 2c + 5 =70. (1)-b6l a = £2, (2)-bél és (4)-bSl b = 0,

=Y

13
(5)-b6lc =5vagyc= 3 A (3)-at kielégitd szamharmasok: (a, b, c) = (2,0, 5)
13
vagy (a,b,c) = [— 2,0, - ?] Az egyiitthatok 0sszegea +b +c =7vagya +b +

te=——.

Masodik megoldds: Barmely polinomban azx = 1 helyen felvett érték az egyiitt-

hat6k 6sszegét adja, tehat g(1)-et keressiik. Mivel h(x) = 3g*(x) — 2g(x) + 5 =

= 12x* +56x* + 70 minden x-re, az x =1 helyettesitéssel a(1) =3g*(1) —2g(1) +
19

+5=12+56+ 70 =138, s innen g(1) = 7 vagyg(1) = R
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851. Ez az (x; y) — max(x; y) maximumfiiggvény. A két valtozo koziil érték-
ként a nagyobbikat rendeljiik az (x; y) parhoz. (Ha x =y, akkor barmelyikiiket.)
852.qa) 41;D) 21;
¢) ha c €Z, akkor végtelen sok, egyébként egyetlen rdcsponton sem
halad 4t az egyenes;
d) ha d € Q, akkor végtelen sok, egyébként egyetlen racsponton sem
halad at az egyenes.

e) Mivel x egész szam, y = 1 2+ P egész szam, ha x — 1
osztdja 2-nek. x lehetséges értékei 3; 2; 0; —1.
3x+1 7
f) =3+ ,innenx —2e€{-7;-1;1;7},xe{-5;1;3; 9}, s
x—2 x—2
ebbdl harom érték felel meg.
Azy=t1 lethdl 2y =~ L 34 i 1
g) y—zx_2 egyenletbdl 2y = 1 - x_l,smnenx

osztoja 4-nek. Foglaljuk tablazatba a lehetséges értékeket!

x=1| =4 | =2 | -1 1 2
X -3 -1 0
2y 2 1] -1 7 5

Két racsponton megy at a g fiiggvénygorbe, ezek: (—3; 1) és (5; 2).
h) Ha x € Z, akkor y = h(x) € Z szintén. Az intervallumban 41 racspon-
ton halad 4t a parabola.
i) xe{l,2,4,8,16}; 5 megoldas van.
j) Mivelx egész, j(x)is egész, ha x — 3 =3, vagyisx = 6. 15 megoldas van.
x+1
k)y= =2- 2 . Lathat6, hogy 0 <y <2, igy csak y=1
241 274+ 1
lehetséges (ekkor x = 0). Egy megoldas van.

853. Igen, lehet. Tekintsiik pl. az f(x) = 3 2 — 3 és g(x) = — 2log,(x + 3) fiigg-

vényeket!

Mindkét gorbe atmegy a (—2; 0) és (0; —2) pontokon. A fliggvények egymas
inverzei, tiikros helyzetiiek az x — x egyenesre, igy ugyanabban a pontban met-
szik azy = x egyenletli egyenest is; tehat van harmadik k6zos pontjuk. (Kozelitd
értékekkel szamolva az x = —2log,(x + 3) egyenlet megolddsa x =~ —1,13, igy a
harmadik ko6z6s pont (—1,13; —1,13).




