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a) (1; 1), (1;2), (1;3), (2, 1), (20 2),(2; 3), (35 1), (35 2), (3: 3)

oy 1 3
b)4 =1+ 3 =3+ 1, ennek valdszinlisége 288 :é vagy
2V 1
4 = 2 + 2, ennek valdszinlisege (EJ =5
Tehat a k tt valoszinlisé 1+1 > 0,278
T valoszinliség: — + — = — = (,278.
ehat a kerese T

A feltétel szerint az 1-es, illetve a 6-os dobasanak valoszinlisege 1 illetve 11—2— a
2-es, 3-as, 4-es és 5-6s dobasok valoszinlisége egyenld: p. Mivel a kockadobésok

L N .1 1 L 1
valdsziniiségének Osszege 1, ezert 1 +4-p+ I =1,¢esigy p= re A 2-es, d-es,

1 1
6-0s dobas valoszinliségei rendre AT A paros szam dobasanak valészi-
i 1 1 5
— + =+ — = —. Felhasznaltuk, ho
6 6 12 12 &
egymast kizar6 események Osszegének valoszinlisége egyenld a valosziniiségek Osz-
szegevel,

nliségét megkapjuk, ha ezeket dsszeadjuk:

1
Szabdlyos tetraéder barmely lapjara egyenld, 2 valosziniiséggel esik.

a) A takart szamok Osszege 6 csak akkor lehet, ha a két tetraéder alsé lapjan 3 all.

‘o I 1 1 . e
Ennek valoszinlsege: — —. Felhasznaltuk, hogy egymaéstol fiiggetlen

44 16
események egyiittes bekovetkezésének valosziniisége egyenld a két esemény va-
loszinliségének szorzatdval.

b) A letakart szamok 9sz- Osszeg lehetdségek valoszinliség
szege lehet: 0, 1,2, 3, 4, o loso rr_1
5 és 6. Ezek valdszinii- 4 4 16
ségeit tablizatba foglal- | | | 140041 1,11
tuk, ’ 16 16 8
Ebbél kiolvashatd, hogy 2 | 2+40;141;0+2 1,1, 1_3
legnagyobb valdszinii- 16 16 16 16
séeggel a letakart sza- 3 3+0;2+1;1+2,0+3 _1_+L+l+L=_1_
mok dsszege 3. 16 16 16 16 4
4 (341242143 1. 1,1_3
16 16 16 16
5 342243 L + 1.1
16 16 8
6 343 t
16
4
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2762.] A leirt médon 5! féle szam hizhato ki egyenld valdsziniséggel ( p= %J Tehit a

legnagyobb ¢és legkisebb szdm kihtizasdnak valdsziniisége egyenlo.

Ha a 24 db marcipinos szaloncukor mellé x db az elébbiekkel azonos szinil csoma-

golopapirban 1év6 kokuszos szaloncukrot tesziink, akkor annak a valosziniiscge,

2
== = x=16.
5

hogy kokuszosat valasztunk a farol: al
x+ 24
Tehat 16 db kokuszos szaloncukrot kell a fara tenni.

1000000

Ha egy sorsjegy ara 100 Ft, akkor osszesen = 10000 db sorsjegy keriil

forgalomba. Osszesen 100 db sorsjeggyel lehet nyerni, igy annak a valosziniisége,

hogy egy sorsjeggyel nyereményhez jutunk: 0000 - 0,01.
Annak a valosziniisége, hogy egy sorsjeggyel értékes nyereményhez jutunk:
> _ 0,000 5.
10000
Annak a valdsziniisége, hogy egy sorsjeggyel kevesbé értékes nyereményhez jutunk:
I 0,0095.
10000

90 db kétjegyll szam van, ezek koziil 4 db (21 ; 42 ; 63 ; 84} oszthatd 21-gyel. fay
annak a valdsziniisége, hogy a 90 db versenyzd koziil talalomra kivalasztott ver-

senyzd sorszama oszthat6 21-gyel: 0 0,044.

%0

A kihtizott szamétosok egymastol fiiggetlenek, igy a kérdezett valoszintiség: L

Megjegyzés:

Ha azt az eseményt vizsgalnank, mennyi annak a valoszinlisége, hogy kétszer egy-
mads utan a 47, 60, 63, 81, 89 szamitdst huzzak ki, akkor természetesen mas lenne
a vélasz (az el6z6 valoszinliség négyzete). Ez az esemény azonban nem egyezik
meg a feladatban megfogalmazottal, hiszen itt két egymast kivetd sorsolas egyittes
eredménye az esemény, szemben a feladatbeli egyetlen sorsolas eredményével.

2767. a) A két szabalyos érme feldobasakor 0,25 valészinliséggel lesz két iras, 0,5 vald-

szinliséggel egy fej —egy irds, és ismét 0,25 valoszintiséggel két fej az eredmeny,
Dani tehat ekkora eséllyel indul az egyik, masik, harmadik ton. Annak valészi-
nitsége, hogy az elsd Uiton megy, és ott dugoba keriil: 0,3 - 0,25 = 0,075; hogy a
masodikon megy, és ott dugoba keriil: 0.2 - 0,5 = 0,1; végiil, hogy a harmadikon
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megy, ¢s ott dugoba keriil: 0,7 - 0,25 = 0,175. Tgy tehat Gsszességében
0,075 + 0,1 + 0,175 = 0,35 az esélye annak, hogy dugoba keriil.

Megjegyzés:
A teljes valdszin(ség tételét hasznaltuk.

b) Az, hogy Dani ,,nem keriil dugoba”, éppen a kiegészit$, komplementer eseménye
annak, hogy ,,dugdba keriil”, ezért ennek valosziniisége 1 - 0,35 = 0,65.

Megjegyzés:

Ismét szamolhatunk a teljes valoszinlség tételével. A harom iton a ,,dugdba nem
keriilés” esélye a komplementer-tulajdonsag miatt rendre 0,7, 0,8, 0,3; igy a
pénzfeldobas utan dsszessegében 0,7 - 0,25+ 0,8 - 0,5+ 0,3 - 0,25 = 0,65 ennek
val6sziniisége.

a) Ha a négy bolt barmelyikébe indulas esélye azonos, akkor mindegyik esély 0,25,
ezért annak valoszinfisége, hogy Panni kap kenyeret szombat délben:
07-025+08-025+0,9-0,25+0,65-0,25 =
=(0,7+0,8+0,9+0,65) - 0,25 = 0,7625.

(Ez a négy rész-valdszinliség egyszeni atlaga, szamtani kizepe.)

b) Ekkor 0,7 - 0,1 +0,8-0,4+0,9-0,3+4 0,65 0,2 = 0,79 az esély.

Az egyes felsorolt esemeények valdsziniiségeit a tapasztalati, relativ gyakorisagok-
kal azonositva (a nagy szamok trvénye szerint ennek az azonositésnak annal na-
gyobb a megbizhatosaga, minél hosszabb adatgyljtés all mogotte) az dszi kddos idd
valoszintisége 0,2 (ekkor a nem kédos idéé 0,8), a kidos iddben bekdvetkezd bale-
seté (,0004; a nem kodos id6ben bekodvetkezdé 0,0001. Az utnak induld autét tehat
0,0004 - 0,2 + 0,0001 - 0,8 = 0,00016 valoszinliséggel éri baleset. (Feltételeztiik,
hogy csak az id&jarastol fiigg a balesetek gyakorisdga, a tébbi tényezit elhanyagel-
tuk.)

. . 11 11 71 . '
a) Az Osszes burgonyanak s + 23 + o) = 0 resze, azaz kb. 41%-a el-
6 osztaly, Ennyi annak a valdsziniisége, hogy els$ osztalyu burgonyat vélasz-
tunk.

Megjegvzés:

Eredmenylink kozelités, egyenld tomegiieknek tekintjiik a burgonyakat, mig a
valOsagban a burgonyaszemek tomege eltéré, igy az egyes mindségi osztalyokba
tartozo burgonyaszemek szaménak aranya akar jelentdsen is eltérhet az egyes
osztalyokba tartozd burgonyaszemek egyiittes tomegének ardnyatol.

" o . 10, . . .
Az elsd osztalyu burgonyanak 9 része (kb. 20%-a) szarmazik a masodik ter-
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4
mel6tdl, mivel 1200 kg-bol —l—é% -ad resz, azaz 490 kg els osztaly, ebbdl a ma-

sodik termel&tdl 1200 - i % = 100 (kg) szarmazik. Ennyi tehat annak a valdszi-

niisége is, hogy egy véletlenszeriien valasztott elsd osztalyll burgonya a masodik
termel6tél szarmazik (most is éltiink az a) rész megjegyzésében leirt feltételezes-
sel).

Megjegyzés:
Az eredeti adatokkal:

1. termeld 200 ; 5 = 40 kg 10
2. termeld 300 : 3 = 100 kg elsd osztalyl; P = 100:(40 + 100 + 350) = —.
3. termeld 700 : 2 = 350 kg 9

Feltételes valosziniiség segitségével is megoldhatjuk ezt a feladatot. Legyen A az
az esemény, hogy elsd osztalyu burgonyaszemet valasztunk, B pedig az, hogy a
masodik termelétd] szarmazod burgonyat valasztunk, Ekkor AB az az esemény,
hogy a masodik termel6td] szarmazo elsé osztalyt burgonyaszemet valasztunk.

49 1
P(A)=—, P(AB)= —, igy P(B|A) =
(4)= 5 P(AB) = 7, igy P(B4)

P(AB) 1o 10
P(4) 49 49
120

Mivel véletlenszerden valasztok, ezért a harom kiilénbozdé palantat egyarant 3
eséllyel valasztom.

Megjegyzés:

Itt burkoltan az ,,Ockham borotvajanak” nevezett elvet hasznaljuk, amely szerint: ha
nincs semmi, ami valamelyiket kitiintetné a kimenetelek kéziil, akkor egyenldek az
esélyek. Valdjaban a feladat szévege nem teljesen pontos, mert egyenletesen velet-
lenszertit kellene mondani. Hiszen véletlenszeri az is, ha egy kockat dobok fel, és
1, 2, 3 esetén az elsd, 4, 5 esetén a masodik és 6 esetén a harmadikat valasztom. Ek-

11

, —, — esélyekkel!
2°3 6 )
Mivel a kivalasztas és a kiviragzas vélheten fiiggetlenek (azon is el kelt gondolkozni,
miért lenne kiztik kapesolat), ezért az elsd palanta kivalasztasa és kiviragzdsa

L . \ 1
kor is véletlenrél van sz6, csak —

1
0,8 -;; esélyli, hasonléan a masodik 0,7 5, mig a harmadik 0,3 5

Ez a harom esemény egymast kizard, tehat a kiviragzas esélye ezek dsszege, azaz

(0,8+0,7+0,3)-%= 0,6.
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Megjegyzés:

Valojéban a teljes valdsziniliség tételérol van szo6, a megoeldassal azt mutattuk meg,
hogy kozvetleniil is megadhatd a kérdéses esély. Természetesen a zardjeles meg-
jegyzések teszik a teljes valosziniiség tételét esetiinkben alkalmazhatova.

Rajzoljuk meg a lehetd- az elsd
ségek fajat, és irjuk rd sikeriil
mindegyik agra a beko- 0,2
vetkezés valoszintiségét,
amit most a tapasztalati,
relativ gyako%‘iségokkal a masodik de a mdsodik  de amasodik  ¢s a masodik
azonositunk. lgy a két  is sikeriil nem sikertil sikerdl sem sikertil
vizsga lehetséges négy- 0.9 0,1 0.5 0,5
féle kimenetelenek valoszindiségét az agakra irt esélyek szorzataként kapjuk.

Ezek koziil az, hogy

a) mindket teszt sikeres, 0,9 - 0,9 = 0,81.

b} legalabb az egyik teszt (amiben benne van, hogy akar mindkett3!) sikeres,
09-09+09-0,1+0,1-05=0,81+0,09+0,05 = 0,95.

¢) egyik teszt sem sikeres, 0,1 - 0,5 = 0,05 (vagy: 1 — 0,95 = 0,05)

az efsd nem
sikeriit
0,1

valdszinliséggel kovetkezik be.

a) 10°. 02-06-0,7=84- 10*, Kériilbelill 84 ezer szunyog éli til mindhdrom
permetezést (ez az eredeti szamuknak §,4%-a),

b} 8,4% éli wil, tehat p = 0,084.

¢} 0,6 - 0,7 = 0,42 annak az es¢lye, hogy Déngicse mindkét permetezést taléli, te-
hat 0,58 valosziniiséggel elpusztul.

a) Azoknak a tanuldknak a szama, akiknek a két tantargy kéziil legalibb az egyik
kedvenc targya: 18 + 15 -5 = 28.
Az osztaly létszama 34, igy a keresett valdsziniiség: i—i = % = (,824.

b) Azoknak a tanuldknak a szama, akiknek egyik tantargy sem kedvence 34 — 28 = 6,

A keresett valoszinliség: % = % =~ 0,176 vagy: 1 —0,824.

Ha az osztaly létszama x, akkor 0,8x tanuld beszél angolul, 0,3x tanuld beszél né-
metiil és 0,1x tanul6 beszéli mindkét nyelvet. A keresett valésziniiség 0,1.

a) Meg kell tehat szamolnunk a legaldbb az egyik nyelven tudokat. Ha dsszeadjuk
az. angolul, németiil, francidul tudok szamat (25 + 22 + 9), akkor kétszer is meg-
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szamoltuk a két nyelven, és haromszor a harom nyelven tudékat. Ezért, ha kivon-
juk az elobbi Gsszegbdl a két nyelven tudok szamat (- 12 - 4 3), akkor a pon-
tosan két nyelven beszeldk mdr csak pontosan egyszer lesznek megszdmolva, vi-
szont a(z egyetlen) harom nyelven beszéld egyszer sem, tehat ezt a létszamot tjra
hozza kell adni (+ 1). Vagyis a tArsasagban 25+ 22 +9-12-4-3+1 = 38 em-
ber beszéli a harom nyelv valamelyikét. (Ezt az eljarast a halmazelméletbél is-
merhetjiik, logikai szita-formula néven.) Tehat ekkor a tarsasaghol véletlensze-

38
riien kivalasztva egy embert, az 5 estllyel beszél a harom nyelv valamelyikén.

Az el6zd eredményt tgy is megfogalmazhatjuk, hogy a tarsasagbol véletlenszertien

22
kivalasztva egy embert, az 5 valdszinlGséggel tud angolul, a5 valosziniséggel
németiil, —— valoszintséggel francidul, 45 valoszinliséggel angolul és németiil,

4 , o3 R | .
5 valosziniseggel angobul és franciaul, T franciaul es németiil, e valoszi-

niiséggel mindharom nyelven, és §+ §+—9— 2 4 3,138

= YOV s T 45T 45 a5 45 4545 45
losziniiséggel a harom nyelv valamelyikén. Ezért altalanositva harom esemény (A,
B, C) koziil legalabb az egyik bekdvetkezésének valoszinlisége a PA+ B+ C) =
= P(A) + P(B) + P(C) — P(AB) — P(AC) — P(BC) + P(ABC) formulaval szamol-
hato. (Ez a Poincaré-tétel, és ilyen tulajdonsagok miatt lehet a valoszinliséget
olyan mértéknek tekinteni, mint a teriiletet vagy a térfogatot.)

via-

2777.) Vizsgaljuk Venn-diagrammal az események valoszinfiségét! Az egyszeriiség kedvé-

ért valasszunk 100 6t a vizsgalandod csoportbol, ekkor PABCY = 0,1 azt jelent,
hogy 100 f6b&l 10 & tud mindharom nyelven.
P(AB) = 0,25 azt jelenti, hogy 100 f6bdl 25 f6 ango-
Iul és németiil, ebbdl mar 10 6 francidul is tud, tehat
csak angolul és németiil 15 {6 tud.

P(AC) = 0,15 azt jelenti, hogy 100 f6bdI 15 £6 tud
angolul és franciaul, ebbdl mar 10 6 németiil is tud,
tehat csak angolul és franciaul 5 f6 tud.

P(BC) = 0,2 azt jelenti, hogy 100 f6bél 20 6 tud né-
metiil és franciaul, ebbdl mar 10 {6 angolul is tud, te-
hat csak németiil es franciaul 10 £6 tud.

P(A) = 0,4 azt jelenti, hogy 100 f6bdl 40 £6 tud angolul, a Venn-diagrambol leol-
vashatd, hogy csak angolul 10 f6 tud,

P(B) = 0,35 azt jelenti, hogy 100 £6bdl 35 £6 tud németiil, a Venn-diagramhél leol-
vashatd, hogy aki németiil beszél, az legalabb még egy nyelven tud.

P(C) = 0,3 azt jelenti, hogy 100 f6b61 30 £6 ted franciaul, a Venn-diagrambol leol-
vashatd, bogy csak francidul 5 £6 tud.
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fzy 100 8 kozitl 55 beszél a harom nyelv koziil valamelyik nyelven, 45 e harom

nyelv koziil egyik nyelven sem beszél.
Igy annak valosziniisége, hogy egy tetszllegesen kivalasztott diak a harom nyelv

.35
koziil legalabb az egyik nyelven beszel: 100~ @, 55.

A 9 millié bergengoc 85%-a, vagyis 7,65 millié 16 széke. Ez a Mesebolygo 150 mil-
lids széke népességének alig 5,1%-a, tehat sz0 sincsen arrol, hogy egy véletlensze-
rlien kivéalasztott széke mesebolygdi ember nagy eséllyel bergengdc volna (s6t, elég
kis eséllyel az). Tehat az érvel¢s teljesen téves, hamis, alaptalan.

Megjegyzés:

Sajnos, a hétkoznapi életben is elég gyakori a csak egyik irdnyban érvényes kovet-
keztetések konnyed, szinte rutinszeri megforditasa, amelyek azonban epp ilyen ha-
misak. Hozz4 kell tenni, hogy nyilvan van olyan eset is, amikor a megforditis nem
hamis, bar a fenti érveléssel mindenképpen helytelen. Ha az egyedi helyzet vala-
hogy szimmetrikus, a forditott allitas is igaz. Esetiinkben példaul akkor lenne igy,
ha alig volna széke nem-bergengoc, pl. csak 8 millio szbke lenne dsszesen 150 mil-
1i6 helyett.

A megoldast kétféleképpen mutatjuk meg.

Elsé megoldds:
Kettds fadiagrammal (1. dbra)

1 000 000 lakos

legfeljebb 1000 fertozott legalabb 999 000 nem fert6zitt

| legfeljebb 998 + [ 49950 + | 949050 - |

a fertézittség esélye,

Tehat 1 000 000 lakossal végigszamolva °
50 948

pozitiv teszteredmény esetén, P < 0,02.

10

1
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Szemléltetés
Venn-diagrammal (1. dbra)
. N [ ] 1000 fertézott
I:::l 50 948 pozitiv
teszteredmény
1 millié
Mdsik megoldds:

A Bayes-tételt alkalmazzuk. Legyen F a fertdzot, és 77 a pozitiv teszteredmény.
Ekkor a feltételeink a kovetkezOket jelentik a feltételes valoszinliségek ,.nyelvén™
P(TY| F) = 0,998, P(T"|nem F) = 0,05; valamint p = P(F) < 0,001.

A kérdés P(F | T*) valoszinliség. A Bayes-tétel szerint:

P(T*|F)P(F)

P(FIT™) = 2
P(T*|F)P(F)+ P(T"*|nem F)P(nem F)
_ 0,998 p B 998 B 1 _ 1
0,998-p+0,05-(1-p)  ggg, 59122 301 948 50 -
p 7908 ;_1 998 * 998p

ha p-t néveljiik a nevezé nd, cstkken, azaz a tort értéke nd, tehat

08p
! < L =0,0196
948 4 50 T 948450000 )
998  998p 998

Alig 2% annak az esélye, hogy tényleg beteg az illetd.

2780.] a) Mivel a viharos sz&l és es6s id6 a két esemény metszete, a kérdés ennek valdszi-

niisége. Ez 0 és 0,2 koz6tt minden értéket felvehet, aszerint, hogy a két, 0,2 és
0,3 esélyli esemény hogyan helyezkedik el. Lasd a Venn-diagramot!

1




P(4) =

VALOSZINUSEGSZAMITAS

Ha 0,06 az esély, akkor az éppen a két megadott valoszinliség szorzata. Akkor
mondunk két eseményt tiiggetlennek, ha egyiittes bekovetkezésiik (metszetuk)
esélye az esélyeik szorzata, Tehdt a fliggetlenséget feltételezte az illetd.

Megjegyzés:

[. Valésziniileg a kettd nem fiiggetlen, ehhez statisztikdkat kellene tanulmanyoz-
ni, nyilvan ilyenekbdl szarmaztak a 0,2 és a 0,3 szamok is.

IL. Altalaban akkor fiiggetlen két esemény, ha az egyik bekdvetkeztét feltetelezve,
nem valtozik a masik bekdvetkezésének esélye, formalisan: P(A |B) = P(A).
Mivel a feltételes valosziniiség definicidja (ami elég kézenfekvl az abra alap-

jan) szerint: P(A|B) = };E?BB)) = P(A), azaz P(AB) = P(A) - P(B).

2781, a) A késziilék akkor nem hibasodik meg, ha mindegyik alkatrésze ép marad. Ennek

valdszinlsége: 0,997 30 . 0,86. A késziilék meghibasodasanak valosziniisége te-
hat 1 — 0,86 = 0,14

b) A hibatlan késziilékek aranya egy év utin 960 : 1000 = 0,96; kb. ennyi tehat leg-
alabb annak a valoszinlisége, hogy egy éven beliil egy késziilék sem hibasodik
meg.
Ha a kérdezett valosziniiséget x-szel jeldljiik, akkor x>0 > 0,96, amibél
x 2 30,96 = 0,9992. Bz tehdt annak a valosziniisége, hogy egy beepitett alkat-
rész sem hibasodik meg egy ¢v alatt.
Az egy éven beliili meghibasodasi valdsziniiséget tehat legfeljebb 0,0008-re, azaz
0,08%-ra kell leszoritani az eredeti 0,3%-r0l, azaz kozel negyedére.

2782, Annak a valosziniisége, hogy egy éven beliil a szamitogépben ez a 3 rész nem hiba-

sodik meg: 0,95 - 0,8 - 0,9 = 0,684.
A meghibasodas valdszinlisége tehat 0,316, azaz 31,6%, ami elég magas.

2_1
6 3
301
P(B)==="
(B) P

Mivel az AB esemény azt jelenti, hogy a dobott szam kisebb mint 3 és paratlan, ezért
csak egyetlen kedvez( eset van, ha egyest dobunk.

P(AB) = %.

Az A + B esemény akkor kisvetkezik be, ha a dobott szam 1, 2, 3 vagy 5. Ennek va-

C w42
loszinilisége: — = —.
6 3

12
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Két szabalyos dobokocka feldobasakor az elemi események szama 36.
Az A esemény akkor kévetkezik be, ha 10, 11 vagy 12 a dobott szamok Osszege.

Esemény Valoszintsége
10=4+6=5+5=0+4 3
36
2
11=534+6=6+5 —
36
12=6+6 1
36
6 1
PA)y=—=—.
() 36 6

A és B esemény egyszerre kovetkezik be, ha a dobott szamok Osszege legalabb 10
és legalabb az egyik kockan 6 van feliil. Ez 5 esetben valosul meg (lasd a tablaza-
tot), ezért P(AB) = 3_56
Legalabb az egyik kockaval 6-ot dobunk 11 esetben.

A dobasok: (1;6), (2:6), (3:6), (4:6), (5:6), (6;6), (6:5). (6:4), (6:3), (6:2), (631).

11
Ezért P(B) = %
A P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB) 0sszefiigges felhasznalasaval:
1
P(A+B)= l-~-1—i=—.
6 36 36 3

1
P(A) = % mivel a 32 lap koziil 8 zold. P(B) = 3 mivel a 32 lap kozott 4 kiraly

van. Annak a valosziniisége, hogy a zold kirdlyt huzzuk: P(AB) = i—

32
A P(A + B) = P(A) + P(B) — P(AB) Osszefligges fethasznalasaval:
1 11 ..
P(A+B)= Z-I— é - 515 =3 ez annak a valdsziniisége, hogy zbldet vagy kiralyt

hizunk.

2786. Az egyes csemények valoszinfiségét megkapjuk, ha a kedvezd elemi események

szamat osztjuk az dsszes elemi esemény szamaval,

8
A négy zdldet a nyolc koziil [4} -féleképpen hizhatjuk, mig négy tetszbleges lapot

32
a 32 kartya koziil ( 4 }—féleképpen.

13
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Az A + B esemény azt jelenti, hogy

&
az origd kozéppont 4 egység sugart kor belsejeben
, 4 8-7-6-5
Ezért P(A) =

= = 0,00195. levé pontok, valamint a koordinta-rendszer L. és I'V. e
32\ 32-31-30-29 siknegyedében 1évé jelSlt pontok az y tengelyen 1évo /
4 két jelolt pont kivételével villannak fel. i i
Hasonloan okoskodva: BN
8) (8) (8) (8 R
. . . ' 74
P(B) = = =10,11390 és
32 32-31-30-29 , o 5 oseminy 1y
A B - C esemény azt jelenti, hogy esemery
4 a koordinata-rendszer I. siknegyedében 1év§ pontok a 4
(24) tengelyek kivételével villannak fel.
4 .23.22. : —
P(C)= 3mg = 2222 A 9549, - —
32 32-31-30-29
4 —44

Mivel A és B, illetve A és C egymast kizaro események, ezért P(AB) = 0, P(AC) = 0,
P(A + B) = P(A) + P(B) = 0,11585 és P(A + C) = P(A) + P(C) = (,29744.

Az A, B, C események a 2787. feladat 1., 2., illetve 3. dbrajan lathatok.
Az alabbi abrakon az egyes események soran felvilland pontok tartomanyait abra-

2787.] Az alabbi dbrakon jelzett tartomanyok mutatjék, hogy az egyes események soran
. zoltuk.
hol villannak fel a pontok.
A y ¥ i y
A esemény B csemény Yy C esemény ¥ AtE+C Al
4] x2+yl<l6 4 4 4 A
e N 4zx>0
N
',/ 3\ -4 =< ¥ <4
j | > ; .
-4 T o i -4 S IR ¢ -\
N ’ \ / N . !
S - ” - i -4
7 -4T— -4+ ) _4T'
Az A - B esemeény azt jelenti, hogy o A-B ty A-B.-C y
az origo kdzéppontd 4 egység sugart kor belsejében 4 B esemény 1Y 4 4
levd, a koordinata-rendszer 1. és IV. siknegyedében 4o~ [ .
1évé pontok az y tengely kivételevel villannak fel. Y
\. + - } "* —
I -4 4 X -4 4 X
rs
Y -4 —44
. _ . S . 5
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-5 0 3 5 10 J 5
| A , A
PR S
o— B o
- B B

A felvillané pont a kdvetkezé intervallumokban lehet:
a) A - B esetén: 13; 5[
b) A + B esctén: J0; 10[
¢) Mivel B: [-5; 3] L [10; 15]
A - B esetén: 0; 3]
d) Mivel A: [-5; 0] W [5; 15]
A + B esetén: [-5: 0] w 13; 15]

a) A csaldd vagy fogaskerekii vasuttal utazik vagy libegdznek, vagy foggskerekﬁ
vastttal is és libegével is utaznak (azaz nem torténhet meg, hogy egyik jarmivet

sem probaljak ki).
b) Mindkettdn utaznak.
c) Libegdznek, de nem utaznak fogaskerekiivel.

a) A csalad a kirandulason vagy fogaskerektivel utazik vagy libegézik, vagy e két
kdzlekedési eszkoz koziil egyiket sem haszndlva kirandul. (Csak az van kizarva,

hogy mindkét jarmiivon utaznak.)
b) A csalad Ggy kirandul, hogy sem fogaskerekiivel, sem libegbvel nem utazik.

¢) A csalad vagy fogaskerekii vasittal utazik vagy libegéznek, vagy mindkét jarmi-
vet kiprobaljak.

Vegyiik észre, hogy A épp a B komplementere. Ezért

a) az A + B a biztos esemény. (Hiszen a vizsgalt 3 késziiléek koziil vagy mindegyik
késziilék miikodik, vagy koziiliik 1 vagy 2 vagy mindharom hibas.)

b) 4 - B a lehetetlen esemény. (Nem lehet, hogy egyszerre mindharom késziilek t6-
kéletesen milkodjén ugy, hogy koziiliik legalabb az egyik hibas.)

Megjegyzés:
A + B bekovetkezésének valoszinfisége 1.
A - B bekovetkezésének valoszinisége 0.
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Legyen pl. egy 20 f0s tarsasag, amelynek minden tagja 1910 Ft-ot &sszedob egy

Osszejovetel fedezetére, mégpedig mindenki 19 db 100-as és 1 db 10-es érmét tesz
a kozosbe. Valasszuk ki a tarsasdg egy tagjat, Frédit. Az § pénzérmei kozil egyet

, . . 19 C e .
véletlenszeriien valasztva, az 2—0~ = 0,95 valoszintiséggel lesz 100-as. A tarsasag

Osszes Osszedobott szazasai koziil egyet véletlenszerlien valasztva az 20" 0,05

valoszinliséggel szdrmazik Fréditdl. Vagyis, ha A esemény az, hogy egy valasztott
pénzérme 100-as cimletil, a B pedig az, hogy egy valasztott pénzérme Fréditdl szar-

marzik, akkor P(A | B) = 0,95 és P(B| A) = 0,05.

Musik megoldas:

Egy mérkédzés nézéi kézil minddssze szazan a vendégesapat szurkoloi, koziiik
azonban 95 nd van. A hazai szurkolok kozott (lehetnek akar tobb ezren is) 1803 nd
van. Osszesen igy 1900 néi szurkold iil a nézétéren. Valasszunk ki véletlenszeriien
egy nézdit. Legyen A esemény az, hogy a vilasztott nézd nd, a B pedig az, hogy a
valasztott néz6 vendégszurkold. Ekkor P(A | B) annak valdszindsége, hogy a ven-

dégszurkolok kéziil nét valasztottunk: ez % = 0,95 P(B|A) pedig annak valo-

szinlisége, hogy a nok koziil vendégszurkolot valasztottunk: ez

=0,05.

(Persze szamtalan tovabbi jo példa adhatd, igy a bemutatott megoldasok csak orien-
taloak. Az ilyen, in. nyilt végi feladatok esetében ez természetes 1s.)

a) Nem lehetnek, hiszen ha az egyik bekdvetkezett, a masik nem kévetkezhet be et-
t0l fiiggetleniil; sOt, éppen ezaltal meghardrozott, hogy mar nem kbvetkezhet be.
b) Ha A és B egymast kizarok, akkor P(AB) = 0.
Ha A ¢s B fiiggetlenck, akkor P(AB) = P(A) - P(B).
Ha mindkét tulajdonsag teljesiil, akkor P(A} és P(B) valamelyike 0, azaz A ¢s B
egyike 0 valoszinliségl, mig masika 1 valdszinliségli esemény. Ezeket azonban
definicid szerint kihagyjuk a fiiggetien eseménypéarok korébdl, mivel fel szoktuk
tennt, hogy a két esemény valoszinlisége nem 0. A két tulajdonsag tehat egyszer-
re nem teljesiilhet.

Lasd az el6z6 megoldas b) részét. Csak ugy lehetnek egymast kizardk, ha valame-
lyik esélye 0, de akkor definicié szerint nem fiiggetlenek, mivel annak feltétele,
hogy mind A, mind B esélye 0-nal nagyobb legyen.

a) Ha elsére 1-et dobtunk, akkor masodikra 2, 3, 4, 5 vagy 6 a kedvezd dobas.
5 5

Ennek valdszinisege: riialve
Ha elsére 2-t dobtunk, akkor masodikra 3, 4, 5 vagy 6 a kedvezd dobas.,

17
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1 4 4
Ernek valoszintiséee: — - — = —.
nnek valoszinisége 6 6 36
Ha elsére 3-at dobtunk, akkor masodikra 4, 5 vagy 6 a kedvez6 dobas.
13 3
Ennek valosziniisége: ---— = —.
nnek valészintisége: -~ =
Ha elsére 4-et dobtunk, akkor masodikra 5 vagy 6 a kedvez0 dobas.
2 2
Ennek valdszintisége: —-— = —.
nnek valdszintisége § 6" %
Ha elsore 5-6t dobtunk, akkor masodikra csak a 6-0s a kedvezé dobas.
11 1
Ennek valoszinlsége: —- — = —.
nnek valoszinlisége Pty

Ha elsére 6-ost dobtunk, akkor masodikra mar nem dobhatunk nagyobbat.
S5+4+3+2+1 _E_i,.o 417

A keresett valosziniiség tehat: ===
36 36 12

Madsik megoldds:
A kedvezd eseteket fel tudjuk sorolni: (1; 2), (1; 3), (1; ), (1; 5), (1; 6), (2, 3),
(2; 4, (2:5), (25 6), (3; 4), (3; 5), (3; 6), (4; 5), (4; 6), (5; 6). Tehat a kevezb esetek

szama 15. Igy P = % = 0,417.

b) Kedvezd, ha a dobott pontok &sszege 10, 11 vagy 12.

pontodsszeg valdsziniisége
10=4+6=5+5 2—1—1+l—]—=i
6 6 6 6 12
11=54+6 . 111
6 6 18
2=6+6 | 1-1=2_
6 6 36
o 1 1
A keresett valoszinliseg: -——+—+—:£=L.
12 18 36 36 ©
Masik megoldds:

A dobott pontok dsszege 10 a kivetkezd esetekben lehet: (4; 6), (6; 4), (5; 5).
11 lehet az dsszeg: (5; 6), (6; 5), mig 12 csak a (6; 6). A kedvezd esetek szama: 6.

A keresett valoszindség: P = % =

=

5

A dobasok egymastol fiiggetlenck. Annak a valdszinisége, hogy pl.: az elsé harom

VALOSZINUSEGSZAMITAS

3 5
dobas l-es, a t6bbi nem 1-es: {%) (gj . A 8 dobas koziil a hirom 1-es dobds

8) , 8Y (1Y (5Y
3 -féle ,helyen” lehet, ezért a keresett valoszintseg: P = 218) L6l

| 1
Teljesen mindegy, hogy az ,,elsé” dobaskor mit dobtunk. A keresett valosziniiseg: 5"

(Itt az elsé dobast nem kel figyelembe venniink, Ha az lenne a feladat, hogy el6szor

is és masodszor is irast és fejet dobtunk, akkor ennek a valoszinfisége mindkét do-

1 . , . ... 11
basnal > s igy a két dobast egyszerre tekintve a keresett valosziniseg 5 — =

lenne.)

A fej és irds dobasanak is > a valdsziniisége. Az elsé hirom dobas fej, ennek va-

3
loszinitsege [2] , a negyedik irds, igy annak a valoszintisége, hogy elészor a ne-

4
1 1
dik dobas lesz iras: | — | = —.
£ye ( 2 ) 16

Megjegyzés:
Nem szabélyos érme esetén, ha az iras dobasinak valosziniisége p, a fej dobasanak
valosziniisége 1 — p, akkor annak a valésziniisége, hogy el6szér a negyedik dobas

lesz iras: (1 —p)° - p.

1
Annak a valosziniisége, hogy az elsd dobas 6-0s: r

Annak a valoszinfisége, hogy az elsé dobas nem 6-os, de a masodik igen:

51 5

6 6 36

Annak a valoszinlisége, hogy az els6 és a masodik dobds nem 6-os, de a harmadik

. 5 1 25
igen: | —| +—=——=.
6) 6 216

Gondolatmenetiinket folytatva a keresett valdszinliscg:

151 (571 (s5Y 1 (s5Y 1
—+= || o | o ]
6 66 6/ 6 Ll6) 6 \6) 6

Ez pontosan @, ami kériiibeliil 0,598.
7776
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Musik megoldds: | dsszeg lehetdségek valészinﬁsfg
5 :
. P e w . 5Y 1+ 4 ? 2 d4+1 PlA)Y=—
Kedvezdtlen, ha az elsd 6t dobas sordn nincs 6-os. Ennek valoszinusege [—] > L+4 243 342 4+ (45) 36
5
Tehat annak a valosziniisege, hogy az els6 ot dobas kozott lesz 6-os dobas: 6 145 244 3+3% 4+2 5+1 PlAg) =3¢
3 §5=4651 7 146 245 3+d 443 542 641 P(AT):3—66—
6) 7776 | >
8 246, 3+5 444 5+3 0+2 P(A8)=%
2801.] Barmelyik pénzérmével dobhatunk irast vagy fejet, igy harom pénzérmével dobva _ a4
2% = 8 leheiGséglink van, melyek koziil 1 a kedvezd. ‘ 9 346, 445 544 6+3 P(Ag) = BT
, 1
A keresett valdszinliség tehat: ry 10 446 5+5 6+4 P(Ay) = 3%
2
. PLA LY = —
2802. Két szabélyos jatékkockaval dobva dsszesen 6 2 = 36 lehetdségiink van, melyek ko- H 5+6: 643 ) = 5
ziil 6 eset a kedvezd. : L
L 6 12 6+6 P(AL) 2
A keresett valosziniiség tehat: 6 = ra
Annak a valoszinlisége, hogy a dobott pontok dsszege legalabb 5
2803. A kapott szdmok ,nem kisebbike 3” a kovetkez8 eredményparok eseten all eld: P (g 02 5)5: P(As) + P(Ag) + P(A7) + P(Ag) + P(Ag) + P(A1o) + PlA1) + PAw = ‘
1-3, 3-1, 2-3, 3-2, 3-3. Bz 5 kedvez0 eset a két kockaval dobhato 36 Osszes eset ko- = = = \
5 . 36 :
ziil, tehat a kérdéses valoszinfiség — = 0,138. . , |
36 Midsik megoldads: |
A kapott szamok nagyobbika 37 esetben a 3-3 nem jo, igy a valosziniiség: Szamoljuk ki a komplementer esemény valoszintiséget! )
—3% = O,j. . dsszeg lehetdsépek valosziniiség
2 1+1 P(Ay) = glg
2804, a) A 6-0s Ssszeg a kovetkezd eredménypérok esetén all elé: 1-5, 5-1, 2-4, 4-2, 3-3. 7 ||
Ez 5 kedvezd eset a két kockaval dobhatod 36 dsszes eset koziil, tehat a kérdéses ! 3 I+2 2+1 Play) = 36 [
P : 3 ‘
valoszintség — = 0,138, - ‘ - |
s 4 1+3 2+2: 3+1 P(A) = 2 \
b) A 7-es Osszeg a kivetkezd eredményparok esetén all eld: 1-6, 6-1, 2-5,5-2, 34, 6 1 ]
4-3. Ez 6 kedvezd ese6t a k?t kocka‘val dobhato 36 dsszes eset koziil, tehat a ker- P(k < S) = P(Ay) + P(As) + P(Ay) = - _ g cbbl |
déses valoszinliseg — = — = 0,16. 5 1 2 3 4 5 6
6 6 P25 =1-Plk<5=".
2805 A dob k legalabb 5, h | ° g R
. obott tok 0Oss A 0SS . ,
a) ) Olop‘(r): 0 1(l:'s,‘;egel2t=,ga abb 5, ha az Osszeg 5 vagy 6 vagy 7 vagy 8 vagy Misik megoldds: ’ ’ S I I I I e
gy 10 Vagy £y 1~ i . Vegyiink egy 1x1- es ncgyzetet es egy csucsba fu-
Az elemi események szama 36. Jeloljiik A;-vel azt az eseményt, hogy a dobott t6 oldalait osszuk 6 egyenld részre az egyik, illet- 3(4l5]6]7]|8]9
pon]t(ok tsszege i, ahol i € {2; 3; ...; 12}. Ezek paronként egymast kizaro eseme- ve a masik kocka dobasdnak eredménye szerint, 4| 5| 6| 7, 8| 9110
nyek. : majd a keletkezd 36 kis négyzetbe irjuk be a meg- sl el 7] 8] o!0]11
" feleld Osszegeket.
A tablazatbol kiolvashatok a killonbdzé dsszegek- 61781 9[10;11]12
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hez tartozo valoszinfiségek: barmely esemény valosziniisege a neki megfeleld te- ' Ezek négyzeteinek dszszege:
riilet és az osszes lehetséges teriilet hinyadosa. PL: a 7-es Osszeg 6 mezdben szT- 1242243+ 2152462 +5 + 42 +32 422417 146 73 o113
repel, ezért annak a valoszindsége, hogy a dobott pontszamok &sszege 7, Frielt 36" 1206 648
A feladat megoldasat a satirozott négyzetek ¢s az Ssszes negyzet teriiletének ard- 3
nya adja. 2807.| A doboit szamok osszege 3,4, ..., 18 lehet. Az elemi események szama: 6~ = 216.
b) Szémoljuk ki a komplementer esemény valosziniiségét! Annak a valésziniiscge, Bsszeg | lehcibségek | szamuk] valdsziniiség | sszeg lehetdsegek
. 6 1 T R
hogy legalabb 10-et dobunk P(k = 10) = P(Ajp) + P(Ay) + P(A) = %76 3 I+1+1 | .1 516 18 6+6+6
1 5 R 3.
1 - = = — 4 1+1+2 3 s 17 6+6+3
Pk<9)=1-¢= 1 3 5E
. . 5 1+1+3 .3 6 16 6+6+4
Megjegyzes: e 1 , 14242 |3 216 6+5+5
A ’szabal-yos dobokocka szemkozti lap_]’.'cm,} le\fo pontok dsszege 7, igy haa dobotit 6 1+1+4 b3 I 15 6+6+3
szamok} Osszege pl.: 10, akk.or az alul lewio szamok Bsszege 14 — 10 = 4. Ha a do- i 14243 |6 10 6+5+4
bott szamok tsszege legfeljebb 9 (vagyis 2,3, ... vagy 9), akkor a letakart 8Za- v4242 fiiE 216 54545
mok t?sszege (1’2, ,11’,’ oo vagy 5) lﬂegalébb '5. Ezért az a) és b) fela@atban vizsgalt 9 1+1+45 T 14 6+6+72
események valoszinusege egyenld = elég az egyiket kiszamolni. ! 13244 15 64543
: N .. " , , (s 0 14+43+3 - 216 6+d4+4
2806.] a) A 10-es Osszeg a kivetkezo eredményparok esetén all eld: 4-6, 6-4, 5-5.Ez 3 24243 ' S+5+4
kedvezd easet a 11<ét kockéval dobhato 36 Osszes eset koziil, tehat 10-es Bsszeget g L+1+6 1 13 6+6+1
egyszer — = — = 0,083 valosziniiséggel dobunk. Kétszer egymas utan ugyan- 1+2+5 iy 6+5+2
36 121 . 1+3+4 EE 6+4+3
ezt dobni — - — = —— = 0,00694 valosziniiséggel lehet. (A két dobas ered- 2+2+4 R 5+5+3
, 12 12 144 o . 2+3+3 5+4+4
ménye fiiggetlen egymastol, 1gy valoszintiségitk dsszeszorzodik.) 9 1+2+6 12 6+5+1
Sorra vessziik az Gsszes lehetséges eredmeényt, az azt eldallitd kedvezd dobasokat 1+3+5 g o 6+4+2
megszamoljuk, igy meghatdrozzuk a lehetséges sszegek valoszintiséget. Ekkor 1+4+4 2025 : 6+3+3
(ldsd az a) részt!) _ 24245 216 - S+5+2
ezek négyzeteinek Osszeg lehetGségek szamuk 2+3+4 e L 5+4+3
bsszege adja a 2 1+1 1 343+3 45d+d
végeredményt. Két 3 1+2; 2+1 2 10 1+3+6 11 6+4+1
kockaval dobva 2 4 1+3; 3415 242 3 14445 sl 6+3+2
és 12 kozottl Osz- 5 1+4; 4+1; 2+43; 3+32 4 2+2+6 270 5¢5+1
szeget érhetiink el, 6 J145; 5+1; 2+4; 4+2; 343 5 2+34+5 oo 216 54+4+2
a tablizat szerint. 7 1+6; 6+1; 2+5 5+2; 3+4 4+3 6 2+4+4 |30 ‘ 4 5+43+3
Az egyes eredmé- 3 2+6, 6G+2; 3+5; 3+3; 4+4 5 Y I B et IR 4+4+3
nyek Val(')SZiHﬁSé- 9 346, 6+43; 445, 5+4 4
ge a jo lehetdségek 10 [4+6, 6445 5+5 3 A tablazatbol kiolvashato, hogy a legvaloszinitbb pontszamdsszeg a 10 és a 11.
szama osztva 36- 11 5+6; 645 2
tal, az dsszes lehe- 12 6+6 1

toségek szamaval.
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2808. a) Azeclemi eseményck szama 36. Ezek kozill 6 esetben fordul el6, hogy a feliil allo

szamok megegyeznek, ¢s 30 esetben ezek kiildnbozoek. Igy a vizsgalt esemény

valoszintsége: e

Mdsik megoldds:
Az elsé kockaval barmit dobhatunk. A méasodik kockaval mar nem dobhatjuk azt,
amit az elsGvel dobtunk, igy az Gsszesen hat lehetdseg kozil 5 a kedvezd. A ke-

e 5
resett valoszinuseg: 5

b) Az elemi események szama 6°. Az elsd kockaval barmit dobhatunk. A masodik
kockaval mar csak 5-féleképpen végzodhet a dobas ahhoz, hogy a feliil levd sza-
mok kiilonbozéek legyenek. A harmadik kockdval csak 4-félekeppen dobhatunk,
mert az elézé két kockan 1évé szdmok nem lehetnek feliil. A dobasok egymastol

fiiggetlenek, igy a kedvezd esetek szama 6 - 5 -4. Annak a valoszinfisége, hogy
2 hiom Kockin més-més szim al felil: & 653' g g

Az bsszes elemi esemény szama: 6 ® 2 kedvezé elemi események szama: 6! (lasd a
2808. b) megoldasanak gondolatmenetét). Annak a valoszinlisége, hogy hat kiilén-

6 _ 120 4 014
65 7776 '

Annak a valésziniisége, hogy 100 dobasbol k-szor kapunk 6 kiilonbdzd szamot:
100 100
{ ] P = p)t = ( )0,015& . 0,9846'%9F,
k k
Igy annak a valosziniisége, hogy

bdzd szamot latunk a hat kockan: p =

. e .. (100
1-szer latunk 6 kiilénbozé szamot feliil ( X ]-0,0154 -0,9846% = 0,331,
. I .. (100 )
2-szer latunk 6 kiilénb6z6 szamot feliil ) -0,0154% - 0,9846”% = 0,257,

, e . .. (10
3.szor Iatunk 6 kiilonbozd szamot feliil ( 30) .0,0154% -0, 9846°7 =~ (3,131, sth.

Annak legnagyobb az esélye, hogy a 100 dobasbél 1-szer latunk 6 kiilonbozo sZa-
mot, tehat legvaldszindibb, hogy ez az esemény éppen egyszer fordul eld.

a) Andrea elsé dobasa nem hatos, 5-feleképpen, masodik dobasa hatos, 1-félekép-
pen kovetkezik be. A dobisok egymastd! fiiggetlenek, ezert a kedvezd esetek

szama 3 - 1, az dsszes eset szama 36, a keresett valoszinuseg: 3_,
)

24

2811,| a) Konnyebb azt kiszamolni, hogy egy hatos sem lesz (jeldlje N), ami éppen ellen-
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Mcdsik megoldas:

Andrea eldszér nem dob hatost — ennek a valoszinisege —6—

a masodik dobas hatos — ennek a valoszinusege I
Ezek egymastol fliggetlen események, a keresett valoszinliség e két valoszinliség

5
szorzata: —.
3

Mdsik megoldds:
A jo esetek: (1; 6), (2; 6), (3; 6), (4; 6), (5; 6), 5 eset.

Az Osszes eset 36, igy a valosziniiscg Eve

5
h) Az elsd négy dobds nem hatos, ezek valdszinfisége dobasonként = Az otodik

dobés hatos % valosziniiséggel. A dobasok egymastol fiiggetlen események, igy

4
a kérdéses esemény valosziniisége: (—J Lo i = (),08.
6, 6 6
Mdskent:
Az Osszes eset szama: 6°.
A kedvez6 esetek szama 5 4, mert az elsé 4 dobas az 1, 2, 3, 4, 5 barmelyike lehet,
az 5. dobas 6-0s.

tettje (komplementere) a keresett eseménynek, azaz nekiink az 1 — P(V) értcke

kell. . Nincs hatos” esetén a kedvezd eseciek szama 5 3, mig az dsszes eset 63, azaz
5 N
P(N)= —6—3 ~ 0,5787, tehdt a ,lesz legalabb egy hatos” valoszinuscge

1-0,5787 = 0,4213.

b) Bz azt jelenti, hogy az elsd kettd nem hatos, mig a harmadik a hatos, tehat az
5 1

esély —5—=0,1157.
Y676

¢) Ezt mér kiszamoltuk az a) részben, ha nem dob az elsd harom qsetben hatost, an-
nak az esélye 0,5787, azaz ekkora eséllyel nem keriil jatékba Eva.
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2812, Annak a valésziniisége, hogy elsére hatost dobunk: r Annak a valoszinusege,

hogy el6szor a 4. dobas lesz hatos (a 2810. feladat gondolatmenetét felhasznalva):

3 3
5 1 1 , . .
[%J % Mivel [EJ ~6— < g gzért Borinak van igaza.

2813, a) Jelbljilk A-val azt az eseményt, hogy a k-adik dobasnal kapjuk az elsd hatost.
51 551 5 57 1
. = = L PA)==| =

(4 [6] 6

1
P(A)=—, P(A))=——,
A= (A) =73
{Felhasznaltuk, hogy a hatos dobas valésziniisége % a nem hatos dobas valo-
szinisege 5 és a dobasok egymastol fiiggetlenek.)

5 .
s <1 igy P(A)) > P(Ay) > ... > P(Ajgp), tehat a legnagyobb annak a valoszini-
sége, hogy maér elsére hatost dobunk, ezért nem ,.véletlen”, hogy a diak is ezt kapta.

b) Igen, a leirt szamok kozott szerepelhet a 21-es, (azaz eldfordulhat, hogy huszon-
0

egyedikre dob el6szor hatost), ennek valdszintisége: P(A,) = —ZF = (,0043.
2814. a) Az elemi események szdma: 6°. Az A csapat rig golt, az (1; 1; 1), (3;3: 3) és az
(5; 5; 5) dobasnal, B pedig a (2; 2; 2), (4; 4; 4) és a (6; 6; 6) dobasnal, igy annak
1

a valosziniisége, hogy elsd dobasra gol sziiletik: — = ——.
8e, NO8Y 8 216 36

b) Annak a valosziniisége, hogy a harom kockdn 1év6 pontok szama ne legyen azo-
nos, azaz, hogy Lajcsi ne dobjon golt: %
Annak a valésziniisége, hogy a mérkézés gol nelkiili doéntetlennel végzadik:

90 :

35 |
== = (), 2.

Po [36J 079 !

Annak a valdszinfisége, hogy az elsé dobas golt eredményez és a tobbi 89 dobas

89 i

, 35 o o !
pedig nem: Sg[—ég] . A mérkdzés alatt egy gol esik, ha csak az elsé vagy
csak a masodik vagy csak a harmadik vagy ..., csak a 90. dobas esetén lesz

ugyanaz a hirom szam felil. Ezért annak a valosziniisége, hogy a 90 perc alatt

1 (35\%
e 0l sziiletik: =090 —.|—=| =0,2037.
gy £ P 36 (36}
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Annak a valosziniisége, hogy az els6 két dobas golt eredményez, a tobbi pedig

2 88
nem: (31_6) (%} A 90 dobas koziil a ket sikeres (golt eredmeényezd) dobas

(gzo}féleképpen valaszthatd ki. Annak a valosziniisége, hogy két golos lesz a

‘ 90 2 88
meces: p, = ( ; ] . [glg] [;2—} = 0,2590.

Hasonléan annak a valoszinlisége, hogy a mérk6zés folyaman 3, 4, ..., »
(0 € n <90) gol esik:

90y (1Y (35) |
(N (2 <0217 |
Ps (3) (36] (36) |
90) (1} (35)°
AV 22 < 0,1340;
Pa [4) (%J [36) |

_ 00 1 H 3_5N]904n ‘
Pr=ln)36) 36) |
Mindegyik esetben ki tudjuk szamolni a keresett értékeket. Vegyiik észre, hogy '
P2 > D3> Pa Erdemes megvizsgdlni, igaz-¢, hogy a golok szamanak novelésé-
vel a bekévetkezések valdszintisége csokken (2 goltol kezdve). ‘

Hasonlitsuk Ossze pl. py-at és py-et!
_ 90-89-88 35"

_90-89.88.87 35" |

P3=7350 36" Pe= 72320 36°]
a szamlalok, illetve a nevezdk azonos tényezdivel osztva kapjuk:
87
35 > — (%),
2 (*)
s igy p3 > Pa-

1 értékenek novelésekor () egyenlStlenség bal oldala nem véltozik, a jobb oldali
tort értéke viszont csokken, hiszen szamlaloja csokken, ugyanakkor nevezdje nd.
Tehat annak a valoszinfisége a legnagyobb, hogy Lajesi mérkozésén két gol szii-
letik. |
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2815, A dobott szamok szorzata Lehetdségek Szamuk
1 1x1 i
2 1x2,2x1 2
3 1x3 3x1 2
4 1x4,2x2, 4x%x1 3
5 5x1 1
6 2x3,3x2,6x1 3
b 2x4,4x2 2
9 3x3 1
10 IX2 1
12 Ix4,4%x3,6x2 3
15 5%3 1
e 4x4 b
18 6x3 I
20 S5x4 1
24 6 x4 1
Osszesen 24
A tablazathol
a) P(a szorzat paros) = 18 = E
24 4
b) P(a szorzat 15-nél nagyobb) = i = -1—
24 6

Masodik megoldds:
Vegylink egy 1 x 1-es négyzetet! Az egyik oldaldt osszuk 4 egyenld részre! Az osz-
topontokon keresztiil hizzunk parhuzamosokat az oldalakkal! A kapott részeket
megfeleltetjiik a tetraéderen levd szamok esélyeinek. Hason-

16an a szomszédos oldalt osszuk hat egyenld részre! A kelet- ! i ; ; i
kezd 24 téglalapba irjuk be a megfelelé szorzatokat! Majd s Tal6ls
valasszuk ki az a) és a b) kérdésnek megfeleld téglalapokat! NEEARAE
o1 . =
Ezek szamat Eﬁrdel szorozva kapjuk a megoldasokat (vagy 4 |4 | 8 | (2] 164
maskeppen: a kis téglalapok teriiletének Gsszegét elosztva az 6 |6 ;3 i; ‘ ig

egeész négyzet teriiletével, megkapjuk a keresett valoszintisé-
geket).

Megjegyzés:

Az a) feladat megoldhatd igy is:

A dobott szamok szorzata paros, ha vagy a kockaval dobunk pdros szdmot és a tet-
racderrel barmit, vagy a kockdval paratlant és a tetraéderrel parost, Ezért a jo ese-
tek szleigna: 33, -4 + 3.2 = 18, az Bsszes eset szama; 6 - 4 = 24, a keresett valoszini-

Seg: — = —.
&7
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1 1 |

2816, Annak a valoszinlisége, hogy az érmével fejet, a kockdval 6-ost dobunk: 5= o

Annak valésziniisége, hogy egy szabalyos dobokockaval kétszer dobva nem lesz

hatos 5 2 25
atos: | = | = —.
6 36

Annak valoszin(isége tehdt, hogy az érmével irdst, utana a kockaval kétszer dobva

1 11 11
legalabb hatost dobunk: —— = —.
{legalabb egy) hatost do uln > 3617 =
1
A leirt kisérletben tehat — + ;—2 = En) (kb. 23,6%) a hatos dobasanak valoszini-
sége.

1
2817. a) A fej vagy iras dobasanak valosziniisége egyarant 5 Tehat ekkora valoszinii-
2
séggel dobunk egyik, illetve masik kockaval. Az elsé kockdval 3 valdszinliség-

3
gel dobunk pirosat, a masodikkal P valdszinliséggel. A pirosat dobas teljes va-

e 21 31 5 .
loszinlisége igy G 2+6 5= 12 0,416.

Keressiik tehat az ,.érmén fej volt; feltéve, hogy pirosat dobtunk a kockdval”, az-
az roviditve: P(fej|piros) feltételes valdsziniséget. A definicio szerint ez
P(fej- piros)

P(piros)
gel, a nevezit pedig a teljes valosziniség tételevel:

P(piros | fej) - P(fej)
P(piros| fej) - Pfejy + P(piros| iras) - P(irds)
A nevezSben az a)-beli eredmény szerepel, a szamlaloban annak elsé reszlete,
1
2

. A szamlalét atirjuk az ellenkezd sorrend feltételes valosziniiség-

igy a kérdéses valosziniiség:
+

B = | o
S[mblw
H
|
li
)

s

31
6 2

N2

Megjegyzés:
Az itt alkalmazott gondolatmenetet nevezik Bayes-tételnek.

Mdsik megoldds:

Mindkét kérdésre valaszt adhaiunk egy un. kettds fagraf felrajzolasaval. Ez vegig-
kéveti a lehetséges kimeneteleket, eldbb egyik szempont szerint elagaztatva, majd
masik szempont szerint dsszegylijtve azokat. Az igy felirt valésziniiscgek birtoka-
ban az ellenkezd iranybol végigktvetve a lehetségeket mindenféle feltételes valo-
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szinliséget meg tudunk hatarozni. A téglalapokban az egyes kimenetelek szerepel-
nek, a hozzajuk vezet$ szakaszokon pedig a megfeleld valdszinlségek.

az érmedobas eredménye

= 2 , illetve
5

= 4 , illetve

S\q[m\.—aﬁ[uﬂc\lw

VALOSZINOSEGSZAMITAS

1
—fSL = % valbszinfiséggel vezet él, a fehérbé] pedig hasonléan
12

1

_E_ = % valoszinliséggel.)

12

a) Kockaval 1, 2, 3, 4 valamelyikét dobni P valoszinliséggel, 5-6t vagy 6-ot dob-

2 A
ni 3 valoszinliséggel lehet. Tehat ekkora valosziniiséggel hizunk egyik, illetve

3
misik dobozbdl. Az elsd dobozbdl 3 a masodikbol % valésziniiséggel hi-

zunk piros golyot. A piros goly6 hizasanak teljes valoszinlisége tehat
34 32 12 6 1 1 9
s Tt s ot o =—+—-==—=0,45
86 56 48 30 4 5 20
Az el6z6 megoldas b) részének gondolatmenetét kivetve
3 1

1 1
2 2
fej, irds,
a 2 piros, 4 fehér lapu a 3 piros, 3 fehér lapd
kockéval dobunk kockaval dobunk
2 4 3 3
6 6 6 6
pirosat, fehéret, pirosat, fehéret,
ennck valoszinfisége | | ennek valdsziniisége | | ennek valoszinfisége | | ennek valoszinlisége
102 1 1 1 .13 1 .13 1
tehdt — = = — tehat — — = — tehdt —- = = — tehat — = = —
26 6 26 3 26 4 6 4
Osszes piros, Osszes fehér; i
1 5 1 1 7 ‘

valdsziniisége: L +o=- valdsziniisége: — + — = — |
6 4 12 3 4 12

~_ ’

La kockadobids eredménye—l

5 |
Az a) kérdésre egyszerti leolvasds a véalasz: a piros eredmény valészintisége E f

A b) kérdéshez pedig ,.alulrol felfelé” kell kévetni a lehetéségeket: az dsszes piros- |
bol annak valészinlisége, hogy azt a 2 piros, 4 fehér lapt kockival dobtuk (ekkor
1

volt az érmén fej): —% = E (Altalanosan is, az als6 két ,,szint” kézott futd élekre

12
sorban felirhatjuk a valdszintiségeket, ha az credményeket ,,alulrél felfelé” kévetjiik

5
végig. A kockadobas eredménye 5 valosziniiséggel piros, 175 valoszintiséggel

fehér. A pirosbdl az g lletve Z valosziniiségl .reszeredményekhez” ezert

30

86 4.5 o o
§i+§ 2 = 5 =9 = 0,5 a kérdéses valésziniiség.
86 56 2

(Illetve ugyanigy felrajzolhato a kettds fagraf.)

1
a) A kockaval az 1,2, ..., 6 eredmények dobdsanak valdsziniisége egyarant re Az

érmével 3 fejet dobni 1, illetve 2 dobashdl lehetetlen (azaz 0 valosziniliségl); 3

3 3
: . 31 )
dobasbol (%] = % valoszinlségit (tulajdonképpen [3](5J }; 4, 5, illetve 6 do-

Y1) 4 (5YIY 10 (6Y1Y 20
. 71 . _ =, — =—, - =77
basbol pedig rendre ( 3}(2J 16 (3}[2J 327 132 64

nilségi,
Megjegyzés:
Itt a binomiali

valdszi-

s eloszlasra lathatunk példat, a p valoszinliségl esemény n kisérlet-

n n—k
bél k-szor kdvetkezik be, . p*(1 - p) valdsziniiséggel.

Most p=1-

1

P=3-
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Ekkor a 3 fej dobasanak teljes valoszinilsége

570 s e 6626 646 (874 1616/ 6 16 6
=l=0,16.
6

b) Ez természetesen lehetetlen, tehat a valosziniisége 0.

@A 2817. megoldas b) részének gondolatmenetct kivetve

4.1 1
16 6 . L 0,25 akérdéses valosziniség.
1 1 5 531 1 4
R e el KR
8 4 16 16) 6 6

{Illetve ugyanigy felrajzolhato a kettds fagraf.)

2820.| a) Mindegyik iras dobasanak valosziniisége % 2()-szor egymas utani dobasanak pe-

1

= =954.10"".
1048576

20
. . . o (1
dig (mivel fliggetlen eseményekrdl van sz4) (2]

20
Szabalyos érmével (E} valdsziniliséggel, a hamissal viszont | valosziniiséggel

dobunk 20 irast egymas utan. Az 1 000 000 ¢rme koziil 999999 valoszintség-
1000000

gel valasztunk szabalyos érmét a dobashoz, és _1 valdszinliséggel akad
1000000

a hamis a keziinkbe. Ezért a 20 irds egymas utani dobasanak teljes valosziniisége
{1}” 999999 1

—1 - +1 =1,95.107°,
2/ 1000000 ~ 1000000

@A 2817. megoldas b} részének gondolatmenetét kbvetve

( 1 T” 999999
T A0 A0 -7
o 2 1000000 it 1076 = 0,488 a kérdéses valosziniiség.
1y 999999 Ny 1 1,95-10
2 1000000 1000000

(Uletve ugyanugy felrajzolhatd a kettds fagraf.)
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5 o
2821.| a) Egyformén 0 a valosziniisége annak, hogy piros, illetve hogy fehér golyd esett

ki.

i

1
Az els6 esetben (4 piros és 5 fehér golyo koziil) [— “%"% valdsziniiség-

9) 36
2
5
2) 10 s

ge] hiizunk 2 pirosat; a masodik esetben (5 piros és 4 feher koziil} ﬁ =% "-18

2
valoszinfiséggel. A 2 piros golyd huzasanak teljes valdsziniisége tehat
15, 5 5 _480_2
6 10 18 10 180 9

=0,2.

5
. 2 0 2 N . . .
Egyarant T4 =~ =2 avaloszinlisége annak, hogy a dobozbol 2 piros, il-

10y 45 9
2

letve hogy 2 fehér golyd; és

o) s

579 a valdszintisége annak, hogy 1

5

piros és 1 fehér goly esett ki. Ha 2 piros golyo hidnyzik, a maradék 3 piros és 3

Hi

fehér koziil 78 = o8 valdszinliséggel hizunk 2 pirosat. Ha 1 piros és 1 feher
4
2

hidnyzik, a maradék 4 piros és 4 fehér koziil 8 %; ha pedig 2 fehér hiany-

5
. . L g 210 C , .
zik, a maradék 5 piros és 3 fehér koziil O] valosziniiséggel huzunk 2 pi-
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rosat. A 2 piros golyé hiizasénak teljes valoszintisége tehat
3 2 6 5 10 2_ 56 _2202

_— + . + —_— ——
2869 28 9 289 252 9
Megjegyzés:

Bzt 6sszevetve az a)-beli eredménnyel az az igen érdekes megfigyelés adodik,
hogy a dobozbol 2 piros golyd huzasanak a valosziniisége egyforma akkor, ha a
10 golyo kéziil 1 vagy 2 hianyzik.

A 2817. megoldas b) részének gondoldtmenetét kivetve
10 2

5 [
— ? zlezza;aﬁnmsnﬁ&mwmmmwg

2869 289 289
(Illetve ugyantgy felrajzolhaté a kettds fagraf.)

Megjegyzés:
Annak valoszinlisége tehat — minden vizsgalat elétt, egyszerti kombinatorikus

. 2 , .
meggondolassal —, hogy két fehér golyd esett ki, 3 Ha azonban végrehajtunk

egy ,,mérést”, elvégziink egy kisérletet, &s abban 2 piros golyot huzunk ki a do-
bozbol, akkor mér jocskan nagyobb, majdnem kétszer ekkora ugyanez a valdszi-
niiség. Mar egyetlen vizsgalat is jelentésen befolyasolhatja tehdt a pusztan elme-
leti véletlenszeriiségre alapozott feltevésiinket. Az ilyesfajta elemzések vezetnek
a ma terjeddben lévo Gjfajta felfogashoz, az un. Bayes-statisztikahoz.)

3
2822, Ha a mackok egyformak, egy dobozba egy tehetd: az Gsszes eset [2} =3; a,.ked-

vez”, ha az elsd doboz liresen marad, vagyis mindkét macké a masik két dobozban
2 1
van; [2] = 1. Ezek hanyadosa 3 Ha a mackok kiilénbozok, de tovabbra is csak

egy tehetd egy dobozba: nem mindegy, melyik macké melyik dobozba keriil, igy az
Bsszes és a kedvezd esetek szama is az eldz6nek 2-szerese. Ettél persze a hanyados

1
marad =. Ha a kiilonbdz6 mackékbdl t8bb is tehetd egy dobozba: ismétléses vari-

2
acid, az dsszes eset 32 = 0, a kedvezd 2% = 4, a valésziniség tehat (—3—} = rh

Ha az egyforma mackokbol tehetd tobb egy dobozba: ismétléses kombinacié, az
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. 3+2-1 4 (3-DH+2-1 3
0sszes eset = 5= 6, akedvezd =| | =3, a hanya-

2 2 2
suk: % = %
Megjegyzés:
A feladat Altalanosithatd # dobozra és k (< n) mackora, ekkor sorban " ; k , nk ,
n

k
n—1 n—1 . dmé
, Z er g
) n+k—1 Femeny

.. kedvezd teriilet”

Az ilyen feltételll geometriai esetekben a hanyados adja a valo-

,,085Zes teriilet”

szinliséget, tehat az a), b), ¢} esetben is = a valosziniiség. A d) esetben az A ¢s B

esemény altal is lefedett teriilet a négyzet teriiletének %—e, igy ekkor igaz, hogy
L
22

. | , .
tének 3 -a, igy ekkor a valasz nemleges, hiszen -;— . % # é (Vagyis az A és B ese-

1 .. . . .
= R Viszont az A és C esemény altal is lefedett teriilet csak a negyzet teriile-

mények fliggetlenek, mig A és C nem azok.)

Az 1 fej ,masképpen” 2 irast jelent. Ennek a valosziniisége pedig (szimmetria miatt)
megegyezik a 2 fej dobdsanak valosziniségével.

(A kozds érték: %.)

Ha a hét napjait véletlenszerlien dsszekevernénk, akkor 7!-féle kiilonbdz6 sorrend
alakulhatna ki.

a) Azok a sorrendek a kedvezdek, amelyek hétfével kezdédnek és vasdrnappal fe-

jezGdnek be. Ezek szama: 5!.
A keresett valoszinliség: > = J"
742
b) Azok a sorrendek a kedvezdek, amikor szerda és csiitdrték egymas mellé keriil.
Az ilyen sorrendek szama: 2 - 6!, mivel lehet szerda, csiitortok vagy csiitortok,
szerda is a sorrend.

-6
A keresett valosziniiség: 27—]6 = %
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A fekete bastya barmely elhelyezése esetén a fehér kirdly elhelyezésére Osszesen 63
lehetéségiink van. A 63 lehetdség koziil 49 esetben helyezhetjiik a feher kiralyt
olyan mezére, amikor nem lesz sakkban (azaz olyan mezbre helyeztiik, amely nines
egy sorban vagy oszlopban a bastyaval).

Tehat a keresett valosziniiség: -

30
Az osztily létszama 30, koziiliik 4-et ( 4 J -féleképpen sorsolhatunk ki.

a) Azok az esetek a kedvezdk, amikor 2 fitt és 2 leanyt sorsolunk ki.
15) (15
Ezek szama: . .
2 2
(15J [15}
s 2 2
A keresett valoszinuseg: a0\ = {),402,

b) Azok az esetek a kedvez6k, amikor 4 leanyt vagy 3 leanyt és 1 fint sorsolunk ki.

Ayl ok spi (15 15+15 15
z1yen esereKk sZaima: 4 0 3 1 '
[15} [15}{15} [15J
4110 3) 01
26 0,299.

A keresett valoszinliség: (30] =—

87

4
Megjegyzés:
Az a) feladat megoldasanak ismeretében joval kevesebb szdmolassal is megkaphat-
tuk volna eredményiinket. Szimmetria okok miatt ugyanis a tbb lany kisorsoldsa-
nak ugyanakkora a valésziniisége, mint a tobb filé. E két egymast kizard esemeény
valosziniiségének sszege kb. 1 - 0,4 = 0,6, ezért a tobb lany (illetve a t&bb fi) ki-
sorsolasanak valoszintisége kb. 0,30.

Az elemi események szdma 4! 44, Ugyanis a négy (kiilonbdzd szinil) betd
41 = 24-féleképpen rakhatd sorba, és mindegyik betl 4 kiilonbozd allasban szere-
pelhet (AP»V<Bwdm). Az dsszes (egyenlden valoszinl) elemi esemény szama

ezért 24 - 4% = 6144. Fzek koziil négy esetben olvashato ki a BABA szoé ugy, hogy
mindegyik betije helyesen all (a kiilonbozé szind A, illetve B betlik egymas kozti
cseréje kedvezd eseménybdl yjabb kedvezd eseményhez vezet). A kérdezett valo-

szindség tehat = (),000651.
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Megjegyzés:

Fenti okoskoddsunk abban az esetben érvényes, amelyben a kockdkon kirakott be-
tiik sorrendjét mindig ugyanabban a sikban (pl. a vizszintes sikban) vizsgaljuk. Ek-
kor a feladat négy betfikértya helyes sorrendbe rakasanak problémajaval azonos.

A 4 betil 4! = 24-féleképpen rakhatd sorba, de az A és a B betl mindegyik helyen
4-4,a H ¢és az I pedig mindegyik helyen 2-2 allasban (, fiiggblegesen™ vagy ,,viz-
szintesen”) szerepelhet. Az Gsszes sorba rendezések szdma tehat 41 - 4% . 2% = 1536,
Ezek kiziil egy esetben olvashatd ki a HIBA sz6 ugy, hogy mindegyik betilje helye-

sen all. A kérdezett valdszinliség tehat 2 1" 0,0000651.

Megjegyzés:

A H és az I esetén is mondhattuk volna, hogy 4-4 kiilonbdzé dllasa lehet minden
egyes helyen. Igy az 6sszes lehetséges, egyeniden valészinii sorbarendezések szama
a fenti megoldasban megadottnak 4-szerese, azaz 6144 lenne. A kedvez§ esetek sza-
ma azonban szintén megvaltozna (4-re), hiszen mind a H, mind az I betl 2-2 fiig-
gbleges helyzete is helyes allast jelentene a kiolvasaskor. A HIBA helyes kirakasa-

I -nak adodik
36

nak valdsziniisége tehat ezzel a gondolatmenettel szamolva is
(csupan mas eseményeket valasziottunk elemi eseményeknek).

2 1
El)gfg.

b) Ha a j& tojasokat és a rossz tojasokat nem kiilonbiztetjitk meg egymastol, akkor
egyetlen kedvezd esetiink van: elszor a négy jot tdryiik fel, azutdn a két rosszat.

Ekkor az Osszes eset szamat ismétléses permutacioval szamithatjuk ki:

6!
— =15,
41 -2

. PP |
Tehat a keresett valosziniiség 5

a) 0,5.

b) 0,5° = L 0,03125.
32

3 5
©) |, ]'0.5 =0,3125.

(Ugyvanekkora a valésziniisége a 2 lany, 3 fiu esetnek is.)
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2832, A valdsziniiségek eloszldsa a O-ra szimmetrikus. Pl. 3€ nyereség valOszinisége

o L. 31 . :
ugvanannyi, mint 3€ vesziesege: 6 =17 (ugyanis a nyereséghez az kell, hogy a

kék szinii dobokockan 3-mal nagyobb legyen a pontok szama, mint a sargan; ez pe-
dig éppen 3-féleképpen valosulhat meg: 6 — 3, 5 -2 vagy 4 — 1). Hasonl6 okosko-

déssal kapjuk a tablazat mezdibe irando valosziniiségeket.

nyeremény valdsziniisége nyeremény valoszinlisége
I T
5 E -5 36
2 2
! 36 B 36
3 3
’ 36 - 36
4 4
2 — -2 —
36 36
5 5
—_— —_ l -
: 36 36
0 5
36

[10)[80]
4 01
AT 20,000382.

Y

) 3

b) Zita nyer, ha:

— elsdre z6ld golydt miznak; ennek valoszintisége —

— elsére fekete, masodikra z6ld golydt huznak; ennek valoszinlisége

¥

— az elsé két kihuzott golyd fekete, a harmadik z561d;

Zita nyerési esélye tehat

i w2 1
ennek valosziniisége —. —. —
543

Minden mas esetben nem Zita nyeri a f6dijat.

gyan a masik ket lanyé is).

1
5 10 30 30 3

_ L
T

110

azaz valtozatlan maradt (aho-
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Megjegyzés:

Ezt jozan okoskodassal is megkaphatjuk, hiszen addig hiizunk, amig z§ld, piros
vagy kek eredmeény nem lesz, aminek az esélye egyforma, hiszen mindegyikbél
1 van. A feketék szama csak ,,id6hiizas”, az esélyeket nem befolydsolja.

1 1 1
2835, a) P(V))=P(V;) = 5; P(Vy)= P(Vs) = 74—; P(V,)= 3

i 3

P(V5)=P(Vg)=§; P(V7)=P(Vg)=§-
y L, L N N
b) A Vi, V5 virdagok egymds utani valasztasanak valosziniisége 55 = s AV,

virag utan ismet > a V, virag valasztasanak valoszintsége, tehat a Vi, V,, Vy
viragokbdl all6 csokor valoszinlisége i—; = é

2836

Megjegvzés:

Igy is okoskodhatunk: &sszesen 8 kiilonbézé médon (8 kiilonbozd utat bejarva)
vilaszthatja ki Piroska a harom viragbél &llé csokrot; mindegyik csokor valasz-
tasa egyforman valdszind, tehat a V,, V,, V; virdgokbol allo csokor valdszini-

sége 1
g g
1
a) 1.sor P(S))= P(5,)= 5;
1
2.sor P(§;)=P(85) = Z; P8 = %;
1
8

3
v P(5;)=P(Sy) =

8
4 6
. P = =—: P =—.
(Sll) P(SJS) 16 (Slz) 16

3.s0r P(S5)= P(S;) =

4508 P(Sip) = P(Si) = |

b) A valdsziniiség és a relativ gyakorisdg viszonya miatt rendre kb.
1 4
— 1000 = 62-63-szor, — -1000 = 250-szer, _ém -1000 = 375-szor,
16 16 16

% -1000 = 250-szer, % -1000 = 62-63-szor varhatok a kérdezett események.

Az Osszes esetek szama 8! - ennyiféleképpen iilhet le 8 ember egymas mellé.
A kedvezd esetekben Rozi baljan iil Sari — elég megszamolni, hogy 7 ember hany-

féleképpen foglalhat helvet egymas mellett, mert Rozi leiiltetésével egyértelmi Sari

: , . , fenianiehe. TH_ 1
helye is. Ezért a kedvez esetek szama: 7!, a keresett valdszinliség: o = re
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Mdsik megoldds:
Ultessiik le a tobbicket! Ez 6!-teleképpen lehetséges. Rozidk mindegyik esetben 7
helyet valaszthatnak: .o .e .. o _ o o , 1gy a kedvezd esetek szdma 7 - 6!l = 7!,

T

A kerek asztalndl az egyik szemely helyét, pl.: Dériét k

rbgzitjiik, s ehhez képest tekintjiik a kiilsnbézs sor. T
rendeket. Ket iilésrendet akkor tekintiink kiilénbozé-

nek, ha a tarsasagnak van legalabb egy olyan tagja, \
akinek vagy a bal oldali, vagy a jobb oldali szom- &
szeédja a két elrendezésben kiilonbdzs. Ekkor az Gsz-
szes elrendezési lehetSség szama 7!,

El6szor leiiltetjiik Dori utan a tobbi lanyt is. Ok 31-
felekeppen tltethetSk le. Bz utén a fiik iilhetnek le, Do ey
megpedig gy, hogy két lany kozé egy fiu iiljon. A

tiuk 4!-féleképpen iithetnek, ezért a kedvezd esetek szama 3141,

oo, 34l
A keresett valoszintiség: = —,
7! 33

a) Ha nincs két olyan tanulo, aki ugyanabban a honapban sziiletett volna, akkor leg-
teljebb 12 tanuld jarna az osztalyba, mert ha 8k kiilnbozs honapban is sziilettek,
a 13. tanulé mar biztosan valamelyikiikkel egy honapban sziiletett. 25 tanuld ese-
tén tehat biztosan van legalabb két tanuld, akik egy honapban sziilettek, P = 1.
(50t 24-nél t8bb tanuld esetén biztosan van olyan honap, amelyikben legaldbb 3
tanuld innepli a sztiletésnapjat.)

b) A 25 tanulo mindegyike az 52 hét koziil barmelyiken sziilethetett. Az $sszes ele-
mi esetek szdma: 5272, Szamoljuk meg a kedvezétlen eseteket! Hany esetben

52
szulettek kiilonbzé heteken? Az 52 het koziil a 25-6t (25)-féleképpen valaszt-

hatjuk ki.
A gyerekekhez e 25 hetet 25!-féleképpen rendelhetjiik hozz4. Ezért a kedvezéi-

52
25! - ( 25]
(= 0,999),

len esetek szama 25! ( J A keresett valoszinliség: | —

25 52%
azaz ,majdnem” biztos, hogy akad két, egyazon héten szitletett tanuld.
365
25 ’s
¢) Hasonlé gondolatmenettel adodik: | - 2655 (= 0,569), azaz kicsit tébb
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mint 2 Olyan évfolyamot neztunk, akik nem székéévben szitlettek.

366
25! . 55
A szokéévben sziiletteknél ez a valoszintliség: 1 — 36

(= 0,568) adodik.

4

2] =0, a kedvezd eset, ha a két lany indul a verse-

a) Az Osszes esetek szama (

Y
nyen — I eset, A keresett valoszinliség: Pt

b) Itt a kedvezé eseteket megkapjuk, ha Aniko, Barna és Cili koziil valasztunk ki

3
két gyereket. Ezek szdima: [2] = 3. Annak a valosziniisége, hogy Déme nem

Vesz reszt a versenyen: 0,5,

Megjegyzés:

A feladat megoldhaté ugy is, hogy telsoroljuk az Gsszes esetet, mayd kivalasztjuk a
szamunkra érdekeseket, s megallapitjuk a keresett valoszintségeket. Itt: az Gsszes
eset: AB, AC, AD, BC, BD, CD — ezek egyenld valoszintiséggel kdvetkezhetnek be.
Innen a két kérdésre adando valasz kiolvashato.

Annyiféle 6tjegyl szamot kaphatunk, ahanyféleképpen sorba tehetjitk az 6t kiilén-
b0z6 szamot (ahdny permutaciéja van ezeknek): 5!

a) A kapott Stjegy(i szam paros, ha az utolso szamjegye paros, azaz d-re vagy 8-ra
vegzodik a szam. Az elss 4 helyre 4!-féleképpen irhatjuk a szamokat, ezért a

kedvezd esetek szama 2 - 4!, annak a valoszinlisége, hogy a kapott Otjegyii szam
2-41 2
aros P(Ay=~——=2,
p (A) PR
) I +3+4+8+9 =25 pem oszthato 3-mal, igy egyik Gtjegyli szam sem lesz 3-

mal oszthat6, P(B) = (.
¢) Két megfelels vegzodes lehet 84, illetve 48, A 4-gyel oszthatod Otjegyl szdmok

3
szama: 2 - 3 P(C) = 23 = 1 :
5! 10

A7 szamjegy T!-féle sorrendbe allithatd, A kozépsé szamjegy a 4, a t6bbi tetszGle-

ges sorrendben hitzhato ki, tehat 6! -feleképpen, ezért a kedvezd esetek szama 6!. An-
nak a valdszinisége, hogy a hétjegyii szam negyedik szdmjegye négyes: Pl
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Ez egyszertibben is megkaphato, hiszen a 4. helyre hétféleképpen valaszthato szim-

, oo 1
jegy, és ebbdl 1 kedvezd, tehat az esély -

Az adott szamjegyekbd! képezhet6 hétjegyl szamok szama 7!. 25-tel oszthato egy
egeész szam, ha a végzidese a végén allo kéjegyli szam: 00, 25, 50 vagy 75, itt 25
vagy 75. Mindkett6 5!-féleképpen valosulhat meg — ennyi dtjegyll szam képezhetd

a maradék 5 szamjegybdl, mivel mindegyiket csak egyszer hasznalhatjuk fel. Igy a
1

kedvezd esetek szama: 2 - 51, és ——7—|~ = annak a valdsziniisége, hogy a kapott

21
hétjegyl szam 25-tel oszthato.

A céduldkat 51-féleképpen tehetjitk egymds mellé — az Gsszes esetek szama 5! = 120.
Megszamoljuk, hany esetben kaphatunk 6tjegyii paratlan szamot. Az egyesek he-
lyén paratlan szamnak kell dllnia, ezért itt csak az 1 vagy a 3 allbat. Mivel a tizez-
resek helyén nem éllhat 0, ezért ide csak (5 -2 =) 3 szam koziil valaszthatunk, a
tébbi 3 helyre rendre a ,,maradék” 3, 2, illetve 1 szam koziil valaszthatunk.

Igy az adott szamjegyekbd] alkothato Stjegy(i paratlan szamok szama?2 - 3 - 3! = 36.

A keresett valoszinliseg —— = 0,3.
120

Az 6t6s lottén a 3-as talalat valoszinlisége:

31 (83 0. 85-84
312 S 600 -85 - 84 428400

(QOJ = 50.80.88.87-86  90-89.88-87-86 527391216
5 5t

= (,0008123.

Kati jar kozelebb a ,,valosaghoz”.

= 35
2846.] a) A 35 szambol 7-et (7 )-féleképpen lehet kihuzni. Ezért egy huzasnal a hét ta-

1 i
lalat valosziniisége ok Mivel kétszer hiznak ki 7 szdmot, az altalunk beje- :
|

161t hét szamot akar az elsd, akar a masodik huzasnal kihazhatjak.

. A két huzas miatt tehat majdnem

7
kétszeresére né annak az esélye, hogy telitalalatos a szelvényiink. A

Mindkét esetben a hét talalat esélye: —[31?
2

—~_ kife-

35
7
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jezésben kétszer vessziik figyelembe azt az eseményt, hogy mindkeétszer a mi
szamainkat hiizzak ki. Annak a valosziniisége, hogy az elst és a masodik huzas-

35\
7
Annak a valosziniisége, hogy egy szelvénnyel hét talalatot lehet elérni:

z L 2,97-107 =2,21- 107 = 2,97 107

nal is hetesiink van:

B Ty

7 7
b) Jeloljiik A-val azt az eseményt, hogy az elsé hiizasnal 4 talalatot ériink el, B-vel azt
az eseményt, hogy a masodik huzasnal 4 talalatot ériink el. Annak a valosziniiséget

keressiik, hogy valamelyik hizasndl négyesiink van; jeloléssel: P(A + B)-t kell
meghatiroznunk.

7Y (28 o N
Egy hizasnal a kedvezd esetek szama: [4J ( 3 ], mert a 7 kihuzott szambol
7 ) . , e [(28)
4-et 4 -féleképpen, a masik 3 szamot a maradék 28 szambdl 3 -féleképpen
. . . 3
lehet kivalasztani. Az Osszes eset szama: [ Z ]
2
7\ (28 7V (28
4) 13 4) 13
35 ’ 35 '
7 7
fgy annak a valosziniisege, hogy egy szelvénnyel jatszva négy talalatot ériink el
S (TV.28) ((7).[2 ’
4 3 4 3 _
35 35
7 7

¢) Eléfordulhat. Az elsé hizas barhogy vegzodhet, a mésodik csak egyfélek’ép'pe.n
— a kedvezd eseiek szama: 1. Annak a valdsziniisege, hogy a masodik huzas 1s

Ezért P(A)= P(B)= P(AB)=

P(A+ B)=P(A)+ P(B)- P(AB) =

= 0,034102 — 0,000 291 = 0,0338.

.1 ~
ugyanazt a 7 szamot eredmenyezi: 73~ 1,49-107".
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2847, a) A piros alsén kiviil a magyar kartyaban 3 alsé és 7 piros lap van. A lehetséges

-0 esetek” szama, azaz, hogy alsét vagy pirosat huzunk (a piros alsén kivily 10.
Osszesen 31 kértya kéziil valaszthatunk, mert 3 piros alsot kitettiik. [gy annak a

valoszinisége, hogy ebbé] a csomagbél hiizva pirosat vagy alsot huzunk: &
31

b) Teljes'; csomag esetén a lehetséges | jo esetek” szama, azaz, hogy alsot vagy piro-
sat hizunk 11 db (3 also, 7 piros és a piros alsd). Osszesen 32 kartya koziil va-
laszthatunk. Igy annak a valoszindisége, hogy ebbdl a csomagbol hiizva pirosat

. 11
vagy alsot huzunk: ——,
32

Egy csaladban 4 gyerek esetén a nemek megoszlasa a kivetkezs lehet:
1) 4 fig:

2) 3 fin, 1 lany (LFFF; FLFF; FFLF; FFFL 4 eset);

3) 2 fid, 2 lany (LLFF; LFLF; LFFL; FLLF; FLFL; FFLL 6 eset);

4) 1 fin, 3 lany (FLLL; LFLL; LLFL: 1ILF 4 eset);

5) 4 lany.
Igy annak valosziniisége, hogy egy csalddban 4 gyerek sziiletése esetén éppen ketts
fid (vagy éppen kettd lany) % = g

Mds gondolattal:

471 3

2)l2) T g

A 3 epres, 1-1 Sszibarackos, almas, citromos és malnas (7 db) joghurtot T
3

= 840-fé1§1féppen tudjuk egymés mellett elhelyezni. Ha a 3 epres joghurtot | elem-

nek tekintjiik, azaz egymas mellett dllnak, 5! = 120-f&leképpen tudjuk a joghurto-

kat sorrendbe allitani. Igy annak valdsziniisége, hogy az elhelyezés soran az epres
120

Jjoghurtok egymas mellé keriilnek: —~= = -
840 7

S;émoljuk ki el6szér annak a valosziniliségét, amikor a kihizott kesztylik kizistt

nincs par (ezt sokkal kéunyebb), majd az eredményt vonjuk ki 1-b6l. Annak a valo-

szintisége, hogy mind a 4 kesztyii kiilonbizé gyereké: 1 - 2220 18 , 745, mert

=0
L o o 23 22 2]
az elsGt akarhogy hizhatjuk, a mdsodikat 23 kzii] 22-feleképp huzhatjuk ugy, hogy

ne egyezzen az elf’izével, a harmadikat 22 koziil valasztjuk, de mér csak 20 olyan
var, am.l,nek a parjat nem hoztuk ki, majd pedig a maradék 21 koziil 18-félét hiz-
hatunk jol. Annak valosziniisége tehat, hogy van kéztiik par, 1 -0,745 = 0,255,
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2851, a) Ha mindket sziild ++ homozigdta, akkor biztos, hogy a gyermekek is azok, tehat
ekkor | eséllyel lesznek a gyerekek azonosak sziileilckel.

b) Ha mindkett6 heterozigota, akkor csak abban az esetben lesz a gyermek Rh™, ha
- . 1 .
mindkét sziil6t6] az Rh™ gént 6rokli, azaz 2 = 0,25 escllyel. Azaz egy gyermek

0,75 eséllyel lesz Rh*. Mindhirom gyermek — a fiiggetlenséget feltételezve —
0,75 = 0,422 eséllyel lesz Rh".

¢) Ha az egyikiik homozigéta, azaz ++, akkor tle nem lehet mast 6rokdlni, és a do-
minancia miatt ekkor a)-hoz hasonléan ismét 1 valoszintiséggel mindharom
gyvermek Rh' lesz; igaz nem feltétleniil homozigdtak, tehat az 6 gyermekeik ko-
zitt felbukkanhat majd ismét Rh™.

2852.. a) Béla akkor nyer, ha 3-szor nyer vagy 2-szer. Az elsd eset 04°, a masik
306 0,42 esélyli, hiszen Andras egyszer, Béla kétszer nyert, és Andras vagy
az els6 vagy a masodik vagy a harmadik partit nyeri, azért a 3-as szorz6. A két
esély osszege: 0,064 + 0,288 = 0,352, azaz majdnem egyharmad eséllyel nyer-
het Béla.

b) Ez az eldzbben szamolt els6 esély, tehat 0,064,

A legalabb 2 1ilél6 helyett azt nézziik meg, hogy milyen eséllyel pusztul el mind,
illetve marad csak 1. Ennek komplementere a keresett esély. Az elsd 0,6 ®, a miso-
dik 6-0,4-0,6° esélyl, egylitt: 0,233. Tehat annak az esélye, hogy legalabb ket
meéhesalad taléls lesz: 1 - 0,233 = 0,767, azaz tibb, mint haromnegyed.

2854, Ha feltessziik, hogy igazat allit a polgarmester, akkor annak az esélye, hogy 20 vé-
9

. . . . . . 20 k 20—k
letlenszeriien kivalasztotthol legfeljebb 9 timogatja: Y, ¢ -0,6" - 0,477, Ext
k=0

grafikus kalkulatorral kiszdmolva (zsebszamoldgéppel hosszabb, bar kiszamithat6
azzal is) kb. 0,1275. Azaz elég valosziniitlen esemény az ellentettjéhez képest, ami
kdzel hétszer olyan valoszini, hogy tobb mint 9-nek kellene a polgarmestert timo-
gatnia, ha valoban igazat allit a polgarmester.

2855.| a) Az eddigi hizasok két dologrol gyézhetnek meg minket: van a 100 golyo kozott
fekete golyo, de nem ,til sok”. Legvaldszintibbnek az tiinik, hogy 1 vagy 2 fe-

kete goly6 van az urnaban. Ezért a 81. hiizésra természetesen piros golyot vé-
runk, hiszen a fekete huzasanak valoszinliségét 0,02 koriilinek becsiiljiik.
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b) Legjobb becslésnek azt tartjuk, amelyik mellett a legvalésziniibb, hogy a leirt
esemény (a 80 hizasbol egyszer volt fekete golyo) bekovetkezik.
1 fekete golyd esetén a fekete golyd hiizasdnak valosziniisége 0,01, a pirosé 0,99,
Annak a valosziniisége, hogy 80 huzdsbdl pontosan egyszer huztunk feketét:

80
( X ]-0,01 -0,997 = 0,362 (azaz 36,2%).

2 fekete goly6 esetén a fekete golyo hizasanak valdsziniisége 0,02, a pirosé 0,98,
Annak a valdszintisége, hogy 80 hizasbol pontosan egyszer huztunk feketét:

80 79
) -0,02-0,98" = (,324 (azaz 32,4%).

Az 1 fekete és 99 piros golyo tehat jobb becslés, mint a 2 fekete és 98 piros.
A fekete golydk szamanak ndvelésével egyre kisebb lesz annak a valdszinlisége,
hogy 80-szor visszatevéssel hizva minddssze egyszer hizunk fekete golyot (pl.
a 3 fekete golyo feltételezése esetén a bekdvetkezett esemeény valdsziniisége:

80 19
{ -0,03-0,977 = 0,216 (azaz 21,6%),

80
4 fekete golyo feltételezése esetén: ( ) J-O, 04-0,967 = 0,127 (azaz 12,7%),

sth). A legjobb becslés tehat a 99 piros, 1 fekete golyd feltételezés.

Megjegyzés:

Fenti kovetkeztetésiink meglehetdsen nyilvanvalonak tiinik, mégis hianyolhat6 a
szigoru bizonyitdsa, nevezetesen annak belatasa, hogy az 1 fekete golyo feltéte-
lezése esetén legvalosziniibb a ,,80 hizasbol egyszer volt fekete golyd” esemény
bekévetkezése.

Ehhez elegendé bizonyitani, hogy ha k< {1; 2; 3; ...; 98}, akkor

80 &k (1 k' (80) k1 ( k+1)” e
1) 100 100 11 Too 00 ) azaz a fekete golydk sza-
manak novekedésével a bekdvetkezett esemény (a 80 hizasbol egyszer volt fe-

kete golyo) valoszinlisége egyre kisebb lesz.

100 — & 79> k+1
99 _ k k

A felirt egyenlGtlenség egyszert ekvivalens atalakitisdval a (

7
egyenldtlenséghez, majd ebbdl a vele ekvivalens (1 + ] > 1+ % egyen-

99—k
16tlenséghez jutunk,

A bal coldalon allo hatvany (pozitiv) alapja szigoran monoton ndvekszik a & ér-
tékének ndvelésével, ezért a bal oldal legkisebb értéke a k = 1 valasztds esetén

1 79
adddik: (1 +—| =223,
98
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A jobb oldalon &llé dsszeg legnagyobb értékét a & := 1 valasztassal kapjuk: 2.
A bal oldalon allé hatvany legkisebb értéke nagyobb, mint a jobb oldalon allo
Osszeg legnagyobb értéke, ezért az egyenlétlenség minden £ € {1;2; 3; ...; 98}
esetén igaz. Igaz tehdt ezen a halmazon a vele ekvivalens

80\ k kY (80Y k+1 (, k+1Y” s
e =] > -———-[1-——| -egyeniétlenség is.
1., 100 100 1, 100 100

Ezzel allithsunkat igazoltuk.

2856) Az 5 kockéaval dobva 6° = 7776 kiilénbozé, egyenlSen valészindi esemény kévet-

kezhet be. Koziiliik barmelyik bekévetkezésének valoszinlisége tehat P

— Ha ,két par”-t dobunk, akkor az 5 kockén 3 kiilonb6z6 pontszam fordul eld. Le-
gyenek ezek a pontszamok példaul 4, 5 és 6. Ezek koziil két pontszam 2-2 kockan,
a harmadik pedig egy kockan fordul el6.

Ha példaul az 5 és a 6 fordul el duplan és a 4 csak egy kockan, akkor ez az ese-

ﬁ = 30 kiilénbdz6, egyenlben valoszinii modon valdsulhat meg.
Ugyancsla_k 30-30 kiilonbéizd, egyenlden valoszinl moédon valdsulhat meg az az ese-
mény, hogy a 4 és a 6 fordul el duplan, illetve a 4 és az 5 fordul el6 duplan.
Tehat a , két part dobunk és az ¢t kockan a haromféle pontszam a 4, 5 ¢s 6” esemény

3 - 30 = 90 egyenlden valdszinii modon valdsulhat meg.

mény

6
A két par dobasakor el6forduld harom kiilénbbzé pontszamot [3} = 20 kiilonbdzd

mabdon valaszthatjuk meg, tehat 6sszesen 20 - 90 = 1800 kiilonbdz6 két par dobha-

td és mindegyik esetnek a valosziniisége, ezért a két par dobasanak valoszi-

2
niisége 1800 - 1> 0,231.
7776 108
— A terc dobasakor is haromféle pontszam szerepel az 5 kockan. Az el6bbihez ha-

sonld gondolatmenettel azt kapjuk, hogy egy adott pontharmasbol 3 - ETRTRT 60

kiilonbozs, egyenlden valoszini terc allithatd eld, az Osszes kiilonbozd terc szama

6
pedig [BJ -60 = 1200.

1 25
A terc dobasdnak valoszinlisége igy 1200 ——= = — = 0,154
erc dobasanak valosziniisége igy 76 = 162

A két par dobésa tehdt (pontosan 1,5-szer) valosziniibb, mint a terc dobasa.
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Ha 9 esetben jobbra, 1 esetben balra mozdult el egy-egy perc alatt, akkor 10.
perc végeére a kezdGponttdl jobbra, 8 egyseg tavolsigra lesz a bogar. Ennek va-

losziniisége 10-0,6° - 0,4 =~ 0,040.

2857., Minden hizasnal % = 0,6 a val6sziniisége annak, hogy narancsot hizunk.

a) x lehetséges értékei: 0, 1, 2,3és4. 7 .
Captpati ol AL ' Ha 8 esetben jobbra, 2 esetben balra mozdult el egy-egy perc alatt, akkor a 10.
Készitsiink tiblazatot! 0 104~ 003 ., " 1 y : :
L U =0, - pere vegere a kezddponttdl jobbra, 6 egyseg tavolsagra lesz a bogar, Ennek va-
- 206 047 2015 losziniisége 45 - 0,6% - 0,4% ~ 0,121.
2 [6-067-04"~035 Ha a bogar 7, vagy kevesebb esetben mozdul Jobbra egy-egy perc elteltével, ak-
3 14-06%-04 =035 : kor a 10. perc végére a kezdéponttol jobbra legfeljebb 4 egység tavolsagra lehet,
4 106% =013 A keresett valésziniiség tehat kb, 0,006 + 0,040 + 0,121 = 0,167.
b) A fenti tabldzat szerint 0,03 annak a valoszinilisége, hogy nem lesz, tehat 0,97 an- : 2860. Legyen n egy adott pozitiv egész szdm.,
nak a valészinitsége, hogy lesz narancs a kihazott gyiimélesok kozott. (A kere- 5 Annak a valdsziniisége, hogy egy szabélyos érmét n-szer feldobva a dobasok kézétt
kitések miatt 2 - 0,35 + 0,15 + 0,13 = 0,97 1 1y e . .
| nimcs fej: | - | . Haennck a valosziniisége kisebb mint 0,1, akkor 0,9-nél nagyobb
cy 0,15. .

annak a valosziniisége, hogy a dobsok kézsitt van fej.

2858.| a) Ahhoz, hogy a katica visszaérkezzen a kiindulo pontra, ugyanannyi 1épést kell
jobbra tenmie, mint balra, tehat csak akkor érkezhet vissza, ha lépéseinek szama
paros. A katica 15 perc alatt 15-6t I¢p, ezért nem juthat vissza a kiindulé pontra,

n 1
(%J <(,] & n-lg5<lg0,1 =SS n>11g£=3,3 (mert1g 0,5 < ().

g0,5

p =0 | Tehét legalabb 4-szer kell egy szabalyos érmét feldobni ahhoz, hogy a dobasok ko-
z6tt 0,9-nél nagyobb valoszinfiséggel fej is eléforduljon.
b) 30 Iépés esetén akkor ér vissza a kiindul6 pontra, ha 15-szor 1ép balra és 15-sz6r {
! — [#7;
1ép jobbra. A 30 Iépés kisziil a 15 jobbra 1épés ( 3OJ—f(f’:leképpen valaszthato ki. 9080907 = 0504 (504 %),
| 15 b) Ez az esemény akkor kovetkezik be, ha pontosan egy vizsgat nem teljesit a ha-
Ez a kedvezs esetek szama. Az Ssszes esetek szam 2°%, mert minden percben 2 rom koziil. Ennek valészinisége:

1 02-09-07+08.01-07+08- 0,9-0,3 = 0,398 (39,8%).
irany koziil valaszthat — ugyanolyan [ﬁ] valosziniiséggel. Tehat annak a valészi-

2 (30] | X -

" 3=1+2

8]
L |
W | =

niisége, hogy fél dra milva tijra a kiinduld ponton latjuk a katicat = 0,144, Y

15
2% | 4=1+3 2'*'_:8

a) A szamegyenes 5-6s pontjaba csak gy keriilhetett a bogar, ha mindegyik perc- | 5=1+4=2+32

ben jobbra keriilt egy-egy egységeel.

B —
W | —

-
L] =
AP—‘
|
3]

N

Ennek valoszintlisége 0,6 5 s 0,078. 6=2+4 7. 11 !
A szamegyenes 3-as pontjaba ugy keriilhet a bogar, ha (6sszesen) 4-szer jobbra, | 43 6
1-szer pedig balra keriilt, | 7=3+4 7. i . % = é
Ennck valészinisége 5 - 0,6* . 0.4 ~ 0.250. | —
b) Ha minden percben jobbra mozdult, akkor a 10, perc végére a kezdéponttol jobb- | A varhaté érék:
ra, 10egységtévolségraleszabogér. E(x)=é-3+l-4+%-5+é-6+lt7: 3+4+16O+6+7 e

Ennek valosziniisége 0,6 . 0,006.

48 ' ' ' 49




2

VALOSZINUSEGSZAMITAS

P P I DY IR (O R SR I
) =23-5"+ = 5 +3(5-3) Fg 6= = (7-5),

UZ(X) - M—%ﬂ: g-, tehat g‘(x) = \Eg 1,29,

2863.] a) Mivel mindegyik kockdval 1 és 6 kizotti szamot dobhatunk, két kockdval 2 és 12
kozitti Gsszeg érhetd el.

b) A mellékelt tablazatban felsoroltuk, melyik 6sszeg milyen médokon 4llhat elé, és
megszamoltuk, hogy hanyféleképpen. Mivel két kockaval dobva 6sszesen 36-féle
eredmeny lehetséges (ez egyiittal a tablazat 3. oszlopaban 4116 szamok dsszege);
igy az egyes pontszam-Osszegek valoszinilisége a harmadik oszlopban all6 szam,
osztva 36-tal.

Gsszeg lehetGségek szdmuk
2 1+1 1

3 1+2, 2+1

4 143, 3+1, 2+2

3 1+4, 4+1, 243, 3+2

6 145, 5+1, 2+4, 442, 3+3

7

8

9

1+6, 6+1, 245, 5+2, 3+4, 4+3
246, 642, 345, 543, 4+4
3+6, 6+3, 445, 5+4

10 4+6, 6+4, 5+5

11 5+6, 6+5

12 6+6

Ll RN R A R R e ) AW R ISR N

A varhato értékhez a kimeneteleket kell a valoszintiségeikkel szorozni, és ezt

0sszegezni;
_1:2+2.3+3-444-5+5646-7+5-8+4-9+3-10+2-11+1-12 :
= % =
_ 252

=36 7. (Lévén péaratlan szamu kimenetel, és az eloszlas szimmetrikus, ter-

mészetesen a kozépsd kimenetel a varhaté érték. Mas gondolatmenettel: egy
kockan a varhat érték 3,5, akkor két kockan az Gsszeg az additivitas miatt 7.)
A szorashoz a kimenetelek virhat6 értéktél valé négyzetes eltéréseinek valoszi-
niiségekkel sulyozott atlagabol vonunk gyokst:

1-2-742-3=-72 4. +1.(12 - 77 < a3
d:\/ (2-7Y+2-(3 376)+ +1-(12 7):23}691 5,83 = 2,415.

Megjegyzés:
Nevezetes formula, hogy a szordsnégyzetet ugy is megkaphatjuk, hogy a valtozo
négyzetének varhaté értékébél kivonjuk a varhato érték négyzetét. Utdbbit mar
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tudjuk, a négyzet varhato érteke pedig a valtozo négyzetének értékei szorozva az
. 1-22+2-3% 4 +1-122 1974 329
eredeti valoszinilségekkel, azaz: = = 27
36 36 o

= 54,83. Ebbél kell levonni a varhato érték négyzetét, a7 2—et, azaz a szOrasnégy-

zet: 5,83, innen a szords: 2,415.

;
2864.) a) Egy dobokockaval dobva a 0 dobasénak valoszinisége ps a 3-as dobasanak va-

i L o . 1
losziniisége 3 ¢s a 6-os dobasanak valoszinlsége 5

Keét kockaval dobva;

a dobott o
pontok dsszege (x) valosziniiség ()
0=04+0 {lJuzi
6 36
11 1
3= I
0+3 2 6379
2
6=0+6=3+3 2-1-£+[1) :i
6 2 \3 18
9=3+6 zli:l
32 3
2
12=6+6 [l] _1
2 4
Cb)IA virhato érték:
1 1 5 1 1 5
E(x)=—-0+—-3+ﬁ-6+—-9+—-12:—1~+~—+3+3:8.
36 9 18 3 4 33

2 1 2, 1 2, 3 2, 1 2, 1 2
0¥ (x)=—(0-82+=-(3-8 Z(6-8+-(9-872+—(12 -8

25 1
=§+—5+—0+%+4:10, tehat a(x)= 10 = 3,16.

2
TOEGrSS

2865. a) Ot kdziil a ,,16bb” természetesen 3, 4 vagy 5 lehet.

b) Ot dobas (ha tekintettel vagyunk a sorrendre is) 2° = 32-féle eredmeényt hozhat.
Kéziiliik 5 egyforma jel 2-féleképpen fordulhat eld: vagy mind fej, vagy mind

5
iras. Négy egyforma jel 2 - [4J = 10-féleképpen lehetséges. (A binomialis egyiitt-
hato megadja, hogy az 5 dobasbol melyik 4 végzOdott pl. fejjel; a 2-es szorzo pe-

dig eépp azért kell, mert ugyanez forditva is megtorténhet, 4 irdssal. Ilyen értelem-
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5 . L 1 . 35
ben az elézd, 5 egyforma jelet mutaté eredmény 2 - < modon all elé) Az els- 2867.] Két hatos dobasanak a valoszinlisege gg tehat gg annak a valoszinsége, hogy |
nem két hatost dobunk. |
: . 5 . .
z6ekhez hasonloan 3 egyforma jel pedig 2 ( ]: 20 -téleképp lehetséges. (Az 35 4 LV
3 _ ) (fJ = (0,893, b) [—J = 0,0000006.
is jelzi, hogy jol szdmoltunk, hogy a hirom eset lehetoségeinek Osszege 36 36
2+ 10 + 20 = 32, kiadja az Osszes esetek szamat.) Igy tehat 3, 4, illetve 5 egy- 5 2
f el 2 5 0,625 0 _ 3 L3125 = =L =0,0625 valoszinil c) ﬁ(LJ [35) = 0,0044
a —_— = — = , ,—:k: R ;—-—-:—: . - ) .
oIt T 3216 32 16 36) \36
séggel van a sorozatban. _
’ o 20-3+10-4+2-5 110 55 2868, Az Osszes eset szama (ahanyfelekeppen kihuzhato az 50 golyo koziil 5 golyo):
@A varhato értek: m = = —=— =3,4375. 50 . Ly 5) s o N
32 32 16 . Az 5 piros golyd koziil egyet -féleképpen lehet kihtzni, a 45 fekete ko-
A szoras pedig 5 1
45
g |20-G- 3,4375) +10- (43,4375 +2 (5-3,4375)° _ [190 _ ziil 4-et ( )—féleképpen. Ezek a hizasok egymastol fiiggetlenek, a kedvezs ese-
B 32 512 4
95 k"545Ak1”"'h t irosat hizunk
_ 122 - 0371 = 0,600. tek szdma: g nnak a valésziniisége, hogy pontosan egy pirosat huzun
256
5% {45
o . » , 5 : . 3 1 ; . i . 1 4
2866.] a) Mivel dsszesen 9 cédula van, az ,,1” eredmeny 3 =0,5,a,2 E = 3 =0,3 a ki, 5 golyo kihuzasa esetén: T = 0,3516.
a,,3” pedig é = 0,1 valosziniiséggel fordulhat el. ( 5 J
4
5 3 2869.] A piros golyd huizasanak valdszinfisége: —, a fehér golyo kihuzasanak valoszint-
(ZJ 10 5 [2) 3 1 ’ 6g ’ : 10 =
by Két, 17t 24 = 28 = = _ (0,27, két, 2"t ~-L =" = —=0,083; S Lt . . I
) [9} 26 18 [gj 36 12 sege: 0 Annak a valdsziniisege, hogy egyszer hiuzunk piros golyot, haromszor
| 4
2 2 1 13 : fehéret: [J-O,4—0,63 =4-0,4.-0,216 = 0,3456. Itt figyelembe kellett venni a

két ,,37-t pedig 0 valdsziniséggel hizunk. Ekkor dsszesen —+ —+0=— = o N ] o, . ,
18 12 36 kihnzasok sorrendjét, a piros golyot kihuzhattuk eldszor, masodszor, harmadszor

— 0,361 valészintiséggel hizunk két egyforma cédulat. vagy a negyedik htizaskor.

A4+3:.2413 14 L <t 00lv6 kihiizasa s szintiséee: - = 2 apirosé: —- = L ;
@ A varhato ériék: m = 2&5‘59_ = = 1,5, a szdras pedig 2870.) A fehér golyd kihizasanak valosziniisége: 7 = 3 apirosé — = Az egyes hu-
" " 5 zasok egymiastol fiiggetlenek. A kihuzott 5 golyéd kozil hdrom fehér, kettd piros,
5-1-1,5"+3-2-15"+1-3-L5)" {38 — \ 5
d= \/ 9 Vel 0,469 ~ 0,685. ezek % = [3)—féle sorrendben allhatnak. Annak a valoszinlisége, hogy pontosan
. , , o 5 (2Y (1Y
A varhato értékre és szorasra a szakirodalomban tébbféle jeldlés hasznalatos. Valdszinliségi val- ‘ harom fehéret hizunk: =1 =1 =0,329.
tozd varhato értékére az E(x), M(x), szérasara D(x) hasznalatos; de egy konkrét esetben szamsze- 3 3 3
riten kiszamolt eredményre az m vagy g, illetve d vagy o a jeldlés.
5.2. . . . : _ .
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Mudsik megoldds:
Héromszor hizunk fehéret 8 *-féleképpen, kétszer pirosat 4 *-féleképpen. Az egyes
huzasok egymastol fiiggetlenek. A kihizasok sorrendjét is figyelembe véve, a ked-

5 . .,
vezd esetek szama: [ -8% .47, Az Gsszes eset szama 12°, a keresett valosziniség:

5 3 42
B2 0,39,
3 12

a) Osszesen 9-féle hizas lehetséges, a kivetkez eredményekkel: 0-0 = 0,
0-1=0¢, 0-2=0,1-0=0, 1-1 =1,
1-2=2,2-0=0, 2-1=2, 2-2 =4,

3 )
Lehetséges tehat a ,,0” eredmény 3 = 0,5 valoszinliséggel, az ,,1” eredmény

1 . 2 .
—=0,1 valoszinliséggel, a ,2” eredmény 3 =10,2 valdszimiiséggel, és a 4"

eredmény szintén 3 = 0,1 valosziniiséggel.

b) Haromszor hiizva 6sszesen 27-féle sorrend lehetséges, ezeket a fentiek szerint
vegig lehetne vizsgalni. Egyszeriibb azonban az el6z6 eredményekhez egy jabb,
harmadik szamot htizni, és azzal szorozni. Ekkor mind a 9 esetben, amikor har-
madszorra ,,0”-t huzunk, a szorzat O lesz; mind a 9 esetben, amikor .,17-et hi-
zunk, a szorzat annyi marad, mint volt; és mind a 9 esetben, amikor ,,2"-t huzunk,
a szorzat duplazodik. Ekkor tovdbbra is lehetséges (P eredmény, mégpedig

£545 19 - ény,
9_%_ = 0,703 vatsszintseggel; ,17eredmeny % _ 0,057 2 ered.

2+1 3 1 . 1+2 3 1 .

mény —— = —===1{,1; ,.4” eredmén ———=—=—=0,1; .8 ered-
Y T Y T T T o

mény pedig szintén % =0, 037 valoszintiséggel. (Ellendrzésiil dsszeadva e va-

loszinliségek Hsszege valdoban % azaz 1, ahogy kell.)

A 32 lap kdziil 8 piros, ezért a piros lap hizasanak a valésziniisége e a nem piros

hizds valoszinlisége 4 Annak a valosziniisége, hogy az elsé harom hizassal piros

lapot, a masodik harom hizissal nem piros lapot hizunk, a hiizasok fiiggetlenségét
3 3
is telhaszndlva; [?}J (%J . Az ilyen hizdsok szdma annyi, ahanyféleképpen a 3

piros és 3 nem piros kartydt sorba lehet rendezni, vagy masképpen, ahanyfélekép-
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6
pen 6 huzasbol a 3 pirosat ki tudjuk vélasztani: (3]; s minden ilyen huzéssorozat

3 3
1
valoszindsege: (ZJ : (%J . Annak a valésziniisége, hogy a hat hizas koziil ponto-

, , . 6) (1) (3Y

san haromszor hizunk piros lapot: 307 17~ 0,132.

Masik megoldds:

Az elemi események szama: 32° mert minden hizésnal mind a 32 kartyabol
hizunk egyet. A kedvezd esetekben haromszor (a kihtizott kartya visszatétele utén)
a 8 piros lap koziil hizunk egyet-egyet — 8 3-féleképpen —, illetve haromszor a t6bbi
24-bdl is egyet-egyet —, 243-féleképpen. Ha a sorrendre nem vagyunk tekintettel,
akkor 82 - 243 szamn eset lenne, viszont a hirom piros és a harom mas szin{i kértyat

] 6 i
% = (3J-féle sorrendben hizhatjuk ki, igy a kedvezd esetek szama [3J 83,947,

, o (6) 8240 (6) (8N (24Y (6) (1Y (3Y
€s a keresett valosziniseg: - = =1 | = = Y [ B il
3) 3¢ \3,132) (32 3)\4) \4

2873, a) A keresett esély: [90

Nyilvan rosszul értelmezte a helyzetet, hiszen annak az esélye, hogy pontosan 90
hagyma hajt ki, csak 0,1319; de a ,legalabb 90” esélye is csak

100 100 100
-0,9%.0,1"° + 0,9°1.0,1° +...+ -0,9'%.0,1° = 0,5832.
90 91 100

Azaz, ha valoban nagy eséllyel (mondjuk 0,95) legalabb 90 virdgot szeretne lat-

ni, akkor 100-nal tobbet kell vennie.

0,9%.0,1'° = 0,1319.

Panasza jogos, ervelese viszont nem, hiszen semmi ok nincs arra, hogy éppen 90
keljen ki. A jO ervelés a kivetkezd: a pontosan 80 kikelésénck esélye

100
-0,9% 0,17 = 0,0012.
80

Viszont annak az esélye, hogy legfeljebb 80 kel ki, még mindig csak:

100 100 100
{ 0 J-0,9°-0,1“’°+( | J-0,91-0,1"‘9+...+[80]'0,9g°-0,120 = 0,002.

Ez elég valésziniitlen, amiért is jogosnak tiinik azt feltételezni, hogy nem 0,9
(90%) az egy mag kikelési esélye, azaz becsaptdk, és cserét kérhet.
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2874.| a) Ekkor a lehetséges nyerések X szama lehet: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Az esélyek, mivel
5

nyilvin binomialis eloszlasrdl van szd: P(X = k) = Ll 0,25 0,87
Ennek értékei: 0,3277; 0,4096; 0,2048; 0,0512; 0,0064; 0,000 32.

b) Harom pénzérme esetén a fejek szama lehet: 0, 1, 2, 3. Az esélyek (feltételezve
a szabalyossagot) 0,125, 0,375, 0,375, 0,125.

2875.0 a) Mivel csak a figurds lapok vannak, ezért Gsszesen 16 lap van, s ebbdl 4 piros.
Annak az es€lye, hogy 4-bdl éppen 2 pirosat talal:

[4] [12]
2) 12 :
Z 806 _ 390 5217,

16) 1820 1820
4
Ennyi pirosat még ,,véletleniil” is egész nagy eséllyel lehet talalni. Legalabb 2 pi-

rosat véletleniil is talal 4450 = 0,24 eséllyel. (Mind a négy piros: 1 eset; 3 pi-

ros, 1 nem piros: 48 eset; és az elsd részben kiszdmolt 2 piros: 396 eset; azaz:
1 + 48 + 396 = 4435.) Akkor neveznénk szakértdnek, ha legalabb 3, vagy esetleg

49
csak aklkor, ha mind a 4 piros. Legalabb 3 taldlatra mar csak 50~ 0,027 ese-

lye van, ami mar tényleg kicsi. Ha mind a 4 piros, arra ,,hasbol”, véletleniil tip-

pelve mar csak . azaz kb. 0,000 55 es¢lye van, ami még egy ezrelék sincs.

1820

Azaz két pirossal még nem tekintenénk tapintissal kartyaszin megkiilimbdztetd-
nek, de legalabb harom esetén mér elgondolkoznank, s ha mind a négyet eltalilja,
akkor kezdenénk hinni valamiféle tapintisos szinmegkiilonboztetd-képességben.
Természetesen tovabbi kisérletekkel ndvelhetjiik feltételezésiink helyességének
bizonyossagai.

a) Ha feltessziik, hogy a fiu- és lanysziiletés egyarant 0,5 valdszintiségh, akkor az,
hogy a fiuk szama legalabb 3-mal nagyobb, mint a lanyoke, azt jelenti, hogy a
18-bol legalabb 11 fid van, mert a 10-nél még csak 2 a kiilonbség. Tehat a kovet-
kezd Gsszeget kell meghatarozni, tudva, hogy binomialis eloszlassal modellezhe-

18
10 a sziiletendd fiok szama: 18 0,5% + 18 -0,513+...+ vO,SlS.
11 12 18

Mivel minden tagban szerepel ugyanaz a szorzo, csak a binomialis egyiitthatok
Osszege kell. Tudjuk, hogy a szimmetria miatt az Osszeg ugyanaz, mint a

(1;] 0,5 + {I]SJ £0,5"% + .+ [178} -0,5'° Bsszeg.
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A Pascal-haromszdg teljes soranak 0sszege éppen 2 '8 amibél, ha a keresett Gsz-
szeget S jeloli, akkor 28 + X = 2% . 0,5'% = 1. Ebben az egyenletben:

8
X = 18 0,5 + ! 0,5"% 4+ 18 0,58 =
8 9 10

= (43758 + 48620 + 43758) - 0,5 = 136136 - 0,5'% = 0,52,
Ebbdl 25 + 0,52 = 1, ahonnan 25 = 0,48, azaz § = 0,24, Azaz kb. 24% az esé-
lye, hogy legalabb harommal t6bb fin sziiletik.

s e . [18
b) Ez a binomialis eloszlas kozépss tagja: [9 ) -0,512" azaz kb. 0,1855.

18
) [9)0, 512°.0,488° = 48620 -0,00242 - 0,00157 = 0,185, tehat csak egy kicsi-

vel lesz kisebb az esély.

A binomialis eloszlassal modellezhetjiik a helyzetet, feltételezve, hogy nincs kap-
csolat azon emberek kozott, akiknek a katalogust kiildik. Azaz, ha k jeldli azok sza-

10

mit, akik a 10 ember koziil valamit rendelnek, akkor: P(k) = 0,6 .0,47F

Ezutan nézzik a kérdéseket:

a) Annak esélye, hogy legfeljebb 4-en rendelnek arut;

4 110 10
2(}()-0,6" .0, 410-* :0,4‘0+10-0,6-0,49+[2J.0,62 0,4% +

k=0

10 3 7 4 ]
# 4 |10:67:0,47+210-0,6%-0,4° = 0,1662.

b) Legalabb 8 kb. 16,7% eséllyel rendel arut, mivel a kovetkezd dsszeget kell szd-

10 ]_0
molni: Z[kj-()ﬁk 0,497 = 45.0,6° 0,42 +10-0,6” - 0,4' +0,6' =

k=8
= 0,1673. (Vagyis alig tobb, mint a legfeljebb 4 esetén. Ez azért lehet, mert az el-
oszlas nem szimmetrikus: p # 0,5.)

Ez egy binomialis eloszlds, a szineknek megfeleléén 0,25 vagy 0,5 paraméterrel.
a) A piros virdgok szama (hasonldan a tSbbihez) 0 és 10 kdzott lehet, annak az esé-
lye, hogy éppen k darab lesz: 0 -0,25%.0,75'%*; hiszen ha a piros esélye

0,25, akkor a nem piros (fehér és rozsaszin) esélye 0,75.
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b) Hasonléan az a)-belihez: a fehérek szama is 0 és 10 kézott lehet, és az esélyek is

i
c¢) Ha a rozsaszinek szama j, ahol ismeét 0 és 10 kozotti értékek johetnek szoba, ak-

kor most az esélyek masok: (IOJ 0,570,507 = (IOJ +0,5' lesz az éppen j

J J

azonosak, pontosan { darab (10] .0,25"-0,75"7 eséllyel lesz koztik.

rozsaszin esélye.

Mivel teljesen vakon tippel, a taldlat esélye 0,5. A 10 feltett kérdés esetén ismét bi-
nomialis eloszlas lesz a talalatok szama, feltéve, hogy egymastdl fiiggetlenck a vé-
letlenszert tippek. Ekkor:

: . 0 10 10
a) legaldbb 5-re helyesen valaszol: 3, . -0,5" =0,623;
k=5

10 {10 o
b) legalabb 7-re helyesen valaszol: 3, R 0,5 =0,172;
k=7

¢) mind a 10-re helyesen valaszol: 0,5'° = 0,00098 (kb. 0,001) valésziniiséggel.
Tegyiik fel ismét a dolgozatirasok fiiggetlenségét, ami sajnos nem feltétleniil igaz —

gondoljunk arra, hogy a siker feidob, a kudarc lehangol, tehat a modell dvatosan ke-
zelendd. Amennyiben ezt a fiiggetlenséget mégis feltessziik, akkor

a) mind a 7 kisérlet 15 pontos 0,67 = 0,028, azaz minddssze 2,8% eséllyel,

7
b} pontosan 6 feladatsor 15 pontos: (6J -0,6% - 0,4 = 0,131, azaz mar 13,1% eséllyel;

7
c) pontosan 5 feladatsor 15 pontos: s 0,6 0,4” = 0,261, tehat 26,1% (ez
majdnem duplaja a b)-belinek) eséllyel.

ElSszor is hatarozzok meg az eloszlast: £ taldlatot (k= 0, 1, 2, 3, 4, 3) elérni
5Y 85
s
o
5
ugyanis azok, amelyekben eltalalunk (,kivalasztunk™) az 35 jo szam koziil k-t, a téb-
bi 5-k -t a 85 rossz szam koziil ,,valasztjuk” — az dsszes eset szdma pedig termé-

valosziniiséggel lehet (hipergeometrikus eloszlas). A kedvezd esetek
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szetesen az Osszes lehetséges valasztds szama. A varhaté értékhez ekkor meg kell

hatarozni az m = Z Osszeget.
k=0 90
5}
Ez 0-32801517+1-10123925+2-987700+3-35700 + 4-425+5-1 -
43949268

B 12208130 =i=0,27,
43949268 18

0,16-0+042-1+028-2+0,07-3+0,05-4+0,01-5+0,01-6=1,5.
Az elektromos alkatrész varhato élettartama 1,5 év.

Hosszu tavon, vagyis sok egymds utani ja-
tek sordn nyilvan annak el6nyds a jaték,
akinek esetében a kapott szamok vérhato 1
értéke nagyobb. Gybngyi az » cédula kiziil

egyforma, — valdszintiséggel hizza bdr-
n

i 1
varhato6 ericke mg, = —(1+2+...4+n) =
n

2
3
melyiket, igy ¢ diszkrét egyenletes eloszlas 4
5
6

_ 1 nr+1) n+l
# 2 2
(Felhasznaltuk az Gsszegzéshez a szamtani sorozat 9sszegképletét, avagy a ,kicsi
Gauss modszerét™.) Zsolti esetében elébb meghatirozzuk az elosziast. Két kockaval
dobva a kapott értékek maximuma 1, 2, ..., 6 lehet. A mellékelt tdblizat szerint
1-es maximum csak 1 esetben (1-1), 2-es maximum 3 esetben (1-2, 2-1, 2-2) lehet-
séges, €5 igy tovabb: 3-as, 4-es, 5-bs, 6-08 maximum rendre 5, 7, 9, 11 esetben le-

hetséges. Az Gsszes eset szdma persze 36, igy a varhato érték:

1+3.2 . . . 6 1 .
mzle +5-34+7-449.5+11 =_61:4’472'
36 30

Gyongyinek tehat akkor elény&s hosszu tavon a jaték, ha 4,472 <

n+1

Ebbol 7,94 < 71, vagyis a dobozban legalabb 8 cédula legyen.

Megjegyzés:

A tablazaton jol megfigyelhetd az az algebrai tulajdonsig, hogy a szomszédos
négyzetszamok kiilonbsége mindig paratlan szim, mégpedig az alapok &sszege; il-
letve masik oldalrol kézelitve, hogy 1-t6] Gsszeadva a pératlan szamokat, minden
részisszeg négyzetszam.
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2884 a) A grafikon az ordinatatengelyre szimmetrikus, tehit a varhato értek 0. [2}[3} (2}(3}
b) 0,242 annak a valdszintisége, hogy a valoszinfiségi valtozd értéke legalabb 0,7. megfeleléen 0 pirosat = % — 0,3: 1 pirosat 1A1 _ Q - 0.6
c} A gorbe alatti teljes teriilet 1, ezért a satirozatlan teriilet 1 — 0,242 = (,758. [ } {5] 10
2 2
2885. a) Mindegyik test esetében minden eredmény egyforma valosziniiscgd, igy a tetra- (ZJ(SJ
' 1 4 L4 . -
éder esetén az 1, 2, 3, 4 eredmények egyarant g az oktaéder esetén az 1, 2, ..., 2 pirosat pedig = % = 0,1 valdszintiséggel huzunk. (A valdszinlisé-
& eredmények egyarant é—; a dodekaéder esetén az 1, 2, ..., 12 eredmények egy- | [ZJ
, 1 ! ck Bsszege 1, amint teljes eseményrendszertd] el is virhato.
arant i; mig az ikozaéder esetén az 1, 2, ..., 20 eredmenyek egyarant 56 va- ‘ B zege 1, ammt az cgy teljes esemenyrendszertol el is varhato.)
o1z ‘ b) Sok huzds esetén mondhatjuk, hogy a relativ gyakorisagok nagy eséllyel jo ko-
loszinliségiiek. zelitesét adjak a valoszintiségeknek (épp ennek a matematikai megfogalmazdsa
b) Sok dobis esetén mondhatjuk, hogy a relativ gyakorisagok jé kozelitéssel a va- ‘ a nagy szamok térvénye). Ekkor az esetek 0,3 részében 0, 0,6 részében 1 és 0,1
16szintiségekkel egyeznek meg (épp ez a nagy szamok torvénye). Ekkor a tetra- ' részében 2 piros golyodt huzunk, ezért ezek atlaga 0,3 -0+ 0,6 -1 +0,1-2 = 0,8;
1 1 1 leggyakoribb értéke pedig lathatoan az 1.
éder esetén a dobasok kb, —-elesz 1, —-elesz2, —-elesz3, —-elesz4—vagy-
24344 4 4 4 4 Megjegyzés:
is az atlag L b 2,5. Hasonld megfontolishol az oktaéder esetén Valdjdban ennek a hipergeometrikus eloszlasnak a varhato értékérdl és legvalod-
4 | sziniibb értékérdl van szo, ezeknek a megvalositds sordn nyert statisztika atlaga
1+2+...+8 o 14+24..+12 : : -
————— =45, a dodekaéder esetén —12— = 6,3; az ikozaéder i ¢s maodusza felel meg.
esetén 1+2+..+20 =10,5 lesz kb. az atlag. 5 2887.| a) Kiszamitjuk a dobhato pontosszegek elméleti valdszinliségét és ennek ismereté-
20 ‘ ben meghbecsiiljiik, hogy a 100 kisérletbdl hanyszor varhatjuk a bekdvetkezésiiket.
Megjegyzés: o ) ’ , pontisszeg 2 3 4 3 6 7 8 9 | 10] 11 12
Ezek az atlagok valojdban a szoban forgé diszkrét egyenletes elisizlasok véarha- . elmeleri 12 34| 5 | 6 5 |4 13| 2] 1
t6 értékei. Az pedig — 1-t8l n-ig terjedd kimenetelek esetén — 2 mintazta . valészinisége | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 |36 | 36 | 36 | 36
B 2 100-bol varhato | 2-3 | 5-6 | 8 11 | 13-14 | 16-17 | 13-14 | 11 § | 56|23
2883. feladat megoldasban levezettiik.) | megvalsult g | 6 [ 6 |10 12 18 13 1311 ] 37 o
2886.] a) Kombinatorikai meggondolasok alapjan k darab (k = 0, 1, 2) piros golyét huzni ; A tiblazat alapjdn védratlannak mondhato, hogy sokszor fordult el§ a két egyes do-
_ . basa ¢s egyszer sem a két hatosé. Kevesellhetjiik a 11-es pontisszeg gyakorisagat
a 2 piros koziil v -féleképpen lehet, és a 2 kihuzott golyd masik (2 — &) darab- | is, de egészében ez nem meglepd eredmény.
3 ! 3 100
jat pedig a 3 fehér koziil huzzuk, (2 k} -féleképpen. Ezek szorzata adja a ked- : b) (%) = (0,06 annak a valosziniisége, hogy a 100 dobashdl egyszer sem do-

bunk két hatost.

vezd esetek szamit, az Osszes esetek szama pedig természetesen . Ennek ‘ ’
2 Megjegyzés:

Kb. 94% tehat anpak a valoszinlisége, hogy legalabb egyszer ket hatost dobunk
a 100 dobas soran. S&t, még annak is kb. 77% a valOszintsége, hogy a 100 do-
basbol legalabb kétszer dobunk két hatost.
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) [pontbsszeg 2 [ 3| 4] 5] 617 8 9 10]1]12

relativ gyakorisag

a kisérletben
elméleti valdsziniség  |0,028]0,056[0,083|0,111]0,139{0,167]0,139/0,111]0,083]0,0560,028

0,028|0,055[0,082/0,114(0,14410,165|0,133|0,110]0,084/0,059|0,027

Nem tiinik megalapozottnak Vili vélemeénye, inkabb az elvetése mellett érdemes
donteni.

a) P1. 20 érme esetén annak valoszindisége, hogy pontosan 10 irast dobunk:

20Y 1 20
=] =076
102

30 érme esetén a pontosan 15 iras dobasanak valosziniisége:

30 1)
—| =0,144.
1542
Vali allitasa tehat nem allja meg a helyét.

b) Vali inkabb arra gondolhatott, hogy nagy valosziniiséggel az irasok szama a fel-
dobott érmék szamanak koriilbeliil a fele lesz.
Valoban, példaul annak a valosziniisége, hogy a 20 feldobott érme koziil legalabb
8, de legfeljebb 13 mutat irast kb. 0,81; 30 feldobott érme esetén a ,legalabb 12,
legfeljebb 18 irds” esemény valdszinlsége is 0,8 kdriil van.

1
a) 34 = 1,361-10%,
20116113181 113!

i3
b} — = 0,382.
34

c) 31 = (0,912,
34

1 .
Szabalyos kockaval 6-ost dobni i 0,16 valosziniiséggel lehet. Az elsé kisérlet-

85
ben arelativ gyakorisag E = (,154; a masodikban pedig % = 0,171. Ez utob-
bi 4ll kozelebb a valoszinliséghez.

Megjegyzés:

Bar nem lényegesen nagyobb szdm a 674, mint az 552, de nagyobb szamu kisérlet
esetén ,,varhatdan” kozelebb kerilink a valdsziniiséghez — mindenesetre ez gyak-
rabban fordul eld, mint a tavolodas.
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2891.| Bar a szoveg visszatevés nélkiili huzast sugall, megadjuk a megfeleld valoszintisé-

geket a visszatevéses hizas esetcre is.

a)

b}

az elsd aszhoz valosziniisége valoszintisége
szitkeéges hi- | (visszateveés nélkiili esetben) (visszatevéses esetben)
zasok szama
1 1
1 —=0,5 —=10,5
2 2
14 1y
2 - —=—=0,2806 (fj =0,25
27 2
13 4 1y
3 === ===0,143 —| =0,125
3)
4
4 l.é.g.f}.zizo’oy/ {l] = 0,063
276 5 35 2
3
s 22l Lo | (1 o
27654 1 2
1
6 0 —| =0,016
g
1 7
7 0 [——J =(,008
2
G
8 0 (—J = 0,004
az elsd dszhoz | az 5000 kisérletbdl kb. | az 5000 kisérlethdl kb.
sziikséges hanyszor (visszatevés | hanyszor (visszatevéses
hiizasok szdma nélkiili esetben) esethen)
1 2500 2500
2 1429 1250
3 714 625
4 286 313
5 71 156
6 0 78
7 0 39
8 0 20

A sziikséges huzdsok szamanak atlaga visszatevés nélkiili esetben:
2500-1+1429-2+714-34+286-4+71-5
= 1,7998.
5000 o
A visszatevéses esetben lehetséges, hogy az elsd asz huzasihoz 8-nél tobb kisér-
letre van sziikség, csakhogy ennek valoszinlisége minddssze kb, 0,004. Ezert a
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sziikséges hizasok szamanak atlagat a tablazathdl szamitva nem kovetiink el

nagy hibat:
2500-1+1250-2+625-3+313-4+156-5+78-6+39.7+20-3
= 2,0.
5000
Megjegyzés:

Ha nem pont 5000-szer, de sokszor végezziik el a leirt kisérletet és minden eset-
ben feljegyezziik, hanyadikra huztunk elészor szt, akkor ezeknek a szamoknak
az atlagara a visszatevés nélkiili esetben varhatéan 1,8-hez kozeli erteket, a visz-
szatevésesben pedig 2,0-hoz kozeli értéket kapunk. (Az 1,8-t6l, illetve 2,0-t01 va-
16 ,nagy” eltérés valoszinlisége ,kicsi”.) Az 1.8, illetve 2.0 a kisérletre jellemz§
érték, az elsé asz eléréséhez szilkséges hizasok szamdnak varhato ériéke.

) % = 0,292.

b) (Természetesen feltételezziik, hogy Judit a versenyen biztosan eljutott a 190 cm-
es magassagig.)
Annak a valdszin(isége, hogy Judit nem jut tul a 190 cm-es magassagon:
(1-0,292) 3 = (0,355, tehdt 0,645 annak valosziniisége, hogy sikeresen tiiljut rajta.

A megadott valosziniiség a 205 cm-es magassag legfeljebb 3 kisérlettel torténd tel-
jesitésére vonatkozik. Jeldljiik p-vel annak a valosziniiségét, hogy Zoltan egy ugrd-
sa soran nem ugorja at a 205 cm-t. Annak valdsziniisége, hogy Zoltan 3 sikertelen
kisérletet tesz ezen a magassagon, a feladat szdvege szerint 0,46, masrészt ez éppen

3 «
p~-nel egyenld.

Tehat p> = 0,46, amibdl p = /0,46 ~ 0,772.
A sikeres elsd ugras valoszinlisége tehat 1 - 0,772 = 0,228,

a) Egy darab kaparos sorsjegyet valasztva 100 Ft nyerésének 0,2 a valoszinlisége,
200 Ft nyerésének 0,1 a valoszinlisége, az 1000 Ft-os nyereményé 0,01,
a 10 000 Ft-osé pedig 0,001 valoszinlGségtl.

b} Egy kaparos sorsjegyet valasztva valamilyen nyeremény valosziniisége 0,311, te-
hét 0,689 annak a valosziniisége, hogy nem nyeriink.

(Modellezhetjiik igy a feladatot: A (nagy szamu) kaparos sorsjegy gyartasakor min-
den 1000 db elkészitésekor az a szabaly, hogy az 1000 db sorsjegy kozott 200 db
100 Ft-os, 100 db 200 Ft-os, 10 db 1000 Ft-os és 1 db 10 000 Fi-os nyerd sorsjegy-
nek kell lenni, a nem nyerSk szama pedig 689.)
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Ha a tanulok visszatevéssel huznak, akkor mindegyikiiknek 1 a nyerési valoszini-

sége (lehet, hogy egyikiik sem nyer).
Visszatevés nélkiil hizva az egyik tanuld biztosan nyer.

. . C 1
Az elsd tanuld nyerési esélye: 4

A negyedik tanuld akkor nyer, ha az els6 harom tanulo nem nyer. A negyedik tanulo
321 1
soi esélye ezért: —-—- 1 =—.
nyere ye e 132 1
Nem igaz tehat, hogy az elsének nagyobb esélye van a nyerésre, mint a negyedik-
nek.

Megjegyzés:

o1
A masodik és a harmadik tanuld nyerési esélye is e

A jaték elényds, ha ,nagyon sokszor” dobva a jarékos egyenlege varhatoan pozitiv
lesz. Nagyon sok dobas esetén mindegyik szdm dobasanak ugyanannyl, azaz 3 az

esélye.

fgy a jatékos kb. a dobasok hatodaban nyer 200, hatodaban 400 és hatodaban 600
pontot, a dobasok hatodaban veszit 110, hatodaban 330 és hatoddban 550 pontot.
Ha 5sszesen n dobds volt (és # ,,nagyon nagy™), akkor varhatoan

%(200 + 400 + 600 — 110 — 330 — 550) = 351 pont lesz a jatékos egyenlege.

A jatékos szamdra tehdt elényos a jatek.

Megjegyzés:

Hétkoznapi nyelven igy is értelmezhetjiik fentl eredményiinket; az ,.elényss” azt fe-
jezi ki, hogy sok (egyenként » szamu dobasbol 4116) dobassorozatot tekintve a jate-
kos egyenlege ,,nagy valosziniiséggel” 35x koriili érték lesz.

Konkrét dobassorozat esetén a jatékos szamara természetesen zarulhat vesztesége-

sen is a jaték (,peches” sorozat), vagy akar a megadottnal nagyobb nyereséggel is
(,,szerencsés” sorozat). :

a) Mivel 3 F-ot kell elnyernie a gydztesnek a vesztestdl, ezeért legalabb 3-szor kell
dobniuk. igy 0, 1, 2 dobas utén 0 valosziniiséggel er veget a jaték. Pont 3 dobas
utan akkor ér véget, ha vagy 3 fej vagy 3 iras jott ki egymas utan, ez

3
2 1 . .
2- {Ji] =3°12 = 0,25 valdsziniiséggel torténhet meg. A 4. dobasra megint

nem érhet véget a jaték, mert ha a 3.-ra nem ért, akkor az elsd harom dobds ko-
z5tt 2 egyforma és 1 masmilyen eredmeny sziiletett a fej vagy iras koziil, és ek-
kor a jatékosok 4, illetve 2 Ft tékével rendelkeznek - marpedig ebbdl az allapot-
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bol 1 dobassal egyikiik sem juthat el a 6 (illetve 0) Ft-os helyzetbe. Viszont 5 do-
bés utin megint véget érhet a jaték, ha a dobasok az IFFFE, FIFFF, FFIFT sorrend-
ben (vagy az eredmények egyszerii felcserélésével kapott masik 3 sorrendben)

5
. 1 6 3 .y
kovetik egymést, aminek 2-3- (E} = 5 = E =0,I875 a Va]c’)szjnﬁsege‘

Tablazatba foglalva tehat:

0 1 2 3 4 5 | dobds utan
0 0 0 0,25 0 10,1875, valosziniiséggel ér véget a jaték

Az a)-beli tablazatba foglalt néhany kezdeti érték utdn minden tovabbi paros do-
bashoz is a 0 valdsziniiség tartozik, hiszen a 3 Ft-rél a 6 Ft-ra jutni (akarhany,
mondjuk # ,,ide-oda” 1épéssel tarkitva) csak 2n + 3, azaz paratlan szamu dobas-
sal lehet. (Egy ilyen fej-irds sorozatban pontosan 3-mal t6bb jel van a nyertes [é-
leb6l, mint a masikbol.) A pdratlan dobasokra pedig azt allifjuk, hogy az el6z6

paratlan dobas esetén érvényes valoszinliség 1 -e tartozik hozzajuk (mint ahogy
a tablazatban is lathato, 3 dobashoz 7 5-hoz % valoszinliség tartozik), vagy-

is hogy a 2k + 1 alaku szamokhoz tartozd p, valdszinliségek egy 1 kezdotagu,
3 . . ) k=1
1 quotienst mertani sorozatot alkotnak (p, = T’“’ , ke N™). Jelélje ugyanis

q; annak az es¢lyét, hogy 2k + 1 hosszu sorozattal még nem ért véget a jaték. Eb-
ben a sorozatban pontosan eggyel tobb egyik féle jel (fej vagy iras) van, mint ma-
sik. Kettd (€s 4 stb.) nem lehet, hiszen paratlan dsszege és paros kiilonbsége két
egész szamnak (a fejek és irdsok szamdanak) nem lehet, tortszamnyi fejet vagy
irast pedig nem lehet dobni. Harom (¢s plane nagyobb paratlan) kiilénbség pedig
azért nem lehet, mert akkor mar véget ért volna a jaték. Egy ilyen sorozat négy-
téle modon folytatodhat: ha abbdl a jelbdl kivetkezik két egyforma, amelybdl
mar ugyis tdbb van, akkor 2k + 3 1épés utan véget ér a jaték (ennek valdsziniisége

Z); minden mas esetben még 2k + 3 1épés utan sem ér véget (akar az eddig ke-
vesebb jelbdl jon kettd, akar mindkettébdl 1-1, egyik vagy masik sorrendben;
i 3 . L, .
ezek valoszinisége Ssszesen Z). Tehat p, ., = 1% €s g, = qu, ekkor az is
fennall, hogy 3p; . | = g ;. Bz persze minden indexre igaz, visszafelé is, tehat

1 1 3 . .
pL. 3p, = g;. De ekkor p,., = —g, = Z(Spk) = Zpk, vagyis belattuk, hogy a

4

kérdéses valoszinliségek egy 7 quotiensl mertani sorozatot alkotnak.

{Ellendrzésiil Gsszeadhatjuk a 3, 5, ..., 2k + 1, ... dobdshoz tartozo valdsziniisé-
geket, amelyek Osszege 1 kell legyen, hiszen az, hogy 3-t0l kezdve (és végtelenig
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folytatva) valamely paratlan szamu dobds utdn veget ér a jaték, teljes esemény-

1 v . 3 e 3 .
rendszert alkot. Az — kezdotagu, 1 quotiensti mertani sor 8sszege pedig valo-

1 1
ban —_ =4 1)

! 3 1

4 4
Abban az értelem- 1 2 3 4 5 6 arlag
ben, hogy egyetlen 1 T s550] 12 | -11 | -10 | -9 | -8 | =7 | -9,50
jaték soran .b_.zzo- 2 450l -1 [ o | -7 ] =5 | -3 | -1 | 600
nyosan myetjink, 7373551 10 | 7 | 4 | -1 | 2 5 | -2.50
nincs jo taktika, 4 | —250f 29 | =5 | -1 3 7 11 1,00
mint az a kolvetkie- 5 | 150 -8 ) 2 7 12 17 4,50
z0k soran kideriil. 6 | 050 -7 | -1 5 11 17 23 8,00

Abban az értelem-
ben viszont, hogy hosszi tdvon, sokszor jatszva atlagosan (varhatoan) érhetiink-e el
nyereséget, mar van jo taktika. Ha az els6 dobds utdn felvessziik a nyereményiinket,
egyenlegiink az 1, 2, ..., 6 eredmény esetén rendre — 5,50; — 4,50; ...; — 0,50 picula.
(Lasd a tablazat elsé két oszlopat.) Masodszorra dobva 6 - 6 = 36 szorzat lehetsé-
ges, ezek koziil persze tobb megegyezik. A 13 piculas dsszberuhdzas mellett az
egvenleget a kévetkezd hat oszlop szamai jelentik. Ezeket soronként atlagolva azt
kapjuk (1. utolsé oszlop), hogy 1-es és 2-es els6 dobas utdn tovabb jatszva atlagban,
varhatéan még tbbet vesztlink, mint ha megallnank. Viszont 3-as, 4-es, 5-8s, 6-0s
els6 dobas utan a tovabbjatszds elénydsebb. Ez a leheté legjobb taktika. Adjuk
dssze egyenlegeit: —5,50 — 4,50 — 2,50 + 1 +4,50 + 8 = 1, vagyis pozitiv. Sok jate-
kon at ezt a taktikat kévetve varhatdan nyereségesek lesziink. (Egyetlen jatek sordn
pedig azért nem lehet ,,biztosra menni”, mert egy dobas utan mindenképpen vesz-
teségiink van, és nincs olyan elsé dobds, hogy utana masodikra mindenképpen nye-
reségiink legyen.)

a) A nyeremények Osszértéke {vagyis a cég kiadasa)
10 000 000 + 1000 - 10 000 = 20 000 000, azaz hiszmillio Ft.

2 000 .
Termékenként 8000 - 0,2 = 1600 Ft a haszon, tehat %—— = 12500 termé-

ket kell eladni, hogy ez fedezze a kiadast. Ehhez
alabb 20 834 iigyfelet kell megkeresni.

1 - .
b) A f6dijra az a)-beli eredmény miatt legfeljebb 12500 ~ 8107 az esélye egy

= (0,08. (A nevezd azért csikken egy-

100
delének, mig a tobbi dij
megrendelének, mig a tébbi dijra 12495
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gyel, mert aki a fédijat megnyeri, a tobbi dijra mar nem johet szoba. Ha a cég —
mint azt a gyakorlatban teszi is — joval tobb tigyfelet keres meg, mint a minima-
lisan sziikséges, és abbol az adott aranyban valdban rendelnek is, akkor e valo-
szinliségek jelentésen csokkennek.)

2900.] a) A fele-fele arany( osztozkodds azt jelenti, hogy elsére fejet, masodikra irast dob-

tak. Ennek valdszintisége —- 1 = ﬁlw
22 4

(b))Ez akkor kivetkezik be, ha az elss 3 dobis fej, a negyedik pedig irds volt. Ennek
e (1Y
valoszinilsége | —| = —.
2 16
Legalabb 80% jut Karcsinak, ha Juli legieljebb 20%-ot kap, azaz az elsé irds do-
basahoz legalabb 5 kisérlet kell. Ez pontosan akkor kovetkezik be, ha az elsé

4
négy dobas fej. Ennek valosziniisége [é—) = %
Juli [0%-nal tobbet kap, ha legfeljebb 9 kisérlet kell az elst iras dobasahoz. A
megallapodas szerint tehat pontosan 10%-ot akkor kap, ha az elsé kilenc dobas

9
mindegyike fej. Ennek valosziniisége L 1 = 0,002.
2 512
Ha ezt az osztozkodast sokszor ismétlik, akkor Juli a csokoladeénak atlagosan az
l-1+]—-1+1-£+L-]—+ = (), 693 részét nyeri meg (ez a nyeremeényének
A A yermeg fexay Y
varhato értéke). Mivel ez t6bb, mint a csoki fele, ezért az osztozkodas egyértel-

miien Fuli szamara el6nyds (ha szereti a csokit és nem vigyaz a vonalaira).

2901.; a) Fele-fele aranyban osztoznak, ha elstre legalabb 5-6t dobnak. Ennek valdszinii-

sege — = —.
8% 3

b) Ez az eset nem kovetkezhet be, tehat valdszinlisége (.
Ez az eset akkor kovetkezik be, ha az elsé ket kisérletben egyszer sem sikeriil

9

Jozsi akkor kapja a csoki Jlegalibb 90%-at, ha Kriszta legfeljebb a 10%-at nyeri.
Ehhez szitkséges és elégséges, hogy az elsd nyolc kisérlet soran ne dobjanak sem
256

g
4
5-8st, sem 6-ost. Ennek valdszintsége | — 0 039.
6 6561

2
legalabb 5-Gst dobni. Ennek valosziniisége (%J _il 0,444,
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2902., a) Hat érmét dobnak fel. Annak valoszinlisége, hogy Benjamin (pontosan) 4 egy-
maést kovetd napon viszi sétilni a kutyust, megegyezik a négy fej dobdsanak va-

loszinliségével 6 1Y 0,234
zin(iségével: —| =0, .
oszinliség e

b) Csilla 6-szor viszi sétaltatni a kutyust, ha a feldobott érmék mindegyikén irds
.jon ki”. Ez a kockadobas eredményétdl fliggetleniil megtorténhet, csak kiildn-
bbzd valdszinlscggel:

- a kockdval 1-est dobnak és a feldobott érme is irast mutat. Ennek valdsziniisége
11 1

6 2 127
— a kockaval 2-est dobnak és a feldobott két érme mindegyike irast mutat. Ennek

1
valosziniisége L .
6 4 24

A gondolatmenet folytatdsaval adodik, hogy a kérdezett valosziniliség

2 3 4 5 6
1 1 21
6 2 6 \2 6 \2 6 \2 6 \2 6 \2) 128
Tehat kb. (0,164 annak a valoszindsége, hogy egész héten Csilla sétdltatja a kutyust.
¢) Ez akkor kivetkezik be, ha a feldobott érmék kéziil pontosan harom mutat fejet.

Ehhez el6szor is az kell, hogy a kockaval 3-at, 4-et, 5-6t vagy 6-ot dobjanak.
Az egyes esetek valoszinUsége:

1 (1Y 1
—kockaval 3-asés3fej: —-[=| =—;
6 \2 48
1 4 1 1
— kockaval 4-es és a 4 érme koziil 3 fEJ e = —;
— kockaval 5-0s és az 5 érme koziil 3 fej: — ] ;
. . . - 1 {6 5
— kockaval 6-os és a 6 érme koziil 3 fej: — —.
6 \3 " 96

A kérdezett valdszinliség tehat

T e

d) Benjdmin a soros a hét minden napjan, ha 6 érme mutat fejet a kisérlet végén. Ez
pontosan akkor térténhet meg, ha a kockaval 6-ost dobnak, majd a feldobott hat

6
1 {1
érme mindegyike fejet mutat. Ennek valdsziniisége r (EJ = (), 0026.
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2903. Az a) és b) kérdésre adott valaszt egyetlen tablazatban adjuk meg.

Az Osszeg mindeniitt petdkban értendd.

k | dobassorozat | valosziniisége eddig befizetett visszakapott | nettd nyereség
1
= 1

1 F 5 1 2

2 ILLF 1 [+2=73 4 1

s 4 -

1

3 LLF 3 1+2+4=7 8 1
1

4 LLLF 6 1+2+44+8=15 16 1
1

5 LLLLF 3 l+2+4+8+ 16 =31 32 1

s N | I S .
¢) A jatékos 5 korben % eséllyel nyer 1 petakot és E7 eséllyel veszt 31 petakot.

Atlagos nyeresége tehat 0. Azaz csak akkor nyerd a jaték, ha ki tudja varni az el-
s6 fejet, amihez a duplazds miatt sok pénz kell. Akinek viszont rengeteg (végte-
len sok) pénze van, az miért akarna 1 petikot nyerni hozza?

2904., Az Osszes lehetséges kimenetelek szdma 9.

a) Nyerd esetek:
— mindkét henger 1-et mutat: 1 eset;
—egyik hengeren 1-es, a masikon 2-es: 2 eset;
— egyik hengeren 2-es, a masikon 3-as: 2 eset.
(sszesen 5 nyerd eset van, tehat 4 esetben veszit a jatékos (1+3,3+ 1, 2 + 2,
3+3)

b) E illetve i
9 9

Igen. Ha valaki pl. 900-szor egymas utan jatszott, akkor varhatoan 500 koril lesz
a megnyert és 400 koriil a vesztes jatékok szdma, azaz 100 érme koriil lehet a net-
to nyeresége. Természetesen ez nem jelenti azt, hogy elére meghatarozott szamu
jaték sordn a jatékos nem nyerhet lényegesen tobbet, vagy joval kevesebbet a
vartnal. Az sem lehetetlen, hogy kénytelen veszteséggel befejezni a jatékot.
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dobott pontok | nyeremény | valoszinfisége X 6°
5,51 11 3
5,52 12 3
5,53 13 3
554 14 3
5.5,5 15 1
5,61 12 6
56,2 13 6
5,6,3 14 6
5,64 15 6
56,5 16 3
6,6, 1 13 3
6,6,2 14 3
6,6,3 15 3
6,64 16 3
6,6,5 17 3
6, 6,6 18 1

b) A tablazat 3. oszlopaban Allo szamok dsszege megadja a kérdezett valoszinliség
6°-szorosat. Az dsszeg: 2- 1+ 10-3 +4 -6 = 56, tehar a jatékos nyerési valo-

sziniisége 5—? = 7 =(),259.
6 27
¢) Az esetek tobb, mint negyedrészében varhatdan a jatékos nyer, esetenként tébb,
mint 10 dollart. Ha pl. 400-szor jatszik egy jatékos egymas utan, akkor ezért
800 dollart fizet, varhato nyeresége pedig 1000 dollar feletti. Ez azt jelenti, hogy
a jatékbarlang tulajdonosa szdmdra (hosszd tdvon igen nagy valoszinliséggel)
veszteséges ez a jaték. Az egy jatékért fizetendd Gsszeget emelni kell.

A jaték véget érhet egy lépésben % valosziniséggel ugy, hogy Melcsi elnyeri Sza-

.2
bolcs egyetlen siitijét. Ha nem ez torténik, akkor elsére Szabolcs nyer egy siitit (5 a

valoszinlisége, hogy ez (Orténik), igy mindkettejiknél 2-2 siitemnény van. Ezért
azonban masodjara mindenképp véget ér a jaték, hiszen ekkor mar 2 siiti cserel gaz-

dat. Hogy ezt Melcsi nyeri meg, az megint 3 valosziniiségl, igy Osszesen
21 5

1 : . I .
3 + 339 = 0,5 a valészinlisége, hogy minden siitemény nala legyen.
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Egyiitt kezelve mindharom (és az Osszes tobbi, elvileg feltehetd) kérdést: & selejtet

a 10 koziil [1]?] -féleképpen vilaszthatunk, a tobbi (20 — k) darabot pedig a jo 490

490 . . . o , .
koziil [ }_féleképpen. Az Osszes valasztdsi lehetéség szama természetesen

10Y 490
kN20—-k
500
20
Megjegyzés:

Ha & végigfut 0-t0l 20-ig, akkor ez egy hipergeometrikus eloszlas. Nem biztos,
hogy az egyszeriibb szamologeépek gombnyomasra boldogulnak az ekkora binomi-
alis egyiitthatokkal, ekkor a definicio szerinti képletet az egyes konkrét eseteknek
megfeleléen egyszeriisiteni kell, és tényezonkent bebillentylizni a megmaradt szor-
Z4st.

. Ennek értéke

500 e
( -0 J igy a k selejt el6fordulasanak valoszintisége

k =0, 3, 5 esetén rendre kb. 0,66; 0,005; 1,3 - 107°.

A sorsolast elvégezheti a tanar pl. dgy, hogy a tanulok nevét egy-egy cédulara irja,
majd a cédulak koziil valaszt ki harmat (véletlenszeriien).

a} A tanar egyszerre harom cédulat valaszt (véletlenszerien).
27
A 27 tanuld koziil [ 3 J = 2925-téleképpen lehet kivalasztani 3 tanulot.
Senki nem felel, ha a hidnyzok koéziil valasztott a tanar harmat, Ezeknek az ese-

5
teknek a szama (?J =10.

i = {),0034 (azaz mindGssze 3,4 ezrelék ko-

A keresett valdgzinlség: ——— =
2925 585

riili érték.)
b) Egy feleld lesz, ha a jelen 1évd 22 tanuld koziil 1-et, a hianyzd 5 tanulod koziil 2-t

2233
sorsol ki a tanir. Ezeknek az eseteknek a szama: [ ) J[ZJ =22-10 = 220.

.. 27
Osszesen [ 3 J = 2925 lehetdség van, igy a kérdezett valoszinliség:

20 44
= = 0,075
2925~ 585
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Megjegyzés:

[ﬂﬂ
2 A1
)7
27 195
3

[22]
3
308~053

2 feleld valosziniisége:

27\ 585
3

(ez persze kedvezbtlen lehet a didkok nezdpontjabdl).

3 feleld valoszinlisege:

500
Az 500 tombolajegy koziil [30 J =1,45-10® -féleképpen lehet 30 nyerd jegyet

kivalasztani.

a) Nem nyeriink, ha abbol a 490 db tombolajegybdl keriil ki mind a 30 darab nyertes

490

30
= 0,535,

500

30
b) Pontosan 2 ajandékot akkor nyeriink, ha a mi 10 darab tombolajegytink koziil 2-t
sorsolnak ki, de a tobbi 28 nyertes jegy a 490 darab, mas tulajdondban 1év6 jegy

koziil keriil ki.
[10}(490}
2 28
ANnA Snteb AP 8.
0 0,09
30

b) Annak valészintisége, hogy a 200 didk kézéit nincs zseni: 0,985 = 0,049.

jegy, amely nem a mi biriockunkban van. Ennek valdsziniisége:

tehat kb. 0,465 annak a valdszinlisége, hogy nyeriink.

Ennek valoszinisége:

a) Az eldzdek miatt 1 - 0,049 = (0,951 annak a valosziniisége, hogy a kivélasztott
diakok kozott van zsend.

200
) [ ) ].0,0152 -0,985'% ~ 0,225.
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4
2911, a) —@ = E =0,976.
5000 125

b) Annak a valoszintisége, hogy a harom gomb kozéit nincs hibas:
4880
)
5000
)
Megjegyzés:
Kielégitben pontos eredményt kaphatunk, ha a visszatevéses mintavétellel szd-

= 0,930, tehat 0,070 annak valdszintisége, hogy van koztik hibds

molunk. Ekkor ugyanis 0,976 = 0,930 ad6dik annak a valoszintiségére, hogy a
harom gomb kozétt nincs hibds. Ez 3 tizedes jegyre megegyezik a fentickben ka-

pott eredménnyel, viszont joval egyszeriibb kiszamitani. Az egyezdség oka, hogy

4880 _ 0,976; 4879 ~ 0,976 és 4878 0,976.
4998

5000 4999
(4850]
3 /. 0.929.

)

A b) megoldasihoz fiiz6tt megjegyzés szerint megfeleld pontosségli eredmény-

c) Az elméletileg pontos vélasz:

3
4850
hez jutunk, ha egyszeriien a (m] tort kizelitd értékét hatarozzuk meg. Ek-

4850

3
——1 =0,929 adodik (joval kevesebb szamolassal).
4970

kor ismet (

2912 A cseresznyék kozott 114 egészséges és 6 kukacos szem van.

114
10
2) 7104 = 0. 586.
10
114Y(6
,Leld

=5,75-107, ami gyakorlatilag O valosziniiséget jelent.
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22 0,08,

100 330
2
Megjegyzes:
Mas gondolatmenettel is dolgozhatunk. Az els6 40 W-os egé kivalasztasara 30, a
masodik kivalasztasara 29 lehetOség van. Osszesen 100 - 99 lehetdség van, tehat
30-29 29
10099 330°

55 o

a kérdezett valoszintiség:

by 2ol = 1015 ugs.
100} 330
2
3070 _ 14 5 404,

¢y Y =
100} ~ 33
2
2
| 0 [22] = 0,00.
100

2
b) EJ = 0,49.
100

30 70

100 100
Megjegyzés:
A 2911.,2913. és 2914. feladat eredménye is mutatja, hogy ha , nagyon sok” da-

i rab koziil kell ,,néhanyat” kivalasztani, akkor nincs jelentds eltérés a visszateveé-
ses, illetve a visszatevés nélkiili mintavéte]l eredménye kdztt.

c) 2 ={),42,
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32
2915.| Az Gsszes eset szama: [4] — ennyiféleképpen lehet 4 lapot 32 lap koziil visszate-

vés nélkiil kihuzni. Kedvezd esetben kihuizzuk a piros aszt és még hozza 3 lapot a
31
tobbi 31 koziil; a kedvezd esetek szama: 1- [ 3 J
3t
e 3
A keresett valoszinfiség: 730Y = 0,125.
) ) 32 e :
2916. Az Osszes eset szama; gl ennyiféleképpen lehet 8 lapot 32 lap koziil visszate-
ves nelkiil kihtzni. Szamitsuk ki a komplementer esemény valoszintdségét. Ha nem
24
hazunk zéldet, akkor a 8 lapot a 24 mas szinii lap koziil hizzuk; ezt ( g J -félekép-
pen tehetjiik. Annak a valosziniisége, hogy a kihtizott lapok kézétt nincs zold:
24 24
8 S— , o 8
(3—2}-. Annak a valosziniisége, hogy legalabb egy zéldet huztunk: 1 - @ = (0,930,

8 8

Megjegyzés:

Ugyanehhez az eredményhez jutunk, ha a kedvezé eseteket szamoljuk dssze. Leg-
alabb 1 zéldet hizunk, ha 1 zéldet és 7 nem zoldet, 2 zéldet és 6 nem zoldet, 3 zol-
det ¢s 5 nem zdldet és igy tovabb, végiil 8 zoldet huzunk. Ennek a valoszinlisége:

O OEHIE R
o R —

+743820 +113344 + 7728 + 192+ 1):10 518 300 = 0, 930.

2917.) Eldszér a komplementer esemény valdsziniiségét hatdrozzuk meg: kiszamitjuk, mi
annak a valoszintsége, hogy a kihizott golydk kozatt nincs piros, azaz mind a négy

40 32
golyo fekete. Az Osszes kihuzas szama: [ 4 J a 32 feketébdl 4 feketét ( 1 J -féle-
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lekeppen huzhatunk ki, tehat a komplementer esemény valdsziniisége:

44_ - @ = (),3935.

40\ 91390
4 g

(32]
A vizsgalt esemény valoszinisége: 1— (Toj = 0,6065.

4

A 100 csavar koziil 8 selejtes, 92 jo. Az elemi események a 100-bol 20 csavar kiva-

100
lasztasa az Gsszes lehetséges modon, ezek szama: ( 0 ] Ezek kozill kedvezd ese-

92
mény az, ha a 20 csavart a 92 hibatlan csavar koziil valasztjuk ki, ezt [20} -féle-

)

képpen tehetjiik. A keresett valosziniiség: —[10—0] = (),156.

20

Ha a 10 000 alkatrész 3%-a hibas, akkor 300 hibas és 9700 hibatlan van kozottik.
Az elemi események a 10 000 alkatrész koziil 2000 kivalasztasa az Ossze lehetséges

10000

5000 ] . Kedvezd esemény: a 300 hibas alkatrész koziil 80, s ettdl

modon, szamuk [

o . . . , 300 (9700
fuggetleniil a 9700 hibatlan alkatrész kdziil 1920 kivalasztasa, Ez 80 . 1920 -

felekeppen torténhet. Annak a valoszindisége, hogy a 2000 alkatrész koziil 80 hiba-
3003 (9700
[ R0 } (1920}
10000 ’
[ 2000 J
A cipoket egymas utan is kivehetjiik. Ekkor az elséként kivett cipé barmilyen lehet.

Példaul kivettiink egy fekete ballabast. Jo esetben a 4 fekete jobblabas valamelyikét
vessziik ki masodikként a szekrényben levd 15 fél par cipd koziil. Tehat az Osszes

sat kap a kisiizem:

eset szama 15, a kedvez6ke 4, a keresett valoszindiség: 1—5— = (,267.
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Elészor szamoljuk dssze, hinyféleképpen tudunk 14 kozill 4-et kivélasztani gy,
hogy a kivalasztas sorrendje nem szamit. Az els6 helyre 14 koziil valaszthatunk, a
masodik helyre az eléz6t6] figgetleniil 13 kdziil valaszthatunk, a harmadik helyre
az eléz6tdl fiiggetleniil 12 koziil valaszthatunk, a negyedik helyre az el6z6t0l fiig-
getleniil 11 koziil valaszthatunk. Mivel a kivalasztis sorrendje nem szamit, az igy
kapott értéket el kell osztani annyival, ahdnyféleképpen a kivalasztott 4 elemet Kii-

14-13-12- 11

—— =1001.

4.3.2.1

A feltételnek megfeleld — jO esetek — szdma: a kivalasztott 4 autobol 2-t, a maradék

10-bél is 2-t kell kivalasztanunk gy, hogy a kivalasztas sorrendje nem szamit. A

bemutatora kivalasziott 4 autd koziil az elsd helyre 4 kiziil valaszthatunk, a maso-

dik helyre az el6z6t6l fiiggetleniil 3 koziil valaszthatunk. Mivel a kivalaszias sor-

rendje nem szdmit, az igy kapott értéket el kell osztani 2-vel. Ezektdl fiiggetleniil a

bemutaton nem szerepld 10 auto koziil az elsé helyre 10 kziil valaszthatunk, a ma-

sodik helyre az el6z6tdl fiiggetleniil 9 koziil valaszthatunk. Mivel a kivalasztas sor-
rendje nem szamit, az igy kapott értéket el kell osztani 2-vel. Igy a kedvezb esetek

16nb6zé sorrendbe tudjuk allitani, azaz az Gsszes eset szdma:

4.3 10-9
szama; —  ——— = 270.
2 2 ]
Annak a valészinlisége, hogy a bemutato futamon a kisorsolt indulok fele motorhi-

0 = (,270.

ba miatt nem tud elindulni:

Mdsik megoldds:
, 14
Az Osszes eset szama: 4 = 1001.

4% {10
A feltételnek megfeleld — jo esetek — szdma: (ZJ . ( 5 J = 270.

Annak a valdszinlisége, hogy a bemutato futamon a kisorsolt indulok fele motorhi-

ba miatt nem tud elindulni: ——— = 0,270.
1001

2922.] A 153 ember kéziil 6-an tagjai a jelen 1év$ 3 hAzaspédrnak, tehat annak valoszinlisé-

. . . . 6
ge, hogy valamelyik hazaspar egyik tagja nyeti az utazast: 153 = (,0392.

a) Mind az 5 dobozban 0,95 5 = 0,774 eséllyel lesz pontasan 50 szal gyufa, a dobo-
zok egymastdl fiiggetlen, véletlenszerd kivalasztasat feltételezve.

b) A keresett esély (ami megegyezik azzal, hogy legfeljebb 3 doboz szabvanyos):

5. (5
p3 [kJ -0,95% 0,05 =~ 0,0226. Elég kicsi, nincs 2,3%.

k=0

Misképp: 1 — (0,95% +5-0.95%- 0,05) =~ 0,0226.
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100
c) ( o ] -0,95” -0,05° = 0,18, tehat 18% eséllyel lesz éppen 95 szabvéanyos. (Ez

a legvalosziniibb érték a lehetséges 101 esetbdl.)

2924.) a) Ha 10-b6l 7 magasabb 165 cm-nél, akkor (4 - 10 =) 40-b6l (4 - 7 =) 28-ra tippe-
liink. Ez a legvaldsziniibb, de természetesen badrmi mas is lehet.

Erre a kérdésre nem lehet vilaszolni, hiszen abbdl, hogy a kivalasztott 10-b8l 7
magasabb 163 cm-nél nem lehet kdvetkeztetni a tobbi 30 tanulora.
Megjegyzés:
Kiszamithatd viszont, hogy ha 37 tanulo magasabb 165 cm-nél, akkor mi az esé-
lye, hogy a 10 tanuld kivalasztasakor mind a harom alacsonyabbat kivalasztot-

o)
o BA7)10-9-8

(40} ©40.39.38

= {(},0121; tehat igen kicsi esélyi. De ebbdl a for-

10
ditott valdsziniiségre semmi nem kévetkezik.

4) (6
1/ 11 24 . . . _—
ﬁ =15 0,533, azaz kb. 53,3% eséllyel lesz egy fid és egy lany koztiik. A

10

2
klasszikus , kedvezd esetek szama osztva az Gsszes eseiek szama” képlettel szamol-
tunk, amely feltételezi, hogy barkit ugyanolyan eséllyel valasztunk ki, és a kihuzot-
tat mar nem lehet ijra hazni.

10 (10 10 10 10 ‘
a) Y -0,8%.0,2!* = 0,8%.0,2% + 0,8%.0,2" + 0,80 = ;
=\ k 8 9 10 ‘

= 0,3020 + 0,2684 + 0,1074 = 0,6778, tehat kizel 68% eséllyel elérnek legalabb
8 embert a 10-bdl.

b) Hasonlban most is egy 6sszeg kell: !

20 (20
3 (k)-o,s”‘ -0,2%07* =

k=13

20 20 20
= 0,87.0,2° + 0,8.0,2% +...+ .0,8% = 0,8042;
15 16 20

azaz ennck mar tobb, mint 0,8 (80%) az esélye.
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50
2927.| a} 1) Pontosan 2 potyautas ( ) } -0,06% -0,94" = 0,2262 eséllyel utazik a kocsi-
ban.

2) A ,Jegalabb 3 potyautast taldlunk” esemény komplementere a ,,legfeljebb 2 po-
tyautast” taldlunk eseménynek. Az utdbbi esélyét konnyebb kiszamolni, hiszen
minddssze harom diszjunkt részre bonthatd: 0, 1 vagy 2 potyautas, amelyeknek az

50 50 50
esélyei: [0]-0,060 -0,94%, [IJ-O,OG -0,94% és (ZJ-O,06~0,944.

Ezek Osszege adja a komplementer valoszinlségét: 0,4162. Ekkor a keresett
esély: 1 - 04162 = 0,5838. Vagyis kb. 58,4% eséllyel talilunk legaldbb 3 potya-
utast.

Ha n utas van a kocsiban, akkor annak az esélyét kinnyebb felirni, hogy nincs

potyautas, ez ugyanis 0,94", Ekkor legalabb egy potyautas van 1 — 0,94 eséllyel.
Emél tdjuk, hogy 90%, azaz 0,9, és keressiik a megfelel§ n értéket. Tehdt
1-094" =09 araz n= g0.1

120,94
mint 90% a legaldbb 1 potyautas esélye; 38, illetve annal tobb utas esetén mar
nagyobb.

= 37,21, Azaz 37 utas esetén még kisebb,

2928.] A ,legfeljebb 1 hibas kabat lesz 10-b61” két egymast kizdrd esemény Ssszege:

0 vagy 1 hibas.
950 9507 (50
10 9 1

Ezeck esélyei: ,
1000 1000
10 10

(a klasszikus ,.kedvezd esetek szama per Osszes eset szama” képletet hasznaltuk).
Ezek Gsszege: 0,5973 +0,3174 = 0,9147. Azaz kozel 91,5% az esélye, hogy legfel-
jebb egy hibas kabat lesz a 10 kozott.

, hiszen 950 j6, és 50 szovési hibas kabat van

Megjegyzés:
Mivel a 10 sokkal kisebb, mint 1000, meg lehet probalni visszatevéses modellel is
kozeliteni, azaz a binomialis eloszldssal szamolni, n := 10, és p = 0,05 hibas va-

10 10
16sziniiség mellett. Ekkor (0 J -0,05%.0,95' +( : ] -0,05'-0,95° ~

= 0,5987 + 0,3151 = 0,9138, azaz 91,4% adodik.
Mindossze 1 ezred kériil van az eltérés.
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30 30 30
[OJ-O,ITU -0,83% +( . ]-0,171 -0,83% +[2}-0,172 -0,83% = 0,095; azaz kb.

9,5%. Ez még elfogadhaté esélynek tlinik, tehat altalaban erre még nem mondjék,
hogy az eredmény statisztikailag igazolna, hogy ebben a torzsben kisebb a balkeze-
sek ardnya. Igaz azt sem tamasztja ald, hogy nem kevesebb. Tovdbbi vizsgélat sziik-
séges.

Megjegyzés:

Itt fogalmazzuk meg azt a klasszikus statisztikdban hasznalatos hipotézisvizsgalati
elvet, amelyet burkoltan mar ebben a feladatban is hasznaltunk, s hasonlé gondolat-
menet szerepel majd a 2931., 2932., 2933, 2939, 2940., 2941. és 2942, feladatok-
ban. Mindegyikben arrol van szo, hogy van egy hipotézisiink egy ismeretlen valo-
sziniiség értckérol, és egy mintaval szeretnénk ellendrizni az 4llitast. A gondolat 1é-
nyege az, hogy a legvaldszinlibb érték koriil meghatirozunk egy olyan intervallu-
mot (elfogaddsi tartomany), amelybe a feltételezés szerint bele kellene esnie az
eredmeénynek egy adott biztonsag mellett, ami leggyakrabban 95% vagy 99% (ezzel
ekvivalens, ha meghatdrozzuk azon mintaértékek esélyét, amelyek messze esnek a
legvaloszinlibbtél, és ezek egyiitt sem érik el az 5 vagy 1%-ot). Ennek komplemen-
tere a hipotézis elvetési tartomanya. Ha abba esik az eredmény, akkor elvetjiik az
adott biztonsagi szint mellett a hipotézist. Ilyenkor az eredményt szokds szignifi-
kansnak is mondani. (Lasd pl. Kropfl—Peschek—Schneider—Schoenlieb: Alkalma-
zott statisztika, Miiszaki Kiadd 2000.)

A fenti (2929.) feladat esetében a legvaldszintibb a hipotézis igazsaga csetén a
300,17 = 5. Arra vagyunk kivancsiak, hogy pl. 95% eséllyel mekkora interval-
lumba esik 30 koziil a balkezesek szama. Ezt pontosan nem is kell meghatarozni,
mivel a feladat eredményeként kiszamolt dsszeg mar majdnem 10%, ezért a 2 még
biztosan beletartozik az elfogadasi tartoményba.

Ha azt felictelezziik, hogy csak véletlenszeriien valasztanak, azaz nem ismerik meg
a valodi kavét, mert olyan jo a mikave, akkor 10-b6l 8 taldlat esélye a teljesen egy-

10
forma esélyi valasztast feltéve: (8 J -0,5%.0,52 =45.0,5'° = 0,044, Tehat a kér-

dezett valosziniség 0,044, azaz 4,4%.

Megjegyzés:
Ez kisebb mint 5%, tehdt szignifikans eredmény, nem hinnénk el, hogy nem érzédik
a kavéiz. Lasd még a 2929, feladat megjegyzését!

Feliételezve, hogy Kovics ur esetén is 0,7 a sikeres vizsga esélye, felirjuk mit jelent,
2 (20 .
hogy 10 vagy annal tobb tanulé bukik meg 20-bol: 3 [ L )0,3" .0,7°% = 0,048,
k=10
tehdt mindossze 4,8% az esélye ennek. Ezért hajlamosak lehetiink azt gondelni, ta-
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lin ndla mégis nagyobb eséllyel lehet megbukni, mivel 5%-nal kiscbb ez az esély,
(l4sd a 2929. feladat megoldasa utini megjegyzest!).

4 (50
a) Legfeljebb 4 torott esélye: > [ ; ] .0,04% . 0,960 F =

k=0
= 0,1299 + 0,2706 + 0,2762 + 0,1842 + 0,0902 = 0,9510.

b) Ha legaldbb 5 tordtt, az a) eset komplementere, azaz valoszinisége
1-0,9510 = 0,0490. Ha a gép j6 mlikddése alatt azt értjiik, hogy 4% a torott, ak-
kor a legaldbb 5 torott esélye csak 0,0490. Azaz még 5% sincs az esélye, hogy
4% a tordtek aranya. (Valoszintileg tobb, ezért a gépen valamit llitani kellene.)
Ismét lasd a 2929. feladat megoldasa utani megjegyzest!

Szamoljuk ki, mennyi az esélye, hogy ha az izzoknak tényleg 80%-a legalabb
10 000 orat ég, akkor 20 égobdl 7 ég rovidebb ideig, mint 10 000 ora. Feltéve, hogy
egymastol fliggetlenil, véletleniil vilasztottuk a 20 égbt a gyar termékeibdl, a kere-

20
sett valosziniiség: (7 J 0,27 .0,8"% = 0,05455.

Adjuk hozza még a tovabbi eseteket, amikor meg tobb izzo ég ki, tehat 8, 9, 10, ...
20. Ezeknek egyiittes esélye, vagyis hogy legalabb 7 izz6 ég ki: 0,0867, azaz 8,67%.
Ez elég kicsi, de még nem hihetetlen, azaz a panaszt meg kell vizsgalni, de nem
fogadhato el azonnal, mint ha pl. az esély még 1% sem lenne. Ismét lasd a 2929.
feladat megolddsa utani megjegyzést!

Pontosan harom aut6 lengéscsillapitéja meghibasodasanak valosziniisege:
17

( X ) -0,005% - 0,995" = 0,000079.

Legalibb harom auté meghibasodasanak valoszinlisége:

17 17
1- [0, 9957 +[ : ] .0,005-0,995'¢ + [ 2]-0, 005% - 0, 99515J = 0,000081.
1-(0,7°+10-0,3-0,7%) = 0,85.
185
10
200
10

= (,450:

a)

...82
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b) ng)@ ~ 0,027,
o)
L
()
D
o)

a) Ha egyenletesen véletlenszerii a kivélasztas (ami minden ilyen jellegti kérdésnél
a vélasz ,,josaganak” feltétele, mivel a szamitdsokhoz modell csak ekkor hasznal-

(300} {700]
14
LAS LY, =0,1936
1000
20
b) ..Legalabb 2 nyugdijas” komplementere a ,.legfeljebb 1 nyugdijasnak™, azaz
[300)[700] [300](700}
0 \20 L ALY =(),9928 esélyli. Tehat kb. 99,3% eséllyel lesz

1000y (1000
20 20

legalabb 2 nyugdijas a 20 kivalasztott szemelybol.

d) <2-107",

haté), akkor éppen 6 nyugdijas a 20 kivalasztottbol

eséllyel lesz.

a) A visszatevéses urnamodellt a binomialis eloszlassal lehet leirni, tehat éppen 6
20
nyugdijas esélye: ( 6 ] -.0,3%-0, 7% = 0,1916, ami csak 2 ezreddel tér el a ,pon-

tos értektS”, lasd 2937. a).

b) Hasonloéan a)-hoz az esély becslése a binomialis eloszlas két megfeleld tagjaval:
20 20
1—( o ] -0,3%-0,7% { | ]-0,3‘ .0,7" = 0,9924. Az eltérés a 2937. b)-ben

kiszamolt értékt6] mindossze 4 tizezred, azaz egész jo kozelitd értek.
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Tegyiik fel, hogy a fekete esélye az allitisnak megfeleléen 0,2 (hasonléan a masik
negy szinhez), azaz minden szemet véletlenszer(ien vilasztunk az 6t szinbél ugyan-
olyan esellyel. A kerdes, hogy ekkor a ,legfeljebb 5 fekete” esélye mennyi. Ha tiil
kicsi, akkor Eva jogosan tesz panaszt a kevés feketéért. Ha nem, akkor csak ~peches”

. > [ 60 k 60—k et MG ;
volt. A legfeljebb 5 fekete Y, [ P ] -0,2%-0,8 = 0,0121 esélyii. Mivel ez alig

k=0
tobb 1%-nl, ezért jogosnak tiinik Eva panasza. Ismét lasd a 2929. feladat megoldasa
utani meg]egyzest' Altaldban 5% alatt mér a panasszal érdemben foglalkoznak. Ha
csak az ,.€ppen 5 fekete” esélyét szamolom, az 0,0082. Tehat csak kicsit t6bb, mint
8 ezrelék. A legvaloszinlibb az .éppen 12 fekete”, ennek esélye: 0,128, Ennek az
imént kiszamitott 0,0082 csak kb. a 16-odrésze, azaz elég valdsziniitlen ebben az
dsszefiiggéshen is.

Ha a feltevés, hogy a ,,vonatok 90%-a 2 percnél téibbet nem késik” igaz lenne, akkor
annak az esélye, hogy ,,3 vagy annal t6bb vonat késik t6bbet, mint 2 perc” kisza-
mithaté. Ha ez kicsi, pl. 5% alatt van, akkor hajlamosak vagyunk nem elhinni a hi-
potézist. Ismét 1asd a 2929. feladat megoldasa utani megjegyzést! Nézziik az esélyt,
aminél egyszeriibb a 0, 1, 2 esélyét kiszamolni, s 1-bd] levonni.

15 15 15
1—[0}0,10-0,9‘5 —(1].0,11 -0,9'4—(2}0,12 10,9 =

= 1-0,2059 - 0,3432 - 0,2669 = ,1841, tehat egy kb. 18,4% esélyii esemény Ko-
vetkezett be. Ez még nem elég kicsi ahhoz, hogy mar megingassa a hipotézisiinket.

Azt fogjuk kiszamolni, hogy ha csak tippel a pszichologus, akkor mekkora az esé-
lye, hogy ilyen sokat, vagy esetleg még tobbet eltalaljon. Ha ez az esély elég kicsi,
akkor elhissziik, hogy ..tud valamit”, Jelélje X a talalatok szdmat.

20 (20
PXz1dp=0,5= 3 ( )-0,5" -0,5%07* =
k=14l k
= 0,57(38760 + 15504 + 4845 + 1140 + 190 + 20 + 1), ez 60460 - 0,52 = 0,0577,
azaz 5,77%. Nem tdl nagy esély, de még elfogadhatd, azaz nem kell, hogy ez az ered-
mény meggy&zze a pszichologus képességeiben kételkeddt. Ismét lisd a 2929. feladat
megolddsa utant megjegyzést!
15 vagy 16 f6l6tti eredmény mér bizonyito erejii, hiszen azok esélyei 0,021, illetve
0,0059, azaz kevesebb, mint 2,1, illetve 0,6%.

A férfiak legfeljebb pozitiv diszkriminaciorol beszélhetnének, ami semmlkeppen
sem ,panasz” targya szokott lenni, hiszen a felvettek kozétt 0,4 a férfiak aranya,
mig a jelentkezék kézdtt csak 0,25. Azaz panaszt a ndk tehetnek negativ diszkrimi-
naciorol. Ezt igy vizsgaljuk meg, hogy feltéve a panasz alaptalansagat, megnézziik,
hogy mi az esélye annak, hogy csak 12 nét, vagy annal kevesebbet vesznek fel (is-
mét lasd a 2929. feladat megoldasa utdni megjegyzést), ha 75% a néi jelentkezd.
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Jelolje X a felvett nék szamat, ekkor
20 (20 -
P(X<12)=1-P(X>12)=1- ¥, [ L ]-0,75" -0,25%7% = 0,102, azaz 10,2% az
k=13
esclye, hogy csak 12 vagy annal kevesebb not vesznek fel. Ez még nem szokott hi-
hetetleniil kicsinek szamitani, azaz a megalapozott panaszhoz tovabbi statisztikak
sziikségesek.

JO” valasztas: 3, 5,7 vagy 3,7, 9 vagy 5, 7, 9, azaz Gsszesen 3 lehetdség (a tobbi-
ben nem teljesiil a haromszdg egyenldtlenség).

5 v
Az dsszes lehetGségek szama [3] =10, ezért a haromszdg szerkeszthetdségének

valosziniisége 0,3,

18
A 18 tanyér koziil a 4 eltért tanyér ( 4 ]—féleképpen keriilhetett ki.

1000 Ft kar ugy keletkezhetett, hogy 2 db 200 Ft-os és 2 db 300 Ft-os, vagy 3 db
300 Ft-os és 1 db 100 Ft-os tanyér tort el. Az elsé esetben a 6 db 200-asbdl és a

6) (6
6 db 300-asbol 2-2 db, [ZJ . [ZJ -féleképpen, a masodik esetben a 6 db 300-asbd]

6) (6
3 dbés a6 db 100-ashal 1 db (BJ . [1} -féleképpen valasztodott ki.
Tehat annak a valosziniisége, hogy Robinak 1000 Ft kara lett:

(GJ (6J+[6J [6]
1
2)\2 3 15-15+20-6 345 ~ 0,113,

(18) 3060 3060
4

A megadott szamok k6zott 4 prim van: 2; 3; 5; 7. Annak a valdszinlisége, hogy pri-
met hiuzunk: 0,4; annak, hogy nem primet hizunk: 0,6.

a) Ha a harmadik hizasra kapunk eldszor primet, akkor az elsé két hizas alkalmabal
nem primet hiztunk, A hizasok egymastol fiiggetlenek, igy a keresett valoszinii-
ség: 0,62 0,4 = 0,144.

b) Ha a 8 hiizas koziil az elsé harom prim, a tébbi nem prim, akkor ennek valdszi-

niisege: 0,4 7.0,6° A primek huzasanak sorrendje tetszéleges lehet. Ezért a fenti
szamot meg kell szorozni annyival, ahanyféleképpen kivalaszthato a 8 hiizés k-
ziil az a harom, amellyel primet hiizunk. Igy annak a valésziniisége, hogy 8 -

8
zasbol 3-szor hiizunk primet: [3} -0,4%.0,6° = 0,279.
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a) Egy szdm négyzetének utolsé szamjegye akkor 9-es, ha az eredeti szdm utolso
szdmjegye 3-as vagy 7-es. Az 1 és 1000 kozotti szamok kézétt 100 db 3-asra, és
100 db 7-esre végzddo szam van. Igy annak a valdszintisége, hogy a valasziott
A , s 200
szam négyzetének utolso szamjegye 9-es: ——— = (,2.
1000
b) Nincs olyan szam, amelynek negyedik hatvanya 9-re végzédne. Igy annak vals-
szinlisége, hogy a valasztott szam negyedik hatvanyanak utolsé szamjegye 9-es:
0 (sosem teljesiil).

2947.| Keét egész szam szorzatanak utolso szamjegye pontosan akkor 7, ha az egyik szam
utolsd szamjegye 1 és a méasiké 7, vagy pedig az egyiké 3 és a masiké 9. A megol-
dasok:

a) Annak esélye, hogy az elsbre kihvzott szam utolsd szamjegye I: % =0,1

(mert a 100 szdm kozott 10 db végzddik 1-esre). Ezutan, mivel ezt a golydt nem
tessziik vissza, ezért annak valdszinilisége, hogy 7-esre végzdd6t huzunk: 99
(mert a maradék 99 szam koziil 10 db végzadik 7-esre). Tehit az 1 - 7 esemény
valosziniisége 110 = L

10 99 99 :
Ugyanigy a7 -1,3 -9, illetve 9 - 3 valoszinfisége is ennyi, tehat annak a valoszi-

niisége, hogy a golyokra irt szamok szorzatanak utolsd szdmjegye 7-es:.

1 1
ﬁ+—+i+L=—‘—4—= 0,0404.
99 99 99 99 99
(Egymast kizaro események valamelyike bekOvetkezésének valoszinlisége a va-
loszinliségek Osszege.)

b) Az eléz6 gondolatmenethez nagyon hasonldan: az elsére kihuzott szam utolsd

jegye % = 0,1 eséllyel lesz 1-es, ezutdn (mivel a golydt most visszatet(lik)
10

100 = 0,1 avalosziniisége, hogy 7-esre végzadot hizunk. Ugvanez igaza 7 - 1,
3.9, illetve 9 - 3 esetekre is. Tehat annak a valoszinisége, hogy a golyokra irt
szamok szorzatanak utolso szamjegye — visszatevés esetén - 7-es:

0,01 + 0,01 + 0,01 + 0,01 = 0,04.

Mdsik megoldds:
) , 100 o o :
a) Az Osszes eset szama: ) Az elsd szamot 40 koziil valaszthatjuk. (Az 1-es,

7-es, 3-as vagy 9-es végzddésiiek szama 40.) A mdsodik szamot mar csak 10 ko-
ziil hizhatjuk.
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A R

(Példdul: ha elészor 1-est hiztunk, masodikkent 7-est kell hizni.) Mivel a kikui-

zasok sorrendje nem szamit, a kedvezd esetek szama: 4010 =200,
4
A keresett valoszinlség: =—.
¥ 99750 ~ 99

100 -100

b) Az dsszes eset szama: , mivel a kihuzott golyot visszatessziik, s a

huizasok sorrendje nem szamit. A kedvezd esetek szama az a) feladathoz hason-

2
I6an 200. A keresett valoszinliség: i 0,04.

a) Mivel &sszesen 328 908 baleset volt, ezért az egyéb kategoriaba 67 399 eset ke-
riil, hiszen a tablazat hét adatanak Osszege 261 509, s ezt kell levonni az dsszes
baleset szamabol. Ezutdn a szazalékos aranyok rendre: 6,76%, 0,38%, 24,59%,
10,31%, 6,91%, 16,77%, 13,79%, 20,49%.

b) Baleseti tényezdk eloszlasa
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c) Mivel a gyorshajtas a leggyakoribb, ezért legnagyobb eséllyel ezt fogja talalni,
mint okot.

Annak valdsziniisége, hogy k dobas kdzott pontosan egy 6-os van (€s a tobbi nem

k=1 k-1
6-08): {l;] . % . [%} = %(%} (binomislis eloszlis; és mindegy, hogy & kockd-

| val dobunk egyszerre, vagy egy kockéaval dobunk k-szor). Néhany konkrét k-ra meg-
’ hatérozva ennek értékét, a tablazat alapjan ugy tlnik, hogy 5-nél és 6-ndl maximalis
(egyenld) a valdsziniiség.

”31 B ——
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1 2 3 7
Lo | 20278 2 0,347 135 0386
6 18 72 324

3 6 7 8

2 109375
-31%2%0,402 3125 = (), 402 m?“———ﬁo,391 78125 =(},372
7776 7776 279936 200952

Ennek igazolasara

k-1
elsd megoldds: vizsgaljuk meg a ra (%] kifejezés monotonitasat. A kifejezés

E-1 &
" k(5 E+1 (5 . . ,
monoton no, ha g[gj < T(EJ . A pozitiv hatvinnyal osztva és 6-tal

szorozva: k < (k+1)- p ahonnan £ £ 5 jon ki, tehat 5-ig no6 a kifejezés, 6-t01 fogy.

Az véletlen, hogy 5 és 6 esetén egyenld.

x-1
Mdsodik megoldds: vizsgaljuk meg az f(x) = i (EJ fitegveényt, amelynek pozi-

6
tiv egész helyeken vald helyettesitési ériékei éppen a kivant valosziniiségeket adjak.
(5T x5 (5 , ,
Derivilva a fliggveényt: f'(x) = v + 2 lng- A ennek zerushelyét ke-

x—1
ressiik. 1 -dal és a soha nem nulla [gj ~-nel egyszersitve: 1+ x- lng =0,

amibdl x = ——— = 5,48. Itt a derivalt (mint az az iménti egyszerlsitett alakjabol
In—
6
igen jol latszik) valdban eldjelet valtva 0, mégpedig pozitivbol negativba valtva, te-
hat a fliggvénynek itt valéban szélsGértéke van, mégpedig maximuma, Mivel az ere-
deti valoszinliségi értelmezés csak a pozitiv egész helyeken felvett értékeket engedi
meg, igy € maximumhely egész szomszédaiban lehetséges a legnagyobb valoszini-
ség. A tablazatban mar lattuk, hogy k = 5 és 6 esetén a valdszinliség megegyezik,
tehat valdban ezek a maximalis valdszinfiséget hozd dobasok.
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Az, hogy A, B vagy C kap kegyelmet, teljes eseményrendszert alkot, és mivel az

esetek egyforman valoszintiek, ezért lesz kezdetben mindegyik valdszindség valo-

ban l
3

Elsé megoldds:
A hir, amit az r elarul A-nak, nem befolyasolja A megmenekiilési esélyét — ami val-

1 , , .
tozatlanul 5 marad, tehat az okoskodas rossz —, hiszen azzal kapcsolatban nem tar-
talmaz semmi 1 informaciot. Ellenben a 8 és C kdzotti egyenld E - g eloszlast

2
valtoztatja meg, mégpedig C javara - 3 modon — igaz, errdl viszont C nem tud.

Mdsodik megoldds:

Kicsit formalisabban, a Bayes-tétellel is ugyanezt kapjuk. Konnyll ugyan rossz
iranyba menni ezen az (ton is — meg is mutatjuk a téves okoskodast, hogy aztan ra-
vildgitva a hibara, végleg eloszlassunk minden kétséget. Egy feltéieles valdszinliség
a kérdés, amit viszonylag konnyen érthetéen, am rosszul a kovetkezOképpen lehet
levezetni:

P(B meghal| A kegy.) P(Akegy)
P(B meghal) B

P(A kegyelmet kapi B meghal) =
1~

r,_p|»—-xt-'~3‘|'d
e

Ott a hiba az okoskodasban, hogy nem az a feltétel, hogy ,.B meghal”, hanecm az,
hogy ,,az 0r azt mondja A-nak, hogy B meghal”. Ne felejtsiik el, az 6r csak B vagy
C halala koziil az egyik lehetdséget arulhatja el, A esetleges halalat nem kozolheti
vele. Tehat kér, egvforma valosziniiségll esemény koziil valaszthat az or, igy a tort
szdmlaléjaban az elsd valdsziniiség, P (az 6r azt mondja, B meghal | A kegyelmet

kap) ¢ppugy 5 mint a tort nevezdiében allo valdszinliség, P (az 6r azt mondja, B

meghal). Ezért lesz a tort értéke, vagyis A megmenekiilésének esélye valtozatlanul
= % Az, hogy az 6r B halalat elarulja, fiiggetlen attdl, hogy A kegyelmet

kap-e vagy sem —, éppen ezért nincsen befolydsa annak valoszinliségére. Bar ugy tii-
nik, hogy a kéréssel A megprobalja ,,csébe hizni” az Grt, valdjaban az 6r helyesen
értékeli a kérés azon részét, hogy ,.semmit nem arul el”, ha megadja a kért informa-
cidt.
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A megadott adatok alapjan az 9sszes ivarsejt 65%-a egy Ay, 35%-a pedig egy A al-

1élt tartalmaz. Feltételezhetjiik, hogy ugyanez az eloszlas érvényes a himivarsejtek
¢s a petesejtek esetén is, tehat a himivarsejtek 65%-a egy Ap, 35%-a pedig egy A,
allélt tartalmaz és ugyanez igaz a petesejtekre is. Vezessiik be a kovetkezd jelblése-
ket: p = 0,65 és g := 0,35.

a} Az utod szinet a sziilok ivarsejtje altal tartalmazott allél hatérozza meg. Két ivar-
sejt (egy himivarsejt és egy petesejt) egyesiilésekor a kivetkezs Iehet6ségek van-
nak:

— mindkét ivarsejt A, allélt tartalmaz, az utdd piros szinil lesz. Ennek valdszini-
sége p” = 0,65 = 0,4225;

— mindkét ivarsejt Apallélt tartalmaz, az utdd fehér szintd lesz. Ennek valoszinii-
sége g° = 0,357 = 0,1225:

— a himivarsejt A, all¢lt tartalmaz, a petesejt Ayallelt tartalmaz; az utod rdzsaszi-
ni lesz. Ennek valoszintsége pg = 0,65 - 0,35 = 0,2275;

- a petesejt A, allélt tartalmaz, a himivarsejt Agallélt tartakmaz; az utod rdzsaszi-
nii lesz. Ennek valészinlisége ugyancsak pg = 0,65 - 0,35 = 0,2275.

Az utodok 0,4225 (azaz p2) valosziniiséggel pirosak, 0,1225 (azaz qz) valdszi-
nliséggel fehérek és 0,455 (azaz 2pg) valdszinliséggel rozsaszintiek lesznek, Az
els6 generacio szineloszlasa: kb. 42% piros, 12% fehér és 46% rozsaszinii.

b) A kovetkezd (masodik) generacié kialakitasaban résztvevé ivarsejtek allélok sze-
rinti megoszlasat az el6z6 részben kapott eredmény alapjan allapithatjuk meg.

A himivarsejtek p* + pq = plp + q) = prelativ gyakorisaggal egy A, allélt tartal-

maznak és g~ + pq = q(p + q) = grelativ gyakorisdggal egy Arallélt (felhasznal-
tuk, hogy p + ¢ = 1). Ugyanez a megoszlds igaz a petesejtek esetén is. A maso-

dik generéci6ban tehat ismét p? lesz a piros egyedek relativ gyakorisaga, ¢ *afe-
héreké ¢s 2pg a rozsaszinlieké. A masodik (8s az elé26ekbél kovetkezben az Bsz-
szes tovabbi) generdci6 szineloszlasa tehat azonos lesz az els§ generacio szinel-
oszlasaval, egyensily all be (Hardy--Weinberg eloszlas).

A feladatban megadott kiinduldsi populacio esetén a késébbi generdciok mind-
egyikeben a csodatolesérek kb. 42%-a lesz piros, 12%-a fehér és 46%-a rozsa-
szinii (hacsak a kertész kdzbe nem avatkozik).

Megjegyzés:

Belattuk azt is, hogy az allélok relativ gyakorisaga az 6roklédés sordn valtozat-
lan maradt (p-ed részilk A,, g-ad résziik pedig Ap. (Hardy—Weinberg térvény).
A megfogalmazott torvényszerliségek idedlis populaciora érvényesek; ekkor a
szaporodas soran semmilyen zavard hatds (pl. génaramlas vagy genetikai sodré-
dds) nincs.

R R R R R R R RS
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a) A barna tehen minden petesejtje egy A, allélt tartalmaz, a fehér bika minden him-
ivarsejtje egy Ay allélt. Ezért a petesejt és a himivarsejt egyesiilésekor 1étrejove
zigotabol mindenképpen A, A, genotipusi, tarka utdd fejlédik ki. A kérdezett va-
losziniiség tehat 1.

b) Mindket allat A, A, genotipusy, ezért a petesejtek 50%-a hordoz egy A,, és 50%-
a egy Af allelt. Ugyanez a megoszlas a himivarsejtek esetén is. Az 4,A4,; ApAg
ApAy; illetve A;Ap genotipusi utédok tehat ugyanakkora valosziniiséggel sziilet-
hetnek (az elso allél a petesejtbdl, a masodik a himivarsejtbél valo).

Tehat 25% a fehér, 50% a tarka és 25% a barna boci sziiletésének valészinfisége.

Ha egy bitet megvaltoztatunk, akkor az 1-esek szdma eggyel valtozik meg (n8 vagy
csokken). Ha tehat a megvaltozo bitek szdma paros (2, 4, 6 vagy 8), akkor az 1-esek
szama pdros szammal, ha pedig a megvaltozd bitek szama paratlan (1, 3, 5 vagy 7),
akkor az 1-esek szdma paratlan szammal véltozik meg.

A hibas adatatvitel kétféleképpen kovetkezhet be tigy, hogy észrevétlen marad.

1. eset: A paritasbit hibatlanul megy at (ennek valdsziniisége 0,9) és a tébbi hét bit
koziil paros szamu (2, 4 vagy 6) hibasan jelenik meg.

7
Annak valoszinlsége, hogy két bit hibisan megy at: (:J -0,1*-0,9°
. o . e 7 4 3
Hasonlban, a 4, illetve 6 hibds bit keletkezésének valosziniisége 4 -0,17-0,9°,
. 7 6
illetve 6 -0,17.0,9.

Az 1. eset valoszinlisége tehat

7 7 7
0,9-[@.0,12 0,9 +[4J-0,14 .0,9° +(6]-0,16 -0,9}. 0,1139,

2. eset: A paritasbit hibdsan megy at (ennek valoszintisége 0,1) és a tébbi hét bit k-
ziill még tovabbi paratlan szamu (1, 3, 5 vagy 7) szintén hibédsan jelenik meg.
A 2. eset valoszinfisége:

7 7 7
0,1-[@-0,1-0,96 +(3J-0,13-0,94 +(5].0,15 -0,9° +[7]-0,17} = 0,0395.

Tehat annak valosziniisége, hogy a 8 bit hibasan jelenik meg a kimeneten, de ezt (a
paritasbit segitségével) nem vessziik észre, kb, 0,1139 + 0,0395 = 0,1534.

A kedvezd” teriilet egy 5 cm sugarll kérlap teriilete: 257 (cm?2).

A teljes teriilet: 100 (cm?).
Az esemény valdszinisége a két teriilet hanyadosdval, azaz 0,25-dal egyenld.
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A kedvez(” eseteknek megfelelé pontok egy 5 cm oldali négyzet belsd pontjai.

2

Az esemény valoszinlisége tehat: 5—2 = l
15= 9

Az ABC haromszog derékszogli.
A betrt kor O kézéppontja egyenld td-
volsagra van az oldalaktdl, a szogfele-
z0k pontjai pedig két-két haromszég-
oldaltol vannak egyenld tavolsagra,
A, kedvezd” pontok tehdat az AOB hé- 3
romszog belsd pontjai.
A beirt kor sugara 1 cm, ezért a , ked-
vez(” sikidom teriilete 2,5 cm2.

Az esemény valésziniisége: 23 % ¢
a) 15 0,18
g5

b) F?It.t.'avg, hogy a két varos kézott nagyjabol egyenletesen halad, akkor a két varos
kozottl. ?5 percbdl 32,5 percet van Kecskeméthez kiizelebb.
Ehhez jon 5 perc Kecskeméten, tehat 37,5 percet van Kecskeméthez kzelebb, azaz

azesély'ﬁ~o44
gy T

Ha lerajzolunk egy 2 egység oldali négyzetet, akkor by
ennek egy tetszbleges pontjat lehet vgy értelmezni, 21
hogy a két koordinataja a két jo barat konyvtarba ér-
kezési id6pontja. Mivel fél érat vannak ott, akkor ta-
lalkoznak egymassal, ha a két koordinata kitidnbsége

. .1 T
kisebb, mint o+ azaz algebrailag: |x - y| < %, amia >

-

négyzet atloja koriil szimmetrikusan egy hatszéget ad. 05 2 x
A}}ogyan ezen hatszog teriilete aranylik az egész négyzetéhez, az a talalkozas
esélye. Ezt szokds geomeiriai valdszinfiségi modellnek hivni, A feltétele hogy
egyenletes eséllyel érkezzenek a mepadott intervallum barmely részén. A sze:tmola's
egyszeriibb, ha a 4 egység terii;)el:ii3 négyzetbdl levonjuk a két ,,sarokharomszéget”,

amelyek darabjanak teriilete:

22_9 .. )
3 = § Mivel ebbdl kettd van, a teriiletiik Hssze-
9 , :
sen; Z =2,25. A négyzeté 4, ehat a , kedvezd teriilet”: 4 -225=1,75. igy az

. 175 . .
esely: = = 0,4375. Azaz kisebb, mint annak az esélye, hogy nem talalkoznak.
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Hasonlé feladat modell szempontjabol, mint az el6-
z6. Ezattal 4 perc a négyzet oldala, és most az allo-
mason csak ennek nyolcadrészét, 30 masodpercet
(= 0,5 percet) tartozkodnak. Ugyantigy egy négyzeta
modell, ismét akkor talalkoznak, ha a két koordinata
kiilonbsége 0,5 percnél kevesebh, azaz:

l, - ;] <0.5.

Ezattal a levagott haromszdgek teriilete, mivel kettd

van egyiitt: 3,52 =12,25. A négyzeté 16, tehat a

0.5 -

\12

r()',S 4 1

kedvezd teriilet 16 — 12,25 = 3,75. gy a keresett esély: 3—’176—5 =(),23425, azaz ki-

sebb, mint 0,25.

Ezuttal is geometriai modellt alkalmazunk. A 2 szam
legyen x és y, tekintsiik a P(x; y) pontok halmazat! A
feltétel ekkor: (1) x +y > 1, ami a négyzet felén tel-
jesiil (az (1) tartomanyon), tehét a keresett esély 0,5.
Lasd az 4bra pirossal hlzott részét, ami a kedvezd!

Ezittal is geometriai modellt vesziink,
csak most a feltételek bonyolultabbak.
Ha feltessziik, hogy x < v, akkor csak
egy haromszog lesz a teljes esemény-

tér. Ezen beliil a haromszdg szerkeszt-
hetéségének feltétele, hogy x, y —x €s
1 — v darabokra teljesiiljenek a harom-
szig-egyenldtlenségek, azaz:

(1) x+y—-x>1-1y, valamint

(2) x+1-y>y—x végil

B y—x+1-y>x

Rendezve: (1) 2y > 1; 0:
2) 2x+1 > 2y:
(3) 1> 2x

1
2

Ezeket abrazolva, a pirosra szinezett tartomanyt kapjuk a kedvezé teriiletre, ami jol
lathatoan a negyede az egész haromszdgnek, tehat a haromszog szerkeszthetbsege-

nek esélye: 0,25.
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Els6 megoldds: ‘ Legyen O a2z ABCD téglalap kozéppontja. Hizzuk meg az OA, OB, OC, OD szaka-
Mondhatjuk feliiletesen: »vagy szerepel 1-es vagy nem”. Pontosithatjuk, hogy valé- : szok felezémerdlegesét. A kapott PQRSUYV hatszig barmelyik pontjiba esik a go-
ban 0,5-0,5 e két lehetdség esélye, ugyanis a sorozatdobds sordn két lehetdség van: lyo, akkor a feladatban leirt esemény nem kivetkezik be.
vagy el8bb dobunk 1-est, mint 6-ost; vagy elobb dobunk 6-ost, mint 1-est. A szim- Az AF\P héromszig egybevigd az
mefria miatt e két eset egyforman valdszinit, tehat valoban 0.5 valdsziniiségii, hogy OFV haromszoggel, mert AF; = F,0 b ¢
az elsé 6-os eldtt szerepel 1-es a dobasok kézitt., : és az ezeken nyugvo szogek a két ha- . !
. ” r n hY Vs
Masodk megoldis: e vihossiged. Hasonls 2
Annak valésziniisége, hoey k . , e illetv s .
nna ':_loszmusege 0gy kockadobés soran az elsd 6-os a k. dobdsra Jon ki igazolhatd, hogy a BF,Q) hiromszog
1 ; bevigd az OF,R haromszdggel.
== Pascai- t is). : cgybevago az 2 gg
5 (6) (Pascal- vagy geometrikus closzlas). Az egy feltételes valoszinliség, Ezért a PQRV trapéz teriilete egyenld / S
r . as v . s
hogy 1-est dobunk, feltéve, hogy 6-ost még nem dobtunk. Miutén arra nincs megszo- : az ‘?OB hammszog teruletc:yel,{ vagys - s B
ritds, hogy hény 1-est dobunk az elsé 6-os elott (1-et, 2-t, ..., k—1-et), ezeknek az | a teg}l_alap .negyedfep_ek te_ruleteye;l. A 4 s
eseteknek a valdsziniiségeit dsszegezni igen bonyolult volna. Egyszeriibb ehelyett a ] hatszdg szimmetriaja miatt vilagos, P2
komplementer esemény valosziniiségét kivonni 1-b6l. A _van (akarhéany) 1-es az elsg hogy az USRV trapéz teriilete is negye-

de a téglalap teriiletének, vagyis a hatszég teriilete a teglalap feritletének fele. Igy

loszintiségrdl 1évén szé: nincs 1-es sem, merthogy 6-os sincs. Ekkor mind a k- 1-szer | annak a valosziniisége, hogy.a feladatban leirt esemény nem k'tivetkez'ik be:"O,S, te-
a2, 3, 4,5 eredmények valamelyike sziiletik meg, amely minden egyes dobasban L hat 0,5 annak valosziniisége is, hogy a golyo a szoba valamelyik sarkéhoz kdzelebb
| all meg, mint a padlé kizéppontjihoz.

k-1 dobas kézot” esemény komplementere az, hogy nincs 1-es. Sét, feltételes va-

e valosziniiségii (hiszen a 6-os eredmeény most nem lehetséges), k-1 dobason ke-
A metroszerelvény egy 4,80 méter hosszd ,mintdt” ismételget. A minta egy
| 1,30 méter széles ajtobol és a két ajtd kdzotti 3,50 méter hosszu ajto nélkiili sza-
i kaszbol all. Akkor tudunk egyenesen belépni a szerelvénybe, ha testiink kézépvo-
nala az ajté 1,30 méter hosszi szakaszan, mindkét szélétdl legalabb 0,25 méter ta-

&1 E-1
resztiil (EJ valoszintiségl, tehat a keresett feltételes valoszinliség 1—(EJ )
5

Ezt kell a feltéteiek fenti, Pascal-eloszldsi: valOszintiségeivel szorozni, majd e szorza-

tokat Gsszegezni az Gsszes elképzelhetd k-ra, azaz 1-16] o-ig. (Igy alkotnak ugyanis I* volsagra van. A kedvezd elhelyezkedések egy 0,80 méter hosszil szakaszt alkotnak,
- PSRRI ' . Kérd 16szintisée kb, 250 _ 1

a feltételek teljes esemenyrendszert.) Keressiik tehdt Z 1%[5] E(EJ érte- | 18y & RErdezett valoszintiscg kb. 480 6
k=1 !

o 1 - k-1 k-1
ket Kiemelve = .ot, és elvégezve a szorzdst: lz é] _(20 .
6 =\ 6 30
Itt két, egyarant 1 kezdGtagd mértani sor Osszegének kiilonbségérsl van 5z0, ame-
. 5 .

lyek quotiense ys illetve (egyszerfisités utan) % Az a; kezdGtagn, g hanyadosi

meértani sor sszege, mint az ismert: — » igy eredményiink: /

1] 1 1 1'1 1 1 1

6l 1-2 2|71 T[750 =505 /

6 6 3
i
9a ' 95




ELOSZO A 6—8. FEJEZETEKHEZ

A feladatgyiijtemény elsé 6t fejezete tematikusan késziilt, ami azt is jelenti, hogy thizottan
Hsszetett és tobb kiilonboz6 témat érinté feladatot nem tettiink be. Az utolsd harom fejezet
megirasakor pedig az 0j kozépszintli matematikaérettségi-vizsga szerkezetét vettik figye-
lembe,

Az irasheli érettségi vizsga harom részbdl all.

» Az els6 (45 perces) tészt jeloli a KI (Kozépszint 1. rész). Ebben a részben egyszer(i ma-

tematikai alapismeretek, dsszefliggések ismeretét ellendrzi a vizsga. Egy sorozatban, ne-
hézségiikt6l fiiggden, 10-12 feladat szerepel majd, amelyek 3-4 percben megoldhatoak,
ha a tanulé felkésziilt a kovetelményekbdl. A feladatokra egyenként 2-4 pont adhato, 0sz-
szesen pedig 30 pont érhetd el.
Az ilyen jellegii feladatokat a hatodik fejeze! tartalmazza. Ugyanakkor talalhato a feje-
zetben olyan példa is, amely 4 pontnal tobbet ér, vagy megoldasa tobb id6t igényel, azaz
egy adott érettségi feladatsorban nem kerlilne ebben a részben kitiizésre, bar fogalmi jel-
legli alapkérdés. A fejezet tehat szandékunk szerint jellegében kdveti az erettségi Kl ré-
szének megfeleld struktirat.

= Az irdsbeli érettségi vizsga masodik {135 perces) része két alcsoportra oszlik:

KIla és KIl/b (Kdzépsziat 1. rész a, illetve b).

A Kll/a-ban tobbnyire egyszerlbb, egy-egy témakorhoz koéthetd 3 azonos (12)
pontszdmu feladatot kell megoldania a tanulonak, melyre boven taldlhatd példa az elsé
dt fejezetben. (A jelenlegi eldiras szerint 2005-ben nem, de a tervek szerint a késobbiek-
ben a tanulonak majd négy feladat k&ziil kell kivalasztania azt a harmat, amelynek a meg-
oldasaval foglalkozik, illetve amelynek a megoldasira kapott pontszdmat kéri az Gssz-
poniszamba beszamitani,)

» A Kil/b rész az Osszetett, tobb témakort is érintd, s tobb részkérdésbol allo, némileg ne-
hezebb feladatok csoportja. A kitiizitt 3 azonos (17) pontszamu feladatbdl a tanuld va-
lasztasanak megfeleléen mar 2005-t61 csak 2 feladat megoldasat értékelik,

Ilyen tipusu feladatok talalhatok a feladatgyiijtemény hetedik fejezetében. Természetesen
akadnak olyanok is, amelyek vagy id6beli okokbdl vagy esetleg nehezebb voltuk miatt
aligha keriilhetnének egy érettségi feladatsorba., de nem ez a jellemzd, s a majdan kiti-
zendd példak jellegét jo1 mutatja ez a 232 feladat.

A nyolcadik fejezer ugynevezett , felmérd feladatsorokat” tartalmaz. Koziiliik az elsdre
egy pontozasi kulcsot is bemutatunk.
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A félreértések elkertilése végett le kell szégezniink, hogy az érettségire nem kell, hogy e fe-
jezetbdl vilasszak ki a feladatokat. A fejezet feladatsorai abban a tekintetbe}l jelentenek
mintat, hogy ilyen jellegii lesz az érettségi irasbeli feladatsor is: tehat feladats%amban, a fel-
adatok stilusaban, jellegében, illetve a szerkezeteben hiien tiikrozik a 2005»@1 l?eve'zetésr'e
keriild kozépszintii érettségi vizsgat. A kozolt Jehetséges pomoz_élsi kules szintén jelzi a maj-
dani érettségi dolgozatok javitasi itmutatojanak értekelési elveit, szempontjait.

Nehézségiiket tekintve, az eddigi felméréseket is figyelembe véve elmondhato, hogy a feje-
zetben talalhatd feladatsorok valamivel nehezebbek, mint a varhato ,.éles” sorozatok: }}z
motivalta ilyen Ssszeallitasukat, bogy az a tanuld, aki ezcket gyaqu_lélsként' a megac!ptt idon
beliil megoldja, a majdani érettségi vizsgan jol szerepeljen. Kf)ll.égamkl}ak is szerettiink vol-
na segitséget nyujtani azzal, hogy sajat diakjaik felkészitésénél innen valogatpass‘ana%(, vagy
a feladatsorok mintajara ebbél a feladatgylijteménybél ossze tudjanak Allitani szamukra
megfeleld probasorozatokat.

A feladatgyiijtemények és megoldaskoteteik négy tanéven at torténd folyamatos Paszr.l.élatét
Kkijvetben az érettségire valo kézvetlen felkésziilés hatékony formaja az egyszerd, az Ossze-
teif és a felmérd feladatsorok megoldasa, mely a gondos felkesziilest kovetden az eredmé-
nyes matematika vizsga elérésében nyujt jelentds segitséget.

A szerzok
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6. EGYSZERU FELADATOK

6.1. Gondolkodasi miiveletek

Venn-diagramon megjelsljiik mindkét miivelet eredményét, és ekkor lathatjuk,
hogy az egyeniéség nem igaz. De egyszeri meggondolassal is adodik, hogy pl. azon
elemek, amelyek A halmaznak elemei, de C-nek nem, a bal oldali miivelet eredmé-
ny¢ben nincsenek benne, a jobb oldaliéban viszont benne vannak, tehat a két oldal
nem lehet egyenid. :

A B A B

AuBnC AUuBn O

C C

AUD=A AND=0, A\D=A
BUC=C, BNC=B, B\C=0.

2968 Tablazatba foglaltuk a keletkezett kétbetiis szavakat, a szines hatteriiek az értelme-
sek, amelyekbél tehat 9 db van (az Ssszesen keletkezett 12 kozott).

1 n 5 v
é él én és év
A | & an & av
5] al on a8 ov
A={(1;2:3 .18 19);
B ={3;6;9;12; 15; 18};
AUB=A;
AnB =B

A\B=1{1;2,4,5,7;8,10; 11; 13; 14; 16; 17; 19}, vagy
A\ B a 3-mal nem oszthatd, 20-nal kisebb pozitiv egész szamok halmaza.
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A={xecZ | |x|<5}), A= {=5-4,-3;-2,-1, 0, 1 2; 3; 4; 5}
B az egyjegyil primszamok halmaza, B = {2;3;5; 7}
ANB={235}, AVB={-5-4-3,-2,-1;0; 1,4}

Ha a metszet {1; 2}, akkor mindkét halmaznak eleme az 1 és a 2. Az egyesitésiikhidz
még a0, 5 és 8 tartozik, ezeket lehet elosztani a két halmaz kézott, tehat pl. egy meg-
oldas lehet: A := {0; 1; 2} és B := {1; 2; 5; 8}. (Felsoroljuk még az egyéb lehetdsé-
geket: {1;2} €s {0;1;2; 5;8}; {1, 2,5} és {0; 1; 2; 8} {1; 2: 8}és {(;1;2;5). Ha
a sorrend nem szamit, akkor ez az 6sszes eset; ha igen, akkor még négy van: ezek
forditottja.)

a) A 2-vel és 3-mal, azaz a 6-tal oszthatd természetes szamok halmazat jelenti az
AnNB.

b) A 3-mal oszthaté (de 2-vel nem oszthatd, azaz) paratlan természetes szamok hal-
mazat jelenti az A \ B.

Lasd a mellékelt abrat! A \B

Kétszer ketté az négy. Allitas, igaz.

Brad Pitt csinos ember. Nem allitas, mert nem egyértelmiien eldonthetd logikai ér-
teki kijelentés, igaz volta szubjektiv megitélésen, izlésen alapul.

Hahd, a tenger! Nem allitas, mert nem kijelentés, hanem felkialt4s.

Petdfi magyar kolié volt.  Allitas, igaz.
Hdny 6ra? Nem allitas, mert nem kijelentés, hanem kérdés.
A nydr utin a tavasz kivetkezik. Allitds, hamis.

De jo volna kuglert enni! Nem allitas, mert nem kijelentés, hanem ohajtas.
Ausztria fovdrosa Bécs. Allitas, igaz,
Tilos a dohdnyzds! Nem allitas, mert nem kijelentés, hanem felszolitas (tittds).

A Fold lapos.  Allitds, hamis.

5+ 3 =9 Allitds, hamis.
Szép az élet! Nem allitas, mert nem kijelentés, hanem felkialtas.
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Nem igaz. Példaul egy rombuszté] kiilénbézé deltoid atldi is mer§legesek €gymas-
ra.

Igaz. Példaul az egyketted alapu logaritmusfiiggvény is szigorian monoton csokke-
no.

Tobbfeleképpen is tagadhatjuk, itt kettét adunk meg.
— Nem igaz, hogy esik az esé és fuj a szél.
— Nem esik az es6 vagy nem fuj a szél,

Tobbieleképpen is tagadhatjuk, itt kettSt adunk meg.

— Nem igaz, hogy ma este moziba megyek vagy otthon maradok.

— Ma este nem megyek moziba és nem maradok otthon.

(Esetleg hétkSznapi stilusban: Ma este nem megyek moziba, de otthon sem mara-
dok.)

Nem igaz, hogy minden Jo ember kivet el biint az cletében, azaz van olyan jo em-
ber, aki nem kivet el biint az életéber. Formalisan: legyen B a , biint elkévet az ele-
teben” 4llitas, és x »JO ember”, ezekkel a jelolésekkel az eredeti allités: Vx B(x).
Ennek tagadasa: 3x — B(x).

A kovetkeztetés helytelen, Ennek két oka 18. El8szor is, mert aki a virdgot szereti,
az ugyan nem lehet rossz ember, de ebbél nem kovetkezik, hogy aki nem szereti, az
nem lehet jo. A jésdgnak a virag szeretete egy elégséges, de nem szukseges feltéte-
le. Masrészt abbol, hogy Feri hagyta kisz4radni a szobandvényeit, még nem kivet-
kezik egyértelmiien, hogy nem szereti a viragot. Bar nem szép dolog a kiszdradas
eloidézése, de lehet, hogy csak nem tudta valamiért megoldani a locsoldsukat. A 1é-
nyeg: a kovetkeztetés hamis.

Igaz, hiszen ha 10-es szamrendszerben egy szam 0, 2, 4, 6 vagy 8-ra végzdidik, ak-
kor a szam paros, hiszen 10 hatvanyai oszthatdk kettOvel, s ekkor az egyesek helyén
allo szamnak is oszthatonak kell lennie. Ha paros, akkor mivel a 10 hatvanyok pa-
rosak, ezért az utolsd jegy paritasa dont, azaz csak 0, 2, 4, 6, 8-ra vegzddhet. Vagyis
sziikseges és elégséges is a feltétel.

Nem, mert nagyon sok nem svéd széke van. Pl lehet, hogy a svédek 90%-a szoke,
de ezenkiviil még van rengeteg nemet, dan, finn, norveg, holland, angol stb. széke,
igy a sz8kék kézott a svédek kis szazalékban vannak, tehat nem fordithatd meg az
allitas. (Lasd a 2778. feladat megoldasat!)

Igaz, ha a hiromszsg magassagpontja kiviil esik, akkor tompaszogt.

Mindazokra a k, n pozitiv egészekre igaz, amelyekre fennall: k +n = 2001
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Szazhuszféleképpen, mert 5 kiilonbozé elem lehetséges sorrendjeinek a szama (per-
mutacidja) 5! = 120.

Hatezer-hétszazhuszféleképpen, mert 8 kiilonbozs elem koziil kell 5-6t kivalasztani
ugy, hogy a sorrend szdmit (vagyis most az, hogy melyik sutemeény kié lesz). Ez egy

= 6720,

variacios probléma, amelyben a lehetdségek szama: 8.7.6-.5.4 = B '5)'

Otvenhatféleképpen, mert 8 kiilénboz6 elem kéziil kell 5-0t kivalasztani ugy, hogy
a sorrend nem szamit (hiszen mindegyik kivalasztott sutermneny ugyis Alexé). Ez egy

8 !
kombinaciés probléma, amelyben a lehetdségek szama: = 8 = 56.
5/, (8-3)5

Minden egyes mérkézés kimenetele, igy a tipp is 3-féle lehet: 1, 2 és x. A 13+1 db

mérkdzés kimenetele 3 '*_féle Jehet. Ennyi, azaz 4 782 969 db totoszelvényt kell ki-

tolteni, hogy biztosan legyen telitaldlatunk.
Ezek ara: 4 782 969 - 130 = 621 785 970 Fi (t6bb, mint 621 milliard) (ha egy toto-
szelveny ara 130 F).

Az els 6t lovat kell eltalalni. Az els 18-féle lehet, a masodik 17, s igy tovabb. Azaz
18-17-16-15- 14 = 1 028 160-féle kitSités lehetséges.

Mivel az elsd jegy fix, ezért csak 8 jegyet varialhatunk (0 vagy 1), azaz 2° = 256
termek jellhetd meg igy.

10 10} 10-
Ahanyféleképpen 10-b6l 8-at lehet kivalasztani, azaz ( 9 ) = ( ) ] _10-9 = 45-fé-

lekeppen.

Az elsé helyre 7 zaszlot valaszthatnak, a mdsodikra mar csak 6-, aztan 5-, 4-, 3-féle
zaszlot tehetnek, ezek szorzata: 2520, tehat ennyiféle jelzést adhatnak le.

Mivel fid hirom van, ezért csak fil’l—lény—fiﬁ—lény-ﬁﬁ sorrend lehet, azaz
3:2-2:-1-1=12-féle csoportkép lehet.

Masik megoldds:

A tuik sorba dllhatnak 3! = 6-tcleképpen, a lanyok 2! = 2-téleképpen, és mivel csak
egyteleképpen lehet |, Osszefésiilni” a két csoportot (f-1-f-1-f), ezért 6 - 2 = 12-féle
csoportkep lehetséges.
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2997, Az A-bol indulva barmelyik utat valasztjuk is a 3 koziil, C-be érkezve mindig 5le-
hetéségiink van a B-be vezetd Uit kivélasztasara. Osszesen tehat 3 - 5 = 15-félekép-
pen juthatunk el C-n keresztiil A-bodl B-be.

30600.

5.4.3.2-1 = 120-féleképpen.

2! __—
42 -41-40-39-38-37= % = 3 776 965 920-fcle lista lehetséges.

Adott az -es szamkartya.

Az elsd helyre a 4 szamkartya kozill barmelyik keriilhet, igy a lehets¢ges esetek sza-
ma 4.

A masodik helyre mar csak 3 szamjegy kartyabol valaszthatunk, ez 3 esetet jelent.
Az elsd két helyre 4 - 3-féleképpen valaszthatunk kartyat.

A harmadik helyre mar csak két kartydbol véalaszthatunk, ez két eset.

Ebbél kapjuk, hogy a négy kartyabdl 4 - 3 - 2 = 24 haromjegyti szam allithato eld.

Megjegyzés:

1. Alehetséges esetek szama jol szem-
léltethetd az un. fagraffal. Az abra
mutatja, hogy a négy kartyabol elo-
allithatd hiromjegyii, 1-essel kez-
dédd szamok szdma 6. Ebbdl mar
lehet kivetkeztetni arra, hogy 2-es-
sel, 3-assal és 4-essel is 6 szam kez-
dodik.

Tehat 4 - 6 = 24 db 3 jegyl szam allithatd el az adott kartyakbal.

. Ugyan a feladat szovege a létrejovo héromjegyli szamokat nem kérdezi, de szisz-
tematikas eldallitasuk is segithet annak megallapitasaban, hogy hany ilyen ha-
romjegyil szam van.

Adolt az -es szamkartya.

Az elsé helyre a négy szam kozill barmely keriilhet, igy a lehetséges esetek szdma 4.
A masodik helyre az el6z6t61 fiiggetleniil ugyancsak négy jegybol valaszthatunk, ez
is 4 eset.

A harmadik helyen is ugyanigy 4 eset lehetséges.

A feladatnak 4 - 4 - 4 = 64 haromjegyt szam felel meg.

A G-t6l az L-ig 5 1épés vezet, ezek koziil 2, lefelé”; a kiilonbozo lehetéségek szama
5

2
Az L-t6] a K-hoz egyetlen ut vezet, a K-t0l az O-ig pedig 3 kiilonbdz6.

igy J =10.
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A GONDOLKODO sz0 tehat 10 - 1 - 3 = 30 kiilonbz6 modon olvashaté ki az ab-
rabol.
A C-té] indulva a Pascal-haromszdg képzési szabalyat kovetve kapjuk meg mind-

egyik betiire, hogy héany kiilonbozd ut vezct hozzajuk (az A-khoz 1-1, a P-khez
fentrél lefelé haladva 1-2-1, az A-khoz 1-3-3-1 stb.). A Z-hez vezetd kiildnbozd

6
utak szama igy [3) = 20. A Z-t6l indulva az O-khoz 1-1 ut vezet, az N-ekhez 1-2-1,

végiil mindkét Y-hoz 3-3. Ez azt jelenti, hogy a Z betiitdl 6 kiilénbdzé mddon jutha-
tunk el valamelyik Y-ig. A CAPAUSZONY szo tehat 20 - 6 = 120-féleképpen ol-
vashato ki az abrabol.

Katott az (AB), illetve a (DC) sorrend, amivel azt jeloljiik, hogy B kozvetlen A utan,
C pedig kozvetlen D utan szercpel. Ezért az énekszamok kétféle sorrendben han-
gozhattak el: ABDC, illetve DCAB.

A bulin x lany és 20 — x fid vett részt.
Az 1. lany (Zsuzsa) 7 fiuval,
a 2. lany (Bva) 8 fitval,
a 3. lany (Klari) O figval,

az x. Jany (Agi) x + 6 fiaval, azaz az 6sszes figval tancolt.
[gyx+6=20-x = x=7, tehat a buliban 13 fig volt.

Megjegyzés:
A feladatot egyenlet nélkiil is megoldhatjuk. A fenti tancsort” addig folytatjuk,
mig a két oszlopban egymés mell¢ irt lanyok és fiuk szaméanak dsszege 20 lesz.

Mivel nem lehet azonos szin, ezért a 3 szin killonbozé sorrendjei (permutacioi) ad-
jak a megoldast, azaz 3! = 6-féle zaszlo Jehet. .

A legfelsé sorban 4-féle szin szerepelhet, ettél fiiggetleniil az alatta levoben 3-féle,
mert az eléz6leg felhasznalt szin nem. (két azonos szinii sav nem lehet egymas mel-
lett) A legalsd savban ezektS] fiiggetlentil wjra 3 szin koziil véalaszthatunk, mert fel-
hasznalhatjuk a legfelsé savban hasznalt szint, de nem hasznalhatjuk a kzEpsd sav-
ban levé szint. Tehat az adott feltételek mellett 4 - 3 - 3 = 36-féle kiilénboz0 zaszlod

késziilhet.
o) o CEDL_ (b oDl
(n—1)! (n—1)!
p oL L 1 1 1-(+2n+1) _ ~(' +3n+1)

n+2)! At 2atbnl nl (n+ 2+ Dnl (n+2)!
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3009, a) (n+ 2y lehetGség. Végiil harom gyerek kaphatja 2 harom kényvet, mint a 3016, feladatban
(+2Y  (n+ 2)(n+ Da(n—1)! lattuk, 24-féleképpen. Ezzel az sszes lehet6ség: 4 + 36 + 24 = 64.
b -1 = (1)1 =+2)n+Dn Sokkal egyszer(ibb ,,a kényvek felél nézni”. Az elsg konyv lehet 4 gyereké, a ma-
sodik szintén ¢s a harmadik is, azaz 4° = 64 lehetdség van,
- .. 5-4 ‘
30140, bdamigo t fordulos kormérkszés in ~— = Sk &z . . o
- Ot labdartgdcsapat egyfordulos ormerkozése sordn 2 10 mérkzés van, 3018, Ha a konvex sokszdg csticsainak szdma n, akkor oldalainak szdma is n és atldinak
mert minden csapat 4 masikkal jétszik, és minden mérk&zdst kétszer vettiink figye- . onnr=3) - ma—3) 136
lembe (ezért kell osztani 2-vel). Ha Ssszesen 50 golt rigtak, akkor egy mérkézésen szama et T T 36.
i atlagosan 5 gol esett. Rendezve: n% —n-272 =
1. n . . o ) Megoldokeéplettel - 16, illetve 17 adodik, de esetlinkben csak a pozitiv megoldis jo-
l‘“ 3011.] Ot paratlan szamjegy van (1; 3; 5; 7; 9). A keresett pozitiv negy:]egyu sZam minden het szdba. A sokszognek tehat 17 csticsa van,
“| helyiértékére egymdstol fliggetlendl ez az &t szamjegy irhato. fgy 54 = 625 olyan Ellendrzés:
I né'eﬁsév,lk'd' . ]
\!li £vjegytt szam van, melynek minden Jegye paratlan A konvex 17-szégnek ! =119 atldja van.
||' 3012.] 5 tanuidbol kettagi kiildGttséget 10-féleképpen lehet kivalasztani, mivel: ‘ 119 + 17 = 136, tehat megfele! a feladat szOvegének.
\ 5) . 5.4 _
‘!l [2] Ty T 0. . 3019, Igen, pl. az 4bra szerint. (Azon grafok rajzolhatok

meg az adott modon egy vonallal, amelyben 0 vagy 2
paratlan foki cstics van. Ha utdbbi a helyzet, akkor
kotelezden az egyik paratlan fokibol kell indulni, és
a masikban befejezni a rajzolast.)

[i Harom tanulée 31 = 6-féleképpen lehet sorba rakni, azaz tébb bizottsag létezik,
mint sorrend.

|

I|

“‘ 3013, 4-3.2 =124, (ABC, ABD, ACB, ACD, ADB, ADC: ez hat eset, és ugyanennyi B, C
¢s D kezdetii van, azaz tényleg 24.)

i 5) (85 ‘
‘ L 1 31 [ ]( 1 ] 5.85 ‘ Ez az dbra (graf) nem rajzolhaté meg a feltételek szerint, hiszen 4 olyan pontja is
- Az 6t8s esélye: 7008 = 3089 88.87 8¢ A négyesé: =—. van, amelybdl 3 €l indul ki. Az egyik ilyen pontbol kezdjiik a rajzolast, egy masik
( J 0-89-88-87-86 ( 90) (90) ‘ ilyenben fejezziik be, de kézben minden mas ponton csak athaladunk (esetleg t&bb-
5 5 5 szOr), ami ugyanannyi .beérkezést”, mint , kiindulast” Jelent a t6bbi pontban (és
Azaz a négyes esélye 5 - 85 = 425-sz6r6ise az Otbsének, esetleg az induld és befejezd pontban is), tehdt ezekbél paros szama €1 kell kiindul-
Jon (a kezd6 és befejezd pont esetében a kezdd s befejezd élen kiviil). A masik két
4-téleképpen lehet kihagyni azt az egy tanulot, aki nem kap, mive! csak harman kap- 3-€lil esicson nem tudunk , athaladni” megfelelden, mert vagy kimarad egy ¢l, vagy
nak (legfeljebb egyet). A hirom konyv egyforma, tehat mindegy, ki melyiket kapja. az egyiken kétszer haladunk a,
Azaz 4 eset van.
Igen, pl. az abra szerint, hogy még nem is keresztezik

Itt most kiilénbozék a kényvek, tehat 6-féle modon oszthatdk el a harom kivilasz- egymast a vonalak, bdr ez nem volt feltétel, Terms-

tott gyerek kozott. Vagyis itt most 4 - 6 = 24 eset van. szetésen $z4mos mas modon is megoldhatd a feladat,
(Lasd a 3019. megoldas megjegyzését!)

Most bonyolultabb a helyzet, mert epy gyerek tobb kinyvet is kaphat. Ha a gyere-

kek feldl nézziik, akkor nehezebb Osszeszamolni, bar ez is lehetséges. Kaphatja

mind a harom kényvet egy gyerek, ez 4 eset. Egy gyerek kaphat két kényvet, és egy

masik egyet. A két gyereket 12-féleképpen lehet kivalasztani (4 - 3), mig 2 megma- : Legalabb 2 éle van (ez a fa).

radt konyvet haromféleképpen (akkor a masik kettd mar adott), ez tehat Gsszesen 36
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3023, Lasd a mellékelt abrat! (Termeszetesen sok egyéb lehetéség is van.)

N

3024, ILegyenek a feladatok jelei: A, B, C.

Ekkor, ha egyszerre csak egyet csinal-
hat, akkor 6 sorrend adédik:
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB és CBA.
(Lasd az dbrat!)

Tégy a serpenyskbe
két-két golyét

A bal oldali
serpenyd emelkedik

A jobb oldali serpeny8bél vedd

ki a ket golyot és az egyik

bal oldalit tedd bele

|

C

o

B C A B

A bal oldali serpenybél vedd
ki a két golyot és az egyik

jobb oldalit tedd belé

_

A bal oldali
serpenyd emelkedik

I

A nehezebb golyd a
al oldali serpenydiben van

106

A nehezebb golyo a
Jjobb oldali serpenyében v

y

B/A\C A/B\C A/C\

B

|

A

3028.

029,

i.
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A lehetdségek szdma 12.
A korben az 5 telepiilés szerepel egymis ut4n.

: ! . C
Eppugy %—féle eset van, mint ahdnyféleképpen egy

kor alaky asztalhoz 5 ember leiilhet.

Egy lehetiség:
Az elsé korben a két legkevéshé esélyest parositjuk
Ossze (ez amolyan selejtezd!). A gy6ztes a tobbi hét-

tel alkotja a 8 jatékost. Innentdl mar sima iigy, a nyol-

cat parositjuk, s a gySztesek éppen négyen lesznek,

ket jra lehet parositani, a két gySztes pedig a don-

t6t jatssza. Osszesen tehdt 1 +4 + 24 | = 8 mérkd- ayéztes
zés lesz. Ennél kevesebbel nem lehet megoldani,

mert minden meccsen egy esik ki, és a végsé gy6ztes
kivalasztasaig 8 embernek kell kiesnie, azaz 8 meccs

kell. A lebonyolitdst mutatja az abra.

Tudjuk, hogy a graf éleinek szama éppen kétszerese az egyes csuesokbdl induld
clek szdma Osszegének. Mivel 4 + 3 +2 +2+ 1 = 12, a grafnak 6 éle van.

A keresett szam: 4 - 14 + | = 57.

Ha legfeljebb 56 golyot valasztunk, akkor lehetséges, hogy egyik szinb6l sincs 15
golyo (pl. 56 golyd valasztasa esetén mindegyik szinbdl 14-14 golyot vilasztot-
tunk).

Ha 57 golyot valasztunk, akkor nem lehetséges, hogy minden szinbé] legfeljebb 14-
et valasziottunk, hiszen 4 - 14 = 56 < 57. Kell legyen tehit olyan szin, amelyikbél
legalabb 15-6t valasztottunk.

69.

Indoklas: alkalmazzuk a logikai szita formulét! Vonjuk le 100-b6] azoknak a termé-
szetes szamoknak a szamat, amelyek oszthatok 5-tel, majd azoknak a szamat, ame-
lyek oszthatok 7-tel. Igy a 35-tel oszthato természetes szamok (0, 35, illetve 70)
szamat (a 3-at} duplan vontuk le, pedig csak egyszer kellett volna. Ezért ezt a sza-
mot {azaz a 3-at) adjuk hozzd az eredményhez: 100-20- 14 + 3 = 69,

A sorsolason kihtzott 5 szam kéziil valamelyik harmat megjellte az egyik testvér,
igy csak két olyan szam maradt, amelyekkel a masik testvér taldlatot érhetett el
Ezért, ha neki is harom talalata volt, akkor az elsé testvér altal elészor kivalasztoit
harom szdm kéziil neki is kellett (legalabb egyet) valasztania.
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3032.| Mindegyik kérdésre igen a vélasz.

Példakkal igazolhatjuk kijelentésiinket:
I .

>

V-

3033, Az l-re végzdds egész szamok barmely hatvanyanak utolsé szamjegye 1. {gy 11"
utolsé szamjegye is 1. EbbSl [-et kivonva a kapott szém utolsé szamjegye 0, igy
oszthatd 10-zel.

a)
d)

3034.] A tavirdzsa 1. nap 2-sz8rosére,
2.nap 27 = 4-szeresére,
3.nap2? = 8-szorosdra,
4, nap 2% = 16-szorosara,

30. nap 2*"-szorosara n6 és ezzel teljesen bendvi a tavat.
Két tavirézsa egyiitt 29 nap alatt boritja be a tavat, mert 29 nap alatt mindkét tavi-

rézsa 2 %°-szeresére né, és 2% +22 =0 .22 _ 239
Madsik megoldds:
Ha egy tavirdzsa 30 nap alatt az egeész tavat bendvi (és minden nap az elézé napi

ketszeresére nd), akkor 29 nap alatt a felét. Tehat a két tavirozsa 29 nap alatt az
egesz tavat beboritja,

3035, Igaz, hiszen Ssszesen 6t jegyet lehet kapni (1, 2, 3, 4, 5) ¢s hat tanulé van, tehat va-
lamelyik jegybol legalabb kettd lesz. (Szokds ezt skatulyaelvnek is nevezni.)

108

|

3

=
]
b

j)

glg) gl [ 2| [glgE
&= ] & h & B @) |
i gy |= = s % |#

3042.
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A megforditas: ,,Ha egy 5 ponti grafnak van legalébb 4 éle, akkor a graf Osszefiig-
£6.” Nem igaz, hiszen példanl egy 5 ponta grafban lehet egy haromszdg, ez harom
¢l, és a masik két pontot Gsszekotd negyedik él. Ez a graf pedig nem Osszefiiged.
(Lasd a 3023. feladat 2. dbrajat!)

Ha a palacsintat kedvel6k az A és a do-

bostortit kedvelék alkotjdk a B hal- A B

mazt, akkor az osztaly tanuloinak hal-

mazat C-vel jelolve: C = A B.

Tudjuk, hogy

lAuM=ﬁLHm_MmBI@za

szitaformula két halmazra, lasd még az

abrat is.) Esetlikben 23 + 25 — 14 = 34,
Azaz 34 tanuld jar az osztalyba.

¢) (A definicio miatt.)
e) (Tulajdonképpen ez a szitaformula.)

d) (Barmely halmaz komplementere, az alaphalmaznak hozzd nem tartozo elemei-
bél all.)

c) (az elsd és a harmadik).
d) (Csak a harmadik kijelentés igaz.)

¢) (Az els6 és a harmadik 4llitas hamis, ebbdl mar adodik a tébbi allitas logikai ér-
téke.)

b) (Tadé nem mondhatott igazat, mert akkor Mazsola és Cicamica is hazudott vol-
na.)

e) (,Nem minden kutya harapds” ugyanazt jelenti, mint a . van olyan kutya, ame-
lyik nem harap6s.”)

¢) (A definicio miatt.)

d} (A definicio miatt.)

10
b) (( 2] = 45 kézfogas tortént.)
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d) (Lilinek 5-féle valasztasa van, és mindegyik esethez tarsulhat Matyi 4-féle va-
lasztasa. Bz tulajdonképp egy varidcios probléma: 5 kiilénb6z6 elembdl kell valasz-
tani 2-t igy, hogy a sorrend szamit.)

¢) (ElsOként 5-félét valaszthat, aztan 4-et, 3-at, 2-t, 1-et — és mindegyik valasztas-
hoz tarsulhat mindegyik masik. Ez tulajdonkeépp egy permutacios probléma, 5 kii-
16nbozé elem minden lehetséges sorrendje, 51.)

ALGEBRA

6.2. Algebra

3059, Az Osszeadas tagjai feleserclhetdek, ettdl az Osszeg értéke nem valtozik.

2 2
PlL3+4=4+3=7, vagy ~4+§=§+(—4)=—%.

Altalanosan: a+ b = b + a.

b) (Kivalasztja a 6-féle sisak koziil azt a 2-t, amibdl vesz —— -féleképpen. Ez tu- Egy (kettnél 16bb tényezds) szorzds tényezdi tetszés szerint csoportosithatok, és a
2 kijelélésnek megfeleléen mas és mas sorrendben hajthaték végre a szorzédsok, ettél

lajdonképp egy kombinacios probléma, hiszen a valasztas sorrendje nem szamit, a szorzat értéke nem valtozik. P&ldiul 5 - (3 - 4) = 5 - 12 = 60, de ugyanennyi

¢ ) 2 8 24
2/ (5-3)-4=15-4 =60, vagy ~3- g-4 =—3A§:—?=—4,8, de ngyanennyi
2221 _ | | 3.2) =84 B 4
052 &) (—— =231 ( 5) 5 5 ’

Altalanosan: a(bc) = (ab)c.
3053, d) (A sziilék kozti korkiilonbség nem valtozik az idé malasaval.) _
Ha annak a miveletnek, amely disztributiv a masikra nézve, egy zarojeles kifejezés
3054.] e) az egyik valtozodja (,.résztvevdje”, ..szerepldje™), és a zardjelen beliil taldlhatd két
Példaul: véaltozdval a masik miivelet (amelyre nézve disztributiv az el6zd), akkor a zarojel
felbonthaté Ugy, hogy a masikra nézve disztributiv miivelet az eredetileg a zarojelen
kiviili valtozot dsszekoti mindkét, zardjelen beliili valtozidval, és ezen milveletek
eredmeényet kapcsolja Gssze a masik mivelet. Ilyen eset példaul, hogy a szorzds
disztributiv az Hsszeadasra nézve: 3 - (2 + 5) = 3 - 7 = 21, vagy masképpen a zdro-
jelet felbontva 3 -2+ 3 -5 = 6 + 15 = 21; az osztas disztributiv az osztanddjaban
: lévo Osszeadasra nézve: (3+3):2=8:2=4, vagy a zdrdjelet felbontva
=35) 3:2+5:2=15+25 = 4; a hatvanyozas disztributiv az alapjaban 1évd szorzasra
nézve: (5-3)% = 15% = 225, vagy a zardjelet felbontva 5737 = 259 = 225; a
metszetképzes disztributiv az unidképzésre nézve, azaz
AUBINC=ANOUBNO.

d) (A konvex tizszdg atldinak szdma

056 B)(C=A+2 A B=A+5 = C=B—-3)

057 @) (3= 6p A 3p = 15¢ = 3F=30g = 1f= 10g)
a) Hamis. Példaul 0-+2 = 0.
b) Hamis. Példaul 2 +(—/2) = 0.

¢) Igaz. Példaul +2 -+/3 = /6.

3063., a) A tort egyszeriisitése utan kiszamitandd a 72 - 73 - 74 - 75 szorzat: 29 170 800.

058, e) (Legalabb 3 - 12 + 1 = 37 tanul6 esetén.)

73
b) 72711 = 72! és % =72, tehat a felirt killonbség értéke 0.

110 111




3070,

3071

ALGEBRA

a) (14-3) - 448:2 = 11-4+8:2 = 44+4 = 48
b) 14-3 . (448):2 = 14-3-12:2 = 14-36:2 = 14-18 = -4
) (14=3)- (4+8):2 = 11-12:2 = 132:2 = 66

It

Hozzuk kizos nevezore az adott szamokat!
15 125 3.9 4 3.5+9.5-4 116

TR 519 st

PEE-T = 5:7+513 505 a>b.

a.= 516

a) Felosztjuk a lécet 1 + 3 = 4 egyenld részre, ekkor 1 rész —Z— = 1,5 (m). Vesziink

1, illetve 3 darabot, ezek 1,5 és 4,5 m hosszuak lesznek.

b) Felosztjuk a lécet 2 + 3 = 5 egyenld részre, ekkor 1 rész g = 1,2 (m). Vesziink

2, illetve 3 darabot, ezek 2,4 és 3,6 m hossziak lesznek.

6
a) Felosztjuk a lécet 3 +7 = 10 egyenld részre, ekkor 1 rész 0 - 0,6 (m). Ve-

sziink 3, illetve 7 darabot, ezek 1,8 és 4,2 m hosszuak lesznek.

6
b) Felosztjuk a lécet 1 + 1 = 2 egyen!d részre, ekkor 1 rész 5= 3 {m). Ez a két
3 m-es darab adja a megoldast.
. . .. 120 .
Ha 3 gomboc fagyi 120 Ft, akkor 1 gomboc (—3— =) 40 Ft. Ekkor 5 gomboc dra
. 280 ,
(5 - 40 =) 200 Ft, 280 Ft-¢rt pedig (E =} 7 gombdcot adnak,
10 gombdocot venni gombdconként 60 Ft-ért 600 Fi-bol lehet. Ennyiért az olcsobb
60
fagyisnal (5—{;) =) 12 gombdcot vehetnénk. Ahol ennyi pénzbdl 15 gombocot ka-

punk, ott (61%0 =)} 40 Ft egy gombdc dra.

Azt jelenti, hogy (mivel az | kg 1%-a 1 dkg) a zacsko tartalma 99 dkg és 101 dkg
kozott van. (Pontosabban: ekkora cukormennyiség szamit elfogadhatonak. Az ezen
kiviil esé tdmeg esetén jogos a reklamacio.)

A tej zsirtartalma 1,5% (2.8%, illetve 3,6%)” azt jelenti, hogy 100 gramm tej 1,5 g
(2,8 g, illetve 3,6 g) zsirt tartalmaz.
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Az elsé munkas 95%-o0s normdja azt jelenti, hogy az illetd adott id6 alatt az eldirt
{norma szerinti) pl. 100 termékbdl 95 terméket gyartott. :

A masodik munkds 76%-os teljesitménye azt jelenti, hogy az illetd adott idS alatt
az elbirt (norma szerinti) 100 termeékbdl 76 terméket gydrtott.

A két munkas egyiitt adott idd alatt az eldirt (norma szerinti) 200 termékbsl 171 ter-

méket gyartott, igy egyiittes teljesitményiik (% = 0,855 =) 85,5%-o0s.

Legyen a 2000. december havi bér b Ft.

A 2001. januar 1-jétdl érvényes bér (forintban kifejezve) 1,085b, a szeptember [-jé-
t6l érvényes bér pedig 1,0856 + 0,2b = 1,285h.

A 2001-ben kapott dsszes bér: 8 - 1,0850 + 4 - 1,285h = 13,82h, szemben a 2000,
évi 12b-vel (feltettiik, hogy 2000-ben mindvégig véltozatlan maradt a bér).

13,82
38 -100%-a (kb. 115,2%-a).

A 2001. évi dsszes bér a 2000. évinek

Egesz évre szamitva tehat kb. 15,2%-os atlagos béremelés valdsult meg.
A 30%-1061 52616 hir hamis.

Szamoljunk normatalakkal: 1,7-10° - 1,1 -10°- 0,12 12 = 1,7- 1,1 -1,22.10'° =
~ 2,693 - 10'°, azaz kb, 26,93 milliard forint tobbletkiadast jelent éves szinten.

a) 0,624 - 0,436 = 0,272. A teljes szavazokord népesség kb. 27,2%-a szavazolt a
gy0Oztes partra.

10610496
b} ————— =39000000.
) 0,624-0,436 000

A jegy ardnak 93%-a jar vissza, azaz 1300 - 0,93 = 1209 forint.

Elegend6 a régi arakat 0,76-dal szorozni, hiszen az 4] ar a réginek 76%-a.

Ha a sziikséges évek szamat » jeldli, akkor igaz, hogy 1000 - 1,06™ = 12 250.
Ebbél - 1g 1,06 = 1g12,25, vagyis n= lgl2.25 = 43,

Igl,06
Tehat kb. 43 év alatt njvekszik fel a megadott értékre az 1000 eurds tSke.

Ha a téglalap oldalait 10 és 25 mm-nek adtik meg, akkor 9,5 < a < 10,5 és
24,5 < b < 25,5. Ekkor a legkisebb téglalap az, ahol mindkét oldal a legrovidebb,
azaz 9.5+ 24,5 = 232,75 (mm?). A legnagyobb téglalap az, ahol a két oldal maxi-
malis, azaz 10,5 - 25,5 = 267,75 (mm?). Azaz a téglalap pontos teriilete e két hatar
kozott van: 232,75 mm? £ T < 267,75 mm2.

(Fontos, hogy ez a tartomany a 10 mm - 25 mm = 250 mm?2-re - bar az eltéigs most
nem nagy, de — nem szimmetrikus. Ez minden hasonlo esetben igy van.)
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a) ]-oo; o[ = R b) 15; 6( ¢) ]-ee; 5]
Abrazolva elébb a két kiinduld intervallumot, majd a harom eredményt:

5 ’2 "
Y 5 5
& s 6
& s 6

b) [5; 6l c) [5; 6]
5 s 5 S 6

a) ]-eo; 5] b), ¢) J-e=; 5[

5 6 ST e

Egyik médon: 6 -6"5% = /6% .36 = V6 -+/36 =62 6= 6° (= 216).

Masként: v6*1? = \/676 =6

1 i
a) 102" = 10%% — 102 = 2

1 i 2 2
b) 4510g2 27 _ (22 )glogz 27 _ 251082 27 - 21022 273 _ 210329 _ 9

logs 8
) 0 ologs8 _ l o8 - (5—1)log58 — 5-logs8 _ 510g58'l —g' = 1
] 5 ]

, 28-8-5° 175
A logaritmus azonossagainak felhasznalasaval: Ig 28

7
. V28-175-8-125 _ I V4900 - 1000
7 - 7 -

, majd innen

70-1000
7

dsszevonasok révén: 1 lg

= 110000 = 4.
93 A 275 B (32)3 . (33)5 B 36 . 315 321

=23 _
812 .30 (34?2 .31 ‘33.310=3T_3 =21

216 915 _ 9150 )=
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a) 1 b) -1

7

1 7Y 49
a) (4)2 = [Z) (_ = 3,0625)

b) A 0 negativ kitevés hatvényait nem értelmezziik, hiszen pl. 0~° formalisan Oiﬁ

1 .,
volna, azaz 6, ami értelmetlen.

\/?ZA+3x/—56+«/E—\/2_:6ﬁ+15\5+2«/§—3\/_:21«/5—x/§.

Az egyenldség nem igaz.

17— 4415 = 4289 — 4240 > 0 az x > Vx fiiggvény szigorian monoton ndve-
kedd volta miatt. Egy pozitiv valds szam négyzetgyike is pozitiv valds szam, ezért
az egyenldségjel bal oldalan 4116 szim pozitiv.

W5-243=45-12<0az x> x fliggvény szigortuan monoton ndvekedd

volta miatt, igy az egyenldségjel jobb oldalan negativ szam alf.

21+1 = L
32

Felirjuk a jobb oldalt is 2-es alapi hatvanyként.

Minthogy 32 = 27, ezért 2+ = 27°.

Az exponencialis fliggvény szigordan monoton volta miatt x+ 1 = -3, amibél

x = —6 adodik. Ez kielégiti az eredeti egyenletet.

1

31+X — ﬁ.
=

3

3l+x =3 2;
e o . 5 7
az exponencialis fliggvény szigorian monoton, ezért I+ x = 5 =x= h
x-1

ARy

2

. - a1 .
Minthogy f——l =1, ha x # 1, az eredeti egyenlet ekkor 27 = > tehat azo-
-X

nossag. Megoldas: az Gsszes valods szam, kivéve az 1-et.
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x—1
(1] = 9. Mindkét oldalt 3-as alapu hatvanyként irjuk fel. 3' "% = 32, Az expo-

nencialis fiiggvény szigorian monoton volta miatt a kitevék egyenlék:
l-x=2 = x=-1, ez kielégiti az eredeti egyenletet.

Vvx -3 =x-3. A négyzetgydk fiiggvény értelmezési tartomanya ¢és értékkészlete
miatt: x —3 =2 0, azaz x > 3.

Algebrai megoldds:

Minthogy x ~3=(~x —3 )? az x > 3esetén, az eredeti egyenlet atirhatd igy:
Vr-3=+x~ 34x— 3, ezt rendezve és szorzatts alakitva Jﬁ(\/ﬁ -1)=0,
ebbil Vx -3 =0 vagy vx—-3 =1,

innen x = 3 vagy x = 4.
Mindkét érték eleget tesz a feltételnek, tovabba az eredeti egyenletben az x = 3 ese-
tén mindkét oldalon 0 4ll, x = 4 esetén mindkét oldal 1.

Megjegvyzés:

1) Uj ismeretlen bevezetésével is célhoz jutunk. @ :=+'x -3, ekkor az egyenlet
igy irhaté: @ = a?, ezt rendezve és szorzattd alakitva a fenti gondolatmenettel
dolgozunk tovabb.,

2) Kezdhetjiik azzal is, hogy az eredeti egyenlet mindkét oldalat négyzetre emeljiik.
A négyzetre emelés dltaldban nem ekvivalens milvelet, mert ezzel az értelmezési
tartomany bdviil, tehat felléphetnek hamis £y0Okok is, Ezért ezt az utat csak akkor
alkalmazzuk, ha nincs mas lehetdség a megoldisra.

A grafikus megoldds az ibrardl leolvashatd.

;|.15 _
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Vd—x=x-4

A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomanya miatt: 4 —x > 0, azaz x < 4.
A négyzetgyokfiiggvény értékkészlete miatt: x-420,azaz x > 4,
E ket feltételnek csak az x = 4 felel meg, ¢s ez a feladat megoldisa,

A grafikus megoldas leolvashaté az abrarol.

logy(x-1)2=2. A logaritmusfiiggvény értelmezése miatt x = 1.
A logaritmus definicioja szerint (x - 1)% = 22 ¢ |y— 1| =2,
Ebbdlx—1 =2 = x=3;

vagyx—1=-2 =  x=-1

Mindkét érték kielégiti az eredeti egyenletet,

log,32 =x,
A logaritmus definicitja szerint;

2% = 32,
2% =23
Az exponencidlis fiiggvény szigordan monoton volta miatt x = 5,

a) A logaritmus alapja x > 0, x # 1. Irjuk fel az egyenletet hatvinyalakban!
2
=64 = x=8§
b) A logaritmus alapja y > 0, y # 1. Irjuk fel az egyenletet hatvanyalakban!
1

-1
== = y=17.
y ~ ¥y

a) A logaritmus értelmezése miatt csak pozitiv szamoknak van logaritmusuk,
ezért z > Q.

-2
1 )
=|= =2 =4,
‘ (ZJ
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b) A logaritmus alapjaa > 0, a # L. frjuk fel az egyenletet hatvanyalakban!
3 4

4
- -5 - 1
a4 =27 & a=273=(3% 3=3‘ﬂ‘=§.

Azokat a pozitiv egészeket nevezziik relativ primeknek, amelyeknek legnagyobb
kozos osztojuk 1. (Azaz nincsenek kézds primtényezdik.)

Az ,akasztofa”-eljarast alkalmazva:  5544|2
. _ 93 22 277212
Eszerint 5544 =27 -3°-7.11. 13862
6033
231|3
77
11i11
1
Mindkét szamot primtényezdk szorzatara bontjuk: G24/2 9802
Eszerint 924 = 2%.3.7 - 1165980 = 2%. 5.7 4622 4902
, v e L. 2313 245\5
Ezért a legnagyobb kozds osztojuk: 7707 49|7
(924; 980) = 2% .7 = 28. 1111 717
1 1

A két szdm primtényezds felbontasit az elézd megoldasban meghataroztuk. Onnan
kiindulva a legkisebb kizds tobbszordsik: [924; 980] = 22.3.5.7%.11 = 32 340.

CHBg=12-182+17-18" +11-18° = 3888 + 306 + 11 = 4205.

Nincs két olyan pozitiv egész szam, amelyre teljesiilne, hogy [a; b] > ab.
Ugyanis [a; #] akkor a legnagyobb, ha « €s b relativ prim, azaz (a, b) = 1.
Ez esethen [a; b] = ab.

Ha a két szam azonos maradékot ad 3-mal osztva, akkor a kiilonbségiik nyilvan
oszthatd lesz 3-mal. Ha kiilonbozot (1-et, illetve 2-t), akkor az Osszegiik lesz harom-
mal oszthatd, hiszen 1 + 2 = 3,

Megjegyzés:

Formalisabban is levezethetd ugyanez. Harom eset lehetséges. Vagy mind a két
szam 1 maradékot ad 3-mal osztva (3k + 1 és 3z + 1 alakuak; &, z € Z), és igy kii-
1onbségiik oszthato 3-mal: 3k + 1 -3z + 1) =3k+1-3z-1 = 3k-3z =3(k-2).
Vagy egyikiik 1, masikuk 2 maradékot ad 3-mal osztva (3m + 1 &s 3n + 2 alakuak;
m, n € L), igy Osszegiik oszthato 3-mal: 3m + 1+3n+2 =3m+3n+3 =

= 3(m+n+1). Vagy mind a két szam 2 maradékot ad 3-mal osztva (3p +2 és
3g + 2 alakuak; p, g € Z), és igy ismét kiilonbségiik oszthato 3-mal:
3Ip+2-3g+2)=3p+2-3¢g-2=3p-3g=3p-q).
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Ha az egyjegyiiek négyzetének végzOdeseit sorra vessziik, akkor minden lehetSsé-
get megvizsgaltunk, hiszen a tobbjegylick négyzetének végzddését is az utolso je-
gyiik hatarozza meg. Eszerint 0, 1,2, ..., 9 négyzete rendre 0, 1,4, 9, 6, 5, 6, 9, 4,
1 szamjegyre végzddik, vagy nagysag szerint rendezve: 0, 1, 4, 5, 6, 9. (Tehat 2, 3,
7, 8 végli négyzetszam nincs.)

A 6 egymas utani pozitiv egész szam Osszege:
a+@+D+@+2)+(@+3)+(a+4)+{a+5)=06a+15.

Ez paratlan szam, tehdt nincsen olyan a pozitiv egész szam, amelyre ez az Osszeg
egyenld lenne 2002-vel.

Megjegyzés:
Hat egymas utan kévetkezd egész szam koziil harom paros, harom paratlan. Ezek
Osszege paratlan, tehat nem lehet 2002,

A hérom szadmkartyan 2, 4 | illetve 6-0s szdm szerepel.

A t5bbjegyli szamok koziil azok oszthatok 4-gyel, amelyeknek az utolso ket jegye-
bél 4116 kétjegyl szam oszthato 4-gyel. A megfeleld végzddésck 24 és 64.

Tehat két ilyen haromjegyl szam keszithetd 624 ¢s 264.

325 51a oszthatd 18-cal, ha a péros és a szamjegyek Osszege oszthato 9-cel. Ezek-
nek a feltételeknek csak az a = 2 felel meg. Tehat a megoldéds a = 2.
Valoban 325 512 = 18 - 18 084,

Megjegyzés:
Felhasznaltuk, hogy egy szam akkor és csak akkor oszthato 9-cel, ha a szamjegyek
dsszege oszthatd 9-cel és azt, hogy [9; 2] = 18.

A szémkartyak [2][31[4][5], a szabadon vélaszthaté szamot jeloljiik a-val.

36 =4-9. A 4 és 9 relativ prim, igy a szdm akkor oszthato 36-tal, ha egyrészt a
szamjegyek Osszege oszthaté 9-cel. Ez csak az a = 4-1e teljesiil. Méasrészt ugy kell
megvalasztani az utolso két szamjegyet, hogy a kapott kétjegytli szam oszthato le-
gyen 4-gyel. A lehetséges végzddések e szamjegykartyakkal 24, 32, 44, 52. Az 6t-
jegyti szam annal nagyobb, miné] kisebb jegyeket hasznalunk fel a szim utolso je-
gyeiben és minél nagyobbakat a szam elején. A legnagyobb szam, amely a fenti je-
gyekbdl all és oszthatd 36-tal: 54 432.

Jeloljiik a legkisebb szamot a-val! Ekkor a feltétel szerint A = a(a + 1)(@ +2) = Tk,
ahol a ¢s k is pozitiv egész szam. A harom szomszédos szam koziil legalabb az
egyik paros és valamelyik oszthaté 3-mal. Minthogy 2 és 3 relativ prim. Az A szor-
zat ezért oszthatd 6-tal. Tehat A oszthaté 7-tel és 6-tal is. Minthogy (6; 7) = 1, ezért
A oszthatd 42-vel.
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3115, Legyen a keresett primszam p. Ekkor a feladat szerint g - % <1, azaz % <l , 3124 ax-bx+a-b=xa-b)+(@-b)=(a-b)(x+1).
A feladatnak megfelelé primszamok: 2,3, 5, 7, 11. 3125, p’- G rp—g=W-p+p+(p_g) = P-q)(p+qg+1)
3116.| Minden 1-nél nagyobb egész szamnak 2 db nemvalddi osztdja van, az | és Gnmaga. 2 2pJab
A keresett szamnak Osszesen 12 db (paros szamu) pozitiv oszidja van = nem négy- 3126 a) a’b =4 Ja_ = a@ : ahol ab > O:
zetszam —> a keresett szam minden pozitiv osztdjanak van egy olyan pdrja, hogy e \/;E ab
két szam szorzata adja a keresett szamot. Allitsuk tehat parba a valodi osztokat! x—1  (x—Dvx—1
2.70=4.35=5.28=7.-20=10-14 = 140 b)J —l: o1 =+x—1. ahol x > 1.
A keresett szam tehat a 140, *
Mdsik megoldds: : 3127.| Legyen az egyik szakasz hossza x, a masik szakasz hossza 5 —x. A feltétel szerint
A megadott osztokat primtényezdkre bontjuk, és ezek legkisebb kizds tobbszorise / x(5—x) = \6. .
adja a keresett szamot. Mivel minkét oldal nemnegativ, a négyzetre emelés ekvivalens miivelet. A kapott

2 , . 1. .
; . ‘ x° = 5x + 6 = 0 masodfokd egyenlet gyokei 2 és 3.
3117, A felltclatel szzennt. . b 11 s Tehat az 5 egység hosszusagh szakaszt 2 és 3 egység hosszisagi részekre kell osz-
a=1lx+ X€ at+b=11{x+y)+
b=11y+3 yeN} a-b=1lx+2)(11ly+3)=11(11lxy+3x+2y)+ 6

tani, ekkor a szeletek mértani kézepe V6.

Tehata + b 11-es osztasi maradéka 5, ab 11-es osztasi maradéka 6. . 3128. 80 m | 160 m 80 m |
118.; 12 és 30 legkisebb kozos t6bbszorise 60, igy 60 méterenként van egymassal szem- — ‘ __ N
ben egy-egy fa, illetve lampaoszlop. Rt [ SR N e I—?‘%LA;TLE)]:(T&
\P\" e a o /\L:’_ .
119, Az 4lliths hamis. Legyen pl. @ = 6, ekkor 9 osztdja a -nek, azaz 36-nak, de 9 nem T T

oszi$ja a-nak, azaz 6-nak. 1
A vonat — perc alatt 160 + 80 = 240 méter utat tesz meg.
3120.| Igazat mondott, hiszen 5
12°-9.12%-27.12 - 108 = 1728 - 1296 — 324 — 108 = 0. ; 1 perc alatt 5 - 240 m-t,

1 ora alatt 60 - 5 - 240 m-t,

121, Az eredmény: x° +y°. vagyis 72 kin-t tesz meg a vonat.

Tehat a vonat sebessége: 72 E

122.] Minthogy (x — y)* = (v — x) %, ezért az eredmény: —x (x — y) . ora

3129, Az x db nyulnak 4x ldba, a (20 — x) csirkének 2(20 — x) 1dba van, tehat

123) p= CFEDEZNTOAY A et szamldljaban x + y Kiemelhets, 4% + 220 -x) = 54
xty 2x = 14, tehdt a nyulak szama x = 7, a csirkék szdma 13.
po XENE-—y+h (x—y), egyszeriisités utin B = x—y+ L —x+y = 1. Tehit csirkébdl van tébb a kertben.
X+ y . . .
Ezek 0t B = 1 minden ol . Ivekr 0 Madsodik megoldds:
TZI?' slzerm; - B r,m',]ke';,? yal} A-re es y-ra, El,mzlyi cxty T) ' Ha mindkét allatbol 10 darab lenne, akkor a nyulak labanak szama 40, a csirkék 14-
ehat igaz, hogy B értéke fitiggetlen x és y értékétsl, hax + y # 0. banak szama 20 lenne, egyiitt 6-tal tébb 54-nél. Tehat nyulakbél 10-nél 3-mal keve-

sebb van. Igy csirkébé] van tobb.
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. A iy
~ Y_‘_N N
-5 -5
3 2

Jelgljiik a teljes utat az iskoldig s-sel! Az Osszefiiggés leolvashatd az dbrarol.

—1‘S+40+l5':5 = 5 =240
3 2

Tehat Jancsi 240 méterre lakik az iskolatol. Az at —;—-ét, azaz 80 métert mar meg-

tett, ekkor 40 méterre van az ut felétdl.

Az elsd kiszolgald 10 perc alatt tudja elvégezni a feladatot, 1 perc alatt a teljes mun-

ka — részét, 6 perc alatt a teljes munka 0 = 5 részet tudja elvégezni.

Az masodik kiszolgald 15 perc alatt tudja elvégezni a feladatot, 1 perc alait a teljes

Lo, . 6 2 , . . .
munka G reszet, 6 perc alatt a teljes munka 5 = 3 részét tudja elvégezni.
Tehat egyiitt 6 perc alatt el tudjak végezni a munkat, igy igazuk van.

A feltete] miatt a két szdm 8x és Sx. Kiilonbségiik 3x = 90 = x = 30
Tehat a keresett két szam 240 és 150,

A buza 3x, az arpa 2x, a zab tdmege x tonna. Bz 6sszesen 420 tonna.
3x+2x+x =420 = x =70
Tehat 210 tonna bazat, 140 tonna arpét és 70 tonna zabot termeltek.

Fizetésnél x db 5 forintost és 2x db 10 forintost adtunk, ezek értéke:
Sx+2x-10=200 = x =8
Tehat Osszesen 8db 5 forintosra és 16 db 10 forintosra volt sziikségiink a fizetésnél.

1
-5
Jeldljiik a teljes utat s-sel! Az at els6 felét ¢ = 2 —S—,
70 140
1
=5
a masodik felét ¢, = 2 - 20 oOra alatt tette meg a vonat. Az egész Utra szami-
tott atlagsebesség: v = LI i =5 = @ = 64,6 (k_m)
hHt, s s 13013 h
140 120 840
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Az elsd kenyérbol 0,75 kg ara 180 - 0,75 = 135 (Ft), a masodik kenyérbésl 0.5 kg
dra 260 - 0,5 = 130 (Ft). Azaz a masodik helyen fizetek kevesebbet.

Az eredeti 4ar x Ft. Csokkent értéke 0,8x Ft, az 0j ara 0,8 “x = 0,64x (Ft).
Az 11 tulajdonos tehat az eredeti ar 64%-aért jutott a géphez.

8%-0s kamat(lab) mellett egy év alatt a bankba tett Gsszeg 50 000 - 1,08 Fi-ra né.
A harmadik év végére a felndvekedett Ssszeg 50 000 - 1,08 Ft = 62 986 Ft.

Az adott varosnak 2 évvel ezeldtt x lakosa volt.
x-1,03-1,04 =42 848 = x = 40000
Ha a blaz ara x Ft volt, akkor el8szor 0,7x lett az ara, majd utina 50%-kal csokkent,

1
akkor 0,35x lett. Ez 1750 Ft, azaz x = 07—;’(5] = 5000 (Ft).

Ellendrzés:
5000 Ft 30%-a 1500 Ft, tehat eldszér 3500 Ft lett az ar, majd ennek a fele 1750 Ft
lesz.

A két szam x és 37 — x. Ha x a nagyobb szam, akkor kiillénbségiik x — (37 —x) = 5.
Ebbol x = 21.

A keresett két szam 21 és 16. Ezekre a feltételek teljesiilnek.

Az egyenlet diszkriminansa donti el, hany valds gyGke van az egyenletnek.

a) D=87-4.4.4=0,tehat az egyenletnek 1 valds gyke van.

b)D =4%-4-8-4 <0, teht az egyenletnek nincs valos gydke.
¢)D=4%-4.8-(-4) > 0, teht az egyenletnek két kiilonbézd valos gydke van.
Jeldlje a keresett szamot x; x > 0.

X - l = 2,1, amivel ekvivalens: X% - 2,1x-1 = 0.

x
Megoldoképlettel 2,5 és —0,4 adodik, de a negativ gyék nem eleme az alaphalmaz-
nak. A keresett szam tehat a 2,5.

Ellendrzés:

1
2,5~-—=12,5-0,4=2,1, ahogyan a feladat szévegében szerepel.

b
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3144 x”+2x--3<0, xe Z . Szorzatta alakithato (gyoktényezés alak):
{x+3)(x-1) £ 0. Az x lehetséges ¢rtéket a grafikonrol is leolvashatok.

1) A méasodfoku tag el$jele pozitiv,

ezért az x > x~ + 2x — 3 fiiggvény-
nek minimuma van, gratikonja az x

tengelyt x=1 és x =-3 helyen
metszi. A grafikonrdl leolvashatd,
hogy a megoldas:

-3<x<1, xeZ,tehat
-3,-2,-1.

2} A két tényezét kiilon fliggvénynek
x> x+3, illetve x 5> x-1) te-
kintve dbrazoljuk. A masodfoka
fiiggveény ott vesz fel negativ értéke-
ket, ahol a két els6foki fiiggvény he-
lyettesitési értékei kiilonbozé eldje-
liiek.

A megoldas: —3, -2, —1.

IR a>0, b>0
1i.

Egyik megoldds:

Osszeszorozzuk a két egyenlet megfelels oldalat
a’ = 64

O<a=8, b=4

Ezek a feltételeket kielégitik, tehat ezek a megoldasok.

Mdsik megoldas:

A IL-bol kifejezziik a-t, majd behelyettesitjiik 1.-be:

a=2b
267 = 32

b% =16
O<b=4, a=8.
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Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat 4-gyel!
2% +5x-12=0

54457 —4.2.(=12) -5:+11
B2 = 2.2 T4

Az egyenlet gydkei 1,5 és -4,

A bal oldalon emeljiink ki x-et: )C(JC2 -x=-2)=0.

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha tényezdi kozott van (. Tehat
x=0 v x*—x-2=0.

A masodfokii egyenletbdl megoldoképlettel 2 és —1 adodik.
A megoldashalmaz tehat: {0; 2; -1},

|x—4] =2

Az abszolat érték értelmezése alapjan,
x-4=2 = x=6
x—-4=-2 = x=12

A grafikus megolddst az y = |x -4
és az y =2 egyenletil gbrbe kizos

pontjainak az abszcisszaja adja.

Megjegyzés:
A szamegyenes 4-es pontjatol 2
tavolsagra a 2 és a 6 van.

sinx = cosx; [0;2x[; ) )
cos x = 0 egyenlet nem ad megold4st (ugyanis a sin” x +cos” x = 1 miatt sin x €s
cos x nem lehet egyszerre 0). Ezért oszthatunk cos x-szel.

sin x 1 = ¢ 1 = x id X >

= X = =, = —
COS X g L7y 2 4
Megjegyzés:

1) Ha a megoldast a két oldal négyzetre emelésével kezdjiik, akkor ,.hamis” (vagy
Ljovevény™) gyok is fellép, amit visszahelyettesitéssel zarhatunk ki,

2) Ha a két fiiggvényt kozos koordinata-rendszerben abrazoljuk, ezek grafikonjardl

is leolvashatok a kiizds pontok koordinatii. Utdna behelyettesitéssel ellenGrizni
kell, hogy helyes értéket kaptunk-e.
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3150, sin(x L
2
Tom
x Y = E+2k;rx = x = 7+ 2km, ahol k egész szam.
Megiegyzés:

. . i .
[y Minthogy sm(x - EJ = —cosx, ezert lehetett volna az eredeti helyett a

cos x = —1 egyenletet megoldani.

2) A grafikus megoldas az abrardl olvashato le.

tg| x+ = = -1
& 3

@ 3
x+ 3= Zn-l« km = x= 1—52—:r+ km, ahol k egész szam.

T 2
=-4kr=zx= 53’1"1- 2km, ahol k egész szdm.

o 2
Példaul: PI[O; 5] P{—%; 0]; P(-1-1).

3154, A legegyszeriibben megtaldlhato (kitalalhatd) pontok:
P(100; 1); Po(100; —1); P4(101; 0); P4(99; 0).

3155. A P(x; 3) pont koordinatait az alakzat egyenletébe helyettesitve igaz kijelentést ka-

punk: x% —x+3%+3_24 = 0, vagyis igaz, hogy x* - x— 12 = 0,
Megoldokeplettel kapjuk P lehetséges elsé koordinatajat: 4 vagy - 3.
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A megoldas: -7, -6, =5, —4, -3, -2, —1. Ez hét érték.

2(10x + 5)-3(15x - 5) > 30
20x+ 10 -45x + 15 > 30

‘ —25x> 5
X< ——

5
Az egyenlotlenség legnagyobb egész megoldasa: —1.

Az eredeti torteket tizedestortre atvaltva kapjuk: 0,6 < 3 < 0,8. gy leolvashatjuk,
X
hogy az egész szamok koziil csak a 4-re teljesiil az egyenl6tlenség.

Mudsik megoldas: )
Az egyenlétlenség csak pozitiv x-ekre teljestithet. Igy mivel mindharom oldal pozi-

tiv, vehetjiik mindharom oldal reciprokat. Mivel pozitiv szamokra az x — 1 fiigg-
veény szigordan monoton fogyo, ezért a reciprok-képzésnél az egyenlc’itlenséfs;jel ira-
nya megfordul: % =z % > Z = 4.52x>3,75.

Az egyenldtlenségrendszer egyetlen egész megoldasa a 4.

Tovabbi megoldds:
Hozzuk k6z6s szamlalora a torteket!

24 24 ., ,
Z'ﬁ < < — = xcsak pozifiv egész lehet = 36 2 8x > 30 = 4,5 2 x > 3,75.

36~ 8x 30
Mivel x egész szdm, ezért x = 4,

Alakitsuk at a torteket tizedestort alakra!

~0,428 571 < x < -0,285 714
Az egyenlétlenségeket kielégitd raciondlis szamok példaul:

-0,41; -0,4; -0,39111; -0,38 = —%; —0,37 sth.

Muasik megoldas:
Hozzuk kézos szamlaléra a torteket!

——<x<——
14 21

Az egyenlGtlenségeket kielégitd racionalis szamok példaul:
6 2 6 3 6 6 1 6 6 12

R T Tt v S Tt e T Y-t 7
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3160.] Vonjunk ki mindkét oldalbol x-et!

28 28 =19,6.)
0 < x, tehat a pozitiv valos szamokra igaz az egyenl6tlenség. M = R™, 165, <) (40 em T

MeL| x< -2 v x> 2. A megoldashalmaz: J--ec; —2{ 1 12; 400 3166 (T, =14-12.-T=168-T)
3162.; Egy t611: akkor negativ, ha szamlaloja ¢s nevezdje ellentétes eléjelit. Mivel az adott 167.] d) (Az Otvizet egyes részeiben ugyanannyi az alkotérészek aranya.)

tort szamlaloja pozitiv, ezért a nevezdje negativ, tehat 4 —x < 0 < x > 4 értékek- ‘

re teljesiil az egyenlotiensce, A megoldashalmaz: J4; oof. 168.| a) (R0%-ot kaptak a tarsak, a 20%-nak a 2 részét, azaz 15%-ot pedig Robin Hood.)
3163, cos2x <1

Minthogy minden x valos szamra cos 2x < 1, cos 2x < 1, ha cos 2x # 1. ' 3 o 5
c0s 2x = 1, ha x = oz we 7 , 3169.] a) (A 75% helyett 4 -rész is mondhato.)

Megoldas: az 8sszes valos szam, kivéve a fiiggvény maximumbelyeit: .
azaz a megoldashalmaz: R\ {nz | n € Z}. : 3170, ¢) (Igaz, hogy 4 m szdvet 2000 Fi-tal dragabb, mint 4 CD lemez, de nem tudjuk a

CD-lemez arat, igy azt sem, hogy 2 CD lemez mennyit érhet.)

1’71. a) {Mivel x honap alatt a 10, a kecske és a juh rendre x, % % kocsi szénat eszik

6
meg, tehat x + g— + o 1. Ezt a felsoroltak koziil csak az elsd szam, a 11 tesz

igazza.)

31720 c) (A szdveg szerint van hét- és Otpettyes katicabogar is, ezért a) és e) nem lehetsé-
ges: b) még hétpettyesbdl is kevés és e) még Gtpettyesbdl is sok lenne.)

3164, sin2x =1

x:]g}g‘ggt rcr:;]? zns‘if::l;i S_zaln;r; sin2x < 1, a szinuszfiiggvény értékkeszlete miatt 173.| b) (A zongoristanak 2, a zongoranak 3 1aba van; a 2x 4+ 3y = 17 egyenletnek egyetlen
& T ’ megfeleld (x = y > 1) megoldasa a (4; 3), tehat csak egyetlen zongoranal jatszhatnak

2x = g-ﬁ- 2kr = x= %a‘:+ km, ahol k € Z. négykezest.)

il

174.] e) (A didkok szdma oszthatd 4-gyel és 7-tel, ezért 28-cal is. A tanitvanyok szama
tehat legaldbb 28.) :

[

[

175. d) (% -(16+100) =16+20 = 16=92)

i

176.) e) (A beirhato szamjegyek: 1;3;5; 7, 9.)

s

1_7_7; b) (A legnagyobb kbzés osztdjuk 12; ennek minden pozitiv osztdja kozds osztdja a
két szamnak, de tobb nincs.)
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3178, ¢)(Haaz alap és a kitev is pozitiv egész, akkor a 6-ra végzdd6 szamok minden hat-
vanya 6-ra végzddik, a 9-re végz6dbek minden paratian kitevéjii hatvanya is 9-re
végzodik.)

¢) (A 34 989,6 az eredeti szdm 0,61-szorosa.)
d) (9 l ANYU, tehat a szdmjegyeinek Gsszege is oszthatd 9-cel.)

b) (Ugyanis (V2 ~D(v2 +1) =2 -1 =1,

a-b a+b g-p 2a
+

a+b a+b a+b a+d’

&) (J(@-5)* =|a—p|= b —d.)

d) (Rendezés és kiemelés utan az egyenlet (;c2 =~ 1(2x+6) = 0 alaku lesz.)

¢} (Egyszeriisités utan: 1+

)

b) (Elsdfokd egyenlet.)

d) (A ,,sz0kdsos” b2 - dac-ben a b helyébe most 1-et, a ¢ helyébe pedig b-t kell irni.)
1 1Y
¢) (x? +—?=(x+H) —-2=14"-2=194)
X x

a) Az allitds hamis, példaul 12 oszthaté 4-gyel, de szdmjegyeinek Osszege nem
oszthato 4-gyel.

b) Az allitds hamis, példaul 12 oszthatd 4-gyel, de nem oszthaté 8-cal.
¢) Az allitas hamis, példaul 12 oszthaté 4-gyel, de a szam nem 4-re veégzidik.

d) Az allitas igaz. Bérmely 100-nal nagyobb egeész szam felbonthatd két szam 6sz-
szegere, pl: 1356 = 1300 + 56, a 100-za] oszthatd sziam oszthatd 4-gyel is és ha
az eredeti szam oszthaté 4-gyel, akkor az eredeti szam utolsé két szamjegyébdl
alkotott kétjegyii szam is oszthaté 4-gyel. A 100-nal kisebb szamokra értelem-
szertien teljesiil az allitds.

) Az dllitds hamis, példaul 12 oszthaté 4-gyel, de se nem 4-re, se nern 8-ra végzbdik.

—
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a) Az allitas hamis, példau! 12 és 24 legnagyobb kozis osztdja 12, amely nem
Kisebb 12-nél.

b) Az allitds igaz, mivel a legnagyobb kizds osztd osztoja mindkét szimnak, ezér
a szorzatuknak is osztéja lesz.

¢) Az allitas hamis. Két kiilonbszé pozitiv egesz szam legnagyobb kozds osztdja
mindig kisebb, mint a ké{ szam legkisebb kozis tobbszorose, mert ha
a | b = a < b. Mivel (a; b) [ [a;8) = (a; b) < [a; b]. (Egyenldség csak a = b
esetén all fenn.)

d) Az allitas hamis. Ha a két szém relativ prim, akkor a legnagyobb kdzés 0sztojuk
1, peldaul 2 és 3 relativ prim és (2; 3) = 1.

e} Az allitds hamis. pl: 12 és 18 legnagyobb kozds osztdja 6, de 6 nem oszthatod
példaul 9-cel (s6t 12-vel és 18-cal sem),

A helyes vilasz a .b".
Egy szam akkor oszthaté 9-cel, ha szamjegyeinek dsszege oszthatd 9-cel.

a) Az Allitas hamis, példaul 12 és 24 legkisebb k6zos t6bbszirtse 24, tehat nem
nagyobb mindkét szamnal.

b) Az allitas hamis. Példaul [3; 4] = 12, de 4 < 12.
c) Az allitds hamis. Példaul [3; 4] = 12, de 3 < 12:4 < 12.

d) Az allitas igaz. Két pozitiv egész szam legkisebb kozos tobbszérise legalabb ak-
kora, mint a két szam kéziil a nagyobb.

¢) Az dllitas hamis. Példaul [3; 4] = 12 = 3 . 4, {Ha a két szédm relativ prim, akkor
legkisebb kozos tébbszérasiik a két szam szorzata.)

a) Az 3llitds hamis. Minden @ < b pozitiv szamokra igaz, hogy a < Jab < b.
(Ez utdbbi egyenlétlenségek mindharom oldal negyzetre emelésével bizonyitha-
tok. Mivel mindhdrom oldal pozitiv, ezért a négyzetre emelés ekvivalens miive-
let, az egyenl6tlenségjel iranya nem fordul.)

b) Az allitds hamis. PL. 4 és 9 szamtani kizepe 6,5; mértani kdzepe 6, de 6 < 6,5.
¢) Az allitas hamis. Két pozitiv szém mértani kézepe is pozitiy.

d) Az allitas igaz. Két pozitiv szdm mértani kozepe legfeljebb akkora, mint a szam-
tani kdzepiik. Egyenléség csak akkor 4li fenn, ha a két szam egyenld. (Tt kiilon-

o . , . o [ ath
bdz6 pozitiv egész szamokrol van §20), tehat ab < 7

€) Az allitas hamis. x # y esetén az x és y mértani kodzepe mindig kisebb, mint a
szamtani kézepe.
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e) (Természetes szam négyzetgydke vagy egész — ha négyzetszam — vagy irracio-
nalis.)

b) (A normalalak definicidja miatt.)

e) (A definicio miatt.)

¢e) (A definicio miatt.)

a} (A definicid miatt.)

b) (Kiszamolva ennyi jon ki.)

d) (A definicié miatt.)

d} (Ez a szorzas elvégzésével eliendrizhetd nevezetes azonossdg.)
¢} (Ez a szorzas elvégzésével ellendrizhetd nevezetes azonossag.)

b) (Kiszamolva ennyi jon ki.)
10 1
d) (3ﬁ =3,1408 < w=3,1415 < 37 = 3,1429.)

¢) (Kiszamolva ennyi jén ki.)

FUGGVENYEK

6.3. Fiiggvények

Ha az értelmezési tartomany véges, lehet tobb elemii, mint az értékkészlet, mert kii-
16nbtz6 értelmezési tartomanybeli elemekhez ugyanazt az elemet is hozzarendel-
hetjiik. (Példaul a [0; 5] zart intervallum egész szamaihoz rendeljiik hozza a 10-et.)
A véges értelmezési tartomanynak azonban kevesebb eleme nem lehet, mint az ér-
tékkészletnek, hiszen minden egyes értelmezési tartomanybeli elemhez csak egy ér-
tékkészletbeli elemet rendelhetiink hozza. (Masképp: az értékkészletnek nem lehet
tobb eleme, mint az ériclmezési tartomanynak, hiszen kiilonbozd értékkészletbeli
elemekhez nem tartozhat ugyanaz az értelmezési tartomanybeli elem.)

2

*

b

Pl
L |

Példauligy: N={0; 1; 2, 3; 4
ONOREROREN N
;-1 2,2

Ed

¥

Z={0 ;
Semmilyené, hiszen ekkor egynél tobb (méghozza végtelen sok) érték tartozna
ugyanahhoz a helyhez, és éppen azokat a hozzarendeléseket nevezziik fiiggvények-
nek, amelyekben minden helyhez csak egy érték tartozik.

A fiiggvény érielmezési tartomanya R\ {0}, ezen a y
konstans O fiiggvénnyel egyezik meg, képe tehat egy, 1t
az x tengelyre illeszked6, de az origoban ,lynkas”
egyenes. — —
-1 1 x
-1t

. b
Az egyenes aranyossagé 2a, a forditotté 5

$
Azaz mint varhato volt, a kiszélesedett szakaszon lassabban, a keskenyebben

a) A feltétel szerint 80 - 3 = 50v = 100w, ahonnan v = 4,8 (EJ ésw=124 (E)
8

gyorsabban (2.4, illetve 4,8 n sebességgel) folyik a viz.
8

b) Ahol a sebesség 6 E, ott a keresztmetszet legyen A cm?2.
8
Ekkor 6A = 80 -3 = 240, azaz A = 40 (cm?).
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a) A négyretgydkfiiggvény értelmezési tartoméanya a nem-negativ valos szamok
halmaza.

R
Vx

mezési tartomanya miatt x # 0. Tehat a tortkifejezés értelmezett, ha x > 0.

) vO6—x.
A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomanya miatt 6 —x 2 0 = x < 0.
Tehat az értelmezési tartomany a 6-nal nem nagyobb valds szamok halmaza.

b) . A négyzetgyokfiiggveny értelmezési tartomanya miatt x > 0, a tOrt értel-

a) V3* —9. A négyzetgyok értelmezése miatt: 3° -9 20, 372 3%
Az 1-nél nagyobb alapi exponencialis fiiggvény szigoraan monoton no, ezért
x = 2. gy az értelmezési tartomany: [2; +eo[.

b) V9 —3*. A négyzetgyok értelmezése miati: 9-3720, 37<3 2

Az 1-nel nagyobb alapu exponencialis figgvény szigorian monoton nd, ezért
x £ 2. Igy az érlelmezési tartomanya: ]—e<; +2].

a) lg (x — 2). A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomanya miatt
x-2>0 = x>2.

b) Ig (2 — x). A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomanya miatt:
2-x>0 = x<?2.

1 . PR .
¢) ————. A logaritmusfiiggvény értelmezési tartomanya miatt: x > 2, a tort ér-

lg(x - 2)
telmezési tartoranya miatt g (x —2) # 0 = x-2 2 1, azaz x # 3. igy a toriki-
fejezés értelmezési tartomanya: J2; 3[ w 13; +ool.

fr x> —;-{x—4|+1
fO) =2, f(-2)=4
o) —f(-2) = -2.

B x> 27 -4 - 6;
W2) = -6, hi-1)=12;
2} + hi—1) = 6.

g x+—>2x“l;
g5 =16, g3 =4

1 1
E(g(S) -g(3))= 5 12 = 6.
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frxmxi-2
F4) = 62, f(-2) =-10;
f@-f=2) =72

fiox g 2x;
f@) =0, f[%):—«/?;

Fla)+ f(-gfj = ~3.

frxlog(x-3)+2;
[ =4, fa1) =5;
fMH+f(11) =9

Utébbi az elébbinek az y tengely mentén pozitly iranyba (,fliggdlegesen felfele”) 2
egységgel eltolt képe, hiszen minden adott x helyen az eredeti ért¢knél 2-vel na-
gyobb az éricke.

Utobbi az elébbinek az x tengely mentén negativ iranyba (,,vizszintesen balra™) 2
egységeel eltolt képe, hiszen ugyanazokat az értékeket 2-vel kisebb x helyen veszi
fal az utobbi, mint az elsé.

Utébbi az elébbinek az v tengely irdnyaban 2-szeresre ,,megnyujtott” kepe. Minden
x helyen a felvett fliggvényérték kétszer akkora, tehat a grafikon minden pontja
,fliggblegesen” kétszer akkora tavolsagban van az x tengelytdl, mint az eredeti
fiiggvény eseteben.

Megjegyzés:
Egy 2 aranyu, x tengely tengely(i meréleges affinitasrél van 5z0.

Utébbi az eldbbinek az x tengely mentén felére ,Osszenyomott” képe. Minden y er-
téket fele akkora x helyen vesz fel a fiiggvény, tehat a grafikon minden pontja WViz-
szintesen” fele akkora tdvolsagban van az y tengelytdl, mint az eredeti fiiggvény
esetében.

Megjegyzés:

Eey 0,5 ardnyt, y tengely tengelyil merSleges affinitasrol van §z0.
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3224.] Az egyketted alapu exponencia- 3229.] A két grafikon egymas tikkorképe az | y ok 2x e
. I Rk x . Y . . 12____ i y— SRR
lis fliggvény grafikonjat kapjuk. y = x egyenesre mint tengelyre. Pél- SOl
déul x — 2% és x > log, x. 107

frxPNx+4

g x> Jx+ 4 Az értelmezési tartomany azon elemét, amelyhez a fiiggvény a 0 értéket rendeli

I hozza. (Azon x € D, amire f(x) = 0. Képszerlien; a grafikonnak ezen a helyen az x
tengelyen 1évé pontja van — de nem ez a definicid!) Ebbél lehet nulla (pl. x — 2),
egy (pl. x — 2x), akarhany véges szamu (pl. megtelel6 hatvanyfiiggvények), vagy
végtelen sok (pl. x — sin x} is.

=543 2 o 0

x 3231 A fiiggvény minimuma az ériékkészlet legkisebb eleme. Ez pem feltétleniil létezik
P {pl. x = 2x); de ha van, akkor egy van beldle, egyértelmd (pl. x = sin x esetén a
i —1). A minimumbely{ek) az értelmezési tartomany azon eleme(i), ahol a fiiggvény

3226. Az értelmezési tartomany elemeihez hozzarendelt értékek halmazat, a felvett y ér- az emlitett minimumot felveszi. (Mint a fogalmazas is jelzi, ebbél lehet egy (pl.
tekek Osszességet. \ x > x°), t6bb, de véges sok (pl. x > x* —x7), vagy akér végtelen sok is (pl. éppen
) ) a szinuszfiiggvény esetén). Persze, ha nincs minimum, akkor minimumbely sincs.

3227.| Amelynek értelmezési tartomanya szimmetrikus az origéra (azaz V x € D esetén De ha van minimum, akkor legalabb egy minimumhely is van.)

' —x € D), és amelyre igaz, hogy (paros esetben): a filggvény ellentett helyeken azo-

nos érteket vesz fel, azaz f(-x) = f(x); (paratlan esetben): a fiiggveny ellentett he- 3232, A fliggvény maximuma az értékkészlet legnagyobb eleme. Ez nem feltétleniil léte-
lyeken ellentett értekeket vesz fel, azaz f(-x) = ~f (x’). (Kepszertien: a fiiggveny zik (pl. x > 3x); de ha van, akkor egy van beldle, egyértelmi (pl. x - cos x esetén
grafikonja szimmetrikus az y tengelyre, illetve az origbra — de nem ez a definicio!) az 1). A maximumhely(ek) az értelmezési tartomany azon eleme(i), ahol a fiiggvény

az emlitett maximumot felveszi. (Mint a fogalmazas is jelzi, ebbél lehet egy (pl.

x > —|x|), t&bb, de véges sok (pl. x > x? —x%), vagy akar végtelen sok is (pl. ép-
pen a koszinuszfiiggvény esetén). Persze, ha nincs maximum, akkor maximumhely
sincs. De ha van maximum, akkor legalabb egy maximumbhely is van.)

Amelyhez talalhatd olyan p valos szdm, hogy Vxe I esetén x+pe D, és
Flx + p) = fx), azaz a figgvény barmely helyhez képest p-vel ,,odébb” ugyanazt az
értéket veszi fel. (Keépszerden: a fiiggvény grafikonjat p-vel eltolva az x tengely
mentén, ,,vizszintesen”, az onmagat fedi — de nem ez a definicio!) Ha van egy ilyen
b, persze végtelen sok is van, hiszen p barmely egész szamu tébbszdrose alkalmas.
Ha a végtelen sok megfeleld szam kozott van legkisebb pozitiv, akkor ezt nevezziik -

A fiiggvény szigortian monoton novekedd, illetve csékkend, ha az értelmezesi tar-
a filcevény periddusanak toméany barmely két eleme koziil a nagyobbhoz nagyobb, illetve kisebb fliggvény-
BEVERy P e ‘ ‘ érték tartozik; azaz a, b € D és a < b esetén fla) < f(b), illetve f(a) > f(b).
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3234 x> —|x-2{+2

3237,

. ey

FUGGVENYEK

Ertékkészlete Jeo; 21

x> 2% x—=logyx

A két grafikon egymas tiikdrkepe az
y = x egyenesre vonatkozolag (ha
mindkét tengelyen ugyanakkordk az
egységek).

X yx+l x> Al-x
Mindkét grafikon a (0; 1) pontban metszi az v tengelyt.

A fliggvény zérushelyeit az xP-2x-8=0 egyenlet gydkei adjak.
Ezeket meghatarozzuk megoldoképletiel vagy szorzatta alakitassal.

(x—4)(x+2) = 0. A szorzat pontosan akkor zérus, ha valamelyik tényezdje zérus.

Zérushelyek: x =4, x=-2.
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i —(x+2x-4

A fenti (gyoktényezds) alakbol kiolva-
sott zérushelyek x =-2 és x =4. A
szélséértek helye ezen értékek szamta-
ni kozepe, x = 1, értéke 9.

E masodfoku fiiggvény masodfokn tag-
janak egyiitthatdja negativ, ezert maxi-
muma van.

glx) = x?-2x-3

A gyokoket megkaphatjuk megoldoképlettel vagy szorzatta alakitdssal.

2(x) = (x—3){x + 1). Ebbol kiolvashatok a zérushelyek: x = -1 és x = 3. Ezek
szamtani kozepe adja a szélséérték helyét: x = 1. E masodfoku fiiggvény masodfo-
ku tagjénak egyiitthatdja pozitiv, ezért a fiiggvénynek minimuma van. A minimum
érteke g(1) = —4.

Madsik megoldds:
Megoldhato a feladat teljes négyzetté kiegészitéssel:
glx) = (x— 1)2 _ 4. Ebbd! kiolvashato a szélséérték helye (1) és értéke (—4) is.

Zérushelyek: kn; ke Z.
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L ) i TR S s S Ut RE s Rl S S SN SR ERIPAUES Bt II. A bal oldalt szorzatta alakitva: (x — 1){x + 1} < (x + 1), majd rendezve és a k-
b RIS ERTITR STRN P HPRT NI R z0s tényezot kiemelve kapjuk: (x + 1)(x—1-1) < 0,azaz (x + D{(x—-2) < 0 *,

Egy kéttényezds szorzat pontosan akkor negativ, ha a tényezok kiilonboz6 eldjeliek.
Ennek megallapitasa tObbféleképpen lehetséges.

a)Hax+1>0,azazx>-1ésx-2 <0, azaz x < 2, tehat -1 < x < 2, vagy ha
x+1 <0,azazx < -1ésx~2 >0, azaz x > 2, ezeket egyszerre kielégitd x ériék
nincs. A megoldas tehdt —1 < x < 2.

Maximumhelyek: 2kz; ke Z.
b) A "-0s szorzat €nyez0ibol a két zé-
rushely kiolvashaté: x=-1 és
x = 2. Minthogy a masodfokt tag
egyiitthatdja pozitiv, a fliggvénynek
minimuma van. Ezek alapjan a gra-
! fikon vazlatosan elkészithetd. A
grafikonrol leolvashatd a megoldas.
(Itt nincs szerepe annak, hogy
mennyi a minimum értéke, tehat a
grafikon elkészitéséhez ezt nem kell
kiszamitani.) Negativok a fiigg-
veényertékek a két zérushely kozott,
A megoldds tehdt: -1 < x < 2.

3242_. Zérushelye: 1;
szigorian monoton ndvekvé,

Nincs zérushelye,

szigoruan monoton csdkkend. — . .
¢} Abrazoljuk a *-os szorzat tényezdi-

nek megfeleld x> x+ 1 és az
x> x—2 elsofoku fiiggvényeket
kozos koordinata-rendszerben, a
megoldas a grafikonrdl leolvashato.

Abrazoljuk k6z6s koordinata-rendszer-

benazf: x> _x*_5ésa
g x> 3x -1 fiiggvényeket. Az abra-
e rol leolvashatd, hogy f(x) < g(x) min-

3 x-1<x+1 den valés szamra teljesiil.

Tobbféle megoldas is lehetséges:

I. A két oldalon szerepld kifejezés-
nek megfelelé fiiggvényeket kdzds
koordinata-rendszerben abrazolva
leolvashato a megoldas.
-l<x<?2
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Mdsik megoldds: ey y RN ‘ 3248.| Az 4braalapjan az egyenldtienség meg- |
Az egyenlétlenség ekvivalens a _x* - 3x-4<0 I S IR IR f oldasa -2,2 < x £ 4,2,

egyenldtlenséggel. A —x*—3x-4 =0 egyenletnek . 3! _2 _5.1 Y 1 : e

nincs valos gyoke (a diszkrimindns negativ) = a =t 1 Ao
B x> —x2 - 3x— 4 fiiggvény grafikonja egy olyan - - 21

lefelé nyitott parabola, melynek nincs zérushelye =

TR A =
minden fliggvényérték negativ — az eredeti egyen- R
16tlenség megoldasa: R. SR AT

3246.] A megoldashalmaz: ]0; 0,5[.

= g 5‘5:;.,';

) =

3247. Az abra alapjan az egyenlétlenség meg-
oldasax < 1.
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1-3; 3],
[-6; 2].

-l
I

Maximumhely: —1; minimumhely: 3; zérushely: L.

A kettes alapu logaritmusfiiggvény grafikonjanak részlete lathato az abran.
log, 0,25 = —2, tehat —2-t rendel a 0,25-hoz.

Az egyharmad alapu exponencialis fiiggvény grafikonjanak részlete lathato az ab-
1 x

ran (a —1-hez a 3 fiiggvényérték tartozik). (5] =9 & x=-2.

Csak két grafikon sziikséges a megoldashoz: a ,sarga parabola” és a ,.z0ld egye-

nes”. M = [-3; 0].

Példaul: 2cos x = 2 + 2sin x,

M= {2:«;:; —§—+ Zmﬂ}; k,m e Z.

Az a sorozat szamtani sorozat, amelynek a masodiktol kezdve minden tagjat ugy

kapjuk meg, hogy az el6zd taghoz egy allandé értéket (a differenciat) hozzaadunk
(nz2a,=a,_,+d).

Az n-edik tag a,, = a, + (n — 1)d, az els6 n tag Osszege pedig
-1 +
Sn=n-al+n(n )d=a1 a”-n
2 2

Ha a szbgek egy szamtani sorozat egymds uténi tagjai, akkor, f-val jelSlve a kdzep-
s6 tagot, a masik két tag: = f— 6, illetve y = f+ 4.

Figyelembe véve, hogy a haromszdg belsé szogeinek Osszege 180° kapjuk, hogy
f = 60°. Tehat Szabolcs igazat mondott.

A szamtani sorozat elsd &t tagja: aj, ay, ..., ds.

as-a; =12 L

as+a; =22 11.

A I1.-bol kivonva az L-t: 2a, = 10, ebbdl g = 5

as = + 4d

as—a;=4d 1L

101, és az 1. egyenletet figyelembe véve d = 3 adodik.

A sorozat elsd 6t tagja 3, 8, 11, 14, 17. Ezekre teljesiilnek a feladat feltételei,
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Mesként:
as—d) = 4d, d=3

+
a3=“1—2‘35—:11,

tehat a tagok: 11 -6 =35, 11-3=8; 11; 11+3=14; 14+3 =17

Az a sorozat mértani sorozat, amelynek a masodiktol kezdve minden tagjat Ggy
kapjuk meg, hogy az eldzé tagot egy allando értékkel (a quotienssel vagy magyaros
irasmodban: kvocienssel) megszorzunk (n 2 2: g, = a, _; - g).

Az n-edik tag a, = a; -q"~ ' az elsé n tag Gsszege pedigg = l esetén S, = n - ay,
g —1
g-1’

g = lesetétn S, =g

Mivel a, = a; - g €s ag = a g, ezért ag=a, - q4, azaz 12 =3 -¢", amibél
g% =4 Mivel ajq = ay - qg, ezZeért ayy = dg - g, vagyis ajg = 12 - 4 = 48,

Masik megoldds:
Mivel az ag-hoz képest a, és a;, szimmetrikusan elhelyezkedo tagok a sorozatban,
2 2
. 12 1
igaz, hogy aé =a, - aj, Ekkor g, = S _ 2 - 1a4 = 43,
a, 3 3

El8bb megvizsgaljuk, van-e olyan mértani sorozat amelynek a V2 . 2, 8 egymas
uténi tagjai. Minthogy teljesiila 27 = V248 , 1gy van olyan meértani sorozat, amely-
nek e harom szam (egymas ufani) tagja, ennek a hinyadosa g = \/5 .

Megjegyzés:

Megoldasok még példaul a V2 -ttartalmazé, 42, %2, stb. hanyadosi sorozatok is.

V2 =44, 48, 416 =2, 432, Y64 = 3.

Ilyen modon végtelen sok olyan mértani sorozat képezhetd, amelynek egyik tagja
2, ettd] szimmetrikos elhelyezkedo tagok «/5 illetve \/g ,araz a, =2, a,_, = \E .
=8, ke N*, 1leN*, I<k

Lix) = 1,5 107 - 1,0023%,

L3}

A feladat megoldasa az ,.a”; ,,b"; ,.e".

. x, hax=0
Mivel |x|: .
—x, hax <0
. x—x=0haxz=0
Igy x—‘x‘: .
x—{(—x)=2x,hax<0
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3267. Az a), b) és ¢)-beli fiiggvényeknek nincs minimuma.
dx?—6x+11=(x-3)>+2.

¢) (Maximum van, ha sin% =1, azaz g = %+ 2k, ahol k € Z.
s e . 1 x 3n
Legkisebb pozitiv értek k = O esetén adodik, ekkor 3 = o azaz x = > )

b) (A definicio miatt.)

8 Y . .. .
a) (Kamatos kamat esetén az x-edik év végen 1- (1 + ﬁj érteki az 1 euros be-

t6t)

146

3271 Az adott e, f egyenesek-
t6] 2-2 cm tavolsigra ha-

ladé | parhuzamosokat
szerkesztiink (e, ey, il-
letve f1., f2).

A két egyenespar négy
metszéspontja adja a ke-
resett ponthalmaz ele-
meit (A, B, C és D).

3272.; A keresett pontok:
Pés Q.

3273, Az eredmeny két (egy-
massal és f~fel) pirhuza-
mos zart szakasz.

GEOMETRIA

6.4. Geometria
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3274.| a) A sik azon pontjainak halmaza, amelyek K-10] éppen 3 cm tavolsagra vannak, ‘ 3282.] A lehetséges esetek: 1; 3; 6
vagyis a K kozéppontu, 3 cm sugari krvonal. ; 2:4: 6
3; 5; 6.

b) A sik azon pontjainak halmaza, amelyek K-t0l legfeljebb 3 cm tavolsigra van-

nak, vagyis a K kozépponti, 3 cm sugart zart kdrlemez. A haromszog oldalaira teljesiilnie kell a haromszog-egyenlotlenségeknek, azaz bar-

mely két oldal Gsszegének nagyobbnak kell lennie a harmadik oldalndl, ennek csak
a 3. eset felel meg. Igy a keresett haromszog oldalai 3 em, 5 cm, €s 6 cm hossziisa-

¢) A sik azon pontjainak halmaza, amelyek K-tol 3 cm-nél kisebb tavolsagra van-
gaak.

nak, vagyis a K kézépponti, 3 cm sugari nyilt korlemez.

A sik azon pontjainak halmaza, amelyek A-to] és B-t6l egyenld tavolsagra vannak, ‘ 283.| A haromszdg oldalai a megadott aranynak megfeleloen 2x, 3x, Sx lenne. Ilyen ha-
vagyis az AB szakasz felezOmeréleges egyenese. romszdg nincs, mert nem teljesiil a szakaszokra a hiromszog-egyenlitlenség.

ii

3275.
3276. A sik azon pontjainak halmaza, amelyek e-tdl és f-t6l egyenld tivolsagra vannak, 284.] A haromszog terilletének segitségével fejezziik ki a hiromszég adott oldalakhoz
vagyis az e és fegyenesek két szogfelezo egyenese. tartoz0 magassagat!
_2r oy 22027 2T 111 111
3377.. A sik azon pontjainak halmaza, amelyek e-t6l és f-t6] egyenld tivolsagra vannak, j Mo = T M e T T T T T b e 469
vagyis az ¢ és f egyenesek kdzépparhuzamos egyenese. 9 6 4 9:6:4
= E . % . 5’6 - . .
3278.| Az ABCD téglalap hatarvonalabol az D \0 c
A-tol €s C:tﬁl egyenld tavol lévo pon- \ T a 3285, Legyenek a hiromszdg szogei rendre x + 35% x; (x+ 359 —25% = x + 10°
tokat, P-t és O-t, az 5 P A haromszdg belsd szdgeinek dsszege 180°, ezért
AC szakasz felez8merSlegese metszi L P "1\\ g X+35°+x+x+10°=180° = x = 45°
ki, fiiggetleniil a megadott szamerte- A= Pd\; B Tehat a haromszdg szdgei rendre 80°; 45°; 55°. |
kektol. \
3286.] Mivel a 78° a kiils6 szoge az ABC haromszognek, ezért 45° +p = 78° azazy = 33°

A haromszog egyenldtlenségek miatt a harmadik oldal kisebb, mint 15 cm és na-
gyobb, mint 3 cm.

Tehat az AB Utszakasz 33°-0s szoghben latszik a € pontbdl,

3287.] A 110°0s szog mellékszdge 70°-0s, a haromszdg masik bels6 szige. A hiromszog
belsé szogeinek Gsszegébdl megkaphato a harmadik szog: 65°.

H
R
b

k|

n

57

7
3280. Lechet, mert 4-sin— = 2; 5-cos—=——=3,5;
0 che sm6 2 2

T o B 3288. Az oldalfelezd pontok az un. kizépvo-

= 4-1g| 500w+ 7 = 4 (tangensfiiggvény periodusa 7). nal haromszdget adjak. Mivel az olda-
lakkal parhuzamosak a kézeépvonalak,

azaz ¢ kishdromszog oldalai, ezért az

abra szerint a kicsi csicsaiban a szem-

kozti oldallal htzott parhuzamosok

3281, Mivel sin390°=sin30°=0,5; cig60°= 3 0,5774; = =0,6667 (aszinusz- lesznek a szerkesztend haromszog ol-
3 3 dalai. Lasd az abrat!

4-1g

20017
4

Mivel a harom szamra teljesiilnek a haromszdg-egyenlétlenségek, ezért lehetnek
egy haromszdg oldalainak hosszasagai.

fiiggvény periodusa 2x), és a harom szdmra teljesiil a hiromszog-egyenlitlenség,
ezért lehetnek egy haromszog oldalainak hosszusagai.
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Felvesszilk a 10 cm-es
oldalt, két végpontjabol
(A és B) 7, illetve 6 cm \
sugard kérivet rajzolunk. c
Utobbibol elég nagyot,
mert ezt a korzdnyilast
fogjuk felhasznalni az ol- g
dalfelezd pontok megha- 5 "
tarozasahoz is. A két kir
metszéspontja a hirom-
szdg harmadik csucsa
(C). Ezutin A-bdl ¢és C-
bél is rajzolunk 6 cm-es

3289.] A beirt kér kozéppontjat két belsd
szogfelezd metszéspontjaként kapjuk.

Ebbél a pontbdl a haromszdg barme-
lyik oldalegyenesére allitott merdleges
kimetszi az egyik érintési pontot, azaz
meghatarozza a beirt kor sugarat.

3290. A koriilirt kor kozéppontjat két oldalfe-
lez6 merdleges metszéspontjaként kap-

juk. Ez a pont ¢s a hiaromszog egyik
cstcsa meghatarozza a korilirt kor su-

garat.
sugard iveket ugy, hogy
kétszer is messék a B-bél
| i rajzolt ivet. A metszés-
| pontok segitségével meg- \
\ / hatarozzuk két oldal fele-
AN / zépontjat (D, E), ezeket a szemkozti csiicsokkal dsszekotve kapunk keét salyvonalat,
S e ‘ amelyek metszéspontja megadja a haromszog sulypontjat (S). (Termeszetesen az ol-
N o | dalfelezd pontokat egyeéb szerkesztésekkel is meghatarozhatjuk, de talan ez a , leg-
o 1 gazdasigosabb”.)
FEIV?,SSZ,Uk a110 ern-es oldalt, ket vég- ' 3293, Az AB atmérdjii kor bels6 pontjaibol az AB szakasz 90°-nal nagyobb szdgben lat- |
ponyabol (4 & B) 7, illetve 6 cm suga- M—% | szik, ezért az AC,B haromszognek C3-nal tompaszdge van. A kijelentés tehat igaz.

ri kérivet rajzolunk. Elég nagyokat:
ugy, hogy a 10 cm-es szakasz mindkét ¢
oldalan létrejojjon a metszéspont, és a

‘ | A szarak altal bezart szog 20°-0s.
7 cm-es ivbdl még legyen bdven ,,tul- i

|

|

(s}

295. Mivel y=732°és o= 18 z—y, igy o = 74°. Mivel o egynttal kiilsé szoge a ma-
sik haromszbgnek, ezért 28 = «, azaz § = 37°.

[ 7] N
N
o

logas”. Ekkor a két kor egyik metszés-
pontja (C) a haromszog harmadik csui-
csa lesz, és a masik (D) segitségével !

— . iy . . A B !

rogton az e csucsbol induld magassag- ‘ dY

vonalat is megrajzolhatjuk. A BC oldal w [2} L)

meghosszabbitasa és a 7 cm-es koriv : 3296. Barmely felkor teriilete, ha az atmérd & T = 47
. armely félkor teriilete, mérd d-: > 5

metszéspontja legyen E. Az E és C
pontokbdl rajzolt két kis koériv met-
széspontjaként 1étrehozzuk F-et, A és D
F pedig meghataroz egy masik magas-

i Ha a haromszog befogdi a és b, atfogdja c, akkor a kérdés: igaz-e, hogy
!
sdgvonalat. A két magassagvonal metszéspontjaként kapjuk a haromszig magas- ‘

dn b'm ’a
+ = .
8 8 8
Az egvenletet %-dal egyszerisitve, a kérdés: igaz-e, hogy at+bi=c

2 .
, ami

sdgpontjat (M), ami kiviil van a haromszogon, 1évén az tompaszigl. (Természete-
sen a csucsokbd] a szemkozti oldalakra bocsatott merdlegeseket egyéb szerkeszté-
sekkel is meghatédrozhatjuk, de taldn ez a , leggazdasagosabb”.)

természetesen igaz, 1évén ez az adott haromszogre felirt Pitagorasz-tétel.
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Az a befogoijt egyenls szart derekszigli haromszgg atfogdja av2 = q + 4,
4

Ebbdl: a(«./E —1)=4 innen a= = 4(\/E+I .

o ‘

1
A hiromszog teriilete Eaz =8(3+2v2) (=466 cm2),

Az egyenld szird derékszogii harom-
szdg atfogbhoz tartozd magassaganak
a kétszerese az atfogd, A teriilete

3.8\5.4@:32.

Mesik megoldds:

A magassag altal lemetszett harom-
sz0g is egyenld szari derékszogii,
amelynek atfogoja 42 N2 =3,

Ez az eredeti haromszég befogdja. A
teriilete 32,

Az adott ardnyok szerint a befogok 3x és 4x hossziak. 3x + 4y = 35 = x=5
A Pitagorasz tétele alapjan az dtfogo 5x. Az atfogd tehat 25,

Derékszigii haromszdg esetén Pitagorasz tétele szerint:

ha a két befogd hossza 24 cm és 26 cm, az atfogd: 24° + 262 ~ 35,4 (cm):
ha az egyik befogoja 24 cm, és az atfogodja 26 cm, akkor a masik befogoja:

V267 — 242 =19 (cm).

h=4/2,0% 12 . 2,7 (m).

Az a oldaln szabalyos haromszig magassaga m = g 3= 5\/5 = a=10.

A hiromszég keriilete 30.

2
Az a oldaln szabalyos hiaromszdg teriilete % w/? = 91@ = a=6 {a>0).

152
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V3

Egy a oldalii szabdlyos hiromszég magassaga, mint az jél ismert, _i_a;

3
a—aq
% = gaz. Ha a egész, a” is az, de mar a negyedrésze nem
feltétleniil (ha @ paratlan) — igaz, biztosan racionalis. A \/g -mal szorozva viszont

biztosan irracionélis lesz az eredmény, tehat ilyen haromszog nincs.

teriilete ezért

Adott a szabalyos haromszigbe beir- c

hato kér sugara p. A haromszig szer-

keszthetd pl. az alibbiak szerint:

1. p befogoju, 2p dtfogdiu derékszogl
haromszog szerkesztése,
Ez a 30°-60°-0s AFK A.

2. Az A-nak az F-re vonatkozo tikir-
képe B.

3. Caz A, illetve B kézépponti, AB su-
garu korsk egyik metszéspontja.

Az a oldali négyzet atldja a2 = 32 = a= 3, a négyzet teriilete ¢ = 9.

A két szomszédos oldal E és F felezd- c B
pontjanak tavolsdga legyen . Egy d [
atfogoju, egyenld szaru derékszogii
héromszog derékszogii csticsa a négy- E B
zet egyik csticspontja, A. Ezt E-re, il- |

letve F-re tiikrézve kapjuk a B, illetve Pod
a D pontot. Az A-nak BD cgyenesre |
vonatkozd tiikdrképe a négyzet negye- D 7

dik csucspontja, C. )

A feladatnak két megoldasa van, az ;
ABCD és az A'B'C'D'". A két négyzet
tiikdrtengelye az EF egyenes.
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3308. Ekkor az uj téglalap mindkét oldala .

w/i-szt’ar akkora lesz, mint az eredetie.

Egy szakasz V2 -szérosét a legkony-
nyebben gy szerkeszthetjiik meg, haa
szakasszal mint befogdval egyenld b
szari derékszogl haromszoget szer- p
kesztiink, és vessziik az atfogdjat. Ezt

iigyes, ..gazdasagos” modon az abra

szerint egyszerre megtehetjilk mindkét
téglalap-oldallal, s ekkor nem kell fe-

leslegesen szakaszokat masolni ide-

oda, csokkentjiik a hiba és pontatlan-

sag esélyét is.

Ha a téglalap oldalai a és b, akkor a négyzet oldala a mertani kozepiik, azaz «/E
lesz. Két szakasz mértani kdzepét ugy szerkeszthetjiik meg legkdnnyebben, ha egy-
mas meghosszabbitdsiba felmérjiik éket, Thalész-félkort rajzolunk az 6sszegsza-
kasz mint atmérd folé, és a szakaszok
csatlakozd pontjaban merdlegest afli-
tunk rdjuk. Ebbdl a koriv kimetszi a
mértani kozepliket (1. magassagtétel),
és ezzel a szakasszal mar megrajzol-
hatjuk a négyzetet. Az abra szerint ezt
tigyesen, ,,gazdasigosan” is megtehet-
jiik, minél kevesebb szakasz-masolas-
sal, igy pontosabban.

A feltétel szerint a téglalap oldalai: x, illetve 3x hosszisaguak. Igy a téglalap kerii-
lete: 8x = 80 = x = 10. Tehat a téglalap oldalai 10 ¢, illetve 30 cm hosszasagi-
ak, teriilete; 300 cm?2.

A 6cm és 8 cm oldala téglalap csu- 8 cm
csainal szerkesztjilk meg az 1 cm suga-
i koriveket az abra szerint. lem] ﬁt

1 cmi Ar
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A fatbrzs d atméréje egyuttal a kivagando gerenda keresztmetszetét jelentd téglalap
atloja. Pitagorasz tétele szernt:

B2 =22 +35, d>0 = d=+1850 = 5474 = 43 (cm).

a) Az a oldali rombuszt e és £, egymasra merleges atloja négy egybevago derek-
szogli haromszdgre bontja. Az ¢ = 3cm, f=6cm hosszu atldk felébdl Pitago-
rasz-tétellel szamitjuk ki a rombusz oldaldnak hosszat:

@ =15+3, a>0 = a=+11,25=3,35 (cm).
e f

b) A rombusz teriilete ¢ = - =9 (cm?).

Adott a és e. D
A szerkesztés 1épései lehetnek:

1. ABD A szerkesztése 3 oldalbdl: a, a, e.

2. Az A pont tiikkrozése BD egyenesre: C. a

A szerkesztés feltetele: 2a > e.

Adott a, m.

A szerkesztés Iépései lebetnek:

1. AB egyenessel parhuzamosan, tGle
m tavolsagra hiizott egyenes e (illet-
ve f).

2. Az A kézéppontl, a sugaru k kor és
e egyenes kozos pontja D és D"
kme={D;D'} roY

3. Az A-nak a BD egyenesre vonatko- S pYoDTC
70 tiikkdrképe C, BD' egyeneste vo-
natkozd tiikorkep C'. D

A szerkesztés feltétele m < a.

Az m < a esetén négy egybevago rombuszt kapunk,

ami egy megoldasnak szamit. a

Az m = a esetén a kapott ombusz az ABCD négyzet.

(Az m > a esetén nincs megoldds.)
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Adott a paralelogramma két atloja, € és
£, tovibba (e, f) & = & < 90° (két egye-
nes hajlasszogének definicioja miatt).

1. ABK A szerkesztése két oldal es koz-

€ .
bezart szogbdl: E’ % és &

7. Az A-nak, illetve B-nek K-ra vonat-

kozd tiikorképe C, illetve D.
Egy megoldast kapunk.

Az ABCD trapéz, ezért AB || CD. Tovabba AC -+ K, ahol K a trapéz kore irt kor ko-
zéppontja. A Thalész-tétel szerint = f=0= 9(°. Ezekbdl kovetkezik, hogy ez a
trapéz téglalap.

a+c
2

a) A trapéz teriilete 7 = 15 cm?, m =3 cm, k= =17

3=15 = k=5cm

a+c a+c
= m =

b) A deltoid teriilete 7 = 20 cm?, f=8cm, e = ?
(=2l L e8_90 & c=5em
2 2

a) Van, konnyen rajzolhatunk ilyet, pl.
ha egy négyzet és egy szabalyos ha-
romszog egyik oldala kozos, akkor a
két alakzat unidja éppen megfeleld.

b) Ilyen is van, egy szabdlyos 6tszog-
b6l az egyik oldalaval parhuzamos
egyenessel lemetsziink egy darabot,
a maradék sikidom éppen megfeleld.

P D
Az n oldali szabalyos sokszog egy belsé szoge 4»

(n—2)180°
E 9 P
Vi

A

, ezért £ = 108°

n
Az ADE és az ABC egybevagd egyenld szar harom-
szogben 2¢ = 72°,
az ACD A-ben o = 108° - 2¢ = 36°,y = 6 =72°
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3321 A szabalyos 6tszog koriilirt kore megegyezik az A;A,A; haromszog koriilirt koré-

3324.

vel. A kor megszerkesztése utan A; kdzéppontd, A;A, sugar, illetve A; kdzéppon-
td, A;A, sugard kort rajzolva ezek kimetszik az 6tszog hidnyzo két csicsat.

Az r sugari korbe irt szabalyos hatszog oldala is r. A
legrévidebb atlok egyike AC. A Thalész-tételbdl ko-
vetkezik, hogy az ACDA derékszogii, felirhato ra a Pi-
tagorasz-tétel.

AC? = AD® - DC?, ahol AD =2r, DC =r, ezért
ACY =312 = AC = 3. r
Tehat AC = 3+/3 cm.

Masik megoldds:
AC az ABO szabdlyos haromszog magassaganak a kétszerese, tehat 34/3.

A szabalyos hatszdg szemkdzti oldalfelez6 pontjai- E D
nak tavolsdga az abran lathatd két szabalyos hiarom-
szdg magassaganak az sszege. E haromszogek olda-
la egyenl$ a hatszog koréirt kor sugaraval, r-rel. A ke-

resett tavolsag ezért 2 - %\6 =r+/3, azaz 343 cm.

30-60 fokos derékszogil haromszdg megszerkeszthe-
té az r (a hosszabbik) befogd ismeretében. Az r egye-
nesére tiikrozziik D-t. Tgy kapjuk a KDC haromsz-
get. Ezutan a mellékelt dbra alapjan a szerkesztés el-
végezhetd.

Az r sugara kor koré irt @ oldali szabalyos hatszdg
szemkdzti csucspontjainak tavolsaga 2a. A kor suga-
ra az a oldalu szabalyos haromszg magassiga

a 2 8 83
r:—\/g = a=-—+; 2a=—F/—=——.
2 3 RT3

A két szemkozti csticspont tivolsaga kb. 4,6 cm.
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3329. A korcikk teriilete ¢ = % = %[ = 45. A kor sugara r = 6 cm.

Utmutatas:

A beirt kéron megjeldlt érintési pontok egy szaba-
lyos nyolcszdget hataroznak meg. Ennek a cstcsai-
ban a korhéz érintéket huzva kapjuk a keresett nyolc-

szoget.

3330.] A korcikk kdzépponti szoge 60°-0s. Ezért a korcikk teriilete a kor teriiletének egy-

2 2
| 2
| hatoda 7 = fﬁ—” - 26—” ~ 14,16 (cm2).

3331, A korcikk kozépponti szige 18°-0s. Ezért a korcikk teriilete a kor teriiletének egy-
2

huszada. 52—03 = 6.8 = 1= rir = 136 (cm?).

3326.| Az ABC haromszbg egyenld szaru, szogei 135°, 22,5, 22,5%

Szerkesztés menete. of e - ) 3332, Szerkesztés menete:
— az AC szakasz felezOmerdlegese (), & . '; o7 ‘ — KP atmérdji kor;
— A kezdépontd ¢ félegyenes szer- A A S ! — ennek a k-val alkotott metszéspont-

kesztése ngy, hogy CAc ¥ =22,5° jai adjak az érintési pontokat.
legyen (derékszdg, majd kétszer
szigfelezés);

— az fés a c egyenesek metszéspontja

megadja a B csicsot.

3327.] A P pontbol a K kizépponti kirhdz hizott érinté merbleges az £ érintési ponthoz
tartozd sugarra. A KEP derékszogl haromszogre felirhatd Pitagorasz-tétel alapjan:

PFE = «/ﬁcm (= 4,6 cm).
3333. A korgylir(i teriilete a két kor teriiletének kiilonbsege, vagyis most

3328, A 36°-0s kdzépponti szig épp a teljesszog tizede, tehat a hozzd tariozo ivhossz isa Sem)’-7-(3 em)? - 7 = 16w cm? = 50,3 cm?2,
keriilet tizede, azaz 10,7 cm. A korcikk teriiletét tobbféle modon is kiszamithatjuk, i _
T . . . C i L, ‘ 3334, Két kiilonbiz6 kdzéppontu komek 0, 1 vagy 2 kozos pontja lehet. Jeloljlik az R €s
koztitk uigy is, hogy nincs szilkség a sugdr meghatarozasara: ¢ = 25 ahol { az 1v- az r sugarti kor kozéppontjanak tavolsagat c-vel.
hossz, & pedig a radianban mért kozépponti szég. Vagyis most ! — : —
(10,7 cm)2 286.225 | eseick a kizbs pontok szima abrak

= = : cm? = 91,1 cm?2, R+r<c 0 a

7.7 ” | Rir=c 1 b

5 ? R-r<c<R+r 2 ¢

Mdsik megoldds: R-r=c 1 d
A 36°o0s kozépponti szog a teljes szig tizede, igy az ivhossz is a keriilet tizede, tehat R-r>c¢ 0 e

2rm 16-10,7
10,7=——, innen az r = .

10 2o
10-10,7Y’

_ P 2w )T 101077 5107

A korcikk terlilete; —— = = = > = 91,1 (cm?).
10 10 4w 2
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a) b)
c) . . e)

Ha a szabalyos hatszdg kozéppontia K,
akkor KAB egy 2 cm oldalu szabalyos A

haromszide. Ebbol kovetkezik, hogy a B
hetedik kor sugara is 1 cm, igy teriilete
a = 3,14 (cm?).

3336, Adott S sikon zért korlemezt alkotnak azok a Q pontok, melyek egy adott P ponttol

legfeljebb adott r (> 0) tavolsigra vannak (d(P; @) < ).

3337, Irjuk fel mindegyik szoget mint egy 0° és 360° kdzotti sz0g, 65 360° egész szamu tobb-

szorosének Osszegét: o = 415 p=221°+360° y = 221° - 360°, & =319°

e = 41° + 2 - 360°, Lathatoan « s &, valamint f és y ugyanazt az elforgatast valosit-

.

jak meg, hiszen 360° barmely egész szamu tobbszorosevel tovabbforgatva az ered-

mény mar nem valtozik (a helybenhagyast kapjuk).
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a) Igen, ez a haromszdgek egybevagosaganak egyik alapesete.

O

b) Nem, mint arra kénnyd példat taldlni: egy negyzet
és egy vele azonos oldaliy, nem derékszdgli rom-
busz egymassal nem egybevago.

a) A stlypontot ket sulyvonal metszéspontjaként is
megkaphatjuk.

b) A titkorkép az A'B 'C’ haromszdg.

a) Deltoid (nem rombusz) vagy tengelyesen szimmetrikus trapéz (nem teglalap);
b) rombusz (nem négyzet) vagy téglalap (nem négyzet);
c) szabalyos haromszog.

a) Pontosan egy szimmetriatengellyel rendelkezd négyszog a deltoid, ha nem rom-
busz (1. abra), a tengelyesen szimmetrikus irapéz, ha nem téglalap (2. abra).

b) Pontosan ket szimmetriatengellyel rendelkezd négyszdg a rombusz, ha nem
négyzet (3. dbra), a téglalap, ha nem negyzet (4. dbra).

¢) Pontosan négy szimmetriatengellyel rendelkezd négyszog a négyzet (5. abra).

2. abra

1. abra - 4

3. abra

A négyzetnek negy tengelyes szimmetriaja van, a két oldalfelezd merdleges €s a ket
atld egyenese szimmetriatengely. Kozéppontja koriil 90 fokos forgasi szimmetriat is
mutat, &s természetesen kdzéppontosan is szimmetrikus. A téglalap s kézépponto-
san szimmetrikus, és két tengelye van, amire tengelyesen <zimmetrikus: a két oldal-
felezé merdleges. (Ha a téglalap specidlisan négyzet, akkor az ott leirtak vonatkoz-

nak ra.)

. . 61




GEOMETRIA GEOMETRIA
3343., A rombusz kézéppontosan szimmetrikus, mivel egyben paralelogramma is, de ! 3351 Mindkeét minta tengelyesen szimmetrikus az 6t fiiggélegesen, illetve vizszintesen
emellett ket atlojara tengelyesen is szimmetrikus. A paralelogramma csak kozép- felezd egyenesre, és kdzéppontosan szimmetrikus sajat kozéppontjara. (Ha a pipa-
pontosan szimmetrikus. (Ha a paralelogramma rombusz, vagy még specidlisabban zacskoé mintdja vizszintesen még tovabb ismétlédik, akkor tovabbi fiiggdieges ten-
négyzet vagy téglalap, akkor az el6zé feladatban leirtak vonatkoznak rd.) gelyek taldlhatok a kis lila ,.ékek” kozott.)
3344.] Mind a hurtrapéz (tengelyesen szimmetrikus vagy egyenld szar trapéz), mind a 3352, a) Igen, ez a hiromszGgek hasonlosaganak egyik alapesete.
deltoid tengelyes?n sz'l.n?.metnkus”: a d(iltmd az egyik at’loja'ra, mig a .hurtr:alpez' a par- b) Nem, gondoljunk pl. egy négyzetre és egy nem négyzet téglalapra.
|;' huzamos oldalpar kézos felezOmerSlegesére. Forgasszimmetridjuk altalanosan
‘1‘ nincs, csak specidlis esetben, hiszen pl. a négyzet is hurtrapéz, sét deltoid is. 3353, A bot és a templomtorony egyarant mer6leges a talajra, i gy a talajra vetitett arnyék-
‘I ‘ v ory R . ] o . ra is.
li 3345. AZ 3159 apra egy Vth?Zlntes”tengeI){re s_zm"{metrlkps, fuggolegesen' nem, mert a t'a?,ls,o Az abran feltiintetett két derékszdgii haromszog hasonlo. Ezért felirhato:
N Or mintaja nem ,.stimme]”. A masodik dbra, mint a Mercedes-jelvény, nagyiabéd
i ki taj ti 1. A dik ab t a Mercedes-jelvény, nagyjdbol h 1 ‘ -
I harmadrendi forgdsszimmetridt mutat és tengelyes szimmetridt (3 tengely). 02 06 = h=17m. I
! e m .. . ., I . i A t’orony 17 m magas.
K 3346.; Az elso: fiigglleges és vizszintes tengelyes szimmetridt, ebbdl kivetkezéen {mivel ; @30
, ezek merdlegesek) 180 fokos forgasi szimmetriat, azaz. kozéppontos szimmetriat is k
!g mutat. A masodik 4bran negyedrendli forgasszimmeiria, tehat kozéppontos szim-
i metria is, tovdbbd négy (fiiggdleges, vizszintes és a két atlo) tengelyre tengelyes - A
szimmetria is lathatd. @%
3347.] Vizszintes kézépvonalra, valamint a méasodik és a harmadik virdgminta kozotti filg-
goleges tengelyre is szimmetrikus a bal 4bra. A jobb oldali ugyanigy vizszintes k-
zépvonalra, mint tengelyre szimmetrikus. 1m
PGm o

3348.] A bal oldalin csak eltolasi szimmetria van, azaz ez egy ismetlddo szalagminta (ha JI ‘
' 10,2 m

végtelennek képzeljiik a szalagot, 1asd még a megjegyzést). Tengelyes szimmetridja
nincs. A jobb oldali teljesen hasonld, a spiral miatt tengelyes szimmetria nincs, csak
eltolési. | a) A sulyponiot két sulyvonal metszéspontjaként is megkaphatjuk.
Megjegyzés: b) A'B'C” a kicsinyitett haromszdg,.

Eltolasi szimmetria alatt azt értjiik, hogy ha végtelennek vesszik a szalagot, akkor
egy eltolas dnmagaba viszi at.

A bal oldali dbran csak eltolasi szimmetria van (&s cstisztatva tikrozés viszi még
onmagaba), a jobb oldalin viszont hatodrendii forgdsi szimmetria is van a sOtéten,
illetve a vildgosan kirajzolodd kérok kézéppontja koriil, harmadrend§ a sziirke kér
kozéppont koriil.

3350.] A bal oldalin semmilyen szimmetria nem fedezhetd fel. (A madarak nem is egybe-
vagoak.) A jobb oldali 120 fokos forgdsi szimmetriat mutat hirom fehér pillango
szarnyainak érintkezési pontja kiriil.
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A k kor kicsinyitett képe is kor, mely-
nek K' kézéppontjat az eredeti kor X
kozéppontjanak kbzéppontos kicsinyi-
tésével kapjuk, sugara pedig az eredeti
sugar felével egyenld.

A szerkeszités menete:

— KP felezépontja a K,

~ kegy tetszbleges Q pontjanak kicsi-
nyitése P-bol: Q%

— a K’ kozépponti, K'Q’ sugari kor a
k felére kicsinyitése P-boL

a) A tér azon pontjai, amelyek K-t6l éppen 3 cm tavolsagra vannak, vagyis a K ko-
zéppontil, 3 cm sugarni gémbfeliilet.

b) A tér azon pontjai, amelyek K-t6l legfeljebb 3 cm tavolsagra vannak, vagyis a K
kozépponty, 3 cm sugard zart gombtest.

c) A tér azon pontjai, amelyek K-tol 3 cm-nél kisebb tavolsagra vannak, vagyis a K
kdzéppontl, 3 cm sugarni nyilt gdmbtest.

A tér azon pontjai, amelyek A-t0] és B-16l egyenlo tavolsdgra vannak, vagyis az AB
szakasz felezémerdleges sikja.

A tér azon pontjai, amelyek S-t61 és Z-t0] egyenlé tavolsagra vannak, vagyis az § €s
Z sikok két szogtelezd sikja.

A tér azon pontjai, amelyek S-t61 és Z-t6] egyenld tavolsagra vannak, vagyis az S és
X sikok kdzépparhuzamos sikja.

A kocka cstcspontjain athaladd gémb atmérdje a kocka testatloja.

Egy a élli kocka testatldja a3 , 1gy a gbmb sugara %, térfogata

3
4. @/:3_ 14
AR m 2 a3:'r\/—3_

vV, = = =
3 3 2

A kockaba irt gomb itmérdjének nagysaga a kocka élhosszanak nagysagaval egyen-

3
a
4-1 =
4y _ [ZJ i _ an

3 3 6

1. Igy a kockaba irt gémb térfogata: V, =

L
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A kocka cstucspontjain athaladd gomb térfogatinak és a kockaba irt gomb térfoga-
tanak ardnya: %1— = 34/3.
2

Masik megoldds:
Barmely két gébmb hasonld, ezért a térfogatok ardnya egyenld a sugarak aranyanak

3
a3

2| =343
a
2

kobével: ﬂ =
2

A kocka csicspontjain athaladé gémb atmérdje a kocka testatloja.

Egy a éli kocka testatloja a-\/g , 1gy a gdmb sugara %, térfogata

3
4. —aig— k14

4’z 2 a3ﬂ"\/§

7

V= = = A kocka térfogata a°.

3 3

w3
Tehat a kocka koré irt gomb térfogata 5 2,72 -szorosa a kocka térfogatanak.

Ve +b? + .

Az els6 tengely koriili forgataskor egy 41 cm alapkdr sugar, 80 cin magas forgas-

hengert kapunk. Ennek térfogata: V; = 41 2. 780 cmd.
A masodik tengely koriili forgataskor egy 40 cm alapkor sugaru, 82 cm magas for-

gishengert kapunk. Ennek térfogata: V, = 407 - 7 - 82 cm3.
Vi _41%-7-80 41.41-2:40 41
V, 40% m-82 40-40-2-41 40

Ha a henger alapkérének keriilete a és alapkorének sugara ry, a henger magassiga

2 2
a a a’b
b, akk =2nm=rn=—:ah térfogata: Vi =|— | -m-b=—.
or a=2n fi = 5+ a henger térfog f (29:) i
Ha a henger alapkorének keriilete b és alapkorének sugara r,, a henger magassaga
2 2
b ab
a,akkor b=2nm=rn = g; 3 henger térfogata: V, = [2—:'1) ‘mea= -

A két henger térfogatinak aranya: 71 = %.
2
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Ha az a és b oldal téglalapot megforgatjuk az a oldala koriil, a kapott test egy for-
gashenger, alapkorének sugara b, a henger magassaga a, a henger térfogata:
V,=bm-a.
Ha az a és b oldalu téglalapot megforgatjuk a & oldala koriil, a kapott test egy for-
gashenger, alapkorének sugara a, a henger magassaga b, a henger térfogata:
V2 = ﬂzﬂ . b.

. , : . Vi b
E két test térfogatanak aranya: — = —.

V, a

A cs6 anyaganak térfogata a ,kiilsd” és a ,belsd” henger térfogatanak kiilonbsége:
V=15%200125%x- 200 = 432 (cm3).

A henger térfogata 36° - 7 - 108 mm? ~ 439 722 mm? < 500 000 mm? = 0,5 dm3,
tehat nem fér bele fél liter folyadék.

A tomeg 200 g, a stiriseg 8,92 %, ezért a henger térfogata V = L20g
cm

8,92 £
cm

=~ 22,422 (cm?3), masrészt V = r>zm (ahol r az alapkdr sugara, m a henger magas-

. . vV 22,422
sdga), ezéit r = .| — = |———

= 2,258 (cm).
T 1,4n

Legjobb esetben is csak a hengerrel azonos alapteriiletd, vele egyenld magassagn
kapot kaphatndnk. Ennek térfogata éppen harmada a hengerének, tehdt a hulladék

legaldbb 66 %% jesz.

o L1 3
Olyan forgaskupot kapunk, amelynek alapkore 5 cm, magassaga pedig > cm.

2
1 (1 V3 a3

Ak' t'rf ta: — | — -JE = —— == ’22 3‘

up terfogata 3 [2) 3 4 0,227 (cm?)

Két test keletkezett. A kisebbik test egy, az eredetihez hasonléd gila, hasonlosdguk

ardnya 5 A kis gula térfogata az eredetienek 3 része.

A masik test csonkagola, melynek térfogata az eredeti gila térfogatanak 3 resze.

Akis gila és a csonkagula térfogatanak ardnya tehac -
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Ha a kupot az alaplappal parhuzamos

sikkal metssziik, akkor a keletkezett 1
Lkis kap” hasonlo az eredeti kuphoz. 3 Vi
Hasonlo testek térfogatinak aranya a Zm
hasonldsag aranyanak (a sikmetszetek
csticstol mért tavolsigal aranyanak) a Va A
kobével egyenlo:

. 19
Vi=V-V =Y

Ha a kupot az alaplapjaval parhuzamos sikokkal magassaganak harmadolopontja-
ban elmetssziik, akkor a keletkezett ,,fels6” kip (V) és két csonkakup (V;, illetve
V3) térfogatanak aranya: V,: Vy: Vy=1:7:19.

A gbmb felszine a gdmb sugaranak négyzetével, térfogata pedig a sugaranak kdbe-
vel egyenesen ardnyos.
Ha a felszin kétszerezGdoit, akkor az eredetileg R sugdr \/5 - R lett (kb. 1,41-sze-

resre ndtt), ezért a térfogat (xE )} -szerese (kb. 2,83-szorosa) lett az eredetinek.

1 s ,
Fele akkora térfogatd gombnek a sugara % akkora (a hasonlosag miatt). A felszin

2
1 1

ekkor | == | = —— = 0,63 részre csokken.
[%E] 34

Mivel minden gémb hasonld egymashoz, térfogatuk aranya a hasonlosagi arany

T
(vagyis a sugaraik aranyanak) kobe. Ekkor az 1 cm sugari gémbok 7 aranyban

3
1 | B .
hasonloak a 4 cm-eshez, vagyis terfogatuk (Z] = o része annak, igy persze a

nagy gémb anyagibol 64 kis gdmb keletkezik (ha nincs veszteség). A gombok fel-
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szine pedig a hasonlosagi arany négyzete szerint aranylik, tehat a kis gémbokeé
2

egyenként (lj = 1—16_ része a nagyénak. Osszfelsziniik igy 64-% = 4-szerese a

nagy gombének.

a) A nullvektor iranya tetszdleges.

by Ez a szorzat csak a vektorok dltal bezart szég koszinusza miatt lehet negativ (a
két vektor-abszolitérték nem lehet negativ), tehat ekkor a vektorok tompaszdget

zarnak be.
e
\QQ$ i M\\\.\\
I 3 ¥ \\“\
b) [F| egyenls egy a = 100 N oldaly ! | P
M o -

szabdlyos haromszGg magassaga-
nak kétszeresével:

A négyzet oldalai egyenld hosszuak és a 2-2 szemkdzti oldala parhuzamos. Az abra

készitésekor a szemkdzti oldalak oldalvektorainak iranya ellentétes legyen.

|F|:2-§\E.
[F| = 10043 N (=173,2 N).

AB = (0—(-5:4—-(-8) = (5;12), |AB| = v5% +122 =/25+144 = /169 = 13.

Mivel AB = AC + CB, ezert a kérdé- -+ Ay oo b

—
ses OsszetevOk maguk az AC, illetve

E‘E) vektorok, koordinatdkkal kifejez-
ve: (3; 4), illetve (5; ~12).

a) Az eredd erd az dbran lathatdan az
Osszetevd vektorok altal bezart sz8g
felez8je iranyaba mutat.

16@
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A két vektor dsszegét és kitlonbséget
tiintettiik fel az abran.

Adott a(2; 3), b(3; -1) esetén
a+b=(52), a-b=(-1;4).

A keresett hajlasszég a két vektor skalaris szorzatanak kétféle felirasabol adodik.
Ha a két vektor a(a|, ¢,); b(by; by), akkor skalaris szorzatuk:

a-b=a, by +a,- by illetvea-b =|a| - |b| - cos

ahol & a két vektor altal bezart szig.

. a, b +a,-b a b +a,- b 19 '
Igy cose=—+—1—2 2= L Z__ = = 0,8253 =
- b Jai vl bt bE V53410

e = 34,4° Tehat a két vektor hajlasszdge kb. 34,4°,

Masik megoldas:
Vegyiik fel a két vektort a koordinata-rendszerben. Az
abra jeldléseinek megfelelden:

7
tgor =—; o ="74°
89=75

tgf=3; f=~716°
£ = 180° ~ (x+ f), tehdt & = 34,4°,

Ha F az AB szakasz felezdpontja, akkor a harom pont helyvektora kdzotti dssze-

fiigges: f = %tl = h=2f—a; hb;; by); b =-2; by=8, B(-2;8).

Mdskent:
Legyen B(x; y), ekkor a felez6pont koordindtaira vonatkozo Osszefiiggés szerint

4+ —~ .
g 1, ilietve 2ty = 3. EzekbOl x = -2, illetve y = 8, tehat B(-2, 8).
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Nem. A elnevezésbeli hasonldsdg arra utal, hogy egy szdg szinusza ugyanigy
egyenld a pot- (latinul: co-) szogének koszinuszaval és viszont, mint ahogy egy
szdg tangense a poiszogének kotangensével és viszont (ha ezek i¢teznek).

Megjegyzés:
A szinusz és a koszinusz reciproka is [étezd szogfiiggveények, de a gyakorlatban
nemigen hasznélatosak. Ebben a sorrendben koszekans és szekans a neviik.

5.0,1 = 0,5 (km) szintkiilonbséget tett meg.

A hélégballon /2 magassagra emelkedett. £ = 500tg60°= 50043 , azaz kb. 866 m,

800 meéter hosszu.

d-tg3°= 46 <:>d=;6—~878.

o

Korlilbeliil 880 méterre van az észlelési pont a torony aljatdl.
A torony magassaga m = 60 - tg 41°15' = 52,6 (méter).

A feljaronak az alapsikra vald x vetiiletét kell kiszdmitanunk.

2
tgls’=— = x= = x = 7,46 m.
X tg15°
450° —6m 3—31
4
sin 1 0 ﬁ
2
cos 0 1 _i
2
sinee 3
cosex 4

v . , sin & 3 e, .
Hegyesszdgrdl van sz, tehit ——= = —, ami igy is irhato:
y1—sin? o
4sinee = 3- 1 —sin’ o,
Négyzetre emelés és rendezés utan: 25sin” o = 9.

. . L 3
Mivel sin o > 0, ezért sine — g
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Mdsodik megoldds:

Derékszogit haromszogben a hegyesszog tangense megkaphatd a szoggel szemkozti
és a szog melletti befogd hosszanak hanyadosaként. '

A szoban forgd hegyesszOg egy olyan derékszégili haromszogben is megtalalhato,
amelyben a szdggel szemkozti befogd 3, a szog melletti befogd pedig 4 egység

hosszi. Az atfogd hossza 5 egység, ezért a szég szinusza valoban 35

5
0(1=4?ﬂ+2kﬂ kel cx2=7ﬂ+2m leZ
4 5w
,Bl=§+2k:r kel ﬁ2=?+21ﬂ lel
y:~%+kﬂ keZ.

—3\'@:—2—:«5>1 =>cos§=\/§.

NOR)

Mivel —1 < cos 8 < 1 minden valos 8 szamra, ezért a fenti egyenldség semmilyen
valos 6 szamra nem teljestil.

a) negafiv; b) pozitiv.

A TIL és a IV. siknegyedben levé szdgek szinusza, illetve koszinusza ellentétes eld-
jelil, tehat ha x FZE’ 391[ W T; 491[, akkor sin x és cos x értéke ellentétes eld-
jeldl.

Az alapon fekvd szogek koszinusza %g— = (,6897.

A haromszog szogei: 46,4% 46,4°; 87,2°

A nevezetes 30°-60°-90%o0s haromszdg megfelels szogekkel szemkozti oldalai
rendre a, +3a, 2a. Vagyis a 30° kétszeresével, a 60°-kal szemben nem kétszer,
hanem ~/3 -szor akkora oldal fekszik (és a kétszer akkora oldal a haromszor akko-
ra 90°-kal szemben fekszik).

Megjegyzés:
A szinusztétel szerint a szogek szinuszai, és nem maguk a szogek aranyosak a
szemkozti oldalakkal.
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3401.) A paralelogrammat atloja két egybevago haromszdgre bontja. A haromszog teriilete
. . absin
két oldal és a kozbezart szog ismereteben ¢ = 4

2
2%9;3;;651& = 402, innen siny = 0,3907, ahon-

nan a paralelogramma szdgei 23,0°, illetve 157,0°

A paralelogramma teriilete: 2

A [—4; —7‘5—) vektorra merdleges, ugyanolyan hosszu vektorok:

a z;4 ésa (—1;—4) vektorok.
3 5

Az eredeti vektorra meréleges, kétszer olyan hossza vektorok:

a E;8 ésa —E;—Sjvektorok.
5 5

3403.| Az 07: (2; -1} vektor origo korili +90°-os elforgatottja O_B)(l; 2), tehat B(1;2) a
négyzet egyik csiicsa. A még hianyz6 két csics koordinatai: (-2; 1), illetve (—1; -2).

3404.. Az abrardl leolvashatok a tikrozések
utdni koordinatak.

: Iy e r 3 4 74 +r

3405.| Az AB(6; —4) vektoru eltolas, valamint az A és B pontok F(1; 1) felezbpontjara vo-
natkozo tilkrozés az A pontot a B pontba viszi. Az AB szakasz felezOmerSlegesére
tHrténd tiikrozés is az A pontot a B pontba viszi. E felez6merdleges egy pontja F és

normalvektora AB , gy egyenlete: 6x — 4y = 2.

' q = . ’ I3 YL I ”
3406, Az AB(6; —4) eltolds az A pontot a B pontba viszi. Birmely ket olyan kiilonbdzo
—
vektor alkalmas az eltolasra, melyek dsszege az AB.

AB 4) . 2AB 8
Példaul: v, =~3—=[2;—§] s Vv, =T=[4;_§]'
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N — — —
Vagy legyen (egy tetszdleges pont) C(1; 3), ekkor AC + CB = AB.
— —

AC(3;0); CB(3; - 4). :

A g normalvektora kétszerese az e-ének, de az egyenletek konstansara nem all ez az
arany. Az e és f normalvektora meréleges, hiszen skaldris szorzatuk 0. A & egyenlete
az f-ének kétszerese. Ezért Gsszefoglaldan: e lgLlf=h

A(=2; =5), B(6; 3). Az AB szakasz felezépontja F(2; —-1).

Az f felezémeréleges egyik normalvektora: AB = ne = (8, 8 (1; 1.
Az AB szakasz felezOmerdlegesének az egyenlete: x +y = 1.

Adotte: y= —%x +2, A(0; 4).

Az A-ra illeszkedd, e-vel parhuzamos f egyenes egyenlete f1 y = — % x+4,

az f-nek az x tengellyel valé M metszéspontja M(6; 0).
y=x-2.
Az AB szakasz felezopontja: F(6; —1), ezért a keresett egyenlet: y = — 1.

A P(3; -2) pontra illeszkedd, az x, illetve y tengellyel parhuzamos egyenesek
egyenlete: y = -2, illetve x = 3.

Adott A(3; 0) pontra illeszkedd, adott e: x — 2y + 2 = 0 egyenesre merdleges f egye-
nes egyenlete 2x +y = 6.

Megjegyzés: :
Ehhez az egyenlethez eljuthatunk, ha akér az egyenes normalvektoros, akar irany-
vektoros, illetve iranytényezds egyenletét irjuk fel. [mg(2; 1), v(l, —2), mg = 2]

e:2x—y+1=0; ellféf-oP@3, 2.
fi2x—y=2-3-1-2 = 2x-y=4

A két egyenlet akkor lesz ugyanannak az egyenesnek az egyenlete, ha a két egyenlet
egymas szamszorosa, azaz az ismeretlenek egylitthatoi és a konstans tagok is egy-
mas ugyanannyiszorosai. —> A megfelel6 ismeretlenek egyiitthatoinak és a kons-

11
1 b o . il
tans tagok aranya megegyezik: TS =—7= —2 o p= -0,5 es a= 3
1 a
3
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Masik megoldds:
Rendezziik at az egyenleteket:
3x—y+3a=0¢s 3x+2by-11=0;

tehat 3g=-11
o

3

2 =-1
__1

T2

A két egyenlet akkor lesz ket parhuzamos egyenesnek az egyenlete, ha a két egyen-
letben a megfeleld ismeretlenek cgyiitthatoinak ardnya megegyezik,de a megfeleld
konstans tagok arinya az el6z6 aranytol kiillonbozd:

11

E:i;ﬁ——z— = b=-05 é&s ai—ﬂ.

e 3

3
y=3x+3a = m =3
-1,5 +11 —m -1.5

=X+ — = —,
Y2 2 2
A két egyenes merdleges egymasra, ha meredekségiik szorzata - 1.
3- e LA 1 = b=475 ésaz atetszOleges valos sZam.
Misik megoldds:

A két egyenes pontosan akkor merdleges egymasra, ha pormalvektoraik merélege-
, 1

sek egymasra. n{l; - 5] n,(1,5; b).

Két vektor merbleges egymasra, ha skalarszorzatuk nulla.

1 -],5+[~%) b=0 = b=4,54ésaza teiszlleges valds szam.

A két alakzat metszéspontjaban lehetséges az {itkzés. A metszéspont koordinatait az
x-2y+5=0 A dx+y-— 70 = 0 egyenletrendszer megoldasaval kapjuk: P(15; 10).

A Kkét alakzat metszéspontjaban torténhetett a maghasadas. A metszespont koordi-
nétait a 3x—12y—3=0 A dx+y-21= 0 egyenletrendszer megoldasaval kap-
juk (az elsé egyenlet mindkét oldalat célszert eloszor 3-mal osztani): P(5; 1).
Mindkét alakzat egyenes. Az elsé egyik normalvekiora az (1; —4) vektor, a masodi-
ké pedig a (4; 1) vekior. Bzek skalaris szorzata 0, igy a két vekfor (és igy a rajuk
merdleges egyenesek is) egymasra merdlegesek.

174

e R

3424,

(")
Y
o
n

3426.

3427.

GEOMETRIA

A haromszdg sulypontja: S(—1; -2). Ennek az origdtol valod tavolsaga NES

b+
(= BFDTC a6 9).

AB = AL, BC =~97. CA =80 = 45.

— — . — —
AB(-3;-5); CD{-2;-5). Mivel AB # CD, ezéri a 4 poni altal meghatirozott
négyszog nem paralelogramma.
Minthogy AC szakasz felezépontja K,
a+c ,
s e=k-a, igy C(2 4+243).
Ugyanigy B szakasz kozéppontja K,
b+d )
= d=2k-h, igy D(=2; 4-2v3).

Az 1. egyenlet nem kor egyenlete (hianyzik az x5,

f:)Z. és a 3. egyenlet nem kor egyenlete (a négyzetes tagok egyiitthatdja nem egyen-
8).

A 4. egyenletet osszuk el 2-vel és alakitsuk teljes négyzetté!

x4y —dx+2y-20=0

(-2 +@+1)7 =125

Bz egy O(2; —1) kozéppontl, r = 5 sugaru kor.

Az 5. egyenlet nem kor egyenlete (tartalmaz xy-os tagot).

2,2

x4y —6x+4y+9=0

A }{br kdzépponija és sugara a kor kbzépponti egyenletébd] llapithatd meg, amit
teljes négyzetté kiegészitéssel kapunk meg.

(x-3)2+ (y+2)? = 4, ebb8l K(3,-2), r = 2.

Az egyenletet osszuk el 2-vel és alakitsunk teljes négyzetté!

x4+ y? —8x+6y+£:0
2
(x~4)2—42+(y+3)2—32+—g—:0
2 2 C
(x—H" +(y+3) =2575

Ez egy 5 egység sugaru kor egyenlete, ha 25 4% =25(=r") =C=0.
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2.7%4+2.9y2-36-7-32y+160=0

y2_16y+3=0 = y =158 » =02
A kir 7 abszcisszaji pontjainak ordindtaja 15,8, illetve 0,2.

K(O, 0), P(_zs 5)1 r:KP‘
2o 4425=29 = x> +y =29

Adott a kér egyik atmérdjének két végpontja A(3; —4), B(7; -1). A kor K kozep-
pontja az AB szakasz felezbpontia.
K(5: —2.5). Az r sugir az AB szakasz hosszinak a fele. 2n*=25 = r=25

A kor kozépponii egyenlete: (x - 5) 4 (y+25) 22125

Az A pont a kordn beliil, a B pont a korén kiviil van, a C illeszkedik a korre, mert
r=2 AK=1<r, BK=4y2>r, CK=2=r.
: T R "y L I

A harom cstics specialis elhelyezkedése miatt ez egy egyenidszari derékszogil ha-
romszog. A Thalész-tétel miatt koriilirt korenek kézéppontja az atfogd felezbpont-
ja, ami most az origd; a kdr sugara pedig az atfogo fele, azaz most 2. Tehat a kor

egyenlete: 2+ y2 =4
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Behelyettesitve a kor egyenletéebe
y = 3-at, kapjuk: (x—2)7 = 0, amibél
x = 2, tehat a komek 1 db 3 ordinataju
pontja van. Ez a pont a (2; 3). Ennek a
pontnak az abszcisszdja megegyezik a
kozéppontéval (éppen ,fliggdlegesen
felette™ van), igy az itteni érint6 ,,viz-
szintes”, tehat egyenlete: y = 3.

Az abrazolt kor kbzéppontja C(2; —1), sugara r = 3, igy egyenlete
x=2)"+@F+1*=09.

Ezt felirhatjuk a kovetkezd alakban is: 4 y2 —4x+2y—-4=0.

Ez a kér tehit nem azonos a feladat szovegében megadott alakzattal.

£
&
=

435 b +DPe-27 =4 by -2+ (-2 =4
Ky G+ 0+ =4 ky -2+ +2)7 =4

3436 Példaul: (x—2)2 + (y+ 1)* 2 9.

2, 2. _ 2 2 _
437) S+ dx-8=-T(x —6x)—8——§[(x—3) -9]-8=

2 2
=S (x-3)P+6-8=-=(x-3)"-2
3 (x—3) 3 (x-3)
A parabola tengelypontjanak koordinatai: (3; -2).

3438. b) (A definicié miatt.)

: 439.| ) (A levagott kis hiromszbg hasonlo az eredetihez, hasonlosaguk aranya 1:2.
Ezért a kis hiromszog teriilete egy negyede az eredetinek. A masik rész teriilete te-
hat az eredeti haromszég teriiletének haromnegyede.)

HI

3440, d) (e [l + % + g} =180° => &= 60°; alegnagyobb szdg tehat %-60": 80°.)
| o o2 243
3441.) a) (A szabalyos haromszog oldala a magassaganak ﬁ =3 -SZOrosa.)
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e) (A feltétel miatt p =83° = &< f<y < a<b<c Egy haromszdgben
ugyanis nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal van, és forditva: egy hdromszog-
ben nagyobb oldallal szemben nagyobb szdg van.)

a) (Az 4bran lathato négyszdg rombusz, ezért atloi merdlegesen felezik egymast.
A hidnyz6 4tl6 fele Pitagorasz-tetellel szamolhaté: x> + 6% = 10%,

(Mivel x pozitiv}) = x = 8.
12-16
=96 {cm?).)

igy a rombusz teriilete (az atlok szorzatanak a fele).

b) (Pl 2 nem derékszogl paralelogramma (nem téglalap) atloi nem egyenld hosszu-
ak.)

e) (A megadott ardnymutatok dsszege 1 +3 + 5+ 7 = 16, a négyszig belsd szogei-

(o]

nek dsszege 360°, ezért a legkisebb szog = 22.5°, a legnagyobb pedig

360°

7 = 7.22,5°=157,5°.
E két szog killonbsége 6 - 22,5° = 135°)

. 3 )
by(Aznine N*: n > 3) oldalii konvex sokszdg atlbinak szama n(n2 ), belsd

szogeinek dsszege: (n—-2) - 180°

A feltetel miatt: 3n = n(nz— 3) .

n=0,igyn="9.
A 9 oldalti konvex sokszdg belsé szogeinek vsszege: 7 - 180° = 1260%)

¢) (A kor sugara az eredeti 0,8-szerese, ezért teriilete az eredeti 0,8 2 = 0),64-szorosa
lesz.)

a) (A kor sugara és igy a keriilete is 80%-a az eredetinek.)

¢) (Ha egy kis kocka éle x, akkor a 27 kis kocka egyiittes felszine 27 - 6 xt=
— 162 - 2, az eredeti kocka felszine pedig 6 - (3 - %)% = 54+ x%)
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6.5. Statisztika, valosziniségszamitas

Ha a terjedelem 0, akkor a legnagyobb és a legkisebb adat, vagyis minden adat
egyenl. Ha a szords 0, akkor minden adat egyenld az adathalmaz atlagaval, vagyis
egymassal is. Mindkét tulajdonsag kovetkezik a mdasikbol, hiszen mindkettd ponto-
san azt jelenti, hogy az adatok egyenléek.

Tekintve, hogy 4% + 6% + 23% + 33% + 42% = 108%, ez a beszamold irrealis.
Elkkora hiba még a kerekitésekbdl sem johet Gssze, tehdt a beszamold dsszeallitoja
vagy megengedhetetleniil feliletes, figyelmetlen, vagy szandékosan kozo! hamis
adatokat. Egyik sem noveli a cég presztizsét.

Ha a median 30, akkor a termékek egyik felének, 50 darabnak a kérdéses adata leg-
alabb 30, vagyis legalabb 3-mal eltér a 27-es atlagtol. Ha a szorast ki akarjuk sza-
molni, akkor a gydk alatti tort szamlalojaban csak erre az 50 termekre az atlagtol
valo eliérések négyzetének dsszege tehat legalibb 50 - 3 2 = 450, és a t3bbi 50 termék

is nemnegativ jarulékot ad. Ezt 100-zel osztva és gydkot vonva, legalibb \/E az
az eredmény, ami nagyobb 2-nél. Tehat a kozolt adatok egymasnak ellentmonda-
nak, lehetetlenek. Az lizleil beszamold éves, elrontott vagy szandékosan hamisitott
adatokat tartalmaz.

Megjegyzés:

100

¥ (x, —27)°
i=l

Ha a szorasbol kiindulva szamolunk, = 2, amit négyzetre emelve,

100
100 .
j00-zal szorozva: ¥ (x, — 27)* = 400. Ez a mennyiség lesz csak az adatok nagyobb

i=1
értékil egyik felére mar legalabb 450 — és még az adatok kisebb értékil masik fele
is nemnegativ jarulékot ad —, tehat itt az ellentmondas.)

a) Mivel 8 + 7 = 15 tonna eper termett, €s eddig 5 + 6 = 11 tonnara van rendelés,
még 4 tonna rendelhetd.

b) Példaul igy:

Sz T P
N 3
H 4] 3 4

w
()
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3454 A maradék 9 szam atlaga 5, ezért Osszegiik 45. Az eredeti 10 szam Osszege 55. Te-
hat a 10-es szamot kell elhagyni.

Mdsik megoldds: )
Az 1659, a2és8 a3és7,adés 6 egyiittesen tlagul 5-6t adnak. Hozzajuk csak
az 5-6t lehet ugy venni, hogy atlaguk valtozatlan maradjon. Ezek szerint a 10-es

szamot hagyjuk el.

Az osztaly 26 tanuldja dolgozat jegyeinek Osszege 78, az atlag igy 3. Ha 25 tanul6
dolgozatanak atlaga 3,08, akkor a jegyek dsszege (25 - 3,08 =) 77. Igy a beteg ta-
nulé dolgozatanak osztélyzata 1-es volt.

a) Ugyancsak 5% koriili hibis mennyiscéget.

b) Az 5. valasz.

. dk; . .
a) A relativ szorasok: S0e _ 0,05, illetve 8 0,05, tehat egyenlok.

1000 g 20 dkg

b) £5%.

., 3 o .
Az alacsony vérnyomasuak relativ gyakorisaga 0 = 0,15, a normal vérnyomasu-

. 8
aké _2?6 = 0,45, a magas vérnyomasuake pedig 0 0,40.

A vizsgalt minta 55%-anak nincs rendben a vérnyomasa.
05 . . . . -

04

0,3

normalis

alacsony

a) A felsorolt kaloriaértékek terjedelme: 661.

b) A terjedelem 2203,3%-a legkisebb, illetve 95,66%-a a leghagyobb eléforduld ér-
teknek.
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Eleimiszer Zsirtartalom (g)
gépsonka 7,2
ken6majas 27.6
csabai kolbasz 40,8
téliszalami 44,4

a) Osszesen 18 000 ml = 18 1 pezsgdt vettek.
b) Magnum.

testvérek szama 0 1 2 3

relativ gyakorisag

1 (34,4%) 9 (28,1%) > (31,25%) 1 (6,25%)
— » = k] - Rl - ks 0
32 MEE? "1 16 1 16

2) 2640+ 3120+ 2820+ 2140 — 2680,
4
b) % - 335,

Az elsé adathalmazban a szoras harmada az atlagnak, tehat 33%-os intervallum
adodik az egy szorasnyi kdrnyezetre., A masikban a szoras 1669%-a az atlagnak, te-
hat az Un. relativ szords a masodik esetben sokkal nagyobb, vagyis az elso adathal-
mazt jobban (kisebb relativ hibaval) jellemzi az atlag.

Nem, pl. 1, 10, 13 medidnja 10, szamtani kdzepe 8, tehit a medidn a nagyobb, és a
10 nem az 1-hez van kdzelebb, hanem a 13-hoz.

Ha az ot férfi atlagtdmege 76 kg, akkor az dsszes tomegiik 5 - 76 = 380 (kg). Mivel
a megadott négy tOmeg Osszege 72+ 74 + 75+ 81 = 302, azaz az Otidik férfi
380 - 302 = 78 (kg) tdmegfli.

Ha 6t rad hosszanak szamiani kzepe 46 cm, akkor ezek 6sszhossza 230 cm. A ha-
todik hossza legyen h. Akkor a hat mid hosszanak Osszege: 6-42,2 = 2532 =
= 230 + A, ahonnan A = 23,2 (cm).

12 férfi atlagmagassaga 170 cm, igy magassagaik dsszege: 2040 cm. A 8 nd magas-
sdgbsszege hasonldan az atlag 8-szorosa, azaz 160 - 8 = 1280 (cm). Akkor a 20 em-
ber magassagainak ¢sszege: 3320 cm, az atlag ennek a 20-adrésze: 166 cm. (Ez a
slilyozott szamtani kdzép, erre vald hivatkozdssal is lehet szamolni.)

.‘.‘81 P
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Mivel a sorrend miatt N a legnagyobb, ezért a median a kézépso, tehat 7. A szamtani
kozép is 7, akkor az adatok Osszege egyrészt 3+ 5+ 7 +8 + N = 23 + N, masrészt
5.7 =135, ahonnan N = 12.

Mivel ardnyaik 1:2:3:4:5 ezért mondhatjuk, hogy az 6t szam rendre @, 24, 3a, 4q,

i3 . . . 11 T
5a, azaz az atlag 24 _ 34, Mivel ez a szdm 11, ezért a= 3 Ekkor az 6t szam:

ﬂ, g, 33 =11, ﬂ E tehat a kdzépsd szdm a 11.
37373 3
Mdsodik megoldds:

Mivel az ardnyok egyenletesen novekszenek, igy maguk a szamok is, tehat egy
szamtani sorozat 6t szomszédos tagjardl van szo, Bz esetben a szamtani kozep meg-
egyezik magaval a kozépss taggal, tehdt az is 11,

Mivel 26 ember irt, ezért nincs kozépsd adat, a median a 13. és 14. szdmtani kizepe,
azaz 6 és 7 atlaga: 6,5. A median folott pont a vizsgazok fele teljesitett, tehat csak
a modusz, vagy a szamtani kézép johet szoba. A szamtani kozép: 6,423, efGlot is
csak 13 ember van, azaz csak a modusz j6n szoba, ami viszont a 3, mert ez a leg-

gyakoribb (6-szor fordul el§), és 20-an foldtte vannak, ami tobb, mint %—e a 26-

nak, tehat a méduszra gondolt a tandr.

A bevétel 10 000 - 100, azaz éppen 1 000 000 Ft. Mivel 80%-ot vissza kell fizetni-
iik, ezért 800 000 Ft nyeremény kell. Eddig ismert egy darab 100 000 Ft-os, két da-
rab 50 000 Tt-os és &t darab 10 000 Ft-os nyeremény, ez 0sszesen 250 000 Fr. Meg
kell 550 000 Ft, s mivel mind 1000 Ft-os a maradék nyerd sorsjegy, ezért 550 darab
ilyen kell legyen.

Az els6 nem helyes, mert nincs értelme Gsszekomi a pontokat, a kiilonbdzo értckek
k&zott nincs is értelme a grafikonnak. A masodik dbran, mivel az id6 folytonosan
valtozik, van értelme gérbét rajzolni, még ha ez csak becslés is, mert valosziniileg
a pontok kozoit nem linearisan valtozik a fogyasztas, de ,kozelitésnek™ vehet6
{akar még pontos is lehet!).

Problémas, hogy az els6 adat 400 millio”, a tobbi meg olyan, amilyen.

Vagy mindent ,,milli¢"-ban értiink, és akkor az elsé ,,400 millié millié” (nincs is
ennyi ember); vagy az elsd effektive ,,400 millio”, a kovetkezd meg 340 (£6), akkor
nincs az a diagram, amin ez abrazolhato; vagy foldslegesen van ott a 400 mellett a
millié (vagy miért nincs a tébbi mellett; illetve, ha mindegyikre vonatkozik, akkor
miért az elsé mellett van ott, és nem valamely fejlécben?). Masik hiba, hogy a tébbi
oszlop sem ardnyos a mellé irt szammal. Az oszlopok vizszintesek, mégis a millio
f6 felirat fiigg6legesen van (mellesleg nehezen is olvashato). Tovabba azt mondja a
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felirat, hogy ,,tobb mint 400 millio £f6”, és (ha minden adatot millioban értiink) csak
az dbrazoltak Osszege 1,154 milliard. Nemigen szokas ,,tobb mint x”-nek hivni
majdnem 3x-et. Nincs megmagyarazva, hogy mit jelent a tbbszdti megbetegedések
figyelembe vétele. Persze lehet, hogy épp a tobbes betegségek miatt a betegek sza-
ma kb. 400 milli¢, a megbetegedéseké meg 1,154 milliard — de ez sem deriil ki, Az
elmegyengeség oszlopa biztosan rossz, alig hosszabb, mint a skizofrénidé, pedig
tobb, mint otszdrdse kellene, hogy legyen.

A kordiagram viszonylag szemléletesen mutatja az egészhez valo viszonyt, tehat
hogy az egyes elemek az egészhez hogyan viszonyulnak, nehezebb viszont a szég
miatt az egymassal torténd dsszehasonlitas. Az oszlopdiagramrél kdnnyebben leol-
vashatOk az egymashoz képesti viszonyok, viszont nem tudjuk, az egésznek melyik
hanyad része (legalabbis nem latszik). Igy pl. hogyan osztozik harom nagy mobilos
cég a piacon, ezt kdrdiagramon abrazelni eldnydsebb; mig azt, hogy mennyivel t&b-
bet adott el az elsd, mint a masodik, vagy a harmadik, azt inkabb oszlopdiagramon
latjuk konnyebben.

b) (Azaz modusza. Az adatsor atlaga 2,9; medianja 2,5, szordsa kb. 1,58; terjedel-
me 5.)

d) (Azaz szorasa. Atlaga lehet, pl. 1 és —1; médusza is lehet: 0, 1, ez egy kétmodu-
szu sokasdg; medidnja is lehet: — 1, 0, 1; az atlagtol valo atlagos eltérese is lehet: két
adatunk 1 és 3, atlaguk 2, ettdl vald eltéréstik —1 és 1, ezek atlaga 0.)

Kockaval dobva 1, 2, ..., 6 lehet az eredmény, ezek mindegyike % valoszinliségil.
Paros szamot dobni a 2, 4, 6 eredmények egyikének bekbvetkeztét jelenti, amelynek
1 1 1
egylittes valoszinlisége —+ — 4+ — = —.
& #6766 2
Mdsodik megoldds:
A kockaval 3 pdros és 3 paratlan szamot dobhatunk. Mivel a lehetséges, egyforma
valoszinliségii eredményeknek éppen a fele paros, ezért ez a valosziniiség 0,5.
A leesések eredménye fiiggetlen egymastol. Egy-egy feldobasnal a fej, illetve az

irds valoszinlisége 3

4
A kivant sorrend valoszinlisege (E =—,
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A pénzérme 4-szeri feldobasa eselén az Gsszes eset szama 27,

4
Kedvezd esetek: 4 dobasbdl pontosan 2 fej. Ezek szama: (2] .

. i kedvezo esetek szama
Igy a keresett valoszinliseg = L p=x"L=C,

dsszes eset szama 24 8
A dobott pontok bsszege A lehetséges esetek Hanyféleképpen lehetséges
2 1+1 1
3 142,241 2
4 1+3,2+2,3+1 3
5 1+4,2+3,3+2,4+1 4
A kedvez§ esetek szama: 10
Az Bsszes eset szama; 6% =36
e 10 5
A keresett valdszinliség: P = — = —.
36 18

Két kiilonb6zé (szabalyos) jatékkockaval dobva 6 - 6 = 36-féle lehetdség adodik,
melyek mindegyike egyforma valoszinliséggel kdvetkezhet be.
Ha a két kockén [év6 pontokat Gsszeadjuk, az Osszeg 2 és 12 k6zbtt valtozhat.
Vizsgdljuk meg a kapott dsszeget!
A 36 eset kozill vizsgaljuk azok szamat (hiszen ez a kevesebb), amikor a dobott dsz-
szeg 6-nal kevesebb:
2=14+1 (1 eset),
3=14+2=2+1 (2eset),
4=143=3+1=2+2 (3 eset),
S=1+4=4+1=2+3=3+2 (4eset).
Tehat a 36 lehet8ség koziil 10 esetben a dobott pontok dsszege 6-nal kisebb és 26
esetben legalabb 6.
Annak a valosziniisége, hogy két kockéval dobva a dobott pontok dsszege legalabb 6.
26 13
36 18
Megjegyzés:
A kérdezett esemény éppen komplementere annak az eseménynek, amikor a dobott
pontok 6sszege 6-nal kisebb, ezért a valdszinliség 1 — Pg 4 kisebyy MOdon is szi-
molhat6. Lasd a 3481, feladat eredmeényét! -
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Kedvezd esetek: p, f,p, f; p. L f.p; £ p, f, p. Ez 3 eset.
1 .
Az Osszes eset szama: 2 piros es 2 fehér golyo 5% = 6-féle sorrendben allhat.

A keresett valoszinliség p = % = %

8
Az Osszes eset szama annyi, ahanyfélekeéppen kihuzhatunk 8 golyobol 2-t: (2] .

4
Kedvezd eset, ha a 4 pirosbol huzunk ki 2-t, szamuk: (2] .

o) s

ki tt valdsziniiség: 5 =-—=—.
A keresett valoszintiség [8) 23" 14

2

A nyolc golyobol négy piros.

. , 4 C
Annak a valdszinlisége, hogy az elsé htizaskor pirosat huzunk: re A goly6 vissza-

: . S 4
tevése utan annak valdsziniisége, hogy masodszor is pirosat hizunk: ry

A két huzas fiiggetlen egymastol, ezért a két piros hizas valdszintisége:

oo | &
oo | b

1
7
Akkor nyer valamelyikiik, ha a piros alsét vagy a makk felsét huzzuk, tehat a kedve-
z0 esetek szama 2. Az Osszes eset szama 32, hiszen barmelyik lap ugyanolyan valo-

szinliséggel huzhato ki. A keresett valosziniiség: P = 216

a) Katinka tancos parja Antal vagy Botond vagy Csongor. A sorsolds egyenld valo-
szintiséget biztosit: P = %

b) Eloszor Katinka Antallal tancolt, mésodszm;ra is 8ket sorsoltak ki, Mivel a két
sorsolas egymastol fiiggetlen, ezért P = [g] .
Megjegyzés:
Ha tudjuk mér, hogy eldszorre 6k tancoltak egymaéssal, akkor ennek ismét % a

valoszinlisége.
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Mind az 5 szin 4 korong egyik oldalan szerepel. Igy annak valoszinfisége, hogy a
10 korong feldobasa utan piros, illetve kék szin keriil feliilre, ugyanakkora.
{Persze ez nem jelenti azt, hogy egyetlen dobds utin ugyanannyi piros szin keriil fe-

liilre, mint kek.)

Megjegvyzés:
Az F-Z, F-S, 8-Z korongokat ki is vehetjiik a jatékbol, mert ezek az eredményt nem
befolyasoljak.

A nyolc korong koziil az egyik mindkét oldalan pires, egy masik mindkét oldalan
fehér, van még egy olyan, amelynek egyik oldala piros, masik oldala fehér szind,
tovabba szerepel még 2 olyan, amelynek egyik oldala piros és még 2 olyan korong,
amelynek egyik oldala fehér. Igy 4 korongon lehet feliil piros, és ugyancsak 4-en fe-
hér, Ebhdl kovetkezik, hogy Maténak ugyanannyi esélye van a nyerésre, mint Lu-
kacsnak,

Megjegyzés:
A K-Z korong nem befolyasolja az eredményt, igy elég a tobbi 7 szines korongot
feldobni.

1 ]
Az elsé 16véskor 1 valoszinliséggel talal Arpad a bal also negyedbe. Annak a va-

2
loszinlisége, hogy kétszer egymads utan a bal also negyedbe talal (ij = %

A Galton-deszkan az elagazasokndl a golydk egyenld valdsziniiséggel gurnlnak
jobbra vagy balra.

A sz£1s6 pontokba csak egy iranybol érkezhet golyd, barmely kizbiilsé pontba az
eldtte 1évo sorbol balrdl és jobbrdl is érkezhet golyd.

Az 4bran az egyes pontokhoz irtuk az odaérkezés valosziniiségét.

1 1
2 . 2
1 1171 1
—~ =i -
4 A4 2 o4
1 L3 I .1.-3 w1
- e — = .
8 : -8 348 g
1 1031 3,33 3 11 1
16 16 16 4 16 16 8 16 16 4 16
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1 1 '3 1 |
I e = — = — P = — P = —
16 F 4 P 8 4 16
] 4 6 4 1
Ellendrzés:
Barmely sorban a valoszinliségek Osszege kell, hogy 1 legyen.
1 1 1 1 1 1 3 3 1 1 1 3 1 1
S+ -=1 S —t—=1L —+-+-+—=1 —F—+-+—+ =1
2 2 4 2 4 8 8 8 8 16 4 8 4 16

A (32 lapos) magyar kartyaban 4 kiilonbz6 szin van, és mindegyik szinbol 8-8 db. A
masodik huzasnal a mar el8bb kilnizoit lappal 8 db azonos szind és 24 db mas szinii
lap van. Igy annak a valosziniisége, hogy az utobb kihizott lap nem azeonos az el6zo-
24 3
vel: P=—=2=,
32 4

Egy szabalyos dobokockaval dobva a kapott szamok (pontok) 3 esetben parosak, 3
esetben paratlanok.

] 3
Igy a paros szam dobasanak valdszintisége: P(parosat dobunk) = 6= 7

Annak a valoszinlisége, hogy minden dobéssal parosat dobunk:

5
1 1
P(OtszOr egymas utdn parosat dobunk) = [5) = TS

Egy szabalyos dobokockaval dobva a kapott szamok (pontok) 3 esetben parosak, 3
esetben paratlanok.

?

igy a paros szam dobasanak valosziniisége: P(parosat dobunk) =

a paratlan szam dobasanak valOszintisége: P(paratlant dobunk) =

oL w

1
2
L
2
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Az ¢lsd dobast ,nem kell figyelembe venni”, hiszen ez akar paros, akar paratlan le-
het. Ha az els6 dobds piros, akkor annak a valdszinidsége, hogy a mésodik dobas

paratlan: 7 Ha az els6é dobas paratlan, akkor annak a valosziniisége, hogy a ma-

sodik dobas paros: %
Tehat annak a valosziniisége, hogy a dobokockaval kétszer egymas utan dobva egy-

egy paros illetve paratlan szamot kapunk: 5

Mdsik megoldds:
Szamoljuk ossze a kedvezo eseteket és az Osszes esetet!

Kedvezé esetek: paros-paratlan, paratlan-paros (2 eset).

Osszes eset: paros-paratlan, paratlan-paros, paros-péros, paratlan-paratlan (4 eset).
Mivel minden eset egyforman valoszinii, ezért annak a valoszinlisége, hogy a dobd-
kockdval kétszer egymas utdn dobva egy-egy pdaros, illetve paratlan szamot kapunk:
kedvezd esetek 2 1

P= .
Osszes eset 4 2

Az els6 dobast ,,nem kell figyelembe venni”, a masodik dobasnal a kedvezd esetek
szama: 5 (az els6tdl kiillonboz6), az Hsszes eset szama: 6. Mivel minden esemény

egyforman valészind, ezért annak a valosziniisége, hogy egy dobdkockaval kétszer
kedvezl esetek 5

egymas utan dobva kiilénbdz6 szamot kapunk: P = —— .
Osszes eset 6

Mdsik megoldds:

Szamoljuk Ossze a kedvezd eseteket és az Osszes esetet! 6 - 6 = 36 kiilonféle lehe-

tOscg van, ebbdl ,rossz”, ha két egyformat kapunk (1-1, 2-2, 3-3, 4-4, 5-5, 6-6), te-

hat a kedvezd esetek szdma: 36 — 6 = 30.

Ezert annak a valoszinfisége, hogy egy dobdkockaval kétszer egymas utan dobva

kedvez$ esetek 30 3
kiilénbozd szamot kapunk: P = w— ===
Osszes eset 36 6

Két pelda:  — Két érmét feldobva a leesés utan mindkettd fejet mutat.
— Egy csomag magyar kartyabol kihtizunk egy lapot; és az piros.

A kedvezd esetek szama: ahanyféleképpen a 6 pirosbdl kettét kivalasztunk, mig az
Osszes eset szama: ahanyféleképpen a 8 golydbdl kettdt kivehetiink. Tehdt az esély:
i = E = (),5357, azaz kicsit (Obb, mint %

iR
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1 A . ;o1
FF: e FI: 5 (FI vagy IF sormrendben!), 1I: 2 esélyti, mivel a két érme megkiilon-
boztethetd (természeti megfigyelds).

A nagy szamok tSrvénye szerint a nagyobb klinikan lesz nagyobb eséllyel kisebb a
relativ gyakorisag eltérése a vilagatlagtol, ami esetiinkben a valosziniiséget jelenti.
A nagyobb eltérés tehat a kisebb klinikan varhato.

Az A kocka tiinik gyamisnak, hiszen az 1 tdl gyakor, mig a 6 til ritka, emellett az
5 is kicsit kilog. Ez nem lehetetlen, de inkdbb ezt a kockat vennénk hamisnak, ha
tudjuk hogy az egyik manipulalt. A szabalyos kockanal kisebb ingadozasokat gon-
dolunk,

Ha a két kisérlet fiiggetlen, akkor 0,42 = 0,16 az esélye, hogy kétszer kivetkezik
be. Ha nem fiiggetlen, akkor nem tudunk pontosan semmit sem mondani. Annyi
azért igaz, hogy legfeljebb 0,4 a kétszer bekdvetkezés esélye, ha az elsé maga utin
vonja a masikat (teljes fliggés esete), illetve ha kizarja a masodikat, akkor 0 az escly.

Legalabb 190 Ft a nyeremény (vendéggySzelem esetén), ami egyenlegben 110 Ft
veszteséget jelent (mivel 3-szor 100 Ft volt a tét). Legfeljebb 310 Ft a nyeremeény
(dontetlen esetén), ekkor egyenlegben 10 Ft a nyereségem. Tehat a jaték egyenlege
—110 é&s + 10 Ft kizétt lesz.

Barmelyiknek ugyanakkora esélye van a nyerét kihizni, nevezetesen 3’ hiszen a

haromféle hizas: NVV, VNV és VVN semmiben sem kiilonbozik, esélyeik egyfor-
mak.

A fiiggetlenség feltevése miatt 0,9 - 0,9 = 0,81 a keresett esély.

Els6re, mivel ennek az esélye é Masodikra mar csak % . %
. 551 . . .
Harmadikra s s igy tovabb, egyre kisebb az esély. Ez elég meglepé, de

nem azt jelenti, hogy elsére fogok 6-ost dobni, csak azt, hogy a leggyakoribb ez lesz
sok kisérlet esetén.

4 4sz van a 32 lap kozott, tehat a keresett esély: % = % ={,125.

Virhatoan 25 helyes vilasza lesz. Ennek az a jelentése, hogy sokszor eljatszva ezt
a kisérletet, a taldlatok atlaga 25 koriil fog mozogni.
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Kériilbeliil 1000 - 0,4 = 400-at.
A fehér golyok szama legalibb 4-szerese legyen a pirosakenak (hiszen a piros golyé
hizasanak valészinlisége legfeljebb 20%), tehat még legalabb 20 feher golyot kell

a dobozba tenni.

A 32 lapos magyar kartyéban 4 kiraly van, igy annak a valoszinlisége, hogy kiralyt

\ 4 1
huzunk Pk = 3—2 = "é
Az 52 lapos francia kartyaban a figuras lapok szama 16, igy annak a valészinlisége,
, . 16 4
hogy figuras lapot hizunk P, = ) = s
4 1
— >,
13 8

Tehat nagyobb annak az esélye, hogy francia kartyabol figuras lapot hazunk ki, mint
az, hogy magyar kartyabdl kiralyt.
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7. OSSZETETT, ILLETVE
NEHEZEBB FELADATOK

3511, Készitsiink a szoveg alapjan Venn- B

diagramot! Induljunk ki a 3 halmaz
metszetébol!

A lakossdg mindossze 40%-a olvas a
kiaddvallalat termeékei koziil legalabb
egyet, tchat nem igaz az allitas.

Q=%

Jelolle Aaz 1., Ba2., Ca?3. példit jél megolddk halmazat. Ekkor a feladat feltételei
sorban a kévetkezd halmaz-szamossdgokat jelentik:
(h|lAvBUCUW@UBUGI =36 @lancl=20
@ |AVvBACl =2 (5)|BVANC] =2
7y lcl =29 @& AnBnCl=3

Ekkor az utolso feltételbdl visszafelé indulva a ha- A B

rom halmaz altal létrehozott mind a 8 tartomany sza-

mossagat meghatirozhatjuk. (Feketével az adott, pi-
C

Q) |BrCl =8
®) |AuB| =29

rossal a kovetkez6kben meghatarozott szamossdgo-
kat tiintettiik fel.) A () és (2} egyiitt azt eredmeényezi,
hogy |(A ) \B| =17 (9); vagyis ennyien oldot-
tak meg jol az 1. és 3. feladatot, de a 2.-at nem. A (8)
és (3) miatt |(B O VAl =5 (10); vagyis ennyien
oldottak meg jol a 2. és 3. feladatot, de az 1.-t nem.
Ekkor (6)-bol kiindulva — levenva A U B mar (8), (9), (10)-ben megismert részeinek
szamossagat — kapjuk: [(A m B) \ C| = 0 (11); vagyis nincs olyan didk, aki jol ol-
dotta meg az 1. és 2. feladatot, de a 3.-at nem. Ezutan (7), tovabba (8), (9), (10) ré-
vén kapjuk: |C\ A\ B| = 4 (12); vagyis ennyi diaknak jo csak a 3. megoldésa. Az
Osszes eddigi létszamot kivonva az osztalylétszambaol (1. (1) feltétel), kapjuk, hogy
mindharom halmazon kiviil 3 tanuléd van (6k egyetlen feladatot sem oldottak meg
jol). Ezutan barmelyik kérdésre kénnyen felelhetiink.

a) A pontosan két feladatot jol megolddk szamat a (9), (10), (11) feliételekben ha-
taroztuk meg: 17 + 5+ 0 = 22 ilyen diak van.

b) A csak egy feladatot jol megoldok szamat a (4), (5), (12) feltételek tartalmazzak:
2+ 2 +4 = 8 ilyen diak van, tehét a pontosan két feladatot jol megoldoknal ke-
vesebben vannak.

© ¢) Mint a levezetés legvégén kaptuk, 3 ilyen diak van,

191




OSSZETETT, ILLETVE NEHEZEBB FELADATQK .

3513.] a) A tablazatban alld szamok Osszege a megkérdezett személyek szama, hiszen
mindenki pontosan egy rovatban szerepelhet, és kell is szerepelnie. Eszerint 67

embert kérdeztek meg.

b) A harmadik és a negyedik oszlop elemeinek Osszege a vilasz:
12 £6 + 14 16 = 26 f0.

¢) A masodik és a negyedik sor harmadik, illetve negyedik oszlopdban 4116 szamok
dsszege a valasz, tehat: 6.

d) Az elsd két sorban szerepelnek a felnéttek, az utolso két sorban pedig a gyere-
kek. A tetszést az elsd két oszlop mutatja. Eszerint 18 felndttnek és 23 gyereknek
tetszett. Ebb6l még nem kovetkezik az, hogy inkabb a gyerekeknek tetszett, azt
is meg kell nézni, 6sszesen hany felndt, illetve hiany gyerek van. A felnottek sza-
ma: 37, a gyerekeké 30. Bz mar alatamasztja, hogy valoban a gyerekeknek tetszett

jobban, hiszen koztik 3—3 ~ 0,77 a tetszési ardny (index), mig a felndticknél ez

18
csak — = 0,49,
37
e} A jelek szovegre forditasa: -Hany nem-ferfit kérdeztek meg?”. Férfi 19 van, ek-

kor 67 — 19 = 48 nem-férfi van.

f) Ugyanaz, mint e), hiszen a nék és gyerekek egyiitt éppen a nem-férfiak. A valasz
48. (Megjegyezziik, hogy a de Morgan-féle azonossag szerint a két halmaz
egyenld, s akkor a szamossaguk is egyenlS.)

- - n
3514, a) Legyen a tagok szama n. A feltétel szerint [4] =495, ne N*, n>3.

nl
Tehat ———— = 495
-4

nn—1(n-2)(n-3) = (24495 =) 11 880.
Legyenx = n(n-3) = n’-3n,
ekkor (n—D)(n—-2)=n"-3n+2=x+2 *

Igy az x>+ 2x — 11 800 = 0 egyenletet oldjuk meg.
Ennek pozitiv gytke 108. Ezt az *-ba helyetiesitve és rendezve:

n?-3n—108 = 0, innen n = 12 (n = -9 nem megoldas)

Ellenérzés:
12 . . .
=12 11-10 9:495‘
4 24

Tehdt a tarsasag 12 emberbél all.
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b) Ha B-bél C-be piros jelzésii uton
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Madsik megoldds:

i
Az n (4), n > 3 figgvény szigorian monoton novekedd, ezért helyettesit-
siik be példaul:

10
n = 10-et: 4] =210 < 495;

L (15
n = 15-0t: 4l 1365 > 495;

12
n=12-t ] = 495.
4

Mivel a fiiggvény szigoriian monoton ndvekedd, a 495 értéket csak egy helyen
veszi fel. Tehat n = 12,

b) A feladat feltétele szerint 12 f8b&1 harman lemondanak az iidiilésrdl. A megma-

raddk koziil az egyik jeleniétéhez ragaszkodnak, igy a tobbi 8-bol kell kivalasz-

3 7.
tani a 3 utazot: = m = 56.
3 3l

Tehat 56-féleképpen lehet kivalasztani az iidiilés résztvevoit.

megyiink, akkor A-bol B-be 3-féle,
C-bS1 D-be pedig 2-féle utat va-
laszthatunk. ,,Kozépen piros jelzeé-
sii”, a feladat szovegének megfeleld
utvonalbol tehat 6-féle van.

Ha B-bél C-be z5ld jelzési uton megyiink, akkor A-bol B-be 3-féle, C-bol D-be
szintén 3-féle utat valaszthatunk. ,,Kdzépen zold jelzési”, a feladat szdvegének
megfeleld utvonalbol tehat 9-féle van.

Osszesen 15 olyan ttvonal van, amelyik a feladat kovetelményének megfelel.

3516, a) Igen. Altaldnosan is igaz, hogy ha a feladat graf-modelljét vesszik, azaz a koz-

pontok a graf csiicsai, és a kapesolatot a két kozpont kozott behuzott €l jeloli, ak-
kor az allitas a kovetkezdt jelenti:

Ha egy egyszerii grafban minden pontbdl legalabb fele annyi él indul, mint ahany
pont van, akkor a graf §sszefiiggd. Ezt bizonyitva a feladatunk a) részét is meg-
vélaszoljuk. A bizonyitas egyszer(i indirekt okoskodas. Tegyiik fel, hogy nem
bsszefiiggd a graf. Ekkor van legaldbb két komponense (0sszefliggd részgrafja),
amelyek kozott egyaltalan nincs él (kiilénben nem lenne két komponens, hanem
bsszefiiged volna a graf). Az egyik komponensben legfeljebb a pontok fele van
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{(hiszen nem lehet mindkettGben a felénél tbb!), azaz legfeljebb 3 pont. Fkkor,
még ha teljes is ez a 3 pontu részgraf, akkor is minden csticsbol csak 2 €l indul,

mig a feltétel szerint g = 3 élnek kellene.

Megjegyzés:
Az alliths »n pont esetén is igaz, bizonyitdsa az elz6 gondolatmenetiel ugyanigy
megy, de akkor — még ha teljes graf is a komponens — legfeljebb eggyel kevesebb
¢l indul a csucsaibol, mint a pontok szamanak fele. Ez ellentmondas, mivel a fel-
tétel szerint minden ponthol legalabb feleannyi éf indul, mint ahany pont van, Ez-
zel belattuk az allitast altalanosan.

b) Ekkor mar nem igaz, hogy barhonnan barhova lenne kapcsolat, egy példa: ha két
haromszéget rajzolunk. Ekkor minden csicsbhdl legalabb ket él indul (pontosan
kettd), de a harom kdzpont egyikébél sincs kapcsolat a masik haromhoz.

Egy lehetséges elhelyezést mutat az
dbra, megjeldlve a kivant 6 egyenest
is,

a) A jatekosok pénze a jaték kezdetén: 4x, 5x, 6x fabatka,
a jatek végén: 3y, 6y, Ty fabatka.

A fabatkak dsszege nem valtozik a jaték sordn: 15x = 18y, amibdl: x = i;_ y.
Megallapitjuk, hogy melyik jatékos nyert: 4x = 2;-1— vy < Sy.

Tehat az elsd jatékos nyert % y =12 fabatkat. gy v = 60 (fabatka).

Az elsd jatékos fabatkdinak szdma kezdetben: ~25i <60 = 288, a végén: 300.

Minthogy 5x = 6y, a masodik jat€kos pénze nem valtozott: 36 fabatka.

A harmadik jatékos fabatkdinak szdma kezdetben: 6x = % y > Ty, tehat 6 vesz-

I
tett 3 y = 12 fabatkat. Fabatkainak szama kezdetben 432, a végén 420.
A hdrom jatékos fabatkainak szama egyiittesen 1080.

b) A jatékosok pénze a jaték kezdetén: 7y, 6y, Sy,
avégén: 6x, Sx, 4x.

A fabatkdk 6sszege nem valtozik, ezért 18y = 15x, amib6l: y = %x.
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Megvizsgaljuk, melyik jatékos nyert.

35 . oins
Ty = %wx < 6x, tehat az elsd jatekos nyerte a 12 fabatkat.
licio o =72
6

Az elsd jatékos fabatkiinak szama kezdéskor: >=-.72 = 420, a végen: 432,

6y = 5x, tehat a masodik jatékos pénze nem vélt60zott, 3x = 360 fabatkaja volt.
S5y = %5 x > 4x, tehat a harmadikos jatékos veszitett é x = 12 fabatkat.
Kezdéskor 300, a végén 288 fabatkija volt.

Megjegvzés:

1) Az a) és b) esetben kideriilt, hogy a 12 fabatkat az elsd jatékos nyerte, a masodik
jatekosnal nem volt viltozas. Mar ebb6l is meg lehet allapitani, hogy a harmadik
jatékos veszitette el a 12 fabatkat. A harmadiknal fellépé valtozas kiszamitdsa tu-
lajdonképpen ellenérzesiil szolgalhat.

2) Ha az a} és b) rész adatait sszehasonlitjuk, kideriil, hogy a b) rész az a) rész for-
ditottja. Tehat az eredményhez a b)-ben részletezett szamits nélkiil is eljutha-
tunk.

El8szér kiszamoljuk, hogy a 100 000 Ft-bol mennyit vitt haza, aztin mennyit a
120 000 Ft-bol, s vegill megnézziik az inflacio hatasat, azaz mennyi a két fizetés va-
sarloerteke.

100 000 Ft-nal: levonds a tb- és egyéb jarulék 13%, ennek mértéke nem fiigg a ke-
resettdl, tehat a 100 000 Ft-bol marad 87 000 Fe.

A havi 100 000 Ft éves szinten 1 200 000 Ft-ot jelent, ennek jévedelemadoja a tab-
lazat szerint 120 000 + 0,3 - 600 000 = 300 000 Ft. Ez havi 25 000 Ft-ot jelent, te-
hat az emelés eldtti kézhez kapott fizetése 62 000 Ft volt.

Az emelés utan a jarulékok: 120 000 Ft 13%-a 15 600 Ft, azaz marad 104 400 Ft.
Az uj kategoria szerint, mivel 1 440 000 Ft az évi jovedelem, a jovedelemadé:
300000 + 0.4 - 240 000 Ft = 396 000 Ft. Ez havi 33 000 Ft levonast jelent, azaz
104 400 — 33 000 = 71 400 Ft marad.

Tehat a fizetésemelés utan (nettd)} 9 400 Fi-tal tobbet kap kézhez. Ha az arak 9%-kal

néttek, akkor amit eddig 62 000 Ft-ért kapott, az most atlagosan 5580 Ft-tal dra-
gabb, tehat 67 580 Ft-ba keriil, Mivel 71 400 Ft-ot kap, ezért ez ;}/ :28 =1,0365,

azaz kb. 5.7% a tényleges realbér-novekedés. A jol hangzo, papiron 20%-bol csak
alig t6bb mint a negyede marad igazi fizetésndvekedésként.
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3520, a) Példaul az 1957 esetében: 1 +9+5+7 =22, majd 2 +2 = 4.

b), ¢) Vizsgaljuk meg konkrétan a 2 elsé néhany hatvanyat, és képezziik beldlik a
sziikséges szamot.

2l =2
22 -4
23=8

24216 =5 1+6=7

2°=32 = 3+2=5

26264 = 6+4=10 > 1+0=1
27=128 5 1+2+8=11 = 1+1=2
2°=25 = 2+5+6=13 = 1+3=4

Ugy tiinik, hogy 27-nél ujra elkezdtek a mar eldkeriilt szamok ismétlddni. Vizs-
galjuk meg pl. a 128-at, mi is torténik a szamjegyei dsszeadisakor. Mi marad, ha
al28 =1-100+2 10+ 8.1 szambdl ,levalasztjuk” a szamjegyek Osszegét?
Ha az 1 - 100-bol levalasztjuk az 1-et, marad 1 - 99; ha a 2 - 10-b6l levalasztjuk
a 2-t, marad 2 - 9 (ha a 8 - 1-b0l levalasztjuk a 8-at, nem marad semmi). Tehat
[-100+2-104+8-1=(142+4+8+1-99 +2-.9. Hamost még a szamjegyek
Osszegébdl, 1 +2+8 = 11 = 1- 10 + 1-b6l is levalasztjuk ezen szamjegyek Osz-
szegét: 1 - 10+ 1 = (1 + 1)+ 1 -9, és ezt visszairjuk az elz6 felbontasba, akkor
ezt kapjuk: 128 = (1+ 1)+ 1-99+3.9.

Masképpen: 128 =2+9-(1-114+3)=2+9. 14, Valdjaban tehit barmely
szambol a fenti (jegvek Osszege vagy annak a jegyeinek Gsszege stb.) modon
képzett szam nem mas, mint a 9-cel vald osztasban keletkezett maradék, hiszen
az 8sszeg tobbi tagjabdl a 9 mindig kiemelhetd. Azt kell tehat megmutatni, hogy

a 2 hatvanyainak 9-es maradékaibal képzett sorozat ismétléds, Mivel 2° = 64 =
=9.7+1, ezért (2 6)k = 64% is 1 maradékot ad 9-cel osztva. Igy minden olyan
2-hatvany, amelynek a kitevéi 6 (Gbbszordseivel témek el egymastol, ugyanazt a
maradékot adja, vagyis a sorozat 6 elemenként ismétlédik, (Konkrétan, mint
lattuk, a sorozat tagjai: 2, 4, 8,7, 5, 1.)

3521.| a) Természetesen annyi, ahany kétjegyli szam van, vagyis 90; hiszen ezeket fordi-

tott sorrendben maguk mogé irva kapjuk a négyjegyit palindromokat.

b) Ezek a szdmok 1001 - A + 110 - B alakiak (ahol A, B szamjegyek; A = 0), ami
atirhato igy: 11 - (914 + 10B). Ahhoz, hogy egy ilyen szam négyzetszam lehes-
sen, sziikkséges (bar nem elégséges) feltétel, hogy a zardjelben allé szam is oszt-
hat¢ legyen 11-gyel (és agy valik a feliétel elégségessé, hogy a keletkezd hanya-
dos maga is négyzetszam legyen).
frjuk 4t a zérdjelbeli szimot: 88A + 118 + (3A — B). Ekkor elég mér csak 34 — B
11-gyel vald oszthatdsdgat vizsgdlni. Figyelembe véve A és B értékhatarait,
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—6 < 34— B £ 27. Ezen egészek koziil 11-gyel oszthatd a 0,a 11, a 22, Foglal- -

juk tablazatba a lehetdségeket. Mivel az utolsé sorban egyetlen négyzetszam sem
talalhato, igy a négyjegyli palindromok kdzétt nincs ilyen.

3A-B 0 11 22
A 112 ]3]4]5|6|8[9
B 316911147125
LAS}QE 1112213313445 |56|68}79

¢) Viszont az el6z6 tablazat utolso soraban 4ll6 ,, 11" eredmény mutatja, hogy itt egy

kibszammal van dolgunk, nevezetesen 1331 = 11°. Més kisbszam nincs a négy-
jegyil palindromok kozdtt, hiszen a 11 - (91A + 10B) feliras miatt a 91A + 108-

nek chhez 117 &” alakinak kell lennie, vagyis NAFIOB ok 11- %2 ala-

kdnak, de a tibldzat utolso sordban ez egyediil a mér jelzett esetben teljesiil.

d) Mivel a b) részben kimutattuk, hogy minden négyjegyli palindrom szam oszthato
11-gyel, nyilvan nincsen kozottiik prim.

FElsé megoldds, végig azonos (,,megszamolos”) gondolatmenettel:

a) Az 1-t61 9999-ig felsorolhato 9999 db szam kdziil az els6 999 db nem négyjegyii,
a tobbi az, igy 9000 db ilyen van,

b) Az 1-t61 k* — 1-ig felsorolhaté k™ - 1 db szédm kéziil az elsé k° — 1 db nem négy-
jegyil, a tobhi az, igy k' -k*dv ilyen van.

¢) Az 1-t61 10" — 1-ig felsorolhaté 10™ — 1 db szam kéziil az elsd 10"~ ' — 1 db nem
n-jegyil, a tobbi az, igy 10" — 10"’ db ilyen van.

d) Az 1-81 k" — 1-ig felsorolhaté k" — 1 db szém koziil az elsé k"~ ' = 1 db nem n-
jegytl, a tobbi az, igy k" — k"~ ' db ilyen van.

Mdsodik megoldds, végig azonos (kombinatorikai) gondolatmenettel:

a) Az elsO helyen 9-féle szamjegy allhat (a 0 nem), az Osszes tobbin mind a 10,
ezért 9 - 107 = 9000 db ilyen sz4m van.

b) Az elsé helyen k — 1-féle szdmjegy allhat (a O nem), az dsszes t6bbin mind a &,
ezért (k- D> = k* — & db ilyen szam van.

¢) Az elsd helyen 9-féle szamjegy allhat (a 0 nem), az 9sszes tobbin mind a 10,

ezért 9 - 10" ' = 10" - 10" ! db ilyen szdm van.
d) Az elsd helyen k — 1-féle szamjegy allhat (a O nem), az ésszes tobbin mind a &,
ezért (k— Dk" ) = k" k" ' db ilyen szAm van.
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a} Ekkor 32 = 9_gt kell felirnunk 2-es szamrendszerben, ez
1-2340-2%+0-2+1, azaz 1001,.

b) Ekkor 47 = 16-ot kell felirnunk 3-as szamrendszerben, ez 1 - 32423+ 1, azaz
1215

c) Mivel {n + 1= nt+2n+1, vagyis 1 n+2-n+1, ez épp azt jelenti, hogy
minden tovabhi esethen a szam alakja 121,

Megjegyzés:

Magat az n + | szdmot n-es szdmrendszerben persze igy irhatjuk: 11,

A b)-beli és az itteni eredményiink egyiitt azt jelenti, hogy minden 3 <n, ne N
esetén ]13 = 121,; amint azt a 10-es szamrendszerben jol ismerjiik.

a) llyen korlat nincsen, hiszen a szamegyenesen a racionalis szamok tetszdlegesen
sfirtin helyezkednek el. Barmely két, akarmilven kozeli raciondlis szam kozott
vannak tovabbi raciondlis szamok (sdt, végtelen sok), pl. a két kivalasztott szam
szamtani kdzepe.

b) Pl. a 2 négy egységnyire van ellentettjétdl, a —2-tdl, és masfél egységnyire recip-
rokatdl, az %—t(’ﬁl; a 3 pedig hat egységnyire a —3-10l, &s 3 egységnyire az % -

tol. Mindkét esethen a legkisebb tavolsdg a nulla (a O ellentettje Snmaga, az 1 és
a1 reciproka 6nmaga); legnagyobb érték természetesen egyik esetben sincs, hi-
szen az egyre nagyobb szamok egyre tavolabb lesznek ellentettjiiktdl és recipro-
1

17— —
n

»

kuktol is. (Paraméteresen: n és —n tavolsaga 2lnl, nés = tivolsaga
I

egyik mennyiség sem korlatos feliilirél, de mindketté minimuma a 0. Fontos még

megemliteni, hogy természetesen a 0-nak nincs reciproka, igy ebben az esetben

fel sem tehet® a kérdés, milyen messze van t0le.)

3-15+3-33 15+33
3+3 2

b) 2 + 3 = 5 liter, 15%-o0s oldatot.

c) Legyen k liter p%-os és k liter g%-os oldatunk. Osszekeverve a térfogat 2k liter,

kp+ kg

k+k
azonosak, mindig a két kiindulé tdménység szamtani kdzepe lesz a keverék to-

ménysége; a térfogatok pedig dsszeadodnak.

a) 3+ 3 = 6 liter, = 24%-o0s oldatot.

a tomeényseg P—q%mos lesz. Vagyis, ha az Osszekevert térfogatok

d) Legyen £ liter p%-os és z liter p%-os oldatunk. Osszekeverve a térfogatok dssze-
adodnak: k + z liter oldatunk lesz, az OsszetevOkkel megegyezd téménységgel

(p%e).
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a) Az n f0s tarsasag esetén a ,még egyszer annyian ¢s meég feleannyian™ Ssszesen
2,5n-et jelent. Ekkor a 2,57 = 30 egyenletbdl n = 12, vagyis csak tizenketten
voltak.

. . . . a . . ,
b) Jeltlje az apa mostani életkorat a, ekkor a fil most 3 éves. 50 év mulva a + 50,

illetve % + 50 évesek lesznek. Az apa ekkor ,.éveinek negyedével lesz idGsebb”
a fiundl, vagyis a fin akkori életkora haromnegyede az apa akkori életkoranak:

%(a +50) = %-& 50. Ebbdl a = 30, vagyis az apa most 30, a fid pedig 10 éves.

a) Ha #n helyébe I-nél nagyobb (f6leg, ha ,,joval nagyobb”) szamot gondolunk,
+1
by 2

-szer annyi idét.

¢) 2003 egy 363 napos &v, ezért az elvégzelt csip-csup ligyek szama
1+365
1+2+3+...+365= +365 = 66 795.

Ezek elvégzéseéhez 3 005 775 masodpercre, azaz kb. 835 orara volt sziiksége
Andrednak.

Megjegyzés:
Az év utolso napjan kb. 274 percet, azaz kb. 4,6 ¢rat kellett csip-csup ligyek intéze-
sével eltbltenie.

A megadott szam igy is ithatd: b 4+ 1005 + 10 0005 + 10a + 1000a + 100 0004,
vagyis 10 101 - (10a + b).

Mindazokkal a primszamokkal biztosan oszthatd tehat, amelyekkel a 10 101 is oszt-
hato. 10 101 =3 - 7 13 - 37, tehat biztosan oszthato a 3, 7, 13 és 37 primekkel.

Megjegvzés:
Az, hogy ezeken kiviil mas primmel is oszthato-e, azon mulik, hogy a 10a + b prim-
tényezls felbontasaban szerepel-e a megadottaktol kiilénbézo prim.

a) Két szam négyzetének osszege pontosan akkor nulla, ha mindkét szam 0-val
egyenld: 2x—7 =0 A 2y+5=0.

Ebb6l x = % AYy= —g, vagyis az egyenlet egyetlen megeldasa a (g, - —)

rendezett szampar.

b) A megadott egyenlet x-ben masodfokn, ezért a megoldoképlet szerint:

8(30syi\/64c:os2 y—64 cosy=xqcos® y—1
X = = .

32 4
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Az egyenletnek pontosan akkor lehet valos szampar megoldasa, ha cos y-120,
azaz cos”y = 1 teljesiil. Mindig igaz azonban, hogy 0 < cos ? ¥y < 1, ezért a valos
megoldashoz sziikséges (és egyben elégséges), hogy cos”y = 1 igaz legyen.

1
1.eset; cosy = l.Ekkorx:Z ésy =2km;, ke Z;

2. eset: cos y = — 1. Ekkor x=——i~ ésy=m+2km; ke Z.

Az eredeti egyenlet megoldashalmaza tehat;

M= ]—; 2km | —l;n'+2k:rr , kel
4 4

c) Fejezziik ki z-t az els6 egyenletbdl (z = x + y), majd ezt helyettesitsiik a masodik
2
egyenletbe: xy — (x +y)~ = 0.
A zéréjel felbontasa utdn: x° + yx + y2 = ().
Ez az egyenlet x-ben masodfoki, ezért a megolddképlet szerint:

LY +4-3y?
‘ 2 '
Azx” +yx+y” = 0 egyenletnek pontosan akkor lehet valos szampér megoldasa,

ha —3y” =0 igaz. Bz azonban csak akkor teljesiil, ha y helyébe 0-t frunk.
Egyetlen megoldas lehetséges tehat; y = 0, x = 0, amibdl z = 0 kovetkezik.
Behelyettesitéssel lathatd, hogy a (0; 0, 0) szamharmas valoban megoldasa a
megadott egyenletrendszernek.

X

2(x* =16) 2x-H(x+4)  2x—4

a) 2 = 3 = , haxe R\ {-4}.
5(x* +8x+16) S(x +4) 5(x +4)
iy et Hx—4)
b} Az a) alapjan az egyenlétlenség irhato gy is: St d) <1, aholx e R\ {4}
x
Nullica rendezve: >0 - 2220 _,
Sx+4)
—3x-128
<
5(x+4)
3x+28 >0
x+4
A tort értéke pontosan akkor pozitiv, ha szamldldjanak és nevezdjének elgjele

. ) 2
megegyezik. A megoldashalmaz tehat: }m; - —;[ o ]4; + oo[.
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A hatvanyozds azonossagait alkalmazva az egyenletrendszer masodik egyenlete igy
is irhaté: 32777 ~5.2%77 = 182

Vezessiink be Gj valtozokat: @ .= 2° 7" és b := 2777, természetesen a, b € R™.

Az eredeti egyenletrendszer ezzel:

5a¢d—4b =312 A 3a-5b =182

150 - 126 =936 A — 154+ 25b =-910

a=64 A b=2

27T =64 A 277 =2

A kettes alapa exponencialis fiiggveény szigorti monotonitasa miatt:

x+y=6 A x-yv=1

1,5
2 MV
7 5 .
M= 5; 5 az egyenletrendszer megoldishalmaza.

Alakitsuk szorzatta a bat oldalt:

(cos x — sin x)(cos %X + cos x - sin x + sin 2)c), ami tovabb igy is irhato:

(cos x — sin x)(1 + cos x sin x).

A megadott egvenlet tehdt irhato igy is:

(cos x —sin x)(1 + ¢os x - sin x) = 8in x — €OS X.

0-ra rendezve, majd kiemelést végezve: (cos x —sin x)(2 + cos x - sinx) = 0.

Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha ényez&i kozott szerepel a 0:
cosx—sinx=0 v 2+cosx-sinx=0.

Mivel két, 1-nél nem nagyobb abszolutért¢kll szam szorzata sohasem lehet —2-vel
egyenld, ezért az dsszes megoldast a cos x — sin x = 0 egyenlet megolddsai adjdk.

Ebbdl tg x = 1, azaz x=%+kn, kel

Alalakitasaink ekviya]ensek voltak, tehat a megoldashalmaz:

M:{%Mx}, kel

ntd = 0. Egy tort akkor és csak akkor nulla, ha a szamlalo nulla, ¢s ugyanak-

a)

kor a nevezd nem nulla. Tehdt n = —4 esetén lesz a tort értéke nulla.

n+4

b) > 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha a szamlalo és a nevezd azonos el§jeldl.

n—
(n+4<0ésn-3<Ovagyn+d>0esn-3>0),

azaz (n < —-désn<3)vagy (n>-4én>3)

A tort értéke pozitiv, ha n < —4 vagy ha n > 3, ahol n egész szam,

azaz,ha {ne Z | n<-4v3<n}
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Mcis megfontolds: o SRR
A szamlalot és a nevezdt kiilon fiigg- C 4 g
vénynek tekintjik és dbrazoljuk: : s

n > n+4,illetve n b= n -3,

A torl pozitiv pontosan ott, ahol a
két fiiggvény egyszerre vesz fel po-
zitiv, illetve negativ értéket.

Bz az abrardl leolvaghato. —
A —4-nél kisebb, illetve a 3-nal na- " &
gyobb egészekre lesz a tort pozitiv.
n+4:(nf’_’>)+7":1+ 7 A
n—3 n-3 n—3 : L
poniosan akkor egész, ha a 7-nek osztdja az (1 - 3).
7 osztoi: 1, — 1, 7, —7. Ennek megfelelben:

han-3 =1, akkor n = 4, han—-3 =7, akkor n = 10;
han-3 =-1, akkorn = 2; han-3 =-7, akkor n = —4.
Tehat a tortkifejezés értéke egész, ha n értéke 4 vagy 2 vagy 10 vagy —4.

c)

a) et oxtox-1 :x3(x2+x+ 1)_(x2+x+ L=
Gl rx+ DEE D =+ DETFx+ D 1),

b} Bgy szorzat akkor és csak akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla.
x—1=0 = x=1 '
x*+x+1 = 0; nincs olyan x valds szam, amelyre ez teljestilne (Ir < ().
Tehat a polinom egyetlen zérushelye: x = 1.

A kovetkez0 jeldlést alkalmazzuk:

1 db alma dra a Ft,

1 szelet dinnye ara d Ft,

1 db korte ara k Ft,

1 flirt sz616 ara s Ft.

A tablakon feltiintetett gytimolesdk arai tehat:

Ak B* O D#

5, 2a, k a, 2d, k a, 2d, s 2a,k, d, s
Az arak (Ft) 80 104 96 ?
A: 2a+k+s5s =80
B a+2d+ k=104
C a+2d+s =96
D Ra+tk+s)+d
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Vegyiik észre, hogy D = A -+ d, ami azt jelenti, hogy csak d ertekét kell meghata-
roznunk
B+ 4d+2a+k+s) =200
4d + 80 = 200 = d=30 = D=110
A D* tablan szerepl$ gylimélesdk ara egyiittesen 110 Ft.

Megjegyzés:

Kiilén-kiilon a gyiimolesék dra nem allapithatd meg a dinnye aran kiviil. Ennek az
az oka, hogy az A, B ¢s C egyenlet nem fiiggetlen egymastol.

Példaul, ha a d = 30-at behelyettesitjiik B-be, illetve C-be: a+k = 44, illetve
a+ s = 36 adddik. E két egyenlet Osszege éppen az A egyenletet adja.

a) Mivel a vasarlo kosaraban végiil 9 kg alma 1:2 ardnyban jonatin, illetve jona-
gold volt, ez 3 kg jonatan (és 6 kg jonagold) almat jelent.
Ha az elsé drusnal x kg, a masodikndl (9 - x) kg almat vasarolt, a jonatin alma

mennyisége: Z?X + 3(91; *) _ 3, ebbdl x = 3.

Tehat a vasarld az elsé arustdl 3 kg almart vasarolt (a masodiktol 6 kg-ot).

b) A vevd 3-80 Ft+6-110 Fi =900 Ft-ot fizetett. Egy kg almaért atlagban
(900 : 9 =) 100 forintot fizetett.

xelZ, veZ;
\/x—2+y:5

Az elsd egyenletbol lx| =5-y.
yi-x=7

. x, ha x290 .
Minthogy |x| = , ezert
—x, ha x<0
Yhax>0,akkorx=5-y = y’+y-12=0.
Ennek gyokei: y; = 3, y, = 4.
Ezeket: pl. a masodik egyenletbe helyettesitjiik: x; = 2, x; = 9.

2)hax < 0, akkorx=y-5 => yz—y—2 = 0.
Ennek gvokei: y3 = 2, ¥4 = — 1.
Ezeket pl. a masodik egyenletbe helyettesitjiik: x5 = =3, x4 = —0.

A kapott értékek egészek és ekvivalens atalakitisokat végeztiink, ezért a megoldas-
parok: (2; 3), (9; =4, (=3; 2), (-6, —1).
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r 2 .
) 1 Osztunk (—1,6)-tal, 1gy a 3x” — Sx— 12 = 0 egyenletet kapjuk.
3538.| a) Allitas: a+ — 22, haa>0. 7 h |
Ennek gyokei: x, =3, x, = ——.
Bizonyitas: 3
A feltétel miatt nem valtozik az egyenlétlenség iranya, ha a-val szorzunk. c) A tort értéke negativ, ha a szamlalo és a nevezé elientétes eldjelfi.
a® + 1 = 2a, ezt rendezziik . 5 4 -
a2—2a+] =0 o) A szamlalod pozitiv, ha —§<x<3. — 3 —o—
(a— D*20. A nevez6 negativ,ha -2 <x <2 ——c
Ez igaz, s minthogy a lépések megfordithatok, igy a kiinduld egyenldtlenség is i} , 4 B n
igaz minden pozitiv a szamra. A tort negativ, ha "3 <x <2, — e ______
Megjegyzés: 1 , 4 Do P
EgyenlSség akkor és csak akkor all fenn, haa = 1. ) A szamlalé negativ, ha x < 3 Vagy 3<x A
. A nevezé pozitiv,ha x<-2vagy2<xy —o— b
b) 21+2“x=251n[y+z), xeR ye R, . A tért negativ, ha x<-2vagy3<x oo l— S

azaz 2F + % — 7sin (y + _32 ] Osszefoglalva az o és f esetet: az eredeti kife- Lo P

jezés negativ, ha x < -2 vagy —% <x<2vagy3 <

. 1
Mivel 2% > 0 minden valds x-re az a) miatt 2% +-— > 2 ’ o
2 Mas szemléltetés:

, . . " : . A tort ott negativ, ahol a szdmlals- ¢ P ¥ i
i i Sny erté lete miatt 2sin| v+ | <2 mindeny valos szamra, S i o X R R 1) &
aszinuszfiiggvény értélkesz [y 4} Y ban 4116 és a nevezGbhen allo fiiggvé- 0 1 o .
e { s ; M [N U S SR B 8 SRS I S0 S PN By
a két oldal akkor és csak akkor egyenld, ha mindkeét oldal értéke 2. nyek erteke ellentétes eldjelli. Az | ﬁ DT S I I ?hi_’i{l‘gx.; +8x+ 192/

dbrardl leolvashatd, hogy a kifejezés
pontosan akkor negativ, ha x < -2 \ U

251n{y+4):2 < mn(y-%zj:l < y+Z‘ 2+k 27 anolk € 2, vagy —§<x<2 vagy 3 < x. \\\\‘fe N

Az 2) megjegyzése alapjan 2°+277 =2 & 27=1 & x=0.

y:%+k-2ﬂr, ahol k € Z.

Az egyenlet megoldasai a [O; %—1— k- 251) szamparok, ahol k € Z. _ ,4 73 _2“ '

A kapott értékek az adott egyenletet kielegitik.

1 35 16 4 11
e |=-242 48— -4 =-3—=-373
3539, a) f[ 2) =3 Rl >

by FT2_2=2 40 G2’ -Go 2) —4.80" -4 | a) Az 4fa ekkor 1600 - 0,25 = 400 F, vagyis a bruttd ar: 1600 + 400 = 2000 Ft.
x—2 x+2 , Xt -4 : (Szamolhatunk 1600 - 1,25 = 2000 modon is.)
, —4,8x" +8x+19,2 400
Megoldandd 4 = 0 egyenlet, ahol x # £2. b) —oog = 02 vagyis a bruttd drmak 20%-a az fa

Ebbél —4.8x% + 8x + 19,2 = 0.
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¢} Jeldlje a nettd arat n, ekkor az afa 0,12n, a brutto ar pedig 1,12n.
0,12n

= 0,10714285, vagyis ekkor kb. 10,7% a , feliilrol” szamitott afa-kulcs.

1,12n
d) Bruttd 600 - 1,12 = 672 Fi-ba.
e) 7]81420 = 7000 Ft a nettd ar.

H

fy A d) esetben 600 -0,12 = 72 Ft, az e) esetben 7000 - 0,12 = 840 Ft az ata.
(Mindkét esetben megkaphatjuk ugyanezt a brutté és nettd ar killonbségekeént is:
672 — 600 = 72, 7840 — 7000 = 340.)

a) Itthon a 400 eurd 103 668 Ft-ba keriilne, ehhez kint a 170 euro 47 222 Ft, es 0,5%
kezelési kéltség meég 236 Ft lenne. Mivel ez kevesebb, mint 2 eurd, tehat azt von-
nék le, mint minimumot, ami 556 Ft volna, azaz kint Gsszesen 47 778 Ft-ot fizet-
nék. Mivel aprépénzt nemigen valtanak, ez valosziniileg 47 800, vagy még inkabb
48 000 Ft-of jelentene. Vagyis tsszesen 103 668 + 47 800 = 151 468 Ft-omba ke-
riilne az tigylet.

b) 700 eurd itthon 181 419 Ft-ba keriilne. Ha visszajovetelkor 130 maradek eurot

visszavaltanék, azért kapnék 32 049 Ft-ot, tehat végil a koltségeim:
181 419 — 32 049 = 149 370 Ft-ot tennének ki. Ez kb. 2100 Ft-tal lenne keve-
sebb, mint az elézé esetben, azaz jobban jartam volna ebben az esetben, ha itthon
valtok tébbet. Igaz, a kiilénbség minddssze a koltségek 1,4%-a, tehat nem jelen-
t0s.

a) A négyzet oldala ekkor a = /93100 = 305,123 (km), azaz a kért pontossaggal
305 km.

b) Hasonloan most a = +/3337 = 57,767 (km), tehat 58 km.

93100 . . .
¢) Egy megye teriilete atlagosan = 4655 (km?2), tehat Vas megye az atlagnal
kisebb.
%
& 278000 _ 83’3( 02}
3337 km
10000000 6 ,
e) A magyar dtlagos népstirliség 03100 =107,4 [—km—zJ tehdt Vas megye az

atlag alatt van népsiiriiség tekintetében is.

2) 300 =2%-3-52

Mivel anndl kisebb egy szim, minél kevesebb jegyii, és minél kisebb szamjegyek
szerepelnek a nagyobb helyiértékii helyen, ezért a legkisebb megieleld szam: 2556.
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b) 2002 = 222 - 9 + 4, azaz legalabb 223-jegyii szamnak kell lennie barmely olyan
szamnak, amely szamjegyeinek dsszege 2002. Ha vannak ilyen, pontosan 223-
jegyl szamok, akkor a legkisebb is ezek kozitt van (hiszen a 224- vagy tobbje-
gyl szamok minden 223-jegyli szimnal nagyobbak). A fentiekbdl mar kivetke-
zik, hogy a legkisebb keresett természetes szam a 4999...9.

222 db

3544 ) 1,2,3,... 10, 11, ... x. Bz 1-t] x-ig 6sszesen 2002 db szamijegy.

Egyjegyl szdmok: 1, ... 9 egyiitt: 9 db szamjegy,

ketjegyli szamok: 10, ... 99 egyiitt 180 db szamjegy ,

haromjegyti szamok 100, ... 999 egyiitt 2700 db szamjegy.

Ezek szerint a 2002, helyre egy haromjegyit szdm egyik jegye keriil. Igy a 2002.
helyig a haromjegyliekb6l 2002 — 189 = 1813 szdmjegyet irtunk le.

1813 =604 -3 + 1.

Ebbdl litszik, hogy 604 db hiromjegyii szamot leirva a 603. haromjegyii szam
elso jegye keriil a 2002. helyre Mivel az elsé haromjegyii szam a 100, ezért a
605. haromjegy(i szdm a 704. Tehat, ha a feladat szévege szerint irjuk egymas
utan a szamokat, a 2002. helyre a 7-es keriil.

b) Egy (pozitiv egész) szdm pontosan akkor oszthato 6-tal, ha 2-vel is és 3-mal is
oszthatd, mert 6 = 2-3; (2;3) = 1.
A keresett szam oszthaté 2-vel, mivel az utolso szdmjegye paros (8).
Egy szam akkor oszthatd 3-mal, ha szamjegyeinek Osszege oszthatd 3-mal.

A 3abc8 alaky, tizes szamrendszerbeli Stjegyil szamok kéziil a legkisebb 6-tal
oszthatd a 30018, a legnagyobb a 39978,

Egy (pozitiv egész) szam pontosan akkor oszthaté 6-tal, ha 2-vel is és 3-mal is oszt-
hato, mert 6 = 2 -3 és(2;3) = 1.

25x alakn haromjegyt, 6-tal oszthatd szam a 252 és a 258.

Két megfeleld négyjegyii szamot kapunk.

Az egyik keresett négyjegyll szam 252-vel osztva hdnyadosul 10-et, maradékul 12-t
ad, igy a szdm: 10 - 252 + 12 = 2532,

A migsik keresett négyjegyil szam 258-cal osztva hanyadosul 10-et, maradékul 12-t
ad, igy a szam: 10 - 258 + 12 = 2592.

Legyenek a primek p, g, r; ekkor pgr = 5(p + g + r). Ebbdl egyikiik, pl. p = 5, hi-
szen primek szorzata csak ezen primekkel oszthatd. Ekkor gr = 5 + g + r, amibél

S+ 5+
r= ? (és persze forditva: ¢ = ——I). Lévén g, r primek, mindegyik legalabb
q- r—

+ .. 2 o
‘1; , 4 pozitiv nevezdvel szorozva 2g —2 £ 5+ g, azaz g < 7. (Es a

2,ezért 2 < >

szimmetria miatt ekkor r £ 7.) Legyen g rendre 2; 3; 5; 7 — ekkor pedig r a képletbdl
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7:4:2,5; 2. A 4 nem prim, a 2,5 nem is egész, tehat g és r 2 vagy 7 lehet, tetszdle-
ges ,,szereposztasban”. A harom primszam tehat, nagysag szerint: 2, 5, 7.

a) Ha a buszon kettesével iilve az egyik gyereknek nem volt parja, akkor a gyerekek
szama paratlan.
Harmasival sétalva az utolso sorban két gyerek maradt, tehat a gyerckek szama
3.mal osztva 2 maradékot ad.
Hatosaval sorba allitva éket — mivel szamuk pératlan, az utols6 sorba csak 1, 3
vagy 5 gyerek keriilhet. Mivel a gyerekek szdma 3-mal osztva 2 maradékot ad, és
a 6 oszthato 3-mal, igy a felsorolt harom lehetséges eset koziil csak az 5-re teljestil
ez a feltétel. Tehat az utolso hintéra 5 gyerek keriilt.

b) Az 5 gyerek a 6 lehetséges helyre 6! = 720-féleképpen iilhet le. (A helyek sza-

mozottak.) Ugyanis az elsd helyre 6-féle lehetdség van (az 5 gyerek koziil valaki,
vagy nem iil oda senki), ettdl fiiggetleniil a 2. helyre 5 lehetéség van, a 3. helyre
4 lehetdség stb.

Mads gondolatmenet:
Az a hely, ahova nem iil gyerek, 6-féle lehet. A maradék 5 helyet az 5 gyerek 5!-
féleképpen foglalhatja el. Igy a lehetdségek szama 6 - 5! = 6!

a) Egy nap osszesen 24-szer harangoznak, minden 6raban, s mindig eggyel tobbet,
1-t81 24-ig. Mivel az egyik harang 3, a masik 5 masodpercenként ut, ezért 6 dra-
kor az els6 a 15. masodpercben liti a hatodikat, a masik akkor a negyediket, tehat
ez egyszerre lesz (mert [3; 5] = 15). Ezutan — mivel mindig iitnek legalabb 6-ot
— lesz kozos iités, azaz 19 alkalommal (reggel 6-to1 24 6rdig minden ordban) lesz
legalabb egy kozos iités.

b) Ha legalabb 1i-et iitnek, akkor a elsd harang hatodik és tizenegyedik iitése k6zos
lesz a masodik harang negyedik és hetedik iitésével, hiszen 5, illetve 3 litésnyi az
jsmétlddés .ciklushossza”. Vagyis 11 6ratol kezdve mindig lesz a kezdetivel
egyiitt 3 kozds harangiités.

¢) Egy harang 6sszesen | +2 + 3 + ... + 24 = 300-at iit egy nap alatt, ami a rovi-
debb periédust harang esetén 3 masodpercenkent iitve Gsszesen 900 masodper-
cet, azaz 15 percet tesz ki. A lassabban iiténél ez 1500 masodperc, ami 25 percet
Jjelent.

Csoportositsuk a szamokat aszerint, hogy 3-mal osztva milyen maradékot adnak: 0,
1,2 a lehetdségek. Ha van harom olyan szam, amelyik egy csoportba tartozik, ezek
dsszege oszthaté lesz 3-mal (hiszen maradékaik Ssszege — 0, 3 vagy 6 — szintén
oszthatd). Ha nincs harom ilyen szam, akkor viszont mindegyik csoportban van leg-
alabb egy szam. (Otét haromfelé maskepp nem lehet elosztani.) Ekkor mindegyik
csoportbol egyet-egyet valasztva, Gsszegiik ismét oszthato 3-mal, mert maradékaik
osszege is 3. Tehat a kivdlasztds mindig megoldhato.

208

OSSZETETT, ILLETVE NEHEZEBB FELADATOK

3530.] A pénztaros vissza tud adni 20, 40, 60, ... vagy 340 forintot, ezért ha Eva ki tud fi-

zetni 410 vagy 430 vagy 450 vagy 470 vagy 490 vagy 510 ... vagy 710 vagy 730 fo-
rintot, akkor megoldottik a problemat. '

Evianak Osszesen 850 forintja van, tehat a kivetkezd esetek valésithatok meg:

— odaad 9 db 50 Ft-ost és visszakap 3 db 20 Ft-ost;

—odaad 11 db 50 Fi-ost és visszakap 8 db 20 Ft-ost;

— odaad 13 db 50 Ft-ost és visszakap 13 db 20 Ft-ost.

a) A személyvonat sebessége legyen v, ekkor az expresszé 1,5v. A személyvonat le-
gyen déltél szamitva mar 7 oraja dton, amikor az expressz utoléri, ekkor ez utobbi
r—0.75 ordja indult el. A két vonatnak a talalkozasig megtett Utja azonos, igy (a
nyilvan nem 0 v-vel egyszerQsitve: r = 1,5(¢ — 0,75), amibol ¢ = 2,25 dra, vagyis
deélutan negyed haromkor (2 6ra 15 perckor) éri utol az expressz a személyt.

; - I
b) A négyszer 5 perces megallds dsszesen 20 perccel, azaz — Ordval csékkenti a

személyvonat haladassal 61ttt idejét, mig a kétszer 6 perc dsszesen 12 perccel,

1, . .
azaz 3 oraval az expresszét. Egyenletiink ezért igy mddosul:

1 1 ) 1 57 131
vtr——Il=15t——-0,75], bél t——=1,5t——, ¢€s : =
( 3) [ 5 ) amibd 3 20 és tovabb ¢ 0

ora, ami természetesen 131 perc. Azaz du. 2 dra 11 perckor talalkozik a két vo-
nat (4 perccel elébb, mint az eldz6 esetben).

3552, a) A feladat megoldasat érdemes a ,,végérdl” kezdeni.

A harmadik arustdl tdvozva a termelének 5 dinnyéje maradt. Elétte (5+1) -2 =
= 12 dinnyéje volt. (Ennek a felét + egy dinnyét adott el a 3. drusnak.)

Mieldtt a 2. arushoz ért (12 + 1) - 2 = 26 dinnyéje volt. (26 + 1) - 2 = 54 dinnyé-
vel indult a piacra.

Musik megoldds:
Az Gstermeld x db dinnyével indult el hazulrol,

. x .
az. 1. vevonek eladott > + 1 dinnyét,

ezutan maradt X 1= - ; 2 ,
” -2
a 2. vevének eladott = 2 tl=2 +2 dinnyét,
ezutan maradt x 2 _xt2 = X76,
4 4
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6

X - x+2 ,
a 3. vevonek eladott 2 +1= 2 dinnyét,
x—-6 x+2 x-14

4 8 8
x—14

ezutan maradt

=5 = x=54,

A feladat szbvege szerint:

Az Gstermeld 54 db dinnyével indult a piacra.
b) Kezdetben x db faja volt.

Ez az elsé évben p%-kal ndvekedett, a felndvekedett fadllomany x[l + %6]

Ennek az 5%-at eladia, igy a 2. év elején 0, 95x(1 + 1—6})—] db faval rendelkezett.

2
A misodik év végén a felndvekedett dllomény 0, 95;{1 + ﬁj .

2
A tovabbi 5% eladésa utan maradt fagllomany 0,95 x{l + l—g—o} .

A 2. évi szaporulat:

2
0,952 x[l + ﬁ) -0, 95;{1 + %6]’ ez a feladat szerint 0,05x.

4
L. 1+—=gq.
Cgyen 100 q

fgy 0,95%x¢% - 0,95xq = 0,05x.

x-szel osztva az egyenletet a 0,95 2q2 - 0,959 - 0,05 = 0 egyenlethez jutunk;
g > 0 miatt g = 1,103,

fey 1+% =1,103 = p = 10,3.

A faéllorhény évi atlagos ndvekedése tehat kb. 10,3%.

Legyen a legolcsobb jegy ra x Ft, akkor a kézepes ar jegyé a feltétel szerint

. x + 1000 Ft, a legdragabb jegyé x + 2000 Ft.

Ha 6 millio Ft-os bevételt terveznek:
450x + 350(x + 1000) + 200(x + 2000) = 6 000 000 = x = 5250.
Tehat a legolesobb jegy 5250 Ft-ba keriiljon, hogy teljesitsck a tervezett bevételt.

Ha x alkalommal szallodéban, és 13 — x alkalommal kempingben &jszakazunk, akkor
5400x 4+ 2000(13 — x) < 43000

5d4x 4+ 260 - 20x < 430

34x < 170
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x<5
Tehat (legfeljebb) 5 éjszaka alhatunk szallodaban.

Ellendrzés:

5400 - 5 +2000 - 8 = 27 000 + 16 000 = 43 000, tehat valoban elég a szallisra for-
dithato Gsszeg (természetesen akkor is, ha 5-nél kevesebb é&jszakat toltiink szallodé-
ban).

3555, a) Jeldlje a diakok szamat d, a tanarokét 7. Két egyenletet irhatunk fel: & - 1 = 150

es 3(d + 1) = 105. Vagyis két olyan szamot keresiink, amelyek Gsszege 35, szor-
zata 150 — azaz a Viete-formulak szerint e két szam az x” - 35x + 150 = 0 egyen-

let két gydke. Bizek a 30 és az 3, a létszamokra tett megkotés miatt 5 tanar vizs-
gaztatott 30 didkot,

Megjegyzés:

d+t=
A Viete-formulak nélkiil megoldva a p ! 123} egyenletrendszert,

ugyanazt az eredményt kapjuk.

Ft
b) Ha a 2000 e -os kavébol eredetileg x kg, a 4000 %—osbél vy kg volt a keverék-
&

ben, akkor (agkévé ertékét figyelve):

2000x + 4000y = 3100(x + y) A 2000x + 40000y + 5) = 3400(x + y + 5).
Egyszeriisités és rendezés utin a kovetkezd egyenletrendszerhez jutunk:
MMx—9y =0 A Tx—3y = 15.

Ebbol x = 4,5 A y = 5,5, tehat az olcsobbik fajtabol eredetileg 4,5 kg, a dra-
gabbol pedig 5,5 kg volt a keverékben.

Ellendrzés:
A keverék értéke eredetileg 2000 - 4,5 + 4000 - 5,5 = 9000 + 22000 = 31000 Ft,
s mivel tdmege 10 kg, ezért egy kg dra valdban 3100 Ft.

. , Ft . .
Ha a keverékhez még 5 kg 4000 P kavét adnak, akkor az djabb keverék ér-
g

teke 51 000 Ft, tdmege pedig 15 kg lesz, ami valdban 3400 % -08 egységarat je-
8

lent.

3556.; a) 5730 év alatt bomlik ¢l a mennyiség fele, ujabb 5730 év alatt a maradék fele, te-

hat 6sszesen a kezdeti mennyiség Z-e. Bz tsszesen 2 - 5730 = 11 460 évig tart.

Muasik megoldds:
Ny =Ny - 1()_'“, ahol ¢ jeldli az id6t években mérve.
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Mivel a felezési idd 5730 év, ebbdl kiszamithatjuk a 4 értékét:
N(5730) = A‘;Q = NO . 10—57301

0.5 = 1075704
~57304 = -0,30103
A4 =0,0000525

Ezutan, ha % rész elbomlott, akkor % rész maradt, tehat:

N u—
N(t) = NO '10_1" o J’ azaz 0’25 =10 0,000:0525¢

t =11 460.
Azaz 11 460 év milva lesz meg még a kezdeti mennyiség negyede.
b) Az adatok szerint a kezdeti mennyiség 33%-a van még meg, chhez 7 1d6 kell, s
ennek kiszamitasa ugyanazzal a képlettel:
033N, = N - 100000525
0.33 = 10~ 00000525

t=917L
Tehat kozel 9200 évesre becsiilhetjiik a fa korat,

3557. - a) Mivel a légnyomas 5500 m magasan lesz a felszininek a fele:

p(5500) = pq -2 = Lo = pp2;
—5500c = - 1;
c= L = (,0001818.

5500

1
(Mértekegysége —.)
m

b) Ezzel a ¢ értékkel a Himaldja tetején a légnyomas:
8800

p(8800) = 10° Pa-2 550 = 32088 Pa.

5000—G
3558, a) Ekkor megoldandd a 70 <75,5-5-1,081 *  egyenlétlenség. Kivonas és
6000-G
osztas utan 1,1 >1,081 2 | véve mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat:
6000-G 6000 — G

206 1lg1,1 > —— - 1g1,081.
Ig1,1 > 1g1,081 , azaz lg 12?6] £
Ebbdl rendezés utin G > 6000 — 206 - l—f(’)g = 5748, tehat kb. ennyi (1980-as)
g >
dollir GDP felett varhaté legalabb 70 éves életiartam.
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b) Mivel a képlet szerint £ a G-nek szigorian monoton ndvé fliggvénye, igy elegen-
d6 megvizsgaini az 5000 $-0s GDP-hez tartozo varhato 2lettartamot, és ez lesz

a legkisebb felsd korlatja az ennél kisebb GDP-jii orszdgban €16k virhato élettar-
6000-5000

tamanak. E = 75,5-5-1,081 26 = 68,2, tehat az emlitett orszagokban leg-
feljebb kb. 68 év a varhatd élettartam.

| in40° 1800
3559, a) A tirési szoget a kovetkezd egyenletbdl hatdrozhatjuk meg: 511? 5 = 70
51

Ebbdl sin § = 0,1321, azaz § = 7.6° (a visszakeresés egyéb eredményei most
nem johetnek szoba). Az irAnyvaltozis ekkor 40° — 7,6° = 32,4°

b) A teljes visszaverddés, a masik kozegbe vald be nem hatolas hataresetben akkor
kivetkezik be, ha a torési szog 90° lenne. Ennél nagyobb beesési széighdz mar
nem tartozik semmilyen torési szog, hiszen a szinuszfiiggvény nem vehet fel
1-nél nagyobb értéket, igy a hullam a két kézeg hatirardl visszaverédik.
A Snellius—Descartes-térvény alapjan (bar a hullim haladisi irdnya az dbraéhoz
kepest ellenkezd, de a szogek betlizését megtartjuk) a kérdéses hatérszisg:
sin 90° _ 1300
sinfy, 370
eredményei most nem johetnek szoba), Ha ennél nagyobb beesési szigben érke-
zik a ket kozeg hatdrdra a 16sz felSl a {6ldrengéshullam, akkor az nem hatol be
az agyagos teriiletre, nem tesz ott kart.

., amibdl sin f, = ,2056, azaz § = 11,9° (a visszakeresés egyéb

3560,] a) A szoveg szerint K = 2 - 10, a kezdeti idé 1960, ekkor £ = 0. 1977-ben 7 = 17.
Nog=3" 10°. A meég hidnyzo a-t pedig abbdl szamoljuk ki, hogy # = 17 esetén
4,1 millidrd ember volt, azaz
2-10'.3-10° .
3.10° +(2-10'° =3-10%) . &7 °
6-10
A=
34+(20-3)-a
69,7 -a'" = 60-3-4,1 =477

4,1-10% =

a'’ =0,6844;
a = 0,978.
Ekkor 2003-ban a képlet szerint, mivel 1960 ota 43 év telt el,
1plo 100 1plo
N(43) = 6107 _ 6:10 _810” 6,31-10° -nek kellene lennie

34172 3+17.0,978% 9,51
az emberiség Iétszamanak, azaz kb, 6,3 milliardnak.
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b) A modell szerint 2050-ben N(90), mig 2100-ban N(140) adja meg a becsiilt 1ét-
szamot:

6-10" 6-10" 6-10" 9
N(90) = = = ~11,36-10°,
OO = 7 " 3417.0,078% 5,28
10" 6-10°
N(140) = . o = ~16-10",
3+17-0,978 3,75

Tehat 2050-re kb. 11,36 millidrd, és 2100-ra kb. 16 milliard embert jelez elore a
képlet. Ezeket ma még nem tudjuk ellendrizni.

3561) a) Ha mindenki vj embernek mesélné el a hirt, akkor éranként 4-szerezbdne a hir

ismerdinek a szama. Bz egy mértani sorozat elsd 48 tagja: a; = 4, a; = 16, ...,
t4g = 4% = 7923107, ami teljes abszurditas, mivel ennyi ember a Foldon
sincs, nemhogy egy vérosban. Raadasul ezen szdmok dsszegére van sziikseglink:
4% 1
S =4 P 1,06 -10%.
(Részint a nagysagrend, részint az irredlis létszam miatt mindegy, hogy a kezdeti
1 embert, magét a hirforrast hozzdadjuk-¢ vagy sem az eredményhez; de az elvi
korrektség miatt még ezt is meg kell tenni.)

b) Az elz6 kérdésre egy ,realistabb” valasz a fékezett novekedes modellje.
Ebben a képletben hirom (jelenleg ismeretlen) allandé szerepel, amire van ha-
rom osszefiiggésiink:

‘N .
Nly=a-— KM yoyogee— B
Nyt (K—Ny)-a Ny (K- Np)-a
N(3) =54 = KNy

Ny+(K—=Ng) @

Ebb6] kell a harom allandét (K, Ny és a értékét) meghatarozni. A kérdeés pedig
N(48). Alkalmazzuk az ,,id6eltolds” dtletét. Tekintsiik kiindulé értéknek a 4-et, a
¢ = 1 idéponthoz tartozé értéknek a 16-ot, és r = 2-hdz tartozénak az 54-et. Ek-
kor a K és a allandok ugyanazok, mint amiket keresiink, hiszen a képlet szermt
egymasra kovetkezd értékek nagysaga nem fiigg attdl, mikor kezdtiik el a megfi-

4 . 4K
——— és S4=— .
4+ (K —da 4+ (K -4’
Ekkor az els6bél 4-gyel egyszertisités €s a nevezdvel valo szorzas utan

gyelést, az idomérést. Igy 16 =

16 + 4(K ~4)a = K, amibd] rendezés utan K = 16d-a) adddik. A masodik
— ad
2
képletbdl pedig ugyanigy elébb 54 + 13,5(K — A)a’ = K, majd K = 5—4(1—3;—3
—13,5a

kovetkezik. Egyenlévé tessziik K két kifejezését, és felismerjik, hogy 1 - a*=
= (1 + a)(1 — q). Bgyszerlisitiink 1 — a-val (ami nyilvan nem 0, hiszen ha g = 1

214

OSSZETETT, ILLETVE NEHEZEBB FELADATOK

volna, akkor az eredeti képlet minden f-re ugyanazt az eredmeényt adna, nevezete-

sen Ny-t), szorzunk a nevez&kkel, rendeziink (a” kiesik), és kapjuk:
19

a=o0= 0,2346. Visszairva ezt K barmelyik kifejezésébe (célszerlien az elsébe):
992
K = ~ =198,4 (pontosan, nem kerekités utin). Visszatériink az eredeti idéje-

198, 4N,

1oléshez: N(1) =4 = :

Ny +(198,4 - N,)- 19

81

Elvégezve a miiveleteket, egyszertisitések utén: N, = 3—03— = (),9530.
{Ami érdekes, hi.szen a kezd&értéknek igazabol 1-nek kellene lennie, hiszen kez-
detben 1 ember ismerte a hirt, és tdle indult a ,,pletyka”. Mivel azonban megad-
tl'mk '3 'kesobbi értéjket, s 3 ismeretlenhez nem lehet 4 fiiggetlen egyenletet rog-
ziteni, igy ez adodik. Ha viszont N(3) = 54 helyett, a masik két érték viltozatla-
nul hagyasa mellett, Ny = 1 lenne a harmadik Osszefliggésiink, nem kapnank ér-
te’lmes eredményt, mert e harom szam mértani sorozat szerint koveti egymast —
lasd az a) részt —, és ilyen szamokra nem illeszthet a logisztikus modell.)

198,4-ﬁ
Behelyettesitve ¢ = 48-at: N{48) = 319 = =198,4
304 3043 (19
— 4+ 198,4 ~— || =
319 [ 319] (81]

— vagyis mar ,telitésben” van a létszam, elérte a lehetséges maximumot. (Egy ti-
zedes pontossaggal mar ¢ = 10 esetén ez a helyzet. Altaldban, e modell esetén,

ha a nevezében a (K — Np)a' tag mondjuk két nagysagrenddel kisebbé valik No-
nal, akkor az eredmény mar lényegében a telitési K értékkel (annak kb. 99%-dval)
egyenld. Specialisan most, mivel K nem szamottevden nagyobb Ny-nal (alig 200-
szoros), viszont a elég kicsi (nincs egynegyed), s igy hatvanyai viharosan csok-
kennek, ez a helyzet igen hamar bekévetkezik.)

3562. a) A 9,2%-os évi kamat mellett 50 ezer forint 1 év alatt 1,092-szeresére nd, a 2. év

végére pedig kamatos kamattal az 1,092 *-szeresére, azaz a felndvekedett Gsszeg
50 000 - 1,092° = 59 623,2, azaz 59 623 F.

b) Ugyvanezt az értéket egy év alatt évi p%-os kamattal értiik volna el:

P oD
50 000] 1+ ——— | =59 623,2, ebb £ 2
( 100J 9 ebbdl 1+ 100 1,092 1,19246.

igy egy év alatt 19,2%-o0s évi kamattal értiik volna el ezt az értéket.
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p
12100

¢) Bvi % kamatozas esetén egy hdnap alatt az Ssszeg [1 + )—szeresre,

D
12100
Két ev alatt a féiévenként valtozo kamatozassal a bankba betett dsszeg

[} 6 6 6
50000[ 14— | 1o 2L ] BB 8
1200 1200 1200 1200

= 50 000 - 1,047410 - 1,046371 - 1,044555 - 1,043260 ~ 59 717.
Ebben az esetben a pénzem 2 év elteltével kb. 59 720 Ft lesz.

6
6 honap alait [l + ] -szorosara né.

800

]_3563. a) d,(40) = 900 — % 400 = 800;  d5(40) = == = 267,

40 masodperccel a startvonalon vald dthaladas utan az elsé autd 800 méterre, a
masodik kb. 267 méterre van a startvonaltol.

1 2400
d(120) = 900 0 3600 =10, 4,(020)= S - = 800.
2 perccel a startvonalon vald athaladds utdn az elsd autd ismét a startvonalnal van
(csalk éppen ellentétes iranyban halad, mint a mérés kezdetekor), a masodik
800 meéterre van a startvonaltol.

byHaad —d, fiiggvényt d-vel jeldljiik:

20 1 70
dit) = 900——([ - 120t + 3600) ——g—t = —th +?t.

¢) Keressiik a ‘d| : [0; 120] SR e ‘_%g 4 ?r fliiggvény maximumat.

A hozzidrendelési szabdly igy is irhatd: ¢ ’—%:[; —2—20], a vizsgalt fiigg-

vénynek tehata 0 és a @ is zérushelye. A | d| fiiggvény grafikonja a megfe-

lelé masodfoku fiiggvény grafikonja segitségével rajzolhatd meg.
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A legnagyobb tavolsag tehat a mérés befejezésekor lesz a két autd kozott (800 mé-
ter).

a) al:abxlfg,

4y = ag* = b 1[—(an/_ b()

Tortkitevd alkalmazasaval: a, =

af

a+b— 2(ab)2
aro-Sar
(ab)?

A

Megiegyzés:
Természetesen mas alakban is megadhatd a kérdezett tag.

D3 () Tl 1y
Példaul: (g) +(—J —2 vagy a’h ? +a b2 -2 sth,
a
b) A mértani sorozat elsé tagjat jeldlje a, hanyadosat pedig g.

a+ag” =10200
ag+ag” = 7200
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A bal oldalak hanyadosa egyenl6 a jobb oldalak hanyadosaval (hiszen egyik ol-
1+q° 17

grg® 12

Ebbdl qu + 174 - 12 = 0, majd megoldoképlettel g = % és g = —4 adodik.

dalon sem allhat Q):

Ha ¢ = % akkor a = 7500, tehit az egyes személyek rendre 7500, 4500, 2700,
1620, illetve 972 Tit-ot kaptak, a szétosztott 8sszeg pedig 17 292 Ft volt.

Ellendrzés:

7500 + 2700 = 10 200 igaz és 4500 + 2700 = 7200 is igaz.

Ha g = —4, akkor a = 600, tchat az egyes személyek rendre 600, — 2400, 9600,
—38 400, illetve 153 600 Ft-ot ,.kaptak”. Bar ez az eredmény ,formalisan” meg-
felel a feltételeknek, a feladat szbvege alapjan nem tekinthetjiik megoldasnak.

3565.| a) A feladatban a mértani sorozat (agjaira fennalld feltétel szerint:
a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8 = 4(611 +a3+a5+a7),
an + g+ ag + ag = 3a; + a4 + as + ay).
Ismert, hogy a, = a,¢" "~ ".
a{g + qr3 + q5 + q7) =3aq(1 + q2 + q4 + qﬁ).
A szokdsos definicid szerint a; # 0, ezéit oszthatunk vele, és a bal cldalbol kiemel-
Jjik a kdzos tényezdt, g-t.
g1+q°+q"+4% =301 +¢"+ " +4°.
Az egyenlet mindkét oldalan a masodik tényezd ugyanaz és pozitiv, igy osztha-
tunk vele. Ebbdl kapjuk, hogy g = 3.

Megjegyzés:
Van a mértani sorozatnak olyan definicioja, amelyben @, = 0 is lehet. Ekkor a
sorozat minden tagja 0. A feladat feltétele erre is teljesiil.

b)a, :=2, g := 3, asorozat elsd nyolc tagja: 2, 6, 18, 54, 162, 486, 1458, 4374,
n—1

az n-ik (n € N") tagjai @, = 2-3" 7"
c) §g = 6560.
.3566.' a) Ket év mulva a gépkocsi ara 2,3 - 1,06 2= 2,584 millio Ft lesz, tehat ha a befek-

tetett Bsszegiink ¢venie g-szorosara ndvekszik, akkor 2q2 =23-1,06 2 teljesiile-
se sziikséges a vasarlashoz.

( 2
Az egyenletbdl (felhasznalva, hogy g > 0): ¢ = w = 1,137.

Ez azt jelenti, hogy dtlagosan évi 13,7%-o0s pénzgyarapodast kell elérniink.
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b) 2g(g - 0,05) = 2,76
2¢°—0,1g - 2,76 =0
g =-1,15;, g, =172.
A negativ gyok nem felel meg a szdvegnek, tehat az elsé év végére 1,2-szeresére
nétt a befektetetl Osszeg, azaz 20%-kal gyarapodott. A masodik évben a gyara-
podas 15%-0s volt.

Ellenérzés:
2-1,2-1,15 = 2,76, igaz.

Az atlagos gyarapodas évente r-szeres volt: 2t = 2,76, amibdl (felhasznalva,

hogy r > Q) r = /1,38 = 1,1747.
Tehat az atlagos gyarapodas évi kb. 17,47%-o0s volt.

a) Az ABP haromszdgnek van két
72%-0s, a BCP haromszdgnek pedig
ket 36°-o0s szOge, ezért ezek egyenld
szaru haromszogek.

b) Az ABP, illetve a BCP egyenll sza-
rid haromszdghen AB = PB = PC,
tehat PC = 1.

¢) Szogeik paronként egyenldk, tehat a
két hairomszdg valdban hasonlo,
Az alapok hosszanak aranya x: 1, a
szarake 1 : (1 + x).

d} Mivel két hasonld haromszdgben a
megfeleld oldalak hosszanak arinya
paronként egyenld, ezért
x:1=1:(1+x), vagyis
x(1+x) =1,

Ebbél az x* +x — 1 = 0 masodfoki egyenletet kapjuk, amelynek két valés meg-
551 51

oldisa van: , illetve S
. N . V51
Mivel x egy szakasz hosszat jeloli, ezért csak pozitiv lehet: x = — :
Az ABC haromszog szarainak hossza: x+1= \E; ! . .
1 f |

AF 9 1 5-1

e) Az AFC derékszdgl haromszégbdl: cos72°= —— = 2 _ - = .
AC 541 5+1 4

2
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X m, X x  522-x
Mivel cos 72° = sin 18° és cos18°= V1 —sin® 18°, ezért 9 m, araz 9 522 °
W51 104245 2. (5445 5,22x = 46,98 — 9x
cosl8°=,/1- T = T 1 . 14,22x = 46,98
x =331
Tehat az AB oldalon levé beirt A
a) I. eset 10, eset 1L eset négyzet oldala kb 3,31 cm.

Ugyanigy a BC oldalon nyugvé beirt négyzet oldala kb 3,40 c¢m, az AC oldalon

c C
0 R / \ nyugvo beirt négyzet oldala kb 3,39 cm.
T ; O \ Megjegyzés:
- : . = L C 2T :
- \ . Altaldnosan; == X M€ (vagy: x, = S ).
A= A B A \/ B c " m,+c c+m, c+m
!
!

B ] o
Tehat a haromszdg oldalaira irt négyzetek oldalhossza:
; f 27 27 ¥)
‘ x= U= p V= .

: c+m, a+tm, b+ m,
Szerkessziink az ABC haromszdgbe négyzetet iigy, hogy 2 csiicsa pl. az AB ol-
dalon, a harmadik cstcsa az AC oldalon legyen. Nagyitsuk a négyzetet a hirom- ! 3569, Ekkor BAC 4 =40°, ACB<4 = 100°, PCB ¥ = 80°, APC 4 = 150°, az ABCA
$z0g A csucsabol ugy, hogy a beirt négyzet Q csicsa a BC oldalra essen. egyenld szaru.
Audl fiiggben, hogy a haromszog melyik oldala tartalmazza a négyzet két csa- Tiikrozziik P-t AB felez6merdlegesére (P!

csdt, tobb megoldas lehetséges.
Az adott haromszog hegyesszogl, igy harom kiilonbozd megoldas lehetséges.

b) Hiozzuk meg a haromszig AB oldaldhoz tartozd m, magassagat!
A keletkezett két derékszdgli haromszéigre Pitagorasz tételét alkalmazva:

2 2 _ g2 |
=8 !
YoM =P L 6,06 m, ~5,22. -
O-y)+m =6
A
C
P 0 ‘ A sz0g- ¢s tavolsagtartas miatt P'CB 4 = 20°, PC = CP', PCP' & = 6(F, vagyis a
: PCP' A szabalyos.
x | Ugyancsak fennall PBC ¢ = 10° és CP'B ¥ = 150°. Akkor ennek kiilsd szige 30°,
4 § RN ‘ vagyis BP' (illetve a meghosszabbitédsa) felezi a PP'C 4-et. Lévén PCP’ A szabi-
lyos, ekkor BP’ egyuttal felezémerdlegese is PC-nek. Ekkor azonban a PBC A
A haromszdg kétszeres teriiletét felirva: egyenld szirt (PB = CB), igy a kereselt s26g BPC & = PCB & = 80°.
XT=a-my=b-my=c-m. = m, =784, m, ~5,88. ‘ Megjefgyzés:
Legyen a haromszdg AB oldaldn nyugvo, PORS beirt négyzet oldala x! BP szigfelezdje az ABC ¥-nek.

Az eredeti ACB haromszdg hasonlo a keletkezett PCQ hiromszéghdz, mert két-
két szOglik egyenld (egyallasii szogek) = megfelels szakaszaik aranya is egyen-
16.
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a) Hasznaljuk az dbra jeldléseit! B-ben van a be-
jérat,
Az MEB hiromszdg egyenld szaru, ezért az
MB alapjin fekvo szogei egyenldk ().
A feladat szdvege szerint BEM 4 = 135°
ezért ¢ = 22,5°
Az MEB haromszogbdl:
d:=MB=2-25-cos22,5 = 46,2 (km).
A BMH haromszigben 90— @ = 67.5% igy = -4
x-et (azaz a harmadik megfigyelSpontnak a
bejarattol valo tavolsagat) koszinusztétellel is

kiszamithatjul:
x=A75% +d?* —2-75 d cos67,5° =
= 71,5 (km).
Az MBH szoget koszinusztétellel is kiszamit-
d* +x* - 75 . '
hatjuk: cos MBH & = QXT, amibgt M P E
A=

MBH 4 = 75,8°

(Szinusztétellel is célhoz érhetiink, am — a BMH haromszog legnagyobb szdgérdl

lévén szd — ekkor meg kell mutatnunk, hogy az MBH szdg hegyesszdg.)

A BH egyenes a kelet-nyugati irdnnyal 75,8° + ¢ — 45° = 53,3%0s sziiget zar be.
257 -sin135° | 75-d-sin67,5°

b) Tomvm = Topenr + Topm = > > =~ 1821, 4 (km?2).

a) Abrazoljuk a fikat egy-egy ponttal, ezek tavolsiga paronként 18 m, 22 m, illetve
25 m. Keressiik meg e hdrom ponttdl egyenld tavolsdgban levd pontot a sikban.
Ez a pont a hiarom pont alkotta haromszdg szakaszfelez6 merSlegeseinek met-
széspontja (a haromszdg koré irhato
koér kbzéppontja), ide kell épiteni a
szokdkutat, hogy mindhiarom fatdl
egyenld tavolsagra legyen.

b) A szerkesztett haromszog oldalai:
36cm,44cmés 5 cm.
Az dbran 1:500 aranyu kicsinyitést
alkalmaztunk (1 cm a valdsagban
500 cm, azaz 5 m).

25 m (5 cm)
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a koszinusza pozitiv, mert cos ¥ = sin ¢ > 0. Eb-
bol az Osszefliggésbdl a sin & = cos (90° — @) azo-
nossag felhasznaldsaval a cosp = cos (90° - o)
egyenlethez futunk, tehat az is kovetkezik, hogy
¥ = 90° — o, azaz a hiromszdg harmadik (f) szige
derékszdg. Mivel a p sz0g 20°kal nagyobb az o-
nal, ezérty = 55° és & = 35°,

b) BC = 5-1235%= 3,50 (cm); AC = 5 = 6,10 (cm).
cos 35°
¢} A beirt kor sugaranak kiszamitasra (5bb ismert sszefiiggés is van. Példaul
er— A8 BC =1,20 tehét a beirt kor teriilete: r>z = 4.5 cm?2
% AB+BCrac - 20cm, tehita eirt kor teriilete: r“ = 4,5 cm?2,
Megjegvzés:

Deréksz0gii haromszog esetén a beirt kor sugara a 2r = a + b — ¢ dsszefiiggéshdl
is szamolhaté (c az dtfogd, a és b a befogok hosszat jelsli).

a) A haromszog p szige biztosan hegyesszog, hiszen a koszinusza pozitiv, mert
cos f = sin & > 0. Ebb0! az Ssszefiiggésbél az is kovetkezik, hogy f# = 90° - g,
azaz a haromszdg harmadik (y) szige derékszog. Mivel a fisz6g 30°-kal nagyobb
az ee-nal, ezért § = 60° és o = 30°.

b) BC = 5cm; AC = 543 em.
¢) A koriilirt kor sugara 5 cm (az AB atfogd fele), a beirt kor sugara pedig

5(+/3 1)
2

cm; a korok teriilete

25m = 78,54 (cm?), illetve

25(2 —
_w(_,é& = 10,52 (cm2).
2
& = % = 39,27 (cm?);
257 2543 |
= — == 23
2 =3 S = 15,35 cm2); ‘
L
257 25 2
f = ?ﬂ —T“E = 2,26 (cm?).
\
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5 ' 5 : Og két rivi i | . 4++/2
a) Az fldott aran}foknal’( megfeleloen a haromszog két rovidebb oldala 2x, illetve 3x, . b) Természetesen = 90°. Tovibbé sina = xF
az altaluk a kozbezart szog legyen e

Alkalmazzuk a trigonometrikus teriiletképletet:
Ax - si 15

2x-3x smoc=3\E . xzz\'r
2 sin o

, amibdl o = 64,47° (a vissza-

keresés egyéb eredményei most nem johetnek szoba), a szégdsszeg miatt pedig
b = 25,53°

Felirjuk a koszinusztételt a leghosszabb (4x) oldalra: c} Derékszdgil haromszig teriilete a befogok szorzatanak fele:

16x% = 4x> +9x> — 2 2x - 3x - cos a. T:(4+\/E)(4_\E)=16_2:7(sz)_
Hzt osztjuk x2(¢ 0)-tel &s kifejezziik cos o-t: coser = —~l~. 2 2
4 Mdsik megoldds:
Minthosy o < 180° =5 sing = |1 — 1 «/E Egy haromszdg teriiletének a kétszeresét a keriilet €s a beirhaio kor sugardnak
2 SEEATT T 4 szorzataként is kiszamithatjuk 27 = (@ +b+¢) -1, mivel a+ b = 8ésc = 6
A kapott értéket behelyetiesitjiik a *-os dsszefiiggésbe, kapjuk: 2T=14 = T=Tcm?
) J15 ' Megjegyzés: _ o o
r- J15 =4 : Mint latjuk, egzakil ennyi a teriilet. Kozelité értekekkel vagy mas képletekkel
- =>x=2 szamitott koriilbeliili eredmények nem szamithatnak reljes értékii megoldaspak.
x>0 | 3576. A beirt kor kdzéppontja a belsé szogfelezék kozos C
A haromszog oldalainak hossza tehét 4; 6 és 8 hosszegység. pontja. Az AFC derékszdgl haromszoghdl:
b) Minthogy cos o < 0, ezért a haromszdg tompaszigi, tehat a haromszig kiré ir- cos2¢ = %g— = %
haté kor kdzéppontja a haromszogon kiviil van. 2 = 67,38°, tehit ¢ = 33,69
3575, a) A Thalesz-tétel szerint a derékszdgll haromszog B Az AFO derékszogil haromszigbdl a beirt kdr suga-
kére irt kor sugara az atfogd fele, ezért most rar=15-tg ¢ = 10 (cm).
¢ = 6 cm. Legyenek a kér érintési pontjai az olda-
lakon D, E, F. Az érintés, illetve a haromszog de-
rekszogl mivolta miatt a CFKE négyszog minden :
szOge derékszog, két szomszédos oldala (KE, KF) a c F
sugarnyi, tehat egyenld — vagyis e négyszdg négy- A magassagpont (M) csicsoktol valo tivolsagat az C X
e CE=CF=1.1gyAF=b-1,BE=a—-1,¢és abra alapjan kiszamithatjuk igy is: 90°-2¢
a kiilsé pontbdl a korhéz hizott érintdszakaszok E az AFM derékszogl haromszgbdl:
egyenlGsége miatt AD =b—1 és BD =a—1 is : B 15 _ 15 B
igaz. Ekkor az atfoghec =6 =a— 1+ b — 1, vagy- C AM = MB = cos(90° —2¢)  c0s22,62° = 16,25 (cm).
is a + b = 8. Felirva a haromszbgre a Pitagorasz- Az AFC derékszogil haromszdgbdl:
tételt: a* +b” = 6% Kifejezve az elsd Bsszefliggéshal: b = 8 — g, ezt beirva a FC =+/39% ~157 = 36 (cm).
mésodikba: a” + (8 — a)* = 36. | Az AFM derékszogli haromszogbél: M
Rendezve: 2a° - 16a +28 = 0, aminek gydkei 4+ +2; az dbra mérete szerinti | MF =15 - 1g (90° - 2¢) = 15 - 1g 22,62° = 6,25 (cmm), s
betizésben: @ = 4+ 2 = 5,41 (cm) & b=4—-+2 =~ 2,59 (cm). tehit CM = CF - MF = 29.75 cm. AT 5 F B
Megjegyzés: o - 2¢

Ha Pitagorasz tételébdl vagy hasonlosaggal vagy a
T = 7. s képlet segitségével szamitjuk ki a sugarat, pontosan 10 cm-nek adodik.
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15

Az AFM és CFA hiromszogek hasonlosaga (hasonlosag aranya %g = %) segitsé-

gével is kiszamithato az AM és az MF szakasz hossza, a szamolasbol kideriil, hogy
CM pontosan 29,75 cm, és AB = BM = 16,25 cm is pontos érték.

a) Felhasznaljuk, hogy a ¢
haromszég sulypoentja
a sulyvonalak csacstol

tavolabbi harmadold 5

pontja. 4 -7 A 2
A CF, sulyvonal a ha- 154 F, 154

romszog alapjahoz tar-

t0z0 magassaga:

CF, = 170" =154 = 72 (cm).

SF, = %-CFL_ =24 (em).

Az AF.S derékszigii haromszogbsl AS = v1547 +24% = 155,86 (cm), tehat

1
SF, = §F, = =+ AS = 77,93 (cm).

A sulypont az oldalfelezd pontoktol 24 cm, illetve 77,93 cm tavolsagra van.

b) A sulypont oldalaktél valo tAvolsaga a megfeleld magassagok harmadaval egyen-
16. Ezek kéziil azonnal adodik SF, = 24 em.

Az ABC haromszig teriilete 0872 =11 088 (cm?). A haromszdg masik két
. o - , e e 2-11088
magassaga egyenld és a teriilet ismeretében kiszamithatd: m, = m, = T =

= 43,48 (cm) tavolsagra van.

130,45
= 130,45 (cm). A silypont a szaraktol —3

Vegyiik fel a D pontot ugy, hogy a BCD A egyenld A

szarn, derékszogl legyen, igy AECA ~ BEDA
(45°-0k, illetve valtdszogek miatt). 5
2442
Bidor 229 g ep 222 g 10
24@ b 7 45:1
7 b 7 E
Kifejezve ED-t az elsébdl és beirva a masodikba: 247 —/ ‘ a
CD = g—%. Masrészt viszont a BCD A-b§l 45537
/450
cD = \/Ea; egybevetve a két kifejezést, kapjuk: ¢ B

24{a + b)Y = 7ab (I). Az eredeti haromszodgre a Pita-

226

OSSZETETT, ILLETVE NEHEZEBE FELADATOK

gorasz-tétel: a” +b* = 100 (1), [juk fel: (a+5)? = a® + 2ab + b2 Felhasznalva
, 48 .
M-et és (I)-t: (a+b)* =100+ T(a +b). Ez (a+ b)re misodfoku egyenlet,

. . 1 .
megoldasai: 14, illetve J/‘;. Ez utébbi nyilvan értelmetlen. E16bbit beirva (I)-be,

ab = 48 adodik, ami az a + b = 14 feltétellel egyenletrendszert alkotva elvezet a
megoldashoz (az dbra szerinti betiizésben): a = 6, = 8.

Megjegvyzés:
A 24(a + b) = Tab egyenlethez mds modon is eljuthatunk. Allitsunk merélegest az
E pontbodl a CB oldalra. Legyen a merSleges talppontja K. A CEK haromszog egyen-

16 szaru derékszdgi, tehat befogdi % hosszusagiak. Az EBK A ~ ABC A, ezért

24 24
b :—7— =a :(a - 7), amelybdl atalakitasokkal a fenti egyenlethez jutunk.,

3579., a) 1) B = 4, mert merbleges szari hegyesszégek.

2) Az ACD A ~ ABC A, mert 2-2 szbgilk paronként egyenlS (a derékszdg és a
kozés ).

3) A keét hasonlo haromszég megfelel$ oldalainak aranya egyenld, ezért
AC AB 2
—=— AC* = AB - AD, in. Stétel.
D AC = (Ez az un. befogotétel.)

4) Az ACDA ~ CBD A, mert 2-2 szégiik paronként egyenlS (a derékszog és
B = 6 [lasd D].

5) A keét hasonlo haromszog megfelel$ oldalainak ardnya egyenld, ezért
CD BD 2
—=-— = (D" =AD -BD. (E in. agtétel.
AD - CD (Ez az un. magassagtétel.)

b) Igen, ti. 2I{ABC) = AB - CD = AC - BC. (Ez csak akkor igaz, ha a két oldal, AC
és BC merdleges egymasra, tehat a hdromszog derékszdgi.)

¢) Ismét felirjuk a kétszeres teriiletet kétféleképpen.
2T(ABC) = AB - CD, masrészt 2T(ABC) = AC - BC - sin y.
Hegyesszogl haromszognél sin ¢ < 1, ezért AC - BC - siny < AC - BC.
Tehdt hegyesszogll haromszognél AB - CD < AC - BC.
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M Minthogy az ABC derékszogl harom-
szog C csticsbol hizott magassag talp-
pontjara fennall a P-re adott kikotés,
ezért P nem mas, mint az atfogéhoz ..
tartozd magassag talppontja.
Megjegyzés: i
Azon pontok halmaza, amelyekbdl ‘
adott szakasz derékszdghen latszik, az B P\ A
adott szakasz f6lé rajzolt Thalész-kor .
(kivéve a szakasz két végpontjit). Itt P egytittal 1lleszked1k az AC atmérdjli és a BC
dtmérdji Thalész-korre.

12

-

A Pitagorasz-tétel alapjan AB = 13.

Alkalmazzuk a befogotételt: 13.BP =25 = BP = %;
ap=13-2_ 1%
13 13
144 25 60
A magassagtételbsl: CP? = AP-BP = =G = (0 <)CP = I
Tehat P pontnak az ABC A csucspontjaitol valo tavolsiga:
APzﬁ, BP=—2§, C *Q
13 13 13

A haromszdgbe irt K kdzépponti kor p
sugarat kiszamithatjuk, ha figyelembe
vessziik, hogy kiilsé ponthdl a kérhoz
huzott érintGszakaszok egyenlOk, ezert
(5-pr+{(12-py=13 = p=2

Mdsként is kiszamithaté p. Irjuk fel a
haromszog teriiletét kétféleképpen:

. .o . at+b+c
egyrészt a t = ps, (ahol a haromszég félkeriilete 5 = Ea——

512
masrészt t = T = 30.

30
Ezekbél p= — = 2.

15
25 14
KP kiszdmitdsa a KPE hiromszogbdl: PE = BE ~BP =3 — ITTRETE
A KPE A-re alkalmazzuk a Pitagorasz-tetelt:

196 872 872
KP*=PE*4p'="—+4=—— = KP= = 2,27.
¢ =169 169 169

P pont a kor kizéppontjatdl kb, 2,3 cm tavolsagra van.
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3581, a) A Pitagorasz-tétel meglorditasabol kovetkezik, hogy a hdromszdg derékszagi, ti.
(av3)* + (3a)? = (2ay3)? teljesiil. _
Ha ezeket a hosszértékeket osztjuk \/5 -mal, ak- ;
kor az eredetihez hasonld haromszoget kapunk, a3

melynek oldalai a, a\/g , 2a. Mint ismeretes, ez I
a 2a oldalu szabalyos haromszog fele. Ezek szerint ~ 3a 1
az ABC haromszog is egy szabalyos haromszog ~ . :
fele, tehat szdgeinek nagysaga 30°, 60° és 90°. - !
Megjepyzés: N
A szogek az ABC haromszOgbdl szogfliggvénnyel is meghatarozhatok.

by A BCP der¢kszigl haromszog két

befogdja a és a3, igy az éatfogd 2043

2a. BP = QP ezért BPQ A oldalai 2a
2a, 2a, 2a, tehat e haromszdg szaba-

lyos, szOgei 60°-osak. 2a P aCc Q 2a

¢) Egyenld szani hdromszdgek: ABA'A, ABP A = A'BQ A és BPQ A

3582 a) Egy kor egyenld iveihez egyenl6 c
hirok tartoznak, igy PA = PC, ezért
az APC A egyenlé szar,

b) A feltételek miatt PB a kor atmérd-
je, ami az AC hir felezbmer&legese.
Ebbol adodik, hogy ABCP deltoid,
amelynek két szige Thalész tétele
alapjan 90°-0s. Minthogy
ABC & =60° = APC 3 = 120°

Mudsik megoldas:
K a szabdlyos hdromszog kozép-

N
B
pontja = AKC 4 = 120°

P az AC iv felezOpontja = AKP g = 60°, AKP A és CKP A szabilyos, ezért
APC ¢ = 120°.

c) CKP A és AKP A szabilyos, egylitt, az AKCP rombuszt alkotjak.

d) K az ABC szabalyos haromszog kozéppontja, ezért ABK A = BCK A = CAKA.
A rombuszt atldja két egybevagd haromszdgre bontja: ACK A = ACP A
Ezekbol adédik, hogy az T(ABCK) = TLAKCP).
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a) Az abra szerinti RKLM négyszig
téglalap, tehat RK = ILM.
Az RKP derékszogli haromszoghdl

RK = x* -1,5".
Az RMQ, illetve PLQ derékszdgi
hiromszogekbdl:

MQ=+x*—6%, L =+x* -4,5.
LM = x* —36 + /x* — 20,25, X X

tehat igaz, hogy v x? — 36 + yx* —20,25 = y/x? — 2,25, ahol x > 6.

Négyzetre emelve: x* —36 + x” — 20,25+ 2J(x2 —36)(x* —20,25) = x* —2,25.

Rendezve: 2+/(x* —36)(x* —20,25) = 54— x” (tehit 6 < x < /54 =~ 7,35).
Ujabb négyzetre emelés utan: 4(x* — 56,25x + 729) = x* — 108x” + 2916,

A zardjel felbontasa utan: 4x* — 225x% + 2916 = x* — 108x” + 2916, vagyis
3x* -~ 117x% = 0. EbbSl 3x*(x* = 39) = 0.

Mivel x* = 0 nem lehetséges (x = 6 miatt), ezért x? = 39, azaz (ismét csak x 2 6
miatt) x = /39 =~ 6,245 cm.

b) Az dbrin ¢-vel jelzett szogek viltdszogek. A PKR derékszdgl haromszoghal:
1,5

sing = ? = (),2402, ezért ¢ = 13,90°
Az f egyenes a haromszog P-nél fekvd szoget 13,90°, illetve 46,10° nagysagu
szdgekre bontja.

A szdveg alapjan vildgos, hogy a telket felosztd vonal nem lehet parhuzamos a telek
hosszabbik oldalaval. Ha a kézépvonallal osztanak fel a telket, akkor egybevago re-
szek keletkeznének, mas felosztas esetén pedig a két résztéglalap nem lehetne ha-
sonlo, hiszen a hosszabbik oldaluk egyenld hosszisagud lenne. A felosztas tehat csak
a hosszabbik oldalra merGleges egyenessel torténhet.

a) A két hasonlo résztéglalap megfeleld oldalainak ardnya egyenld:

X230 hol0<x<70 70

30 70-x

x(70 —x) = 900 10 20
x%~70x + 900 = 0.

Megolddképlettel x = 17, illetve x = 53 adodik. ¥ 70— %

A nagyobbik rész tehat egy 53 m x 30 m-es tégla-
lap alaka telek.
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Ellendrzés:
A kisebbik telek 30 m X 17 m-es téglalap. A két résztelek hosszabbik oldalainak

aranya % = 1,77, rovidebbik oldalaik ardnya %Q =1,77. A ket telek tehat va-

16ban hasonld.

b) W-ék telke esetén az a)-ban felirthoz hasonlé —2- = egyenlethez jutunk

70—y
(0 <y < 70). Ebbdl y2 — 70y + 1600 = 0 adodik. Ennek a masodfoku egyenlet-
nek nincs valos megoldasa, tehat W-ék telke nem oszthatd fel két hasonlo, de
nem egybevago téglalapra.

3585, a) Legyenek a trapéz alapjai a és ¢, ek-
(8

beirhatd kore, magassaga 2r (< 3).
A kbzepvonal altal letrehozott két \
trapéz mindegyikének r a magassa-

ga, koziiliik a kisebb (az abran felsd)
a+tc a+ce

kor kézépvonala a ; € . Mivel van /V N
3 5
)
a

e+ —— +a
teriilete 2 2,85 3 r, a nagyobbé (alsoé) pedig 2 5 F= 3a2+ <
. I , a+3 5 .,
Ezek aranya 5:11, azaz (egyszerisités utan): o = Th Ebbél keresztbe-
a+tc

szorzas és rendezés utdn @ = 7c. Mivel a trapéznek van beirt kére, ezért ez egy
érinténégyszog, tehat szemkozti oldalainak Osszege egyenld: 3+ 5 = a +¢. (Ha
nem ismerjiik az érintdnégyszogek tételét, ez az eredmény minddssze plusz egy
sor beiktatasaval akkor is kénnyen megkaphato, a krhoz kiilsé pontokbél — ne-
vezetesen a trapéz csicsaibol — hizott érintészakaszok egyenldségének felirdsa-
val.) Beirva g kifejezését: 8 = 8¢, azaz c = I cm ésa = 7 cm.

b) Szerkesztés: 1
Ha az egyik szdrat (képzeletben) el-

toljuk a révidebb alap mentén annak 3 TS
masik végpontjaba, akkor a ket szar e

¢s az alapok kiilénbsége egy harom- .
szoget alkot, amelyet kénnyen meg- 6 1

szerkeszthetiink (7 — 1 = 6, 5, 3 oldalakkal). Ezutan az alappal parhuzamost hu-
zunk a hiaromszdg harmadik csicsan 4t, erre felmérjiik az 1 egységnyi révidebb
alapot, ¢és a (képzeletben) eltolt szarat visszatoljuk.
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¢} A trapéz rividebb alapjanak végpontjaibol merdlegeseket bocsatva a hosszabbik
alapra, e magassagok és a szarak révén két derékszégl haromszdget kapunk,
A hosszabbik alapra illeszked6 be- 1
fogoik legyenck az abra szerint x,
illetve & —x. Felirva mindkét ha- 3 5
romszogre a Pitagorasz-tételt: 2r
(2 +x? =37 x ] A 6-x
2N +6-xnt=5"2 ’

Kivonva a masodik egyenletbdl az elsét: 36 — 12x = 16 = 20 = 12xés x =

2

3
Ezt visszairva az els6 Pitagorasz-tételbe: 4r* + ? =0, amibél +* = % e l;l

J1a

Gydkvonas utan 7 = Y = 1,247 (cm).

3586, a) EH az ABCD trapéz kizépvonala,

ezért EH = 4a+6a = Sa.

EF, illetve GH az ACD A, illetve a
BCD A kozépvonala, ezért

EF = 2a, GH = 2a,

M
D 4a
FG=EH-(EF+GH) = a.
A trapéz kdzépvonalabol kimetszett B/\
szakaszok hossza 2a, a, 2a. E H

b) AD = 3. Minthogy az
ABM A ~ DCM A, ezért felirhato

MD  MD 6a
= -3 = MD=6cm.

E 6a

c) A kiegészité haromszdg haromféleképen lehet egyenld szaru:
1) MD = DC, DIMD = MC; 3 MC = DC.
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1) DC = 6 cm
1 :
2) 7 DC=6:sinl5° = DC=12-5in15° = 3.1 em)

3
3)sinl5®= — DC = =11,6 .
) sin DC = (cm)

sin 15°
d) Minthogy AD = 3 cm és
DM = 6 ¢cm, tovabba az ADC A és
az MDC A C cstcshoz tartozo ma-
gassaga azonos, a két haromszog te-
rilletének aranya egyenld AD és DM
aranyaval, azaz
TACD) : TTDCM) = 1: 2.

Ha adott egy paralelogramma két olda-
la és egy atloja, akkor a masik atlot egy
koszinusztétellel tudjuk kiszamolni, Je-
161jiik az oldalak hosszat a és b, az at-
16két e, f betlikkel. Ha a paralelogram-
ma 4bran is jelolt szbge e, akkor az a

egyik atléra a koszinusztételbol azt kapjuk, hogy: f2 =a” +b% - 2ab cos o A mé-
sik atlora: e’ = a” + b~ — 2ab cos (180° — ) = a®+ b+ 2ab cos o. Osszeadva a
két egyenletet egy nevezetes, a paralelogrammara vonatkozo Ssszefliggést kapunk:
e* + f2 = = 2a% + 2b% (Ezt tételként is megfogalmazhatjuk. ,,A paralelogramma
oldalainak négyzetdsszege egyenld az atlok négyzetének Osszegével” Aki a tetelt
tudja, alkalmazhatja, nem muszdj levezetnie.) Ebbél, ha adott e, a, b, akkor
f2 = 2a” +2b" — &%, és ebbél a pozitiv négyzetgyok az atld hossza. Természetesen
csak akkor létezik ilyen paralelogramma, ha a jobb oldal pozitiv.

Erre a jol ismert feladatra tobbféle meg-
oldas adhatd (pl. koszinusztételekkel,
lasd az el6z6 feladat megoldasat!), most
egy vektorokat felhasznalot mutatunk.
Legyenek a paralelogramma oldalvek-
torai az abra szerint a és b, ekkor az at-
1ovektorok e = a + b és f = a —b. Mivel egy vektor énmagaval valo skalaris szorzata
egyuttal a hosszéanak négyzete is, ezért a feladat dtfogalmazva: bizonyitando, hogy

222 +2b% = e’ +£2
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Felhasznalva, hogy vektorok skalaris szorzata disztributiv a vektorok dsszeadasara és 3590, a) A hetedik kor sugara is 2 cm.
kivondséra nézve: e> + £ = (@ +b)” +(@-b)> =a’+2ab+ b’ +a” - 2ab + b?, b) A hatszdg cstcsai koriil irt kdrlapok

ami dsszevondsok utin éppen a kivant 2a” + 2b” kifejezéssel egyenld.

a) t= @ =192 (cm?).

b) BAD egyenld szam derékszdgl haromszbg, a DB
atlot az AC merdlegesen felezi. AMB és AMD tehat
szintén egyenld szart derékszogi haromszog, ezért
AM = MB =MD = 8cm és igy MC = 16 cm.
AB = AD = 842 = 11,31 (cm),

BC = DC =82 + 167 =845 = 17,89 (cm).
c) A BMC derékszogili haromszighbdl:
|
tgp = §6 =2, tehat ¢ = 63.43°
ABCY =ADC 3 =45°+ ¢ = 108,43°, BCD g = 180°-2¢ =~ 53,14°.

d) A deltoid beirt kdrének O kzéppontjat a szimmet-
riatengelyen peéldiul az ABC < szigfelezdjével
metszhetjiik ki, A beirt kor sugarat jeloljiik r-rel.
Az E erintési pontba vezetd sugarat megrajzolva
az. AOB haromsziget két derékszogl hiromszdgre
bonthatjuk. AEQ egyenl$ szari derékszdgi ha-
romszog, ezért AE = . A BEOQ hiromszoghdl
BE = r - ctg 54,22°, tehat AB = r+r - ctg 54,22°,
A b) részbil tudjuk, hogy AB = 8+/2, tehit
ro(1+ctg54,22°) = 842, amibél r = 6,58 cm.
Megjegyzés:

Az édrintésokszigekre (igy a konvex deltoidokra
is) érvényes a hiromszdgeknél megismert képlet a beirt kor sugardra.

Ezzel szamolva r = T = 192 = 192 = 6,58 (cm),
s 82485 29,20
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egy harmada fedi le a hatszdg egy
részét, dsszesen tehat 2 teljes kérlap
teriiletével megegyezé teriileti da-
rabot, A hetedik korlappal egyiitt
ezért 3 egész korlapnyi részt fednek
le a hatszdghbdl.

A hatszdg teriilete

2
4 \E = 24\/— = 41,57 cm?,

harom kérlap teriilete pedig
3-2%7 = 12 = 37,70 cm?,

6.

A lefedetlen teriilet tehat 3,87 cm?, ami a hatszog teriiletének iﬁ = (0,0931

k

része, azaz 9,31 %-a.

¢} A minta elkészithetd ugy is, hogy a 4 mx 75 m-es téglalapot 4 cm oldalhosszi-

sagu szabalyos hatszigekkel parkettazzuk, majd a hatszogek csticsai korill 2 cm
sugard koroket rajzolunk, végiil mindegyik hatszig belsejében meég egy, masik
hat kért érinté, 2 cm sugard kort. A b)-ben kiszamitottak szerint mindegyik
hatszég teriiletének kb. 90,7%-4t fedik le a korok, igy a téglalap teriiletének is
kb. 90,7%-at kell befesteni.

0,907 - 4 - 75 = 272,1 ezért a pdttyds minta elkészitéséhez kb. 273 m? teriilet be-
festéséhez szilkséges festékmennyiséget kell beszerezni.

Megjegyzes:

Azt gondoljuk, hogy a fenti kovetkeztetés gyakorlati szempontbol kielégitd ered-
ményre vezet, mikdzben tudjuk, hogy a megadott téglalap nem parkettazhato (16-
kéletesen) 4 cm oldali szabalyos hatszigekkel. Azt is ,érezziik” azonban, hogy
ha elég tigyesen terveziink, akkor csupan a téglalap széleinél adodhatnak ,,i0re-
dék pottydk”. Ez nem befolyasolja a festett anyag felhasznalhatosagat, hiszen a
szabas folyaman varhatoan amugy is ,.toredék pittydk™ keletkeznek).

Kicsit tobb munkaval bizonyithatjuk is, hogy elegendé 273 m? befestéschez fes-
téket beszerezni.

Az aldbbi abran a 4 cm oldalu szabdlyos hatszigek csucsai egy-egy kor (potty)
kozéppontjat jeldlik. Minden egyes teljes hatszoghél 3 korlapnyi teriiletet

(3- 2% =~ 37,70 cm?) kell befesteni.

Az elhelyezhetd hatszogek szama (és igy a befestendd teriilet) némi szamolassal
megaliapithato (a szamolasnal két fél-hatszoget, illetve négy negyed-hatszoget egy-
egy egész hatszognek szamitva). A 75 méter hosszi (,,vizszintes”) oldal mentén az
dbra szerint 1250 darab 6 cm széles | fiiggbleges™ sav hozhato létre, a , fliggbleges”
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oldal mentén pedig [-Z%J: 57 darab, egyenkeént 443 = 6,93 (cm) széles,
4+/3

vizszintes” sav (a legfelsd, 57. sdv ,.felsd™ hatarat az abran piros vonal jelzi).

Int
|
|
|
|
|
|
|
|
i
it
g

|
|
!
]
|
|
|
|
|
57-443 = 394,9 cm

11250 - 6 = 7500 cm

Minden egyes 6 cm széles , filggdleges™ sav a piros vonalig 57 teljes hatszoggel
1 1
parkettazhato (57 -%+ 56 - > +2- i 57), tehat az 1250 darab ,fliggbleges”

sav osszesen 1250 - 57 = 71250 darabbal.
A piros vonal feletti, kb. 5,1 cm széles savban még 1250 db , fél” hatszog (ezek

magassaga 243 = 3,46 cm), azaz tovabbi 625 egész hatszog fér el.

gy a 75 m x 4 m-es anyagon biztosan elhelyezheté 71250 + 625 = 71875 db
teljes hatszég. A még figyelembe nem vett 1ész egy 75 méter hosszu, legfeljebb
1,7 em széles sav. Ennek akar a teljes befestéséhez is elegendd 75 - 0,017 =

= 1,28 m2-re valé festék. Mivel a hatszdgek belsejébdl 718753 . 0,02°7 =
= 270,96 m?-nyi teriiletet kell befesteni, ezért a pottyds anyag elkészitésehez
elegendd 1,28 + 270,96 = 272,24 m2-re val¢ festéket beszerezni. Ez pedig gya-
korlatilag a joval révidebb tton kapott eredményiinket adja.

A vazolt gondolatmenetbdl vilagos, hogy a gyakorlati kozelités akkor haszndlha-
td, ha a pottyok dtmérdje a befestendd anyag meéreteihez viszonyitva ,kicsi”. Ek-
kor a teljes hatszdgek Gsszeszamlildsa utdn megmarado rész (ami a fenti szimo-
las soran egy 1,7 cm szélességli sav volt) teriilete a teljes teriilethez viszonyitva
nem jelentds.

Ha azonban példaul 2 méter Atmérdjl ,.Oridspittydkkel” akarndnk mintazni a
megadott méretekkel rendelkezd anyagot, akkor az alkalmazott ,.gyakorlati” sza-
mitas mar pontatlan eredményre vezetne (tébb négyzetméteres eltérést eredme-
nyezne).

d) Nincs igaza. Mindkét esetben a teljes anyagfeliiletnek kb. 90,7%-at kell befesteni.
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Az abra szerint jeltlje a keresett ACB kozépponti i
szdget ¢, a kor sugarat r, az ivek hosszat i} €5 ip.

A feladat szovege szerint i = 2rmi,. Felhasznalva,
hogy i, = ree és i, = H{2m— ), azt kapjuk, hogy
}’2(271’ - 06)2 =2rm - ro.

Egyszeriisités utan: (27— )% = 2w, amibé] az

A

0 B

o — 6o + 4n° = O masodfokn egyenletre jutunk.

Ebbél o = (3+ +/5), illetve & = (3 —5 Yrr adddik. -
Mivel o < 2m, ezért csak a masodik eset lehetséges, 2
azaz & = (3—~5)w = 0,76397, ami kb. 137,5%nak felel meg.

Teldljiik x-szel a keresett sugarat. A ko-
rok kozéppontjabol allitsunk merdle-
gest az e egyenesre és a legkisebb kir
K kozéppontjan keresztiill huzzunk
parhuzamost e-vel. Ennek az abran at-
hatd P szakaszdt vizsgalva:

PQ = PK +KQ.

Hasznaljuk fel, hogy az egymast kiviil-
161 érintd kirok kdzéppontjainak tavolsaga a korok sugaranak dsszegével egyenlo.
Igy a K, PK derékszogl haromszogh6l PK = \/(5 +x) = (5-1)" =+20x, a K,0K
hromsz5ghil KQ = (4 + x)? — (4— x)* = Y163 adédik,

Misrészt a POK,K, derékszigi trapéz derékszogl
szarat az dbra szerint eltolva, a K, P'K, derékszigl
haromszégbél P'K, = PQ = v9* — 1> = /80, )
Igaz tehat, hogy v20x + J16x = ~/80. P
A bal oldalon vx kiemelhets: P
(@ + \/E)\/ﬁ = \/%
(25 + 41x = 445
(5+20x =245
Mindkét oldalt «E — 2-vel megszorozva: (5 - 4)\/_ = 2\/5 (\/g — 2), vagyis
V¥ =10 - 445, tehat x = (10 — 44/5)> = 180 - 80+/5 = 1,115 (cm).
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3593, a) Az elsd napon egy r sugaru korlap alaku teriiletré] legelt a kecske, a masodik na- 3594, 2) A legnagyobb kor egyik atmérdjen megszerkesztjiik a felezéponttol kiilonbozo
pon egy olyan korgylir alaki részrél, amelynek hatirkorei r, illetve k,r sugard ; két negyedel6 pontot. A kork sugara a legnagyobb kor atmérGjének negyede.
kérdk, harmadnap pedig egy olyan korgytiri alaka részrél, amelynek hatarkorei

b : te:
kyr, illetve kyr sugart korok (ky > k; > 1), ) A szerkeszies menete

. . 2 2. 2 ’ ! — A K, kézéppontu legnagyobb kor
A szdveg szerint (k,r) 7 = 2r°m és (ko) "7 = 3r°m. : (k,) egy AB atmérdjének megszer-
Ebbil & =2 és k, =+/3, tehdt a masodik napon v2-szér, a harmadik napon kesztése;

\/3 -szor olyan hosszi kitelet kell valasztani, mint az els napon. —4B feleonerollegese (e);
- K A felezépontja (Ky); e
b) Igen, lehet. — rsogart kora P pont koriill = Kj
A 41 cm sugart korbe irhato szabalyos haromszog (r:= KKy, P ak és az e kozos
pontjaj;
— K5K; felezOmerdlegese (f);
— ¢ és f metszéspontja (K) a keresett
érintékoér (k) kdzéppontja;
— KP sugaru kor.
Indoklas:
A szerkesziend6 legkisebb kor a ki-et P-ben érinté kortk mindegyikét érinti. Mi-
A vel a K, kézéppont, » sugar( segédkir (k1) egybevagd a k, kinrel, ezért a mind-
V3 kettdliket érintd kirok kdzéppontja a K,K5 felezOmerSlegesén helyezkedik el. A
cyrR>0 : keresett érintdkor kdzéppontja a szimmetria miatt az e egyenesen is rajta van, igy
csak az e és f egyenesek metszéspontja lehet.

B\

3
magassiga 3 4] = - (cm), ebbe a haromszog-

. 1 41
be irt kor sugara 2 41 = B} = 20,5 (cm). A sza-

bdlyos hiromszdg oldalanak tehat nincs kdzos
pontja az elébbi két kérrel koncentrikus, 20 cm
sugard korrel.

. , .. 12
A szabalyos haromszig oldala 73 = 41\/5 = 71,0 (cm) hosszu.

R =ryw=2 7 T
3 d) Jeloljiik a legkisebb kor sugarat x-

R = 3. : szel. Az érintkezd korok kbézéppont-
=37 jainak tavolsagardl tanultak felhasz-
R 3 nalasaval adodik, hogy a KK K, de-
T rékszdgl haromszdgben
r 3 i .
, | KK|=30-x¢s
Tehat R: r=+/5:4/3 = 1,29. r KK, = 15 +x.

d) Az eredeti kérok sugara r és 2r, a kizéttiik 16vé korgyiirit teriilete 3r2a. | Pitagora;z-tétellel: , ,
Megviltoztatasuk utdn a sugarak: 0,7r és 2,47, az 0] korgytiré teriilete pedig i (I5+x)"=3B0-x"+ 15"
(2.4 7 — (0,712 = 527 %% | Elvégezve a négyzetre emeléseket:
5277w . 225 + 30x + x> = 900 — 60x + x” + 225

i 1,757, tehat kb. 75,7%-kal néit a kirgyiiri teriilete. | 90x = 900
;
5 x=10

A legkisebb korok sugara tehat 10 cm.
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a) A szerkesztés menete:
— K K, felezémerslegese (e);
—~mérjiilk fel az et az ere P-
— KK felezdmerdlegese (f);
— ¢ €s f metszéspontja (C) a keresett
érintdkor kdzéppontja;
— CP sugaru kér.

b) Indoklas:

A szerkesztendd kor a KK, egye-
nesét P-ben érintd korok mindegyi-
két érinti. Mivel a K5 kbzéppontu, »
sugart segedkdr (k) egybevagd a k,
kérrel, ezért a mindkettSjiiket érintd
korok kozéppontja a K, K felezdmerdlegesén helyezkedik el. A keresett érinté-
kor kdzeppontja a szimmetria miatt az e egyenesen is rajta van, igy csak az e és
fegyenesek metszéspontja lehet.

d) Jeloljik az érintdkorok sugarat x-
szel. A CPK, derékszigli harom-
szbgben CK, = x— 25, merta 25 cm
sugarti kér beliilrdl érinti a k- kort;
CP = 25, mert a 25 cm sugart kér

e . x
érinti K, K, egyenesét; K,P = 5

mert P felezi a K| K, szakaszt.
Pitagorasz-tétellel:

2
(x—25) = {3‘2-] L 252,

Elvégezve a négyzetre emeléseket:
2
x* - 50x+625 = %+625

3Jc2—50x=0
4
Mivel x > 0, ezért %foOz 0, vagyis x = ?3@

Az érintd korivek sugara tehat % = 66,67 cm.
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A ket legkisebb kor sugara a 3593. d) feladat megoldasaban leirtak szerint a legna-
3 3
gyobbakénak éppen 3 -a, tehat g 40 =15 cm, '

A négy egybevagd, kozépsé méretll /-’ —— .

kor sugaranak meghatarozasahoz ké- /& 3 \
szitsiink 4brt. K3

A korkézépponiok K|, K és K5, KK, /xk

egyeneseét E-ben érinti a ky kor, mely-
nek sugara x. Legyen y = K,F.

A K EK; derékszégl haromszoghdl

Pitagorasz-tétellel: k\ \ kz
V40 +x)* —x" =40+ y, a K,ER; de-

rékszogli haromszdgbdl ugyancsak Pitagorasz-tétellel: /(40 — x)* — x* = y.

E ket egyenletbdl kovetkezik, hogy /(40 + X —x* =40+ F (40— x) — X7,

A négyzetre emelések és Osszevonasok elvégzése utdn:

80x + 1600 = 40 + 1600 — 80x. Mindkét oldalt 4-gyel osztva:
Vix +100 = 10+ +100 — 5x.

Elegendd a ]0; 20] halmazon keresni az egyenlet megoldasat, hiszen a tobbi esetben
az egyenletnek nyilvanvaloan nines megoldasa.
A négyzetre emelés ezen a halmazon ekvivalens dtalakitas:

100+ 5x =100+ 100 —- 5x + 20 - 4/100 — 5x

x—10=2-+100-5x.

A 10-nél kisebb pozitiv szamok egyike sem lehet megolddsa az egyenletnek, mert
ekkor a bal oldalon negativ szam all, a jobb oldalon pedig egy pozitiv szam. Ele-
gendo tehat a megoldast a [10, 20] halmazon keresni. Ezen a halmazon a négyzetre
emeléssel kapott egyenlet ekvivalens az eibzével:

x7 = 20x + 100 = 4(100 - 5x)
2 =300
fx} = 10«6 ., s mivel a megoldas pozitlv, ezért csak x = IO«E lehet igaz
(&s 10 < 10+/3 <20 is teljesiil).
A négy kozépsd méretl kor sugara tehat 1043 = 17,32 (cm).
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3597. Két egymast érint6 kor kozéppontja as
az érintési pont egy egyenesre (a két
kér centralisara) illeszkedik.

a) Az 00,0, A két oldala 00, =
=00, =1-r szirszoge 60%-0s,
tehat e haromszog szabalyos. Ezért
0,0, =00, = 2r=1-r =

i
r=-.
3
b) Az O kdzépponti 00,05 A szaba-
lyos. %0“
00,=1-R >

o]
R__2R
00 = 30" 3 ‘
2
1-R=—R =
5 \ 47
1 NE)

A nevezdt gyoktelenitjiik, a belsd
érintékorok sugara: R = 2 N3 -3.

3598.] K&t egymast érintd kor

kozéppontja és az érinté-
si pont egy egyenesre (a
centralisra) illeszkedik.

Allitsunk merélegest a
kérok kizéppontjabol az
egyenesre! A keletkezett
A0102B, illetve BOQO3C
négyszig trapéz, amely-
nek alapjai r = 30 cm,

R = 50 cm, szérai r + R = 80 cm, illetve a trapéz AB, illetve BC magassaga, amely

az 0,0,D derékszdgit haromszogb6l Pitagorasz tétele alapjan szamithato ki.
0,D° +20% = 80 = 0D = 77.46.
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Ugyancsak az 0,0,D derékszogh haromszbgbol:
20
siner = % = p~14,48° = 0,044 = 90° + or = 104,48".

A vizszintes elem és a két (kis és nagy) kor kozotti szabad falfeliilet a kereseit terii-
letnek a fele, ennek meghatérozasihoz az AQ,0,B trapéz és az AO, £, illetve EO,B
korcikkek teriiletének kiszdmitasara van sziikség.

0 77,46 30°
GO0 TR 5008 T(A0E) = 22
P 2 360

50° 7
T(EO,B) = 260 (180 —104,48) = 1647,59
A vizszintes elem és a harom (két kicsi és egy nagy) kor kozotti szabad faHfeliilet
teriilete a keresett teriilet.
2{T(AOQ,0,B) — [T(AO,E) + T(EO,B)], azaz
2. [3098 — 2468] = 1260,
Tehat a szabadon maradt falfeliilet teriilete kb. 1260 cm?.

104,48 = 820,58;

Készitsiink (erésen torzitott) abrét!
A kériv kizéppontja O, a hid tetépont-
ja C.
a) Az OFB derékszogii haromszoghdl:

r-57+25%=7r"

-10r+650 =0
r=65
A kbriv sugara 65 méter.

b) Ha a hidnak a f&ut széle £516tti D pontja A tavolsagra van az uttesttél, aklkor a ka-
mionok biztonsdgos athaladisahoz i > 4 (méter) sziikseges.
Az OED derékszogii hiromszogben DE = 7 — 5+ h = 60 + I,

tehat a Pitagorasz-tétel szerint (60 + 1) 2 - 2105

amibdl (felhasznalva, hogy r = 65 és 60 +h > 0) 60+h = 4125 = 64,2.
Tehat h ~ 4,2 méter, igy nincs sziikség korlatozo tablakra.
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m Szamitsuk ki eldszér a
koriv sugarat!
Az OFB derékszogl ha- E
romszégben Pitagorasz hy |Bs (25 (b |,
tétele szerint: hy
. 2 2 2 f
(r—-25"+48" =r" = |
r= 58,58 = |
r—25 = 33,58 (m) :
|
|
|

]

Jeldljik a legrividebb
tartdoszlop hosszat ;-
gyel (abra)! Az EHO de- o= b i e i
rékszdglt haromszigben: H 36 0 48

di =r*-36" = d, = 46,21 (m), tehat az elsd felfliggeszt6 oszlop hossza:
hy=dy—(r=23) = 12,63 (m).

a) Legyen x a keresett kis kor sugara.
Két egymast érintd kor kdzéppontja
€s az érintési pont egy egvenesre (a
centrilisra) illeszkedik. [gy

0,0, :g+x; 00, =r—x

POZZ“{"—X
2

Az O1PO,, llletve O PO derékszdgll haromszégekben Pitagorasz tétele szerint:

2 2
r _(r_ 3 2 2
(2+x) -—(2 x] + OP . {L—Fx] _(L_x] =(rfx)2wx2
2 2 2 2 2
r—x) " =x"+0OF
2rx = rP— 2rx

2
drx =r

F "
=x= 2 a keresett kor sugara.

b) Legyen x a keresett kér sugara. Két
egymast érintd kor kbzéppontjal és
az érintési pont egy egyenesre il-
leszkedik. igy

0,0, =£+x; BO, =r—x;

F02: FB =

r. r
4’ 2"
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3602, a) és b) A sokszdg szabalyos, mert a

c} Hatszdget, amely hasonld gondolat-

d) Az 4bran lathato un. csillag otszdget
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Az O1F Oy, illetve O FB derékszdgil haromszigekben Pitagorasz tétele szerint
2 2
L +x| = L +F 012 2 2 2
4 4 r r 5 r
3 = |—+x| |~ | =F-—x) —|=
, r 5 4 4 2
(r—=xy =|—-| +FO,
2
3

X = % r a keresett kor sugara,

titkrozés szabdlya szerint a beesési
¢s visszaverddési szog egyenld
(lasd az abrat), emiatt — felhasznal-
va, hogy mindegyik haromszig sza-
ra a kor sugara, tehat egvenid sz4-
riak - az osszes jelolt szOg egyenld.
Ezért, mivel az dtszog szdgisszege

540°, egy szbge % = 108 fokos.

menet alapjan szabdlyos, igy egy
szoge 120°,

kapjuk. Az 4bra szerint az Ot csics a
korén ugyanott van (egybevagod ot-
szég az elso abraval), de mig az elsd
abran a fénysugér az oldalak mentén,
a masodik esetben atlok mentén ha-
lad. Az a) szerint P PoPy ¢ = 108°,
A PP Py, P1PyP5 és PPy P, egybe-
vago egyenlé szari haromszogek.
PPy ¥ = PaPyPy 5 =12 1 =
= 36° igy PP,P, & =

ﬁP]P2P3¥*2'PP2P1¢:360.
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Megjegyzés:
Mivel a szabdlyos Otszdg kozépponti szoge 72 fokos, ezért pl. PP, P, s20g egy
kertileti sz6g lévén ennek fele azaz 36 fokos lesz.

3603.| a) A tegialap félkeriilete 17 méter. Foglaljuk tablazatba a lehetséges eseteket, ha a
téglalap révidebbik oldalanak hossza x méter (vilagos, hogy 1 < x < 8).

X

i 2 3 4 5 6 7 8

17-x

16 15 14 13 12 11 10 9

T

16 30 42 52 60 66 70 72

Tehat a legnagyobb, a megadott feltételek szerint zsineggel kostilkerithetd tégla-
lap 72 m? teriiletd.

b) Az ABCD téglalapban
AB=CD = 10cm.
Az ABCD téglalapot az AC atlo
egyenesére tikkrozve kapjuk az
AB'CD’
téglalap koz0s része az APCQ rom-
busz (rombusz, mert paralelogram-
ma ¢s AC atloja szdgfelezd).
Példaul az ABC derékszogil hirom-
szogbdl:

tgp = % ezeért @ = 35,0° és

90° - 2¢ = 20,0°.
A rombusz oldala az ADQ derékszo-

gl haromsziéghdl: AQ =

téglalapot, A két egybevago

/
900 20

——— =745 {cm), tehat a kozos rész keriilete kb, \
c0s20,0°

29,80 cm. A kozds rész teriilete: Typcg = 7,45% - sin (2 - 35,0°) = 52,16 (cm?).
(Ez megkaphato gy is, hogy az ABCD téglalap tertiletébd! levonjuk az ADQ
derékszogl haromszog teriiletének kétszeresét. Az ADQ haromszdgbdl:
DQ =7 -tg 20,0° = 2,55 (cm), tehat az ADQ haromszog teriiletének kétszerese
7-7tg 20,0° = 17,84 (cm?2).

A kozos resz tertilete: Typrp = 70 - 17,84 = 52,16 (cm?).)

¢) Ket kiilénbdzé eset lehetséges.

1, eset

A henger magassaga 10 cm,

7
A henger alapkorének keriilete ekkor 7 ¢m, tehat az alapkor sugara by cm,
7

7? 245 .

a henger térfogata pedig — -o-10 = — = 39,0 (cm?).
47 27
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2. eset
A henger magassaga 7 cm.

‘ 10
A henger alapkorének keriilete ekkor 10 cm, tehat az alapkér sugara py cm,
k4

, .5 175
a henger térfogata pedig — o7 = — = 55,7 (cm?).
7 7

3604.| a) Egységnyi oldalu szabalyos hatszog teriilete 6 db, egységnyi oldalu szabalyos ha-

V3 o _3V3

romszig teriiletével egyezik meg: 6- i 1* = - (= 2,598; a szabalyos ha-

romszog teriiletével kapcsolatban 1. pl. az 1943.-as megoldast). A vele egyenlo

343

teriiletli négyzet oldala ennek gydke: a = - = 1,612. A megfeleld szaba-

lyos haromszog oldala pedig hasonlosagi megfontoldsokbol x/_ = 2,449, (Mivel
6 db, egységnyi oldall szabalyos haromszég Gsszteriiletével egyenld teriiletd
szabalyos haromszdget keresiink, ezért ennek teriilete hatszorosa egy kis harom-
szbgének, amelyhez viszont hasonlé. Ekkor a hasonlosag négyzete a teriiletek
aranya, innen kévetkezik az oldalhossz.)

. 3
szbgek magassaga B ezt a meg-

1évé mellé még kétszer felmérve ka-

punk §2—3 -t, mellé mérve az egysé- 1

get, a Thalész-kords szerkesztéssel
adodik a gydke (lasd az 1663. d)
megoldast), ami a négyzet oldala. A 5
hatszog két szemkozti oldalanak ta- V6 3

volsiga \3 (hiszen az imént hasz-

N

nalt —— -es kisharomszig-magas-

sdg kétszerese), ha ezzel mint befo-

goval egyenld szard derékszogil hdromszoget szerkesztiink, annak atfogdja J2-
szer ekkora, azaz éppen \/g lesz, ami a keresett nagy haromszog oldala.

3605, a) A haromszog alapjanak és magassaganak hossza adott.

A szarak hossza: v180° + 27% = 182,0 mm.

A haromszog keriilete 2 - 182,0 + 54 = 418,0 mm, teriilete 4860 mm?2.
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b) A haromszog alapjan fekvd szdgek tangense %)—

81,47° nagysaguak. A szarszdg 17,06%0s.
2707180

toltheto.

d) A folyadék a flakon also, csonkakup alaki részé-

ben van, 1gy a folotte 1év6, forgaskilip alaka térrész
37,4 ml térfogata.
A hasonlo testek térfogatardl tanunltak alapjan ir-

CfrY 374
hato: | — | = ——,
180 137,4

37,4

Ebb6l A =180-3 = 116,7 mm.

A flakonban tehat 180 — A = 63,3 mm magasan all
a folyadék,

e} A cseppeket 0,15 cm sugary gomboknek tekintve

470,15

?, ezek a szogek tehat

mund, ami 137.4 ¢m?3, tehat a flakonba kb. 137,4 ml édesitdszer

egy csepp térfogata s cm3-nek (kb. 0,014 ml-nek) adodik.

100 300

100 ml-b6l tehat = = 7074-et cseppenthetiink.

47-0,15° 470,15
3

54 + 96
= J -156 = 11700 (mm? = 117 cm?).

b) A BCP derékszogli haromszdghdl a trapez széranak

hossza: x =217 +156% = 24777 = 157,4 (mm),

tehdt a trapéz kertilete kb. 464.8 mm.

1
c) A BCP deréksziigl haromszdghdl (ge = 136 =

21
7,4286, igy ¢ = 82,33% és 180° - ¢ = 97,67°.
A trapéz szdgei 82,337, illetve 97,67° nagysaguak.

d) Az edény térfogata cm?-ben mérve:

15,36?1' (4.8* +4.8-2,7+2,7%) = 707,2, tehat az

edénybe legfeljebb 7,07 deciliter folyadék onthetd.
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e)y = 12,5 ctg 82,33° = 1,683 (cm), ezért a vonal-
kandl a szabad folyadekfelszin sugara
o =27+y= 47383 (cm).
A kérdezett térfogat
L;” (2,77 +4,383-2,7 + 4,383%) =
= 501.8 (cm3) = 0,50 (dm?).
A vonalka tehat 5 dl-t {fél litert) jelez.

3607.| a) A nyolcszog keriilete mm-ben mérve: 34
72+2-108+2x+2 36+ 34 = 394 + 2x, ahol

x =197 + 217 =283
A nyoleszog keriilete 450,6 mm (45,06 cm).

36 36
270°— o

b) A nyolcszdg feldarabolhatd két téglalapra és egy (-
szimmetrikus trapézra is, ezért a teriilete kiszamit- 19

2 a0°
hatd igy is: 72108+ 3436 + 2% o] = e
=10 113 (mm? = 101,13 cm2).

a1 108 108
¢) tggp = 19 tehat ¢ ~ 47,86°,
A (konkav!) nyolcszog szigei (a ,,bal alsd” cstics-

tél indulva) rendre: 90°, 90°, 137,86°, 222,14°, 90°, B
90°, 222,14°, 137,86°, =

d) A flakon felbonthato ket forgashengerre és egy csonkakipra.
A nagyobbik (alsé) henger térfogata: 367 - - 108 = 439722 {(mm?3) (azaz kb.
21
439.7 em?3); a csonkakip térfogata: —3”— (36° +36-17+17%) = 48315(mm?)

(azaz kb. 48,3 cm?3),
A ket terfogat Osszege 488.,0 cm?, tehdt fél liter folyadék betdltésekor a ,.felsd”
hengerbe is keriil 12 cm? térfogati mennyiség,

Ez ebben a hengerben % = 112;200 = 13,2 (mm) magas folyadékoszlopot ered-

g ‘
meényez. |
A flakont tehat 108 -+ 21 + 13,2 = 142,2 (imm), azaz kb. 14,2 ¢ magassagig t0l-
totek fel.
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3608, a) A kozépvonalak altal alkotott haromszog hasonlo a POR haromszoghoz, ezért
ennek a szogeit szamitjuk ki.
A legnagyobb szdget koszinusztétellel szimithatjuk:
Pors= 21T 0 eain
cos = —=0.2,
2.5-6
POR g = 78,46°,
A masik két (hegyes)szig egyikét szinusztétellel, a masikat kivondssal kaphat-
juk: QRP & = 57,12° ¢s RP( 4 = 44,42°,

b) A gula felszine megegyezik a PQR haromszdg teriiletével: 58,79 cm?.

c) Jelélje a 6 cm-es élek felezdpontjat F, illetve G.
Mivel a tetraéder lapjai egybevagd haromszdgek és
FC az ABC haromszdg 6 cm-¢s oldaldhoz tartozo
sulyvonala, FD pedig az ABD haromszdg 6 cm-es
oldaldhoz tartozd silyvonala, ezért FC = FD. A
CFD haromszog igy egyenld szar, s ennek a CD
alapjihoz tartozd silyvonala éppen FG. Tehat FG
valoban merbleges a CD élre (¢ = 90°).

A fentiekhez hasonldan lathatd be (az ABG hi-
romszdg segitségével), hogy FG merdleges az AB
glre is.

Megjegyzés:

A vizsgilt tetraéder barmelyik két-két lapja egybevagd. Az ilyen tetraedert
egyenlé oldalinak nevezziik. A tetraéderek kozott csak az egyenld oldaliaknal
esik egybe a beirt és a kortilirt gdmb kdzéppontja, riaddsul ekkor ez a pont a tet-
raéder silypontja,

a) ACB & = 90°. Ugyanis, ha ACB & # 90°, akkor az
eredeti haromszog az AC egyenesre (illetve BC-te)
vonatkozo tiikorképével egyiitt (konvex vagy kon-
kav) négyszdget alkotna.
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6
b) tger = _6 =1,2778 = o« = 51,95° f = 38,05°
c) Az AB koril korbeforgatva a ha-
romszoget forgastestet kapunk.
B

A
Ez két, alapjaval osszeillesztett kapbol all, melyek alapkorének sugara r. A ki-
pok magassdganak dsszege AB = c.
Pitagorasz-tételbdk: ¢ = 3,6% +4,6% = 34,12 = ¢ = 5,841.
Az r meghatarozasa céljabol a haromszog kétszeres teriiletét kétféleképpen irjuk
fel:c-r=3,6-406.

. 3,67 .4,67
Ebbél (r = 2,833), P =8,037
(r ) ] 34,12 ’
2 2 2
Vzr;zx+r;ryz%(x+y)zwﬂz4g,16

A forgastest térfogata tehat 49,2 cm3.

3610. a) A feladatban szereplé ABC A oldalait Pitagorasz-tétellel hatarozhatjuk meg az
alabbi derékszogl haromszogekbol: A

DACA: AC = 9+ 4 = 13: 3
DBC A: BC =16+ 4 = +/20; D

DABA: AB=+16+9 =5.

A leghosszabb oldallal szemben van
a legnagyobb sz0g. Ezt a koszinusz-
tétellel szamitjuk ki.

25=13+20 - 2413 - +/20 - cos »,

5

2
cosy = — = 0,2481,
65
p = 75,64°.
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4 61
b) siny = 1 —cos” y :1145 =, g;

\/ﬁ-@ésms,m _loavel o oo

2 63
Az ABC sikmetszet teriilete kb. 7,81 cm?.

T(ABC) =

) A lemetszett gula térfogata: v, = %‘T M= ;[; 2. 3) A (= 4).
A téglatest térfogata: V =23 -4 (= 24).
1%

Ya 1
vV o6
Megjegyzés:

Ez az ardny ,,szamitas nélkiil” is megallapithato. A giila térfogata a vele azonos
alapi és egyenlé magassigl hasab térfogatdnak harmada. Itt az egyenlé ma-
gassagh hasab és téglatest alapteriiletének aranya 1:2, ezért a keresett arany:

11 1

23 6
3611. a) A hiz abrija a kicsinyitésnek meg- 6m
felelen a mellékelt rajz téglalapja, / l x |\

melynek oldalai 4 cm és 3,5 cm.

T

b) A kutyak feszitett lanc esetén a haz
falaval parhuzamosan, a faltol legtd-
volabb x méter tavolsagban tudnak

futni. x = 42,6> ~2,4* =1 (pon-
tos érték).

A faltdl legfeljebb 1 m tavolsagban
futhatnak a kutyak.

A héz sarkainal figyelembe véve a §m
kapott 1 m tavolsagot, a felerdsiteit rudak hossza
minimalisan 8 — 2 = 6 (m), illetve 7 -2 = 5 (m).

N

¢) A kutydk altal bejarhato teriilet két 1 m szelessé-
gll, 6 m, illetve 3 m hosszusagd savbol (téglalap-
bol) és négy 1 m sugari negyed korbol all.
T=06+5) 1+1la=11+m=14,14.
A kutydk dltal bejarhatd teriilet nagysaga 14,1 m2.

24 2.6
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3612.] A mellékelt axonometri-

kus abrin lathatjuk a
helyzetet. llyen kis tavol-
sdgoknal még a Fold
gombdlylisége elhanya-
golhato, ezért lehet egye-
nes szakaszokkal helyet-
tesiteni a  koriveket.
Emellett a varosok kiter-
jedését is elhanyagoljuk,
ami Chicago esetén le-
het, hogy tulzas. Mond-
juk legyen a repiilGtér tavolsdga a masik varostol 85 km. A repiildgép a varoshoz
akkor van a legkizelebb, ha a varosbol egy, a replilégép nyomvonalara allitott me-
réleges egyenest vesziink, ami benne van egy, a Fold felszinére merdleges sikban.
Ahol ez metszi a repiilégép nyomvonalat, ott van a keresett legkdzelebbi pont,
amelynek tavolsagat a varostol x jeloli. Az adatokat is berajzoltuk az dbrdba, igy jol
latszik, hogy a prizma (haromszdg alapl hasab) felsé hiromszoglapja egy derék-
szdgli haromszog, melynek egyik hegyesszige 11 fokos és atfogoja 85 km.

Ebbdl az y-nal jeldlt befogo: v = 85 - sin 11° = 16,2 (km).

Mivel a gép 12 km magasan repiil, a prizma oldallapja egy téglalap, amelynek egyik
oldala az imént kiszamolt y, mig a masik oldala 12 km. Ekkor a keresett x tavolsag-

ra: x = 4y’ +127 = 16,22 +144 = 20,2 (km).
Tehat a repiilégép légvonalban a vérostdl legalabb 20,2 km tavolsagban van.

Vilasszunk egy olyan sikot, amelyik a nagyobbik kockat valamelyik lapjaval par-
huzamosan vagja félbe. Ez a sik a kisebbik kockat is félbe vagja, meégpedig szintén
egy lapjaval parhuzamosan. A szabalyos oktaédernek négy cslicsa van (az abran P,
0, R és 8} a valasztott sikon.

A nagyobbik kocka éle legyen 24, a kisebbiké pedig 2x.

A Kkisebbik kocka mindegyik csucsa a nagy
kockaba irt szabdlyos oktaéder egy-egy
lapjanak silypontja. Ezert az abra §, illetve
S, pontja is egy-egy sulypont, mégpedig
rendre a POQ, illetve POS haromszdge (O a
kocka kozéppontja).

Az 5,8, szakasz hossza egyrészt 2x, masrészt
{a sulypont ismert tulajdonsaga miatt) az F| F,

szakasz hosszanak (ami éppen a-val egyen-

16} a két harmada: 2x = %-a = %-(Za).
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1
A kisebbik kocka éle tehat %ua, a felszine % -e, a térfogata pedig > -e a nagyobb
kockaenak.

Mdsik megoldas:

A szabdlyos oktaéder éle a kocka két
szomszédos lapkozéppontjat koti dsz-
sze, ezert minden oldala az a éli kocka

egyik lapatldjdnak a fele, azaz %.

Tekintsiik az oktaéder felét. Az ABCD

egy # oldali négyzet, tehat F1Fy a

négyzet atlojanak fele, g.

Legyen két szomszédos haromszdglap
kozéppontja (sulypontja) az S, és S,.
Az §\5:EA ~ FIF,E A, ahasonldsag aranya 2 : 3.

2 . ,
Tehi §,5,, azaz a kisebbik kocka éle < % = % Ebbs kévetkezik, hogy felszine

%-e, térfogata 21—7-3 a nagyobb kockéénak.

a) Etestnek 4 cstcsa van (A, C, H, F), 6 éle {(a 4 csucs H G
koziil 6-feleképpen valaszthatod ki 2, amit él kdét jﬁ i\
tssze), 4 lapja (a 4 csiucs koziil 4-féleképpen va- g L
laszthato ki az a 3, ami egy lapot alkot). '

b) Szabalyos tetraédernek.

c) A tetraéder oldaléle a kocka lapatldja, tehat «E— AR —=PC
szer akkora.

A B
d} Legyen a kocka éle a, ekkor felszine 6a % A tetra-

éder éle ekkor \Ea, felszine @(ﬁa)z = 2\/§a2. (A tetraéder felszinével kap-

243a* A3

csolatban lasd pl. az 1943. megoldast.) A felszinek aranya ekkor Py =3
a

3
e) A kocka térfogata a3, a tetraéderé pedig g (\/Eaf = %. (A tetraéder térfogata-

val kapcsolatban szintén lasd az 1943. megoldast.) Ekkor a térfogatok ardnya % .

254

OSSZETETT, ILLETVE NEHEZEBB FELADATOK

3615, a} E testnek 6 csicsa van (a kocka 6 lapjanak kdzéppontja), 12 éle, 8 lapja.

b) Szabalyos oktaédernek.
¢) Az oktagder oldaléle a kocka két lapkdzéppontjat

b) Négyzetek és szabalyos haromszigek,

c) A kocka két szomszédos élfelezGpontjanak tavol-

koti 6ssze, Ezzel egyenld a kocka két szomszédos
¢élfelezdpontjanak tdvolsiga, ami a két él és a lap-
atlo dltal meghatarozott haromszog kdzépvonala,
tehat a lapatlo fele. Vagyis az oktaéder éle a kocka

. 2,
élének 7 resze.

2
d) Ha a kocka éle a, akkor felszine 642, Az oktaéder éle ekkor > a,

72

2
felszine 2+/3 %aJ = /3d* (ldsd pl. az 1963. megoldast), aminek aranya a

kockaéhoz —63— ]

V2 (42

3
3
e) A kocka térfogata a’, az oktaéderé T(T a] = %— (1asd pl. az 1963. megol-

. . . 1
dast), aminek aranya a kockaéhoz re

Megjegyzés:
Ezt az eredmeényt dsszevetve az eldzd feladat e)-belivel azt latjuk, hogy egyazon
kockéba irt oktaéder és tetraéder térfogatanak aranya 1:2.

a) E testnek 12 csucsa van (a kocka 12 élfelezépontja), 14 lapja (a kocka mind a 6

lapjdn maradt egy négyzet, és mind a 8 csicsandl
keletkezett egy haromszdg) és 24 éle (a 6 négyzel-
nek 6 - 4, a 8 haromszdgnek 8 - 3, az Gsszesen 48,
de minden é1 két laphoz tartozik),

saga a két él €s a lapatl6 altal meghatarozott hiromszog kozépvonala, tehat a lap-

atlo fele. Vagyis az uj test ¢le a kocka élének ,_22_ -szerese.

2 , .
d) Ha a kocka éle a, akkor felszine 6a°. Az 0] test éle ekkor =5 a, felszine 6 ilyen

élii négyzet és § ilyen ¢l szabalyos hdromszog teriiletének dsszege:

255




OSSZETETT, ILLETVE NEHEZEBE FELADATOK f OSSZETETT, ILLETVE NEHEZEBB FELADATOK
2 2 ’ \E 3618. a) A keletkezett testnek 6 nyoleszig €s 8 haromszog
6. ﬂa +3. ﬁ \—E—a —(3+ @)az_ Ennek aranya a kockaéhoz: 3+ Iapja van, a lapok szama tehat 14. A csticsok sza-
2 4l 2 ma 24, az éleké pedig 36.
e) A kocka térfogata a’ az 1ij testé ennél a nyolc csuesnal ,hidnyzo6™ kis galak dssz- b} A kocka ¢le 4 cm hosszi. A kocka egy lapjat ki- :
térfogataval kevesebb. Ha egy ilyen gila alapjanak az egyenld szaru derékszogl emelve készitslink abrat. |
a a o a ' Ha a félig szabélyos test élhossza x cm, akkor igaz, |

haromszéglapjat tekintjiik, akkor annak teriilete 5338 magassaigaq—z—, hogy x42. —\/J—C_— .
. 1 & a d e .3 “3#3 a : 2
lgy térfogata 375 = gy A testCriop eIt @ S8 g T T Ebbl x(1+v2) =4, majd x = 4(v2 ~ 1) adédik, a keresett élhossz tehat
= éag, aminek aranya a kockaéhoz E : 4(«/5 -1)=1,6569 (cm).
6 6 A felszin kiszamitasahoz eldszor egy szabalyos
Megjegyzés: : nyolcszig és egy szabalyos haromszdg teriiletét
Ezt az eredményt dsszevetve az eldzd feladat e)-belivel azt latjuk, hogy ezen uj | szamitjuk kis
test térfogata az ugyanazon kockdba irt oktaéder térfogatanak 5-szorose. | egy nyolcszog teriilete
2
1 x
2
3617. a) A 8 metszosik mindegyikének a kocka 3-3 élfele- < 4" —4. 5 [\5} =16 — x* = 13,255 (cm2);
z6 pontjan kell athaladnia. A keletkezé testnek 6 I I 243
lapja négyzet, 8 lapja pedig szabalyos haromszdg. X N : egy haromszog teriilete I 1,189 {(cm?).
A test lapjainak szama tehat 14, ¢leinek szdma 24, ; . . o . ~ ,
csticsainak szama 12 (lasd 3616. feladat). ‘ A félig szabalyos test felszine: 6 - 13,255 + 8 - 1,189 = 89,0 (cm?).
b) A kiindulasul veit kocka éle 4 cm hosszii, ezért a fé- _ | c) Barmely két, egy ¢l mentén csatlakozé lap sikja-
_ , nak hajlasszége ugyanannyi (az abran ¢-vel jeldlt
lig szabalyos test élei 2\5 =~ 2,83 (c_m) hosszuak. . s70g).
A 6 darab négyzet egylittes teriilete: 6- (2\/5 )* = 48 (cm?), a 8 darab szabélyos A POR ;dcerékszbgﬁ haromszogbdl:
242)" - +/3 . ;Y
hiromszig egyiittes tertilete: 8- (—y— =163 = 27,7 (cm?). : tgp = @ =2, tehit ¢ = 54,74°.

A test felszine kb. 75,7 cm2.
(A megadott szdg kiegészitd szogét, 125,26% ot a szomszédos lapok szégének

¢) Barmely két, egy é1 menten csatlakozo lap sikjanak nevezziik.)

hajlisszge ugyanannyi (az abrdn ¢-vel jelolt szog).
A POR derékszigii haromszogbdl:

tgp = % =2, tehat ¢ = 54,74.°

{A megadott szog kiegészitd szidget, 125.26%ot a
szomszédos lapok szogének nevezziik. Lasd meég i
a 3618. ¢) feladathoz flizott megjegyzést is.)

Megjegvzés:

A kocka egy adott csicsabol kiinduld harom élének végpontja szabalyos harom-
széget hataroz meg. A 3617., illetve 3618. feladathan szerepld félig szabalyos
test hiromszdglapjai egy-egy ilyen szabalyos haromszoggel parhuzamos sikiak,
ezert a  szOg meghatarozhato a kocka lapja és a kocka legnagyobb szabdlyos
e haromszog sikmetszete hajlasszogeként is (egyszerlibb az abra és a szamolas is).
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3619. a) A fedd- és alaplapot részekre osztjuk: egy 3 cm ol- e Y

3620.] A hagyomanyos jeldlésekkel ekkor 2r = m. Az allo
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dali négyzet, négy db 1 és 3 cm oldalu iéglalap, és 5
négy db 1 cm sugari negyedkor alkotja mindket- |
t6t. Ezért egy ilyen lap teriilete: |

1> @ |

32 +4.1-3+4- =21 +m= 24,14 (cm?).

A test palastja sikba kiterithet6, téglalap lesz, egyik
oldala 4 cm, a masik a feddlap keriilete. Ez négy db 3 cm-es szakaszbol, &s négy

darab 1 cm sugari negyedkorivbdl 4ll: 4.3+ 4- 2_-}L_ﬂ =12 + 2~ 18,28 (cm).

" -r J

A test felszine tehat A = 2- 2l + @ + 4 - (12 4 2m) = 90 + 107 = 121,4 (cm?).

b) Lévén egy hengerszer( testrdl szo, térfogata az a)-ban kiszamolt alapteriilet és az
adott magassag szorzata: V = (21 +m) - 4 = 84 + 47 = 96,57 {cm3).

¢) Matemaiikai modellként a test legtavolabbi két J—
pontjanak tavolsiga a kérdés. Melyik ez a ket /;ﬁ——
pont? Nyilvan az egyik pontnak az alap-, masik- iy - \
nak a fedélapon kell lennie, igy tudjuk legjobban /
kihaszndlni a test magassagat. A keresett szakasz |

alaplapra es6 vetiilete pedig magan a lapon a leg- | )
hosszabb lehetséges szakasz legyen. Ez utébbi ket by : W ;
szemkozti, lekerekitd korlv felezGpontja kozott

huzodik, hiszen ez az alaplap koré irt kor atméro-
je, amely kér épp e pontokban érinti az alaplapot. Az alaplapon fekvo barmely
mas szakasz — leszamitva a masik ugyanilyen ,,atlor” — ennél csak rovidebb lehet,
hiszen teljes egészében a kor belsejében fekszik. A leghosszabb térbeli szakasz
tehit a ,.testatld”, vagyis az alaplap egyik korivének felezdpontjatol a fedlap at-
ellenes korivének felezdpontjaig tartd szakasz. Ez egy derékszogill hdromszog at-
fogoja, amelynek befogdi a test magassga (4 cm), illetve az alaplap kéré irt kor
atmérdie (két, 1 cm-es sugar ¢s a 3 cm-es oldali négyzet atiojanak Osszege:

2.1+ 3\/5 cm). Ekkor a testatld hossza: \/42 +(2+ 3\/5)2 = \/38 + 12«/_ =
- (6+J§)2 = 64 42 ~ 7,41 (cm).

3
tartaly térfogatanak haromnegyede: g rrrem,

vagyis m helyébe 2r-et irva: V = 1,572 = 471",

A fekvd henger esetén a f6 kérdés egy kor azon sze-
letének teriilete, amely a kir ,,magassaganak”, azaz
armérdiének harommegyedéig tart. (Képzeljik azt
ugyanis, hogy a viz belefagyott a tartalyba, és azt a
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kbr-lapjéra allijuk. Ekkor is egy m magassigu hengerszeri test térfogata a kerdes,
annflek a}gplapja épp az emlitett korszelet.) Az dtmérd haromnegyede éppen a felsé
sugar feléig tart, és a vizszint (AB) természetesen merdleges a fiiggdleges atmérdre.
Ekkor a KAC A derékszogl, atfogoja kétszerese a risvidebb befogdnak, vagyis ez a
nevezetes 30°-60°-90°-0s hdromszdg, AKC & = 60°. Ezért (a kisebbik) AKB 4 =
= 120°, vagyis a keresett kirszelet egy 240°-0s korcikkbdl, és egy 120° szarszogi

egyenld szard haromszdgb6l tevédik Gssze. Az elSbbi teriilete természetesen —-a a
3

ts)

s 240 o . .
kérének [ 360° !Js utobbie pedig megegyezik egy r oldalli szabalyos haromszig

teriiletével (hiszen azt az egyik magassigdnal elvagva és a révid befogdi mentén 8sz-

V3 .

szeillesztve kapjuk ezt a haromsziget). Ekkor a kirszelet teriilete: 2 PR+ —r.

Vagyis a fekvd tartalyban 1évé viz térfogata: 4

2, A3 21 3
V, = (ErzyHTrZJm = 2(%4-% } = 5,05,

Ez esetben van t6bb viz a tartalyban.
82243
4

wérfogata V = T,m = 435 900 cm?3.

a) A hasab alapteriilete: T, =

(cm?), magassaga m = 190 - sin 52° (cm),

b) A hasabot a POR haromszdg men-
tén kettévagva, majd a kapott része-
ket az ABC, illetve DEF lapjaval
egymasra illesztve egy olyan egye-
nes hasabot kapunk, amelynek alap-
lapja a POR hiaromszg, magassaga
pedig 190 cm. Az egyenes hasab
térfogata megegyezik a ferde hasa-
béval (hiszen annak atdarabolasaval
kaptuk), tehat TPQR - 190 = TABC * HL.

EBbAL 7, = 20000

= 2294 (cm?).
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3622.| a) Az ABF A sikja a tetraéder szimmetria sikja, tehat felezi a testet, azaz a tetraéder
térfogatat 1 : ] ardnyban osztja. D

b) A szabalyos tetraéder lapjai @ = 4 dm oldalu sza-

bélyos haromszogek, ezek magassaga: F

m= % 3 = 243 dm. .
Itt AF és BF egy-egy lap magassdga, az ABF A A

egyenld szard. Az ABF A oldalai: AB = 4 dm, E

AF = BF = 243 dm. B

¢} Két kozos alappal rendelkezd egyenld szaru hdromszog teriilete koziil az a na-
gyobb, amelynek a kijzds alaphoz tartozd magassdga a nagyobb. Itt az ECD
egyenld szaru hiromszog alapjdhoz tartozd magassaga EF 1 CD, ezérta DEF A
derékszogi. Atfogdja ED > EF.
Tehat T{ABD) > T(ABF).

3623.| a) Az alaplap teriilete: T, = 542 . sin 43,4° = 2003.5 (cm2), a giila magassaga 82 cm,
T
tehit térfogata: V = 3’” ~ 54764 (cm).

b) Az AM él hosszat az AM'M, a BM él
hosszat a BM'M derékszogn harom-
sz0ghdl Pitagorasz-tétellel kaphat-
juk meg. Ehhez azonban ismerni
kell az AM', illetve BM' szakaszok
hosszat.

Az ABCD rombuszbol:

AM' = 54 -sin 21,7° = 19,97 {cm),
BM' = 54 - cos 21,7° = 50,17 (cm).
Tehat a gila oldaléleinek hossza:

AM = CM = +/82% +19,97% =~ 84,4 (cm) és D B
BM = DM = 827 + 50,17° = 96,1 (cm). a y 34

¢) A gila alapteriilete az a) részb6l ismert: 2003,5 cm?. Az oldallapok egybevagd
haromszégek, a haromszdgek oldalai 54 cm, 84,4 cm, 96,1 cm hosszuak.
Az ABM haromszdget vizsgalva, a legnagyobb szdgét példaul koszinusztétellel
2 2 _ 2
547 + 84,4 - 96,1 ~0,0882, igy
2-54.84,4
54-84,4-sin84,94°
BAM & = 84.94° = T, 5y = 5

A gila felszine: 2003,6 + 4 - 2270 =~ 11080 (¢m?2).

kaphatjuk meg: cos BAM 4 =

= 2270 (cm?).
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3624.) A téglak szamat a kémény anyaganak (tégla + kitd-

anyag) térfogata ismeretében becsiilhetjiik meg. Ez a
térfogat egy 10 méter magas, szabalyos nyolcoldalu
csonkagula €s egy ugyancsak 10 méter magas cson-
kakup térfogatanak kiilonbségeként szamithatd ki.
Lasd a feliilnézeti dbrat! A csonkakup térfogata:

10x
Vi= T(0,52 +0,5-0,2+0,2") = 1,3w=4,1 (m3).

A csonkagula térfogatanak kiszamitdsdhoz az alap-,

ilietve fedblap teriiletére van sziikség. A szabalyos

nyoleszdg terlilete kifejezhetd a i oldalhossza segitségével is (a kortilirt kor kdzép-
pontjabol induld sugarakkal 8 egyenld szari haromszogre bontdssal):

B -1g67,5°
4

A csonkagiila alaplapjanak teriilete: 2 - 1,5% - tg 67,5° = 10,9 (m?), feddlapjanak te-

riilete: 2 - 0,4” - tg 67,5° = 0,8 (m2), tehat a szabalyos nyolcoldali csonkagula térfo-

|
gata: V, = ?O (10,9 ++/10,9-0,8 + 0,8) =~ 48,8 (m?).

A kémény anyaganak térfogata: V = V, — V; = 44,7 (m?).

Ennek 88%-a, tehat 39,3 m? a beépitett téglak egyiittes térfogata.

Egy tégla terfogata 0,3 - 0,15 - 0,1 = 0,0045 (m3), a sziikséges téglik szama tehit
39,3

—— =~ 8733,

0, 0045
Ez persze csak becslésnek fogadhato el, hiszen egyrészt a kémény formdja nem le-

het pontosan a megadott testekével azonos, masrészt az épitése soran (féleg a ké-
mény teteje kizelében) nem lehet egész téglakkal kialakitani a kivant format, igy a
téglak térésére van szikség.

Gyakorlati szempontbol ezért elfogadhatd becslés az, ha kb. 9 ezerben hatirozzuk
meg a kémény épitéséhez sziikséges téglak szamat.

fe=8. =2k tg67,5°.

Foglalkozzunk elébb a test szimmetri-

kus trapéz alaplapjaval. Ezt az alapok

(20 és 10) és a szarak (10 és 10) isme-
retében pl. a 3585. b) megoldasban is-
mertetett modon szerkeszthetjik meg.
Ebbdl az kovetkezik, hogy ez a trapéz
harom, 10 egység oldalil szabalyos ha- A
romszogbdl felépithetd, tehat szogei

60, illetve 120°-0sak, magassaga m = 53. Az alapok ardnya 1 : 2, ezért az atlok is
ilyen aranyban osztjak egymast. Az atlok felezik a nagyobbik alapon fekvd szoge-
ket, a révidebbik alap végpontjaiban pedig mer6legesek a szarakra. Hosszuk ezért

10

B
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P . I : , 2003 |
Kiszémithatd egy Pitagorasz-tételbol: 1053, Eaért aztin AM = BM = T\F és NCE® —CG*), azaz 5 % = 30,14. A parhuzamos helyzetii CDE és C'D'E ha-
CM =DM = —Oi_— Legyen AB felezépontja F, CD-é G. Ekkor persze FG = m, €s romszogek hasonlok, igy % = Ei’ amibdl Ef = 109 ]O ~ 22,25,
1043 5v3 2 g2
MF : MG =2 | miatt MF—W( CM = DM) és MG = ~—. Az EGF Aben cos EGF 4 = OF P+EG - EF*
3 , 4 T GF EG —F 0,0958, amibél

Az M pont ,folott” van a gila E csucsa {30
egységgel), azaz EM merdleges az alaplap-
ra. Ezért a test oldalélei Pitagorasz-tételek-
bél kiszamithatok:

2
AE = BE = /302 {2—03@} = 10\/3;1 =

EGF 4 = 84,5°. Ugyanebben a haromszOgben egy szinusztétellel: sin FEG & =

GF -sin EGF g o
= —FF = (},2822, amib0Ol FEG 4 = 16,4°. Az EIH A-ben koszinusztétel-

lel HI =EH? +EI* —=2-EH - El-cos FEG ¥ = 7,70, Ugyanebben a haromszog-
EI* + HI* ~EH?

ben egy Ujabb koszinusztételbdl: cos ETH 4 = T E = —(),3252, ami-
-EI HI T
3015 e bdl EIH 4 = 109°. Ez a szbg egyuttal a GJI A kiils6 szoge, s igy egyenld a két nem
212 : mellette fekvd belsé szdg Osszegével, azaz ¢+ EGF 4, ezért a keresett
3 ) ¢ = EIH 3 -EGF = 109°-84,5° = 24,5°.
CE = DE = [30° +[“%Fm] =10, ?8 =
3626.
= 30, 55.

Ezeket az éleket metszi a ferde sik az A és
B pontoktol 5, a C és D pontoktdl 8 egyseg
tavolsagra. A metszet-sikidom szintén egy
szimmetrikus trapéz, A'B’ alapjanak fele-
zépontja legyen H, C'D" alapjae I. A GF és
az [H szakaszok meghosszabbitisai J-ben
messék egymast. A két sik keresett hajlas-

szoge az IJG 4, azaz ¢. A testbd] keszitett E
mellékelt metszeten ez eredeti méretében
fatszik.
Az ABE A EF magassiga Pitagorasz-tetel-
el f EM® 1 MF® (vagy I AE? — AF?), b) A Rézna lzoss”zét jelﬁljii’k h-val. A"PTA derékszigl haromszoghdl (feltéve, hogy
23 a pozna fiiggdleges, ezért PTA szdg 90 fokos):
azaz 10 3 (vagyis azonos pl. CE-vel}. cos 63° = i, ahonnan 4 = 17,25 (m).
38

A parhu helyzetli ABE és A'B'E hi- v i A : . .

parfitizamos helyzet EH es EB' 4 ¢) A falon lev rogzitési pontbdl hizzunk a foldfelszinnel (ilyen kis mértekben sik-
romszdgek hasonldk, igy —— = , ami- nak tekinthetd) parhuzamost, amely a pdznat az M pontban metszi. Ekkor

EF EB’ I | PM = 24 cos 78° = 4,99 (m),
b6l EH = 10 28 — 572 < 25.80. H ‘ Mivel MT a rogzitési pont falon 1év8 magassagaval egyenld hosszi, ezért
MT =x=1725-499 = 12,26 (m).

Ugyanigy a CDE A EG magasséga Pitago- ; @ G '

rasz-tétellel v EM® + MG” (vagy
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d) A kételek arnyékanak szoge (az abrankon ¢-vel jeldlt szog) az ABT haromszig-
bél szamolhatd koszinusztétellel, Ehhez kell BT és AT hossza, amelyek rendre
mint vetiiletek: 24 sin 78, illetve 38 sin 63°. A harmadik AB oldal, amit az abran
z-vel jeldltink, az x, y, z oldalu derékszoglt haromszoghdl Pitagorasz tételével

adodik: z = /y* — x*, ahol az y-t koszinusztételbo! szamithatjuk ki:
y2=38%+24%-2.38 24 cos 30°.

Ebbdl y = 20,98 (m)-nek adodik, a z = 17,03 m,

Fzek utan ismét a koszinusztételbdl:

2 -2 <] 2 gin? o z
247 sin” 78°+38" sin” 63° 17,037 _ ) qoc s 0 = 2770,

Cos @ = 59438 - sin 78°-s5in 63°
1,5°7-0,9 N .
a) A homokkip térfogata: =3 = 2,1 (m¥), tehat a megrendelt mennyiség-

nek megtelels.
b) Ha az ,,6sszelapatolt” kupac alapkorének sugara x méter, akkor a feladat szdvege
*r 0,9
e
EbbSl x% ~ 1,17, majd x = 1,1 adodik (x > 0), tehat a kupac alapkorének atmeé-
rdje kb. 2,2 méter lesz.

szerint igaz, hogy L1.

Az dbra jeldléseinek megfeleld adatok:

AC = 50 cm, AE = 39 cm, m = 36 cm.

A térfogat kiszamitasahoz ismerniink kell az alaplap
és a feddlap teriiletét is.

Az ACGE szimmetrikns trapéz, magassdga azonos a
testmagassdggal. Az ATE derékszogll haromszog
AT = x befogéjat Pitagorasz-tétellel szamitjuk ki.
x%=397-367=225 = x=15
EG=AC-2x=20

Kénnyen belathato, hogy a négyzet teriilete az atlok
szorzatinak a fele. Igy az alap és feddlap tertilete

20° 50° 36 507 507 20% 202J

=— +
t=— T=— =2 V=775 2 2 "y

2

V = 12(1250 + 500 + 200) = 23 400.
Tehat a 1ada térfogata 23 400 cm?, azaz 23,4 dm?.
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a) A tetd két szimmetrikus trapézbol és két egyenld szara hiromszoghél all.
Az ABC A-nek az A-ndl .
és a DBC A-nek a D-nél
levé szdge 45°-0s. Ez
azt jelenti, hogy e ha-
romszogek egyenld sza-
ri derékszogiiek, A sza-
rak hossza 4, ezért
AB =42 , ami egyutial
a tet6t jelentd trapéz és
haromsz0g magassaga is.
Egy trapéz teriilete: 48«/5 , egy haromszog teriilete: 16+/2.

A cserepezésre varo feliilet teriilete 2(48«5 + 1642 )= 128v2 ~ 181,02.
Tehat 181 m? teriiletet kell becserepezni.

b) A tetdtér egy (fekvd) haromoldali egyenes hasabbol és két, egybevago, egy-
mashoz illesztheté négyoldalu gilabdl all. Ezen Osszeillesztés eredményeként
egy szabalyos négyoldalu gulat kapunk,

A hasab alapja az ABF derckszdgli haromszig, amely befogoinak hossza 442 m;
a hasab magassaga 8 m.

Vi, = 82—4 -8 =128.
A szabélyos négyoldalu gula alapéle 8 m, magas-

saga 4 m,
8% .4

y o84 256
3 3

128
V=V +V, :128(1+§J: -%z 213,3.

Tehat a padlastér térfogata kb. 213 m2,

4.71: 2,53 -9 -3
3630 aym=12. - 107 7840 = 6,2 - 107" kg (azaz kb. 6,2 gramm).

b) A hagyomanyos golydscsapdgyban a golydk nem
szorosan, egymashoz érve helyezkednek el (rész-
ben) azért, hogy a kenbanyag kozéjiik keriilhes-
sen. A 12 egyforma golyo szoros érintkezésekor
kézeéppontjaik egy szabdlyos 12-sz6g csicsaival
egyeznek meg. Ehhez az elhelyezkedéshez tartozd
belsd csapagygyiirit mm-ben mért kiilsé dtmérdjét
jeloljiik 2r-rel,
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Az AOB egyenl$ szari haromszdgbdl (példaul az alap felezGmerSlegesének Mdsik megoldds:
meghiizasaval kapott derékszdgli hiromszdg alapjan): AB = 2 - OA - sin 15°, A BE és a BF szakaszokat szinusztétellel szamitjuk ki.
i AB 2,5 . ABE g = 180°—42° = 138° = AEBJ = 13°
amibol OA = 2.sin15°’ azaz r+2,5= sin15° adodik. Az ABE A-re felirt szinusztétel szerint:
Ebbdl r = 7,16. ‘ BE  sin29° _ sin 29°
A belsd csapagygyliri kiilsé atmérdje legalabb 14,32 mm (a kiilsd csapagygy(iri 250 sinl3° = BE=250- sin13° 538.8.
belsé atmérdje pedig legalabb 10 mm-rel nagyobb, mint a belsé csapagygyiir( A BCE A-ben x = BE - sin 427 == 360,5.
kiilsé atmérdje). Az AFB g = 10°.
y . , . Az ABF A-re felirt szinusztétel szerint:
3631., A 3 mézsa olom 92%-a 276 kg olom. BF  sin32° sin32°
Egy puskagolyo térfogata M = 700 (mm3) 250 sinl0° Br = b sinl0° 7on
’ A BDF A-beny = BF - sin 42° = 510,5.
ami 700- 1077 =700 . 1077 (m3)-rel egyenld. A hegyek magassaga (10 méteres pontossaggal) 360 m, illetve 510 m.
Egy ekkora térfogati Slomgolyo témege 700 - 107711340 = 7,9 1077 (kg)
(azaz kb. 7,9 gramm). 3634.
276 276000

7.0.107 =39 = 35000, tehat kb. 35 ezer puskagolydt lehetett Onteni a 3 ma-

Zsa 6lombol.

A golyo méterben mért sugarat jeldlje R, a belsd lireg sugarat . A B r=1 T R A
AnR> =628 = R = 7.07: , A bevilagitas tengelymetszete mindkét esetben egyenlé szari haromszog.
47’ Ezek fele egy-egy derékszOgii haromszdget hataroz meg. A megvilagitott teriilet su-
=904 = r = 6,0. gara elso esetben R, a masodik esetben r = 7.

Az R-et és az w-t tangens szogfiiggvénnyel szamitjuk ki.

A golyo falanak vastagsaga R — r = 1,07 méter. R
Az ATC A-ben tg75°= 3 = R=3tg75°=11,2 = 2R~122,4

x =x-ctgd42” L
yy =y -ctgd2® 1L
250 +x =x-ctg29°  IIL
250+ y, =y -ctg32° IV
Keét-két egyenlet kiilonbségét képezziik,
majd kiemeljiik az x-et, illetve az y-t.
I =1 250 = x(ctg29°—ctg42°) =

250

A BTC A-ben tgrxz% = o =008 = 20x-=1336°

a) A megvilagitott teritlet atmérdje kb. 22,4 m.

b} A megvilagitas szigét 133,6%1a kell valasztani.

3635, Az 4bran lathaté derékszogdi hérom-
r=— szogekre felirhatd

ctg29° —ctg42° Pitagorasz-tételekkel allapithatjuk meg
IV. -1 250 = y(ctg32° —ctg42°) = ‘ AB és BC hosszit.

y=——ﬂ-—2510 5. g J AB:-\;‘2,52+1, BC=\7,52+32 A

ctg 32° —crg 42° A ldmpa legmélyebb pontja az oszlo- B
pok tetejétdl kb. 2,69 m-re, illetve kb. ’
8,08 m-re van.

= 360, 5;

A hegyek magassaga (10 méteres pontossdggal) 360 m, illetve 510 m.
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3636.] Az ABE derékszogli haromszog 60°-os szogével B

szemkozti befogdja, AB=6- V3.

BD=6-43-5
A keresett szdg a BCD A C-nél levd szbge: p.

6v3 -5
6

tgy = = (0,8087 = y=4109°,

a) A h magassagban 1év0 1éghajo az AT torony T csticsabdl LTC 4 = 42°10' emel-
kedést szogben, mig a léghajonak az L' tiikorképe az AB szintjén lévo toban
CTL' ¥ = 47°28'-nyi depresszidszdghen latszik.
TCL derékszdgii haromszdghen

tg 42°10'= B30 :

cT
TCL' derékszogl haromszogben h
gareog= 1230

Mindkét egyenletb8l CT-t kifejezve és egyenlove
téve:
h=30  h+30
tg42°10°  tg47°28'
30 (tg47°28'+tg42°10")
C tg47°28 —tg42°10
h = 325,
Tehat a 1éghajo a to viztiikre felett kb. 325 méter magasan van.

b) TCL derékszogh haromszoghen TL tavolsag adja (Iégvonalban) a 1éghajo és a to-

rony tetejének tdvolsagdt: sin42°10'= h—30 = TL= ﬂ = 439,
TL sin42°10’
Tehat a léghajo és a torony tetejének tdvolsdga kb. 440 méter,

Mivel e pérhuzamos az x — 2y = —4 egyenessel, egy normalvektora n,(1; —2), egy
pontja P(—1; 4), igy egyenlete: e: x—2y = -9,

Az y = x egyenes meredeksege 1, a rd merdleges f egyenes meredeksége ﬁl =
y=-x+b.

Mivel filleszkedik a ((4; 2) pontra, igy 2 =-4+b6 = b =06.

Tehat fegyenlete: y = —x + 6.
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Az e és f egyenes metszéspontjit az e €s f egyenes
egyenletébdl allé egyenletrendszer megolddsa adja:

T x-2y=-9
e Ty = M{l; 5).
fi o x+y=0

A két egyenes hajlasszge meghatarozhaté pl. az
egyenesek normalvektoranak skaldris szorzatdnak
kétféle felirasabol. me(1; 1), n,(1; -2).

n,-np=-1

n, - 0= \/_\Ecoscp

Ebbdl cos¢ = \/— ezeért a normalvektorok szoge

= 108,4°. Két egyenes hajlasszige legfeljebb 907, ezért az egyenesek szoge ¢
mellekszoge azaz 71,6°

Masik megoldas:

A két egyenes hajlasszoge masként is meghatirozha-
to. Legyen az e egyenes es az x tengely metszéspont-
ja K, az fegyenes és az x tengely metszéspontja L. Az
abrabdl leolvashatd (példaul az M pont koordinatai-

1
bol), hogy: tgor = 5 o = 26,57°, f = 45°. :
Mivel ¢ kiilsd szdge a KLM haromszognek ¢ = o + f = 71,57°.

*

A hiromszdg oldalegyenesei koziil ket-
th: AB: y=1, BC: 2x+y =13 Az
adott 2x — 5y = — 1 egyenesnek ezekkel
valé metszéspontjai (egyenletrendszer-
ként dsszefogva és megoldva két-keét

16 7
egyenletet)y: D = (2; 1), E = [3 3}.

Tekintettel az x tengellyel parhuzamos
AB oldalra, viszonylag kénnyt megha-
tarozni mind az ABC, mind a DBE ha-
romszogek teriiletét. AB = 8, a hozza
tartoz0 magassdg (C tavolsaga ezen ol-

daltoly: 4. Ezért T,q- = 8.4 =16. DB = 4, a hozza tartozé magassag (F tavolsaga
4
4 3 s , ]
ezen oldaltol): 3 Ezért Tppp = > =3 Ekkor az egyenes altal az ABC ha-

. 8 40
romszdgh6l levagott masik darab, az ADEC négyszog teriilete: 16 — 33"
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|
) igo tehat valob B lez ja.
Vagyis az egyenes a haromsziget %9 :g =40:8§=5:1 teriiletaranyn részekre vagja. | Az origo tehat valdban a2 AB szakasz felezGpontja
. 24 20
[ ¢} Az 00, 0), P(8; 0), A(——; —] pontok altal meghatarozott haromszég OP of.-
3640.] a) A metszéspont M(-3: — 1}). | 77
. , . 14 t ) 3ga : t masodi inatai
b) A két egyenes €gy-egy normalvektorinak (vagy lranyvektoranak) szoge ismere- daléhoz tartoz 15181 assaganak hossza éppen az A pont masodik koordindtéja,
tében is megadhatjuk a vélaszt, 8- EE
Az e egyenes egyik normalvektora n,(5; -2), az fegyenes egyik normalvektora ; ezért Tpp, = P =
. , e . . ’ _ ncnf I
n.1; 3). E két vektor ¥ szoget a skaldris szorzatuk ismeretében a Cosgp = — Az ABP héromszégben OP stilyvonal, ezért Tigp =2 Tppy = 16_0
Osszefliggéshi] hatdrozhatjuk meg. o 7
n.ne= -1, n, =29, n, = V10, tehat cosg = \/_%o_ = —0,0587, azaz : 3642.] a) A metszéspont: M(—3: 1.
¢ = 93,37°. A keresett hajlasszog tehat 86,63, | b) Az ordinatatengely az e egyenest a (0; -6,5) pontban, az f egyenest a (0; 2) pont-

ban metszi, ezért az ordinatatengely nem lehet azonos a g egyenessel.
A g egyenes egyenlete tehat irhaté ¥ = mx alakban is.
ElSszor az e és g metszespontjat hatirozzuk meg.

¢} Az origobol az cgyenesekre merélegest allitunk, meghatérozzuk a metszéspon-
tokat; ezeknek az origo6tol vald tivolsaga megegyezik a kérdezett tavolsaggal.

xz_ﬁé xzké | Sx+2y=—-13 A y=mx
S5x—=2y=-13 29 ¥+3y=-6 o 3 (5+2mix=-13 A y=my
2x+5y=0 _ 26 3x-y=0 9 | 5 . . . , .
¥y = 29 ¥ iy Ha m= ~5 akkor a két egyenes parhuzamos, nincs metszespont, tehdt ez az
' ertck nem felel meg.
132
d(0,€)=£22,41 d(O,f):@zl,QO I 5 S
Ha m# -=, akkor az egyenletrendszer igy is irhato:
29 5 > Y

| 13 13m

a) A metszéspont P(8; 0),

= — A = - R
| i S+om 7 5+2m
by m = — 3 — 1 Ha tehat g metszi az e cgyenest, akkor metszéspontjuk az
T8 Ty I 13 13m
A megadott Osszefliggés szerint tehat i Al - m - 5—;2—m pont,
2m, m 5
My = — nj = 6 Legyen az fés g egyenesek metszéspontja B. Az origo pontosan akkor felezi az
¢ f
i3 13m

| : A g egyenes egyenlete: y= gx_ ! AB szakaszt, ha az A poiit origora vonatkozd A’[ ] tiikorképe

1 542m’ 5+2m
: rajta van az f egyenesen (a tiikorkép ekkor természetesen a B pont). Az A’ koor-

i Az e ésa g egyenes A metszéspont-

i . Sx+8y=40 , . 24 20 i dinatait behelyettesitve fegyenletéhe: j— _ _39m = —
‘ Jjat az y= Bl egyenletrendszer megoldasa adja: 4 —7—; — | s 5+ 2m 54 },_ 2m
I 6 Ebbbl (m = —5 feltevés felhasznéléséval) m= E adodik.
| X — 4y =8 X 43
,‘ Azfésag egyenes B metszéspontjat az _ 3 egyenletrendszer megol- :' A g egyenes egyenlete tehat: y = E x.
! 6
: ddsa adja: B ~—2£; _2
7 7
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¢) Legyen az origdn athaladd egyenes g.

Eldszor e €s g kozis pontjat hatarozzuk meg.
mby tmby
by + b,
myb, + my b,
b + b,
Yy =mx+ bl IS (m,x + bl) (bl + bz) = (m1b2 + .WIzbl)x
y=nmx+by A (my—mbix = (b1 + byb
Ha b; = 0, akkor a g egyenes egyenlete: y = myx, vagyis g az e-vel azonos, igy
nincs a g-nek e és fkozé esd szakasza. Tehat feltehetjiik, hogy b, # 0.
Az egyenletrendszer ekkor igy is irhato:
y=mx+by A (my—m)x = b+ b,

Ha my = m, = m, azaz e és f parhuzamos, akkor a g egyenes meredeksége:
mb, + mb,
b + b,
g-nek e és fkozé es6 szakasza. Fellehetjiik tehat, hogy my # m;.

Ekkor az egyenletrendszer:

b + b,

ny —

B m](b‘+b2)+bl N e b+ b,
m2 - ml mz - m]
_ by + by A= b + b,

y=mx+b A y=

=mx+b A mx+bh =
Yy 1 1 ] i

= m, tehdt g is parhuzamos e-vel és f~fel. Ebben az esetben sincs a

y=Emx+b Ax=

My — iy my —m

b +b, mb, +m,b
m, —m W, —m
Az fés g kozis pontjat a fentiekhez hasonloan is megkaphatjuk (ennél gyorsab-
by, +b — mb +m1b2]

my —my iy — 1y

Az e &s g kOzbs pontja tehat csak az A{ J pont lehet.

ban indexcserékkel): B(

- — . v r k3
Mivel OA = — OB, ezért az origo valoban felezi az AB szakaszt.

V3 452 =434 ~ 58

AC8:2) = b= |AC| =

!

=82 +2? = /68 = 8,2. IR
— —7 R W
AB(5,-3) = c=lAB| = PN

=5 +(=3)* =434 = 58,
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Mesik megoldas:
A tavolsagképletbdl is szamolhato az oldalak hossza.

b) A haromszog silypontja:

P —3+2+5; 1+(-2)+3 - S[i;%.
3 3 373

P T , . - bl
¢) Az a)-ban kiszamitott oldalvektorokbdl érdemes észrevenni, hogy BC az AB

90°-0s elforgatottja, tehat BC L AB és BC = AB = az ABC egyenld szan de-
rekszogl haromszdg.

Measik megoldds:

A haromszdg oldalaira teljestl Pitagorasz tételének megforditdsa, azaz

(\@ )2 + (wf34)2 = (\@ )2 = ahdromszog derékszogl es B-nél van a derékszog,
Mivel a haromszog egyenld szarl {a = ¢, ezert a két hegyesszige egyenld

= o= 45% p = 45% = 90"

:3644: a) A haromszdg csicspontjainak és sulypontjanak helyvekiora a, b, ¢, s.

a+b+c . , N , 4
Ismert, hogy s = R innen a haromszog sulypontja § 5; 0.

b) A BC oldal felez6 pontja, F(3; (), ezért AF felezi az ABC haromszog teriiletét,

T(ABC) = 2 - T(ABF).

5-3
—— =15 (teriilet-
2

AF = 5 és az ehhes tartozd magassag 3, ezert T(ABC)=12-
egyseg).

Megjegyzés.

Ha az adott hiromszg nem specia-
lis helyzeti, akkor érdemes alkal- 3 :
mazni a kdvetkezot: foglaljuk a ha- : : 7
romszdget az abra szerint egy olyan ‘ I /-
teglalapba, amelynek oldalai parhu- I / :
zamosak a kooordinatatengelyek- A AN
kel. Ekkor a keresett haromszog te- 5o 9 2
riiletét ngy kapjuk meg, hogy a tég- ~ -l /
lalap teriiletébdl kivonjuk a harom _n /
vonalkazott derékszdgii haromszog \/
teriiletét, azaz: _ T e
T(ABC) =36-6-6-9 = 15.
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¢) A B-bél induld magassagvonal egyik normalvektora: /@ = (4; =3), egyenlete
dx—3y =7,
Az A-bol induld magassagvonal egyik normalvektora: CE = (2,6) Il (1; 3), egyen-
lete: x + 3y = -2.
Az egyenletrendszer megoldasa a hiromszég magassagpontja: M(1; -1).

3645.| a) A hiromszog koré irhato kér kozép- S Ay L
pontja az oldalfelezé merSlegesek \'\\ 124 ’ -
metszéspontja. Az AB oldal sza- S ol ~ e pol e
kaszfelezd merdlegese: f.: x = 6. o 1 c :
Az AC oldal szakaszfelezd merdle- 8T AN S
gese athalad az AC oldal Fid; 4) fe- ol . i;\
lezépontjan, és egy normalvektora SES0
— 4+ |M
pl.n=AC(; 8)|in'(l; 1) = s
fu x+y=28. 2t O S "
hnfe=1{0) = 06 2) : A() S — ——— B
-2 2.4 6 8”\10 12~ X

b) A haromszog sulypontja:
+12+ +0+8 20 8§
S 0 8; 0+0 =8 —:; -1
3 3 33
¢) A haromszég magassigpontja a magassagvonalak metszéspontja.
m.||f, = m: x=8
my || 1 =B = my x+y=12
my, M, = (M} = M(8:4)

d) 0; §; M egy egyenesen vannak és § az OM szakasz O-hoz kozelebbi harmadolo
ponija, ha 3 - QS = OM . Ez teljesiil, hiszen 0§ (; J; OM (2; 2).

H

13646.] Jelolje O az origot. Haszndljuk fel,
hogy az origd kezddponit helyvektor - N my,
koordinatai megegyeznek a vektor vég- Ci=7:3) 67
pontjanak koordinataival! . a+ i
a) OT% = O_A> +v= 2
= (4,8, 32) + (- 48 52) (0; 0), ‘ MR P
tehit A,(0; 0), OB, = OB +v = 8 -6 AOO] 4 6 x
= (9,8, 7.2) + (=4,8; ~5,2) = (5:2), ' AT
tehat B,(5;2), OC, = 0C +v = ' T S
={(=2.2,102) + (-4,8;-5,2) = B
= {~7;5), tehat C(-7: 5). M, R

(U
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—_— ‘
b) B,Ci(—12; 3) || (4; = 1), tehdt m, egyenlete: 4x —y = 0.
A C(=7:.5) || (7;-5), tehat m,, egyenlete; 7x — S5y = 25

dx —y =
Az M| magassagpont koordinatait a roy=0 egyenletrendszer megolda-
Tx—5y=25
25 100
a adja: M — | = (=192, —7,69).
wad [ FEREE ] ( ?)

c) A b} részben kapott eredmeény segitségével gyorsan célhoz érhetiink. Az ABC ha-
loms;?og M maoaaqagpontjat av vektorrd] eltolva kaptuk az M, pontot, ezért

OM, - oM + v, vagyis OM = OMl—v

Ebbét 07 | or, 1021 gy g 157, 162
657 65 65 65

d) Az ABC hiromszog egybevago az A B, C hairomszdggel, igy teriiletiik egyenld.
Az utobbi haromszog tertilete kdnnyen megkaphato, ha a koordinatatengelyekkel
parhuzamos oldalua teglalapba foglaljuk (egyik csicsa a C| pont, egyik oldal-
egyenese az abszcisszatengely, egyik oldalegyenese atmegy a B, ponton). A tég-
lalap teriiletébd] harom derékszdgli haromszog teriiletét levonva kapjuk a kere-

sett teriiletet: + =12 - 5—%—E~ 57 :£=l9,5.

2 2 2

) (2,88, —2,49).

Mdsik megoldds:
Kiszamitjuk a haromszig egyik szigét (skalaris szorzas vagy koszinusztétel se-
gitségével) és a szoget kizrefogd két oldal hosszat, majd alkalmazzuk az ismert
teriiletképletet. (Pl. or = 122,66°, b = m c= @ , gy

74429 sin122,66°

2

=19,50.)

3647.) Belatjuk, hogy az m = -1 irdnytangensii (meredeksegil) egyenes alkotja a koordi-
nalatengelyek pozitiv agaval a legkisebb teriiletii haromszdget.

Tgazolds: vy
A P(4; 4) pontra 1lleszke_do egyenesek CO\sos

koziil csak a negativ iranytangensd
egyenesek metszik mindkét koordina-
tatengely pozitiv agat. Ilyen egyenesek
kozill az m = —1 meredekségil e egye-
nes az x, illetve y tengelyt A, illetve B
pontban metszi, az m # —1 tetsz6leges
meredeksegll 7 egyenes az x, illetve y
tengelyt C, illetve IJ pontban metszi az
dbra szerint.
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P felezi AB-t. D-nek P-re vonatkozo titkdrképe £, fey BDP A = ADP A
Minthogy D' a PC szakasz belso pontja, ezért T{BDP) < T(ACP).
Loy T(ABOY < T(CDO). s

Ezek szerint a keresett egyenes egyenlete y = —x+8¢s 1), = = =32

Megjegyzés: o _

1) Ha € az OA szakasz belsé pontja, akkor C-nek P-re vonatkozo tiikorképe kesz PD
szakasz belsé pontja Az igazolas g sondolatmenete megfelcld atbetlizessel”
eldzdvel megegyezd.

2) A haromszdg trigonometrikus teriiletképletével is igazolhato, hogy

T(BDP) < T(ACP).

Mdsik megoldds: 1
A P(4; 4) ponira illeszkedd m < O me- v
redekségil egyenesek metszik a koor- N 4 4y
dindtatengelyek pozitiv agat. Ezek

0

4

2

egyenlete y — 4 = m(x—4).
Az y tengelyt az F(0; 4 — 4m), az x ten-

gelyl az E[4—i; OJ pontban mel-
m

szik.
A lemetszett haromszog teriilete:

I 4
t=—(4—4m|4-—

2 Hi
Ez a kivetkezd alakban is irhato:

t= ]6+8[( m)-&—-(—]-—}

1)

1 , , _—
Minthogy (—rm) > 0, ezért (—m) + (——) > 2. (Lisd a 3538. a) feladatot!)
—m

Bz az dsszeg minimalis, ha (—m) + ) =2 = —m=1,azazm=—1.

— o
Ebben az esetben lesz a lemetszett haromszog tertilete minimalis, &s ez a minimalis
teriilet ¢, = 32 teriilletegyseg.

A keresell egyenes egyenlete y = —x + 8.
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¢} Hzzel a teriilet
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e”ymdst az F(9; 4) pontban.

12T Co: 11y
AC =27 114% =200 = 1042, ol ;-
- . . 0

Tehat az atlok egyenlék. Ez azt jelenti,
hogy a rombusz négyzet, 8T

— o D(2:5)
Az FC(1; 7y vektort F koril 90°kal, 61
illelve —90"-kal e]fm gatva kapjuk az 4l
FD (-7, 1) ¢és az FB (7. —l) vektorokat. 5
Innen, minthogy | 1:’(16;3)

— —

D helyv = OF ‘s S ‘ e

elyvektora d %+£)eq 0 5 4 12 14 16\
B helyvektora b = OF + FB, gy 27 :
D(2; 5) ¢és B(16; 3). 44 A(8; -3)

Mesik megoldds:
A legt atlo egyenld. (Bizonyitasat ldsd az elsé megoldasban,)

—
BD atlo merdleges az AC atlora. Exért AC(2; 14) || (15 7) egyuttal a BD atl6 egye-
nesének egy normalvektora. Az atldk F(9; 4)-ben metszik egymist. Erre jlleszkedik
a BD atlo, amelynek egyenlete x + 7y = 37 = x = Ty + 37 (*).
B és D illeszkedik még az I kdzéppontd FA sugari kirre is.
FA® = 50, igy a kér egyenlete (x — 9)% + (y— 4)7 = 50 (=+)
B ¢s D koordinatai a (+) és (=+)-bol 416 egyenletrendszer megolddsabol kapjuk meg:
D(2:5), B(16; 3).

a) Legyen a koordinata-rendszer ori-
gdja az A pont, a merdleges szar az
v tengely, alapja pedig az x tengely, DI0: 1)
ekkor: A(0; 0), B(10; O, lasd az ab- "
1t

by D(0; m), C(5; m), A szamszerli va-
laszhoz ki kell szamolnunk m érte-
két, amire késobb is sziikség lesz a
trapéz teriileténél. Ehhez az egvet-
len még nem hasznalt feltételt fogjuk felirni, nevezetesen, hogy az &tlok egy-
I'ﬂdSld mcnolcocsck Ez teljesiil, ha egy-egy iranyvektoruk skalaris szor Ldtd 8.

= (5;m), mrg BD = (= 10; m). Ekkor a skalaris szorzatuk: ~50+m? = 0.
Innen m = ‘i\/2 = 7,07, mivel m > 0. Tehat D(0; 5\/_) és C(5; 5{).

(10+5)-5v2
2

A0, 0)] G BI00) .

= 37,5J2 = 53,
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juk. Kiszamitjuk az oldalak hosszat, . ¥ :
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majd egy-egy szdget, végiil a trigono-
metrikus teriiletképletet alkalmazzuk.
AR)? =50 (BO)* =17,

(BD)* = 65, (DA)” = 45;

(CD)* = 34.

Az ABD A o szoget koszinusztétellel
szamitjuk ki.
65=50+45-2.4/50 - /45 - cos ,

l ] 1 9
COSOt = —= = s & =1 —— = —;
N

10 10’

3

singe = ——, (0 <o < 00°%),
\/7

10
\/%'\/E'Siﬂtx B 15\/53
2 PN
A BCD Ay szdpét is koszinusztétellel szamitjuk ki
65 =34+ 17—2@-«/1—5-005%
cosyz—i = sin“y=1- 49 :52 = siny= 23 .
172 2802 578 1742

V34 17 -siny 17232 23
. -

T(ABD) = =22.5.

T(BCD) = = =11,5.

TABCD) = 225 + 11,5 = 34 (teriiletegyseg).

Mcdsik megoldds:

Huzzunk a négyszog csucspontjain keresztiil a koordinatatengelyekkel parhuzamost
a fenti dbra szerint. A négyszog teriletét megkapjuk, ha a PORS téglalap terlileté-
bdél kivonjuk a kiegészitd derékszdgh haromszdgek teriiletét,

PO =8, OR="7, T(PORS) = 50.

ragpy= 17T,
2 2
14
T(BQC)Z —2“= 2;
T(CRDy =25 = 13,
2 2
3.6

Ezekbdl T(ABCD) = 56 - 22 = 34.
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3651.| a) Irjuk fel u négyszdg oldalvektorait!

[N 5 — — —  —
AB=0B-0A =(%2), BC=0C-0B=(-5,3),
— — — — —
CD=0D-0C=(-4:-1), DA=0A-0D=1(1,-4)
Lathato, hogy AB = -2CD, tehat AB és CD parhuzamos szakaszok, tovibbi
— o —3
cpt™ = pA, igy CD merdleges az AD szakaszra,
Az ABCD négyszig tehdt valoban derékszogl trapéz.
b) A trapéz keriilete: v68 + m + 2\/1_ =(4+ ﬁ)«/ﬁ = 223,
V68 1 417 51
IS i3t

teriilete: = 25,5.
3652.. a) Az egyik kozepvonal az AB és CD vt
szakasz felezdpongjait koti Ossze, a 1. a@&n

masik BC és DA felezbpontjait. Le-
gyenek az dbra szerint ezek a felezo-
pontok rendre: F, G, H, I. Ekkor
F(-2;-1), G(3,5,2,5), H,5; 4,5,
I(1; - 3). Nekiink FG és HI egyenle-
te kell. FG egy iranyvektora
(5.3; 3,5), ekkor egy normalvektora:
(—3,5; 5,5), s igy egyenlete:
—35x+55y =
=-35--2})+55- (- =
=7-55=15azaz—7x+ 11y = 3.
HI egy iranyvektora: (0,5;-7.5),
ezzel egy normdlvektora: (7.5; 0.5),
s egyenlete: 7,5x + 0,5y =
=75-1+05-(-3)=06, azaz
1Sx+y=12.

A(=3;-4)
b) A kdzépvonalak metszéspontja le-
gyen K, ennek koordinatdit a két kézépvonal egyenletebdl Gsszeallitott egyenlet-
rendszer megoldisa adja. A HI egyenes egyenletebdl: v = 12 — 15x, ezt FG
egyenletébe beirva: —7x+ 11{12 - 15x) = 3, ahonnan —172x = —129, tehat
x =075, migy = 0,75, Tehat K(0,75; 0,75).

¢} Az atlok metszéspontja az AC és BD egyenesek metszéspontja. AC (5; 11) azaz
egyenesének egy normalvekiora (- 11; 5), ez atmegy pl. a C(2; 7) ponton, tehat
egyentete: —1lx+5v=—-11-2+5-7 = 13. @}(6; ~4), azaz egyenesének egy
normalvektora (4; 6), ez atmegy pl. a B(—1; 2) ponton, tehat egyenlete: 4x + 6y =
=4.(~1)+6-2 =8, Az aldk metszéspontja, M, kozds megoldasa az atlok
egyenletébdl dllo egyenletrendszernek. Az elsd egyenletet 6-tal, a masodikat 5-
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tel szorozva: —66x + 30y = 78 ¢ 20x + 30y = 40, kivonva a masodikbdl az elsét:
1 . .
86x = —3%, amibdl x = 3" —0,44, majd visszahelyettesitve y = ~ 1,63

adédik.

43

i§653. a) Legyenek 4 csiicsok koordinatai rendre A(p; o), B(ry 5), C(t; o), D{v: w). Ekkor

A " . n+f gTu . L1 PV S+ w
AC atlo felezdpontja F(pT; d J mig BD atloé G[ 5 ; 5 J
Az atlok felezépontjat Gsszekotd szakasz felezdpontja éppen a sulypont lesz, hi-
Pt rty gt stw
+Ft+t+v TS+ u+w
2 2 -7 . hasonloan —2 2 _4 w;
2 4 2 4
ami a feladat szdvege szerint éppen a sulypont két koordinataja.

SZen

b) Az eldzb levezetésbd]l mar megkaptuk, hogy a sulypont felezi, vagyis 1: 1 ardny-
ban osztju az FG szakaszt,

V3

a) AP egyenesének meredeksége: tg3(0°= 3

ugyanennyi a DE oldalegyenes meredeksége s.
BC és EF egyenese pirthuzamos az ordindtaten-
gellyel, AF ¢és CD egyenesenek meredekscge:

3
tngO = __’%_.

A BC, illetve az EF egyenes az ordinatatengelytdl

33
3cos30°= KN tavolsagra van.

A hatszog oldalegyeneseinek egyenlete tehat

/3 B V3

AB: yz?x, BC: «x > Ch: y=-— 3 x+06,
: 33 3
DE: )-’Am\?'xﬂ—(), EF: x——T\f, AF: yzggx.

5
b) Mindkét kor kozeppontja a K(0; 3) pont, sugaruk hossza 3, illetve 3;3 i

A kdriilint kor egyenlete: X+ (y— 3)% =9,

i 2 27
a beirt kor egyenlete: x* + (y —3)* = e

33 23

AOT=6
4 2

23,38
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3656. a) Az dntdzoberendezésnek a harom-
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egyenld a linedris méretek (megfelels

szakaszok) négyzetének aranyival, N, By

azaz a hasonlosdg ardnvanak négyzeté- N B Ve

vel. f’\ . B

Jeloljik az eredeti teriiletet 7-lal, a R \ S

ketszeres lerlletet Ti-gyel, illetve a ; . . .

négyszeres teriiletet 7,-vel. N ) CA A '_,;"A;
\\ . / ‘ ; T

A hasonldsag ardnya 4y, illetve 4. o

Ekkor 7, = 42 - T, BN PRy

masreszt Ty = 2Ty = 4 = NEY
Ugyanigy 7> = A7 - T,
masegszt T, =4 - Ty, = 1, = 2. !
a) Tgy kétszeres teriiletet kupunk, ha a linciris méretek -/ 2-szeresét vessziik:
KB, =~2KB, KB=KA=2.
Ezt hasznaljuk fel a szerkesztésben. KB, egynttal a KAB,| egyenlészard derékszi-
gl hdromszdg atfogoja, KB = KA - V2 =242,
Négyszeres terliletet kapunk, ha a linedris méretek kétszeresét vessziik:
KB, =2.KB =4.

b) A szabdlyos nyoleszég 8 egybevago, 45°-0s szirszogili egyenld szard haromszoghél

all. Az eredeti, AB oldali nyoleszog teriilete 7, = 8-

2 .2

Az A, B, oldali nyolcszog teriilete T, =27, = 162,
Az A8 oldalu nyolcszog teriilete 7, = 47, = 3242.

A kapott nyolcszdgek teriilete az dbran 7| = 22,6,
Ty = 45,3,

sz0g koré irt kir K kdzéppontjaban
kell lennic. Ha ugyanis mashova he-
lyezziik, akkor az a hiromszdg vala-
mely csuicsatol tavolabbra kerdil. Ez
esetben az ,,0ntdzés sugarat” ndvel-
ni kell. Minthogy a haromszdg terii-
lete nem valtozik, ezért a feleslege-
sen ontézott teriilet igy nagyobb
lesz. Az optimilis (legjobb) megol-
dast szemlélteti az abra. A megol-
das: az ABC haromszdg kiré irt r
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sugart kor. Ha ennek K kézéppontja helyett mas kdzéppontot valasztunk, akkor
annak a kornek az R sugarara R > r all fenn.
A kozéppontot meghatarozhatjuk a
haromszog két oldalfelezd merdle- Ll

gesének metszéspontjaként. o] B3 4)

3
—; 1|, F(0;3
2] o

5
AB(3:6)[ (1;2) = n,,
CB(6:2)[|(3; 1) = g
7
E— ¢ +2y=—;
e X+2y 5
F - 3x+y =3
Az egyenletrendszer megoidasa:

L3

=, y= >

Az dntézdberendezés legkedvezdbb helye: K [% %}
b) Az ontozott teriilet sugara: r = KA = (12,5,

Az dntdzott teritlet: T = r2m = 12,57 =~ 39,3.

a)yi=dx’ & (y=2x v y=-2x).
Az y 2= 4y° egyenletll alakzat pontjai tehat két egyenest alkotnak, az v = 2x, il-
letve y = —2x egyenletii egyenest.
b) A kozos pontokat az alabbi két egyenletrendszer megoldasai adjak:
y= 2x ) y=—
5 2 , illetve N 5 .
(x=1"+(y—4)y =17 (x=1"+(y=-4" =17
Az elsd egyenletrendszer megoldasai: (0; 0) és (3,6; 7,2), a masodik egyenlet-

rendszer megoldasai: (0; 0) és (-2.8; 5,6).
A két alakzatnak tehat hirom kézds pontja van: (0; ), (3,6; 7,2) és (-2,8; 5,6).

x4yt +dx -2y -20=0 L
¥ 4y?—8x—-8y+22=0 IL|
a) Az dbrazolashoz meg kell allapitanunk a kér6k kézéppontjat és sugarat. Ezek ki-
olvashatok a kordk kozépponti egyenletébdl, amit teljes négyzetté kiegészitéssel
kapunk meg.
(x+2)" +(y-1)* =25
(x-4" +(y—4?=10]
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A két kor kbzéppontja és sugara:
K(=2; 1), n =5,
K, (4 4, r, =+10.

Ennek alapjan az abra elkészithetd.

by A két kor kdzos pontjainak koordinatait az 1. és I1. egyenletbdl 4116 egyenletrend-
szer megoldasabdl kapjuk.
I-IL 12x+06y=42 = 2x+y=7 = y==-2x+7 (h)
A h egyenesbdl kimetszett hur végpontjait az (1). és (h)-bol allo egyenletrendszer
megoldasa adja. Co : ' :
(x+2)% + (=2x + 6)% = 25. Ennek
a megoldasa x; = 3, x, = 1. Ezeket
behelyettesitve a (#) egyenletbe
kapjuk, hogy y; = 1, 3, = 5.
A hdr két végpontja:
A(l; 5), B(3; 1).
A keresett AB atmérdjli kor kozép-
pontja K(2; 3), sugara r = \E
egyenlete: (x — 2)2 + (v - 3)2 =5

*

1

c)y=a-f, tga=5 1gf= 3

o= 78,69% = 18,43 y = w— f = 60,26°,
*-t6] masként

1
g —tgf 573

l+tger-tgf B 1+5'l
3

te (e ) = -

-

tgy = 1 = keresett AOB 4 = y = 00,26

Megjegyzés:

A v szdg meghatarozhaté skaldris szorzattal is:

—_— = — —

OA - 0B =10A|-10B|cosy = V26 V10 - cosy,
—_— —

mdsrészt OA - OB =3 +5 = 8.

8 4
Ezekbdl cosy = —— = —— = 00,4961 = p = 60,26°.
N
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AB(2-2), CD(-3:3) = AB| €D .
A két szemkizti oldal parhuzamos, te- | (42 3)
hat az ABCD négyszog (rapez. ;
AD(: 4y, 1AD| = V3 +47 =5,
— —_— 9 5
BC4:3); |BC|= 4" +3" =5

A két szar egyenld, (de nem parhuza-
mos), tehat a trapéz tengelyesen szim-
metrikus, azaz korbe irhato.

A kor kézéppontjat pl. két szomszeédos
oldal felezémerdlegesének metszés-
pentja adja meg: e N f = {K}. -
AB felezépontja E(2; -2) - ¢, AB(2;-2) =n,,
e2x-2y=8 = y=x-4"

5 .
AD felezbpenyja F[E; 1]—-—_}‘, AD(3:4) = n,

15
f: 3x+4y23+4 = b6r+8y =123

A *ésa “-bd] allo egyenletrendszer megoldasaként kapjuk az e ¢s f metszésponi-

551
Kk K| 22—,
2 (14 14] B

a3y (1Y
A korsugarapl. CK =r = \ +

, 1850 925
A3 1 ,2 o 180 945
14 14

196 98

2 Z
; e s . 55 Y Iy 925
A négyszog koré irhatod kor egyenlete: | x — " +| v+ il %

A hid mint kériv hirhossza 100, mig a korszelet magassaga 5 egyscg. A teljes kor
egyenletet (amelyet (x — )+ {v— v’ = #* alakban keresiink) abbol kapjuk meg,
hogy kizéppontja az abra szerint, mivel az iv szimmetrikus az y tengelyre, ezeért az
v tengelyen van, tehat u = 0.
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Av cgyenlethez a v €s r értekeket kell még megadni, de mivel a kérvonal az ori gbn
dimegy, ezért —v = r is teljesiil. Az utolso feltétel még, hogy dtmegy az (50: -5
ponton, tehal; {50 — ())2 + (=5~ v)2 ~50% (-5 + F)z = rz, ahonnan

—10r+ 2525 =0, azaz r == 252,5.

Ezzel a keresett kor egyenlete: X7 (v+ 252,5)% = 63756.25.

a) Mivel az A pont az .
origo, célszerlien ugy 757
vessziik fel az x ten-
gelyt, hogy az a ket
adot Osszekotd egye-
nes legyen, ekkor
B0, 0), és az AB-te
mertleges  egyenes A: )
egyenlete, amelyik A-
t6! 60 km-re halad:
x = 60.

=60

b) Meg kell nézni a két S -
ado kazépponta 75, il- R 3
letve 60 sugaru kor €s az egyenes metszéspontjait, és a két hir kdzos része lesz

amegoldas, Az A pont koriili korbe es6 hir végpontjaira: x = 60 és x> + v~ = 757
egyenletek teljesiilnek, ahonnan y2 = 2025, tehdt y; = 45; v, = -45. A B pont
korili kor esetén x = 60 és (x - 90)2 + yz = 607, ahonnan _y2 = 2700 és igy
l \I = 30@ = 51,96, Tehit a kozds rész a szlikebb tartomény, a (60; ~45) és
(60; 45) végponty szakasz pongainak halmaza,

¢) A ket kor egyesitésén kiviili pontokat kell megjeldini, 1asd az dbra pirossal szi-
nezett részet.

3662, Abrizoljuk a két feltételt kiilon-kiilon!

1) Legyenek az A halmaz elemei azok ¥
a sikbeli P(x; ) pontok, melyek ko- 34
ordinataira teljesil: 1 < x| + [v]. _
L siknegyedben: x 2 0; y 20 = o 2T
P<xt+y =y>-x1+l. o e A
IL siknegyedben: x £ 0; y> 0 = Y
l<-x+y =v>x+1, _?4 -_13 _-12-:1\9 1 23 4 x
I siknegyedben: x < @, y <0 = -1y :
l<—x—y =>y<—x—1. o ol
IV.siknegyedben: x 2 (), y<0 = -
l<x-y = v<x- L. =37
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2) Legyenek a B halmaz elemei azok a sikbeli Q(x; y) poniok, melyek koordinataira
teljesiil: |x| + Iyl < 4.
L siknegyedben: x 2 0; y20 = x+y<4 =y<-x+4
I siknegyedben: x < 0; y >0 = —x+y<4 =y<x+4
IIL siknegyedben: x < 0; y <0 = —x-y<4 =y>-x-4
IV. siknegyedben: x 20; y50 = x-y<4 =y> x—4.

- .
Ay
. 47,
./” \'\
.3 N
S DS B
£ : ; N
£ ' N
o I 'EB* EN
o RN AP TR A
WS S - e o
o321 O 12 3.7 x
N H NS //
N : o
\\\ :m2__ ././
R
=34 ¥
~ Is
o] “
I
A két halmaz kozds része, azaz . . . y
A B halmaz pontjainak koordina- ' b
thi adjak az egyenldilenség megol- : SRS
dasat, ez koordinita-rendszerben D 3T
. A PN
abrazolva: L N
. I e
.7 14 AMB o~
.7 Sl .
NN S R PP B
: \\ . R " s
s
LN : Sl
R i e
RS R
3t 7
i’
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Mdsik megoldds:

Azadott 1 < |x|+]v| < 4 egyenldtlenségrendszer.

1y hay = 0, akkor
1-|x <y<4flx|

0
.34 -\\\
e
. AN
/ e .
s O
e 1 A _U1
://: H :/, .\‘i
4 3 -2 21 9y
—I+

2) ha y < 0, akkor
1<lxl-y<4 beszorozva —1-gyel
—1 > —|x] +y> -4
xt—4<y<lxl-1

_Ia : ’
N i R 4
\\ R pb .
~ L
~ i
\_37.//
N
N rd
"‘H

Hay = (), akkor a beszinezett U, tartomény a megoldas; ha v < 0, akkor U,. Mivel
v 2 0 és y < 0 koziil pontosan az egyik teljesiil ezért, a megoldas U = U, U 17,

(Lasd az el6z6 megoldds utolsd abrajat.)

Tekintsiink egy szazezer f&s mintat. Ebben 40 beteg van, kiziiik 45% dohanyos, ak-
kor 18 dohanyos beteg van. Tudjuk, hogy a 99 960, ebben a betegségben nem szen-
vedo kozott 20% a dohanyos, tehat 19 992 dohanyos van, aki nem beteg. A doha-
nyosok Gsszlétszama eszerint 19 992 + 18 = 20 010 £6. Ennek a 18 6 a 0,09%-a. A
nemdohanyosok szama (100 000 — 20 010 =) 79 990 f6, koztiik (40 — 18 =) 22 be-
teg van, tehat kb, 0,03%. Azaz a dohanyosok kozott kb. haromszor olyan gyakori ez
a betegség, mint a nemdohanyosok kézott. (Bar mindkét |, taborban” kicsi az arany,
hiszen elég ritka betegségrél van szé. A betegek ardnya a teljes népesseéghen 0,04%.)

Legyen a negyedik mérési eredmény x watt.

A négy mert érték atlaga:

5,8+2-6,I+x7 x+18

=0,25x+4,5.
4

A feladat szdvege alapjdn a szoérasnégyzet 0,015, tehdt

(0,25x +4,5-5,8)" + 200,255 + 4,5 - 6,1)* + (0,25x + 4,5 — x)°

0,015 =

4

0,06 = (0,25x - 1,3)* +2(0,25x— [.6)% + (4,5 - 0,75x)2

0,75x% - 9x + 27 = ()
X2 12x+36=0

(x—6)" =0
x=6
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A hidnyz6 mérési eredmény tehat 6 watl.

Ellendrzés:

o o 022120, + 07
A ncgy mérési eredmény atlaga 6 walt, szorasa pedig \'———-—4 — =

- F)_’ 06 = fU.Olf: watt, ami megegyezik a megadott ertékkel.
4

Legyen a két hidnyzd mérési eredmény x kiloohm, illetve y kiloohm.
, . .. x+y+41+38 x+y+79
A négy merési eredmeény atlaga: — 2 = =4,0.
Rendezés uldn: x + v = 8,1.
(x— 4 +(y=4 +0,17+0,2" |

A szorasnégyzet: 0,122° = ; : i
rendezés (és kerekités) utan: (x — 4)2 + (v — 4)2 = (1,0,
x+y=28]1

Megoldandé tehit az masodtoku egyenlctrendszer.

(x =4 +(y— 47 = 0,0l
Két megoldas adodik: (4,0; 4.1) és (4,1; 4,00 !
A hidnyzd két mérési eredmény tehat 4,0 k€, illetve 4,1 k. |

Ellendrzés:
A 3.8 k) 4,0 k€2; 4,1 kQ; 4,1 kQ meéresi adatok atlaga valoban 4,0 k€2,

2 2 2 ’13 .
szordsa pedig .JIQ +04+ 017 0,015 = 0,122 k&,

ami a megadottal egyezd.

a) Az atlagot megado tort szamlalojaban a megfelelden sulyozott jegyek — témaza-
rok, répdolgozatok, nyulak, boszorkanyok — osszege, a nevezdben a sulyok 6sz-
szege, vagyis az osztalyzatok ,szama” szercpel. _

]
2.2+4+5+1-(4+4+5+5)+ -5+ -1 55
‘ 4 4 2 )
Szandra atlaga: 9 = =412
12,5
2.3+1-44—+—
X 4 4
 bivide: 2-(3+1)+1.(2+3)+;I-1 7]3,75_4204
mig Davide: = 6.75 = 2, U

2-2+1 2+§
4

Eszerint Szandra 4-csre, Ddvid 2-esre szamithatott félévkor.
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b) A legnagyobbat természetesen a 2-es témazard kijavitdséval javithat Szandra: ha
helyette 5-Gst il', akkor ét]agébﬂl’] a szamlalo 2 - (5 — 2) = 6-tal 1'16, mig a nevezo

valtozatlan marad. Az 57,3

= 4,60 atlagra pedig mar &tdst kap. (Ha csak né-

gyesre javitja a kettesét, az még keves. De megirta dtisre. )

c¢) Ahhoz, hogy David atlaganak 6,75 nevezdji tortje meghaladja a 2,50-0s értéket,
a szamlaldnak legalabb 6,75 - 2,50 = 16,375-nek kell lennie, vagyis a mostani
13,75-rol legalabb 3,125-et kell javulnia. Ha & is megirna a témazarot dtosre, ak-
kor 2 - (5-3) = 4 jegyet javitana, ami tehat mar elegendd volna.

d) Van bizony! Ha ugyanis a harmas helyett netan egyest ir, akkor a szamlald
2-(1=3) = —4-gyel valtozik, azaz 9,75-ra cstkken, ami a 6,75-0s nevezdvel
osztva mar csak 1,44-os atlagot, tehat bukast jelent. (Sajnos, ez tortént. ..)

1,071-10%
1,05-10°

vedelme,

b) [gen. Példaul: ha 100-an havi 19 000 Fi-t, 100-an havi 185 000 Ft-ot és 850-en
havi 102 000 Ft-ot keresnek.

c) Igen. Példaul 100-an havi 301 000 Ft-ot keresnek, a t6bbi 950 ember pedig dsz-
szesen havi 77 millié forintot (atlagosan havi kb. 81 052,6 Ft-ot).

a)

=1,02-10°, tehat 102 ezer forint a megkérdezettek atlagos havi jo-

d} Ha a kérdezett szamot x-szel jeloljiik, akkor teljesiilnie kell a

2-10°x < 1,071 - 10® egyenlétlenségnek. Ebbdl x < 5355, tehat legfeliebb 535
megkérdezettnek lehet legalabb havi 200 000 Ft jovedelme.

e} 210-en havi 50 000 Ft-ot kapnak, tehat dsszesen 1,05 - 107 forintot, igy a tébbi
840 megkerdezetire dsszesen havi 9,66 - 107 forint jut. A d) részben alkalmazott

9,66 107

gondolatmenettel ebbdl az adodik, hogy legfeljebb s— = 483-an keres-
0.

hetnek legalabb havi 200 000 Ft-ot,

Csak akkor nem tud a két kivilasztott egymassal beszélni, ha az egyiket az angolul
és magyarul, a masikat a franciaul és németiil tudd csoportbdl valasztjuk ki. Ez
25 - 25 lehetbség.

. , 1004 .
Az Osszes eset szama: ( 5 J gy annak a valdszinlisége, hogy nem tudnak egy-

25 2-625 25

[100) T 100-99 198
2

massal beszelni;
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Annak a valésziniisége, hogy a véletlenszerlien kivalasztott két résztvevo tud egy-

2 1B g 87,

issal beszélni: 1~ =
massal beszélni 108 = 108

9 N
3669, a) A 10 szam kdziil az elst, a-t, 9-féleképpen huzhaguk ki (a # 0), 10 valdszinil-

séggel. A masodik szdmot is 9 kdziil kell kihuzni, b # a miatt 10 valoszinUseg-

gel. A harmadik és negyedik szam egyértelmien meghatarozott, a 10 szam koziil
Ny 1 .y

csak egy jo, ezek kihizasanak valdszinlsége mindkeét esetben 0 A huzasok

egymastdl fiiggetlenek, igy az egyes hizdsok valosziniisegét osszeszorozzuk.
Annak a valoszinfisége, hogy abab (b # a) alaki négyjegyd szamot kaptunk:
92
— = 0,0081.
10
b) abab = ab - 101.A 101 primszam. E négyjegyli szdmnak akkor van pontosan ket

primosztoja, ha ab is primszam. A kétjegyli primszamok:

11,13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,73, 79, 83, 89, 97.
Koziiliik a 11 nem felel meg a feltételnek (itt a = b).

Igy 20 ilyen alaku szdmnak van pontosan 2 primosztoja.

3670, a) Az elsd szamat 9 kozil huzhattuk ki, ¢ = O miatt, E vatoszintscéggel.
A masodik egyérielmiien meghatarozott, igy egyfélekeppen, m valdszinliség-
gel, a harmadik szdmot b # a miatt ismet 0 valészinliséggel hazhattuk.

. o 1
A negyediknek az elézdvel meg kell egyeznie, ennek a valoszinlisege 0

Annak a valoszinfisége, hogy aabb (b # a) alaki négyjegyt szamot kaptunk:

2
2 = 0.008L.
10
b) aabb = a- 1100+ b- 11 = 11(100a + b) = N EYRNER YR

16 176 1936
25 275 3025

= 11 - a0b. Az aabb pontosan akkor négy-

Sz 0b ha ieayll szam, e
zetszam, ha az ¢0b haromjegy oy % 206 | 1356

: tszam 11-szerese. Ezekbol:
negyzeisz szet 49 539 5925

101 €11-r7<909 = 10<n° <82 =
4 < n <9, Csak egy ilyen négyjegyli szam

64 704 7744
81 891 9801

el X- R Eo ) L g g

van: 7744 = (8 - 1)
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a) Rendezziik a domindkat pl. ugy, hogy mindegyiken a bal oldalra Keriiljon a ket
télen lathato péteyok koziil a kisebb értékil (azonos potty-szam esetén termeésze-
tesen mindegy). Ekkor a kivetkezéket dllapithatjuk meg:

— a bal fele iires (0-0; 0-1 stb.) 9 db
—abal felén 1-es all (1-1; 1-2 sth.) 8 db
—a bal felén 2-es all (2-2; 2-3sth.) 7 db

— a bal felén 7-es &ll (7-7; 7-8) 2 db
— a bal felén 8-as all (8-8) 1 db

Osszesen tehdt 142 +3+...+9 = Hz—g -9 =45 kébdl all a készlet.

Mdsik megoldds:

LDupla” domind (0-0; 1-1; 2-2 sth.) dsszesen 9 db van.

A _nem dupla” (0-1; 0-2; ...; 7-8) domindk szama T = 36.
Osszesen tehat 9 + 36 = 45 kéb61 all a készlet.

22500

b} 22 500 k& az a) részben kapott eredmény alapjan =300 keészletet jelent.

Egy dominoko térfogata 5 - 2,5 - 0,8 = 10 cm?, a 22 500 darab egyiities térfogata

pedig 2,25 - 10° cm3, ami 0,225 m3-rel egyenld. Ez a gyartashoz sziikséges fa-

. 0,225
anyag 92%-a, tehat —— = 0,245 m? fara van sziikség.

3672.) a) Egy doboz térfogata 12,1 - 6,1 - 3,2 = 236,2 (cm?),
egy domind térfogata 4 - 2 - 0.8 = 6,4 (cm?).
, 136,2
Mivel

= 36,9, ezért egy dobozban legfeliebb 36 db domingd fér el.

Ha 4 rétegben, minden rétegben 9 domindt helyeziink el tigy, hogy a leghosz-
szabb dominoél a leghosszabb dobozéllel, a legrovidebb domindél a legrévidebb
dobozellel legyen parhuzamos, akkor hézagtalan elhelyezéssel egy
12 cm > 6 cm X 3,2 cm-es téglatestet épithetiink a 36 db domindbdl. Tehdt 36 db
domino belefér egy dobozba.

b) Pelddul a 3671. a) megoldasaban kdvetett egyik gondolatmenetiel belithatjuk,
hogy egy készlet 36 db dominébai all. A rendefkezésre 4llo dobozok tehat meg-
felelnek a készletek csomagoldsahoz.

a) Ha igazmondot kérdezett meg, akkor a valasz alapjdn azt a kovetkeztetést vonhat-
jale a turista, hogy az X varosban van. Ha hazudds valaszolt, akkor az igen valasz
alapjan ugyancsak arra kdvetkeztethet, hogy az X varosban van (hiszen a hazudos
nem az X varosban lakik). Mas lehetéség nincs, tehat a turista az X varosban van.
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Megjegyzés:

A feladat szévege megengedi azt a (kissé erdltetett) feltételezeést is, hogy a turista
egy hazudos, éppen az adott varosban tartdzkodd (de nem Y-beli lakos) masik tu-
ristanak tette fel a kérdést. Ebben az esetben az igen valasz semmilyen informa-
ciot nem jelent, tehdt akar X-ben, akar Y-ban tOrténhetett az eset.

b) Ha 15 évvel ezeldtt az X vdrosnak x, az Y-nak y £ volt a lakossdga, akkor tel-

jesiil: x - 1,007'7 = 100 000 és y - 1,01 = 110 000. Ezekbél x = 90 065 és
y = 04 748, tehat Y-nak 15 évvel ezeldtt (is) tobb lakosa volt, mint X-nek.

¢} Az XYZ haromszég derékszdgi (mert 137 = 57+ 127).
A mindhidrom attol egyenld
tavolsagra Iévd pont az XYZ 72 <
haromszég beirt kirének ko-
zéppontja, a megépitendd hé-
rom bekdtéiat merdleges egy-
egy utra és mindegyik hossza
a beirt kor sugardéval egyenlé.
A beirt kor sugara 2 km (ezt

ath-—c

pl. a derékszogil haromszdgekre igaz r = Osszefiiggésbol is megkap-

hatjuk), tehat az X-belicknek legalabb 4 km-t, az Y-belieknek legalabb 5 km-t, a
Z-beliek-nek legalabb 12 kim-t kell megtennitik a vidamparkig.

3674. a) l.: mehecske

2.: dongicsél, illetve zimmog
3.: méhecske; mézet (vagy: dongicsél, illetve ziimmég; mézet)

b) 1. hamis; 2. igaz; 3. hamis; 4. igaz; 5. igaz.
¢} A csupor 9 cm magas; amikor tele van, akkor a benne 1évé méz mennyisege:
2 . —
M(9) = w = 1627~ 508,9 (cm3).

4,5 - (15-4,5m

d) M(4,5) = =~ 2227 {cm?).

A henger alaku edény alapteriilete 4,577 = 63,6 (cm?), tehat a hengerben kb.
2227

= 3,50 (cm) magasan all majd a méz,
3.6 (em) mag |

4,5° 10,57 10,5

5 =3,5 (cm).)
345w 3

(Pontosan:
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3675, a) 1l-e €s 22-¢ minden honapban szerepel, ezért mindkét kockan egy-egy lapon

szerepelnic kell az 1-es, €s egy-egy lapon a 2-es szamjegynek. Az egyik kockéra
tegylik még rd a 3-as szamjegyet is. Eddig Osszesen 5 lapot foglaltunk le a 12-
bél, tehat 7 lap maradt a 0, 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamjegyek elhelyezésére.

30-a kirakdsa csak gy lehetséges, ha a 0 szamjegy mis kockan van, mint a 3-as.
Az eddig lefoglalt és a még szabad lapokat szemlélteti a kdvetkezd tablazat:

1. lap 2. lap | 3. lap | 4. Tap 5. lap 0. lap
1. kocka 0 | 2
2. kocka L2 3

A hoénapok elsé napjai: 01, 92, 03, 04, 05, 06, 07, 08 &s 09. Ezck kirakasahoz
szlikseges, hogy mindkét kockan legyen 0 szamjegy, hiszen kiilénben legfeljebb
6 nap lenne kirakhaté a felsorolt 9-b6l.

Fenti tiblazatunk tehat igy egészithetd ki:

. lap 2 lap 3. lap 4lap | 5.1ap 6. lap
l. kocka 0 [ i 2
| 2. kocka 1 2 ‘ 3 0

A fennmarad¢ 5 kockalapon kellene elhelyezni a 4, 5, 6, 7, 8, 9 szamjegyeket.
Ez azonban lehetetlennek latszik, hiszen 6 kiilonbdzd szamjegyrdl van szo.

A 6 és a9 szamjegyek azonban specidlisak, mert 180°-o0s elforgatdssal egymas-
bol megkaphatok, igy elegendd az egyik szerepeltetése az egyik kockan (ugyanis
66-a, 69-e, 96-a &s 99-c kirakdsdra nincs sziikség).

Megjegyzés:

A 3675. feladathoz mellékelt dbra alapjan kinnyen lathatd, hogy a 2. kockdn
180°-ot forditva a februar hatodikai datumot lehet megjeleniteni.

Az aldbbi tablazat alapjan elkészitett két kocka (kdnnyen ellendrizheté modon)
megfelel a naptarral szemben thmasztott minden kévetelménynek:

1. lap 2. lap 3. lap 4. lap 5. lap 6. lap
1. kocka 0 1 2 [®vagyd | 7 8
2. kocka 0 1 2 3 4 3

b) Egy naptarkészlet térfogata: 2 - 4,53 +3- 1,52 -9 =243 (cm3).
Az 1 m? fabol 0,7 m?, azaz 700 000 cm?® térfogat naptir késziilhet.
Bz 760 000

YR 2880 db késziet eldallitisahoz elegends.

Az lizemben eredetileg x (x € N} dolgozo volt, az elsd felvétel utan x + 32.
Elbocsatotta a dolgozok 40%-at, maradt a dolgozdk 60%-a, azaz 0,6 - (x + 32).
(Természetes szam!)

Késobb chhez felvett 5 dolgozdt, igy 0,6 - (x + 32} + 5 dolgozoja lett.
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Végiil elbocsatott a dolgozok %-énél 2-vel tébb embert, azaz maradt a %—énél 2-vel
.4

kevesebb, vagyis 5 [0,6-(x+32)+5]-2.

A feltétel szerint ez a létszam az eredeti munkasok szamanak %—a, azaz:

4 2

-5~~[,0,6-(x+32)+5]—2: - = & =093

Vizsgaljuk meg, hogy a feladat kdzben kapott adatok realisak-e?

Az lizemben eredetileg az els6 felvétel utan 93 + 32 = 125 dolgozo lett.

Elbocsatotta a dolgozok 40%-at, azaz 50 dolgozdt, maradt 75, azaz a dolgozok

60%-a, azaz 0,6-- 125 = 75. (Természetes szam!)
Késabb ehhez felvett 5 dolgozot, igy 801 dolgozaja lett.

Végiil elbocsatott a jelenlegi dolgozok 5-énél 2-vel tébb embert, azaz 18 dolgozot,

maradt a %-énél 2-vel kevesebb, azaz 62 dolgozo.

. . L, . . . 2 2
A feltétel szerint ez a 1étszam az eredeti munkasok szamanak gga, azaz: g .93 = (2.

Tehat az izemben eredetileg 93-an dolgoztak.

. 62
by A kiilféldi munkdra a mostani (62 £6) létszambol ( 5 J = 6 471002-fEleképpen

tud kivalasztani 5 embert.

Keressiik azt a(z egész) szamot, aminek ez négyzete lehet, 2°+2” alakban. Ennek
x+y+l1
négyzete: (2¥)? +2.24.2 £ (29)? =22 p 27T L2 =4 44 2 4 4
A hirom adott kitev6t (13, 1000, n) haromféle moden feleltethetjiik meg x,
x+y+1
2
,,50r” két végén x és y szerepe szimmetrikus, igy csak harom valoban kiilonbozd ki-
x+y+1

, v valamelyikének. (Harom dolgot hatféleképp lehet sorba rakni — de a

osztas van.) Ha x, . y szerepét ebben a sorrendben jatssza: 13, 1000, n,

akkor r = 1986. Ha a sorrend 13, n, 1000, akkor # = 507. Ha a sorrend 1000, 13,
n, akkor n = —975, ami a feladatnak nem felel meg, hiszen 2777 nem egesz. (Vizs-
giljuk meg a kapott két értéket. an = y = 1986 ésx = 13, akkor (2 +2'%%)% =
=2% 42,213, 21986 4 23972 4hol a kézépsé tag kitevGje 1+ 13 + 1986 = 2000,
1986 valdban természe-

M = 507, ha

tehat valoban a megfeleld 4-hatvanyokat kaptuk, ¢s 2 )

. - . 598 P
tes szam — igaz, majdnem 107" (1) nagysagu. Akkor lesz n =
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x=138sy = 1000, ckkor (2' 4210002 2 926 5 913, 21000, 52000 101 k-

zépsd tag kitevdje 1 + 13 + 1000 = 1014. Tehat valoban a megfelelé 4-hatvanyokat

1000 .

. e . . 13 .
kaptuk, bar a kitiizéshez képest mas sorrendben, és 2~ + 2 1$ termeészetes szam

. 301
— ez madr .,csak” 10

d6 egyet megtaldlni.)

nagysagrendi. Termeszetesen a két megoldas koziil elegen-

Masik megoldds:

Keépzeljiik, hogy 4 '° + 4% 4+ 4" = (a + b)?, ekkor lehet, hogy a” = 4 = 2'%)2
&g bZ — 410[}0 — (2 I()(l(’J)21 ekkor 411 =2ab=2- 2]3 . 2]0()0 — 21014 - 4507 —

ny = 507. Lehet, hogy a” = 4" = (2% és b = 4" = 27, ekkor 4" = 2ab =
=2.2% .27 =2 o 144y = 2000, amibél #, = 1986.

Aza® = 4" 5 p? = 4" nem lehetséges, mert ekkor 2ab = 2 - 2
2% _ 413
=4

1000 . 2n —

= 2" " lenne, ami nagyobb mint 2

a) Egy szorzat gy lehet prim, ha az egyik tényezd 1, a masik a prim maga. Ha
%%~ 63| = 1, akkor vagy k* ~63 = 1, azaz k” = 64, azaz k = 4; vagy k° — 63 =
= —1, de ilyen egész k nincs. Ha pedig & = 4, akkor |k —65] = 49, ami nem
prim. Ha pedig kP —65] = 1, akkor vagy k*—65 = 1, aminek megint nincs
egész gyoke; vagy k- 65 = — 1, amibél k = +8. Ha k = 8, akkor |k’ - 63
= 449, ami prim; ha k = —8, akkor [k® — 63| = 575, ez nem prim. Tehat a k = 8
az egyetlen megoldas.

b) Egy k-szdg belsd szogeinek dsszege (k - 2) - 180°, tehat k = 8 esetén a nyoleszd-
g¢ 6 - 180° = 1080°.

¢) k kiilonbozd szind golydt k!-féleképpen lehet sorba rakni, tehit most
8! = 40 320-féleképpen.

a) Az x = abed négyjegyll szdmnak a feltétel szerint 225 = 25 - 9-cel oszthatonak
kell lennie. Minthogy (25; 9) = 1, ezért kell, hogy 25-tel és 9-cel legyen oszthato
az x.

25| abed, s igy cd lehetséges értéke 00, 25, 50, illetve 75 lehet.
cd=5-ab,igy ha

cd = 00, akkor ab= 00 =
cd = 25, akkor ab = 05 = x = 525, ez nem négyjegyil;
cd = 50, akkor ab= 10 = x = 1050, nem oszthatd 9-cel;

cd = 75, akkor ab = 15 = x = 1575, oszthaté 9-cel.
Hzért a keresett négyjegy(l szam az 1575.

x =0, ez nem négyjegyl;
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Mdsik megoldds:

Jeléljiik az ab kétjegyii szamot x-szel. A feliétel szerint cd = 5 -ab, ezért a
négyjegyli szim 100x + 5x = 105x,

Tudjuk, hogy ez oszthatd 225(= 3% - 5%)-tel, azaz

37.5713.5.7.x = 3.57.x

Mivel x és 5x s kétjegy(i szam, ezért x = 15, és a feltételeknek (egyediil) megfe-
lelé négyjegyil szam az 1575,

b 0] o] [1][5]

A szamkartyakbal alkothatd négyjegyii szamok mindegyike oszthatd 3-mal, mert
0+0+1+5=6, ami oszthaté 3-mal. Ahhoz, hogy 6-tal is oszthatd legyen,
sziikséges (és itl elégséges is), hogy paros legyen, azaz az egyesek helyén 0
alljon. Négyjegy(i akkor lesz a szam, ha az elsd jegye nem nulla. Az elsd és
utolso jegy tehdt kaistt: 5% # 0, illetve 1 * * (. A masodik helyre kettébél (0 és
L, illetve 0 és 5) lehet valasztani. Ezze!l eldélt a harmadik jegy is.

A keresett szamok a fentiek figyelembevételével: 1050, 1500, 5010, 5100.

Az szamkartyakbol alkothatd négyjegylt szamok mindegyi-

ke oszthatd 9-cel, mert szamjegyeik Osszege (18) oszthatd 9-cel. Neégy kiilonbé-
76 jel 4! = 24-féle sorrendbe allithato.

Itt a ket 5-6s nem kiilonbéztetheté meg egymastol, ezért ezek felcserélésével
ugyanazt a négyjegyti szamot kapjuk. Igy minden szamot kétszer szamoltunk.
Tehat 12 db 9-cel oszthatd negyjegyl szam allithatd el az adott négy szamkar-
tyabol.

[3680. a) Az 1. feltétel szerint a keresett négyjegyli szam szamjegyei a {2; 4; 6; 8} halmaz

elemei. .

A 2. feltétel szerint a keresett szim abea alaki,

A 3. feltétel szerint g + b = 2-(cta) = b-a=2.c.

Innen az 1. feltételt is figyelembe véve 4 < b — g < 6, illetve 2 < ¢ < 3. Mint-
hogy ¢ csak paros lehet, ezért ¢ = 2 &s b— g = 4.

A teltételeknek eleget tevé négyjegyli szamok: 2622 és 4824.

b) 2, 4, 4, 8 szamjegyek felhasznilasaval alkothato négyjegyl szamok szama 12,

(Lésd a 3679. b) feladat megoldasat.)

¢) 1. Egy egész szam pontosan akkor oszthatd 4-gyel, ha az utolso ké( szamjegybdl

atkotott (legfeljebb) kétjegyii szam oszthato 4-gyel. Ezek koziil a legnagyobb a
8424.

2. A megadott szimjegyek sszege 18, ezért az Osszes ilyen szdm oszthaté 9-cel.
Igy a legkisebb 36-tal oszthato szam megegyezik a legkisebb 4-gyel oszthato
négyjegyli szammal, ez a 2448,
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3681, a) Ha az els6 konyvszekrényben x kényv van, akkor a masodikban 2x, a harmadij.-

ban 3x. Ha ez els6bdl attesziink 70-et a mésodikba, akkor oft 2x + 70 kényv lesz,
ami 20-szal t6bb, mint a harmadikban levd 3x, tehat az egyvenlet: 2x + 70 =
= 3x + 20 amib6l x = 50. Tehat kezdetben 50, 100 és 150 kényv van a polcokon.,
Mivel az els6bdl 70-et kell attenni a mésodikba és az nem lehetséges, ezért nincs
a feltételeknek eleget tevd megoldas!

b) Ha létezik a kérdésben leirt derckszdgii haromszog, akkor legyenek a befogdi g és

b, atfogdja pedig 2a egység hosszusaguak, ahol a és b pozitiy egeészeket jeliinek,
A Pitagorasz-tétel szerint ekkor: a” + b2 = 2a) 2, vagyis b =347

. . b
Felhasznaiva, hogy a és b pozitiv egészek: — = /3.
a

Ez azouban lehetetlen, hiszen — raciondlis (mert két pozitiv egész szim hanya-
&

dosa), \/5 pedig irracionalis szam.
A feladar szévegében feltett kérdésre tehit nemleges a valasz.

3682, a) Ha az idét a léggdmb indulasatodl mérjiik, akkor a ldvedék magassagat a

h=uv(t—4)— g(r —4) egyenlet irja le, pillanatnyi sebességének nagysagat

pedig a v=vi -2gh = ng =2gvo(t =)+ g% (r — 4)? egyenlet. Megoldan-
do a v < u egyenlétlenség, ami behelyettesités, negyzetre emelés, rendezés utén
82— = 2gvg(r— 4y + v — u? < 0 alaku. Beirva az adatokat (mértékegysé-
gek nélkil): 100 — 4)2 — 600z —4) + 875 < 0. Fel lehet bontani a zarGjeleket,
de ligyesebb megoldani £ — 4-re az egyenldtlenséget, és aztan hozzaadni majd a 4
masodpercet az eredményhez. A masodfokd kifejezés két zérushelye 2.5 és 3,5;
pozitiv féegyiitthat6ji lévén, e gyokok kozott vesz fel negativ értékeket. Tehdt a
legedmb induldsatol mért 6,5 és 7,5 masodpercek kozott lesz a lovedék sebességé-
nek nagysaga kisebb a léggémbénél. ;

: St h S o ol
b) A léggdmb ezen idépontok kézott ' 45}' S \\/ o
(h=un) 325 méterrdl emelkedik 401 S B0
37,5 méterre. ©o35r \
. 30+ e
¢) Abrazoljuk tehat a Mspe = St, w25 , I e
ésalyy, =300t -4)-50-4)° = 20+ : f S
2 154 e/ 100 0L L
=-5"+70:-200 = '10 iy
= ~5(,‘f2g 14¢ + 40) = 5‘ /i f
= =5((1~7)7- 9) = AN S R
- Y 12345678910 1

= =5(1~ 7)% + 45 fiiggvényeket, il- :
letve csak pozitiv ériékeiket (nyilvan nincsenck a talajszint alatr...),
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3683. a) A kerékparos menetideje A varostol B varosba és vissza 2,5 Ora, a megtett ut
k
30 km, amib&l megallapithatd, hogy a sebessége 12 _hﬂ A kerékpdros a 15 kim-

es ut 4 -ét tette meg 9 raig. Ekkor B-t61 3 km-re van. Ha ekkor talalkozik a
2
gyalogossal, akkor a gyalogos 40 perc = 3 ora alatt 3 km utat tesz meg, ezért
3 km
egy ora alatt 3 3km = 4,5 km utat tesz meg, sebessége 4,5 R

b} és ¢) B vdrosbol a gyalogos 8 ora 20 perckor, a kerékparos 9 6ra 30 perckor indul,
A gyalogos ¢ 6ra mitlva taldlkozik masodszor a kerékparossal, aki B-b6l indulva

7o .
r— 3 oran at pedalozott.

A taldalkozasig ugyanakkora utat tesznek meg: 4,5-1 =12 [r - %J

Innen ¢ = % Tehat a kerékpéros f—? ora =1 ora 52 perc mulva, azaz 10 ora

12 perckor éri utol a gyalogost. Ekkor a B varostol % . % = 8.4 km-re, az A va-

rostol 6,6 km-re vannak.

Megjegyzés: 4 s (k)
Kétszer talalkoznak, de c¢sak a 2, 5]
alkalommal jelent ez utolérést. Q
10+
ST /f gyalogos
/‘ t - 4 \ + —
8 9 10 11 12 t(6ra)
820 Q30 10129045 1145

A b) és c) feladat masik megolddsa:
A kerékparos 9 h-ig a 15 km-es it %_ét teszi meg: 12 kin-t. A gyalogos 40" alatt
tesz meg 3 km utat, tehat sebessége v = % = % tehat 4,5 kTm

Az dbra az adatok és a szamitott értékek alapjan elkészithetd. Ennek jeldlései

szerint a POT A ~ SRT A, mert 2-2 sz8g paronként egyenl$ (valtoszogek).
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I e O P B
55 70 125 5 _
A 2. talalkozaskor (ekkor éri utol a kerékparos a gyalogost) tehat 6,6 km-re van-

nak A-tol.

Ezt az utat a kerékparos 12 _]%n_ sebességgel ¢ = S % =), 55 (6ra), azaz
v

33 perc alatt teszi meg. Az utolérés idépontja: 10 h 45' - 33" = 10 h 12",

s (km)

hY ?)
N
\
L.,
. \\\\ Ya /Oé’o

Y 0 12 r(6m)
1045 ]]40

8 9 915 930 101012

3684, a) A beruhazis 5000 Ft+ 5 - 900 Ft = = 9500 Ft. Ez 1400 6rdig megy, utana djra

kell 4500 Ft (a transzformator élettartama joval hosszabb, ha nem selejtet vet-
tiink). Osszesen 60 W a teljesitményiik oranként, ami 0,06 kWh energit és igy
1,44 Ft-ot jelent drankeént. A keresett Gsszefiiggés tehat:

{9500 +1,44¢, ha 0<t <1400
K@) =

, mivel 9500+ 4500 = 14 000.
14000 +1,44¢, ha 1400 < ¢ < 2000

15 000 g ‘ |

10 000

T

5000 |

1000 7

200 1000 2000
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b) Megtériilés aklor van, ha mar ala- T
csonyabb az Hsszkoltséglink, azaz 25000 1
amikor az (j grafikon alamegy a fe’l— 1
adatban megadott normal 1zzos

A sze még a dra- 1
esetnek. BEzutan pers g 20 000 L

gébb izzé-ar miatt 1400 oranal is-
mét valthat. K(1400) = 16 016 (1),
az adott grafikon szerint
F(1400) = 18 200 (Ft), tehat meg a
dragabb beruhdzissal is alatta van.
800 éraig nem tériil meg a dragabb
beruhazas, hiszen  K(800) =
= 9500 + 1152 = 10652 (Ft), de F
éppen ekkor ugrik (izzot kell venni)
10 300-ro} 11 000 Ftra, tehat ettdl
kezdve jobb az uj modszer. Azaz
800 6ra utan tériil meg a beruhazas.

¢) Meg kell nézni az F (2000) — K(2000) kiilénbseget:
F(2000) = 26 100; K(2000) = 16 880.

200

2000 oras hasznalat alatt mar 9220 Fi-ot takaritunk meg, azaz jol jarunk.

a) Az dbra szerint a két Fold-helyzet s Proxirlnra
Centauri alkotta haromszog egyenld szaru, alapja-
nak fele a Nap—Fold tavolsag, kb. 150 millié km.
A Nap—Fold—Proxima Centauri haromszdg de-
rékszogll és az egyik szige fele a megadott
0,000422 foknak, azaz 0,000211°. Ezzel a Nap—
Proxima Centauri kozotti keresett d tavolsaga:
d=1.5-10% ctg 0,000211°, ahonnan
d= 4,073 - 10", tehat kb. 40,73 billio km.

(Ez kb. 4,3 fényev.)

b) Ha a szamitast elvegezziik 0,00043 fokkal, azaz
ennck felével: 0,000215 fokkal, akkor
4" = 3.9974 - 10 adadik, ha pedig 0,00042 fok-
kal, azaz ennek felével: 0,00021 fokkal, akkor pe-

dig d' = 40926 - 10 km.
Tehat a tavolsag a [d"; d’]-ba esik.
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c) A relativ hiba az intervallum sz¢less¢ge €s a kdzéppontjainak hanyadosa, tehat
4,09-10" —3,99-10"  0,09-10"
4,05-10" 4,05-10"

Ez elég jo eredmény, ami azért adodott, mivel pontos volt a sz8gmérés.

= 0,02, azaz 2%.

A haromszdog szigei a feladat szGvege szerint:

o —d: oty e +d, ahol & > d, és e, d e N.

A hdromszog sz0geinek Osszege 180°, ezért 3o = 180°, amibdl o = 60°,

A héromszdg szégei tehat 60° — ¢, 60°% 60° + d, ahol d € {0° 1% 2°; ...; 59°),

—~ Egy olyan haromszég van, amelyiknek mindegyik szige 60°-0s és egyik oldala
1 ¢m hosszi.

-~ Ha a haromszbg 60°-0s szdge az 1 cm hosszi oldallal szemben van és a harom-
sz0g nem szabilyos, akkor az 1 cm-es oldalon fekvd két szdgre a kivetkezd le-
het6ségek adodnak: (1°; 119%); (2% 118%); (3% 117%); ... (59 61°). Ez tsszesen
59 kiilonbozd eset (a szogek sorrendjének feleserélése egybevago haromszidgre
vezet).

— Ha a hdromszog 6008 szdge az 1 cm hosszu oldalon van és a haromszog nem
szabdlyos, akkor az 1 cm-es oldalon fekvé masik szbg nagysdga lehet az
{1% 2% 3% ... 59% 61°% 62° ...; 119°} halmaz birmelyik eleme. Mivel egy ha-
romszdgben a nagyobbik sziggel szemben helyezkedik el a nagyobb oldal és vi-
szoilt, ezért ezek a haromszdgek egymassal paronkeént nem egybevagdk (viszont
59, két-két hasonld haromszog alkotta par keletkezik). Ez Gjabb 118, az elézdek-
kel sem egybevigd hiromszoget jelent. Mas eset nincs, tehat az 6sszes kitlonbé-
z6 haromszdgek szama: 1 + 359 + 118 = 178,

. . . 3 , ) 3
Ha a mertant sorozat hanyadosa —, akkor a haromszog oldalainak hossza a, 5 -a

2
3}
és [2} -a. Felirjuk a koszinusztételt a leghosszabb oldalra. (Ebbél kideriil, hogy

a haromszig hegyes-, derék- vagy tompaszigi-e.)

1 2
B (3] -2

13_81
4 16 __29

cosy = ————=——= p = 127,2°

TS ag "

. P . . i . sing a . .
A kovetkezd szdget szinusztétellel szamitjuk ki: = = sin& =— smy.

siny . 9 9
4

Innen, minthogy o < 90°, igy & = 20,7°, valamint f = 180°— 127,2° - 20,7° = 32,1°.
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Megjegyzés: .
A szamitasbol kideriil, hogy a hdromszog legkisebb oldala, (a) lehet barmilyen po-
zitiv sz4m, mert a feladatfban szerepld haromszbgek hasonlok, igy a = 1-gyel vagy

g = 4-gyel is dolgozhatunk.

3688.] a)-b) A szoban forgo n oldali konvex sokszdg belsd szégeinek fokban mért dsszege
Ml(i——]—) .n, ami az ismert tétel szerint (n — 2} - 180°-nal egyenld.

Tehat
egyenletet kapjuk.
Megoldoképlettel ? 65 9 adodik, de csak a 9 lehet egy sokszog oldalszama.

2
_QJELZM-nz(n—z)-lgo,amibﬁlam%143n+720: 0

Ha kilencszogrdl van szd, akkor ennek legnagyobb szoge 112°+8 - 7° = 168°,
azaz a sokszog valoban konvex. A kérdéses sokszog tehat egy konvex kilencszog.

c) 27.
d) Minden konvex sokszogre (igy a szoban forgora is) igaz, hogy kiilsd szogeinek
Osszege 360°.

a) A1C2B2 A= B1A2C2 A=z C1B2A2 A,
mert két oldaluk és a kdzbezart szo-
gilk paronként egyenld, ezert har-
madik oldaluk is egyenld, tehat
B>Cy = ChA; = AyB,, ezert az 0sz-
taspontok aital meghatarozott ha-
romszbg szabalyos.

b) Az A,C, L A\B;, ugyanis CrB14;
egy szabalyos haromszig fele, mert
a 60° sziraira illeszkedd hosszabb A
oldal kétszerese a rovidebbnek. !
Ugyanigy megmutathato, hogy C3B3 1 A5G,
Ezekbdl kivetkezik, hogy CiBs Il A,B,. gy minden masodik haromszég megfe-
leld oldalai parhuzamosak.

By

o)

¢) Az A,C,B, derékszdgii hiromszogbd) B - %-a ﬁ - ﬁ-a
ahol a, = A,B,. R T T T

V3 BY

Hasonléan a, = C3B; = e 4=\ -a,, stb. Az utasitasnak megfelelden

képzett haromszogek oldalainak a hossza egy mértani sorozat egymas utani tagjai.
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V3

A sorozat elsé tagja a; = 6, kvéciense g =——.
3 :
3
A hatodik haromszdg oldala «a; = a, (A/EJ = 6 = 243
3

d) A keriiletek is mértani sorozat egymas utani tagjai: k, =18, g'=g =

Az elsé hat haromszog keriiletének dsszege:

(])6
86:18' ‘\/15
-1

V3

e) Hasonlo sokszégek teritletének aranya a hasonlosdg aranyanak a négyzetével
egyenld. A keletkezd haromszogek teriiletel is egy mértani sorozat egymas utdni

tagjai.
o 36+/3
Ennek elsé tagja t = T\/_ = 9\/5, hanyadosa qg= %,

_2643-(3+1)
3

= 41,0 (cm).

l 3]
| -1
(3] 36443
: -

az elsé hat tag Gsszege S, = 9- 3
27

=123 4.

~—1
3

Az elsd hat haromszdg teriletének dsszege 23,4 cm?2.

3690., a) Az E kdzépponta 4 = % D 30 c

aranyu kozéppontos ha- 4
sonldsag az AR szakaszt

a keresett PQ szakaszba 5 3 -
viszi at. Tehat ha az AR p ek

oldal egy pontjat dssze- "
kotjik E-vel, e szakasz- N
nak PQ-val valo met- Mo
széspontja a szakasz AB- E
?ez kozelebb esé harmadold pontja. Igy a tervezett névénysor a PQ szakaszon
esz.

<IN

-
6 -
-
-

A
|
|
1
1

-
-

. 2
b) A hasonlésag miatt PQ = §AB = 20, tehat 20 méter hosszan kell 50 cm-ként

cgy-egy bokrot liltetni. Osszesen 41 bokrot iiltettek. (Az elején egyet, majd ez-
utan minden méterre még kettdt.)
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a) A kor teriilete 647 = 201,06 (cm2).
— 9643 = 166,28 (cm?), ami a

]
f:128f=

= 221,70 {cm?), ez a kor teriiletének 110,27%-a.

8 3
4

A beirt hatszog oldala 8 cm, teriilete 6-

kor teriiletének 82,70%-a.

16ev3
A koriilirt hatszog oldala ———, tériilete 6-

b) A beirt hatszog kezdd csucspontjatol a kovetkezd csucsdig 3 lehetséges uton ha-
ladhatunk. Az elsd csicspontba érkezés utin vissza kell fordulni és a kezdd
csticspontba visszatérni, hiszen kiilonben a megmaradt ket vonaldarab csak csi-
csok atlépése utdn lenne megrajzolhaté. A visszafelé vezet6 utat ketféleképpen
valaszthatjuk meg, tehat a kezddponttol az elsd csticsig és vissza Osszesen 6 kii-
160bdzé modon haladhatunk. A kezdSpontto] ismét az elsé csics felé kell halad-
nunk (mert a kezdd cstics nem léphetd at), erre egyetlen lehetdséglink maradt. A
kezd6, és az elsé cstcs kozotti harom vonaldarabot tehat Gsszesen hat kiilonbozo
médon rajzolhatjuk tjra. Az elsé csucsba érve ugyanezt az okoskodast megisme-
telve kapjuk, hogy az els6 és a masodik cstcs kozdtti harom vonaldarabot is
dsszesen hat kiilonbozd madon rajzolhatjuk gjra.

Eljardsunkat folytatva adodik, hogy az Osszes kiilonbozo, a megadott feltételek-

nek megfeleld djrarajzolasok szama 6° = 46 656.

1633

¢) A harom sikidom keriiletének osszege: 6 -8 +16m -+ 6 . = 153,69 (cm).

a) 90°.
b) 2-124—%'2-12-71‘: 24 4 6w = 42,85 (cm).

c) A korcikk beirt kérének » sugardra az OEK egyen-
16 szari derékszigl hdromszdghdl a kovetkezd

Osszefiigeés adodik: 42 =12 —r, amibdl
r=12(2 = 1) = 4,97 (cm).

Ebbé] nyilvanvald, hogy egy 4.5 cm sugart kérlap
elhelyezkedhet Ugy a kércikken, hogy a korlap se-
hol sem ,,16g ki” beléle (pl. az dbran lathatd beirt
korrel koncentrikus helyzet is ilyen).
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d) Gorgessiink végig egy 4,5 cm sugart korlapot a
korcikk keriiletén igy, hogy kézben sehol ne ,,10g-
jon ki” belble. A végiggtrditett korlap kbzeppont-
ja egy olvan @ kdzéppontd, POR korcikket ir le,
amelyiknek hatdrolo sugarai a 12 cm-es sugarak-
tol 4,5 cm-re vannak, s amelynek ive szintén
4.5 cm-re van a 12 cm sugard koreikk ivetal.

Az OGP derékszdgil haromszdgben

0G =~7,5" —4,5° = 6, ezért 0
PQ=QR=6-45=15cm. A POR korcikk te- V1.5 -4.5

hat egy 1,5 cm sugard negyedkor.

A feladat kérdésére ratérve megallapithatd, hogy a 12 cm sugart kérre dobalt,
4,5 em sugart korongok kézéppontja egy 7.5 cm sugart, a 12 ¢m sugari kdrrel
koncentrikus kérlap barmelyik pontja lehet. A 4.5 cm sugart kérlap nem ,,log ki”

a 12 cm sugart szines korcikkbdl, ha kdzéppontja a POR negyed korlapra esik.
2

L}

4,5

7.5

A Lkedvezd” kizéppontok tehit egy teriiletG sikidomot hataroznak meg,

mig az dsszes lehetséges kézéppont egy 7,57 teriiletii sikidomot.

1,5%x
A kérdezett valosziniiseg ezért: 42 = L
7,57 100

18‘4\6 = 8143 {cm?2).

Legyen t a 18 cm sugam, 60° kdzépponti szdgit kor-

tét T-vel: T =

cikk teriilete: ¢ = %-182;7: 547 (cm?).

Ezzel a jeltléssel a 18 cm sugard kor teriilete 6¢.

a) f, =3t~ 2T =162 (;w—v/3) = 228,35 (cm?).

b} A kérdéses teriilet megkaphatd a POR szabalyos
hiromszdg és hat , kis korszelet” teriiletének osszegeként,
A POR szabalyos haromszdg teriilete 47, egy kis korszelet terlilete pedig - T.

Tehat 1, =4T +6(t -T)=6:-2T =162 - 2m — \/5) = 737,28 (cm?).
¢} A kérdezett teriilet megkaphato a POR szabdlyos haromszdg és harom félkdr

egyiittes teriileteként (a félkorok atmeérdje a POR haromszig egy-egy oldala):
ty = 4T + 9 = 2088,00 (cm?2),
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3694., a) Egy, a glla magassagara és az alaplap egyik k-
zépvonalara illeszkedd sikkal elmetszve a testeket”,
a galabol egy egységnyi alapu, a gilaéval egyezd
M magassagi, egyenld szard haromszoget; a beirt
gémbbdl ebbe a haromszogbe beirt, a gombbel
egyezb (r) sugard kort kapunk metszetiil. A gala
oldallapjinak m magassiga, egyuttal € haromszog

szara Pitagorasz-tétellel: m = M 140,25,

: 1-M .
A hdromszog teriilete egyreszt T = — mas-

wészt T = -, ahol s a fél keriiler: ~ T2

P . e ) u )
Egyenldvé téve a teriilet ket kifejezéset r = == - 2\/M2 — _
z AM

A gomb felszine igy A =4’ n=

gdmb T
1+ am?
=1°+4. —2 =1+2m=1+~4M> +1.

:1+«/4M2+1

A gula felszine A

oula

A ket felszin aranya:

Agﬁmb 4M2ﬁ
k=—""= 3 05T -
gila (1+\;’4M2 +1.) 04t
Egy ilyen fiiggvényt persze nem 03 1

kénnyl abrazolni, célszerl grafikus
szamoldgéphez (esetleg szamito- 0.2
géphez) folyamodni, bir kelléen si- 1 |
riin szamitva helyettesitési értéke- . S o
ket, szintén célhoz érhetiink. (Ag- 0 1 : 2 3 Ty 5 6 3 7 g M
goddk megnyugtatasira: magunk ‘ -
sem hissziik, hogy a feladat dbrdzolds részét érettségin ki lehetne tizni.)

A maximumhelyet derivélassal keressiik meg:

3 z &M
8Mﬂ(1+w/4M2+]) —4M2ﬂ-3(1+\f4M2+1} e
2vaAMT +1
- )

(1+\/4M2+1)

2
A szamlald zérushelyét keressiik. Egyszeriisitiink  8M yr(l +AM? 1 ) -nel, és
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. ra— 6M” 2
kapjulk: [1+ am?’ +I)——;—g = 0, amibd&l 1+\/m M
AM? +1 am? 41
tovabb VAM® +1+4M* +1=6M>, innen VaM? 41 = 2M ~ 1, amit négy-
zetre emelve 4M° + 1 = 4M* — apm® +l ahonnan 0 = 4> (M? - Az M=0
hamis gydk (két lépéssel ezelbtt mar négyzetre sem lehet ekkor emelni),

M= —\/_ most nyilvan értelmetien, tehat a max1mumhely M= \/_

Visszahelyettesitve ezt k-ba, kapjuk: _ 8 =—=0,4

(1+«fém)3 8

3695. a) Lasd az el6z6 megoldas elejét! (Elsé dbra, m és r kiszamitasa.)
aMm

3?
3[1+w)4M2 +J}

A gdmb térfogata Vv, —rla=

somb T

w-lh

a gulaé Vaa = 3

'-M_ M
T

V., 2
Ezek hinyadosa k = 2500 _ M

Vaite [l +v4M? + 1)

megoldasbeli arannyal. Ekkor az dbra szintén azonos.

5+ vagyls megegyezik az el6zé

@A maximumbhely és a maximalis ardny szintén megegyezik az el6zé megoldas b)
részében megkapottakkal (M = V2 és k. = E) A gila b oldalélét egy Pitago-
rasz-tételbol kapjuk: az oldalél azon derek%zogu haromszég atfogoja, amelynek

befogoi M és az alaplap atlojdnak fele —.

2
Ekkor b= 2 =4/2,5 =1,58.

3696.] a) Legyen az egyenlé alap- és oldalél

a, a masik alapél x. Egy, a gula ma-
gassdgara és az x-szel parhuzamos
kdzépvonalara illeszkedd sikkal el-
metszve a testet, egy x alapi, a gu- a
laeval egyezd M magassagil, egyen-
16 szari haromszoget kapunk,
amelynek szarai egyenlék a gila
szabalyos haromszég oldallapjanak “
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magassdgaval: m = ¥3 a. A haromszdg-egyenldtlenség miatt ekkor kikotésunk:
2

0 < x < +/3a. A masik két (nem szabalyos) haromszdg-oldallap magassaga Pita-

2 [ 22
. , 5 fx da” —x e szintén Pitag
gorasz-tétellel m'= e = ————— . A testmagassag szinten Pitago-

2

2

am xm’) \E 2, xVda —x*
2

= == +xm'=ax+—a
A ax+2{2+ ax + am + xm'= ax 5 5

2 2 2 2
3a” —x” . ,
rasz-tétellel: M = [£ a} -(ij = Jz—x—. A gula felszine:

axM  axy3a’ —x’
6
Keressiik meg a maximumhelyet derivalassal.

A térfogat pedig V =

a 2 9 -2x s 2 2 X
Vi= S| y3d? — 1 +x—————=—1=0, amibdl y3q¢" - x° = =———,
6[ 23a® - ¥ ] V3a® - x?

2

. 3 S .
innen 3a” — x* = x7, vagyls x = Ea (az ellentettje nyilvin nem lehetseges).

Visszahelyettesitve ezt a térfogatba, annak maximuma

Msik megoldds:
6v Y’

V maximalis, ha a V* maximalis, ezért elég a [) = x*(3a° - x*) maximu-
a

mat keresni. f(x) 1= x°(3a”—x%) (x> 0).
Legyen x?’=z ekkoraz Z(Sa2 — 7) z-re masodfokil fiiggvény maximumat
keressiik. (x-nek és z-nek ugyanott van maximuma, mert x > ). Ennek a tligg-

, : 3a” 3 axg
vénynek maximuma van, ha z = T; azaz x = Ea = »2—

Megjegyzés:

Az x*(3a” — x) figgvény maximuma megkereshet6 a szamtani ¢s mértani kozép
2

x* +(3d° —xz):] B

kozott fenndllo egyenlBtlenséggel is. Az x*(3a” —x7) < { 5
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9&4 . 2 2 el 6V ? . .
== Ennyi az x*(3a” —x")=|— | figgveény maximalis értéke, amelyet
a :

akkor vesz fel, ha az x? = 3q° —xz; Xt = %az, azaz x = \Ea.

2 4 2 3
Tehat [6‘/‘“‘“] = 9—?-— amelybdl Vo Bi, azaz V,, = L
a 4 a 2 4
a)} Legyen ezen keletkezett atlodarabok hossza a, b, ¢, d, és az egyik kozrezart szég
. Bkkor ennek csucsszoge is p, a masik két keletkezett szog pedig 180° — .
Mivel sin p = sin (180° — y), a négy keletkezett haromszdg teriilete:
ab-siny  bc-siny  cod-siny o da-siny
2 2 2 2
(pozitiv) egész szorzataként csak 1-1-1-1997 modon irhaté fel. Tegyiik fel,
hogy az elsd harom teriilet 1, és a negyedik 1997. Az els6 hirom tort egyenldsé-
gébdl ab = be = cd, és1gy a = ¢, amiért cd = ad. De ekkor nem lehet a negye-
dik teriilet kiitonbozé tdliik, tehat a szorzat nem lehet 1997.

a*bcid* sinty
16

-nek a négyzete. Ez persze egész szam, hiszen két (szintén egész)

. Mivel az 1997 primszam, ezért négy

b) Az a)-ban felirt négy leriilet szorzata , ami jol lathatoan

haromszdgteriilet szorzata, Ekkor nem végzdédhet 1997-re, hiszen egy négyzet-
szam mar 7-re sem végzidhet! (Lasd 3109. feladat megoldasat. Ez egyuttal egy
masik, bar altalanosabb megoldasa az a) kérdésnek, hiszen 1997 maga is 1997-
re végzodik.)

. . 2 ‘
3698. a) A reciprokok szdmtani kdzepének reciproka: =m,.
+

Megjegvzés:
Ez az x és y harmonikus kozepe.

b} A nevezdben kizds nevezore hozassal dsszeadjuk ;

a két tortet, majd a torttel vald osztas helyett recip- Ta
. 2 2
rokdval szorzunk: m, = == B YAl
Yrx o oxty B x v C

Xy
m,

c) Mivel m, merdleges BC-re, tg =
X

éstgy = —%. Osszegik —*+—%, ko-
i X ¥

e ,, . ,om (x+
kozos nevezOre hozds utan: M

Xy :
Beirva az m_-ra a b)-ben kapott eredményt, tg f+tgy = 2.
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d} Ekkor BC = 2+3 =5, ¢s 221 bz)-gﬂ“ T ' T _ b) Példiul kivaloan megfelel egy 6 cm oldalli négyzet... (Persze szamos mas alkal-
Gsszeliigges szerint m, = D 167 : o mas trapez is szerkeszthetd, csak az a és ¢ alapoknak nagyobbaknak kell lenniiik
' @ 347 3 cm-nél. A négyzet esetén az el6z6 pontbeli bizonyitds médosul ugyan, mert
_ E _2.4. A hiromszog teriilete nem keletkezik a hivatkozott derékszogil haromszog, de ekkor a levezetds meg
5 ’ ns egyszerlibb, lévéna = b = ¢))
BC-m, -2, .
T = > = 5 = 6. @Mmden b)-beli trapéz esetén y
b = 6 ¢cm, és — mint mar szd esett ro- ‘
&) Bkkor BC = x+2 és m, 2.x 2’ la— 3cm < a. Kettdvel osztva és at- 18+
) rendezve az a)-ban kapott (+) dssze- L6+
(x+2) 4x fliggest: ab = 2q¢ — be, ahonnan _
igy a teriilet T = X+2 5, ab = (2a - b)c. Leosztvaa— fenti ki- 41
s b y) el : kotések miatt biztosan nemn nulla — 1+
ehiat az x i+ 2x fiiggvényt ke of— =t . ab
abrazolnunk a 10; 7] intervallumon. 2046 8 020 ; (2 = b)-vel, kapjuk: ¢ = 2a-b’ 1oy
. o i ’ Szintén a)-ban kaptuk, hogy g+
3699.] a) Mivel a trapéz érintdnégysz0g, ezérta + ¢ = b + d, . _ d = a + ¢ — b, ahova ezt beirva: -
amib8l d = a + ¢ — b. (Ha nem ismerjiik az érinto- N ab 5
négyszogek tételét, ez az eredmény minddssze d=a+ a—b — b, azaz a konkrét at
plusz egy sor beiktatdsaval akkor is kénnyen meg- . ] 6a 5
kaphato, a korhoz kiilsé pontokbol — nevezetesen . bertékkel: d = a+ Ya—6 6. i
a trapez csticsaibol — hiizott érintdszakaszok egyen- Tehat (egyszerlisitve) az 0 S e A .
loségének felirasaval.) A merGleges szar egynttal a “ 2.4 6 8 10 12 1416 @

3a .. .
trapéz magassaga is, amit a rovidebb alap masik csicsabol felmérve az a hosz- a—>at -3 6 fliggvényt kell

szabbik alapbol a — ¢ szakaszt vag le. Ebben a derékszégli haromszigben felirva } abrazolnunk a ]3; e[ intervallumon.
a Pitagorasz-tetelt: b2+ (a— c)2 =d°, vagyis b+ (a— c)2 = (a+c— b)z.
Felbontva a zirojeleket: b* + a® —2ac +c* = a* + ¢ + b* + 2ac — 2ab — 2bc.
Rendezve: 2ab + 2hc = dac (), egyszerisités és kiemelés utan: b(a + ¢) = 2ac,
amibol osztassal megkapjuk a bizonyitandd alakot.

a) Vegylik fel E-t az AD-n ugy, hogy
EF parhuzamos legyen BC-vel. Mi-
vel F felezi AC-t, igy EF az ADC A
kdzépvonala. Ezért egyrészt F fele-
Megjegyzés: zi AD-t; masrészt EF fele DC-nek,
Vagyis & harmonikus kézepe a-nak és c-nek. | vagyis egyenlé BD-vel. Ekkor
BDFE vparalelogramma, vagyis P

Mdsik megoldds: felezi BF-et. Egyittal persze ED-t

A beirt kir kozéppontja az AQ és DO szigflelezdk D ox roc s, ami mi .
; . tt P del -
metszéspontja. Az AOD 4 = 90°, mert 2¢; + 28 = /5T T oy T egyedelo pont az TN
= 180°, amelybdl « + 6 = 90°. Irjuk fel az AOD o /f r \ )
¥ - _ v _ - .
haromszogre a magassagtételt: 7> = xv, ahol v/ b b) Ekkor ’_‘ = 1és1=73. Szamtani ko-
b e s Jr . 1+3 g
re—, x=c—r y=a-r tehat Lo | zepiik — - 2, mértani kozepiik v1-3 = +/3.
5 ; ; 4 TEm——
" \ﬁ/——/ . : 4 ’ L. b (] o
P2 = (¢ —r)(a — r), amelybdl 4 c) Mivel P felezi BF-et, ezért a BCP és PCF haromszogek terlilete egyenld, nevez-
_ac Yac ziik 3r-nek. (Egyforma hosszu az alapjuk, és a hozzajuk tartozd magassig is azo-
r=_- o b= 2r= P nos: € tavolsaga BF-t6l, illetve annak egyenesétdl.) Mivel pedig 2 harmadolja
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BC-t, a BDP Ateriilete fele a PDC A-ének: ¢, illetve 21, {Alapjuk aranya 1 ; 2, ma-
gassdguk azonos: P tavolsaga BC-161.) Ekkor a DCFP négyszog teriilete (5¢) a
BDP A-ének (1) Otszordse.

Mdsik megoldds:
Tper = 61, mert alapja 3-szor, magassaga 2-szer akkora, mint a PDB hdromszdg-
ﬂek, tehat TDCFP = 6f -t =5z

i
d) Tehdt ¢ = 5, vagyis egy 0 és 3 kozowi valoszinliségli eseményt kell megad-

nunk. Ilyen példaul, hogy 6-ost dobunk egy szabalyos jatékkockaval, mert ennek

o
valoszinlisége rt

2
aminek teriilete 4Tﬂ =8z =25 (m2). A 7 m-es

kotélen egy korcikkbdl és két derékszdgli hérom-
sz0gb0l tevddik Gssze a lelegelhet teriilet. E ha-

romszdgek atfogdja 7, egyik befogdja 5, igy masik P
befogbja: x = V7% — 5% = /24 = 4,90. Az dbrin (4

10
jeldlt o szig koszinusza % igy & = 44,41°, ami-

bdl a korcikk kdzépponti szdge 180°—2-4441° = 91,17°. Teriilete ezért
91,17° oy N . " 5x
= 38,98. A két haromszdg egyiities teriilete; 2 - 5 =5v24 = 24,49

360°
A lelegelhetd teriilet igy tsszesen kb. 63,48 m2.

A

b) Amig a kotél nem hosszabb 5 m-nél, a lelegelheté teriilet egyszerfien egy félkor:

2
% (0 =r <5). Ha pedig hosszabb, ugy az eléz6 pontbeli levezetés szerint:

cos o = é, x=~r® —5%, alelegelhetd teriilet pedig

¥
180°-2
T= rzn% +5vr? =25,
Ha ismerjiik fiiggvényként a ,visszakeresést” jelenté arkusz koszinuszt, akkor

5
90° —arccos —

felirhatjuk igy (egyszerfisités utany: T = r%fo +5vr? =25, (ahol

a visszakeresés eredményét is fokban kapjuk meg.)
Ha ezt nem ismerjiik, Gsszefiiggést akkor is tudunk teremteni r &s T kdzott, csak

T —5Vr? - 25
rZJ'r

mashogyan: kifejezziik 7-bdl o-t. Rendezés utan: o = 90°

312
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— 2 —
Ennek a koszinusza ismert, tehat: cos 90"—*71—52L—2—5 -180° [ = é
rm r

Ez az sszefligges 5 < r < 10 esetén érvényes; ha ugyanis a k6tél hossza eléri a
10 m-t, akkor a négyzet szemkozti oldala mar levag a kdrcikkbdl egy darabot, igy
ekkor 1jabb dsszefliggés irandd fel.

Jelolje ekkor 2y a szemkdzti oldalbol a kér belse- > Ij;—_
jébe esé hirt, y=+r? —10%. Az dbran jelslt g ] N
szogre cos fi= Q A lelegelhetd teriilet ekkor két-

¥ X
két, o illetve fszogii derckszogl hiromszogbsl, és b /e
ket, egyardnt 90° — & — § kizépponti szogli kior-

o _ . 24
cikkbol 4ll: 7 = 2.[ 2% 100 2 90°-w—f 10
2 2 360°

Beirva minden paramétert r-rel kifejezve:

o 5 10
90° —arccos — — arccos —
T=5Vr" =25 +10vr* ~100 + r’x L .
180°
(Most is adodik mas lehetdség, elkeriilend$ az arkusz koszinuszt: ekkor o + Jixs
kell kifejezni a megel6z8 képletbdl, majd felirni a koszinuszat, amihez viszont
mar kell az egyes szOgek szinusza is, ami persze meghatdrozhaté, de igen terje-

delmes &sszefiiggésre vezet.) Fz a képlet 10 < r < v10° + 5% = /125 = 11,18

koz6Ut érvényes; ha ugyanis r eléri /125 -6t, akkor a kecske elér mér a szemkézti
sarkokba is, és onnan kezdve barmilyen kitélhossz esetén a négyzet teljes terii-
lete, 100 (m2) lelegelhetd.

Az latszik, hogy 5 m-es kotéllel még nem legelhet§ le a teriilet fele, hiszen ez a
~ félkor még kisebb a négyzet felét o ‘ L o ;

jelentd téglalapndl. Az a)-ban vi-

szont lattuk, hogy 7 m-essel mar a 190 S

felénd] t5bb elérhetd, igy a kettd ko- S N
z0tt kell keresniink a megfelelé r-et. 90+ I L o
Abrdzolva pl. a b)-ben kapott T—r 80 s
osszefiiggések valamelyiket (itt a O L Ty
T(r) fliggvényt), kozelitdleg leol- 568

vasva 5,8 m az eredmény.

(A teljesebb attekinthet8ség kedvé-
ért valamennyi tartomanyon abra-
zoltuk a megfelel osszefliggéseket.

40+
304
201

, g . 04 |
De celravezetd lehet pl. egy inter- | o
vallumfelezés is, ebbol pontosabb 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10112 »
313
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eredmény kaphaté: kb, 5,83 m. Géppel még t5bb jegyre pontosan szamolhatunk:
5,82822162 m. Ennek c¢sak a matematikai modellben van jelentdsége, a feladat
gyakorlati szempontjabol nines.)

3702.| a) Lasd az 1764. feladat megoldasat! C
F
S
- T
Topr = 20 zx)y = ~45C = 12, 5m, m| |y
6 —
amibgl 2= 0% | ann .
Y 25 14 D IE 36

Masrészt BDC A ~ BEF A, mert ol-

dalaik illeszkeddk, illetve parhuzamosak, igy o 3636 . A két tort egybeve-
y —x

tésébdl (36 — 12 = 36 - 25 = 900, amibdl 36 —x = 30 (a —30 nem johet szdba),
és igy x = 0. A keresett részek: AL = 14+ x = 20, EB = 36 —x = 30, amiknek
ardnya valoban 2 : 3.

20430

b) 20-nak és 30-nak a szamtani kozepe 25,

mértani kozepiik 2030 = 1036 = 24,49,
€)20=27.530=235, ezért (20; 30) =2 -5 = 10 és [20; 30] = 2% .3 .5 =
= 60.

. 20 3 17
d) 20 dobdasbol pontosan 3 hatost dobni [ 2 J(éJ [-2] valoszinliséggel lehet

(a binomialis eloszlas szerint). Ennck értéke kb, (1,238,

nn—73)

b) Ha a sokszog oldalszamat » jeldli, akkor = 495.
Ebbél n = —30 vagy n = 33 adodik, de csak a pozitiv gyok lehet megoldas.

Ellendrzés:
33-30

A konvex 33-szignek =33-15 = 495 dtloja van.

¢) Ha a sokszog oldalszdamat n jelsli, akkor mn=3) p

(1)

ahol p egy pozitiv primszamot jeldl és n > 2.
— Ha n paros, akkor n = 2k alakban irhato, ahol £ egy 1-nél nagyobb egész sza-
mot jeldl. Az (1) szerint tehat ekkor k&(2k — 3) = p teljesiil. Mivel p prim és &
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nem lehet I, ezért a felirt egyenldscg csak dgy teljesiilhet, ha 2k - 3 = 1, vagyis

k=2, tehatn = 4, _

A konvex négyszignek ket atloja van, €s a 2 valoban primszam.

— Ha n paratlan, akkor n — 3 paros, tehat n = 2m + 3 alakban irhatd, ahol m ter-
meszetes szamot jelol. Az (1) szerint ekkor (2m + 3¥m = p. Mivel p prim és
2m+3 > 1, ez csak Ugy lehetséges, ham = 1, azaz n = 5.

A konvex 0tszog atldinak szama is 6t, és az 5 valoban primszam.

A feladatnak tehat két megoldasa van: a sokszdg oldalszama 4 vagy 5.

d) Az atlok a paralelogrammat négy egyenld teriiletdl haromszogre bontjik. Egy
7-10-5in60°  35y3

= 30,31 (cm?2).
> (cm?)

ilyen haromszdg teriilete

a} A szabdlyos sokszog szigei egyenldk. Az n oldall szabalyos sokszog egy szdge
—2)-180° ~2)-180°
(r=2)-180%  at most LT 2):180°
n n
Ebbél # = 16 adddik, vagyis szabdlyos 16-sz6grél van szo. Ennek 16 szimmet-
riatengelye van.

=157,5°.

b) Ha a koriilirt kor sugara r, akkor a kér teriilete 7, a szabilyos 16-sz6g teriilete

¥ sin 22, 5°

pedig 16- = 8r% sin22,5°.

A kor tertilete a sokszog teriiletének
A
8r2sin22,5° 8sin22,5°
szorosa, azaz kb. 102,6%-a.

= 1,026-

c) A legrévidebb atld egy olyan
egyenld szaru haromszég alapjaval
egyezd hosszisdgnl, amelynek szar-
szige 45°, szarai pedig a korilirt
kor sugarai: d;, = 2- 12 - 5in 22,5% = 9,18 (cm) (ez egyben az adott korbe irha-
to szabalyos nyoleszog oldalanak hossza).

d} Rajzoljuk meg a hatszog korlilirt korét, A Thalész-tétel miatt a derékszogi ha-
romszog egyik oldala a szabalyos hatszog két szemkozti csicsat osszekdi6 sza-
kasz. Ezt 3-féleképpen valaszthatjuk meg. Mindegyik valasztds esetén a tdbbi
négy cstcs barmelyikét vilaszthatjuk a haromszég harmadik csticsanak. Ossze-
sen tehat 3 - 4 = 12 kiilénboz6é modon valaszthato ki derékszdgil haromszog. (A
kapott haromszdgek mind egybeviagok.)

315




OSSZETETT, ILLETVE NEHEZEBB FELADATOK

3 2 3 2
- _30x% 43 50x -5
1705 &) k() = & 0x” +30x)7 X7 (—i—z—x—)jz = 5?“;;(10 — ).

b) D, =[0; 10} az érielmezési tarto- y

12 12

mény. A grafikon parabolaiv. 196.3 |

¢) A k fliggvény maximumhelye az 5,a : y = k(x)

125 +
maximalis fiiggvenyértek ——2—;,5 . 150

A viziérfogatok kozotti legnagyobb 100 1
2
5 . 196.3 (cm?),

1
kiilénbség tehat
501

ami akkor adodik, amikor mindket
kiipban 5 cm magasan all a viz. Azel- N S,
12531532,7 (cm?), 12345678910

X

56 kipban ekkor
757

a masodikban = 2291 (cm?) viz van.

a) A C-J, E-F és A-G pirositasok nyilvanvalék, hiszen a hengerben 1évd folyadék

térfogata a folyadékszint magassigival egyenesen aranyos, a két kup egybeva-
gbsdga miatt a betdithetd folyadék térfogata e két test eset¢ben azonos, tovabba
a két kip koziil a csucsara aliitottban kevés folyadék betdltése is nagy szintemel-
kedést jelent.

A gomb esetében mindaddig, amig félig fel nem wltottik, egyre tébb folyadék
sziikséges 1-1 cm-es szintnovekedéshez a test sz¢lesedése miatt. Ezutan a folya-
mat megfordul, egyre kevesebb folyadék is elegendd 1-1 cm-es szintnbvekedés-
hez. A gomb feltdltési folyamatat tehdt az I jelli grafikon jeleniti meg. A hidnyzo
két parosiias ezért: B-I és D-H.

b) A legtdbb folyadék a hengerben van, a legkevesebb pedig a csiicsdra allitott klp-

ban.

2307 _292,7 (cm?), a leg-

A legnagyobb térfogat a henger térfogatanak fele:

kisebb a kup térfogatinak nyolcada: %153231 ~ 32,7 (cm?) (felhasznaltuk,

hogy hasonlo testek térfogatanak aranya megegyezik a hasonlosaguk aranyanak
kbeével).

¢) A henger és a gdmb esetén a maximalis térfogat feléhez 5 em tartozik, a kupok

esetén ez az érték kb. 2,1, illetve kb. 7.9 cm, a csonkakupnal pedig kb. 6,6 cm.
A kérdezett sorrend (a magassagok helyett az edények jelzését hasznalva):
A<B=C<D<E
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3707.| a) Ha AB = x, akkor EC = x, és igy a

¢) Az ABCE téglalap teriilete
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CDE egyenlé szari derékszodgii ha-
romsziog befogdi:

X XN/E

CD=ED=——= .

22 c
Mivel az 6tszdg keriilete 7 km, ezért

1
AE=BC—E(7—x—2-xzzJ= T-(+42)

2
7—(1++2)x
=7 {km).
B

T X

b) Az diszdg oldalhossza pozitiv szam-

mal fejezhet ki, ezértx > 0és 7—(1+ V2 Yx > 0 teljesiilése sziikséges, vagyis
0<x <72 —1). (0 <x<290).

Tx—(1+2)x> 2
T, 8 CDE haromszdgé pedig —J—;—

Az 6tszog alaku folddarab teriiletét leird fiiggvény tehat a kdvetkezd:
= 2
7:]0; 162 =D 5 Ry T(w) = L4x = (V2 + 12"
4
(Méslféppen: T10; 2,90 » R, Tx) = 70,957x2 +3,5x)
A T fliggvény egy olyan masodfoka ‘ Lo

fiiggvény leszlikitése, amelynek zé- ¥y | L : -
rushelyei a(ésa L 3,66, 320 |- - [ — é =T(x) N
W21 o T b
maximumhelye pedig
7 L2

=1,83. .

N2 +1

A T fliggvény grafikonja tehat egy 17
parabolatv. i _
R : .S
d) A legnagyobb teriilet a ¢) alapjan az 0 — T 1es e

AB =242 —1=1,83 kin-es valasz-

tas eseten adodik. Ekkor BC = CD = DE = AE =

=1,29 (km) (a leg-

4-42
2

nagyobb teriilet pedig kb. 3,2 km?2).
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3708. Jeloljiik a haromszog csucsait A, B, C-vel, oldalait és szogeit a szokdsos modon be-

tlzziik. A feladat szovege alapjan ekkor feltehetjiik, hogy igaz a+b = 14 ¢s

a’+b* = 102,5is.

Az a+b=14 A a”+b>=102,5 egyenletrendszer megoldasai az (5.5; 8,5) és
(8.5; 5,5) rendezett szamparok, tehat a hiromszdg a és b oldalanak hossza (valami-
lyen sorrendben) 5,5 m, illetve 8,5 m.

Elsd eset:
Ha a hiromszég tompaszégét az a és b fogja kozre, akkor a teriiletre megadott ér-

absiny _ 3.5 8’25 SV amibél sin = 0,8128. EbbéL, mivel
2
tompaszbg: ¥ = 125,63°

tek alapjan 19 =

Koszinusztétellel:

c?=1025-2-55-8,5cos 125,63°, amibdl ¢ = 12,53 m.
Példaul a 8,5 m-es oldallal szemkdzti
hegyesszoget szinusztétellel is kisza-
mithatjuk (legyen ez a hiromszog B

sinf 85

sin125,63°  12,53°
B = 3347 ésigy o = 20,90° adodik.

amibdl

szige):

Mdsodik eset:
Ha a tompaszog nem az a és b dltal kozrefogott sz6g, akkor ez csak a 8,5 cm-es ol-
dallal (legyen ez most az a oldal) szemkdzti sz0g lehet (hiszen a hiromszogben két
oldal kéziil a nagyobbikkal szemben fekszik a na-
gyobb szog). Az a és a b oldal dltal kdzrefogott y
szig szinusza (lermészetesen) ismeét 0,8128-nak ado-
dik a teriiletre megadott értékbdl, de most nyilvanva-
16an hegyesszdg, ezért vy = 54,37°.

Koszinusztétellel: ¢ = 6,93 m.

Ismét koszinusziétellel az & tompaszogre:

5,57 +6,93% 8,5
2-55.6,93
koszinusza negativ.
Ez az eset tehat nem felel meg a feladat szévegének.
Osszefoglalva: egyetlen haromszog felel meg; ennek oldalai 5,5 m, 8,5 m, 12,53 m
hosszlak, szogei pedig 20,90 33,47° és 125,63° nagysaguak.

> (), ami nyilvanvaloan lehetetlen, hiszen tompaszdg

COS&x =

318

OSSZETETT, ILLETVE NEHEZEBRB FELADATOK

3709. a) Egy négyzetes oszlopbdl 4 kocka készithetd. Ezek egyiittes térfogata 4 - 4° =

= 256 (cm?), a négyzetes oszlopé pedig 4,37 - 17,1 = 316 (cm®). A hulladék tér-
fogata kb. 60 cm?3, ami a 316 cm?-nek 19,09%-a. A gyartas sordn kb. 19,0% hul-
ladék keletkezik.

b) A dobozban a szomszédos kockak teljes lapjaikkal csatlakoznak egymashoz.
A téglatest alaku doboz egy csicsbol kiinduld hiarom éle mentén elhelyezett koc-
kdk szama legyen a, b, illetve ¢ és tegyiik fel, hogv a = b = c.
A feladat kivetelménye, hogy «, b, ¢ pozitiv egészek legyenek és abe = 36 tel-
jestiljon.
Mivel 36 = 27 - 37, ezért az aldbbi tdbldzat szerinti esetek lehetségesek.

a b c felszin (cm?)
36 1 1 2336
18 2 1 1792
12 3 1 1632
9 4 1 1568
9 2 2 1280
6 6 1 1536
6 3 2 1152
4 3 3 1056

A legkisebb felszin eléréséhez tehat a téglatest alaku doboz egy csucsbol kiindu-
16 élei mentén 4, 3, 3 kockat kell elhelyezni.
A sziikséges doboz méretei:

16 cm x 12 cm x 12 cm (ennek felszine pedig 4 - 16 - 12+ 2+ 127 = 1056 [cm?]
ahogyan a tablazatbdl is kiolvashatd).

¢) A kérdés megvalaszoldsihoz meg kell mondanunk, hogy négy egybevigd koc-
kabol hany olyan test épithetd fel, amelyek koziil semelyik kettd nem vihetd at
egymasba térbeli mozgassal, feltéve, hogy egy adott fest épitése soran (a maso-
diktol kezdve) mindig csak ugy lehet a mar meglévd kockakhoz ujabbat illeszie-
ni, hogy a csatlakozds egy teljes négyzetlapon torténjék.
A lehetséges esetek szamanak meghatirozisihoz eldszir azokat a testeket adjuk
meg, amelyekben a 4 kocka kdzéppontja egy sikban (pl. egy vizszintes sikban)

T T B B
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Ezutan meghatirozzuk azoknak az eseteknek a szamai, amelyekben a 4 kocka \ Pi'tagoras”z—tétealel az AQP, illetve BRP derékszogii P
kézéppontja nincs egy sikban: | haromszogekbdl:

! p=+38" 1,5 = 412,19 = 3,49 (cm), illetve
g=~42% —1,5" = 4/15,39 = 3,92 (cm). Prodm NI

A POR haromszogbol koszinusztétellel
| : 9+12,19-15,39 LAWARD i

Osszesen tehit 8 kiilénbozd, a megadott feltételeknek megfeleld test épi?h,etf"). Eh- e = 2-3-12,19 0,2769, tehat ¢ 3 i
hez 32 db kockéra van sziikség, ezért egy készlet elegendd ezek megeépitésehez. ; @ = 73.9°.

A PP'Q derekszbgl haromszoghdl m' = p - sin ¢ = 3,35 (cm).
’ A hibas gulak magassaga és igy térfogata is kisebb tehat, mint a hibatlanoké.
1000 gula esetén a kiilonbseg 1000(V, — V,”), ahol V., egy hibas gula térfogata.

Megjegyzés: ’ - o
Az dbrazolt testek kizott a sorrendben 6. €s 7. egybevago ugyan, de ter‘l_ac?'h moz- |
ghssal nem vihetdk at egymasba (mert & Kkét test térbeli orienticioja kiilonbozd,

' N v A - = ! 2 i
a tér mozgdasai - eltolasok es elforgatasok — pedig nem véltoztatjak meg az orien : Vg': 3 m ~10,05 (cm3), teht a keresett Kiilénbség kb.
tacion).
ciot) 1000 - (10,17 ~ 10,05) = 120 (cm?).
3710.| a) A gila m magassiga meghaté’lr(?zhz,l- E ‘ c) A b)-ben megrajzolt PP'Q derékszdgl ha- b ¢
to az abra ACE ’eg’yenlo sz4rt ha- i romszoghdl: OP' = p - cos ¢ = 0,97 cm,
romszoge segitségével. A harom- F Mivel E' felezi a QR kdzépvonalat, ezért
szog alapja: AC = 32, ezért 4 ¢ QF'= 1,5 cm. of - xZH -1k
3 \/5 2 i A gila csicsanak merdleges vetiilete az r
m? =4 — =2, | alaplap k&zéppontjatél P'E’ = 0,53 cm-re,
2 2 c azaz 5,3 mm-re tivolodott el.
A
. 23 3 : Mevicayrés: A B
tehat m = ,|— = 3,39 (cm). 3 B ‘ 2jegyzes. ’
9 l A most kapott kb. 5 mm-es elterés a térfogatvaltozas mértékével ellentétben je-
2. 23 | lentdsnek mondhaté, amit indokolhatunk azzal is, hogy ekkora eltolddds akar
A gila térfogata: V, = : 2 4. 3.39 = 10,17 (cm?). | szabad szemmel is azonnal érzékelhetd.
Egy oldallap-haromszog alaphoz tartozo magassaga pl. Pitagorasz-tétellel is meg- 3718 a) A feltekert aluminium térfogata (szorosan csévélt folia esetén) két henger térfo-
hatiroghaté: m ~ 3,71, igy egy oldallap teriilete kb. 5,56 cm?, a gila : gatanak kitlonbségeként is megkaphat:

Var = 17,17 - 290 - 1357 - 7-290 = 290 - - (17,1 > = 13,5%) ~
= 2907(290 — 180} = 100000 (mm3 = 100 cm3)
A fdlia témege kb. 270 gramm.

felszine teht A, = 3% +4 - 5,56 = 31,2 (cm?).

b) Az ABCD alaplap RQ kozépvonala-
ra és a gila P cstcséra illeszkedd
sikra szimmetrikus a ,hibas” gila.
Emeljiik ki az abrabol a POR sik-
metszetet.

b) Térfogatanak ismeretében kiszamithaté a félia vastagsiga is, ha a feltekerés elét-
ti foliat x mm vastagsagu téglatestnek képzeljiik el és igy is felirjuk a térfogatit:
100000 = 30000 - 290 - x = x = (,0115.

A folia tehat kb. 0,0115 mm (11,5 um) vastag.

c) Gyakorlati szempontbdl kielégitd valaszt kapunk, ha kiszamitjuk, hogy hany ré-
teg folia vastagsaga lesz 3,6 mm. 3,6 = 313, tehat kb. 310-320-szor fordult

) 0,0115
korbe a kartonhenger a folia feltekerésekor.
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torzitott) abrat a flakon tengelymet-
szetérol.

16 cm-es toltési magassdg esetén a
mustar egy olyan csonkakupot tolt

meg, amelynek alapkore 4 cm sugaru,
fedSkirének sugara pedig 2 + x cm.

Az APD derékszogli haromszog ha-

sonlo az RQD derékszogi harom-
sz0gh6z (mert szogeik pdronkeént
egyenldk), ezért megfeleld oldalaik A

. . . RO DQ
aranya is egyenld: — = —
y gy P D‘Z, .
vagyls £:—g—, Ebbél x = —, tehét2+x:%=2,22.

2
A mustar térfogata tehat %JE (42 +4- —299 + 2—;—} = 499,8 (cm?),

tehat kb. 500 cm3 (fél liter) az el&irt toltési mennyiseg.

b) A 14 cm-es magassaghoz tartozo csonkakup fed6korének sugara (az a)-ban leirt

madon meghatrozva) 2+%= 2—92 ~ 2,44 (cm), a betdltott mustar térfogata

pedig kb. 466 cm3.
A teljes (18 cm-es) magassaghoz tartozd térfogat kb. 528 cm?,
5-500+5-466+5-528 1494

A toltesi atlag: T = 498 (cm?).
2 2 a2
A mért értékek szorasa: \/5 25 f? +3-30 =, 19328 = 25,4 (cm3).

A megengedeit tlirés (szoras) a szOveg szerint = 10 cm3. A mért értékek esetén
ennck a 2,5-szerese adodik, tehat a betdlié automatikan allitani kell (jollehet ,.at-
lagosan nem kéarosodnak a fogyasztok”, hiszen a mért értékek atlaga alig — mind-
dssze 4 ezrelékkel — tér el az elOirttol).
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egy forgaskip és egy csonkakup tér-
fogatanak Ssszegeként is.

Az EPD derékszogl haromszoghdl:
my = 2 -5in 36° = 1,176

vy =2 sin54° = 1,618.

Az AQB derékszégil haromszoghdl:
my =2 -8in72% = 1,902

A kup térfogata;

2
H oz

Ve, = =~ 3,22 cm?. =1 C

A csonkakup térfogata: V,, = %ﬂ(r]z + 1R + r22) =10, 43 cm?.
A liiggddn terfogata tehdt V = Vi + Vi, = 13,65 cm3, tdmege pedig
13,65 cm®- 7,84 —5- =107 g= 10,7 dkg

ci

b) A ,,minimalis” henger alapkérének sugara r|, magassiga pedig m, -+ m,, ezért
térfogata V,, = rlzﬂr(mi + ) = 25,31 cmd,
4A6lc;ulladék térfogata 25,31 — 13,65 = 11,66 cm3, ami a henger térfogatanak kb.
b-a.
Ha n?gyobb hengerbdl indul a gyértas, akkor (mivel a fiigg6on térfogata ugyan-
annyi marad) még nagyobb lesz a hulladék arinya.
A gyartas folyaman tehat legaldbb 46% hulladék keletkezik.

aC-1, B-H E-G; A-J; D-F,

b) A képle’tekbe tﬁrténé’o helyettesit¢sek helyett figyeljiik meg, hogy a C jelii henger-
ben a négy masik test birmelyike ,.elfér”. Ebbl mar nyilvanvalé, hogy a henger-
ben lesz a legnagvobb a kérdéses vizfelszin teriilete (ezen a téren csak az 5 cm-
es ¢s a 10 cm-es magassdgnal akadna a hengernek ,,versenytirsa” : i
257 =~ 78,54 (cm2). s ) ’ ) megpedie

¢) A b)-beli meggondolasbél az is adodik, hogy a hengerbe fér a legtdbb viz, neve-
zetesen 250 = 7854 (cm?).

A félig bemeriilé golyd 4ltal Kiszoritott viz silya —12— V. 10* ﬂa, ez pedig a szo-
m

veg szerint 300 N-nal egyenlé: é'vg -10% lq =300N = V,=6" 1077 m3.
m
e 3 e
Ha a golyd kiilsd sugara R, akkor ATR —6.102m® = R=2 9.10 -

2
= (0,243 m.
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. 4 , .
Ha a goly6 belsé sugara r, akkor a vas térfogata ?ﬂ (R® — r?), siilya pedig 300 N.
. dm 3 3 4 " 3 3 300

Tehat — (0. 243° —r7)-7,7-10% =300. EbbSl v* = 0,243 ——F7———7 =

chat 50, ") 47 -7,7-10°
= 00,0134, azaz r =~ 0,238 m. A golyo falvastagsiga R — v = 0,005 m = 5 mm.
A szabalyos hatszdg oldala a = r, ahol r a hatszég koré irt kor sugara.
Hermia utja A-tol C-ig:
AB=a, BC=r, AB+BC=la.
Lysander ttja P-t6l C-ig:
PO+ OR+ RS+ SC.
PO+SC=r,

1
QR+ RS = ﬁa-l-la:a.
2 2

PG +0OR+RS+8C="2a

A C pontban talalkoznak, mert egy-
szerre indultak, ugyanolyan sebesség-
gel haladtak és addig mindketten 2a
utat tettek meg.

Hermia tovabbi utja: CD + DE.
Lysander tovabbi utja: CT + TE.
CDET paralelogramma, ezert két-két
szomszedos oldalanak dsszege egyenld, tehat E-ben is talalkoznak.

P ¢ Lysander

Végiill EFGU rombusz, melynek oldalai g— hossziak, mindketten 2-% = g utat

A rombusz 4tloi e L fés CE | e =
CE 1 f. Tehat az AEC A derekszogi,
atfogdja AE = 2a.

Ebbél adodik, hogy a névekvd sorozat

jarnak be, ezért a G kijarathoz ugyancsak egyszerre érnek.
tagjai e, f, 2a.
AEC A-re felirjuk a Pitagorasz-tételt

(&
: !
A £ E
24 ft=a a B a

A szamtani sorozat alapjan: ¢ + 2a = 2f = 2a = 2f —e,
ezt behelyettesitjiik a *-gal jelélt egyenletbe: e” + £~ = (2f— €)”.
Ebbd] kapjuk: 3£ — def = 0.

4

Ezt szorzatta alakitjuk f(3f —4e) =0 f >0, 3f=4e = ? =

|

3
tgor = —5:Z = o =36,87°.
A rombusz szogei: (200) = 73,74° és 180° — 73,74° = 106,26°.
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3718.] a) Néhany megfeleld dsszedllitds:

B S AN, BB

'
'
'
'
'
t

6 tiikdrtengely 2 tilkortengely
tiikrézési kozéppont titkrozési kilzéppont

tiikrzési kézéppont \A/

tilkrdzesi kzéppont

1 tiikértengely I tiik&rtengely

b) Az egyesek helyén allo szam legyen: x.
| Ekkor a tizesek helyén allo szam: x + 2,

a szazasok helyén 4116 szam: 9 — (2x + 2) = 7 - 2x.

Az eredeti szam: 100(7 — 2x) + 10(x + 2) + x = 720 — 189x.
A felcserélt szam: 100x + 10{x + 2) + 7 — 2x = 108x + 27.
A feltétel miatt: 720 — [89x = 108x + 27 + 99.

Ebbdl x = 2.

A keresett szam 342.

Madsik megolddas:
Az eredeti haromjegyfi szam abc.

abc ~cba = 99, azaz 100a + 10b + ¢ —(100c + 10b + @) = 99, igya=c+ 1. A
szamjegyek ezért: ¢ + 1, ¢ + 2, ¢. Mivel az Gsszeg 9, ezért 3c = 6, ebbdlc = 2. A
keresett szam 342.
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B:={P(x; y)|y< 4}
C:={P(x; )|y < 2x -2}

Az dbrakon szinezéssel jeleztiik a pont-
halmazokat (illetve ezek egy részét).

¥
54
4 y=4
37 B
2+
1_.
0 123456 x

b) Az A, B és C halmaz kozos részének (metszetének)
egész koordinataju pontjai leolvashatok az brarol.
Az egész koordinataju pontjai:

D, 4, E( 5, 4), F(3,3).

4
3

2l
H
0

A 23456 «

3720, A harmadik oldal, amelyik a masik ketté szdmtani kozepe, nem lehet az atfogo,

mert az a leghosszabb, tehat két eset van:

. . .ooa+24 . . .
1) az atfogo a 24 cm, ekkor a két befogo a es és a Pitagorasz-tetel szerint:

2
a’ +(a+224j =247, amib8l 4a” + a” + 48a + 576 = 4 - 576, azaz

5a°+48a 1728 = 0.
Ennek a masodfokn egyenletnek a gyokei: 14,4 és —24,
Mivel a egy befogd hosszat jeldli, csak pozitiv szam lehet, igy a = 14,4, s akkor

14,4424

a masik befogd b= =19,2, az atfogd pedig 24. (Ez éppen a klasszi-

kus 3, 4, 5 derékszdgli haromszog 4.8-szoros nagyitasa.)
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c+ 24

2) az egyik befogd a 24, ekkor az atfogd legyen ¢, és a masik befogo , ek-

c+ 24

2
kor a Pitagorasz-tétel szerint: 24° +[ ] = ¢, amibél

4¢? = ¢7 +48¢ + 576 + 4 - 576, azaz 3¢ —48¢ — 2880 = 0; ¢~ 16 - 960 = 0.
Ennek a masodfoku egyenletnek is két gyoke van: 40 és —24. Mivel ¢ az atfo-

g0 hosszat jeldli, ezért csak 40 lehet. Ebben az esetben a két befogd 24 és
40+ 24

= 32. (Ez éppen a klasszikus 3, 4, 5 derékszdgi haromszdgnek a nyole-

$ZOT0OS nagyitasa.)

3721, Legyenek az egyik téglalap oldalai x és . 1€

x+ 18; amasiké x + 6 és x + 24,
A feltétel szerint:

(x+6)(x +24) = 360 + x(x + 18),

12x = 360 — 144 = 216; azaz x = 18, x+18 x+24
Tehat a lemezek teriilete:
t, = 18- 36 = 648;

t, =24 -42 = 1008.

Mesik megoldas:
Legyen a és b az egyik, ¢ ¢s d a masik téglalap oldalainak centiméterben mért
hossza. Ekkor a széveg szerint: (1) |ab — cd) = 360

(2ya-b=18
(3)c—-d=18
Da-c=6

Ebbdl kell meghatarozni az oldalakat. Fejezziink ki mindent a segitségével: (4)-bol:
c=a—-6;(2)bblb=a-18, végil 3)-bold=c-18=a—-6-18 = a—24. Eze-
ket beirva (1)-be: |a(a ~18)-{a—-6)a- 24)| = 360. Mivela,a-6,a—18,a-24
pozitivak (oldalhosszak), és a > a — 6, valamint @ — 18 > a — 24, ezért az elsd szor-
zat nagyobb, mint a méasodik, elhagyhato az abszolutérték-jel:

ala - 18) — (a - 6)(a —24) = 360.

Ebbd! beszorzas utan: a> — 18a — a> + 30a — 144 = 360, azaz 12a = 504, tehat

a = 42 adodik. Vagyis az egyik téglalap oldalai: 42 és 24; mig a masiké 36 és 18.
Mind a négy egyenlet fennill ezekre a szamokra, igy a kérdésre adott valaszunk:
1008 cm?, illetve 648 cm? a két téglalap teriilete.
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3722, a) A magassig lesz a bekdtd at.

b) Ki kell szamolni a haromszdg keriiletét, illetve egy-egy oldalanak és a hozzatar-
tozd magassag hosszanak Gsszegét. Ez utdbbibdl harom viltozat lehetséges. A
keriilet a megadott oldalak 6sszege: 21 + 24 + 17 = 62 (km). A Heron-képletbdl
a haromszog teriilete: 7 = \/S(s —a)(s —-b)s —c), ahol s a fél kerlilet, tehat
31 (km). Ezzel a gyok alatt az alabbi négy szam szorzata szerepel: 31, 10, 7, 14,
Tehat 7% = 30380, ahonnan T = 174,3 km2. A teriiletet azonban ugy is kiszamit-
hatjuk, hogy az oldalt szorozzuk a hozzatartozo magassaggal, és a szorzatot oszt-
juk 2-vel, Eszerint: am, = bm, = cm, = 348,6. Mivel a =21, b =24, ¢ = 17,
ezért m, = 16,6; my = 14,5, m_, = 20,5. Eszerint, ha minden telepiilést mind-
egyikkel Osszekotik, akkor 62 km Ut kell, ha egy oldalt és a hozzatartozd magas-
sagot, akkor a kovetkezd eredmények adodnak: 21 + 16,6 = 37,6 (km);
24 + 14,5 = 38,5 (km); 17 + 20,5 = 37,5 (km). E harom utobbi szam kozott
nincs nagy kiilonbség; a legjobb, ha a legrévidebb oldal és a hozzatartozd ma-
gassag mentén epitik meg az utakat.

3723. a) A fiirdészoba alapjanak keriilete 9 m. Ha 1,8 m magassdgig mindent becsempéz-

nénk, akkor 9 - 1,8 = 16,2 (m?) csempére lenne sziikség. Az ajtd miatt 0,7 - 1.8 =
= 1,26 (m?)-t, a fiirdékad miatt 1,6 m2-t levonva kapjuk a burkelando feliilet te-
ritletét: 13,34 m2.
13,34

b) 5’—;4 = 14,2 (m?) csempére van sziikség,

c) Egy csempe 0,2 % = 0,04 (m2) teriiletii. Osszesen kb. fl)io% = 355 darab csempére

van szilkség.

Megjegyzés:

A csempék kozott altalaban hézagot (gynevezett fugat) hagynak, amit késdbb
fehér vagy mds szinli kétéanyaggal téltenek ki. A hézag nagysagatol fliggden a
szamitottnal kevesebb csempe is elegendd lehet.

d) A virdgminta egy szirmanak terlilete kiszamithato egy 10 cm sugaru negyedkor
s egy 10 cm befogdj egyenld szani derékszogil haromszog teriiletének kiilonb-

10°7  10°

ségeként is. A viragminta teriilete tehat: 4 - el 100(w —2) =

= 114,2 (cm?2). Ez a csempe 400 cm2-es teriiletének kb. 28,55%-a.
A burkolt feliiletnek kb. 71,4%-a lesz vilagosabb és 28,6%-a sttétebb tonusi.

e} Nem kell befesteni a szellGz0nyilast és az ajtd csempe [6l€ nyald részét. A befes-

tends teriilet tehat: 2,5 -2+ 0,85-9-0,1°72-02-0,7 = 12,5 (m?).
A festés 12,5 - 150 = 1875 Ft-ba keriil.
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a) Az eredeti teriiletek:
Th = T(BCC'BYy = 16,08 - 44 = 707,52 = Az L telek teriilete 707,5 m?2.
T(I) = TCABB'Ay = 18,02 - 44 = 792,88 = A IL telek teriilete 792,9 m2,

1+0,2
A teriiletviltozds: T(DBB' D'y = =92 44~ 6.60.

T+ 6,60 = 714,12
A teriilet 786,3 m2. ’

6.6 = (3,0093 =

707,5
T(I) novekedése 0,93%.
6,6

——— = (},0083 =
792.9
T(II) csokkenése 0,83%.

b) A kerités tényleges hossza a BB'D'D
trapéz derékszogl, DD’ szara. Ezt
Pitagorasz tételével szamitjuk ki:
DD = 0,17 + 44,007 = 1936,01 = DD’ = 44,00 (m).

Megjegyzés:
DD'-nek a BB-t3l vald eltérése csak a 4. tizedes jegyben jelentkezik. A meérési
hibahatar ennél nagyobb.

44,0
jom]

0,2 16,08
A’ 17,82 D' B' 106,28 '

a) Egy kartonlapbdél egy 70 cm dtmeérdji korlap vaghatd ki; ennek kerulete 707 =
= 220 cm. % = 4,15, tehat 4 darab korcikk vaghato ki egy kartonlapbol.

35-53

A négy korcikk egyiittes teriilete 4. =3710 (cm?). A hulladék egy kar-

tonlap esetén 5600 — 3710 = 1890 (cm?), ami a kartonlap teriiletének kb. 34%-a.
b) A korcikkbél olyan kiip készithetd, amelynek alkotodja 35 cm, alapkdrének kerii-
lete pedig 53 cm {tehat az alapkor sugara ;—3 = 8,44 cm). Egy ilyen kip ma-

T

gassaga kb. 34 cm; ekkora tavolsagra lesz az asztallaptol a kip csucsa.

a) A tolgy a T(3;4) pontban allt, a roka az R(-2; 6) pontban, a nydl pedig az

N(5: —1) pontban volg, ezért TR = /5% + 22 = 4/29 és TN =22 +5° = 429,

Egyszerre hallottak tehdt a csattanast.
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b) Bagoly a T koézéppontd, @ sugara kor (1; ») pontjaban volt. Ez azt jelenti,
hogy az (1; b) rendezett szdmpér az (x —3)” + (y —4)% = 29 egyenletnek rmegol-
dasa, tehat az (1 - 3) Lo (h—4) =29 kijelentés igaz.

EbbSl (b-4)>=25 & b=-1vb=9
Bagoly tehat vagy az (1: —1) vagy az (1; 9) pontban csapott le a pocokra.

3727.] ) Ha a kivalasztott csticsok kozott van két szomszédos, példaul A és B, a keletkezd

haromszogek: ABCA = ABHA, ABDA = ABG A, ABEA = ABF A,

Ha nincs két szomszédos csucs kzottilk, akkor biztosan lesznek olyanok , ame-
lyek masodik szomszeédok, példaul A és C, a megfeleld haromszogek: ACE A =
= ACG A és ACF A. (T6hb kiilonbozd haromszog nincs, mert nem lehet mindha-
rom oldal AC atlonal nagyobb.) Tehat 6t killonbdz6 haromszig j6n igy létre,

360°

by c)AOB 9 = BOC 4 =

0AB ¢ = B0 4¥ > ¥ 61,5
Ezt felhasznalva:

(1} az ABC egyenld szdri haromszdg szdgei:
ABC g = 135% CAB ¢ = BCA ¢ = 22,5°

(2) az ABE deréksziigii hdromszdg, mert AF a
kér atmérdje, tehat (Thalész tétele szerint) A C
ABE 4 = 90°, valamint FAB ¥ = OAB < = 67,5° B
és igvy AEB g = 22.5°

(3) az AE atmérd, ezért ACE & = 90°, ACE egvenld szdri devékszigii hdrom-
sz6g EAC 4 = AEC 4 = 45°.

(4) az ACF egyenld szdri hdromszog. ABE és BAF egybevagd haromszigek,
ezert AFB 4 = AEB 4 = 22,5°[1. (2)], igy AFC & = 45° és a mdsik két szog 67,5°,

(5) Az ABD haromszéghen ABD 3 = ABO 4+ OBD I = 67,5°+45° =
= 112,5°, valamint BDA 4 = CEB 4 = AEC 4 - AEB 4 = 45°-22,5° = 22,5°,
és DAB 4 = 45°
Specidlis haromszoget kapunk a felsoroltak koziil az (1), (2), (3), (4) esetben,

= 45°,

Megjegyzés:

1} A megoldashoz felhasznalhatjuk, hogy a szabdlyos n-szbg barmely szdge

(n—2)180°
" ‘

2} Hamarabb megkapjuk a haromszégek szbgeit, ha felhasznéljuk a kdzépponti

¢és keriileti szdgek tételét.

. Ennek alapjan a szabalyos nyolcszég minden szige 135%-0s.
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Ha a kivalasztott csucsok kozdtt van ket olyan, ame-
lyek egy é{ végpontjai, akkor a harmadik csiiccsal
ezek egy olyan sikot hataroznak meg, amely a kocka
egy negyedik cstcsat is tartalmazza. Példaul ha a ki-
valasztott két csucs A es B, akkor

C-vel egyiitt D (ill. D-vel egyiitt C),

E-vel egyiitt FF (ill. F-fel egyiitt E),

G-vel egyiitt H (ill. H-val egyiitt () is illeszkedik a megfeleld sikra.

Ha a kivalasztott csucsok kizott szerepel egy festatlo két végpontja, akkor ezek bar-
mely harmadik cstccsal és annak a kocka kdzéppontjara vonatkozd tiikorképével
egy téglalapot hataroznak meg, tehdt egy sikra illeszkednek.

Ahhoz, hogy a kivélasztott harom pont sikjara ne illeszkedjen a kocka egy tovabbi
csucsa, szilkséges, hogy a harom csucs koziil barmelyik ketté egy lapdtio két vég-
pontja legyen. Igy az alabbi négy-négy pontbol kell harmat-harmat kivalasztani:
f[M1A, C F.H;, [2]1B,D,E G.

(A két pontnégyes a kockaba irhatd szabdlyos tetraéderek csucspontjai.)

8 4
Az (sszes eset szama: [3] = 56, a kedvezd esetek szama; 2 - [3) =8,

a keresett valdszinliség: U = % = 0,143,

1 4
a) (] =9.6-1077
101

b) Ocsi x
EIc

Megoldando tehdt az xy = 480 A (x+ 12)(y — 2) = 480 egyenletrendszer.
Kezdhetd a megoldas behelyettesité modszerrel is, de lehet, hogy rovidebbnek
talaljuk a kdvetkezé utat:
xy =480 A xy—2x+12y—24 = 480
xy =480 A 480-2x+ 12y -24 = 480
xy =480 A x=06y-12
6y —12)y =480 A x=6y—12
Y —2y-80=0 A x=6y—12
yv=-8 vy=10) A x=06y-12
m

A feladat szdvege miatt csak y = 10 A x = 48 Iehetséges, azaz Ocsi 48 =
perc

sebességgel gyalogol és y perc alatt kell beérniiik az ovodaba.

=288 % sebességgel gyalogol és 10 percig tart az ovoddba vezets 1t
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Ellenérzés:
48 2

perc sebességgel gyalogelva 10 perc alatt 480 métert tesznek meg.

Ha percenként 60 métert tesznek meg, akkor a 480 méter megtételéhez 8 percre,

azaz valoban 2 perccel kevesebbre van sziikség, mint eredetileg.

Tehat 740-ig kellett az oviba megérkezni.

3730.| A feladat szOvege szerint annak a valdszinfisége, hogy a vaddsz 100 méterrdl elta-

lala a rokat, egyrészt 0 -nel egyenld (ahol k a forditott aranyossdg aranyossagi

= l Ebbdl &k = 5000.

k
00> 2

02

tényezdje), masrészt

1 o .
a) 5 annak a valoszinlsege, hogy a vadasz elsbre nem talalja el a rokat. Annak a
k5000 2

, o , 150° 22500 9°
Igy annak a valosziniisége, hogy a vadasz csak mdsodszorra talalja el a rékat:
1 2 1
——==—=(,11.
29 9

b) A feladat szovegében leirt esemény kétféleképpen kovetkezhet be: vagy elsbre
eltalalja a vadasz a rokat (ekkor nincs masodik 16vés), vagy elsére nem taldl, de
masodikra igen.

A két esemény egymast kizdrja, ezért annak a valoszinisége, hogy a roka meg-

valosziniisége, hogy a masodik 16vésnél eltaldlja:

l16véschez ket 16ves elegendd: 5 + 1 = % = 0,61,

3731 a) Sorrend:; ¢} Tavolsagok:
Merkur 039 | 585 107 km
Vénusz 0,72 | 1,08 10%km
Fsld 1 1,50 - 10% km
Mars 1,52 | 2,28.10%km
Jupiter 52 7,80 - 10% km
Szaturnusz 954 143 10° km
Urdnusz 19,19 | 2,38-10° km
Neptunusz 30,06 | 4,51-10° km
Plté 39,52 | 593.10° km
b) Atlag: 11,90

d} 9 kiilonboz6 dolgot 9! = 362 880-féleképpen rakhatunk sorba.
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3732. a) El6szor a havi kiadasokrd) és bankkoltségekrdl keszitsiink tiblazatot.

dtutalds, | Atutalds, | Atufaldsy | készpénzfelvét | epyéh dij | Gsszesen
dsszege 10 000 12 000 13 000 50 000 - 85 000
BE dija 20 20 20 250 50 360
CE dija 40 48 52 200 - 340

Egy év alatt a BE bank sszesen 12 - 360 = 4320, a CE bank pedig 12 - 340 =
= 4{80 fabatka dijat szamit fel.

Mivel a tartosan befektetett 3sszeg mindkét bank esetében ugyanannyi, de a CE
bank 1%-kal magasabb kamatot fizet, ezért ez a bank tlinik eldnydsebbnek. Ezt
tamasztja ala az eldbbi szamitasunk a felszamitott dijakro], raadasul a CE bank-
ban havonta nagyobb 8sszeg és ez még magasabb kamatlibbal is marad a lekotes
nélkiili szamlénkon, mint a BE bankban.

A folyoszamla év végi egyenlegének kiszamitasdhoz vegyiik figyelembe, hogy
azon a lekotott dsszegek, az ezek utdn jaro kamat, a lekdtés nélkili dsszegek €s
az ezek utan jaro kamat szerepel.

Ha a BE bankban havonta 10 ezer fabatkat kot le Alonzo, akkor az elsé 10 ezer
fabatka az év végén (egy év milva) 10 - 1,1 = 11 ezer fabatkat ér, tehat 1 ezer fa-
batka kamatot fizet a bank, a tobbi lekottt Gsszeg utan még nem irnak jova ka-
matot.

Minden njabb havi fizetés a lekdtes nélkiili tdkét

100 000 — 85 000 — 10 000 — 360 = 4640 fabatkaval noveli.

A lekotés nélkiili dsszegeket havi kamatos kamatozéssal szamoljak el. Az elsé

honap elteltével tehat a 4640 fabatka utan 4640 - 0,036 - 1—12- = 13,9 fabatkat fizet

a bank. Mivel a 13,9 fabatka éves kamata 0,5 fabatka koriili érték, ezért (ezt el-
hanyagolva) mondhatjuk, hogy egy év alatt koriilbeliil
1394213943139+ ... +12-139=139-(1+2+3+...+12) =

= 13,0 - 78 = 1084 fabatkat fizet a bank a lekotés nélkiili betétek utan (ebben a
becslésben 6 fabatkanal kevesebb a hiba).

12 - 10 000 + 1000 + 12 - 4640 + 1084 = 177 764, tehat a BE bankban a kezdé-
év végen kb, 177,76 ezer fabatka lenne Alonzé folyoszamlajan.

Ha a CE bankban havonta 10 ever fabatkat kot le Alonzo, akkor az elsd
10 ezer fabatka az év végén (egy év mulva) 10 - 1,11 = 11,1 ezer fabatkat ér, te-
hat 1,1 ezer fabatka kamatot fizet a bank.

Minden tjabb havi fizeiés a lekotés nélkiili tokét

100 000 — &5 000 — 10 000 — 340 = 4660 fabatkaval ndveli.

A lekotés nélkiili dsszegeket havi kamatos kamatozassal szamoljdk el. Az elsd

1 ,
hénap elteltével tehét a 4660 fabatka utan 4660 - 0,048 - n) = 18,6 fabatkat fizet

a bank. Mivel a 18,6 fabatka éves kamata 0,9 fabatka koriili értek, ezért (ezt el-
hanyagolva) mondhatjuk, hogy egy év alatt kdriilbeliil
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18,6 +2-186+3-18,6+...+12-186=186-(1+2+3+...+12)=

= 18,6 - 78 = 1451 fabatkat fizet a bank a lekotés nélkiili betétek utan (a becslés
hibdja kisebb 10 fabatkanal).

12 - 10000 + 1100 + 12 - 4660 + 1451 = 178 471, tehat a CE bankban a kezdéév
végén Alonzo folydszamlajan kb. 178,47 ezer fabatka lenne.

A szomszédos hazak szama kozott a kiilonbség 2. Ha Gézaék utcaszakaszan n (n = 4)
n-[2a+2-(n—-1)]

2
=17lezértn- (¢ +n-1) = 171. Mivel a = 1,

haz &ll és az elsé hazszam g, akkor a hazszamok Gsszege

n-[2a+2-(n—-1)]
2

ezertn < a+n—1,1gy 171-et gy kell két tényezd szorzatara bontani, hogy n a ki-

sebbik tényezd, amelyre tehat 4 < n < /171, azaz 4 < n < 14 all fenn.

171 =3.3.19, 171 osztdi: 1, 3,9, 19, 57, 171.

A feltételnek csak n = 9 felel meg, Fkkor @ = 11, és Géza hdzszama 17.

A feltétel szerint

1)Ha coser = %, akkor az egyenlet els6foku (-4x+4 =0, és ennek egy valds
gyoke van). Ekkor « = % illetve o = 5%

IL) cose i% esetén masodfokd egyenletet kapunk. Ennek pontosan akkor van
egy valos megolddsa, ha a diszkriminansa nulla.
D=16-4 - Q2cosa—1)(4cosex+2)=16-82cosx—1)- (2cosex + 1) =
= 24 - 32cos’x.

D=0ha coszazg, azaz, ha |cosoc|:?3.

Figyelembe véve, hogy o [0; 2x]\ {% %ﬁ} a masodfoku egyenletnek egy

gyoke van, ha oc:%, ill, ha (x:%yi, vagy ha oc:%r,ill. ha ocz%z.

Osszegezve:
A megadott egyenletnek akkor van pontosan egy valos megoldasa, ha

pelm m 57 Tn Szl
6°3 6 67 37 6]

Tegyiik fel, hogy x < y < z. Igy 296 = 2% + 27+ 2% < 3. 2% amib6l z > 6 adddik.

Masrészt 2° = 256 < 296 < 512 = 2°, ezért 7 < 8.
Tehat z lehetséges értékei:7, illetve 8.
Haz=38,akkor40 =27 +2¥ <2.2% 8527 +2Y = 40 < 64.

Ezekbdl 20 < 27 < 64, azaz 4 < y < 6, tehaty = 5és 27 =40-32 = 23, azaz x = 3.
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Haz =7, akkor2*+ 27 = 168 és y <7, valamint 168 < 2 .27 amihg] v > 6, tehat

y csak 7 lehet. Ekkor 2” = 40 adddik, ami semmilyen x egész szamra nem teljesiil.
Az egyenlet megolddsa a (3; 5; 8) szamharmas és ennek permuticidi, azaz még a
(3; 8;5),(5: 3, 8), (5: 8, 3), (8; 3, 5), (8: 5; 3) szamharmasok.

3736,) a) Ismeriink harom adatot, ¢ = 0 legyen 1960, ekkor N(0) = N, = 3 - 10°. A K ke-

resett dllando és az a paraméter értékét a masik két adatbol szamoljuk:
N(IT) =4,1-10° és N(34) = 5,5 - 10°.

K-3.10°
3-10° + (K =3-10%)a""
12,3-10° +4,1(K - 3-10%a" = 3K, aztén:
7 3K -12,3-1¢° _ 3(K —4,1-10%)

41K -12,3-10°  4,1(K-3-10°)

K-3-10°
3-10° + (K -3-10%)4*’
16,5-10% +5,5(K~ 3 - 109> = 3K, aztin:
g4 - 3K-16510°  3(K-55-10°)

Az elsébél elébb: 4,1-10° =

majd:

A masodikbél elGbb: 5,5-10° = majd:

5,5K-16,5-10° 55K -3-10%)
3K —5.,5-10%) {3(}(—4,1-109)}2

Mivel 2 = (@')?, ezért oo :
5.5(K—-3-10°) | 4,1(K -3-10%)

Kihasznalva a szamlalok és nevezdk adta egyszerlisitési lehetSséget, keresztbe-
szorzas utan: 16,81(K - 5.5 - 10" (K -3 - 10%) = 16,5(K — 4,1 - 10%)2,
Zarojelfelbontds utan: 16,81K% - 142,885 - 10°K + 277,365 - 1018 =

= 16,5K° - 135,5 - 10°K + 277,365 - 10",

A konstansok kiesnek, Gsszevonds és a nyilvin nem nulla K-val egyszertisités
utdn: 0,31K = 7,585 - 10°, azaz K ~ 24,468 - 10°.

Tehat a modell szerint kb. 24,5 millidrd ember tud megélni a F6ldon.

b) Visszairva K értékét barmelyik, a-hatvanyt szolgaltatd képletbe, és megfeleld
gyokot vonva kapjuk: a = 0,979. Ezen paraméterekkel szamolva 2050-ben
N(90) = 12,0 millidrd, 2100-ban pedig N(140) = 18,1 milliard lesz az emberiség
létszama,
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F(0) = F(F(2002)) = fF(f(4004))) = f(f(2003)) = f(F(f(4005))) = f(f(2004)) =
= FF(F(A006))) = F(F(2005)) = Ff(F(4007)) = f(f(20006)) = f(5) =

= f(f(2007)) = f(6). Bz innen kezdve lathatoan minden masodik 1épésre a 6 utan
kivetkezd, egész helyeken vett helyettesitési értékeket adja meg sorban. Folytassuk
gondolatban egészen F(2006)-ig a sort, amire végre megkapjuk a konkrét helyette-
sitési érteket: 5.

a) A szdmtani sorozat tagjait az elsd taggal és d = 2-vel kifejezve, atalakitjuk az
adott kifejezést: a,2 + 2a22 + 3(;132 + 4a42 =
= a2+ 2a, + 2% + 3(a, +4Y + Hay +6)" = 10a,” + 80a; + 200.
A megoldashoz elész6r nézziik meg hogy bonthatd fel a 10 és a 200 két negyzet-
szam Osszegére! 10 = 1+9, 200 = 100+ 100 = 4 + 196. Ezek alapjan tobb

megfelelé felbontas is talalhato: 10a,2 +80a; + 200 = (ay + 10)* + (3a; + 10)° =
= (a, - 2% + Bay + 147 = (~a, — 10)” + (3a, + 10)" =
= (a, + 10)% + (= 3a, - 10)° stb.

b) Az egész tagi szamtani sorozat differenciajat jeloljiik d-vel. A sorozat tagjait ki-
fejezziik a,-gyel és d-vel, majd behelyettesitjiik a megadott Kifejezesbe:
a2+ 2ay + d) +3(a, + 2d)° + 4ay + 3d)* = 10a,” + 40a,d + 50d°.
Bontsuk fel a 10a,” és az 50d % kifejezéseket ket kifejezés négyzetének dsszegére!
10a,” = a,> + (3a,) és 50d° = (5d)* + (5d)* = d” + (7d)*. ¥z alapjan
10a,2 + 40a,d + 50d° = (a, + 5d) + Ba, + 5d)* = (a) —d)* + (3a; + 7d)’ stb.
(Ahhoz, hogy a megadott kifejezés valoban két négyzetszam Osszege legyen,
sziikséges, hogy a felbontdsban szerepld tagok egészek legyenek. Bz teljesiil, mi-
vel a sorozal tagjai egészek, s igy a, és d is egcsz.).
Tehat az Allitds igaz minden egész tagl szdmtani sorozatra.

a) Legven AB = CD, és a masik ket
oldal felezépontja E és F. Hizzunk
E-bil AB-vel, illetve D(C-vel parhu-
zamos €s egyenld szakaszokat (EJ,
EK). Ekkor ABJE és EKCD parale-
logramma, igy BJ || KC és egyenld,
hiszen az egy egyenesbe esd €s
egyenld AE-vel és ED-vel parhuza-
mosak és egyenldk. Igy tehat BJCK
is parallelogramma, atloi felezik
egymast, vagyis F nemcsak BC-nek,
hanem JK-nak is felez6pontja. Mi-
vel eredetileg AB = DC, ezért EJ = EK, az EJK A egyenl6 szari. Ekkor JK alap-
jahoz tartozo EF sulyvonala egyuttal szogfelezd is: JEF ¢ = KEF 4. A Gnél,
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H-nal keletkezett ket, keresett sz6g pedig ezekkel egyallasd, tehat veliik (és igy
egymassal is) egyenld.

b) Az eldz6 pont szerint a kereseit s

szog a JEK 4 fele. Viszont a JEK J-
gel egyezd a BA és CD oldalak
meghosszabbitidsanak metszéspont-
jiban keletkezett szog (mert egyal-
lasuak, az 4j abran ez az AID 9).
Most az adatok miatt (6, 8, 10-es
szakaszok) a BCD A derékszbgi. A
BAD J-et meghatarozzuk a koszi-
nusztétellel:

2, 22 g7
cosBAD§ = L0 "8 ;64 68 = 0,25,
ahonnan BAD 4 =104,3°, Meliékszoge igy DAI 9 = 180° - 104,5° = 75,5
Ugyancsak az ABD A-ben egy szinusztétel: % = E, amibdl
sinBAD9 8

sin ADB 4 = 0,7262, amib8l ADB ¢ = 46,6°. A derckszoggel egyiitt igy az
ADC & = 136,6°, mellékszigeként ADI§ = 43,4°. Az ADI A-ben a szgosszeg
révén tehat AID ¥ = 180°-75,5°-43,4° = 61,0°. Tehat ennek felét, vagyis
30,5%ot zar be az AD és BC felez8pontjaira illeszkedd egyenes az AB, illetve CD
oldalegyenesekkel.

Mdsik megoldds:
sin CBD & = % ,ebbdl a CBD 4 = 36,9°
2,92 42
cos ABD 4 = %4—, innen ABD & = 29°,

BCD 4 = 90°-36,9°. Az AID & = 180°— (ABD ¢ + DBC ¢ + BCD 3).
Az AID 4 =61,0°.

1-x

X E l1-x : x .

Ebbél x2 +x - 1 = 0 adodik, amelynek

—1-+5 V51
2 2

=—1,618 ¢&s

két valos gyoke van: = 0,618.

V5 -1

Csak a pozitiv megoldas lehetséges, tehat a k; kor sugara = 0,618.
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b) Az AKB haromszog egyenld szam,

mert KA és KB a k; kor egy-egy su-
para. Ezért KAB ¥ = KBA 3 = %

BKF < az AKB hiaromszog kiilsd
szige, tehat

BEF g =EKABg+KBAd=o

A BFK derékszbgl haromszdghol:
Coser = J—S—z-l = (),6180,

tehat e = 51,83°.

. Cos X T
c) sinx = — O<x<—
sin x 2

.2
SN X = COS X

2
l—-cos“x=cosx

2
cos“x+cosx—-1=0

—1-+/5 V5 -1
2

vV COSX =
2

COsx =

Hegyesszog koszinusza pozitiv, ezért cos x =

[ER~]

id
2

lehetséges csak, azaz ép-

pen az aranyszog a megoldas: x = 0,9046 radian, illetve x = 51,83°

3741) a) A szabilyos hiaromszig magassaga

x/§ cm, tehat a kérdezett szakasz
hossza 2 — \/_ = {3,268 cm.

b) Az ABC szbget az ABR és az RBC
szog Osszegeként hatdrozzuk meg.
A BMR egyenld szird haromszog
szarszdge 30°-o0s, tehat

d=MRB g =75 ésigy

ABR & =90°- 6= 15°

Az APM haromszog szabdlyos,
ezért o = 60° Mivel § = 30° igy
o+ f = 90° vagyis a PMR harom-
sz0g M-nél derékszdgl, tovabba
MP = MR = 2 cm miatt egyenld
szaru is = p = 45°,
g=180°-p—d=60°
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Megjegyzés:

Tobb ismeret birtokdban gyorsabban is meghatérozhatjuk az e szoget:
PAB g = 2-60° = 120°, igy a keriileti szdgek tétele miatt

FAB 4 = PRB ¢ = 120°, tehat ¢ = 60°.

Az RSB derékszogil haromszogben az a) alapjan RS =2 — V3, igy Pitagorasz-
tételiel:

RB =23 +1 = 8- 43 = (6 —v2)? =6 -2 ~ 1035 em

(a feladat jellegébdl adodoan célszerii a pontos értékekkel szamolni).

Megjegyzes.
RB pontos értcke a BMR egyenl$ szari haromszogbdl pl. koszinusztétellel is
gyorsan megkaphato,
A @ hegyessziget a BCR haromszogh6l szinusztétellel hatarozhatjuk meg:
sing w\/g—\E \/g—\/i w@ 3x/§-\/g
= = sinp=———" = =" "7 ~(,4483 =
sin 60 2 2 2 4
@ = 26,63°
RBC 4 = 180°—e- ¢ = 93,37°.
Tehat az ABCDE 6tszégben ABC 4 = 93,37° 4 15° = 108,37°
A szabalyos otszig egy belso szdge 108%-0s. Az ettdl vald eltérés 0,37°, ami a
108°-pak minddssze 0,34%-a (3,4 ezreléke)!

3742, a) Legyena 15 cm hosszu él pl. az AD. D

Az ACD haromszdgben a harom-
szdg-egyenldtlenség miatt

AC > CD - AD = 25, tehat 15 40

AC = 30 cm.

Az ABC haromszdgben a harom- A C
sz0g egyenldtlenség miatt

BC > AC - AB = 20, tehat 10 =

BC = 25 cm. B

Ebbdl pedig BD = 20 cm kovetkezik és ez lehetséges is, hiszen ekkor mind az
ABD, mind a BCD haromszdgben teljesiil a haromszog-egyenlétlenség.

Az AD €l hosszanak megvalasztasa utan egyértelmiien adodott a tObbi él hossza.
Ha az AD &l helyett az AC (a BC vagy a BD) é1 hosszat vilasztottuk volna 15 cm-
nek, akkor ugyancsak egyértelmiien adodott volna egy-egy haromoldalui gila
(tetraéder). Ezek azonban egybevagok az altalunk megadottal, tehat nincs a meg-
adottol 1ényegesen kiildnbozd haromoldald gila (tetradder).

b) Az egyes lapok teriilete {(az a)-beli méretezés esetén);

Tapc = 1171 em?, Typp = 72,6 cm?, Tpep = 204,5 cm?, Tycp = 191,1 2.
A gila felszine 585,3 cm2.
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8.A. Els6 feladatsor
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I rész
Al
A valasztott szamoktol fiiggden lehet, hogy | 2 pont | A két eset megtalalasaért 1-1
igaz,pl:a = 1ésh = 2, akkora” < b°, mert pont jar.
1 < 4; és lehet, hogy hamis, pl.: haa = -3 és
b =2, akkor a® > b*, mert 9 > 4.
Osszesen | 2 pont
A2
[36; 45] = 130 2 pont | Indoklas nélkiil is két pontot ér
Legkozelebb 180 s mulva keriilnek ismét a helyes valasz.
egyszerre a kiindulasi helyzetbe, Ha utal rd, hogy a legkisebb
kdzds tobbszorost kell felirni,
de a kiszamitas hibas, vagy ha
a mértekegység hianyzik, ak-
kor 1 pont jar.
Osszesen | 2 pont
A3l
I megoldds:
A feladat megoldasahoz célszerli Venn-diag- | 1 pont | Az 1 pont akkor jar, ha az dbra-

ramot késziteni.

ban szerepelnek a kiszamitott
értékek (a 7 és a 4) is.
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A kiilldottség 7+ 2 + 4 4+ 3 = 16 tagi. 1 pont
II. megoldds:
A feladat megoldhatd a logikai szita alkal- | 2 pont
mazasaval is.
Angolul vagy németiil 9 + 6 — 2 kiildétt tud
beszélni (hiszen az angolul és németiil is tu-
dokat a 9 + 6 Osszegben kétszer vettiik figye-
1embe).
Igy 13 + 3 = 16-an utaztak kiilfoldre.

Osszesen | 2 pont
Ad.
I megoldds:
A 8 barat mindegyike 7 masikkal fog kezet. | 2 pont
A kézfogasok szdma SZJ = 28,
(A 8 - 7 szorzatban minden kézfogist kétszer
szamoltunk, ezért osztani kell 2-vel.)
II. megoldds:
Mas modszerrel is Ossze lehet szamolni a | 2 pont
kézfogasokat: Pi.. Az A, B, C,D, E, F, G és
H emberek koziil A kezet fog 7 tirsdval,
B A-n kiviil még 6 tarsaval,
C A-n &8 B-n kiviil meg tovabbi 5 baratjaval
sth. Igy a kézfogasok szama:
T+6+5+4+3+2+1 =28

Osszesen | 2 pont | Az eredmény szamszer(l kdzlé-

se indoklas, mellékszamitas
nelkiil csak 1 pontot ér.
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A S, A 8.
[x*-4| =x*—4, hax> 4 20. 1pont | Az x*—4 2 0 feltétel kimon- Az xZ+y> =100 kér azon pontjainak | 1pont | Az*egyenlet felirisaért, szove-
dasa esetén jar a pont. abszcisszdja, amelyeknek ordinataja —6, az ges indoklas nélkiil is jar a pont.
(Az(x+2)(x-2) = x? - 4fel- x2 + 36 = 100 * egyenletbdl hatdrozhato
haszndlasa kevés.) meg.
x> _4>0, ha 1pont | 1 pontjar a megoldasért, fiig- Az egyenlet gySkei: x; =8 esx, = -8 1 pont
r<-2vagy2 <x getlentl attol, hogy chhez fej- A keresett pontok: P(8; —6), Po(—8; —6). Lpont | Csak a két keresett pont helyes
ben szamolassal, szorzatta ala- folirAsAdTt i
[ L elirasaért jar ez a pont.
kitassal vagy fiiggveny abrazo- Osszes 3 "
las segitségével jut el a tanuld, en pon
Hianyos megoldasért nem jar
ez a pont. A9,
Osszesen | 2 pont ] 1 T
x € [0;2m] és sinx = E (*),ha x = g, il- | 1 pont
S
letve ha x = o
A6, - - - -
A feladatok megolddsaban felhasznaljuk, Indoklas nélkil is jarnak a Az ec‘,%yenl"ﬂe,“f__g meg‘)ldasa_led"g?ha“? 2z
hogy az exponenciélis fiiggvény szigoruan pontok. egyseg sugaru kOr vagy a szinuszluggveny
dbrajarol:
monoton.
)2 ' =64(=2% & x=7 1 pont %’E 1Y
p2l"" =64 & x=-5 1 pont /(\ vt
)2 =64 & x=12 1 pont / >/ \
(sszesen | 3 pont e
z
6
A 7- | A ¥
A logaritmus azonossagait alkalmazzuk. 1 pont | Indoklas nélkiil is jar a pont. 1 o 1
62 2y~
log, x = log, - log, 3. | v \ - /:/ -
- i 5 2w X
Innen x = 3. _ 1 pont | % ?” J\ S\M =
Osszesen | 2 pont i 3
k14 Sn . ,, - o
o £x< 3 (vagy maskeppen az egyenl6t- | 2 pont | Ha csak az =" jel hianyzik,
! pont adhaté. Egyéb hianyos
lenség megoldashalmaza: [ % : 26’[ :l)_ ~megoldasért” nem jar pont.

342

343




7"_—-v————“—‘—‘““—*—‘——‘~_‘—'

FELMERO FELADATSOROK

p = 90"

Osszesen | 3 pont | Ha atanuld helyesen oldja meg
az egyenldtlenséget, megkapja
a feladatért jird 3 pontot, filig-
getleniil attol, hogy a (*)
egyenlet megoldasat leirta-e
vagy sem.
A 10.
| pont | Az abra elkészitése, az adatok
feltiintetesevel.
A - 7ecm B
Az ATD derékszogl haromsz&gben l pont | AT = 2 cm meghatarozasaért
AT = 4 ¢cos 60° = 2 (cm) (indoklas nélkiil is).
DC=7-2:2=3(cm). I pont | Csak akkor jar a pont, ha mér-
- Tehdt a trapéz rovidebb alapja 3 cm. tekegyseg is szerepel.
Osszesen | 3 pont
A1l
I megoldds:
A haromszdg leghosszabb oldala a3 ,ezzel | 1 pont | Hanem deriil ki, hogy ez a leg-
szemben van a legnagyobb szdg . nagyobb oldal, akkor a megol-
dasra max. 2 pont adhato.
2 2
Minthogy (a\/g ) =a*+ (a\E ) igaz, 1 pont | Az oldalak kozott dsszefiiggés
felismeréséért jar a pont.
ezért a Pitagorasz-tétel megforditasa szerint | 1 pont | Az 1 pontért hivatkozni kell a

Pitagorasz-tétel megforditasara.
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Il megoldds:
A haromszég leghosszabb oldala a«/g ,ezzel | 1 pont | Hanem derill ki, hogy ez a leg-
szemben van a legnagyobb szog . nagyobb oldal, akkor a megol-
dasra max. 2 pont adhato.
A legnagyobb szog koszinusza: 1 pont
/ 2 2
colel] o) o
COsSy = = =
g 2a- a«ﬁ 24 \/5

A héromszbg legnagyobb szoge 90°. 1 pont

Osszesen | 3 pont
A 12,
Az elsd dobédsnal nem 6-ost dobunk. 1 pont
Ennek a valdszinilsége %
A masodik dobds 6-0s. Ennek a valoszintisé- | 1 pont

1
e —.
)
A két dobas egymastol fiiggetlen. 1 pont | A helyes vélasz felirasaért in-
Igy annak valosziniisége, hogy a masodik doklas nelkiil is jar a pont.
51
dobasnal kapunk eldszér 6-ost —-— = i
6 6 36
Osszesen | 3 pont
Il.ia rész
A 13,
a)
1 megoldds:
6 kiilonbozd négyjegyli szam allithato el a | 3 pont | Ha a felsorolasbol egy eset hi-
szamkartyakhol: dnyzik, vagy egy tobbszor is
aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa . szerepel, akkor 2 pont, két hiba
esetén 1 pont jar.
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II. megoldas:
e , 41

A négyjegyl szamok szdma: ﬂ =6 (%),
felhasznalva, hogy 4 kiilénbozb szémkartya
felhasznalasaval 4!-féle szam készithetd.
Mivel 2-2 koziiliik megegyezik, ezek sor-
rendjének megvaltoztatasaval ugyanazt a
szamot kapjuk, ezért a 4!-t 2! - 2! = 4.gyel
osztani kell.

3 pont

Ha megjelenik (*) egyenldség,
jar a 3 pont.

FELMERO FELADATSOROK

Osszesen

3 pont

A végeredmény (6) indoklas
nélkiil 1 pontot ér.

b) Ha a > b, akkor e hat szam koziil aabb a
legnagyobb.

1 pont

Osszesen

1 pont

¢
1. megoldds:
A legkisebb szam (a > b feltetel esetén)

bbaa .

1 pont

A legnagyobb és legkisebb szam kiilonbsége:

aabb — bbaa = 1000a + 100z + 10b + b —
— (10008 + 1008 + 10a + a) =
= 99%(qg — b) + 90(a — b) = 1089(a - b).

2 pont

1089 oszthatd 9-cel (1089 = 9 - 121), ezért a
két szam kiildnbsége oszthatd 9-cel.

1 pont

Il megoldds:
A legkisebb szam (a > b feltétel esetén)

bbaa .

1 pont

A legnagyobb és legkisebb szam kiilonbsége:
aabb — bbaa = 100aa + bb — (100bb — aq) =
= 99(aa — bb).

2 pont

Ez oszthato 9-cel.

1 pont

HI megoldads: :
A képzett 6 szam koziil barmely két szdm je-
gyeinek Osszege ugyanannyi,

1 pont

ezért 9-cel osztva ugyanazt a maradékot
adjak.

2 pont
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Igy a legnagyobb és a legkisebb szdmnak a | 1 pont
kiilonbsége oszthatd 9-cel.
Osszesen | 4 pont
d)
I megoldds:
A két négyjegyll szam kiilonbsége 2 pont
108%(a — b) pontosan akkor oszthatd 18-cal,
ha {(a — b) paros,
azaz ha a és b azonos paritasi (azaz mind- | 2 pont
kettd paros, vagy mindketté paratlan).
I megoldds:
A legnagyobb és legkisebb négyjegyi szam | 2 pont
kiillonbsége 99(aa — bb) pontosan akkor oszt-
hat® 18-cal, ha aa — bb paros.
a > b miatt a kiildnbség mindkét szamjegye
a — b. Tehat a 18-cal valo oszthatosag felté-
tele az, hogy (a — &) paros legyen.
Ez teljesiil, ha a és b azonos paritasi (azaz | 2 pont
mindkett$ paros, vagy mindkettd paratlan).
Osszesen | 4 pont
A 14.
a) Az n oldali konvex sokszog atloinak sza- | 1 pont | (r = 3) nélkiil is jar a pont.
-3
ma. nn —3) , (m 2 3).
A feladat szdvege szerint: n + f@ =081, | 3 pont
Innen: n’ —n— 182 = 0. 1 pont
Az egyenlet gyokei: n = 14 ésn = 13, 2 pont
Ellenérzés: —13 < (), ezért nem megoldas. 1 pont
A 14 oldalu sokszégnek “142'“ =77 atléia
van. Az oldalak és atiok szamanak Ssszege:
14+ 77 = 91.
A sokszog tehdr 14 oldali, 1 pont
Osszesen | 9 pont
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b) Az n oldald konvex sokszog belsé szogei- | 1 pont
nek dsszege (n - 2) 180°.

fgy a 14 oldaly sokszig belsé szdgeinek dsz- | 2 pont
szege 12 - 180° = 2160".

Osszesen | 3 pont

A 15,

a) A tablazatban szerepld 30 homérséklet md- | 1 pont
dusza 10,0 °C.

(sszesen | 1 pont

b) A havi kzéphémérsékiet a napi kozéphé- | 1 pont
meérsékletek atlaga:
9,3+9,24+9,4+...+14,1 _

30

=11,5°C 2pont | A jo eredményért 3 pont jar a

képlet felirdsa nélkiil is.
Osszesen | 3 pent

¢) Az els6 10 nap kozéphéinérséklete: 2 pont

9,7 °C.

A masodik 10 nap kézéphdmérséklete: 2 pont

11,5°C

A harmadik 10 nap kézéphSmérséklete: 2 pont

13.4 °C.

Ezek atlaga 11,5 °C, 1 pont | A diak altal kapott harom fenti
szam Aatlaganak helyes kisza-
mitdsa esetén jar az 1 pont.

megegyezik a havi kézéphdmérséklettel. ! pont

Osszesen | 8 pont | Ha a mértékegységek hianyoz-
nak, az dsszpontszam 1 ponttal
csokken.,
Megjegvzés:

Az eredmény nem meglepd, ui.
GG F g | ayhap Tty G+ gyt ay

10 10 10

a +a, +ay+...+ ay
. o ) ) , : 30
Minthogy az értekeket tized pontossiggal szamoltuk, ezért a kétféle szamitds eredménye-
ként lehetne eltérés is,
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A 16.
A 100 ezer Ftkamata 60 napos lekotés esetén: | 3 pont
60
100000 - 0,0725 - —.
365
A 300 ezer Ft kamata 179 napos lekotés 3 pont
esetén: 300000- 0, 0750 - —1—?;9—
365
Marci bacsi kamatkeént e ketté 6sszegét kapja. | 1 pont *
100000 -(0,0725.-60+3-0,0750-179) = 4 pont | * Ha a kamat kiszamitasa jo,
365 akkor természetesen a fenti
= 12226, 1 pont is jar.
Tehat Marci bicsi 6sszesen 12 226 forintka- | [ pont | Ha a banktél 60 nap, illetve
matot vehet fel. 179 nap mulva felvehetd kamat
helyett a kamattal megnoveke-
dett dsszeget jol szamolja ki a
tanuld, akkor ezért
14+41+1+4+0=7pontot
kap.
Osszesen | 12 pont
fl./b rész

A 17.

a) A (0; 5) és az (1; 3) ponton &tmend egye- | 1 pont

nes egyik iranyvektora (1; —2).

Normélvektora: (2; 1), 3pont | Az egyenes egyenletének fel-

az egyenes egvenlete: 2x +y = 5. irasaért jar a 3 pont. Ha csak a
normalvektor felirasa jo, akkor
ezért 1 pont jar.

Osszesen | 4 pent | (A két ponton atmend egyenes
egyenletére vonatkozd képlet
alkalmazasaval is felirthaté az
egyenes egyenlete.)
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b) A masodfoku filggvény hozzarendelési | 4 pont | Mdsként:
szabdlya felithaté £(x) = a(x —u)” + v alak- Felithatja a tanuld a parabola
ban. A feladat szerint u = 0 és v = 5, ezért egyenletét; y = ax® +5.
) = ax® +5.
Az (1 ;3) pont illeszkedik a grafikonra, tehdt { 3 pont Az (1;3) pont illeszkedik a pa-
F(y=3,sigya+5 =3 raboldra, ezért koordinatai ki-
elégitik a parabola egyenletet.
3=a+)5.
Ebbél a = -2. 1 pont
A masodfokd fiiggvény hozzérendelési sza- | 2 pont | Mas jeldlés is elfogadhato.
halya f(x) = —2x” + 3.
O)sszesen | 10 pont
c) A fiiggvény zérushelyei az f(x) = Oegyen- | 1 pont
let gyokei. Megoldandd a —2x”+5 =0
egyenlet.
A miasodfokd fliggvény zérushelyei: 2 pont
— 85 — (=,
2 2
Osszesen | 3 pont | Ha felirja a zérushelyeket, jar a
3 pont.
A 18.
a) D 12 C 1 pont
A B
Az E szerkesziésébol adodik, hogy az ABE § 1 pont
haromszég egyenld szary,
szarszoge 30°. 1 pont
350
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I megoldds:
Ennek szogfelezdje az AE alapot H-ban mei- | 2 15 kétfe i
! je az A pont | A megoldis kétfél :
szi. Az ABH derékszogli haromszdghen egyarant 5-5 pontoet: :refejezese
; .
> AE E
sin15°= .
12 H 2
15°
A 12 B
Ebbol AE = 24 - sin 15° = 6,2. 2 pont
Tehat AE = 6,2 cm. 1 pont
Il megoldds:
BTE derékszdgll haromszdgben ET = 6 2 pont
BT = 63
AE meghatarozhatd az ATE derékszogi 2 pont
haromszoghdl Pitagorasz-tétellel:
2
AE* = 6" +{12-6V3) =1442 -3
AE = 1242 -4/3 = 6,2
Tehit AE = 6,2 cm. 1 pont
Osszesen | 8 pont
b)
1. megoldds
D . C 3 pont
\ -
\ " '
F \\\ Ga
T
\\‘\
s
A éO = B
|
Tipe + Tpep = 5@ (FE+EG) =
. 351
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= 1 @, ahol a négyzet oldalhossza @ 2 pont <) |
2 - .. I megoldds:
Tehat a két haromszdg tertiletének dsszege a Az elsd haromszoget az 5 szin barmelyiké- | 2 pont

vel befesthetjiik, a masodikat a maradék 4
szin valamelyikével, mert kiilonbozé szind
haromszdgeket kell kapnunk.

négyzet teriiletének a fele.

II. megoldds:
Alkalmazhatjuk a trigonometrikus teriiletkép- [ 3 pont

A harmadik haromszdghoz a fennmarado 3 1 pont

letet:
1, . - szinbd] véalaszthatunk, az utolsohoz 2 szin all
=2.—-a* sin30°= ‘ | e

Tyse + Tepe 2 a -sm rendelkezésiinkre.

e > ot fgy 5-4-3.2 = 120-féleképpen festhetjiik | 1 pont
=5 pon be a haromszogeket.
111, megoldas: I megoldds:

' Az 5 szinbdl egyet dtfelekeppen hagyhatunk | 1 pont

3 pont
D — P ki.
A maradék 4 szinnel a 4 haromszig 4! = 24- | 2 pont
: féleképpen festhetd be.
G :
| Igy 5-4-3-2 = 120-féleképpen festhetjiik | 1 pont
i be a haromszogeket.

.

/ wGO
A B

Osszesen | 4 pont

Az E pont az ABCD négyzet kézépvonalan

van.
Ha az E ponton &t a négyzet oldalaival par- : A 19.

huzamosokat huzunk, ezek 4 téglalapra
bontjak az ABCD négyzetet. B iéglalapokat
az Atlojuk az dbra szerint 2-2 egybevagd hd- .
romszdgre bontja. '
Ezért az ADE és a CBE haromszogek teriile- | 2 pont
tének dsszege éppen az ABCD négyzet terl- 6
letének a fele.

a} A kocka lapjai 8 cm oldalu négyzetek. 1 pont | Abra, az adatok felvétele

Osszesen | 5 pont

A feladatnak megielelGen bejelolt negyedels | 1 pont
pontok négyzetet hataroznak meg.

Indoklas:
A levagott négy deréksz0gl haromszdg egy- | 1 pont *
bevigo, mert befogoik paronként egyenlSek.
Atfogoik is egyenlék — ezek a négyszog ol-
dalai. (A négyszig rombusz.)
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A derékszogli haromsziigek hegyesszogei
(e és f) egymast 90°-ra egészitik ki, ezért
y = 90°

3 pont

A keletkez$ négyzet oldalanak négyzete Pi-
tagorasz tétele alapjan szamithato ki:

x% = 4+36 = 40.

2 pont

Az Osszes oldal kiszédmithatd
igy, ezért ha erre hivatkozik a
tanuld, akkor megkaphatjia a
fenti * 1 pontot is.

A keletkezd négyzet teriilete 40 cm?,

1 pont

Osszesen

9 pont

b) Ha egy kockat egy sikkal metsziink, a sik
metszi a hatarold lapokat is. A négyzetekre
rajzolhatd legnagyobb szakasz a négyzet at-
16ja. Ezért olyan szabalyos haromszoget kell
keresni, amelynek oldala a kocka lapatloja.

2 pont

A kocka legnagyobb szabdlyos hiromszdg-
metszetét kozos csucsponti harom oldallap
megfeleld lapatloi adjak. Ezt az abran az A
cstiesbdl induld élek végpontjai hatarozzak
meg.

2 pont

Az dbra elkészitéséért jar a 2
pont.

A kockdnak mind a 8 csucspontjdhoz tarto-
zik egy ilyen szabalyos haromszdg. Ezek
egymastol kiilonbozdek.

Tehat a kockanak 8 ilyen szabdlyos harom-
szOgmetszete van.

2 pont

Indoklas nelkiil is jar a 2 pont.

Osszesen

6 pont

¢) E hdromszég oldala 82 (kb. 11,3) con.

2 pont

OSSZESEI‘I

2 pont
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8.B. Masodik feladatsor

[ rész

A=1{1;2;3,4,56,7; 8 9}

B = {8; 16; 24};
AuB=1{1,2:3,4,5:6,7,8,9;16; 24},
AnB={8};

B\A = (16; 24).

Pali és Juli egymas mellett Gilhetnek az 1. és 2., illetve a 2. és 3., illetve a 3. és 4.
széken. Minthogy 6k helyet is cserélhetnek, a lehetGségek szama 3 - 2 = 6. A masik
ket helyre 2-féleképpen iilhetnek le a tobbiek. Tehat a gyerekek 6 - 2 = 12-félekép-
pen helyezkedhetnek el.

Masik megoldds:

A hédrom fin 3!-féleképpen iilhetne egymas mellé. Pali barmelyik oldalara iilhet Juli,
tehat ketféleképpen. Ezért a négy fiatal 2 - 31 = 12-féleképpen foglalhat helyet a 4
egymas melletti széken,

| x|-et és |y!-t is két szam Gsszegére bontjuk, az egyik tort értéke mindkét esetben
1, ezért csak a masik torteket kell 6sszehasonlitanunk.
2002 2001 1 2001 2000 1

= + . = + .
2001 ~ 2001 2001 2000 2000 2000
Minthogy 2001 > 2000, ezért , ami miatt |x| <[y,

x= |¥]=

<& —
2001 2000
N =200202x4. A feladat kdvetelménye szerint N oszthatd 3-mal és 4-gyel, mert
[3;4] = 12.

Egy egész szam 3-mal pontosan akkor oszthato, ha szamjegyeinek Gsszege oszthatd
3-mal. Ennek megfelelGen x lehetséges értékei 2, 5, 8.

Egy egész szam 4-gyel pontosan akkor oszthatd, ha az utolsd két jegybol allo szam
4-gyel oszthato. [tt a szdba jbhetd végzddések: 04, 24, 44, 64, 84.

Mindkét feltételnek egyszerre csak a 2-es €s a 8-as szam felel meg: x = 2 ésx = 8.
{Tehat N lehetséges értékei: 20020224 és 20020284, ezek oszthatok 12-vel.)

2) vx-9=0 = x=81.

D) Vx+9=0, x20.
A bal oldal minden (nemnegativ) x-re pozitiv, tehat nincs megoldas.
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_ 1
5= —.
625
57%=5% Az exponencidlis fiiggvény szigortian monoton, ezért x = 4.

¥ o6x+5=(x-3)7 -4
A minimum helye 3, értéke —4.

A mdsodik év végére a bankba tett pénz £, = 80 000 - 1,1 ? = 96 800 forintra névek-
szik.

a} Igaz. A négyzet ilyen.
b) Hamis. A paralelogrammak kéziil pl. a négyzetnek 4 szimmetriatengelye van.
¢) Hamis. Lehet pl. deltoid is.

sin 30°= ~2£ = x =50

X
A keresett tavolsag 50 m.

Muasik megoldds:

Az 4bran ldthaté haromszég egy x ol- ‘ .
dalu szabalyos hiromszog fele, ezért T
x=2-25 =350

Az 1-né] nagyobb alapd logaritmus fiiggvény szigorian monoton nd, ezért

log, 3 >1log, 2 =1
& & = log, 2 <log, 3.
log,2 <log,3=1

Osszes eset szama; 36,

- -Kedvezd esetek: 3+ 6, 6+3, 4+5, 5+4.

Kedvezd esetek szama 4. Tehat P = % = é

il.ia rész

a) Az elsd helyre 12-en keriilhetnek, a masodikra 11-en, a harmadikra 10-en.
Ezért 12-11-10 = 1320.
Tehat 1320-féle lehet a végsd sorrend.
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12
b) 12 kbziil 6-ot p J—féleképpen lehet kivalasztani, ha a sorrend nem szAmit:

12-11-10-9-8.7 12!

& = 924 (masként: 6.6 = 924).
A mértani sorozat tagjai: a; = 2, ..., d3, ..., ds.
A szamtani sorozal tagjai: by = 2, by = a3, ..., b|| = as.

A mértani sorozatra vonatkozo Ssszefiiggés alapjan: a32 = 2as. L
A szdmtani sorozatra vonatkozo Osszefliggés alapjan: by = 2 + 10(b, — 2).
Ez utobbi egyenletbe beirjuk a mértani sorozat megfeleld tagjait:

as =2+ 10(az - 2). IL
A IL-bdl az as-0t behelyettesitjiik az I.-be és rendeziink: a32 —20az + 36 = 0.
Gyobkei: 18 és 2.
A mértani sorozatra vonatkozd dsszefliggés szerint a; = 2q2.
Ezért, haay = 18, akkorg” =9 = g =43
g = 3 esetén o004 = 2.3 2003
g = -3 esetén asgey = 2 - (—3)70" = —2. 324,
Ha az a; = 2, akkorq2 =] = g=+%1
g = 1 esetén azqpq = 2.
g = —1 esetén Azp04 = -2.

a) Lasd grafikon!

by fx) = |x-2]-1
glx) = —x+2
A két grafikon metszéspontja:

ME;—l.
22

¢y g(x} > f(x), ha x < %
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AZ A'T'M A derékszdgli: AT = A'T' = 60 ctg 8,2° (= 416,37).
A BTM A derékszigii: BT = B'T" = 60 ctg 6,7° (= 510,76).

Az ABT A-re felirjuk a koszinusztételt: AB® = AT? + BT? — 2AT - BT cos 62°.
AB” = 60(ctg?8,2° + cig” 6,7° - 2ctg 8,2° ctg 6,7° cos 62°), ebbbl AB = 4343,

BT

A és B tavolsaga kb, 484 m.

A szamtani sorozat hirom szomszédos
tagja a, b, c, ezek d-vel kifejezve:

b-d, b, b+d

V = abe.

Az élhosszak Osszege:

A mértani sorozat harom szomszédos
tagjaa, b+ 1, c+ 6, ezek kdzotti Ssz-
szefiggés I (b + 1)° = alc +6).
Vi=al+ Dic+6).

II. 4a+b+c)=84 = a+b+c=21

G-d)+b+(b+d) =21
b=7

Ezt behelyettesitjilk az II.-be, majd az I.-be:

atc=14 = ¢c=14-ag;

64 = (20 - a).
Innen a szamtani sorozat tagjai:
a kisebb doboz élei:
- T
a =16 a, =4
b=17 b=7
cp=-2 ¢y =10

nem megoldas. V = 280.

a mértani sorozat tagjai:
a nagyobb doboz élei:

4
8
16

V' =512.

A nagyobb doboz térfogata 232 cm?-rel nagyobb a kisebb doboz térfogaténal.
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Megjegyzés:

b = 7 ismereteben a megoldas a kivetkezOképpen is folytathatd: .
A kis doboz élei: 7~ d, 7, 7+d; térfogata V = 7(49 — 43,

A nagy doboz élei: 7—d, 8, 13 +d, és ebbdl

64 = (T-d) (13 + d);

d*+6d-27 = 0;

dy = 3. (A feladat szdvege szerint d > 0) |

A kis doboz élei 4, 7, 10; a nagy doboz élei: 4, 8, 16,

15,2+12,8
a) 280 =——————-h = h=20(m). 12,8
b) ¢ kiszdmitdsa a szines derékszdgl Q
haromszGgbdl Pitagorasz-tétellel:
c?=127+20" = ¢ =20,04. h h
K= 28+2-20,04 = 68,08. -
. [24

Ennél 3 méterrel rovidebb a kerités.
Kb. 65, 1 m drotra van sziikségiink. 15,2

¢) A telek fiivezésre szant teriilete: 280 — 30 = 250 (m2),

250
Ha 1 kg flimag 35 m?-re elég, akkor [¥ ~] 7,14 kg-ot hasznalunk fel,

Ha 1 kg fiimag 40 m2-re elég, akkor (% z) 6,25 kg-ot hasznalunk fel.

Tehat kb. 7 kg flimagra van sziikség.

d) tgrx=%zl6,67 = o =86,6°, f=93,4°.

bl

a) Matematikabol 4-es dolgozatot irt tanuldk szama x.
4-5+x-4+9-3+7-2+2-1  63+4x

d+x+9+7+2 2+x
A feladat szOvege szerint az x természetes szamra a kdvetkezd egyenlGtlenségek-
nek kell teljesiilnie:
0 £ x < 9, mert a kdzepes a leggyakoribb osztalyzat.

A dolgozat atlaga

315< B L 085563 x>T4
22+x
0374x 320 o 0.8x<7.4 x<9.25
22+ x
Ezekbsl x = 8.
Tehat 8 tanulo irt 4-es dolgozatot.
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b) Lasd a grafikont!
¢) Ha a 2 hidnyzé tanulod jeles dolgoza-
tot frt volna, akkor 6 jeles, 8 10, 9
kozepes, 7 elegséges és 2 elégtelen
lett volna. Igy a dolgozat atlaga:
6:5+8-4+9-3+7-2+21
32

= 3,28 lenmne.

105
32
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8.C. Harmadik feladatsor

I rész

A: @ =9 =3

B: Siﬂj—yr = sinE =s51in 60° =
3 3
1 1 _

C: log, 5= log, Y log;37% = 2.

A szamok novekvd sorrendben: C = -2; B = ;A =3,

23
;3; 5.

1]

A={1
B={1 2]

{
{

Jeldljiik a személyeket A, B, C, D betiikkel. Ekkor a kbvetkezdképpen valaszthatjak
ki az els6 két utast maguk koziil:
Varhato valasz: AB;, AC, AD

BC, BD

CcD

4
Tehat a valasz: [ZJ = 6.

Muasik megoldds:

Ha a sorrend is szamitana, akkor az elsd utast 4-féleképp, a masodikat 3-féleképp
lehetne kivalasztani.

Ez 4.3 = 12 lehetdség.

Mivel a sorrend nem szamit, igy minden esetet kétszer szamolunk meg.

Tehat a feladat megoldasa % = 6.
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Két szdm Gsszege az alabbi esetekben lehet pozitiv:

¢

1. Mindkét szam pozitiv, ekkor a szorzatuk pozitiy,

2. Az egyik szam pozitiv, a mdsik szam 0, ekkor a szorzatuk 0.

3. A két szam kiilonb0z6 eldjelit, és a pozitiv szdm abszolit értéke nagyobb a ne-
gativ szam abszolut értékénél, ekkor a szorzatuk elGjele negativ.

Tehat a két szam szorzata lehet pozitiv, negativ vagy 0.

Jeldljiik a teljes ut hosszat s-sel.
Az elsd versenyzo dltal megtett ut:

3
s206=5 2025 2

4 4 10 20
A masodik versenyz6 altal megtett ut:

2
s 27252107

3 310 15

9 27 7 28 27 28 . 9 7
= = —— < —, igy —5 < —3=.
20 60 15 60 60 60 20 15

Tehat a masodik versenyzé tett meg nagyobb utat az elsé nap.

Jeldljiik a haromszdg szogeit a kovetkezd betiikkel: &; 5; p.
o:fry=1:3:5

Tudjuk, hogy o + f +p = 180° azaz o« = 180

o

=20°, f=60°y = 100"
Tehat a hdromszbg legnagyobb szbge 100°,

Készitsiink abrat: H
HRC 3 = 35°,
HC = 1,7 (km),
C= i=2,428=2,4(k1n). 1,7 km
tg35° ’
Tehat a repiilétér és a célpont tdvolsa- 35 .
gakb. 2,4 km. R - c

1:25 000 méretarany\ térképen a teriiletek aranya: 1: (2,5 - 1092 Azaz a terképen
1 cm? a valésagban (2,5 - 10%)% = 6,25 - 10® cm?-nek felel meg.
A térképen 5 cm? a valosagban 31,25 - 10 cm2-nek felel meg, ami 312 500 m2.

Az A(3; 2) és B(-3; 5) pontokon athalad6 e egyenes egy iranyvektora v (6; —3).
Parhuzamos egyenesek irdnyvektorai pirhuzamosak, ezért a keresett f egyenes egy
iranyvektora v4(2; —1) is lehet.

Mivel f athatad az origon, az egyenlete y = —%x.
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Mintrum: 2

a1=2, a4:54, 615=?

A szokdsos jeloléseket hasznédlva:

a4=a1-q3 — 54:2-q3 — q3:27 - g=3
as = a4 -9 =543 =162

A lehetséges kimenetelek:
;1 210 31 4:1 51 61
1,2 22 32 42 52 62
;3 23 33 43 53 63
14 24 34 44 54 64
155 25 35 45 55
156 26 36 46 [56] 66
A lehetséges 36 egyenlden valdszintl esetbdl 2 esetben lesz 11 a dobott szamok dsz-

2 1
szege, ezért P(11 a dobott szdmok sszege) = 36 = TS

Il./a rész

A gyér sajat boltjaban a sz6nyegpadlo métere 4800 - 0,85 = 4080 Ft-ba keriil. Igy
az ott vasarolt szényegpadldn a vevd nyeresége méterenként 720 Ft.
Ha egy oda-vissza utat, azaz 160 km-t autéval megtesziink, akkor ez 3200 Ft-ba ke-

riil. 3200 Ft-ot 3200 = 4,44 ... méter szOnyegpadld vasarldsa esetén tudunk meg-
takaritani. Tehat ennél nagyobb (méterben szdmolva legalabb 5 m) szdnyegpadld
vasarlasa esetén érdemes elmenni a gyar sajat boltjaba vdsarolni.
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C14.] a) A baktériumok széma a 2. dra végén 800.
A baktériumok szdma a 4. dra végén 2500.

2500 a 800-nak @ = 3,125-s7erese,
800

b} A baktériumok szama a megftigyelés kezdetén x, ennek
Egvenlettel:

25
80(2)0 -x = 800, melybél x = 256.

¢) Tegyiik fel, hogy minden 6riban c-szeresére nd a baktériumok szama.

Az a) szerint ¢ = w, tehat ¢ = i
800 242

A baki¢riumok szama a megfigyelés kezdete utin 9 6rival:

9
256-¢° = 256 (LJ = 43200.

242

C15.| a) b) \\1‘\

-szorosa 800,

60 m 60 m
b) Az AB szakasz felez6mer6legese metszi ki T,T5-b6l a kat helyét.

¢) A b) feladatrészben hasznalt jelélésekkel:
¥7+40% = (60 - y) + 502
¥? +407 =602 120y + y2 + 502
120y = 4500
y =375
Tehat 7\K = 37,5 m, T,K = 22,5 m.
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4w 4.3

C16. Vfémg_oly('v =5 = 3 =36m=113 (cm)

3

Vl'éml(ocka =3 ’ = 125 {cm?3)
Tehdt a viz szintje tObbet emelkedik, ha a témkockat helyezziik a vizbe.
Ha az emelkedések kiilonbségét s-val jeloljiik:
5% 7 h=125-36x
= 1222357 6 1s em),

25
Tehat kozelitdleg 1,5 mm-rel nagyobb a vizszint emelkedése.

I./b rész

C17.] a) Irjuk fel a szamtani sorozat tagjait, ¢s figyeljiilk meg, hogy az sszegiik mikor éri
ela72-t
a; =2 @y
§5=2 5
Tehat k = 6.

6 as = 10 ay =14 as = I8 ag =22
8 Sy = I8 S5.=32 S5 =350 Se=72

I n

Mdsik megoldds:
Hasznaljuk az Gsszegképletre vonatkozd Osszefiiggést:
a4 +a
S — H
i 2
+a,
72=2%a,
Az a;, = 4k - 2 behelyettesitéssel:

-2
72:2+4k 2,

72=2k* > k> =36 - k=6 (k= 6nem lcher),

b) frjuk fel a sorozai elsd tiz tagjat és adjuk ossze:
246+ 10+ 14+ 18+ 22+26+ 30+ 34 + 38 = 200

Mdsik megoldas:
S = M-]O, ahola; =2, a;g=4-10-2 = 38.

=238 0 00

S1o
¢) Minden paros négyzetszam oszthato 4-gyel. A sorozat minden tagja paros, de 4-

gyel nem oszthato egyik tagja sem.
Tehat a sorozat tagjai kdzott nincs négyzetszam.
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a) Fogalmazzunk grafoyelven”: hany pontja van annak a grafnak, amely éleinek , b) A lakossag szama 1942-ben: 2620,
széma hirommal nagyobb mint csicspontjai szamanak keétszerese. a lakossag szama 1945-ben: 1176.
Hasznaljuk az tsszefiiggést, hogy n-pontu teljes graf ¢éleinek szama: 3 év alatt a lakossag szamanak csékkenése; 1444,
-1 . . (Lo \ .
n(n—1) (ahol n a cslcspontok szama). Tehat évente atlagosan = 481,3, azaz 481 fGvel cstkkent a lakossag 1942
s 1945 kiszi
Egyenlettel: ¢s 1945 kozott.
nn—1) e c) ?rasznaljuk a'vglna]diagramot! Az 1921 és5 1931 kozotli szakasz meredekebb, te-
at ebben az iddszakban nagyobb ardnyn volt a lakossdg névekedése,
2 :
al 5n-6=0 : Mydsik megoldds:
n =6 n, = —1 (nem lehetseges). ﬁ , C e 1466
Tehét 6 csapat nevezett a bajnoksagra. ' Az atlagos évi ndvekedés 1921 és 1931 kozott: 0 - 147
b) Mivel minden mérkdzest ket csapat jatszik, az egyes csapatok dltal lejatszott Az atlagos évi novekedés 1969 és 1982 kozitt: 1450 112

meérkbzések szaméanak dsszege csak paros lehet. i

Ezért a valasz: nem lehetséges. ‘Tehat 1921 és 1931 kzott nagyobb.

Mdsik megoldds:
_Grafnyelven”: Mivel a graf fokszama kétszerese az élek szamanak, csak paros
lehet.

A fokszamok dsszege 11 nem lehet.

¢) ,.Grafnyelven™: a grafnak van legalabb egy izolalt
pontja. Az Stpontu teljes graf éleinek szama:

5—'2i = 10, ezért legfeljebb 10 mérkGzést tartottak

meg az dsszel.

1] @

* évszam

1 —_—

e
11900 1910 1920 1930 1940 1950 , 1960 1970 1980 1990 2000 |
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g.D. Negyedik feladatsor

|. rész
o166 =9
x2 =25,

X =33 xzr—HS.

A B halmaz elemei a kétjegyd pAaros negyz
A\ B halmaz eleme
ANB = {25, 49; 81},
a) Hamis, cllenpélda az 0sszes 4-gyel osztva 2, maradeko

b) Hamis, ellenpélda az 0sszes 4-gyel osztva 7 maradekot

c) Igaz, a néggyel oszthato szamjegyek 2 0, 4, 8 az ezekbdl
szamok (0, 4. 8, 40, 44, 48, 80, 84, 88) mind oszthatok

oszthatdsag szempontjabol csak az utolso ket
d) Hamis, pl. 2 112 elienpélda.
A polcokon levé konyvek szdma fenirdl lefele haladva
1. polc: 25,
2. polc: 30;
3, polc: 35;
4. pole: 40.

A polcokon 0sszesen 75 +30+35+40 = 130 konyv varl.

A kert hosszabb oldala a rovidebb oldal 140%-a,
azaz b = l4a.

A téglalap keriilete:

a4 2b = 48,

a+ b =24

b helyébe 1,4a-t helyettesitve

a+ lada =24

2.4a = 24,

a = 10, p=10-14=14

Azaz a téglalap alak
4 kert teriilete 140 m2.

368

i azok a kétjegyl négyzetszamok, amelyek nem par

etszamok, azaz A M B = {16; 36; 64},

osak, azaz

¢ 2do szam peldaul a 10.

ad6 szam példavl a 10.

képezhetd 1- és 2-jegyll
4-gyel, €s a 4-gyel valo

szamjegybol alkotott szam szamit.

1 kert oldalai 10 m €s 14 m hosszasaguak,

FELMERO FELADATSOROK

Az olyan derékszdgi hi .
gl haromszig, amel .
. . . | > € yﬂﬁk he, g5 H o 1 o
héromszdg szimmetriatengely menti elfelezgzg\?(i]zogel 60° és 30°, egy szabalyos

kaphato.
Ezért a rovidebb befogd a = § =
g J_z = 4{cm), %c:;'i\
a hosszabb befogd b =8 N3
i 8 5 = 6,93 (cm). 307}
Masik megoldds: b

a=28-s5in30°=4(cm) és b = 8- cos 30° = 6,93 (cm)

Ha az egyenes iranyszdge 60°, akkor irdnytangense
tg60° = V3, ezért egyenlete y = Vax -2, o

:I;‘elﬁljiik a kocka élét g-val
udjuk, hogy V = 64 dm?, 3
, ,azaz a” = 64 : =
Tehat a kocka é] i it kockinak &t néey
enita Kook & e”4 dm. Egy feliil nyitott kockdnak 6t négyzet alak i
Tm};arye teriilete sszesen A = 5 - 47 = 80 (dm2) s okillap van
ehat a kocka elkészitéséhez 80 dm? badogra vari szlksé
ség.

Az f(x) = 2|x = 1] = 3 fiiggvé
— 3 Tuggven i ; -
meg az alabbi Iépésekben?g y az | x| fiiggvénybdl transziormécidkkal kaphato

y
o y
A
5 ;
1 : oy
R /
0 e =
,L:f
P
31 _\,7

Az utolso lépésben ka =
S pott grafikon az f(x) = 2|x — fliggve m
nek minimumhelye 1, minimumértékéc} ()1) = _|§ -3 fliggveny grafikonja, mely-
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a) Az dbra alapjan

FELMERO FELADATSOROK

A kifejezésnek pontosan akkor nincs értelme, ha a nevezd 0.

Ebbél cos x— 1 = 0;

cosx = 1;

x=0+k 27 =k-2m, ahol k egész szam.

Tehat a kifejezés az R\ {k- 27 (k € Z)}halmazon értelmezhetd.

(Mashogy: a kifejezés minden valos szamra értelmezhetd, kivéve a 27 egész szamu

tobbszordseit. )

A 8 cipobdl 2-t §u'2—7-féleképpen valaszthatunk ki

Tehat az Osszes eset szama: 28.
A 8 cip8b6l egy parat 4-féleképpen valaszthatunk ki.
Tehét a ,.jo” esetek szama: 4.

e 4
A par kivalasztasanak valoszinisége: BT

Mdsik megoldds: o
Az elsé cipét barhogy kivéalaszthatom. A maradék 7-b6l viszont mar csak 1 jo va-

o 1
lasztas van, ennek a valoszinlisege: =

Az dbra alapjan lathatd, hogy:
—

AF =a+¢
—_—

AC =a+h;
"4

AH =b +c;
—
AG=a+b+c

(A vektorok osszegének definicidja alapjan.)

ll./a rész

A vajo feliilet:
2,5
tg81°= ——
X

x = 0,396
a=38-2-03% = 3,01
A trapéz teriilete:

1
T = w.z,s = 8,51 (m?).
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b) Az egy miiszak alatt kibanydszott szén mennyisége megegyezik egy trapéz alapu
cgyenes hasab térfogataval. A hasab alapja a vajo feliiler, magassaga 6 m. Térfo-
gata V=T.m = 51,1 (m?3).

c) A szén tdmege: m = V- p =~ 66 380 kg, ami kb. 66,4 tonna.

Egy ¢év alatt a populdcié 1étszama kétszer nd 1,5-szeresére, azaz dsszesen 1,57 =
= 2,25-szeresére nd, Jeloljiik a kezdeti populacié létszamat ag-val, az n. év végén a
populdcid létszamat a,,.
Ekkor ay = 256, igy a; = 256 - 2,25 = 576,
Ugyanigy a, = 1296;

as = 2916;

dy = 6561
Tehat a 4. év végén a rigesalok szdma 6561, azaz 4 évvel ezeléit telepedtek meg a
szigeten.

Mdsik megoldds:
a, = 256 -225"%

6561 = 256 -2,25";

6561
—=2,25"%
256

Vegyiik mindkét oldal tizes alapd logaritmusat: lg% =nlg2,25

1 6561

g
b 256 _
1g2,25

A kékszemliek szama: 40 - 0,3 = 12;
a sz0kék szama: 40 - 0.4 = 16;

kékszemitiek és szokek; 12 - 2 =9

[}

:

kékszemiiek, de nem szdkék: 12 -9 = 3;
szOkék, de nem kékszemiiek: 16 -9 = 7;
kékszemiiek vagy szokék: 9+ 3 +7 = 19,
se nem kékszemtuek, se nem szdkék: 40 — 19 = 21,

a) Kapcsolasi dij: 5 picula;

teljes ara peredif: 15 picula;

5 perc utan a percdij: 15 - 0,8 = 12 picula;

10 perc utan a percdij: 15 - 0,7 = 10,5 picula.

Egy 25 perces beszélgetés alatt 5 percig teljes aron, 5 percig 20% kedvezmény-
nyel, 15 percig 30% kedvezménnyel beszéliink.

Tehat a beszélgetés dra: A = 5+5-15+5- 12+ 15 - 10,5 = 297,5 picula.
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b) Teljes dron a beszélgetés ara: A’=5+25-15 = 380 picula.
A kedvezmeény 82,5 picula, 21,7%.

il./b rész

a) Az elkésziilt tévék szamat az egy sorban levd két szam 8sszeszorzasaval kapjuk,
1997-ben: 9 990
1998-ban: 20 720
1999-ben: 16 800
2000-ben: 21 980
2001-ben: 22 800
Tehat 2001 -ben késziilt a legtobb tévé.

Mdsik megoldds:
A tablazat adataibdl latszik, hogy a legnagyobb szamot csak az utolsd két sor va-
lamelyikébdl kaphatjuk, tehat elég azt megnézni.

b) Az 6t év alatt 8sszesen 92 290 téve késziilt,

2290 =18458.

tehat évente atlagosan

¢) 2000-ben a nyereség egy tévén: 20 000 Ft
dsszesen: 21 980 - 20 000 = 439,6 millio Ft.
2001-ben a nyereség egy tévén: 20 000 Ft
dsszesen: 22 800 - 20 000 = 456 millio Ft.

A valtozas = 1,037-szeres, azaz a nyereség 3,7%-kal nott.

y

d) lgi 9990 =16 650.
Tehat a 2001-ben gyartott készillékek szama 16 650 lett volna.

a) A haromszdg BC oldalanak hossza: 10— 2 = 8 egység; az oldalhoz tartozo ma-
gassag: 2 egység; a haromszog teriilete: 7 = T = 8 egység.
b) Az AB egyenes iranyvektora;

AB = (10; 2) és atmegy az erigon.
Tehat egyenlete: 2x — 10y = (.

Mdsik megoldds:

Az egyenes meredeksége: % =0,2

és atmegy az origon, tehat egyenlete:
y =02x.
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c) A keresett ¢ egyenes paraméteres egyenlete: x = d, ahol 2 < d < 10 *, kiilénben
az egyenes nem felezheii a hdromszog teriiletet.
Az egyenes a BC oldalt a D(d; 2) pontban metszi.
Az egvenes az AB oldalt az E(d; 0,24) pontban metszi.
A BDE haromszég BD oldaldnak hossza: 10 — d, magassaga 2 — 0,24.
(10 —-d)2 - 0,2d)
2 .
A keresett ¢ egyenes felezi a haromszog tertiletet, azaz
(10 —d)2 -0,24)
2
20-4d +0,2d" =8
d, =10+2+10 és d, = 10 - 210.
A *-gal jeldlt feltétel miatt, csak d, felel meg, azaz az e egyenes egyenlete

x =10 =210 = 3,68.

d) (x— 10)(x - 2) = 0, masképpen x> ~ 12x + 20 = 0,

Tehat a hdromszdg teriilete

=4

a) Az intenzitas 6 mm-ként a 10%-ara csdkken, azaz 0,1-szeresére valtozik,
Ha az eredeti intenzitas A, akkor x mom mélységben az intenzitas:

I(x)= A-0,15 = A-0,68", mert §/0,1 = 0, 68.
i
by I(2)=A 0,13 = A-0,4042, azaz az eredet] intenzitas 0,4642-szerese.

c) A =800
Az alabbi egyenlotlenseg -rendszert kell megoldam

200 < 800-0, 16 < 500, azaz O, 25<016 < (,625.
A tizes alapt logaritmusfiiggvény szigorian monoton nfvo, ezért

10,25 < 1g 0,18 < 1g0,625
120,25 < % <1g0,625

-6-120625<x<-6-1g0,25

-6-:1g0,625 = 1,22

-6-1g0,25 = 3,61

ezért az intenzitds 1,22 mm és 3,61 mm kz6tti mélységben esik a megadott in-
tervallumba.

dyI=150 =7

|~

150=A4-0,1° = A= 2200

W
Az eredeti intenzitasnak 2200 — -nek kell lennie.
m
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8.E. Otédik feladatsor

| rész

a) Igaz, mert A ™ B minden eleme hozza tartozik az A halmazhoz (és B-hez is).
b) Hamis, mert a B\ A halmaz elemei nem tartoznak hozza az A halmazhoz.

A Nap térfogata egy 0,7 millié km sugari gdmb térfogataval kozelithet6:
47-(0,7-10%)
3
Ez 1,4- 10*" m3, tehdt a Nap atlagos siiriisége

km?* =1,4-10" km®.

2-10* kg kg
= 1400 ==,

1,4-107 m® m?

Egy derékszigi hiromszog alapui egyenes hasabrol van szo, magassaga 2 cm.

Az 1-9. oldalak szamozasahoz 9 szamjegyet haszndlt fel Kata. A tovabbi 22 szam-

jegy 11 darab kétjegyli szamhoz elegendd, ezek tehat a 10-20. oldalak lesznek.

Osszesen tehat 20 oldalt szamozott meg Kata. _
E10.

A megoldashalmaz: 1-3; - 1[ w M4; 6].

A 9-re és a 3-ra.

A hatvany logaritmusdra vonatkozo azonossagot alkalmazva:
2P
27 =m-1g 2, amibSl m=-——.
lg2 |

Ha a téglalap egy csticsbdl kiinduld ol-
dalainak hossza a és b, akkor a szer-
a+b

kesztendé négyzet oldala {vald-

a+b

ban: 2a+2b=4. ).

A (' pont az ABCD (églalap B csucsa
korlil irt, b sugarti kor és az AB egye-
nesének A-tol tavolabbi metszéspontja.
Mivel AC' = g + b, ezért az AC' sza-
kasz fTelezémerdlegese ltal kimetszett

F pontra: AF = a;b.

E13.
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Az AF szakasz f61€ szerkesztett négyzet tehat megoldasa a feladatnak.

Tudjuk, hogy
a+b=b+aédsa-b=a+(-bh).

Az a + b vektort tehat a megadoti abra
b vektoranak kezddpontjabol az a vég-
pontjaba mutaté vektor, az a — b vek-
tort pedig az a kezd6pontjabol b vég-
pontjaba mutaté vektor adja meg.

Kockaval dobva 1, 2, ..., 6 lehet az eredmény, ezek mindegyike 5 valosziniségil

(hiszen a kocka szabdlyos). Paratlan szamot dobni az 1, 3, 5 eredmények egyikének
. - . .. R | 11

bekdvetkeztét jelenti, amelynek egyiittes valosziniisége e + © + 6= 7

Masik megoldds:

A kockaval 3 péros és 3 paratlan szdmot dobhatunk. Mivel a lehetséges, egyenld va-

loszintisegh eredményeknek éppen a fele paratlan, ezért ez a valdsziniiség 0,5.

Az 27+ yi+dy=0 egyenletil kor kozépponti egyenlete: x° + (y + 2)* = 4. Ebbdl
kiolvashato, hogy a kir kizéppontja a (0; —2) pont, sugara 2.

A helyes valasz: b) (mert az 6tvozet barmekkora darabjaban 30 : 70 az arany-eziist
arany).

il./a rész

Legyen a haromszog oldalainak betlizése a szokasos és @ := 2, b 1= 4 (em). A két
megadott oldal altal kozrezart szog a hiromszogben y.

2-4-siny

. . . 1
A szdveg szerint =12, tehat siny = 5
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—Ha a haromszdg tompaszége éppen a p szég, akkor ¢ = 150°,
—Ha p nem tompaszég, akkor p = 30° és a haromszig tompaszdge ekkor csak a
4 cm hosszu oldallal szemkozti f lehet.

Koszinusztétellel kiszamithatjuk a ¢ oldal hosszat: ¢ = w/;z +4% -2.2.4.cos 30°,
azaz ¢ = 2,48 (em).
Szinusztételle]:

é = s‘mﬁ! azaz sinf=
¢ siny ,48

A feladatnak tehat két megoldasa van: a haromszig tompaszige lehet 150°, vagy
126,25° nagysagi,

-8in30°= 0,8065, amibsl g = 126,25°.

A vizora beszerelése utdn a csalad nem fizeti ki feleslegesen a 20 m3 viz 18%-ara
jutd dijat, tehat a kordbbiakhoz képest minden hénapban megsporoija 3,6 kbbméter
viz arat, azaz 3,6 - 150 = 540 tallért.

. 12000
Mivel

= 22,2, ezért kb. 23 hénap alatt tériii meg a csalad szamara a vizora

beszerelési koltsége.

a) x = 2005 - 1981 = 24, tehdt az elhalalozdsok szama 127 - 15692 ~ 62 915,
azaz 63 ezer koériil varhatd.
b) Meg kell oldanunk az 1,27 - 1,569* = 10° cgyenletet a pozitiv valds szamok hal-
mazan.
1,569 = 7,874 . 10°
Ig 1,569 = Ig (7,874 - 10%)
x-1g 1,569 = 1g (7,874 - 10°)
5
L 18(7.874-10°) 30,1,
lg1,569

Kb. 30 év eltelte utén, 201 1-ben vérhats, hogy a halalesetek szama eléri az 1 mil-
liot.

Kikdtes: x* ~2x— 15 # 0, azaz x # —3; x # 5. Mindkét oldalbs] kivonunk 1-et,
kozds nevezdre hozunk, rendeziink:

2x° —7x - 29

x2—2x-15
O<2x2—7xﬁ29_x2—2x~15
B x2—2x—15 ¥ =2x-15

2
X" —5x-14
OST———-
x"—2x-15

0<
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Ezutan a szamilald és a nevezd eldjelét vizsgaljuk, A tort ott nemnegativ, ahol a két
eléjel megegyezik, vagy a szamlalo nulla. A szamlalé zérushelyei -2 és 7, a neve-
z6¢é (mint mér lattuk) —3 és 5. Abrazoljuk, hogy a szamegyenes egyes intervallu-
main milyen a szamlalo, illetve a nevezé eldjele, Innen leolvasva a megoldas tehar:
x<-3vagy-2<x<3Svagy7 <x

szamlald ——00Hr8-—e - - - - *-—
nevezd @ ———0 - - - - - -
-3 -2 5 7
megoldis —0 @ ——0 e
Masik megoldds:
L M‘-“J .f‘
¥ S 3 n.fv"“
&
[ “.a“f
o o
A
............... o / ,:“.".f .
- s
Do Co
o \
r"'ﬂg : .-f’? : X
1 e 7 :
R o L
L gl ‘
o T e X225 —15
PRV ST e e R ol N : .

iLib rész

Minden hosszisagot cm-ben mériink.

a) Az OAB egyenld szarti derékszogii haromszog at-
fogdjanak hossza 1; befogdjanak hosszat x-szel je-

1
= 2
vy
Iolve: m/E =1, tehat x = 3/22 ? %“

— 1
A cs6 sugaranak hosszat r-rel jeldlve: r = x + 5

ezért r =

«/E-H
R

A csé tehat 2 +1 em (azaz kb. 2,41 cm) belsd atmérdjil.
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b) A ,kereszt” alakban elhelyezett ka-
belek egy 3 cm belsé atmérdjt csé-
ben futhatnak.

A szabalyos 6tsziges elrendezéshez

készitsiink abrat!

Az OP(Q haromszdg egyenld szard,

PQ alapja 1 cm hosszi, szarszige

72°, szaranak hossza legyen y.

Az OF(Q derckszogli haromszoghdl:
1

sin 36°= l, amibd)

y
1

= ——— = 0,8507 (cm).

7= 2sin36° (em)
3
A cs0 sugara y + 5 a belsé atmérdje tehat 2y +1 = — P +1= 2,70 (cm).
sin

A kéteg atmérdje tehat a szabalyos Stsziges elrendezés esetén kisebb, mégpedig

kb. 0,3 cm-rel.

E18. a) Legyenek a tavalyi életkorok névekvé sorrendben p, ¢, r (mindharom prim), és

§ azon prim, amelynek hatvanyai az idei életkorok.
Ekkorp+1=5%g+1=5s"r+1=sahola b ¢ pozitiv egészek. Igy
p=s"-1=0G-DE"""+s""2+. .+ 1),
g=s5"-1=(-D@E""1+s" 24 41,
r=sol=0G-DET e e L D),
De ha s — 1-gyel harom kiilénbdz6 primszam is oszthato, akkor az csak az 1 le-
het, vagyis s = 2. Vegyitk sorra 2 azon hatvanyait, amelyek életkorként szoba j6-
hetnek, és vizsgaljuk meg, hogy az eggyel kisebb szdmok mely esetben primek!
Az 1, 15, 63 nem az, tehat azt kap-
Jjuk, hogy a gyermekek tavaly 3 és
7, apuka pedig 31 éves volt — idén
tehat 4, 8, 32 évesek.

b) Legegyszeriibb, ha a két gyermek kozti 4 éves korkiilénbség a differencia, mert
ekkor a 12, 16, 20, 24, 28 szamok beiktatasaval a 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32 va-
loban egy szamtani sorozat szomszédos tagjai. (Minden olyan pozitiv szam al-
kalmas differencianak, amelynek egész szamu t6bbszordse a 4, csak tébb szam
kozbeiktatdsara van sziikség.)

2" 2 4 8 16 | 32 | 64
27 1) 1 3 7 15 | 31 | 63

¢) A3, 7,31 csak akkor lehetnének ugyanazon mértani sorozat tagjai, ha talalnank

5
olyan g szdmot, hogy annak valamely egész kitevés hatvanya 3 valamely mas
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. __ . .31 L .
egész kitevds hatvanya pedig = lenne. (A mértani sorozat barmely két tagja-

nak hinyadosa a kvociens valahdnyadik, egész kitevés hatvinya.) Tegyiik fel,

7 31 o 7Y’
hogy —= g™ és — = 4", ahol m és n pozitiv egészek. Ekkor ol L L
3 7 3 7
vagyis — = ——_ atrendezve 7™ 7" = 3" . 31" Ez azonban lehetetlen, hiszen

a bal oldal primtényez6s felbontdsdban csak 7-esek talalhatok, a jobb oldaléban
pedig csak 3-asok és 31-esek. Nincs tehat ilyen ¢ szdm, tehat a 3, 7, 3] nem le-
hetnek egyazon mértani sorozat tagjai.

E19. a) AB tdvolsdg a Pitagorasz-tételbgl:
J(24 — (13 + (60 ~23)7 =42.37% = 3742 ~ 52,3,

b) Az aldbbi gondolatmenetet alkalmazhatjuk, ha CAB nem tompaszogll haromszig.
A C esticsbol indulé magassag hossza a kérdés, amit az AB oldalra C-bd] allitott

merSleges megadasaval és két pont tavolsagaval szamolunk. AR = (=37; -37),
vegylink egy rovidebb és egyszerlibb, a fentivel parhuzamos normalvektort, pl.
(—1; =1)-et, ami a keresett magassag-egyenes egy normdlvektora. Mivel a ma-
gassag keresztillmegy a C ponton, az egyenlete: —x—y = —24 - (—14) = - 10,
avagy x +y = 10. Ennek az AB egyenessel alkotott metszéspontja kell nekiink.
AB egyenlete: x —y = 24 — 60 = —36. Itt felhasznaltuk, hogy AB normalvektora,
mivel mer6leges a magassagra, pl. (1; —1). A metszéspont kiszidmitisahoz eid-
szOr Osszeadjuk a két egyenietet: 2x = —26, ahonnan x = —13; majd visszahe-
lyettesitve pl. a masodik egyenletbe, kapjuk: y = 23.

Tehat a magassdg talppontja M(~13; 23). A magassig hossza;

MC = \@4— (~13)) + (=14 2372 =+2.37> = 372 = 52.3.

Megjegvzés:
A magassig megegyezik AB hosszaval, hiszen M = B, ez egy egyenld szara de-

— ——
rékszigli haromszog. Ezt pl. a BA, BC vektorok felirasaval észre is lehet venni.

¢) A koriilirt kor kézéppontjardl van szd, hiszen az az egyetlen pont a sikban, amely
egyenld tavolsdgra van mindharorn csdcstol (telepiilést6l). A Thalész-tétel miatt
a koriilirt kor kdzéppontja az atfogod, azaz most AC felezbpontja, tehat

F[24+ 24, 60— 14] - (24 23).

2 2
Ha j6 abrat rajzolunk gyorsan igazolni is lehet, hogy ABC derékszbgil egyenld
szard haromszog, igy a c) vélasz azonnal adédik, hogy AC felezGpontja lesz az
£ pont. A b) vilasz is gyors, hiszen a C-bél hiizott magassig maga a BC oldal,
igy hossza megegyezik AB hosszaval. Lasd az abrat!
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o

.60+
50+

401

A(24; 60) -

..30.-
B-13;23 Cb R 23)
.. .20“ . H ..
. 10\
30 -20 . -10 O 10N 20 | 30 40
210+
: L CQ4 -1y
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8.F. Hatodik feladatsor

[ rész

A helyes vilasz: b) (mert a keverék tomeénysége nem lehet sem 22,5%-nal kisebb,
sem 42,5%-nal nagyobb).

A helyes védlasz: d) (mert 2 + % = % €s ennek reciproka valéban %).

Az dprilisi napok napkeltéjének idépontja kozelitGleg szamtani sorozat egymas
utani tagjai, ahol @, = 5 éra 24 perc, d = —2 perc.
Igy ays = @) + 14d, azaz a;5 = 4 6ra 56 perc.

A Nap tomege kb. 6 - 10?' - 3,32+ 10% = 1,99 - 10?7 tonna, azaz 1,99 - 10% kg.

A silypont koordinatai a csicspontok megfelelé koordinatainak szamtani kbzepe-

keént adédnak, tehat s{l + 2 -4 I+ g - 1} = S(-1; 2).

1 1
A szoban forgo intervallum igy is megadhatd: ]—4—2; - 4—2{

Ennek harom kiilonbozd eleme: —E, - E - 1—3
48 48 48

Megiegyzés:

} %; - i[ 2 [-0,33;, - 0,26], tehdt megfelelnek példaul a —0,33, —0,3, 0,28 szd-

mok is.

A feladatnak végtelen sok megoldasa van, itt csupan két 6tletre hiviuk fel a tigyel-
met,

3a1
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Az egyenlet alaphalmaza A := R\ {3},

F7. .
A nevez6 az alaphalmazon nem nulla. Mindkét oldalt 3 - x-szel szorozva az erede-

tivel az alaphalmazon ekvivalens egyenlethez jutunk: 3 +2x — x? = Q.

—2k+4+12 244

-2 2

Megoldokeplettel: x, , =

Xx1=3e4A, n=-1cA
Az egyenlet megoldashalmaza tehat {—1}.

Mdsik megoldds:

A tort szimlaloja a masodfokn egyenlet gybkiényezds alakja segitségével szorzatta
alakithaté: 3 + 2x — x2 = (3 —x)(x + 1). A bal oldalon 4116 tort egyszerliisitése utdn
az eredeti egyenlet az A alaphalmazon igy is irhato: x + 1 = 0.

Ebbdl az els6 megoldasban megadott megolddshalmazt kapjuk.

Az egyenldtlenség megoldashalmaza: [2; 4] U [10; 12].

A téglalap egyik oldaldnak 2 : 3 ardnyu

osztopontjaban (Q) merdlegest illitva D
a szoban forgo oldalra olyan egyenest
kapunk (m), amely kijelsli a téglalap
belsejében a kovetelményeknek meg-
feleld keritést.

2
-3,6
F12] A homokkup térfogata V = EJ% =136 (m?), ennek tdmege kb. 272 tonna,
Az elszallitisahoz az 5 tonnas teherautdbol 55-re van sziikség.
(272 : 5 = 54,4, ezért 54 teherautd nem elég.)

Megjegyzés: illa rész
A feladatnak 4 megolddsa van, ame-
lyek koziil kettd az AB oldalra, kett§

pedig AD oldalra mer§leges.

I F13.] A gyokos kifejezéseknek van értelme, ha & > (). Az egyenlet nevezdjében nem 4ll-
hat nulla, ezért k = 1.

- 1 1 11 1
1
Mivel a most megadott feltételek mellett V& -k = k3 k6 = §3°6 = g2 = Jk, ;
i ezért elegendd a megadott egyenletet Vk-ra megoldani.

\/E+1:—9x/?+9

S, . . 12 |
K . 12 . .
0lcsonds, és minden lany 3 finit 1smer, ezért 3= 4 lany van a tarsasagban. ‘ 104k =8

F10., Ekkor a fidk Gsszes lany-ismeretségeinek szdma 6.2 = 12, Mivel az ismeretség

Megjegyzés: | Vk=0,8
Olyan graffal szeml¢ltethetjiik a hely- A feladatban megadott szorzat pontos értéke tehat 0,8.

zetet, amelynek egyik részében 6 pont-
bol pontonként 2 é1 indul ki, és ezek az | F 14.) Minden tévolsagot méterben mériink.

clek a gréf masik részében harmasgval
futnak be 4 pontba. Mutatunk egy ilyen
abrat, természetesen tSbbféle megvalo-
sulds lehetséges.

182

A 2 éra alatt megtett AD tavolsag le-
gyen d; D-t6l a C hegycsics x tavol-
sagra van légvonalban.

a) Az dbra CBD derékszogii hirom-
sz0gebol: y = 670 - tg 84°17°, az
ABC derékszogili haromszoghél:
d+y =670 tg 87°23".
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fgy d = 670 - tg 87°23' — 670 - tg 84° 17",
Kiemelés utan: d = 670 - (tg 87°23' —tg 84°17") = 7970,
A kb. 7970 méteres AD tivolsagot 2 Ora alatt tette meg a turista, ezért sebessége

2—97—0 o 3,99 E_m_ volt.
2 h h
; e _ 670
b) Ismét a CBD derékszogll haromszdghdl: x = ————— = 6730.
sin 5° 43’

Két éras gyaloglas utdn a turista Iégvonalban kb. 6730 méterre van a hegycstcs-
tol.

Mivel egyik nevezd sem lehet 0, kikotés nem sziikséges. Atirjuk mindegyik hatvanyt

14252 17
Six =—= A nevezdkkel ke-

reszibeszorozva (felhasznalva, hogy azonos alapud hatvanyok szorzasakor a kitevok

2-es alapaba (felhasznalva, hogy 4 = 2%

Bsszeadddnak); 2772 +27 7! = 17. 2% Elosztjuk az egyenletet a sosem nulla
2%nel: 2% +2% %1 = 17. 2" Rendezve: 2- (2% -17-2% +8 = 0. Megoldva a
2%-re masodfoku egyenletet, annak gyokei 8 és 0,5. Ha 2" = 8 = 23, akkor x = 3,
ha2*=05=2"", akkorx = —1.

Ellendrzéssel lathatjuk, hogy jol szamoltunk, mindkét erték megoldasa az egyenlet-
nek.

a) 500 termek koziil 10-et valasztani (ugy, hogy a sorrend kdzdmbis)
[SOOJ 500! 500-499-498-497.496-495-494-493-492 - 491

C4900 10!

= 2,46 - 1020-féleképpen lehet. (A részletes szorzast azért irtuk ki, mert nem min-
den zsebszamologép boldogul gombnyomasra ekkora binomialis egyiitthatoval.)

10 ) 10987654321

b) Ekkor 5 terméket a 20 selejt kdziil, masik 5-6t a 480 jé koziil valasztanak, tehat

203 (480 5 .
erre sl s = 3,22. 10" lehetdség van.

¢) A b} és a)-beli eredmeények hanyadosa kb. 1,31 107,

Megjegyzés:

Ekkora valdszindséggel lesz a 10 valasztott termék kdzott 5 selejt; feltéve, hogy
olyan a kivalasztasi eljards, hogy barmely terméket ugyanolyan eséllyel valaszt-
hatjuk ki.
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I[./b rész

125
Fi7. a) ﬁ = 500, tehat 5300 kockacukornak felel meg a 125 ml édesitSszer és ebbél

500 - 8 = 4000 csepp cseppenthetd.

0,25 ml

=(L03125 ml = 0,03125 cm? = 31,25 mm?3.
3

b) I csepp térfogata

Ha a gbmb alaka csepp sugara mm-ben mérve r, akkor = 31,25, amibdsl

r? = 746, tehit r = 1,95. Egy csepp sugara kb, 1,95 mm.

¢) 96 csepp Gsszesen 12 db kockacukornak felel meg. A kavéjukat 3 kockacukornak
megfeleld mennyiségii edesitdszerrel ivok szama ezért biztosan paros szam: 0, 2
vagy 4.
A feladat szdvege szerint volt olyan vendég, aki 2 kockacukornak megfeleld éde-
sitoszert hasznalt és olyan is, aki 3 kockacukornak megfelelét.
Ebbdl és az elébb megallapitottakbol kivetkezik, hogy 2 vendég itra 3 kockacu-
kornak megfeleld mennyiségill edesitészerrel (24-24 cseppel) a kdvéjat és 3 pedig
2 kockacukornak megfelelé mennyiséggel (16-16 cseppel).
A tarsasagban a kdvet édesitdszerrel fogyasztok szama tehat 5.

d) Ha egy csepp sugara az eredetinek 80%-a (0,8 része), akkor térfogata az eredeti-

nek 0,83 = (,512-5zerese.
A flakonbdl kitolthetd cseppek szama és egy csepp térfogata forditottan aranyos
mennyiségek (hiszen szorzatuk 125 ml-rel egyenld) igy a cseppek sugaranak

csokkentésekor a kitlthetd cseppek szama az eredetinek ———— = 1,95-szerese

lesz.

ay Legven a téglatest egy . 2lcm

cslicsabol kiindulod harom b e
élének hossza a, b és ¢,
tovabba legyen az abra
szerint

a>b>c.

A | figgblegesen” meg- i 40 cm
adott 40 cm-es tdvolsag b ¢
éppen ag-val hosszabb,
mint a ,vizszintesen”
megadott 21 cm-es tavol-
sag, tehat
a=40-21=19 (cm). 43 cm

b

38§




FELMERO FELADATSOROK

A masik ,,vizszintes” tavolsagbol: 45 cm— 19 cm = 26 cm. Ez 2b-vel egyenls,
tehat 4 = 13 (cm).

Ismét a 21 cm-es ,,vizszintes” tavolsagbol: ¢ = 21 — [3, tehat ¢ = 8 (cm).

A téglatest éleinek hossza tehat 19 cm, 13 cm és 8 cm.

b) A téglatest térfogata 19 - 13- 8 = 1976 cm?,

A téglatest koriilirt gombjének atmérdje a testatlokkal egyenld hosszisagu, ezért

hossza ¥19° +13% + 87 = 24,4 cm. A koériilirt gémb térfogata kb. 7580 em?3.
A téglatest térfogata ennek 1976 100 = 26%-a.
7580

¢) Mindegyik forgatasnal négyzetes oszlop lesz az eredeti és az elforgatott téglatest
kozos része. (A mellékelt dbrakhoz tartozd forgastengelyek merélegesek az dbra

sikjdra.) o0°
—Ha a 19 cm % 13 cm-es oldal kdzéppontjan at- \
mend tengely koriil forgatunk, akkor egy 13 cm

oldali négyzet lesz az oszlop alaplapja és 8 cm
lesz az oszlop magassdaga. A kizos rész térfogata

V, = 1378 = 1352 (cm?). 3

—Haa 19 cm X 8 cm-es oldal kzéppontjan atme- 20°
né tengely koriil forgatunk, akkor egy 8 cm ol-
dalil négyzet lesz az oszlop alaplapja és 13 cm g o
lesz a magassaga. Az oszlop térfogata
V, = 8713 = 832 (cmd).

—Ha a 13 cm x 8 cm-es oldal kdzéppontjan dtme- 8 i
nd tengely koriil forgatunk, akkor egy 8 cm ol- ‘\90
dali négyzet lesz az oszlop alaplapja és 19 cm 8' o
lesz a magassdga. Az oszlop térfogata
Vy =819 = 1216 (cm?). 8

A legnagyobb terfogatot tehat akkor kapjuk, ha a 19 ¢m x 13 cm-es oldal kozép-
ponijan atmend tengely kiril forgatunk,

F19." a) Ot szaporodési ciklus van évente, azaz 2,4 honaponként egy. Viszont 3 honapos

az clettartam, tehat minden moly életében csak egyszer szaporodik. Minden nés-
teny 150 petgjébdl marad 3 resz, azaz 50, amibdl 25 néstény, igy minden sza-

porodaskor a sziiletendd molyok szdma épp 25-szérose a sziilékének.

Egy-egy szaporodast kévetGen meég 0.6 hénapig egyiitt & a két generacio, aztan
a sziil6k elpusztulnak. gy az rjszidétt molyok szama egy 2 kezdGtagn, 25-6s ha-
nyadosu mértani sorozat szerint ndvekszik, amelynek idéciklusa 2,4 hénap, és a
szaporodast kovet6 0,6 honapig a molyok édisszléfszdma e mértani sorozat aktua-
lis utolsé két tagjanak osszege. Tehat kezdetben (¢ = 0 idépontban) van a; = 2
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moly. Aztan ¢ = 2,4 honap milva megsziiletik ay = 50 tjabb moly, és ¢ = 3 ho-
nap idSpontig a, + a, = 52 moly van, Ekkor cstkken a molyok szama 50-re,
majd ¢ = 4,8 hénap idépontban megsziiletik az = 1250 moly, ésat = 54 hénap
id6pontig @y + a3 = 1300 moly van. Ezutin a = 7.2 honap idépontig 1250
molyt szamlalhatunk. Ekkor sziiletik a, = 31 250 moly, és a r = 7,8 honap idé-
pontig a3 +a, = 32 500 moly alkotja a csaladot. Innen a 7 = 9,6 hénapos id6-
pontig 31 250 a létszam. Ekkor sziiletik a5 = 781 250 moly, ésigy a r = 10,2 ho-
nap idépontig a, + a5 = 812 500 moly zizeg, onnantdl ,,csak™ 781 250. Eg vegiil
at = 12 honap idépontban sziiletik ijabb ag = 19 531 250 moly, vagyis az Gssz-
letszam ekkor a5 + a; = 20 312 500.

b) Az a, az. a;, a, létszami moly-generaciok teljes 3 honapos élete ,belefér” az

1 ¢vbe, mig az as létszamu generdcio csak 2,4 hoénapot, azaz élete 0,8 részét &li
le a kérdeéses évben. Igy sszes gvapjutogyasztasuk:

20mg - (a; + a3+ ay + as + 0,8a) =
=20mg-2-(25+25%+25%+25%4+0,8-25% =

250 -1
=20 mg-SO-[ e —0,2-254]: 1000 mg - (406 901 — 78 125) =

= 1000 mg - 328 776 = 328 776 000 mg ~ 328.8 ke.

(A c) feladatrész csak a feladatgyfijtemény 2005 elStti kiadasaiban taldlhatd meg!)

vel mindig 2.4 honaponként sziilet- T 1g 1étszdm o
nek az uj molyok, ezért a k - 2.4 idé- 1 '

pontokban (k € N) 2 - 25%.nal né a
letszam, de a k- 2,4 + 0,6 idépon-

tokban viszont 2 - 25% " '-nel csik-
ken. Tehat a [k-2,4;k-24+0,6]
intervallumokon 2(25k +25%- 1) a
letszam, a [k - 2,4 + 0,6; (k+ 1)2,4]
intervallumokon  viszont csak :

225" (Réaddsul k = 0 esetén ki- ——gf————F————t———»
vétel van, mert [0; 2,4[-ben végig 2 234 506 7o
a letszam.) Transzformdlva az id6t a generdciok sorszamava {megengedve a nem
egész sorszamot is, mint a folyamatosan mald idé egyfajta mérdjét), osztanunk
kell a megkapott intervallumokat 2,4-del, majd a fiiggvényértékekben minden &
helyébe k - 1-et kell irnunk, hogy az idémérés az 1. genericioval kezdddjék,

Igy tehét a [k; k + 0,25 intervallumokon 2025511255 %), létszdm,

a[k+0,25; k+ 1 intervallumokon pedig 2 - 25, ahol &k € N™. Kivételt képez
az [1; 2[ intervallum, ahol végig 2 a létszam. (Ha a fiiggvenyértékeknek végig az

6
5

. 4 +
3
2

R
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egészrészét vessziik, akkor ez a kivétel elkeriilhetd.) Bar nem kérdés, de tanulsi-
g0s ezen létszam-fiiggveny grafikonja; a mértani sorozat szerinti novekedés mi-
att természetesen logaritmikus fliggdleges skalaval, csak az elsd évben.

Térjlink 4t a gyapjuevésre. Tegyiik fel, hogy az adott 1étszamok sajat 3 hénapos

{(azaz a generacios skalan Wi 1,25 generdcios) élettartamuk alatt idéarényo-

san faljik fel a fejenkent 20’mg gyapjut. Tehat [k; k + 1,25[-ban az intervallum
0Om
1,25
generacio 2 - 25 k=1 tagy, tehat dsszfogyasztisa élete soran {a ,,mg” jelolést in-
nentdl elhagyjuk): 16 - (x—£)-2-25°"1 =32 (x— k) - 25*~". Ha a generdcio
kipusztul, tébb gyapjut mar nem fogyaszt, de az addig megevett menynyiség
konstans tagként a késébbi sszegekben tovabbra is szerepel. E konstansok rend-
re az egyes generaciok esetében: 40, 1000, 25000 — 4ltalanosan a &. genericio
esetén 321,25 -25% "1 = 40. 255!,
Az egyes generaciok dltal megevett mennyiséget dbrazoltuk is — elébb linearis
skalan, de ezen a nagyon eltéré meredekségek miatt nem sok latszik; majd loga-
ritmikus skalajo rendszerben. Ezeket a részeredményeket kell Hsszegezni.

kezdetén sziiletett generdcio minden tagja £ (x — k) gyapjit eszik meg. E

: }gyanﬁmBﬂﬂ);iSég‘ h . - : rlg gyépj.l.'lmcpn.yiség o
30000+ . e L 6 oo : ' : o -
250007 —— st 4 . |
200001 i L at o /[ P
150001 -~ - . a1 J M - :
100004 S 2 T af 00 T

50001 - : o 1t L
0 12 3 4 5 ¢ een 0 556 7 e

A [k k+0,25[ intervallumokon a korabban kihalt genericiok konstansai és a

meg €16 2 generacio linedris osszefiiggései adodnak E}issze:

40-(1+25+ .. +255 D432 (—(k=1)) 252432 (x— k) - 255 ' =
2581 )

=40 W+32-25k_2-{(x—(k—l))+(x—k)-25}§

= %(25*"2 = 1)+32.25°7 - (26(x - k) + 1).
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A [k+0,25; k + i[ intervallumokon pedig a korabban kihalt generaciok konstan-
sai €s a még ¢16 1 generacio linedris Osszefiiggeése adodik ssze:
40 (1+25+ .. +25% " 3432 . (x-ky .25 1 =

2541 :
=40 - 51 +32-25" (x — k), amit az elézé eredmenyhez valo nagyobb
formai hasonldsag kedveéért g(zs’f-’ —1)+32-25% . 25(x — k) alakban irha-

tunk. Kivétel a fentiek alol az [1; 2[ intervallum, ahol végig: 32 (x - 1) a képlet.
Lassuk e grafikont is, illetve persze megint csak az elséd évet, logaritmikus fiig-
gbleges tengellyel.

‘ \I'ggyapjﬁmennyiséé E -
6”_ P : .
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8.G. Hetedik feladatsor

I rész

x db 5 Fi-os és x db 10 Ft-os értéke egyiittesen 210 Fe.
Sx+10x =210 = x=14
Tehat 14 db 5 Ft-os és 14 db 10 Ft-0s érmére van sziikségiink.

A legnagyobb 2-hatvany, amely kisebb 11-nél, a &, 1
Elosztjuk ezért vele, majd a maradékokat az egyre ki-

sebb hatvanyokkal, és a hanyadosokat sorban leirjuk.

gy 11 = 1011,

—_— ) D —
— GO
I

— e D

A fiiggvény zérushelyét a Ig x = 2 egyenletbd] hatdrozhatjuk meg: x = 100.

A legkisebb a kétszer akkora oldaléll kocka, amely
felepithetd egybevigd kockakbol. Minden kocka ha-
sonlo, és a térfogatok aranydt a hasonlésag aranya-
nak kobe adja meg. Ekkor a nagy kocka 2° = 8-szor
akkora térfogati, mint a kicsik, vagyis 8 db kisebb
kockabol épithetd fel.

A haromszdg sulypontjat megkaphat- A
juk két silyvonalanak metszéspontja-
ként is.

C

Azx®-5x-14=0 egyenlet gydkei: 7 és —2. Tehét olyan masodfoku egyenletet
kell felirnunk, melynek gyékei: 9 és 0. Ilyen masodfoku egyenlet pl: x(x — 9) =
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a) Hy = {237}, H,={2;3;5}

bWH NH,= (2,3}, H UH,=1{2;3,57}

A legkevesebb hulladékot akkor kapjuk, ha egy, a
korlapba irhatd, szabalyos nyolcszéget vagunk ki.

A nyoleszdg oldalhossza:
2+325-5in22,5° ami kb, 24.9 cm.

A Thalesz-tétel miatt a derékszogli haromszog koré irt kor sugara az atfogo fele, te-
hat az dtfogd most 6 cm. Ekkor a 4,8 cm-es befogaval szemkézti hegyesszdg szinu-

4,8
sza: % = 0,8, amibdl ez a hegyesszog kb. 53,13°.
A masik hegyesszog ennek potszoge: 90° - 53,13° = 36.87°,

Megjegvyzés:
Ez a hiromszdg hasonlo a klasszikus pitagoraszi 3, 4, 5 oldalhosszuisagy alapharom-
szOghtz, annak 1,2-szeres nagyftasn képe.

frjuk az egyes betik helyére, hogy a kivalasztott betlthdz hany kiilénboz8 dton jut-
hatunk el a megadott feltéielek mellett:

11 1 1

1 2 3 4

I 3 o6 10
10 10 10
10 20 30

A HATAROZOTT sz6 tehat 30-féleképpen olvashato ki a feladat abrajabol.

Minden egyes év elteltével 1,075-szeresére né a bankban nyilvantartott ¢ Osszeg, te-
hat a d) valasz a helyes.
a) Hamis. (Pl. a—1, 0, 1 adathalmaz medianja 0, de szorasa kb. 0,816.)

b) Igaz. (Ha a legkisebb és a legnagyobb adat egyenld, akkor mindegyik egyenld,
igy a szoras persze 0.)

c) Tgaz (Ha a szoras 0, akkor minden adat egyenld az dtlaggal, tehat egymissal is,
igy a terjedelem 0.)
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Il.la rész

Abrazoljuk az irodakat egy graf csi-
csaiként, az Osszekottetéseket pedig
értékkel rendelkezd élekkent. Cél,
hogy a lehetd legkisebb ériékosszegil
¢lekkel még Osszefiiggd grafot hoz-
zunk létre. A legkevesebb elet tartal-
mazo, még Osszefiiggd graf a fa, igy
elég 4 élet meghagynunk. Az nem biz-
tos, hogy a 4 legolcsobb el dsszefliged
grafot eredményez, ezért a teljes graf-
bal kiindulva mindig azt a legdragabb
élet toroljitk, amitdl még nem ,esik

szét” a graf. Bz az 55, 53, 42, 40, 38 ér- ¢ AT b

téki élek torlésekor még teljesiil. A kivetkezd legdragibb ¢é1 a 37-es lenne, de ennek
torlésekor a D pont izolalodna, igy ezt meg kell hagynunk, és helyette a kdvetkezd
értékiit, a 35-6st tdrolniink, mert ettdl még Gsszefiiggd marad a graf. Ekkor a mara-
dék 4 él értékei: 37, 31, 31, 27. A legolcsobb, még Osszefiiggd halozat tehat az ED,
EC, EA, AB élek megépitésével hozhato létre.

. : o 3x .
a) Ha az elsd dif x Ft, akkor a masodik a feltétel szerint rE mig a harmadik

E : %x = 0,5x. Mivel dsszesen 1 800 000 Ft van: x + éi + X 9_x = 1800000,
4 3 4 2 4

ahonnan x = 800 000.
Tehat az elsd dij 800 000 Ft, a masodik 600 000 Ft, mig a harmadik 400 000 Fr.

b) Ha 8 palyazé van, akkor az elsdre 8, a masodikra 7, a harmadikra 6 lehet6ség van,
tehat 8 - 7 - 6 = 336-féle dijazas lehetséges. (Ki kell valasztani 8-bol 3-at, ¢s a sor-
rend is szamit, nem mindegy, hogy melyik dijat kapjuk, azaz variaciorol van szo.)

a) A megadott méret-
arany szerint a rajz
| em-es tdvolsaga a va-
lasagban 200 000 cm,
vagyls 2 km. A harom
utkeresztezddés tehat
egy olyan haromszdg
hidrom csicsa lesz a
rajzon, amelynek ol-
dalai 2.5 ¢cm, 6 cm, 1l-
letve 6,5 cm hosszialk (dbra ABC haromszige).
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Az lizletkdzpont helyét (K) a megszerkesztett haromszog beirt kérének kozép-
pontja, azaz valamelyik két belsé szégfelezd metszeéspontja adja meg.

b) A legrovidebb bekdtéutakat a K-bol az egyes utszakaszokra allitott merdleges
szakaszok jeldlik ki, /
Ezek éppen a hirom- B
szig beirt korének
egy-egy sugardval
egyenldk, ezért a su-
gar hosszit kell meg-
hatérozni. ,
A Pitagorasz-tétel r
megforditasa miatt az

ABC haromszog derékszogl, hiszen igaz, hogy 127 +5° = 13°,

A kiilsé pontbodl a kirhz huzott érinté szakaszok egyenléségét felhasznilva
adodnak az abrara irt tavolsagok. Az itfogd: 13 = 5 — v+ 12 — r; tehdt

e 12+5-13

> =2 (km).
Az épitendd bekdtdutak 6sszhossza 6 km.
Megjegvzés:
. . L B BC
Trigonometria alkalmazasaval: BC =r +r-ctg—, ahonnan r = .
2 1+ctg s

2
Mivel BC = 5 (km) és g ~33,69°, ezért = 2,00 (km).

A limonadéba doboit jéggtmbok egyiittes térfogata:

47-0,5°

3 = 0,57 = 1,57 (cm3).

A folyadékszint 1 mm-rel torténd megemelkedéséhez 3%7.0,1 = 097 ~ 2,83 (cm?)
térfogat ndvekedés szitkséges (ennyi a 6 cm alapkor atmérdji, 1 mm magas henger
térfogata). A jéggombk meég teljes bemeriilésiik esetén sem szoritandnak ki ennyi fo-
lyadékot, tehat a imonadé nem csordul ki a pohdrbol.
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G17) a) Lisd az brit! 0% 2125 e 0,02x=1g12,5 < x= 212 _ 54 g(om)
by Az ABCD téglalap teriilete 12 cm?. L o . . o 0,02 0,015y
Az ADE egyenlé szari derékszogii A masodik hajtds esetén a sziikseéges idStartamot a 0,9 - 10 = 10 egyenlet !
haromszég teriilete 4,5 cm?. megoldasa adja: y = lg1LIT 69,7 (ora). ’

Az ABE derékszdgii haromszog terii- 0,015

FELMERO FELADATSOROK

[l.ib rész

lete 6 cm?; a hdromszig BE atfogdja
Pitagorasz-tétellel 5 cm-nek adddik,
igy a BCFE derékszdgl haromszog te-
riilete 7,5 cm?.

A DE szakasz hossza az ADF egyen-

I6 szaru derckszdglh haromszighél 32 cm, igy a DCE derékszogit haromszog
teriilete 642 cm? (kb. 8,49 cm?).
A gila felszine: 12+ 4,5+ 6+ 7,5+ 6+/2 = 30 + 62 = 38,49 (cm?).

¢) A gula alaplapja az ABCD téglalap, magassiga az AE él hosszaval egyenld, ezért

FELMERO FELADATSOROK

¢y Ahhoz, hogy megtudjuk mennyi id6 alatt éri el az elsd hajtas hossza az 1 cm-t

(10 mm-t), meg kell oldanunk a 0,8 - 10%%%* = 10 exponencidlis egyenletet.

Az elsé hajtas hossza hamarabb lesz 1 cm, mint a masodiké.

a) Az el6kert teriilete 80 m?2, A fiivezett sav T teriilete a két viragagy ¢ teriiletének

miésfélszerese. gy felirhatd: £+ 1,57 = 80. Ebbdl a virdgagyak terilete 32 m2, a
fiivezett sav teriilete: 48 m2.
A sav szélessége x m.

Az eldkert méreteit figyelembe véve 2x < 8 és 3x < 10, tehdt x < ?
A fiivezett sav teriilete felirhato pl. 1gy: 2 - 10x + 3 - (8 — 2x)x = 48.

Al3x® - 22x+24=0 egyenlet megoldasa x, = % X, = 6.

terfogata =12 (cmd).

. 0
Figyelembe véve, hogy 0 < x < 1?, az x = -;5 = 1,33.
d) Az AE ¢l merSleges az alaplapra, tehit az alapsikkal bezéart szoge 90°.
A BE ¢l alaplapra esé meréleges vetiilete AB, ezért az alapsikkal bezart szoge

éppen az ABE derckszogil haromszog B csicsanal fekvé szige,
AE 3

ts ABEg = —~— = = ={,75, tchat ABE J =~ 36,87°.
AB 4

Tehat a flisav szélessége 1,3 m.

b) Az 1 kg fiimag nem elegendd a bevetésére, mert a fiivezett rész terillete 48 m?2.

|
|
A DE ¢l alaplapra esé mer6leges vetiilete AD, ezért az alapsikkal bezart szdge ép- ; l
- pen az ADE egyenld szaru derekszogl haromszég D csucsanal fekvé szdge: 45°.
A CE él alaplapra esd merdleges vetiilete AC, ezért az alapsikkal bezdirt szége az i
ACE derékszbgil haromszog C csucsandl fekv szige. Mivel AC az alaplap atlo-
ja, igy hossza Pilagorasz-tétellel 5 cm-nek adodik.
|
|
:
i
J
\

Tehat tg ACE § = i% = % =0,6. Ebb3l ACE 4 = 30,96°

a) #(0) = 0.8 10°%2°° = 0.8 - 10° = 0,8 (mm);

d(0y =0,9-10%%°=09.10° = 0,9 (mm).
b) Az elsé hajtds ndvekedése:

h(24) —h(0) = 0,8 - 10" 7 _08 = 0,8 - 10"~ 0.8 = 1,62 (mm),
a masodiké pedig:

d24) —d(® = 0,9-10%° % _09=09-10%°_09 = 1,16 (mm).
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8.H. Nyolcadik feladatsor

[. rész

A gép ertéke eredetileg x Ft, a 10%-o0s csokkenés utan 0,9x Ft. Az 4j tulajdonos
megveheti 0,75 0.9x = 0,675x forintért. Igy az 1 tulajdonos az eredeti érték
67,5%-aért jutott a géphez.

3. (~1)276 (1) +e=0 = ¢ =-9 esetén lesz az x — 3x° —6x + ¢, azaz az
x > 3x° - 6x — 9 fiiggvény egyik zérushelye —1.

. . . e , n(n-73
Ha konvex sokszog oldalainak szama », akkor atloinak szama g

nin—73)

A feladat szovege szerint 1+ - —153. Ebb6] az n% — n— 306 = 0 masodfo-

ki egyenlethez jutunk, melynek 17 és 18 a megoldasa.
A sokszig oldalszama csak pozitiv lehet, ezért csak 18-szigrdl lehet szo.

Ellendrzés:
15 , .
A konvex 18-szdgnek %— =135 atldja van, tovabba 18 + 135 = 153 igaz, tehdt
a konvex sokszognek valoban 18 oldala van,
76! 76-75- 74
74 7£u
!

b) 73.72! e 731 —731= 0.

74

a) =76-75=5700.

Egy nap alatt egyediil egyikitk a teljes munka é részét, a masik az le— részét vé-

1 1
ezné el. Tehat ketten egviitt 1 nap alatt — + — = —
£ g}; ” i 8 12 24

munka elvégzésére 1: A5 = 4,8 nap kell nekik. Tehat az ligyintézéknek

igazuk van, nincs sziikségiik teljes 5 napra a munka elvégzéséhez.

részt végeznek el. A telfes

400 MW = 4 - 108 W, 24 ora = 8,64 - 104 s, tehat egy nap alatt az erSmi

4-10°W . 8,64 10" s = 34,56 - 10" Ws (34,56 - 10'? joule) energiat termel.
Helyes valasz: a).
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A feladatgyljtemény abrajat hasznalva
ey 3 — —
FF=a, KE=a+c¢; CA=a-¢; KF=—-c

Feltehetjiik, hogy a napsugarak kis tdvolsdgon beliil parhuzamosak.
Igy ABC A ~ A'B'C" A. Mert két-két szogiik egyenld (egyallasa szdgek) = megfe-
lel6 oldalaik aranya egyenld. Jeldljiik a gyarkémeény m-ben mért magassagat x-szel.

xS i as68
48 1,52
Tehdt a gyarkémény kb, 56,8 m magas.
A
X

A helyes valasz a ,b”.

A feladatgytijieményben lathatd négyszog rombusz, melynek atloi merdlegesen fe-
lezik egymast. A hidnyzd atlo fele (x) Pitagorasz-tétellel szamolhato: 2 +9%=15%
(Mivel x pozitiv) = x = 12.

18;4 — 216 (cm?),

lgy a rombusz teriilete (az 4tlok szorzatanak a fele):
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Ha az els6 kisérlet abbal all, hogy egy szabalyos érmét 210-szer dobunk fei és az A
esemény az, hogy egy adott feldobasnal fejet dobunk, a masodik kisérletben pedig
egy szabalyos dobokockat 1150-szer dobunk fel €s a B esemény az, hogy egy adott
feldobasnal hatost dobunk, akkor vilagos, hogy az A4 esemény valoszintisége (0,5)

nagyobb, mint a B eseményé (ami é).

Irénnek igaza van, hiszen a megadott informdciok alapjan csak azt allitja, hogy a B
esemény valoszintisege lehet kisebb, mint az A eseményé, de azt nem allitja, hogy
ez biztosan igy is van.

A ket megadott alakzat (egyenes) kézos pontjaban van a fényforras. A kdzds pont

meghatarozasahoz meg kell oldanunk a 2x— 8y =2 A 4x+y = 21 egyenletrend-
szert: x =5 A y=1.
A fényforras az (5; 1) pontban van.

il.1a rész

Tudjuk, hogy 18 DIN = 50 ASA.

a) A 24 DIN kétszer 3 DIN-nel t6bb a 18 DIN-nél, ezért az 50 ASA értéket kétszer
kell dupldzni: 24 DIN = 200 ASA.
A 100 ASA eppen dupldja az 50 ASA-nak, ezért a 100 ASA érzékenység DIN-ben
mért értcke 3-mal tobb 18-nal, vagyis 100 ASA = 21 DIN.

b) A feladat szdvege szerint :
(183 +3)DIN = 50 - 2 ASA
(I8+3+3)DIN =50-2-2 ASA
(I8+3+3+3)DIN=50-2-2-2A8A

(18 +3x) DIN = 50 - 2" ASA

Ha a DIN-ben megadott érzékenyseg d, akkor ezt o = 18 + 3x alakban felirva
d—18

= adodik.

X

d-18
Tehat d DIN=50-2 3 ASA.

a) A logaritmus definicidja szerint:

T=10"818C+12 _ (1gle&y08 1512 _ 08 15.85.
Vagy masképp: 15,85-3/C* )
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b) Az eredeti képlet mindkét oldalabol kivonunk 1,2-et, és osztunk 0,8-del:

lgT-12 _ lgC, majd a 10-et felemeljiik azon kitevékre, amelyek az egyenlet

0.8 lg7-172
két oldalan szerepld kifejezések: 10 % = 10971212 = 10 Felhasznélva
TI,ZS T1,25
a hatvanyozas és a logaritmus azonossagait: C = ——— = ———.
y g & 101,2»],25 31,62

¢} Ekkor C = 100 cm, behelyettesitve az a)-ban kapott képletbe:

mz-ev

T=15.85-100% = 631 ( S J
15 masodperc alatt Laci 45 métert, L
Dani 60 métert tett meg. Tavolsagukat
az SDI. haromszogb6l koszinusztétel-

lel is megkaphatjuk: 45 x
x = V457 + 607 —2-45-60 - cos 60° =

= 54,1 (m). 60°

A ket fin tehat kb. 54 méterre lesz egy- N P D

masiol,

A kedvezdbb ajanlatot az a véllalkozd adja, aki a csomagolashoz kisebb felszini
dobozt hasznal.

Az elsé vallalkozo téglatest alaki dobozt valasztott. A téglatest egy csicsabol kiin-
duld harom élének hossza rendre 24 ¢cm, 6 c¢m, 6 cm, igy a doboz felszine
4-24-6+2-6° = 648 cm?.

A masodik val-
lalkozd  egy
rombusz alapu
hasab  alaku
dobozt ajanl; a
hasab magas-
siga 6 cm. A
doboz felsziné-
nck kiszamita-
sahoz ismer-
nink kell a
rombusz oldal-
hosszat.
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A feliilnézeti abran a 4 kér kbzéppontja egy olyan K,K,K;K, rombuszt hatiroz
meg, amelynek minden oldala 6 cm és a révidebb atloja is 6 cm, ezért ennek a rom-
busznak a-hegyesszoge 60° nagysagi. EbbSl kévetkezik, hogy az (abra jeldléseit
hasznalva) ABCD rombusz is két szabalyos haromszogh6l rakhaté ssze —
OBA ¢ = 60°.

A K; korkdzeppontbol merlegest dllitva AB-re olyan derékszogit haromszoget ka-
punk (BEK,), amelyben K,E = 3. Ez, a szabdlyos haromszdg magassigardl tanul-

. 3 . ce
tak szerint, N -szerese a BK; szakasznak, tehat az atfogd hossza: BK, = 24/3.

A rombusz oldala tehat: AB=B8D=2.3+2. 2\/_ =6+ 4\/5 =~ 12,93 (cm) hosszu,

2
43
teriilete pedig Ab;z—\/; =144,8 (cm?).

A doboz oldallapjainak teriilete egyenként 6 - 12,93 = 77,6 (cm?).
A rombusz alapu hasib alaky doboz felszine kb. 2 - 144,8 + 4 . 77.6 = 600 {cm?2).
A masodik vallalkozo ajanlata tehat kedvezdbb, mint az elséé.

ILib rész

a) A szveg alapjan a képletben szerepld K és N, paraméterek értéke: 1 500 000, il-
letve 1000. Ezenkivil tudjuk, hogy N(5) = 4205.
Ebbdl kapjuk majd a értékét: 4205 = 1500000 1060 <
1000 + (1500000 —1000) - &’
1499 000a” + 1000 = 356 718,2, ebbdl o’ = 0,2373, és a = 0,75. Tehit valo-
ban a = 0,75 (nem teljesen pontosan, de jo kdzelitéssel).

ahonnan

b) 7, illetve 13 nap mulva a képletbe helyettesitve (1000-rel vald egyszerisités utan):

1 .
N(7) = 200000 — = 7459, illetve N(13) = 1500000 =
1+ (1500 ~1)-0,75 [+(1500 - 1)-0,75"

= 40 970 beteg varhato a formula alapjan.

¢) Ez egy ,.inverz” kérdés: milyen 1 mellett lesz N(7) éppen 13 2107 Ismét 1000-rel

L0000 _ 13510, amibl
1+ (1500 —1)-0,75'
180,075 _

113,55 = 1 + 1499 . 0,75, majd 0,75" = 0,075, ahonnan ¢ = -
120,75

valo egyszerlisités utdn:

Azaz a kilencedik napon varhaté ennyi beteg.
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d) Az abrizolando fiiggvény a [0, 13] intervallumon:

40,00D__..

Megjegyzés: ’ _
Grafikus kalkuldtorral vagy szamitogeppel lehet ilyen szépen megadni a grafi-
kont. Tovabba fontos, hogy a novekedes telitddik, 1 500 000 f5ié nem mehet, te-

hat a novekedés késdbb lelassul.

5 1 k 5 5—k
U(] (_J 0,402 | 0402 | 0,161 | 0,032 | 0,003 | 0.000

valoszinisége

3 4 5
dobott hatosok szama

b) Az esemény akkor kivetkezik be, ha a k értéke 0, 1 vagy 2. Az el6zo tablazat alap-
jan ennek valdszinlisége kb. 0,402 + 0,402 + 0,161 = 0,965.

- a01
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c) A dobott hatosok szama legfeljebb | Valosziniisége
] 0,402
0,804
0,965
0,997
1,000
1,000

LA e 0| pa | —

d)

valoszinfiség

0 T T T
0 1 2 3 4 5
hatosok szama legfeljebb

a) A hatszog masik négy szige 106%-os.

A hatszog teriiletét megkaphatjuk az
ABCD szimmetrikus (rapéz teriileté-
nek kétszereseként is.

Az APB derékszdgli haromszogbol:
m =40 - sin 74° = 38,45 (cm),

AP =40 cos 74° = 11,03 (cm).

A trapéz hosszabbik alapja

30+ 211,03 = 52,06 (cm), ezért

teriilete 52—0%+—30 -38,45 cm?.

A hatsz0g teriilete tehat (52,06 + 30) - 38,45 = 3155 (cm?).

b) A ,hordd” két egybevagd csonkakupbol tehetd Gssze, tehat térfogata:
2. ﬁ’;ﬂﬂ?—(%, 03 +26,03-15+15%) cm? =~ 104 000 cm? = 104 dm?3, azaz kb.
104 Titer, A hordoszerti testbe kb. 104 liter bor t6lthetd.

¢) Az addsnak legalabb 6 hordd bort kell kiildenie, hiszen 5 - 155 < 846. A hat hor-
dé egyiittesen 930 liter bort tartalmaz, ezért, ha a masodik kereskedé visszakiild
egy 84 literes teli hordot, akkor az adossag kifizettetett, hiszen 930 — 84 = 846.
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8.1. Kilencedik feladatsor

[. rész

a) Az allitas igaz. A pdros szamok altalanos alakja 2xn, n ¢ 7.
Igy 2n + 2k = 2(n + k). Ha n, illetve & egész szamok, akkor n + k is egész szim,
igy a két paros szam Gsszege is oszthatd 2-vel, azaz paros.

Masik megoldas:
Ha egy Osszeg mindkét tagja oszthatd 2-vel, akkor az dsszeg is.

b) Az allitas igaz. A paros szamok altalanos alakja 2r, r € Z, a paratlan szamok 4l-
talanos alakja 2k + 1, k € Z.

Igy egy paros ¢€s egy paratlan szam Osszege: 2n+2k+ 1 =2(rn+ k) + 1, ne Z;
ke Z, mivel n + k is egész, a kapott dsszeg paratlan szamot ad.

¢) Az allitas hamis. Pl.: két egymas utani paros szam a 2 és a 4. Ezek szorzata 8,
nem oszthato 6-tal.

Mivel 15 = 3 - 5, ezért a kivetkezd 9 db szam megfelel: 3,5, 1,1, 1, 1, 1, 1, 1.

Ha az elsé z6ldségesnél x Ft a krumpli kildja, akkor a masodikndl x + 12 Ft.
A szoveg alapjan; 18x = 15(x + 12), amibél x = 60 adddik.
Az els6 zoldségesnél egy kg krumpli 60 Ft-ba, a masodiknal 72 Ft-ba keriil.

Ellendrzés:

18 kg krumpliért az elsd zdldségesnél 18 - 60 = 1080 Ft-ot fizetiink; a masodik
zOldségesnél ezért a pénzért valdban 15 kg krumplit vehetiink, hiszen 15 - 72 = 1080
is igaz.

10%.1,05% = 1,216 - 10" (USD).

SzAmtani sorozat, melyre: @y = 15;d = 1;n =20 = S, = 490.
Tehat a telthazas eldadds idején 490 nézd lehet a moziban.

A hiromszég AB oldala parhuzamos az x tengellyel, BC oldala pedig az y tengely-
lyel. A haromszdg tehat derékszogil, magassagpontja a derékszdgl csticesal, azaz a
B csuccesal azonos: M(-5; 3).

Legyen az eredeti kocka élhossza 2a.

A kocka felszine 24a 2, a 8 db kis kocka felszine pedig 8 - 6a 2 - 48q 2, tehat kétsze-
rese az eredetiének.
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Az egyenlOség nem igaz.

Mivel az x F> vx fiiggvény szigortian monoton ndvekedd, ezért V2 <43 , gy
az egyenldség jobb oldala negativ, a bal oldala (ha létezik ez az érték) pozitiv, igy
az egyenlGség nem teljesiilhet.

(Az egyenitség bal oldala biztosan pozitiv, mert az x > Vx fliggvény szigorian
monoton nivekedd volta miatt 5 = +/25 > v24 = 246 ; €s pozitiv szdm négyzet-
gyoke is pozitiv.)

A d) valasz a helyes.

flx)y= sin[x + E);

2
f[—%}—f(—%]zsin%—sin%z‘\/52_1. !

A 72°-0s kbzépponti szdg a teljesszdg egyotode, igy a hozza tartozd ivhossz is a tel-
. , w90
jes keriilet egydtode, i = —% =18cm. (Felhasznaltuk, hogy egy kirben a ko-

zépponti sz6g egyenesen ardnyos a hazzatartozo koriv hosszaval.)

Adott A, B és P,

A feladatnak ket megoldasa van.

1) Az A tilkorképe P-re Dy, a BD, felez8pontja F, az A tilkorképe F-re C,.
2) B tiikorképe P-re C,, az AC, felez6pontja E, a B tiikorképe E-re D,.

A megszerkesztett paralelogrammik ABC|D; és ABC»D,. Ezek egyik oldala AB
¢s az egyik szomszédos oldal felezdpontja P.
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ILia rész

a) A gép allando sebességgel 1 perc alatt \ﬁ14 - 5)2 +(17-15)% = \@ =
km

k
= 9,22 (km) utat tett meg, ezért sebességének nagysaga 9,22 = 553 o
perc

b) A gép elmozdulasvektora az elsd 1 percben s = (14; 17) — (5; 15) = (9; 2).
Ha nem véltozik a sebességvektora, akkor a kovetkez6 1,5 percben 1,55 = (13,5; 3)
lesz az elmozdulasvektora, tebat a (14; 17) + (13,5; 3) = (27.5; 20) pontban lesz.

Atrendezve az egyenletet: a’b” — a%c? = b* - ¢,

Mindkét oldalt szorzatta alakitva; a*(b* —c2) = (b2 — (> + D).
A bal oldalra rendezve, kiemelés utan: (b2 — c?)(@” —b>—c%) = 0.

Egy szorzat csak akkor lehet 0, ha egyik tényezdje az. Ha B —¢? = 0, akkor (mivel
haromszdg oldalainak hosszardl, azaz pozitiv mennyiségekrol van sz6) b = ¢, tehat
a haromszdg egyenld szari. Ha viszont a’-b>—c? =0, akkor a’ = b7 +c?,
vagyis a haromszog egyik oldalanak négyzete egyenlé a masik kettd négyzetének
Osszegével, ez pedig a Pitagorasz-tétel, tehat a haromszog derckszogi. (Igaz, kissé
szokatlan a betiizes, mert a az atfogd és b, ¢ a befogok. Egyébként a két tulajdonsag
— egyenld szar, derékszog — egyszerre is fennéllhat.)

a) 2 dl = 200 cm3.

3,5°

dgr-3,
Egy narancs térfogata atlagosan % = 180 cm3, ennek 56%-a kb. 101 cm3,

tehat kb. két teljes narancs sziikséges a 2 dl ivdlé eldallitasahoz.
10
b} 1 liter ivoléhez kb. 10 db narancs sziikseéges, ezek egyiittes tomege kb. e 2kg,

10
ara pedig e 2 - 200 petak = 364 petak.

364 .
¢) A 2 dl eléallitasahoz szlikséges narancs beszerzési ara kb. = petik = 73 petak,

2
tehat erre 125 petak arrést szamitanak fel. Ez a beszerzési ar % <100 = 171%-a.

Mivel azt nem tudjuk, hogy a 10 = nagységi sebesség eldjele milyen (felfelé vagy
s

lefelé mozog-e a k&), ezért két egyenletet is fel kell irnunk; igaz, megtehetjilk egy-

ben: 15 = (£10 + 5¢). Rendezve: 5%+ 106—15 = 0. A pozitiv elGjel esetén az
egyenlet két gydke £ = 1 és —3; a negativ el6jel esetén ¢ = 3 és —1. A két negativ
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gytk értelmetlen (erre még visszatériink), a pozitivakbo! viszont megtudtuk, hogy
a kovet (ha még felfelé repiil) 1 masodperceel, illetve (ha mar lefelé esik) 3 masod-
perccel ezelott 16tték ki a talajszintrol.

Megjegyzés:

Eredményiink azt jelenti, hogy egy fliggéleges hajitds sorin azonos magassighban a
meg fel-, vagy a mar lefelé mozgo test sebességének nagysaga azonos, csak iranya
ellenkezd. Ezen szimmetria miatt egyébkeént a negativ gy6kok azt a fizikai tartalmat
hordozzak, hogy a foldet érés majd 3, illetve 1 masodperc mulva kivetkezik be.

ILIb rész

Szamoljunk ezer forintos egységekkel!

a) Ha takarékba fektetett pénziink évente x-szeresére nétt, akkor 400x> = 552.
Ebbdl (felhaszndlva, hogy x > 0) x = 1/% =1,1747,

Az évenkénti gyarapodas mértéke tehat 17,47%-os volt.

b) Ha az elsé évben k-szorosara nétl az Osszeg, akkor a masodik évben & + 0,05-
szordsére, Bzért k(k + 0,05) - 400 = 552, amibbl a K 0,05k — 1,38 = 0 egyen-
lethez jutunk. Ennck gykei a—1,2 és az 1,15. Megoldasként csak a pozitiv gyik
johet szamitasba.

Az elsd évben elért kamatldb tehat 15% volt.

Ellencrzes:

400-1,15-1,2 =400 - 1,38 = 552, ami megegyezik a feladat szévegében meg-
adott értekkel.

¢) Ha két évvel ezelott e forintot kellett fizetni azért az Aruért, ami most 552 forint-
ba kertiil, akkor az évi 9%-os inflacid miatt 1,09 2e = 552, amibdl

52
e= > 5 = 464,6,
1,09

Az 532 ezer forint annyit ér (annyi arut lehet belble vasarolni), amennyit a

464.,6 ezer forint ért (amennyi arut 464,6 ezer forintért lehetett vasarolni) ket év-
vel korabban,
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méter.

A korit kozéppontja az 5,5,5:5,
négyzet FG kozépvonalin, G-tél y
méterre van, Az ¢érintkezd korok ké-
zéppontjanak tavolsagarol tanultak
miatt 05 = x + 2 méter,

(84 = x — 2 meéter.

frjuk fel a Pitagorasz-tételt az OFS,,
illetve az OGS, derékszogili harom-
szogre. A kovetkezd egyenletrendszert kapjuk:

x+2)7- 20— = 10" A (x=2%—y%=10"

Ez ekvivalens a kivetkezével:

8x+40y-400 =0 A (x-2)" - y* = 100, ahol az elsd egyenletet az egyenlet-
rendszer két egyenlete kiilonbségeként kaptuk.

x=50-5y A (x=2)7 vy =100

x=50-5y A (48-50 -y =100

x=50-5y A 24y* 480y + 2304 = 100

x=50-5y A 3y -60y+2755=0

A masodfoku egyenlethdl y = 12,86, illetve y = 7,14 adédik.

Mivel x nyilvan pozitlv, ezért csak az y = 7,14 lehet igaz, jgy x = 50 -5 - 7,14 =
= 14,3, A korat sugara tehat kb. 14,3 méter, hossza pedig 27 - 14,3 =~ 90 méter.

b) A legkisebb keriiletll, megfelel$ kor koncentrikus a négyzet koriilirt korével, su-

gara a koriilirt kor sugaranal 2 méterrel kisebb, azaz 10\/5 — 2 méter (= 12,14 mé-
ter}. A legrovidebb, adott tulajdonsagi korséta hossza tehat 2o - 12,14 = 76 mé-
ter lenne.

¢) Hatot.
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Az 1000 darab egybevago kis kockabdl épitett nagy kocka éle 10-szer akkora, mint

egy kis kocka éle.

a} Pontosan egy piros lapja azoknak a kis kockéknak van, amelyeknek van kézos

lapja a nagy kocka valamelyik lapjdval, de nincs kozos éliik. Ezek szama 6 - 8% =
4
= 0,384,
1000
b) Azoknak a kis kockaknak nincs piros lapja, amelyeknek nincs k6zds lapja a nagy
kockaval. Ezek a kis kockdk egy olyan kockét alkotnak, amelynek éle egy kis
kocka €lének 8-szorosa. Tehat a festett lappal nem rendelkezé kis kockak szama

83 =512

A kérdezett valosziniiség

= 384, tehat a kérdezett valoszintiség

212 = 0,512.
0
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8.). Tizedik feladatsor

I rész

Ha az intervallumot pl. a i|% %[ alakban irjuk fel, akkor kénnyen megadhaté

, . 9 10 11 .. . 3 5 11
harom megfeleld szam: — (egyszeriisités utan: —; —; —

24° 247 24 3 120 2

Megjegyzés:
Mivel 10,33, 0,49 c :I% %[ ezert megfelelé szamharmas példaul a 0,34; 0,409;

0,4736 is.
A feladatnak végtelen sok megoldasa van, itt csupdn két Stletre hivtuk fel a figyel-
met.

Az elsé prim, a 2, paros, mindegyik mas pedig paratlan. Ezért az elsé 100 prim szor-
zata is paros. Osszegiikben pedig a 99 paratlan szdm Osszege paratlan, ehhez hoz-
zaadva az egy parosat, a végeredmény is paratlan lesz.

5000 sejtbdl indulunk, 2 nap miiva 10 000 lesz, 4 nap muilva 20 000, s igy tovabb

16 nap milva 8 duplazoddson lesznek tal, azaz 5000 - 2 8 = 5000256 = 1280 000
sejt lesz 16 nap mulva.

[A Betelgeuze dumérdje kb, dtszézmillié km, strisége kb, 1076 —5 ]
cm
r=2,5-10%km = 2,5 - 10"% cm, ezért a csillag térfogata kb. 4.2 - (2,5 10'%° =
=42-156-10% = 6,6-10* (cm?).
A csillag tomege kb. 6,6 - 10°°. 107 g = 6,6 - 10 g = 6,6 - 10°" kg.
A Betelgeuze témege tehat kb. 6,6 - 10°" ke.
Megjegyzés:
A Betelgeuze atmérdje, igy striisége sem allando.

A tizes alapn logaritmus definicidja alapjan m = lg 27, ami a hatvany logaritmuséra
vonatkozo azonossag alapjan igy is irhatG: m = p - g 2.
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Kiemelés utan: xz(}c2 +5x—6) =0,
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha a tényezoi k6zait van nulla:
x7=0 v x> +55-6=0
x=0vix=-6 v x=1
A megoldashalmaz: M = {-6; 0; 1}.

Ertelmezési tartomany: [-1; 6];
értékkészlet: [-3; 1];
zérushely: 3;
minimumhely: 2, a minimum értéke: —3;
maximumbely: 6, a maximum értéke: 1.

!

J A P csucsu derékszdg szdrai a kér egy atmérdjének végpontjaiban metszik a kort
(Thalész-tétel). A kor dtmérdije tehat 5 cm hosszd (Pitagorasz-tétellel).
A legnagyobb rész teriilete egy félkor és egy derékszogi haromszog teriiletének Gsz-

2
2ym 3;—4 = 15,82 (cm2).

szegével egyenld: ¢ =

!

4 6
J A, jo” valasztasok szama [2] = 6, az Osszes valaszidsok szama [ZJ =15.

Mivel az esetek egyenl8en valdszintiek, a kérdezett valosziniiség i3 = 3 =0,4,

vagyis 40%. A d) valasz a helyes.

J10.| Az AB szakasz F felezépontjdban allitsunk merblegest AB-re (m). Az F kibzépponti,
FA sugaru korrel alkotott metszéspontjainak egyike (C) megfelel a haromszog har-
madik csticsaként (a Thalész tétel miatt ugyanis a haromszdg C-nél derékszdgl, s
mivel C rajta van az AB felez6merdlegesén, ezért egyenl$ szari is).

J 1| A megadott egyenes egyenlete frhato igy is: 3x — Sy = -7, tehat egyik normalvek-
tora a (3; —5) vektor. A keresett merbleges egyenes egyik normalvektora tehat
(5; 3), igy egyenlete: Sx+3y =5.(-2) +3 - 3, vagyis Sx+ 3y = — 1.

J 12, Felhasznalva a hatvanyozas azonossagait: iy 3 +343.3 =39,

Kiemelés utin: 3’((% +1+ 3} = 39, k6z0s nevezdre hozva: 3°* ? =39,

Osztva ?—dal: 3F = 2%% =9, azaz x = 2.
Ellendrzés:
3+9+27 =39
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Il./a rész

Az autopalyan meglehetd legnagyobb tivolsag legyen x km.
A szoveg alapjan utikoltséglink ekkor:

10 - x + 0,056 - 250 - x + 0,064 - 250 - (1500 - x).

Nem léphetjiik til a 29000 Ft-ot:

10x + 0,056 - 250x + 0,064 - 250 - (1500 — x) < 29 000
10x + 14x — 16x + 24 000 < 29 000

8x £ 5000

x £ 625

Legfeljebb 625 km-t haladhatunk aut6palyén.

Ellencrzés:

Ha pontosan 625 km-t tesziink meg autopalyan, akkor Osszkoltségiink igy alakul:
— autdpalya dij: 6250 Ft;

— lizemanyag autopalyan: 8750 Fi;

— lizemanyag egyéb tton: 14 000 Ft.

Ez dsszesen 29 000 Ft.

Ha 625 km-nél kevesebbet megyiink autépalyan, akkor km-enként 10 Ft-ot sporo-
lunk az autépalya dijon, iizemanyagkdltségiink azonban csak 0,008 - 250 = 2 Ft-tal
novekszik, tehat a 29 000 Ft elegends.

Ha 625 kin-nél t&bbet megyiink autopalyan, akkor (az €lébb kiszamitottak szerint)
km-enkeént 8 Fi-tal tobbet kell fizetni a 29 000 Ft-on feliil, tehat kevés lenne a pén-
zlink.

a) Pitagorasz tételéhdl;

R = 64% 44502 h
B = 455 m, I=64
b) tgfxzﬁ = o=81I° : v =450
450

Az adatok meter pontossagnak, s a kisebb pontossagn adat két értékes jegyet tar-
talmaz, ezért «-t is ilyen pontossaggal hatarozhatjuk meg.

Megjegyzés:

Az adatokat kerekitettnek vehetjiik.

fgy 63,5 < 1 < 64,5, illetve 449,5 < v < 450,5. Ezért
63,5 64,5

— < g < —

450,5 449,5

8,023° < ¢ < 8,166°

Tehat indokolt ¢-t §,1°-nak venni.
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- a) A nehezék Osszerakhatd egy 3.5 cm €l kockabol és két olyan egybevago négyol- . st o o1 2
dalt szabalyos gulabol, amelyeknek alapéle 3,5 cm, oldaléle pedig 2,7 cm hosszu, 2) A negyretgyoldk miatt teljestilnie kell: 6 SxA RS 15
A kocka térfogata; . 1 2
35 3 em? = 42.875 e, ) Az egyenlet alaphalmaza tehat A:= [—g; E}
A gzulak alapteriilete: 2.7 Ezen a halmazon a megadott egyenlet ekvivalens a kévetkezOkkel:
3,57 em? = 12,25 cm?, magassagu- 2 1
kat pedig az dbra AKP haromszogé- .\/ ——5x = \j 3x+
b6l Pitagorasz-tétellel kapjuk. Mi- | ) 2
vel K az ABCD négyzet kdzéppont- 2.7 —=5x=3x+—;
3 52 3 2
ja,ezértAK:_’z_cm S Sx:l'
3,572 ) A i
m? =27 | === =1,165, ezért m = 1,08 cm. x=
. 2 48
: Lo .. o 12,25-1,08
; A ket gula egyiittes térfogata: 2+ —————— cm?® = 8,82 cm3, Mivel 4i8 e A, ezért a megoldashalmaz M = {L}
48
Az livegtest térfogata tehat kb, 42,88 + 8,82 = 51,7 cm3 = 5,17 - 1073 m?, igy to- b H Uk fel 2 - in? dsin?r_8 s_0
- _ L, asznaljuk fel acos“x =1 —si Agot: 4si —8sinx-5=0.
| mege 5,17 - 107> - 2500 kg = 1,293 - 10~ kg (mésként: kb. 12,9 dkg). Megol o splettel adodik: S 5 g aEOR RS AT BRI
% b) Példaut a CDHG négyzetlap és a CDP haromsziglap szoge az dbra PKR derék- Mivel |sin x| < I minden valos szam esetén, ezért csak sin x = 0,5 lehet igaz.
| szOg(ll haromszdgenek ¢ hegyesszogénél 90°-kal nagyobb (R a DC ¢l felezdpont- a7 _ 11 s
ja). KR hossza a kocka élhosszinak Ebbél x = 65'r+ 2kw v x= : s+ 2ma adodik, ahol k, m e Z.

a fele, azaz 1,75 cm. . 7 11
Atalakitasaink ekvivalensek voltak, ezért az M {g:ﬂr + 2k, g:r+ 2mz ; halmaz

KP 1,08 7
tge = —— ~ —— = 0,617, tehat H
o= 3155 1,75 minden eleme megoldasa a megadott egyenletnek.
” Az tivegtest négyzetlapja és a hozza e
‘ élben csatlakozé héromszoglap :
I 121,7°-0s sziget z4r be (a test belse- /b rész
‘ jébdl nézve). A tobbi lappar esetén , . . "
‘l ugyanekora szdg add dik?p L a) Az edény 12 cm mmagas és kb. 900 cm? folyadék tdlthetd bele.
| Megiegyzés: E b) Az edény gémb alaku, a gdmb atmérdje 12 cm.
Az emlitett két lap sikjanak hajlasszige 90° — ¢ ~ 58,3°, _ ¢) A kiip térfogata V — 1 122 .. 24 = 115227 (cm?)
. — 3 . - -

Ha a kipot fele magassagig toltjiik fel, akkor a fel nem o1ttt rész (kis kup) tér-
fogata éppen nyolcada a teljes kuptérfogatnak (a hasonlo testek térfogatardl ta-

nultak miatt). A kipba toltott folyadék térfogata tehat %V = 10087 (cm?).

Ez biztosan tobb a gémb térfogatanak felénél, ami kevesebb 500 cm3-nél.
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FELMERO FELADATSOROK i FELMERO FELADATSOROK
Megi'egyztés.' o ) o _ i tengerjérd hajé utvonalanak van kdzés pontja az x~ + y* =202 egyenlet(i kirrel. |
A kupba irhato gébmb sugara kb, 7,42 cm, tehat ebbdl is kivetkezik, hogy a fele -y =98 — 08 ‘ B
magassagdig 16lt6tr kapban tobb folyadék fér el, mint a fele magassagaig toltote 5 2) h e, y=4 = y=x-28
gombben. x" =y =400 x* +(x - 28) = 400 x* —28x+192=0

A masodfoku egyenlet diszkriminansa pozitiv (D = 16), ezért a felirt egyenlet-
a) A bal fels6 1-es (BF1) lehetésege 7-féle: tejfog: ép, tométt, Iyukas, maradandd ; rendszernek van megoldasa. Ez azt jelenti, hogy a tengerjérd hajo ttvonalanak
fog: ép, tomott, Iyukas vagy hidnyzik, 3 van kozés pontja az origé kzéppontu, 20 sugard kirlappal. A hajotdrdtteknek
Minden egyes fogra BF1-t6] BF5-ig (5db), BA1-t6] BA5-ig (5db), JF1-t61 JF5-ig tehat van esélyiik a megmenekiilésre.
(5db), JA1-181 JAS-ig (Sdb) 7-7 féle lehetéség van, ez dsszesen 7 2-féle eset.
A maradandé6 fogak ilyen korban csak a BF6, BF7, BA6, BA7, JF6, JF7, JA6,
JAT, ezek mindegyike 4-féle lehetdséggel fordulhat eld: ép, tométt, lyukas vagy

b) Az a)-ban felirt egyenletrendszernek két megoldasa van: (12; —16) és (16; — 12).
Az x—y = 28 egyenletli egyenes a P(12; ~16) és O(16; —12) pontokban metszi
azx” + y? =207 egyenletii kort. A tengerjaro hajo a PQ szakasz barmelyik pont-
Jjaban észlelheti a hajotorttek jelzéseit.

A PQ szakasz hossza: /(12 —16)° + (—16+12)° = 42 ~ 5.66 (meérfold).

hidnyzik = ezek lehetGsége: 4 °-féle.

Igy egy ilyen koru gyermekiél elvileg 7°° - 4% = 523 - 10%'-féleképpen tolthets
ki a tablazat.

b) Mivel a tablazat lehetséges kitoltéseinek szama (5,23 - 10%') nagyobb, mint a ta-
nulok szama (24), ezért nem lehet azt allitani, hogy biztosan van két olyan tanulé
akinek ugyanolyan a tablazatuk.

Vegyiink fel alkalmas derékszdgii koordinata-rendszert! Az egység hossza mindkét
tengelyen egy mérfsld legyen,

a) Ha a hajotdrdttek a

nak és a kis szigetet
§(-100; 0y jeloli, ak- : =
kor a tengerjaro hajo-  S(-100;0)
nak a 7(-100; -128) ~ °
pont felel meg.

A tengerjard hajo a T
ponton dtmend, v(1; 1)
iranyvektori egyene-
sen halad.

Az egyenes egyenlete:
x—y =28,

A segélykérd jelek az
origd kdzéppontu, 20
sugara korlap pontjai-
ban észlelheték. A ha-
jotorotteknek  tehat
akkor van esélyiik a
megmenekiilésre, ha a

H(0; 0) pontban van- 5 - N - ¥ e 3 3

o TE100 12
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