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3.5. Sorozatok
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i_47—24.\ a) Nem lehet. A sorozat elsd ket tagia egyenld. Szamtani sorozat esetén ez () diffe-
rencia, vagyis konstans sorozaiot jelent, ami most nem teljesil.
b) Nem lehet. A sorozat elsé ket tagja egyentd. Mértani sorozat esetén ez 1 hanya-
dost, vagyis konstans sorozarof jelent. Ez most nem teljesiil.
¢) Igen, lehet. Ha az dbrazoll sorozat elsé két tagja 1, akkor a harmadik tagja az abra
szepint 2, a negyedik tagja 3, a tovabbi tagok rendre 3, 8 es 13. Ellendrizhetd,
hogy éppen a Fibonacci-sorozat elsé 7 tagjanak felelnek meg czek a szamok.
Az Abrazolt sorozat tehat lehet Fibonacci-sorozat.
d) A Fibonacci-sorozat 8. tagja: oy = &3 + 6 = 13 +8 =21,
9.tagja: ag = ag +a; = 21 + 13 = 34.
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a) Ha kezdetben 1000 egyed volt, akkor ) = 1000. A rekurzios formulat hasznaiva
adodik, hogy @, = 1000; a, = 1005, a3 = 1015; . = 1030; as = 1050
ae = 1075; a, = 1103, ay = 1140; ag = 1180 és végiil a keresett ¢,¢ = 1225.
Azaz 1225 baktérium Jesz 10 6ra mulva a feltetel szerint.

—, ; —1
[\E)]a{H =ty +5[0+1+2+.‘.+(n—1)J:a0 +@(—i—l,

shol felhaszndltuk, hogy az €lsd n természetes szam 0sszege egy szamtani soro-
zat Bsszegeként kaphatéd meg. Ebbdl természetesen az a) kérdésre kozvetlen va-
5-10-9 <

rea 1225,

laset is kaphatunk, ha n = 10, akker ¢4 = 1000 +

1475., a) ays ertéket egyszeri yegigszamldlassal is megkaphatjuk: 3; 5; 8; 12; 17 23; 30,
38: 47; 57; 68; 80; 93; 107; 122, Maskent: 1asd a b) megoldast, amibél:
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1476, A termelés nivekedése 1991-ben p%-o0s, 1992-ben (p + 10%)-0s volt. A szbveg

. 100
alapjan tehit 10[ 1+ 2= |1+ 2710 Z 04
100 100

Pt 2Ip
10000 " 1000 T P1E !
P +210p—10000=0
A masodfoki egyenlet gyokei —250 &s 40. A feladat szdvege miatt csak a masodik
gydk lehet megoldas.
A termelés 1991-ben 40%-Kkal, 1992-ben 50%-kal emelkedett.
Ellendrzés:
1991-ben 14 tonnas termelés volt, ami 1992-re a masfélszeresére, 21 tonnara notr.
Ez megfelel a szvegben leirtaknak.

a) A feltétel szerint a kdvetkeziképpen alakultak a bevetelek: 11.2; 12.4; 13.6;
8.6; (96-1,1=)10,56; (10,56-1,1 =) 11,616; (1L616-1,1 =) 12,778;
(12,778 - 1,1 =) 14,0536; (14,056 - 0,6 =) §,434; (8,434 + 2,5 =) 10,934,
(10,934 + 2.5 =) 13,434. A masodik visszaesés eldtt 14,056 millid Ft beveteliik
volt, ami 16bb, mint az elsd eldtri 13,6 millid Ft.

h) Az utolsd éves bevétel: 13,434 milli6 Ft.

¢y Ha a kezdeti, évi 1,2 millios névekedés maradt volna és nincs semmi visszaeses,
akkor a 13,6 milliatol szamitva & éven at évi 1,2 millioval nétt volna a bevétel,
tehat; 13,6 + 9,6 = 23,2 millio Ft lett volna a bevélelitk. Bz kozel 10 millioval
lert volna tbb, mint ami a feltételek szerint valdjaban volt.

A feltétel szerint a mizeum ldtogatdinak szama kezdetben 163 000 £6 volt. Ha az
elsd évben 4 fével nott, akkor a kdvetkezd évben 4 + 14 500-zal, a rikovetkezében
d + 29 000-rel, végiil a negyedik évben d + 43 500-zal nétt. Tehit a 4. évben
{[(165000 + d) + & + 14 500] + d + 29 000} + & + 43 500 = 165 000 + 87 000 + 44
latogatdjuk volt, ami 252 000 + 44. Mivel csak a ndvekedés névekmeénye (a 14 500)
volt megadva, a 4 értcke nem, ezert szamszeril valaszt nem lehet admi.
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1479.| a) A sorozat ugy indul, hogy 5; 7, 12, 20; 31; 45; 62; 82; 105; 131,

a kiilénbségsorozat 2 5 8 11 14 17 20 23 26
a kiillonbségserozat differencidgja 3 3 3 3 3 3 3 3
Itt a 10. tagig abrazoltuk a folyamatot, még két lépés van: ¢lébb 29-et, majd 32-t
kell adni a,y-hez, azaz a;, = 160. és a keresett 445 = 192,
b) Az elsé 20 tag Osszegehez meg a hianyzo 8 tagot a,310l ayy-ig meg kell hatdroz-
ni, s aztin dsszeadni. gy eldszor 35-6t, aztan 38-at, majd 41-et, 44-et, 47-et, 50-
et, 53-at, 56-ot kell adni az el6z5 clemhez. Tehat a3 = 227: majd 265; 300; 350;
397; 447; 500; a4y = 536. Ezutdn a keresett 20 elem Osszege pl. zsebszamolg-
geppel dsszeadva: 3200
G\jHa a felrajzolt struktarat nézzik, akkor ay =5+2; a; = (53 +2)+(2+3);
Ty =ay,+2+2-3=5+3-2+(1+2)-3. Nem nehéz litni, hogy mindig 2-t,
valamint az index minusz kétszer 3-at kell hozzaadni az clézd elemhez, azaz
k—2)k-1 '
A, =5+k-1-2+(1+2+ ... +k-2)- 5= 3+2k+£#-3.
Ellendrzes:
Példaul ¢y, = 3 + 24 + 165 = 192. (Egyébként ezzel a b) kérdesre 1s lehetne ke-
vesebb szamoldssal valaszt adni, esak a fenti formulabol ki kell fejezni az elsé »
tag Gsszeget:

=0 3(k —2)(k —1) _ I, e
2|3+2k+42— :3n+n(n+1)+52(\k ~3k+2)=

k=1 N =1
= 2 :_4?1:_3(n(n+1){2n:—'1) B Ja(r+1) =
24 6 2
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Ellendrzés, példaul az elsé 5 tag sszege: eszerint 75, ami valoban stimmel.
Eszerint az elsd 20 tag bsszege egyszeribben adodik: 10 390 = 3900.
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i}:i(—ﬂrf +3) = i(ﬁrfz + 3:‘) = 4253 + 325 -4 n(n+ -113(2n+ 1 3 n(n: 1) _
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Ha 100 kecskével kezdett, és az elsd évre a nvekedés d keeske, ukkor az elsG gv
végére 100 + d kecskéje lesz, a kovetkezd évben pedig mar

(100 + d) + d+ 4 = 100 + 2d + 4 = 104 + 2d kecskéje.

A harmadik évben hasonléan: (104 + 2d) + (d + 4 +4) = 112 + 3d.

A negyedik évben mér 124 + 4d, és végiil az 6t6dik évben 140 + 5d kecskéje lesz.
Erre azt mondja a feladat, hogy ez 265 kecske. 140 + 5d = 265, d = 25. Tehit a
15. év végén 955 kecskéje lesz.

Allitas: Zast T Invk 4
5 :
a, —(k—Dd+a, +k-1)d

2
ményiil a,-et kapunk. Az 4llitds igaz, de csak a masodik tagtol kezdve. Az elsé tag-
nak ugyanis nincs mindkét oldalon szomszédja.

Bizonyitas: a kijeldlt miiveletek clvégzese utan ered-

- —(15 =
: = —3,5.

a; = a5+ 2d, ezért d =

Viszont as = a, + 4d, ezért a; = as —4d = 31. Tovabba Sy = 8a, + -Sé—7d =150,

Legyenek az oldalak ekkor a — d, 4, a + d. A Pitagorasz-tetel miatt:
(et —d) 2iat=(a+ d)z. Felbontva, rendezve: a’ = 4ad. Mivel nyilvén a # 0, tehdt
d= %. Az oldalak ekkor 0,75a, a, 1,25a; a haromszdg terilete pedig: ﬂi_a_a =
= T = 150. Ebbél a = 20 (a formailag szintén adodé —20 nyilvin értclmetle/;l a fel-
adat szempontjabol), igy 2 haromszog oldalai: 15 cm, 20 cm, 25 cm.

Ha most a3 = 3a,, ngyanakkor altaldnosan: a; = a; + d, akkor d = 2a,, tovabba
a, = a; —d = —a,. lgy viszont ay = —a;, 4 =-2a; és a3 = —3a;. Ha 5, = 4043,
akkor §, = -120a,.

nn—1)

Masrészro] viszont dltalanosan: S, = ag; + d, azaz na, + n(nq— b (-2ay) =
2 2 . =

=na, — (0" —ma; = (-n" + 2a)a;. Tehat — 120 = —n%+2n, amibél n = 12 (vagy

—10, de ez most értelmetlen). Ki kell tehdt fejezniink ay,-t, ami: a1, = ay + 11ld =

=¢a+ 11(-2a,) = -21a,.
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s .
——8 Atrendezve az egyenletet:

20 YD

Vagyis most ———— =
Sig =55

4 o

i 5-4 10-
485 = §p- Felirva mindegyiket a;-gyel és d-vel: 4:\ S+ 2 &

] = 10g; + ——d,
2
rendezés utan: 2e; = d. Bzt visszairva: Sy = 100a,. Feligjuk még:

: 20-19 1
Syp = 200, + ¢ d = 400a,. Ekkor a kérdeses arany 100 _ i
- 2 400a; —100q; 3

Eisd (favagd) megoldds: ekkor x = 10+ 12 + 14 + ... + 98; vagyis a 10 kezddtagn,

2 differencidju szamtani sorozat elsd 45 tagjnak Gsszegerdl van szo. Ez a keplet
10 + 98 .

szerint: 45 ————= 2430. Hasonléan y = 11+ 13+ 15+ ...+ 99:eza 11 kezdd-

B 11+99

tagli, 2 differenci&iu sorozat els§ 45 tagjanak dsszege, vagyis: 45- = 2475.

Vagyis y nagyobb x-nel, 45-tel.

Misik (okos) megoldds:

A két Ssszeg tagjai kozott kdlesdndsen egyértelmil megfeleltetést letesithetiink:
= 10412+ 144+ 98 ppg Bsszegnek ugyananmyi, nevezetesen 45 tagja van,
y=11+13+15+...+99

&s y-ban minden tag pontosan 1-gyel nagyobb, mint a megfeleldje x-ben. Tehdt y a
nagyobb, mégpedig 45-tel.

900 db hdromjegyii szam van, chbél 450 paros és 450 paratlan szam. Allitsuk pirba
az egymas utan kivetkezo piros, illetve paratlan szamokat.
100; 102; 104; ... 9%6: 998
101; 103; 105; ... 997, 999
Minden paratlan szém l-gyel nagyobb a természetes szamsorban eldtte 4ilo paros
szAmnal.
Mivel 430 db ilyen par van, ezért a hdromjegy(i paratlan szamok Gsszege 450-nel
nagyobb, mint a hdromjegyil paros szamok Gsszege.
Madsik megoldas:
A haromjegyii péros, ilietve paratian szdmok szimtani sorozatot alkotnak. melyek
kiilonbsége (differencidja) 2.

450 - (100 + 998)

= 247 030.

2
: . 450 - (101 + 999
A paratlan szamok 8sszege: Soypgen = ——(—?——)

Spm'atlan - sz'lros = 450. )
Tehat a hiromjegyii paratlan szamok Gsszege 450-nel nagyobb a hiaromjegyi paros
szamok Osszegenel.

A paros szamok 0sszege: Sy =

=247 500.
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- l bl (1 — .l‘ b
1490, S, = na, + ”(”_? g n?+ f‘—“%—) 4 = 96. Rendezve: 3n° - 2n— 96 = 0, amibél

n = 6 (vagy —5,3, de ez most értelmetlen). (Ellendrzés: ekkor az elsd tag 6, és az el-
36 hat tag Osszege: 6 + 10+ 14+ 18 +22 + 26 yaloban 96.)

A szamtani sorozat n-edik tagja a,, = a; + (n — 1)d, az els6 n tag Osszege

5 - na, + 4, :}.
T 2
fgyn=a+n-13 L)
+
56— A (IL)

Az (L) egycnletbdl @, = 5 - 4a, behelyeuesitve a (1) egyenletbe

3a° —5n - 112 = 0 masodtokn egyenletet kapjuk, melynek pozitiv egész megoldi-
sa 7, igy a =-23

A sorozat elsd 7 tagja: —23: —18; —13; —8; -3, 2; 7, ezek Odsszege —56;es a7,
tag 7.

nn—1)
2

Sn = ?’Idi -

d = na, +0,25a(n — 1) = 38.

Hasonloan 5,4 = (n+4)a; + 0,23 (n + ) (n + 3) = 69.

Mindkét egyenletet 4-gvel szorozva és rendezve:

n?+(da;— Dn—152 = 0, illetve n” + (4o + Tyn + 16a; — 264 = O.
Egyenlévé téve a bal oldalakat egymassal, szdmos tag kiesik, rendezes utan:
a=14-2a,.

Vigszatrva ezt §,-be, rendezés utan: —a,” + 0,5a, + 7.5 = .
o =25 19
amibél a; =< . .tsigyn= < o Mindkét megoldaspar jo.
3 .
Masik megoldas:
A két Osszeg KOZOt @, | + Uy i2+ G,z + Q4 a killdnbseg,
Ez A (an+l + 0’5) + (an+l +2- 0,5] + ((Jn_,_] +3- U,S) = 4a}l+1 + 3? ami
Ebbdl g, ., = 7 (és masképpen felitvaa, , = g, +#n - 0,5, amibél a; = 7-0,3n).
A 0,5-es differencia miatt ekkor g, = 6.5.
Visszafel®” felirva az Osszeg tagjait, tekinthetjiik ezt kezdétagnak, és -0.5-nek a

an—1) .
(-0,3) = 6,57 — 0,25a(n — 1).

differenciat: 38=n-6,5+

2.5

19
Rendezve: —0,251° + 6,757 — 38 = 0, amibsl n = Lésigya = .
< 8 1 < 5

Mindkét megoldaspar jo.
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(;2+ag=2}

ag —a, = 24

_ o ’ L al+d+al+7d:21
Mindent felirva a, és d segitségével: 4y = $d - (a +2d) = 24[,
i 2(11 —8d = 2 1
rendezve: 6d = 24T.
A masodik egyenietbdl d = 4, beirva az eisébe: a; = - 15.

10-9
Ekkor S;, = 10a, +%—d =-150+45- 4 =30

Tekintsiik ezt az Osszeget egy szamtani sorozat 11 szomszédos tagja Osszegének.

Barmely egész 7 lehet a , kezditag”, és 1 a differencia. Képezniink kell §;;-et:
11-10 : . o . - o

1 =11z +5). Mivel z+ 3 is egész, ez biztosan 16bbszérdse 11-nek

12-11

Iz~

(avagy oszthato 11-gyel). Viszont 12 esetén 8, =12z + 1=12(z+5,%)

biztosan nem oszthatd 12-vel, hiszen z + 5,5 nem egesz.
{(Vagy masként atalakiiva: §1» = 12(z + 5) + 6, azaz 12-vel osztva 6 a maradék.)

Legyen a sorozat kezddtagja a;, differencidja d.
A péros index({i tagok (@2 €4, .--» deo) tekinthetSk egy olyan sorozatnak, amelynek
kezdbtagja a, + d &s differenciaja 24. E sorozai 30 tagjanak Osszege igy:
30-2
30, +d) + 4 2d = 30a, + 5004 = 2760 (1)

A harommal oszthatéd indexii tagok (as, g, ..., dgp) tekinthetSk egy olyan sorozat-
nak, amelynek kezd6tagja a, + 2d és differenciaja 3d. E sorozat els6 20 tagjanak

20-1 .
2 -3d = 20q, + 6104 = 1870 (10).
@ +30d =92 l
a, +30,5d = 93,5,
A két egyenlet kiilonbségébdl 4 = 3, amit visszairva (példaul) az elsébe: a; = 2.

5
60q"9 -3 = 5450

osszege igy: 20(a + 2d)+

Az (D-et 30-cal, a (I0)-t 20-szal osztva:

Ekkor Sg, =60-2+

Szamtani sorozat paratlan szami szomszédos tagjanak atlaga épp a k6zépsd tag.
+a, +a

Vagyis ATHTH - 4= i .

Trjuk fel a szorzatot igy: (g — dyay(up + d) = (-4 —d) (—4) (4 + d) = 80.

Felbontva, rendezve: 4d” — 144 = 0, amib8l d = +6.
A kérdéses hirom tag tehat (ndvekvd indexek szerint) - 10; -4; 2 vagy 2; -4, -10.
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Ha a hét cgymast kdvetd tag kiziill a kbzeépsot a-val, a differenciat pedig d-vel je-
161jlik, akkor az egyes tagok rendre:

a-3d a-2d, a—d, a, a+d a+2d;, a+3d .

E hét szdam dsszege 7a, exéri a szoveg alapjan 7a = 700, vagyis « = 100.

A megadott informaciokbél tehat megillapithato, hogy a 100 szerepel a szamtani
sorozat tagjal kdzott,

- [
. W o1n . . A 5 SN2 -1
Célszerll eldszdr a tort nevezdjet gydktelemteni: —= ==

_
- = 5(42 = 1).
Bl oo owEb

Az dsszegkeplet szerint igy

(24,4 194)-20

Sog = = 20, + 1904 = 100(v2 — 1) + 19042 = 200+/2 —100.

Az elsé hiisz tag sszege pontosan 290+/2 — 100.

Ha egy szamtani sorozat paratlan szamu szomszédos (vagy a kézépsdre szimmetri-
kus sorszamd) tagjainak Gsszege adott, akkor érdemes a kzépsd tagot jeldlni egy
betdvel, legyen most a3 = 4. Itt az a € Z €5 a tobbi tag is egész a feladat szdvege
szerint, Bkkor d is egész, (¢ —2d) +{a—d) +a+ {a+ d)y+{a + 2d)y = 65.

Ebbél a = 13.

Felithaté meg: (g - 2d){¢ - dyalu + d(a + 2d) = 129 168.

Felhasznalva, hogy a = 13, atirhatod gy is: (169 — 4d7)(169 — d°) = 9936.

A szorzas elvégzése utan 4-ben negyedfoku egyenletet kapunk, mely mdsodfokidra
visszavezethetd.

Legyen x = d°. Bz a 4x” — 845x + 18 625 = 0 egyenletre vezet. Mi x-szel egy egész
szAm négyzetét jeloltilk, lehat csak olyan x értek felel meg, ami egy egész szam
négyzeie. Az egveniet egyik gydke nem is egész, a masik: 25. EbbSl o' = 5 és
dy" = —5 adodik.

Figvelembe véve azt is, hogy a = ¢; = 13, meghatirozhaié a keresett két sorozat:
az elsé tag 3, a kiilonbség 3, illetve az elsd tag 23, a kiildnbség - 5.

Ellendrzéskent felirjuk a kereseu sorozatok elsd ot tagjat: 3, 8, 13, 18, 23, illetve
23, 18, 13, 8, 3. Ezek a feltételeknek cleget tesznek.

A szimiani sorozat elemei:

ay—3d; ay—2d; a, —d; a,; a, +d; a; +2d; a, +3d.

‘_—-—-._‘,_——J L_ﬁ,__l L. _ — — — e — [ -
% ) & G5 g

Ezek dsszege S; = Ta, = 7- 15 = 105,

PIl: csbkkend sorozat (d = —3)

2420 18; 15, 12; 9. 6; 5 = 105;

novekvo sorozat (d = 2)

G, 11; 13: 157 17 19; 21; §; =105,

10
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Legvenek a haromjegyd szam szdmjegyet: a -d: a; ¢ +d
(@eN"; 1<as9;, -4<d<d; del)
Az ereded szam 100(a -+ 10a+a+d = Llla— 9%
A szamjegyek dsszegea —d+a+a+d = 3a.
— gy

fey 2(11 lc: 99d) a1 @,

3a
A Teleserelt szam szamjegyei a; a¢—d;, a+d.
A feleserélt szam 100a + 10(a—d) +a+d = 111la—94.
Ezért 111a—994 + 270 = 111a-9d {(IL.)
Ebbél o = 3, et behelyettesitve (1)-be a = 6.
Tgy az eredeti haromjegy( szam 369, a felcseréli 639 (270-nel 5bb, a szim kétsze-
rese a szamjegyek osszegevel osztva 41-et ad).

Szimtani sorozatra
S, =a +{az+as+ ...+ a, )+ a, =-190+36+202 = 43,

Mivel §, = 28 T9) psip =8,

foy a sorozat 8. tagja 202.
ag = a; + 7d, melybdl d = 56.
A sorozai elsd 8 tagja: —190; —134; -78; —22; 34; 90; 146; 202,
— —— ——
Osszeglik 36

A 3-mal osziva 2 maradékot add pozitlv cgész szamok 2; 5; 8; ... olyan szamtani
sorozatot alkotnalk, melyek elsé tagja 2, kilénbsége (dilfferenciaja} 3.
A 2005-né] kisebb 2004 db pozitiv egész koziil minden harmadik szam 3-mal oszi-

e

4 .
va 2 maradékot ad, tehat = 668 db ilven szam van.

lggy = 1) + 667d = 2003.
668(2 + 2003)
2

= 669 670.

Ezek Osszege: Sgiq =

Az elsd n db pozitiv pdros szdm Osszege
nig, +a,)  n-(2+-2a)

2
Az elsd n db pozitiv paratian szam Osszege

1+2n— 5
1+3+...+2;1-'1=£———?-E—-2: “

n+ ) 101 o
A feliétel szerint 202 IO kgt < 100,
R 100

Tehat az elsd 100 pozitiv paros szam és az elsé 100 pozitiv paratlan szam Osszegé-

2ad4 . 2= =n{n+1) (neN").

1
nek hanyadosa -2-
100

1
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SOROZATOK

Legven az elsé Kivalasztotr termeszetes szam & (k € N)

L e - —_113 + s
E}’:;, A;’j, k;g, sk (n—1)3 (reN csn>l)
1 2 3 a

n
Ezek szamtani sorozat egymdst kilvetd tagjai, dsszegiik

2k + @ =1-3] 493,

Ebbdl 2nk = 3n — 30~ + 986,

(
2k=3-3n+ &
fl
Mivel 24: 3, 3n egeszck, tehat ——-nek is egész szamnak kell lennie, vagyis n | 986

B
886 poziliv osztoi: 1; 2; 17; 29; 34; 58; 493; 986.
Ezek kdziil n = 2 eseten k = 245,

n=\17eseen k = 3,
A tdbbi n értékre k negativ lenne.
Tehar két szamot valasztotlunk ki €s az elsd szam 245; vagy 17 szamot valasztot-
tunk ki és az elsd szam 5, az niolsd 53.

A hdromszig szégei fokban mérve legyenek o —d; o; w+d (we N¥; de N).
Mivel o —d+ o + & + d = 180, ezért & = 60°. .

1. d = 0. Ebben az esetben a haromszig egy 1 em oldali szabdiyos hdromszig.

2. d > 0. Ekkor a legrovidebb, 1 cm-es oldallal szemben van a haromszag legkisebb
szdge, ami o — d. Mivel d € {1: 2; 3; ...; 59}, ezért 59 ilyen haromszdg van,
(sszesen tehat 60-féle haromszog felel meg a feladat szévegének.

A hdromszédg oldalainak hossza legyena—d, aés a+d, ahola > 0,d > 0 ésa > d.
Mivel a haromszig keriilete 300, ezért @ = 100, a masik két oldal pedig 100 — 4, il-
letve 100 + d hosszdsagi.

A haromszdg 120°-0s szbge a leghosszabb oldallal, tehat a 100 + 4 hosszisaguval
szemben van, Erre felirva a koszinuszeéielt:

(100 + &)* = 1007 + (100 — &) — 200 (100 — ) cos 120°.

A négyzetre emeléseket elvégezve és felhaszndlva, hogy cos120°= —

[

1002 +200d + 4° = 3 - 1002 - 300d + ¢ 2. Ebbdl 4 = 40.
A haromszog cldalainak hossza tehat: 60, 100, illetve 140.

A 60 hosszusagi oldallal szemkdztes szoget f-val jelblve, szinusztétellel:

§i 60
siZTZfU" = 140 Ebbol sinf = 10,3712, s mivel §hegvesszdg, ezért f = 21,79°,
A haromszog harmadik szége 60° — g = 38,21°,

12
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A derékszdgil haromszdg hosszabb befogdjat jeloljik a-val (ez ugvanis a harom ol-
dal kdziil a kézépsd hesszasaga). Minthogy az oldalak csak pozitivak lehetnek, az
adott = 3 miatt a > 3. A haromszdg derékszogll, felirhato ra Pitagorasz tétele:
(a-3*+ a’ = (o + 3)2‘ Ennek pozitiv gytke a = 12 (> 3 teljesil), a hdromszog

oldalai: 9 cm, 12 cm, 15 cm. coser = ;’ amibdl e = 53,13°, = 36,87"

A konvex Otszog belsd szbpeinek dsszege 540° (az Otszog barmely csicsabol hizorg
atldkkal 3 haromszdgre bonthatd). A kizepso nagysagl szdget jeloljilk e-val, elckor
4 5z0g0sszeg:

(@ +20 +{x+ )+ o+ (- &+ (o —28) = 540°, amibdl & = 108",

Tehat megallapithatd az egyik, éppen a kizépsd nagysagu szog pontos ertéke.

Egy noldala (n € N7, n 2 3) konvex sokszog belsd szdgeinek dsszege (rn — 2) 180°,
(e, 22,5+177.5

Mivel §, = % gy (n—2)180 = i‘“—:—”)

A sokszdg 12 oldalu, ezérl 1775 = 1225+ 114, gbbﬁl d=3.

A sokszdg szogei 122° 30161 53°-onként nének, a legnagyobb szbge 177,5%.

, amibdl n = 12.

Mivel a teriilet 3000 m? nagysagu, akkor 10 000 m? lenne, ha kiegeszitenénk negy-
zetté, azaz az oldalak 100 m hossziak. Ha erre 75 cm-enként akarunk fat iltetni, ak-

kor % (illetve ennek egészrésze), tehat 133 Ta fér el az elsi oszlopra. A ma-

sodikra 132 fa, és igy tovabb, az utolsdra mar csak 1 fa, tehat szikségiink van a
133+ 132+ ...+ 2+ 1 Osszegre. Bz az elsé 133 szam Osszege, szdmtani sorozat
133-134

s

dsszegeként adodik: = 8611 facsemete iiltethetd el

Megjegyzés: u szamolis sordn az els6 fa oszlopot a telekhatdron vettik fel. Ha a ha-
(drra nem lehet iiltetni, akkor (ermészetesen kevesebb lesz a facsemetek szama.

most 2 évmiiva| 4 év milva | 6 ev milva
(eredeti érték)
l;) szerint értek 2 MFt 1,8 MFt 1,6 MFt 1,4 MEt
| b) szerinti érték 2 MFt 14MFt | 08MEt | 02MFR

Az egyes polcokon levd kényvek szama egy (—3) differenciaja szamtiani sorozat 7
egymast kivetd tagja.

8, = w -7 = 204, a kimyvszekrenyben tehat 294 db kdnyv van.
Megjegyzés.‘b a legfelsd polcon 51— 18 = 33 kényv van,
’
13




SOROZATOK

Nem lehet minden polcén primszamnyi konyv. Ha a; = 17; és minden polcin az elo-
#Ehoz képest d-vel (d e N™) 16 a kényvek szama, a 18. sorban levd kényvek szama:
ayg = 17+ 17d = 17(1 + d), amely 17-nél nagyobb és 17-tel oszthatd, igy nem prim.

A naponként elolvasoll oldalak szama szdmtani sorozat szomszédos tagjai
(= 1)d (n—1}18
S = ﬂzﬂ-(n—)——] igy 379 = M
I 2 2
Ebbl 9n2 + 10n - 379 = 0, az egyenlet pozitiv gydke 5,96.
Tehat 6 nap alatt (1 héten beliil) sikeriil elolvasni a kdnyvet.

A harmadik ember a db ¢ipdt kapjon, a negyedik a + d darabot.

Az egyes emberek a sziveg szerint ekkora —2d; a—d;, a; e+d: a+2d darab
cipot kapnak. a - 2d +a—d+a+a+d+a+ 2d = 100, amibdl ¢ = 20. A szdveg
szerint még az is teljesiil, hogy 20+ 20+ d + 20+ 2d = 7 - (20 - 2d + 20— ), ami-

1
bl d=9—.
© 6

2 3 1
Az elsG ember 15, a masodik IOE, a harmadik 20, a negyedik 293, az diodik

I
pedig 38; cipdt kapjon.

Ellendrzes:
Az Ot szam Osszege valoban 100.

2 5 23 ) .t qx 25 175 . .
15 + IOE =5 ezért a masik harom ember 100 - 5 = db cipdt kapott Bsz-
szesen. ) B B

175 25, . . p
 18az, tehat a megadott 6t szam megfelel a feludat szdvegenek,

- =5

Az egyes nyeremények egy 450 differenciaju szdmtani sorozat szomszédos tagjai.
A szdveg szerint; g, = 3600 és 5, = 9900 + 3600 = 13 500..
a +a, a, —(n-Dd+a, 2a, —(n—1)d
0= - .

5 = =
n 9 )

i,

2
7200 — (n—1)- 430

A megadott szdmokkal: 13 500 = 5

-1, amit rendezve az

n”— 177 + 60 = 0 egyenlethez jutunk. Ennck gvikei 5 és 12, A 12 nem felel meg,
hiszen ekkor a ,.nyeremények” kézotl negativ dsszeg is szerepelne (pl. a sovozat el-
86 tagja — 1350 lenne).

Tchat dten nyertek az agirversenyen rendre 3600; 3130, 2700; 2250, illelve 1800
tallert.

Ellendrzés:
3150 + 2700 + 2250 + 1800 = 9900, ami a feladat sz&vegének megielel.

14
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1518] a, = 3000; d=-200; S, =15000; n=?
)+ .
Aza, =g +(n—-1)-dé §, = %n képletek alkalmazisaval az
n”—31a+ 150 = 0 egyenlethez jutunk.
A gyokok kdziil csak az n = 6 felel meg a feladat szdvegének. Az n = 25 ugyanis
nem megoldas, mert ekkor «,-re negativ érigk adodik.
Megjegyzés:
A feladat képletek nélkiil is megoldhatd. Erre akkor érdemcs gondolni, ha s sleg kis
&reék{l, mint itt is, (3000 + 2800 + 2600 + 2400 + 2200 + 2000 = 15 000).

1519, A kislany a virdgagyds sarkdig az AR utat teszi meg. Ennek hosszat deciméterben

az ABC derékszdgll hiromszdgre felirt Pitagorasz-tétellel szamitjuk ki.
AB” = 409, ebbll AB = 20.2.
a) S,z = 7 Az oda-vissza utat egy tagnak szamitva:

a, = 2(20,2 + 3) = 46,4 (dm),

a, = 52,4 (dm).

B __________
/ |3 dm
S 30T T W T R -
A 20 dm C} & {?’_' L
—
3dm 3 dm 3 dm

Ezekbdl megallapithatd: d = 6; a3 = 148,4; Sy = 1753.2.
A megtett Ut az elsé alkalommal 1753,2 dm = 173,32 m.

b:} S"G = ?
b, =2(20,2+9) = 58,4 (dm),
by = 764 (dm).

Ezekb6l megillapithatd: d' = 18; bg = 148.4; S = 620,4.
A megtett (t a masodik alkalommal 620 dm = 62,0 m.

kertiletét kell ismemdink ahhoz, hogy
megallapithassuk, milyen hosszi zsi-
neg sziikséges a7 atkotéséhez. A réte-
gek kozelitoleg koncentrikus koroknek
tekinthetok. Az elsd, legbelsd réteg
kiilsa felilletehez tartozd dtmerd 4 cm,
a kdvetkezoe 5 cm sth. szamtani $oro-
zat egymds utani tagjai, ezért a kertile-
tekis oy = 4m @y = 5w,
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SOROZATOK

Ezekbd megillapithaté, hogy d = 7, a, = 4w+ (n - L)@ = 37 +n.
A furdszényeg hossza a rétegek keriiletenek dsszegebl) adodik: S, = 400.
Az bsszegkepletbdl kovetkezik:

800
7 + mynr= 800, ebbdl: n® +Ta———=0; 0<n=13(=128)
¢ i

A Kiilsd réteg keriilete @15 = 407 + 1277 = 16z = 50,26.
Ezek szerint az 50 ¢cm hosszusagu zsineg koriil sem ¢éri a szOnyeg-hengert.

A lépesdk szama pozitiv egész. Kati paros szamu lépesin halad fel is, le is. Zsofi 3-
szor teszi meg az utat fol-le, tehat az dltala végigjart Ssszes lépesé szama 3-mal
oszthato.

Kati dltal bejart 1épeséfokok szama: 2,2, 4,4, 6,6, ..., », .

Zsofi Altal bejart 1épesok szdma 3 - 2r, ugyanis § 3-szor megy a teljes Iepesdsoron
fel és le.
‘Ekkor felirhatjuk: 22+ 4+ 6+ ... + 1) = 6n.

Ebbél a zarGielben 16vo kifejezés szimtani sorozat szomszédos tagjainak az Osszege:
2 @+m g = 6n, azaz n(n + 2) = 12n. Az n # 0 miatt oszthatunk n-nel: n + 2 =12

EbbSl # = 10.

Megjegyzés: Egyenlet nélkiil is megoldhato a feladat. A gondolatmenel az alabbi
tablazat alapjdn kévethetd. A 1épcsok szama #.

a  Kad altal bejart 1épesdk szama Zsofi altal bejart
lépesok szama (6n)
21242 41 <« | 6-2=12
| 4 2+2+4+4 12| < 1 6:4=2 |
61 242+4+4+6+6 _ 24 | < | 6-6=136
8| 2+2+4+4+6+6+8+8 40 | « | 6-8=48
10| 2+2+444+6+6+8+8+10+10 | 60 = |6-10=60 czjo
12 2+2+ +32+12 84 > | 6-12=72

Ezck szerint 10 fokos lépesdn jarkaltak a gyerekek.

a) Az elsd sorban 18, a kivetkezSben 21, aztan 24 hely van, a 24, sorban:
18 + (24 — 1) - 3 = 87 hely van. Ekkor a szinhaz féréhelyeinek szama ezen sza-
mok dsszege: 18 +21 + ... +87.

: 18+ 87)-24
Ez az dsszegképlet hasznalataval: (8_?L_

= 1260 hely.

b) Mivel minden sor 20 ¢n-rel van magasabban, mint az elézd, és 24 sor van, az utol-
50 23 « 20 = 460 cm-rel van magasabban, mint az els, tehdt a valasz 4,6 méter.

16
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SOROZATOK

Az elézéhoz hasonlo feladat, de most nem twdjuk, hogy hany sor van. ElGszr ezt
kell kiszamolni. . _

Minden sor 35 cm-rel van magasabban, &g a7 utolsd 14 m = l.‘40() cm-rel van ma-
gasabban, mint az elsd. Ekkor a Lépesok’”, az emelkedéself szama 1400 : 35 = 40,
wehit az clsével egyiitt 41 sor van. Az clsében 80 hely van, és minden sorban 4-gyel
tobh, akkor a 41., utolso sorban: 80+ (41-1)-4 (?;0240?281}y Hn FEkkor egy szek-

: L 240)-41 o

torban az ilohelyek szama: 8084 +...+ 240 = s 160 - 41 = 6560,

% szektarban 8-szor ennyi: 52 480.

Az egyes sorok ilchelyein ek szama egy szamtani sorozat egymas utini tagjai.

a =40, d=4 S, = 240. ’ N k= 5 sorban
Az a, €s 5,1 vonatkozo képletekbol_meghatarozhato, hogy a nézék n = J sor
éppen elfernek.

Megjegyzés: , | )
A feladar egyszer(l szamolassal is megoldhato: 40 + 44 + 48 + 52 + 50 = 240

Az egyes sorok iiléhelyeinek szama egy <zamtani sorozat egymas uiani tagjar.
i, = 60; d = 8; thg = b
Ezekbd) adadik, hogy a 20. sorban 212 embernek van helyc.

Legyen a legfelsd sorban a, doboz, &s lefelé minden Kkivetkezoben d-vel tobb. Ek-

kor S L és Sy5 = 375; kérdés a &s d. Az elsd egyenletbdl 385 = Sz,
Sao — S 2 "

o 10-9 2019

felirva a,-gvel és d-vel: 3 ['lOal 5 d|=20q +

2

d, rendezve: a; = 3,5d.

K

15-1
A mdsodik egyenlet: {55 =)3a +
eredményt: 15 - 5,5d + 1054 = 187.5d = 375. Ebbdl d = 2, ésigy a, = 11

4 d = 15a, +105d = 315. Beirjuk az eldbbi

A tanyérok atmérdi egy szamiani sorozat e_,gym'és utdni tagjal.
@ =12; d= 0,5, «,=30; 30= 12+ (n'— 1) 05
Ezekbol adadik, hogy egy toromyba 37 tanyér kertl.

A naponta elmosott iivegek szama egy szAmtani sorozat egyimas utan tagjai.

ay =40; d=10; 5, = 500.

A papok szama: #. eITe felirhatd egyenlet: n’ + Tn—100=10. N .
Ennek pozitiv megoldasa = 7,09, Ez azt jelenti, hogy az 500. iiveg a 8. napon Ke
riilt sorra.

4
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SOROZATOK

529 A soronkéni elhelyezett golyok szama szamtani sorozatot alkot.

a; =1, d=1; S, =30
n[Za[ +(n- l)d]
2

i

a) Az n meghatarozdsdhoz az S, = képletet alkalmazzuk, ebbdl

kapiuk az L = 30 Gssnefiggést. Eat dtalakitva adodik s n” 1 - 60 = 0
masodfoku egvenlet. Ennek pozitiv gydke vezet a megoldashoz, ebbél n ~ 7,26.
Ezek szerint a 30. golyo a nyolcadik sorba keriil.

Az eredmény ellendrizhetd pl. ugy, hogy kiszamiljuk, hogy az elsé 7 sorba egyiitt

hany golyo fer. S, = z n, ennek megfelelden S; = 28. Ebbdl megallapithato,

hogy a fent kapott eredmény megfelel a feladat kdvetelményeinek.

Megjegyzés: Képletek nelkul is eredményre juthatunk, minimalis matematikat
ismerettel is. Osszeadjuk az cgyes sorokban lévé golyok szamat, amig az 6sszeg
meg nem kozeliti az adott 30-as értéket. 1 +2+3+4+5+0+7 =28, Ebbol
lathatd, hogy a 30. golyo a kovetkezd, a 8. sorba kertl.

14104 55,

Ma, =1, d=1; a;g=10; n=10. 5=

Tehat 35 golydra van sziikség.

A7 elsd valtozatban a naponta elszallilott szénmennyiség szamtani sorozat egymast

kovetd tagjai alkogak. @) =8, d=05; n="

Ha napi 10 tonnat szallitanak e, akkor # nap alatt 10n tonnat. iey

[16 + (n — 1)0,5]n
2

= 10n, ennek a pozitiv gydke: 9.
Tehét 9 nap alatt szallitottdk el a szénkészletet.

Megjegyzés: Keplet nélkiil is megoldhaté a feladat, ami egyébkent ellendrzésnek is
megfelel: 8 +8,5+9+9,5+10+105+11+11,5+12=90=10-9.

4:11- m 383 cm = 810 cm. Ha a leghosszabb 1étrafok 95 cm; 12 fok( létra esetén a
12- (40 + 93)
s ]

FS

legrovidebb 95 em — 11 - 5 ¢m = 40 cm. Ezek Gsszhossza:

A létrak fokai: 95 ¢cm; 90 cm; 83 em; 80 cm; 75 cm

425 ¢cm = 4l m
4

70 cm: 65 em; 60 cm; 55 cm; 30 em; 45 em; 40 cm

385 cm

hosszlak.

18
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A létra elkészithetd 2 db 4.2 m-es 1échol is.
Az egyik lécbSl 95 cm; 90 cm; 85 cm; 8O cm; 70 cm-est vagunk, a tibbit a misik-
bél, igy is marad 30 cm felesleg.

a) A hazszamok olyan szdmtani sorozatot alkotnak, melynek differenciaja 2.

2
Tehit a 11-es szamu haz eiél indultunk és a 207-es szanm haz elé ertiink.

10 791 = , amibbl a; = 11; agg = 11 +98-2 =207,

b) 12-t61 208-ig a paros szamok Gsszege
10 791 + 99 = 10 890 a szemkozti oldalon levé hizszimok dsszege.

A helyezési sorrend: L 1L 11. V.

4
A pontok szdma: —{x+d) x+d x x—d d>0)
2

¢ 3
4
(§+3 \x+§d:59. Ebb&l 13x = 177 —4d: 13x = 169 + 8 —4d.

A pontszamok pozitlv egészek, ezért 177 — 4d oszthato 13-mal. Az atalakitasbol lat-
szik, hogy a 8 —4d = 4(2 — d) szorzatrdl kell megéllapitani, hogy mely pozitiv 4
eselén oszthato 13-mal. Ez d = 2 esetében teljesiil. Ekkor 13x = 169, Ebbdl x = 13.
A fent emlitett 13-mal vald oszthatosagnak d = 135, 28. .. is megfelel, de ekkor mar
x— ¢ negativ lenne, ami a feladat szbvegének nem felel meg. A feladat egyetlen
megoldasa: x =13, d =2

Az egves csapatok pontszama: 20, 15, 13, 11,

A megoldas a feladatban leirt felteteleknek eleget tesz.

&) Mivel minden réteg 80 cm magas, és a zaroké teteje 40 m = 4000 cm magasan
van, ezért 4000 : 8¢ = 50 rétegbd] all a piramis, tehat 50 kérémbreteg van egy-
mas felett.

b) A piramisnak minden rétege egy kétombbel rovidebb oldald négyzetet kepez.
Ezért, ha a legfelsd réteg egy, a masodik 2 - 2 = 4, akkor az alsé, 50. réteg éppen
50 - 30 = 2500 kdttmbbé] all.

Elsé megoldis:

A piramis egy oldallapjén 1+ 2 + 3+ ... + 30 = 51 - 25 = 1275 ké16mbit lehet
megszamolni. Mivel négy oldallap van, ezért enneck négyszeresét, 5100 kétGmbit
szamlalunk. A szélsd kotdmboket (amik a piramis oldaléleinel vannak beepitve)
azonban kétszer is megszamoljuk, ezek szdma minden oldalélep 50, tehat
4 . 50 = 200 k6t3mbit kétszer szamolunk, ezeket le kell vonni. Ekkor azonban a
leglclsé egyetlen zarckdvet négyszer is megszamoltuk, négyszer is kivontuk,
vagyis credményiikhdz még |-et hozza kell adni, hogy azt is megszamoljuk. igy
véglil 5100 — 200 + 1 = 490] kiilonb6zd kétombit latunk a feliileten.
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SOROZATOK

Misik megoldds:

A piramis minden rétegét négyzetszamnyi k6tomb alkotja feliilrél lefelé: 1, 4,
9, ..., 2500. Ezek kozil a feliileten 1athato: 1, 4, 9-1=8, 16-4 = 12 sth,
Hiszen egy. 2 thmbnél tobb oldalil négyzet esetén kdrben a sz&1sé 1 sornyi ko Jat-
hato kiviilrdl, a tobbi nem — ezek pedig éppen az oldalhossznal 2-vel kevesebb
éli négyzetet alkotnak. Vagyis dltalinosan: feliilrl az i-dik réteghét i* — (7 — 2)°
1Bmb lathatd kiviilrdl (2 < ¢). Ezek Osszege:

T+4+0-D+(16-D+... +(50°-48% =

=1242243% 4 4507 - (104 2%+ .. +48%) = 4924+ 507 = 4901,

a) A napi veszteségek (dollarban kifejezve) egy 3 differencidju szdmtani sorozat
szomszédos tagjai. A sorozat elsé tagja 10.
Keressiik azt a legnagyobb n természetes szamot. amelyre 1gaz, hogy

20+ (n—1)-3
——-”—?;J)— ‘5 <100 000,

Rendezve: 31~ + 171 — 200 000 < 0. Ennek megoldashalmaza a valos szamok
halmazédn a [-261,048; 255,381] intervallum. A megoldishalmaz legnagyobh
pozitiv egesz eleme a 255, tehat legfeljebb 2535 napig jatszhatott a konnyelmi
fiatalember.
By aw =10+9-3=37; ayyy =10+199 -3 = 607; a,55 = 10+ 254 -3 =772
10+772
2

c) S5 = -255 =997 705, tehat a 100 ezer dollarbol még maradt 295.

a) Folytatva a sorozat tagjainak felirdsat: s =6 =p-a;+g-3; = 4p + 24,
a,=8=pras+q-a;=6p+dq.

Az elsd egyenletet 2-vel, a masodikat 4-gyel osztva: 2p+g = 3}
ol

L5p+g=
Kiilonbséglikbdl p = 2, ext visszairva barmelyikbe, kapjuk: ¢ = — L.

b) Egy szamiani sorozatban barmely (nem elsé) tag a szomszédainak szamtani ko-

an—l + au+1

zepe. Tehdt aq, = , amib6l a, | = 24, — ¢, _|.

EBzértp = 2és g =—1.
{Természetesen ez a megoldds jo az a) ponthoz is.)

50 - 4 —-12
5 2 d = 50a, +1225d (amibdl a = Fol1223d

)

kell majd);

, ¢z késébb

10099

( ) . 3
Q= S0 = Ssq = L]{]Oal + d J —(SOal + S—O,ﬁE-’d | = 30g, = 37254.
g : y.

10
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-P . e
Ekkor @ — P = 2500d, igy d = HQ-—- Beirva ezt ay kifejezésébe, rendezés utdn:

2500
149P ~ 490
o= ———-T .
‘ 5000
21+ 72 / .
1+2+3+m+?2=1i§—l=2&8 E;:ﬂﬁ7ﬁﬁ}

Ha barmelyik x (x e N¥; | < x £ 72) szam eldjelét ellenétesre valtoztagjuk, az
Osszeg 2x-szel, azaz paros értélkkel cstkken (valtozik).

Az eredeti Dsszeg paros, két paros szam kiilonbsége is paros, igy a 2005-0s paratlan
érték sosem érhetd el.

A felwéiel szerint sing, = sin(a, + 4) = sin(a) + 2d) = ... = sinfa; + (n - 1)d). Az
elsd egyenléségbl egvrészi: d = 2k, ahol k € Z; tehai a sorozat differencidja 0
(konstans sorozat), vagy 2 egész szamu tobbszorise, &s ekkor a4 tetszéleges — ez
a tobbi egyenlGséget is kielegid. Misrészi, ba a, = @ — (o, + d) + 2man, akkor
d = (2m 4+ 1) — 2a;. Bzt beirva a mésodik és harmadik tag egyenlségebe, vagy
—a; 4+ Cm+ Da = —3a + 2(2m + D + 2ror kovetkezik, ahonnan

2a; = 2m+ Dz + 2na (m, n € ), vagy

—ay + Cm+ D =1~ (—3a; + 202m + 1)) + 2ra kovetkezik, ahonnan

da; = -+ 32m + D)o + 2nn, vagyis 2a, = Om+ 1 +m)w (m,n € Z).
Visszairva ezeket d kifejezésébe, az els6 esetben d = 2Zaz, a masodikban

-

1 o g :
d = z(n + m) adodik. Az a. az elsd esetben Lm +n+ ;J'fr alaku (bar d itt is 7 pa-

08 szamu tobbszordse, mint a masik dgon kaptuk legeldszor, de ez megsem tekint-
hetd amaz specialis esetének, mert itt a sorozai szomszedos tagjainak poiszigekként
eevenld a szinuszuk; vagy csupa 1, vagy csupa — | értékben!); a misodikban pedig
5 (3mt + 1 + 1)az alaka (és ekkor d a snek paratian szammi t6bbszorose — mivel itt a

4

sorozat minden tagja 7 tObbszirise, a szinnszok mindig nullak,)

Egv szamtani sorozathan barmely (nem elsd) tag a szomszédainak szamtani kizepe,

sIn?2x 4+ cos2x "

‘ H » -2 H Z - 2
Tehat sin’ x = ,ebbdl 2s5in°x = 2sinx -cosx+cos” xr—sin~ x.

Mindkét oldalhoz 2 sin” x-ct adva a jobb oldalon teljes négyzetet allithatunk elé:
4sin’x = {sinx + COsX) % Ebbol +2 sinx = sinx + cusx, amibdl kettédguzis utan:
sinx = cosx vagy -3 sinx = cosx. Mivel egyik eset sem tud bekdvetkezni, ha

. , . |-
cosx = 0, ezt kizarva osztunk vele, s kapjuk, hogy tgx = 1 vagy -3 Visszake-

resve a gyokok: x = %+ kn vagy ~0,3218 + kn (k € Z).

21
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l1541., A keresett mertani sorozat tagjai: @, 2, ds. Ay, s, de, 3.

1544,

Az elsd harom tag Osszege: a3 + a1+ aqg’ =21
Az utolsd harom tag Osszege: a.lq4 + a]q5 + a,q6 = 336.
Mindkét egvenletbol kiemeljtk a kbzos tenyezdt:

(L) a1+ g+g7) =21
(1) agt(l+q+q°) =336
@.:1) g* =16,¢ebbdlg=2vagyg=-2

Ezeket behelyettesitiiik L-be: g = 2 = ay{1 + 244 =2 = a4 =3
g=-2= q(1-2+4 =21 = & =7

Két sorozatot kaptunk: 3, 6, 12, 24, 48, 96, 192,

7,14, 28, 506, 112, -224, 448.

A feladat feltételei teljestilnek a kapott értekekre.

A misodik feltétel: a,-a, - a; = -2, -t,q = a3 = 729. Ebbdl a5 = 9.
A7 elsd felterel pedig: o +a; +a3 = L 0y + &g = a,z(l +1+ q} = 39, beirva az
q g
C . 1 13 5 10 -
iménti eredményt: —+1+¢g = 3 Atrendezve: g~ — —3-q +1=0, amibdl g =3
g :

vagy < Az elsé esetben a mértani sorozat elsd harom tagja 3, 9, 27; a mascdikban

27,9, 3

e 12 =
Egvreszt ag = 429 » amibal g = =2 D6 _ -1_—%/_ = +4/2.
' e 3
. 3
Misrészt ¢y = —=+——.
A2
0 _q 3 (iﬂE)m -1 3.31 93(2 + '\EJ
Vegil Sy, =g == = = = =
1 N2 N2 -1 2F 2 4-2
- = 158,76
= 42 =
46,5(2 £42) =< N

—
@ = i(i/%l— = t\ari.

£

Egvyeészt ag = a3q6, amibdl g = =6

. a
Masrészt o, = ——= 1,5.

q

12
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: 12
qVi 1 s (z\E -1 1.5-63 94,5( 'l?J\E]
Faeril Y, = = = = = —
vegil 3, = g-1 T 1 —1Ea2 1-2
' 228,14
. ||’_ - Ll
= sliE~2] = .
94514+ )= 39,14

' 3 2 N
Egyrészt ay —az = 619 — A4 = aglg” - 1) =-0
2

Misrészl ¢y + a3+ da = 1§ + alql2 + a1q3 =ag{l +g+g°)=-06. .
Elosztva egymassal a ket egyenletel, @14 (ami it nem 0) kiesik, és kap juk:

2 —
—-i-—l—q — 1. Rendezés utdn g = —2. Ezt visszairva barmelyik eredeti egyenletbe:
1+-g+4q
a; = L. A sorozat elsé négy tagia: 1, -2, 4, —8. Most valoban —8-(=2)=-6, va-

lamint -2 + 4 + (-8) = —6.

Egy mértani sorozatban barmely (nem elsd) tag negyzete a szomszedainak szoTzata.

2 e
Tehat aj = a3 as =9, amib8l a, = £3.

I+
W

+ 3«;2, amibél rendezés utdn:

ol

P eyl v \ _ " _ atl 2 _
A masik felidtel: a, +ag = ~12,75 =+ &4 =
g

0=1+g" + 4,255;2 + |, Ennek gyokei a .+ jel esetén: q2 = —0.25 vagy —4 (ezek le-
hetetlenek); a .~ jel eseten: g 2 = 0,25 vagy 4. Vagyis g lenet +0,5 vagy £2, viszont
ay csak -3 lebet. EbbOL visszaszamolva &, = a_g ertéke T 24 vagy 70,375 lebet. Az

Geszetariozd értékparokat tablizatba foglalva, egytttal az cllendrzést is elvegezziik:

| G6
{iads 9

9
Capray | 1275 | 1275

‘1547., A sorozat tagjai @), ¢z, a3 da. 05

G3+a4: 80
as —ay = 240

Innen

23
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a1q2 + a1q3 = 80

a1q4 - ajqz =240

Kiemeljilk a kiizds tényezoket:
L. ag (1 +¢q) =80

L. agi(q’ - 1) =240

JI:1 g-1=3 = g =4. Eztbehelyettesitjiik az L-be, kapjuk a; = L.
A sorozat elsé Ot tagja tehat; 1, 4, 16, 64, 256. A feltetelek teljestilnek.

ay =3, a,=729, 5,=1092.A mértani sorozat elsé 6t tagjat keressik.
Az a,-te és §,-re vonatkozd Gsszefiiggesek szerint:

" g* ) =243 9

3" = 729, ezt 3-mal osztjuk
3q -1

g—1
Ha az L-es egvenletet g-val szorozzuk, akkor az igy addda q" = 243q értéket a
I1-be helyettesitve rendezés utan kapjuk, 121g = 363, ahonnét g = 3.

= 1092, ezt 3-mal osztjuk, (g - 1)-gyel szorozzuk. g"—1=364(g-1) IL

A sorozat elsé ot tagja: 3,9, 27, 81 é3 243, A feladat kévetelményei teljesiilnek, vi.:
3971 =243, tnnen 7 = 6 és 3+ 9+ 27 + 81 + 243 + 729 = 1092.

Ha a hét egymast kovetd tag koziil a kbzépsdt a-val, a hanyadost pedig ¢-val jeldl-
a a a
jiik, akkor az egyes iagok rendre: —; —, — & ag; 44 2, aqa.
4 4 ~
5 hét szAm szorzata g, ezért a szoveg alapjan ¢’ = 700, vagyis a = 4700,
A megadott informaciokbol tehat megallapithato, hogy a mértani sorozat tagjai k-

zota 4700 is szerepel.

Legyen a mértani sorozat harom egymast kovetd eleme a; ag; atq2 (a#M
A feltétel szetint @ + ag + ag” = 105 (L)
ag-a= 15 {{y

Emeljiink ki mindkét egyenletbél ,.a”-t és osszuk el a két egyenletet egymassal.
1+g+ qz

g—1
g # 1, mert akkor a (IL) egyenlet ellentmondas lenne.
A (II1.) egvenletet rendezve kapjuk:

=7 (1L

g* - 6g +8 = 0, melynek gyokei q; = 2; g2 =4
A feltéeleknek megfeleld két sorozat:
hag =4; a =35, elemek: 3; 20; 80,

hag =2, a= 15, elemek: 15; 30; €0.

24
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Legyen a mértani sorozat elsd tagja ,,a”, hanyadosa 4.
A feltételeknek megfelelden:

I. a6+ﬂ7=96

H. ﬂg-—ﬂ6_ = 96_

L aq_s +ag® =96
. aqT;ﬂqj =96

Fmeljink ki mindkét egyenleibd] ag”

nossagot!
A ket egyenletet egymassal elosziva g = 2 éricket kapjuk. (g = 1, mert ebben az
esethen valamelyik egyenlet ellentmondésra vezetne.)
Visszahelyettesitve barmelyik egyenletbe, a = Il adodik.
H | !

t, alkalmazzuk g — 1 = (g - 1) (g + 1) azo-

Igy S, e _l, hag = 1, azaz 1023:1-." —~, ebbdl n = 10.
i g—1 H2—1
A sorozat lagjai: ag = 2% a; = 25, ag=2" n=10

Ezekre az értékekre teljesiil az eredeti felictel.

- ('150

Q) 3+9+27 4. +37 =i'-3—-1_—1}:1,077-102“.
608

b) 31 _32_ 33 . _330 = 31+2+3—.,.,+50 - 312'.?5 - 2,136 .10,

Els& hajtaskor két réteg jon letre. Minden tovabbi hajraskor a rétegek szama kétsze-
rezddik, az n-edik hajtas utdn a rétegek szima 2" lesz,

a) 8.hajt£'|s esetén 2% = 256 réteget kapok.
b) 2% = 64, ebbél k = 6, tehit a 6. hajtas utdn keletkezik 64 réteg.

Mivel 41 a; m, ebben a sorrendben egy mériani so- $

rozat harom egymast kdvetd tagja: a*=4dm, (L)

Egyenld szari hdromszdghen az alaphoz tartozo ma-

gassag felezi az alapet. Igy ADC derékszigl harom- 4 cm

szogre Pitagorasz tétele szerint:

¢ 2

| & 2

| 5]. rm =16 (IL) B LD ¢

Az (L) egyenletbal a’-et kifejezve, a (11.}-be behelyettesitve mf +m,—16=10,
o . 65 -1

melynek poziilv megoldasa m, = ———-

4

.

. — = .
fgy m, ~ 35cm; o =265 1), mivela>0 a= \/2@65 ~1) =3,8em
hossza az egyenld szarh haromszog alapja. '
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1:1'62.,5G= Ha észrevesszik, hogy az A-bél indulé dtmeéré azo-
" nos a D-bdl induldval, a tordttvonal harom szakasz-
bdl tevodik Ossze.
Az abra jeldléseit figyelembe veve az OAB'A egy OA
oldalt szabilyos hiromszog fele, ezérr AB'= 3+/3.
(Ttt felhasznaltk, hogy az ¢ oldali szabélyos harom-

. , e =
szOg magassaga 54\#3).

i
Mivel OB'C'A ~ OAB' A és az arany 5 cnnek meg-

felelden B'C' = 1,543 és C'D' = 0,753,
Ezek Gsszege: (3+1,5+ 0,753 = 5,25v3.
A torattvonal hossza: 3, Eng cm = 9,09 cm.
Megjegyzés: A szdban forgd harom szakasz hossza egy mértani sorozat egymas uta-
S DT ~ 1
ni tagjai, melynek elsd tagja 3v3, hanyadosa 5
. 71z .. e 1 1
Az elsd harom tag Osszege: 3W3 |1+ —+—|=—
2 4) a4
.1563'l a) Az n-edik felezés utdn befestésre keriilé téglalap teriilete m2-ben mérve:
1 (1

, z[f” 5 2 1) [

” ] , az osszesen befestett teriilet pedig T, = L =1l-—.
A — =1 2
2
1 127 . N
Han=7,akkor T; =1 57 128 =(,0922, azaz az 1 m oldald négyzet terii-
letének 99,22%-a van befestve.
1 1023 .
Han =10, akkor T\, =1- e = M = (0,9990, azaz az 1 m cldala negyzet
teriiletének 99,90%-a van hef-estve. B
1 1048 575
Han =20, akkor T, = 1— o5 = —8—3 = (), 999 9990, azaz az | m oldald
27 | 048 576

négyzet teriiletének 99,999 90%-a van befestve (gyakorlatilag az egész negyzet).
1
Han = 50, akkor Ty = |~ —55. Bz matematikaflag az 1-nél (8,88 - 107 '"-nal)
2
kisebb szam, gyakorlatilag 1 m? a befestett tertilet.
b) Rendre 0,0078 m2, 0.0010 m2 (10 ¢m?), 0,000 0010 m* (1 mm?2), 0.
¢) Rendre 19 844 s, 199805, 20000s, 20000s.
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A négyzetek oldalai:
a=dy, o, 3. d4g. 5 Qg

A négyzetek keriilete:
k, ko ki kg ks ke

E keriiletek Osszege: K.
A korok sugarai:
F1, 2 3. T gy Tg-

A korok keriilete:
kilg k’:}_‘, k’3, k'41 k"S? klﬁ‘

E kerliletek Gsszege: K"

1.
V2, a

[N =

. v a . .
Az dbran a vonalkizoft haromszog egy 5 oldali negyzet fele, ezert @y =

w . . rar s \’2 ]
kockazott haromszog oldala az elSbbi mintajara a; = —=+ 2=a - =54

4

A négyzetek oldalai egy clyan mertani sorozat egymis uténi tagjai, melynek elsd tag-

.. . V2
jai: @ = ay, hdnyadosa —.
— 3 —
, . V21 A2 ,
A kérdezett hatodik oldal hossza a; = a 5= —8——a (= 0.18a).
=)

2.
Az elsé kor atméréje éppen az elsd négyzet oldalhosszdval egyenlo, tehat

L o mdsodik ki 1 1A 1 —lﬁ—éa
q:za {*}, a masod Orsugararz—aa:_.a-g—a, r3—2a3—2 5 .

A A —

. v . N2
A korok sngarai mértani sorozatot alkotnak, emmek elsé tagja —a, hanyadosa 5

—3 — “
I 1 ’\"QW V2
A kérdezett hatodik kor sugara ry = -4 EH T

Megjegyzés: rg értéke megallapithatd a mértani sorozat keplete nélkiil is. A *-08

TRy 1 142 42
osszefligges alapjan az r, = —dg = o —g—a = -l?a'
29
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1/ 1.
K:kl—i—k2+k3+k4+k5+k(,=4ﬂ]+4ﬂ2+4ﬂ3+4ﬂ4+4{15+4062
(Va) .
5 (ay) ) e
:4a1+37—+...-:- Sl I R PR = =4g-8 =4dq fg =
2 .2 N2, v2-2 v2-2
2 ' 2 2
7 )
3 ey 72+ 2) \
= da 5 _\‘5 =4da 3 K= B — (=11,95a).

A hal négyzet kerfiletének Gsszege = 11,952 egység hosszu.
12,
K= k'[ + kiz 'i‘k!B +k'4 + klﬁ +kf6 = 2!‘[3‘1’"{' 2?‘23174-21?'331 + ...+ 2}”6?!' =
=2 +rm+ ... +7).
Minthogy a kir 4&tmérdje a kéréirt négyzet oldalival egyenid, keriilete 2r5r = aor.
A hat kor kertiletének dsszege: K' = 2a(r) + ry + ... +1g) = @(a, +ay + ... + ag).
Ennek a zardjeles kifejezésnek az értékét (azaz a négyzetek oldalanak dsszegél) a
IU1 **-0s kifejezésben mar megkaptuk.
oy

T2+~2

K= TLT”

Ezek szerint a korok kertiletének osszege: = 9.4a egvség hossza,

a=94q

Az dbra alapjan felirt Pitagorasz téte- A 3 C 4 . B
lekb&l megallapithato, hogy ha
az elsé négyzet oldala AB = 7,

a masodiké CD=7-== 5,

5
T mer gtb.
!

Ezek szerint a négyzetoldalak mértani
sorozatot alkotnak, melynek elsé tagja

1| wn

a harmadiké EF =5-

- 5
7. hanyadosa 7

a) Ennek alapjan a hetedik négyzet ol-
=36
-2 .
dala a; = /(;J (tivolsdgegvsig)

= (),93 {tdvolsagegység).

30
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12

b} A hetedik négyzet teriilete (a; )y = 7T = (,86 (ierllctegység):

¢) Az elsd hét négyzet keriiletének $sszege:

5y
‘ , , ; 21 -1
’S\ 14 2 53 |'/ 4 /ﬁ 3 #\6 L ) |
471+ —J+\§J +(§] T EJ + ‘—) +(3| Y SN
7, \? \.7/ l\7 \T/ \7.) 5

7 =7

=287

o = 88,70 (hosszusigegvseg).
7

Megjegvzes: A feladat 5 riivege megengedi azt az értelmexést is, hogy elsd négyzer-
nek a kiindulo négyzet utan elséként szerkesztett négyzetet tekintjik. Ekkora; = 5,

5Y
ER% | -1 7 A7
=5/2 keriilotek Gsszege: 4- 52 —20°=7T 263,36 (hosszisag-
d; = ?J,a erule sszege: 4+ 2~ =0 7o szZisag

—-1
) 7
egység).
Az els lépéshen befesti a négyzet kilenced részét. A kovetkezd 1épésben a maradék
= rész kilenced részét festi be, mert mind a nyole fehér négyzetet kilenc egyenld

négyzetre bontja ezzel a harmadolasi eljiardssal, s abbol pontosan egyet fest be. A
harmadik lépésben 8 - 8 = 64 kis fehér négyzetet bont fel kilenc részre, s ennek ogy
kilenced részéi festi be, Lathato, hogy minden lépésben az eldzé lepésben befestert

teriilet 9 részet festi be. Tehat az 6t leépésben befestett rész:

1
9

d

. | [8)

2 ’ %3 . \4 - A 3

§+l §1 _;,_l. §] ,_’_l § :l#,":]_(§ ,_:0$445, AZAF
9 9l9) 9l9) ole, 9 B L9

1
9
.y 9 o
kb. 44,5%-a az eredeti négyzetnek. 1 m2-es indulo teriilet esetén ez kb. 0,445 m2.

1 .26 1
a) Az elsé 1épéshen > rész a lyuk. A masodil l1épésben a maradck EY] sz oo
, 2% L% o
része lyuk, A kovetkezdh 1épéshen a —— rése maradék —— részének —— része
27 27 27

lyuk. A lynkak térfogata (illetve azok aranya a kiinduld térfogathoz képest) tehat
v

20 o o ieicn r
sgy kezdétag, 57 hanyadosi mertani sorozatot alkot. Tiz 1épésig tehat
Ea

37
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1o
dsszesen E %6 3 E) =~ 0,314 36 rész, vagyis a szivacs térfo-

27
gatanak kb. 31,44%-a lyuk.

26\](}'
= -1
1 (27, - ['26
1

@Ha ezt a végtelenségig folytatnank, akkor a Iynk térfogata a teljes szivacshoz tar-
tana, mivel 1-nél kisehb szam egyre nagyvobb hatvanyai 0-hoz kdzelitenek, és igy
1-bél egyre kevesebbet kell levonni, tehdt kozelifiink az 1-hez. Vagyis az egesz
szivacs lyuk lenne, ami lényegesen més credmény az elézohde képest.

1568. 2) Az eljardssal minden Iépésben az el6z0 négyzet teriiletét megfelezziik, tehdt a te-

.. 1 .
rifletek sorozata 1, 5 2—2 W . A terilletel Osszegére a mérlani sorozat
dsszegképletét alkalmazva 2 L ydli i :

szeghképletét alkalmazva 2 — W— adodik, ami kb. 2 egyseg.

b} A keriiletek minden 1épésben —l?-ed részre
Y2

csdkkennek, mivel minden sarokban az dbra
.1 .
szerint — egység hosszu ket haromszdg-oldal-

A2 .
bol — = N hosszu negyzet-oldal lesz. Ek-
N <

kor is egy meértani sorozatot kell dsszegezni,

)=

csak a hanyados valtozotl, és a kezddtag 4 egy- 1
ség kertileti. Azaz uz §sszeg: 2
l 1
4 N o \
PP SNV S, U T N RN A
V2 W2 (v2Y (2)!™ BN
V2

= 13,657.
c) A teriilet minden kepés uldn, igaz egyre kevesebbel, de kisebb, mint 2 egység-
négyzet terfilete: az a)-beli eredmeény szerint & 1épés utan 2 — i— Azaz nagyobb
2!(

sohasem lehet.

Me:gjegyzé.s‘: ’I-Ia a feladat szdvege alapjan az elsd négyzet keriiletét, illetve teri-
Ietet{ncm szamolja bele a tanuld, akkor is elfogadhaté a megoldas, tehat a terdi-
letnél 2 helyeit 1 egység, illetve a keriiletnél 13,657 helyell 9,657 is elfogadhatod.
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1569.] Ha a konyvek 4ra egy mertani sorozat egymast kdvetd tagjai, akkor arnk:
a; aqg, aqz. Hag > ), akkora < ag < aqg, igy
(L)  a+ag+ag’ =7280 |
(il.) a+ag= aq2 - 1520 J>

1)  a(l +g+g7) =7280
() a(l+g- gh = 1520

Osszuk el a két egyenletet egymassal:

I+g+ qz _ ﬂ

l+g-¢° 19 )

Rendezés utan: 55¢° — 36q — 36 = 0.

Ennck pozitiv gyGke ¢ = 1,2, igy ¢ = 2000,

Tehat a legolesdbb konyv 2000 Ft, a kzépss 2400 Ft, a legdragabb 2880 Fr.

1570.] Foglaljuk tablazatba mindkét iizem termelését a 80, illetve 100 egységes indulistol
kezdve. az adott mertékl novekedéssel (egy tizedesre kerekitve), és keressiik meg,
mikor vilnak (kb.) egyenldvé. Lathatélag ez 6 év muilva kovetkezik be.

indulds| 1.é&v | 2.8v | 3.év | 4.év 5.6y | 6.év | T.8v
BM (10%) 80 88 96,8 1065 | 117,1 | 1288 141,7 1558
KU (6%) 100 106 1124 ‘ 119,1 |, 126,2 | 133.8 1419 | 1504

Mdsik megoldtis:
Legyen a Kivalé Uzem indulo &vi termelése ko, az Bgyesiilt Mitveké eq = 0,8k,
Mindkét iizem évi termelése mértani sorozat szerint novekszik, » év mulva

ky - 1,06", illetve ey - 1,17 lesz, Egyenletiink tehat kg - 1,06" = 0.8k - 1,17, amibsl
1,06 " : 1.06°
(—0—6} = (,8. Véve mindkét (pozitiv) oldal logaritmusat: n.-]g(—'l—_l— ]: g, 8,
Wotr oS

1,1
amibdl n = 6.

[1571. most 2 &v mulva l 4 &v mulva 6 év milva
(év vigén)
a} szerinti érték 2 MEt 1,445 MFEt 1,044 MFt 0,7543 MFt
b szerinti érték 2 MFt I 1,125 MFt 0,6328 MFt | 0,3560 MFt
-~
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e s 4
1572] 1, =200000; p =20, t,=1t,|1- &] (érickesdkkencs)
LY i

44 = 200000 - 0,8% = 81 920. Négy &v milva 81 920 Fr a gép érike.

A gép értéke n év mulva csdkken az eredeti érék harmadara.

2

200000 _ 500 000-0,8",

200 000-rel vald osztas utdn mindket aldal 1g-at vessziik, majd n-et kifejezzik:
—103

n=—= =492
1g0,8

Az 510dik év folyaman csdkken a gep értéke egyharmadara.

1573, a) Ha mértani sorozat szerint nott a terméshozam, akkor az elsd évit 100%-nak,
o azuz 1-nek véve, a masodik évben g, a hurmadik évben qz, az §todik évban q4
lett a terméshozam. Tudjuk, hogy ez 180%, arzaz |,8-szorosa az elsd évbeli ter-
mesnek, tehér: q4 = 1,8, ahonnan g = 1,1583, tehat kb. 15,8% évi névekedést
produklt a farmer. igy a kézbiilsd harom évben 115,8%, (q2 = 1,342 =) 1342%

és (93 = 1,554 =} 153,4% volt a terméshozam.

b) Az elsé évi bevétel 14,2 millid Fr, utana mindig 1,1583-szoros a termés, de az ar
is né 6%-kal, tehdt még 1,06-dal is kell szorozni az amdvekedés miatt. Ekkor az
évenkénti arbevétel nivekedési ardnya (1,1383 - 1,06 =) 1,2278, és van egy mér-
tani sorozat 5 egymdst kivetd tagja: 5, = 14.2 (millio Ft), ¢* = 1,2278. Ekkor

1,2278° -1

S, =14,2-
; 1,2278 -1
azaz kiozel 111 millié 600 ezer Ft a teljes bevétel az 5 év alatt.

= 62,338(1,2278° —1) = 111,59 (millié Ft),

(Megjegyezziik, hogy a terméshozam nivelése nélkill, esak az dremelkedést fi-
gvelernbe véve minddssze 80,047 mFt, azaz 80 millié 47 ezer Fi koriili bevétele
lett volnal}

1574.] 700 000 - 1,0045°" = 876 200.
A varosnak most kb, 876 ezer lakosa van.

EIE

1575 a) Ha mértani sorozat szerint nd a lakossag, akkor a 22. évben a kezdetinek u néve-
kedés 21. hatvanyaval vett szorzata adja a népesség szamal:
4235 000 - qzl = 529 000, shonnan q21 = 1,2447, vagyis g = 1,0105,
tehér 1,05%-kal nd évrdl évre a lakossdg,
b} 2010-ben ezzel a nHvekedéssel szamolva 529 000 - 1,01 057 = 581 030 8 lesz a
takosok szama.
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¢} Minden lakost &vente egyszer keresuek fel, tehat elsd évben, 2001-ben 529 000
lakost, aztan pedig ennek 1,0105-sz0rdsét a 2. évben, s igy tovabb, akkor a 13-

togatasok szama a tiz év lakosai dsszege: 529 000(1 + 1,0105 + ... + 1,0105 N =
= 5 547 081 latogatas kell.

E’;ﬂ a} § orakor 1 lakos tudja,

" oratSperckor 1+3lakosudja (3 1),
8 ora 30 percker 14+3+3.3 (9 i),
8 oradSperckor  1+3+3°+9-3 (27 j),
nnegyedora alatt  1+3+37+3%+ .. +3" = 50000.
Az egyenlet bal oldala cgy olyan mértani sorozat n + 1 egymast kivetd tagja,
melynek hdnyadosa g = 3.
LS|

= 30 000

3 —
3" =100 001
Mivel mindkér oldal pozitiv, vehetjiik mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat
(n+1)1g 3 = Ig 100 001, ebbdl n = 9,4795, igy n = L0 db negyedorit jelent, ez
2 és fé] dra. Tehat 2 ora 30 perc alatt értesiil rola 50 000 ember.
b) 8 drakor 1 lakos tudja
8 dra 15 perckor 1 +3,
8ora30perckor  1+3+(1+3)-3=(1+DU+3 =0+
8 ora 45 perckor
[I+3+0+3)-3]+[1+3+(1+3).-3]-3 =(1+32-(1+3) =(1+3)°,
8 +n-15perckor (I +3)" = 50000
nlg 4 = 1g 50 000
n="7138,
7,8+ 15 perc = 117 perc = 1 dra 57 perc, tehdt 2 ora niilva tudja 50 000 ember.

1=£ a) 50 - 0,98 = 49 (km); 50 -0,982 = 48.02 (km); 50-0987 = 45,20 (km);
500,982 = 28 40 (km).

b) Akkor juthat a legmesszebb, ha nem valtoztat iranyt.

- E o] Oa 98 - ,05 ggm _1
Sy = 50-(0,98+0,98% + 0,98 + ... +0,08%) = 50 0L98—1 -

= 1058,5, tehdt legfeljebb 1058,5 km tavolsagra juthatott a hajo 28 Ora alatt.
0,98 -(1 —0,98")
0,02

¢} Megoldandd az 1400 = 50 egyenlet.
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. 10,4286
Rendezve: 0,08" = 0.4286, amibdl n = S———— = 41,94,
120,98
tehat 42 ¢ra alatt 1400 km-re 15 eljuchat a hajo.
0,98- (1 —0,98™)
d) Megoldandé a 2500 = 50 ( ) eayenler.

0,02
Rendezve: 0,98" = —0,02. Ez lehetetlen, hiszen a 0,98 minden hatvanya pozitiv.
A hajd nem juthat el 2500 kim tavolsagra.

Minden kiéntés utan annak a somennyiségnek a 90%-a marad meg, ami a kidntés
elétt az oldatban volt. A viz hozzadntésével ez a mennyiség nem valtozik.

Tehat a 25. kiontés utdn 50 - 0,97 = 3,59 gramm s6 marad az oldatban,

a) Az oldat téménysége az els6 1épés utin: 80%-o0s oldal volt 25 literben, tehat
20 liter alapanyag van 5 liter vizzel keverve, Elso kiontésnél 0,8 liter anyag, €s

19,2 A
0,2 liter viz megy ki, de bején 1 liter viz. Tehat ? = 76,8%-0s a tOménység.

A kovetkezd 1épéshen kimegy (1,768 liter alapanyag, marad tehar 18,432 liter,
ami 73,728%-o0s timénységet jelent, A harmadik 1épésben kimegy 0,737 28 liter
alapanyag, marad 17,694 72 liter, ami 70.78%-nak felel meg, kis kerekitéssel.

b) Elérhetd, hiszen minden lépésben, amig $0%-nal tdményebb az oldat, legalabb
0,5 liter alapanyag kikeriil, s fgy a 20 literbél 15. 1épésben mdr biztos kimegy
legalabb 7,5 liter, azaz legfeljebb 12,5 liter marad, ami az 50%-o0s tdménységet
jelenti. Tehat legfeljebb 15 1épésben elérhetd az 50%-os oldat!

¢) Erre a kérdésre csak ugy tudunk valaszalni, ha észrevessziik a szabdlyszeriiséget
a kiontdgetés és az oldat toménységének valtozasa kozott, Eszre kell venni, hogy

. - .. : - 24
a Bménység egy mértani sorozat szerint csdkken, minden lépésben E{lel

(0,96-dal) szorzodik az eldtte levd tdménység. Ezt onnan lehet a legkdnnyebben
latni, hogy ha éppen 100p%-0s a 25 literes oldat, akkor ehbdl 24p alapanyag lesz
1 liter oldat kivételével, de mivel 1 liter tiszta viz jon be, ezért 24p alapanyag

. , .24
253 literben lesz, tehat a tdményseg 5 f

24 .
. Azaz tényleg E—del szorzodik min-

den lépéshen az elbzd timényseg.

Eszerint a 100. 6lidgetés utan 0,8 - 0,96'% = 0,0133, azaz 1,35%-0s mér csak

az oldat, (Végiil lassan teljesen ,.elvizesedik”, pl. 1000 lépés utan mar csak

1,49 - 107 % os oldatunk van, ez mdr nyugodtan vehetd tiszta viznek. Igy

mér a b) kérdssre is pontos vélaszt adhatunk, hiszen annyi lépés kell, amig
/ it

0,8 ?W =1{,5. azaz 0,625 = 0,967, ahonnan rn = 11,31, tehat a 11. kitntés-

Vs
nél még tBményebb (kb. 51%-0s) az oldat, mig a 12. tSités utdn mar csak kb.

49%-0s.)

36

1581

SOROZATOK

L+2+4+..+2% = 2% _ | fillért kellene fizemie. Bz 2 684 333 forinttal egyenls.

L. ev vége 2500 - 1,05 (5% gyarapodas),

2. év vége 2500 - 1,057 - 0,97 (5% gyarapodds, 3% vdgds),
3. év vége 2500 - 1,05° - 0,97,

4. &v vége 2500 - 1,05%- 0,972,

12. év vége 2500 - 1,052 0,97°% = 3740 sertés lesz 12 év mulva.

a) Evente 2500 kWh a térsashaz villanyfogyaszidsa, amelvnek ériéke: 60 000 Fit, a
gazfogyasztas 8000 m?, amelynek dra: 288 000 Fi. Az dsszes koliség igy:
348 000 Ft. Ha a villany dra 10%-kal nott (és a fogvasztas valtozatlan marad),
akkor a kiadds 60 000 Ft helyett 66 000 Ft lesz; mig 2 gdz 6%-kal dvagul, igy a
szamla 305 280 Ft lesz, Igy a teljes koltség: 371 280 F lett, ami 1,066 897-sze-
res, azaz kb. 6,7%-o0s nivekedést jelent. Mivel a szamlaban u gz szerepel na-
gvobb sillyal, ezert a 6 és 10%-0s névekedésnek nem a szamtani kdzepe, hanem
4 6%-hoz kizelebbi 6,7% lesz a koltsegndvekedés.

b) Ha kévetkezd két évben is 6%, illetve 10%-kal n6nek az arak, akkor a harmadik
évre a géz 1,06° = 1,191-szeresre, azaz kb, 19,1%-kal dragul, mig a villany
1,1 . 1,331-szeresre, azaz 33,1%-kal. I'gy a villanykoltség 60 000 1,331 =
=70 860 Ft, a gazé pedig: 288 000 - 1,191 = 343 013 Ft lesz. A teljes koltség
pedig: 422 873 Ft, ami a harom év alatt kb. 21,5%-0s novekedésnek felel meg.
Természetesen ez a Szam most is a g4z 19,1%-o0s novekedéséhez van kdzelebb,
szemben a villany 33,1%-éval.

A vilaszhoz egyszerlien végig kell kdvetni a 10 év valtozdsait. Kezdetben 100 egy-
ség volt, akkor az els6 két &vben az 5-3%-o0s ndvekedéssel 103, illetve 110,25 egy-
ség lett. Utina haromszor 4% csdkkenés (azaz 0,96-szoros véltozas) jotw 105,84;
101,61; 97,54. Utana j6n négy ev 3%-o0s (1,03-szoros) ndévekedés: 100,47; 103,48
106,59; 109,78, Bzutan kdvetkezik cgy 8%-o0s (0,92-szoros) visszaeses: 101,00 —
azaz végill a 10 év alatt dsszességéhen 1%-kal nott a gazdasig teljesitmenye. (Koz-
vetlentil is megkaphatjuk ezt a 100 - 1,05% - 0,96% . 1,03* - 0,92 szorzés révén.)

a) Egy mertani sorozatot fognak alkotni az egyes évek vegén felvehetd osszegek, a
hanyados 1,12 (mivel 12%-os a kamat), a kezdéérték 500 000 Ft. Elsé év végén
560 000 Fr-unk lesz, masodik ev végén 627 200 Ft, s igy tovabb.

b) 10 év mulva 500 000 - 1,12'% = 1 552 824 Frunk lesz. A}

37




SOROZATOK

ilSSS., A bankba betett Gsszeg tg > 0, n év alalt ndvekszik kétszeresere.

2 = ty- 1,0825",
to-1al valé osztas utdn mindkét oldal 1g-at vessziik, majd kifejezziik az n-el.
g2
=t ~ 8,74,
11,0825

A bapkba betett pénz a 9. év folyaman névekszik kétszeresére.
Minden évben igaz, hogy az &v elején megléevd pénziink 1,09-szeresére ndvek-
szik ev végére. Ha a kezdeti 8sszeg n €v alatt nd Otszordsere, akkor igaz, hogy

0 . g5 e e el 10y s
109" = 5. Ebbola-1g1.09 = Ilg 5, n = 21,00 = 18,7, tehit kiritlbeliil 19 év alatt

novekedne GiszorOsere a betett ks,

A 10 évesnek x Ft-ot tesznek a bankba, ez 8 év mmilva x - 1,05 * Prot ér,

A 12 évesnek y Ft-ot tesznek a bankba, ez 6 év madlva y - 1,05° Frot ér.

A 13 évesnek (800 000 — x — v) Ft-ot tesznek a bankba,

¢z 5 év utdn (300 000 — x — ) - 1,05° Ft-ot ér.

A feliételeknek megfelelden:

A két fin egyenld dsszegei kap: x-1,05%=y-105° (1)

(ML) (800000 —x—y}-1,05° =x- 1,03% +y - 1,05°% mert a lany annyit kap, mint
a két fin egyfittvéve.

Az (L) egvenletbdl v = 1,1025x, ezt (11)-be helyetiesitve: x = 181 088.

Tehat a 10 éves szamlajira x = 181 088 Ft-ot tegyenek, (ez 8§ év utdn 267 549 Fr-ot
ér), a 12 eves szamldjara y = 199 649 Ft-ol tegyenek (ez 6 év utan 267 549 Ft-ot ér)
a 13 éves szamlajén 419 263 Ft legyen (ez 5 év utan 535 097 Ft-ot ér).

Ha hdrom évig voll bent 2 000 000 Ft-unk egy bankban, s a kamat allandd volt, és
év végen tokésitattek, azaz kamatos kamatot szamitunk és 2 590 058 Fi lett a vegére,

akkor 2 000 000 - ¢° = 2 590 058, ahonnan g = 1,09, vagyis 9%-0s az eves kamat.

i15_89.] 120 1,14" = 4449 ezer taliér.

‘1590; a) A janudr elgjén elhelyerett 10 ezer batka utan év végén 12% kamat jar, a februar

elején elhelyezett 10 ezer batka utan 11%, és igy wvibb, A december clején el-
helvezett 10 ezer batka uidn 1% kamat jir az év végén.

Az els® év végeén a betétkdnyvben 1évo dsszeg két részbil tevidik Hssze:

a befizatett idke 120 ¢zer batka,

a kamatok Ssszege pedig 10- (0,12 + 0,11 + 3,10 + ... + 0,01) ezer baika.
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A zardjeben allo Gsszeg a szamiani sorozat Osszegkeépletével is kiszamithato:
0,12 + 0,01

2
Az elsd év végén 127,8 ezer batka lesz a betetkdnyvben.

<12 = 0, 78, ezért a kamatbdl szarmazd dsszeg 7,3 ezer batka.

b) A mdsodik év végén 1278 ezer batkénk lesz az év sordn havonta befizetett
10 ezer batkikbdl és azok kamataibol, tovabbi az elsd év végeén rendelkezésre
all6 127,8 ezer batka és ennck az egész éves kamata is a szerepel a végdsszeghen.
Osszesen tehat 127,8 + 127.8 - 1,12 = 2709 ezer batka lesz a 2. év végeén a be-
tetkdényvben.

i c)]A b)-ben leirt gondolatmenet ismétiésével a 3. év végén

1278 +127,8 - 1,12+ 127,8 - 1,127 = 431,2 ezer batkank lesz,
ad. év végén

1278 + 127,86 - 1,12 + 127.8 - 1,127 + 127.8 - 1127 = 610,8 ezer batk4nk,
a 10. év vegén pedig

1278 +127.8 - 1,12+ 127,8 - 1,12%+ ... +127,8-1,12° =

= 1278-(L+ 1,12+ 1,122+ ..+ 1,12% ezer batkank.
A zarojelben alld tiztagh Gsszeg a mértani sorozat Ssszegképleiével is kiszamit-

210 _
hatd: Sy = %—];_2—% =17.55.

A 10, év végén rendelkezésiinkre allo Osszeg tehat 127,8 - 17,55 = 22429 ezer
batka. Ez kevesebb annal a 2,5 millié batkanal, amibe az auto kertil.

l159ﬂ a) n év mulva a 10 millkio Fr 10 - 1,05" millié forintra ndvekszik. A feltétel szerint

212
g2 _ 4y

19,05 7
Az Gszténdij 4 &v eltelte utdn kezdddhet.

10-1,05" = 12, amibd) n 2

()4 év alatt a kezdetben 10 inillié forintos ke 10 - 105" = 12,155 millio forintra

nott. Ha minden évben, az év elején x forintot szannak az & tanuld dszidndijdra
dsszesen, akkor az elsd &v végén g megmaradd Ssszeg (12,155 —-x) - 1,05 =

= 12,155 - 1,05 = 1,05x millio forint lesz. Ebbdl az dsszeghol a masodik év ele-
jén ismeét x forint Gsztondijat fizeinek ki, ezért a 2. Gszidndij kifizetése utdn meg-
maradd dsszeg (12,155 - 1,05 — 1,05x — x) milli6 forint, ami ijabb egy évig kuma-
tozik. A harmadik 6sztndl] kifizetése utan (12,155 - 1,03 21,05 Zx— 1,05x —x)
millio forint kesz a szamlan. A 25. 6szidndij kifizetése utan a szamlan nem marad
pénz, ezérl a fenti gondolatmenet folytatasaval azt kapjuk, hogy:
12,155 - 1,057~ 1,05 %% - 1,057 x - ... - 1,037 x— 1.05x ~x = 0.
Rendezve: 39,20 - (1,05° + 1,05 + ... + 1,057 + 1,05 + Dix = 0.
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A zarojelben all6 25 tag Osszeget a mertani sorozat Bsszegképletével is Kisza-
1,05% —1
L0s-1
oldasa szolgaltatia a keresett éves Gsztondij Osszeget, ami 0.8213 millid forintnak

adodik.
Egy-egy tanuld tehat 164 260 forintos sztondijban részesiilhet az ev elején.

mithatjuk: 555 = = 47,727, tehdt a 39,20 — 47,727x = ( egvenlel meg-

a) Az év végén felvehetd dsszeg 10+ 1,148 = 11,48 millio forint.

b) Az év végén felvehetd dsszeg 10 - 1,071 = 11,47 millié forint (ami 14,7%-os
éves kamatnak felel meg).

36
14 B . .
.1 w =11,51 milli6 forint (ez

¢) Az év végén felvehet$ dsszeg 10|11+
) szes [ 36 500 )

15,1%-0s éves kamatnak felel meg).

A ©) tipust befektetes a legeldnyosebb.

Ha r honapig minden hénap végen t6kesitik a kamat Gsszegét, akkor a feltéte] sze-
rint: 250 000 - 1,01" = 300 000, ahonnan 1,01” = 1,2; amibél n = 18,3, azaz leg-
alédbb 19 honap kell, hogy egyenlegiink wllépje a 300 000 Ft-ot, ami 1 &v 7 honapi
lekstést jelent.

Minden honap végén 15 000 Ft-ot tesznek be a szdmlara, és &ves szinten 7,5% a ka-
mat, amit havonta szamolnak el, tehat havonta 91,075 = 1,000, azaz 0,6%-0s ka-
matot fizetnek. Nézziik a hiroméves folyamatot, ami 36 honapot jelent. Az elsd ho-
nap végén 15 000 - 1,006 = 15 090 Ft-unk lesz, amihez betesziink 15 000 Ft-ot &s
ez kamaiozik tovabb,

A masodik honap végén (15000 - 1,006 + 15 000) - 1,006 = 30 270 Ft, valamint az
éppen megtakaritott 135 000 Ft, azaz 45 270 Fi pénziink lesz. Kiemelve 4 13 000 Ft-ot,
ezt gy is felithatjuk, hogy 15 000(1,006” + 1,006), s ehhez jin a megtakaritoft
15 000 T, igy dsszesen 13 00{](1,006?’ + 1,006 + 1) Fr-unk van a kezdet utan ket
hénappal ho végén, Nem nehéz latni, hogy ezt folytaiva 36 honap intlva a kivetke-
20 dsszeg adja meg a penziinket:

1,006 —1
15 000 - (1,006™ + 1,006 + ...+ 1,006 = 1) =15 ouo-igg_ﬂz
1,006 —1
1,2 ~1
~15000. 2 AL 610358 B
0.006

Ha otthon gyiijtenék a pirnaban, akkor 37 - 15 000 = 555 000 Fi-juk lenne. A bank-
ban kb. 11,6%-kal tcbb pénziik lesz.
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Az 2ltzd feladathoz hasonldan havl kamat elszamolas van, de most évi 7%-os ka-

mattal, a havi kamatszorzo igy: '§1.07 = 1,005 654. Ezittal a havi megrakaritds a
kérdés, ha 3 év utan 643 800 Fi-ot vettek fel. A folyvamat hasonlo, igy az egvenlet is,
ahol x jeldll a havi megtakaritast:
x(1,005 6547 + 1,005 6547 + ... + 1,005 654 + 1) ~ 645 800.
1,008 6547 -1 1,23197 -1

Inpen - ————— = ¥ ———————

1,005 654 -1 0,005 654 —1
15 740 Ft havi megtakaritis adodik.

= 41,028x = 645 800, amibol

Az dbran feketével jeloltik a nappal megtett 1-1 méter utat, sziirkével az ¢jszakai
lecstszasokat méterben mérve.

2.1'?,
i i
. N
1 3 3 4 sSzama l 1 2 3 4 s2ama

1 3 7 1 3 7} 15
l—=4+1-=41-—+1=4- —+-—+—]=—-——l, .
2T TR Ty [2 25 )T TR
Fzek szerint a csiga a negyedik nap estéjen éri €l az elsd falevelet.
A szdmolds leegvszerlisithetd, ha Gsszefogjuk paronként a nappali &s aznap €jszakai
Lteljesitmény™ végeredményét,

P

Ekkor a keresett részosszegek osszege: [% + th + %J +1= % +1=1,875.
A.zt, hogy a 2 méier magassagot eléri-e a csiga és mikor, kénnyebb tigy megallapita-
ni, hogy azt vizsgaljuk, a naponta elért magassaghoz képest még mennyi van hdtra,
Bep L oL L L

2 4 8 16
az mind pozitv. Bz azt jelenti, hogy a csiga nem jut el a b8séges lakomat kindlg fa-
dghoz.

... fogy0 mértani sorozat, de akdrhanyadik tagjat nézziik,
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Megfegvzes:

Ahhoz hogy 2 csiga elérje a 2 méteres magassigot, olyan r-et kellene talalni,
A

amelyre L%J = 0 legyen. Ilyen n nincs. Tehat a 2 méteres magassagot nem éri el.

Ez a tény szemléliethetd Ugy is, hogy a csiga naponta mindig a 2 méterig fennma-
rado ttnak a telével jut feljebb. A fenmmaradd 0t egvre csdkken, de nem nulla.

Az dsszeghdl emeljik ki a 62 400 - 1,08 szorzatot:
62400 1,08 - (1.08% + 1.08% + 1,08 + ... + 1,08 + 1). A zardjelben 46 44-ta-
zu Haszeger a mertani sorozat dsszegkepletevel is kiszamithatjuk:

1,08% -1

w4 =
1,08 -1
62 400 - 1,08 - 336,95 = 24 056 000 forint (tGbb mint 24 millio foring).

= 356,95, tehat a megrakarithato dsszeg

a) Az egy honapes pénzhaszadlati dij 2,5%, ami éves szinten 30%-ot jelent.
. ‘. . . A
b) A hiteldij mutatd legven p%, azax havi l—%%

Az ¢ls6 hdnapban a 100 ezer forint hasznalatiért a honap végén —1% ezer forint

kamatot kell fizetni, ezért a tartozas 100 + % ezer forintra nétt. Ebbol a hénap

ES

végen 51 250 forintot torlesztiink, tehat 48,75+ 1% ezer forintof tovibbi egy

hénapig haszndlurnk. Ezért a hdnap végén ismét %%—os kamatot kell fizetni. A

tartozasunk a 2. honap végén igy (48,75 + 2+ ’ P_1 ezer forint, ami a
\ 12 1200

P
1200

’ 5
sziveg szerint éppen 31 250 forinttal egyenld: (48, 75+ ——)Ll +-LE = 51,25

12
Rendezve: p2 + 1785p - 36 000 = 0.
A megoldoképletbd] — 1804,9 s 19,945 adadik, de csuk a pozitiv gyok leheisé-
ges. Az éves kamat ebben az esetben 19,945%-o0s volt {cz havi [,662 %-us ka-
matot jelent).

Ellendrzés:

Az els6 honap végi egyenleg a tdrlesztorésziet visszafizetése utin:

100 000 - 1,016 62 — 51 250 = 50 412 fornt. a masodik honap végén pedig
50412 . 1,016 62 - 51 250 = ~0,2 Ft az egyenleg, tehit megfelel a feladat szd-
vegénck. (A nuliatol kiildnbozé egyenlegel a szamolas soran alkalmazott kereki-
tesek okozzak)
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c) Tartozés {(cFu) Tartozas masképpen (eft)
L. honap 100 - 1025 —x 102,5 - %
| vege . _
2 . ¥
2 fj:““p 10010257 —x- 1,025 — 105.063 — x- (1025 + 1)

3. nnap |60 10255 —x- 1,025 -5 1025 — & 107,689 —x - (1,025 + 1,025+ 1)

vege

jéf::“ap 100- 1,025 —x-1.025° - ... —x 110381 —x-(1.025% + 1,025% +... + 1)
iéggnap 100-1,025% —x- 10257 - .—x | 113,141 —x- (1,025 + 1,025  + ... + 1
eé‘jg“ap 100 1,025% —x. 10255 — .. —x |115,969—x-(1.0255+1,025“+..,+ 1y

d) A zarojelben allé 6-tagh dsszeget a mértani sorozat dsszegképleteével szamolva:

1,005 -1
S = 1_6'_‘5—1 = 6,388, ezért a megoldandd egvenler: 115,969 — 6,388x = 0.
Ebbdél x = 18,154 adodik, tehét & havi torlesztérészlet 18 154 F.
Ellendrzés:
Tabldzatkezcld program segitsegével, ahol a képletek az alibbiak lchetnek:
A B

1 kdleson 100 000

2 1. honap végi egyenleg ' = Bl -1,025-18 154

3 2. hdnap végiegyenleg | = B2-1,025— 18 154

4 | 3. honap végi egyenleg | = B3-1,025— 18 154

5 4, honap vegi egyvenleg =B4.1,025-18 154

6 5. honap végi egvenleg | = B5 - 1,025-18 134
7 6. hénap végi egyenleg | = B6- 1,025 - 18 154

Az eredmény a kvetkezd:

kdlcsdn 100 000
1. hopap végi egyenleg 84 346 |

2. honap vegi egyenleg 68 301

| 3. hénap veégi egyenleg 51 834

4. honap végi egyenleg 34997 | .
5. hémap végi egvenleg 17717
| 6. honap végi cgyenleg 6
43
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Ez azt mutatja, hogy a havi torlesztérészlet valoban megfelel a szévegnek.
(A 6 forintos egvenleg a kerekitések miatt adddik, valéjaban 18 154,94 Fi lenne
a havi torlesztorészlet.}

A nyoleadik részlet kifizetése utan az adéssagunk 0, ezért

1 600000 - 1,145% —x - 1,1457 —x- 1,145% — . —x - 1,145 ~x = 0,

Kiemeléssel igy is frhato a fenti egyenlet:

4726764 -(1,1457 +1,145%+ .+ 1,145+ 1) - x = 0.

A zardjelen beliil 4il6 8-tagh Gsszeget a mértani sorozal dsszegképletével is kiszi-
1,145° -1

1,145-1
alaki lesz: 4 726 764 - 13,4774x = 0, amibél x = 330 718, tehadt az év végi torlesz-
torészler 350 718 Fr

mithaguk: S5 = =13,4774. Ezzel a megoldandd egyenler a kdvetkezd

Ellendrzés:
Foglaljuk tablazatba (pl. tablézatkezeld program segitsegével) az egyes tdrleszto-
részletek utan fenndlld egvenlegeket: '

kélcson 1 600 000

1. tirlesztés utin
2. torlesziés utan | 1 345 350
3. wrlesziés utan | 1 189 708 |
L 011497
807 446
573 808
306 292

-13

4, torlzsztés utan

3. torlesztés utdn

6. torlesziés utin
7. torlesztds utan

8. tirlesztés utdn

A 8. torlesztés uini egvenleg csak a kerekitések miatl kilonbozik 0-tol,

A 10. pénzfelvetel utdn nem maradt pénze G. I.-nek, ezért az

%-1,081°-1,08" - 1,08%— ... - 1,08 — 1 = 0 egyenletet kell megoldani.
%2156 - (1,08° +1.08% + . +1.08+ 1) = 0,
1c
21505 2Bl
1,08 -1

2.159x - 14487 = (.
Ebbél x = 6,71 adodik, vagyis 6,71 millié petak t6kére van sziksége G. J.-nek terve
megvalositasdhoz.
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Ellendrzés:
Foglaljuk tabldzatba (pl. tablazatkezeld program segiiségevel) az egyes pénztelvé-
telek utan megmaradi 1Gke nagysagat (millié petdkban).

6. kivét utan ‘ 3.3120

7 kivetwan | 25770

wke | 671
1. kivét utan | 6,2468

3. kivétutdn | 52063 | 8.kivétutan| 1,7831 |
4.kivétutan | 4,6228 | O.kivétusdn | 0.9258
5. kivét utdn | 3,9926 | 10. kivét utan | —0,0002

A 10, kivet niani egvenleg csak a kerekitések miatt kiilonbdzik 0-wol.

1601, a) A kdlcsdnadd szempontjabol a kivetkezd a helyzet: | befektetett” évi p%-os ka-

matra 1,5 millio forintot, majd kel &v elieltével 1,92 millid forintot kapott. Ezéxt

4

po
1,5' 1+_—— =1,92,
100

Ebb&l p = 13,14 adddik (p > 0), vagyis 13,14%-0s éves kamatra adott kdlesdn.

b} A 24, atutalas utn a szamlan 1évd dsszeg:

) ) ]’0124 -1
80 000 - (1,012 +1,017 + 1,01 +... 41,01+ 1) = 80 000 - Tol-1 =
= 2 157 900 forint, 1
*\2
Az a) részben vézolt gondolatmenet szerint 1.5 [ L+ TS_OJ = 12,1579, amibd!

g = 19,94, vagyis &vi 19,94%-0s kamatos kamainak felel meg a k6lcsénado ,,be-
fektetése™.

Megjegyzés: a kdlesdnt visszafizei6 szamara a havi 80 000 Ft-os tdrlesztés havi
2,077%-0s (évi 24,924%-0s) hitelkamatnak felel meg. Tablazatkezel&vel (vagy
zsebszamologéppel) ez konnyen ellendrizhetd. Az 1. honap végeén fizetendd
80 000 Ft-os torlesztésbdl a 1,5 millio forint 1 havi hasznalataért 2,.077% dijat
kell fizeini, ami 31 155 Ft. fgy a t8ketartozas ésszege a honap végére
80 D00 — 31 155 = 48 845 Ft-tal csdkken és igy 1451 155 Ft lesz. Az eljiras
minden honap végén ismétiGdik (csakhogy az egy-egy honapig hasznilt pénz
egyre kisebb lesz, igy a hasznalataért fizetett dij csOkken és egyre tobb marad a
t6ketartozas torlesziéséra):

-
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l i |havi torlesaés | a havi 16rlesztésbdl az ' g havi tirlesztéshil az n. ho végén
egy havi pénzhaszna- téketirleszlésre fennatlo tartozas
lat dija (2,077%5) maragl
] R0 000 31 155 48 845 1451 155
N 30 140 49860 1 401 205
3 R() 000 29105 50 895 ] 350 400
4 R0 000 28 048 51952 | 1298448
5 80 000 26 969 53031 | 1245418
5 80 000 25867 54 133 1191284 |
BE 80 000 24 743 55257 1136 027
g 80 000 23 505 56 405 1079 622
g 80 000 22 424 57 576 1022045
10 80 000 21228 58 772 963 273
H 80 000 20007 59 993 903 280
| 12 50 000 18 761 61239 | sa04
13 80 000 17 489 62511 779 530
14 80 000 16 191 63 809 715 721
15 20 000 14 866 65 135 630587
16 80 000 13513 66 487 584 099
17 80000 12 132 67 868 516231
18 80 000 10722 69 278 446 953
19 80 0A0 9 283 70717 376 236
E 80 000 7 814 72 186 304 050
o 80 000 6 315 73 685 230 365
2 80 000 4785 75 215 155150
21 | R0000 31222 76 778 78372
| 24 80 000 1 628 78 372 0

1602. ) 15 év milva Operencidban 7000 - 1,045 = 12 607,
a BU-ban atlagosan 20 000 - 1,027 = 26 917 buznyk lesz az éves GDP.
b) Megoldando a 7000 - 1,04 = 20 000 - 1,027 egvenlet. Rendezés utdn:

0,35 =

s ' 2k
|\3|MGgoldand0 7000 - (.l + ﬂﬁ]

¢ 1? 02 ™

N

"

]

4

102
4_] , amibél 120,35 = n-]g[];(m

13

46

), ahonnan 1 = 54 (&v).

- RN E]
=20 000- L] + %J egyerllet. Egvszerlsité-

—

-
(1603,

—

SOROZATOK

~ 15
C (100+&Y L 100+k
ek utdn 0,35=| ———— | , amib8l ———— =130,35 (=0,93).
% [100+2kJ TECTA R
100(1- 50,35
Innen f=—— =78
210,35 -1

Vagyis 15 éven 4t 7,8%-nak kellene lennie a BU és 15,6%-nak Operencia éves
fejladési iitemének, hogy bekdvetkezzek az utolérés.

a) Mértuni sorozatot atkot, hiszen ha 10™"-nel szorozzuk az Ny - 1077 kifejezést,
akkor éppen N - 107D adadik, ami a kivetkezd, (¢ + 1)-ik idépillanatban
meég meglévd, el nem bomlot részecskék szama.

b) Mértani sorozatrol levén sz0, a szomszédos tagok hanyadosa allando, mégpedig
107°

Az elsd ev elején betett 500 000 Ft tiz teljes éven keresztiil kamatozik, ezért a 10,
év vegere 300000 - 1,1 1% forintra novekszik a kamatos kamattal.

A masodik ev elején beteil 500 000 Ft 9 teljes éven keresztiil kamatorik, ezért a 9.
év végére 500 000 - 1,17 forintra ndvekszik a kamatos kamattal.

A 3. év elején beterr 500 000 Ft 8 teljes éven keresztiil kamatozik, ezért a 8. év ve-
gére 500 000 - 1,1 forintra névekszik a kamatos kamattal.

A gondolatmenctet folytatva azt kapjuk, hogy a 10. év végeén Gsszesen
500000 - 1,1" + 500 000 - 1,1% + 500000 - 1,1% + ... + 500 000 - 1,1 forint lesz a
betétkonyvben, Bzt a tiziagl Ssszeget a mértani sorozat Osszegkepletével is kisza-

L1% -1

mitha[juk: Sm =500 000-1,1 —ﬁ =& 765 584.

Nem lesz elegendd a pénz a 9,5 millids lakds megvasarlasiahoz.

a) Minden év végén x milli6 tallert veszek fel.
Az elsd v végén, a pénzfelvetel utan (1 - 1,09 — x) miHid tallér marad a bankban.
Ez az dsszeg egy évig kamatozik, majd tjabb x millio tallérral cskken;
1-1,09%—x - 1,09 — x milli6 tallér marad meg.
A gondolatmenct folytatasaval adodik, hogy a 10. pénzfelvétel utan:
1-1,00" —x 1,007 —x- 1,005~ .. —x- 1,09-x = 0.
Ezzel ekvivalens: 2,3674 — (1,09° + 1,09% + ... + 1,09+ 1) - x = 0.
. T i e a . . . . . : .
A zargjelben allo tiziagd Osszeg a mériani sorozat dsszegképletével is felirhatd:
1,06" —1

2,3674 -
1,00 -1

x =0, ami a szamitasok elvégzdse utdn
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2 3674 — 15,1929x = 0 alakra hozhatd. Ebbol x = 0,1538 adddik, tehat az evente
felvehetd Osszeg 155 800 taller.

(Nagyobb poniossiggal szamolva az évente felvehetd dsszeg 142 954,2 tallérnak
adodik.)

Ellendrzes: - Havonta, a hénap végén x millio forintot torlesztiink.
téke 1 004 000 Az 1. honap végi egyenleg (millid formtban) 1,6- 1,012 —x,
1. pénzfelvétel utan 934 200 6. pénzfelvétel utan . 504 965 A 2. honap végi egyenleg: 1,6 - 1,012% - x - 1,012 - x,
2. pénzfelvétel utan 862478 | 7. pénzfelvétel utdn | 394 611 A 3. honap végi egyenleg: 1,6+ 1,0127 - x-1,012% - x- 1,012 -x,
3. pénzfelvétel utdn 784301 | 8. pénzfelvéicl utdn | 274 326 5
4. pénzfelvétel utan 699088 | 9. pénzfelvétel utin | 143216 A 24.hovap végi egyenleg: .
5. pénzfelvéel utin 606206 | 10. penzfelvéte] utin | 305 L6+ L0127 ~x - L1277 - x - 1,012 - ... - x- 1012 —x = .

Megoldandd tehét az 1,6 - 1,012 = (1,012% + 1,0127 + .. + 1,012+ 1) - x = 0

Csak a kerekitések miatt 411 0-tol killonbozd ériék az utolsé mezbben. egyenlet.

(Nagyobb pontossaggal szamolva az évente felvehetd dsszeg 155 820,00 tallér-
nak adodik.)

1 24 _
Egzel ekvivatens: 2.1304 - 202 =1,
L0121

2,1304 — 27,6227x = 0 alakra hozhat.
Ebbél x = 0,077 125 adédik, tehat a havonta fizetendd sszeg 77 125 forint.

x ={), ami a szamitasok elvégzése utdn

b) Minden év elején x millio tallért veszek fel.
Az elsd év végén (1 -x)- 1,09 =1-1,09 ~x- 1,09 millié tallér marad a bank-

ban. Ebbol az Gsszegbdl a kovetkezé ev elején ujabb x millio tallért veszek fel, Ellenérzés:
tehat a masodik pénzfelvétel utan (1 - 1,09 — x - 1,09 — x) millié tallér marad a Célszeril tiblazatkezeld programot / programozhaté zsebszamologépet hasznalni.
bankban, ami djabb 1 évig kamatozik. T
A gondolatmenet folytatasaval adodik, hogy a 10. pénzfelvétel utan: Hitel 1 600 000
1:1,09° - x 1,097 —x.1,09%— . ~x-1,09-x=0 1. térlesztés utdn 1542075 | 7. trlesatésutin | 1179632 |
Ezzr:tl ’eikvivalens: 2,1719 — (1,09 11,008+ .+ 109+1)-x=0 2. torlesztés utin 1 483 455 8. torlesztés utdn 1116 663
A zarojelben allo tiztagl Osszeg a meértani sorozat dsszegképletével is felirhatd: 3. torlesziés utan 1424 131 9, (orlesztés utan 1052 938
1,09 —1 _ , : )
21719 - mx = (), ami a szamitasok elvégzése utin 4. torlesztés utin 1 364 096 10. torlesztés utan 088 448
2,1719 — 15,1929x = 0 alakra hozhat. EbbSl x = 0,142 95 adédik, teht az éven- S torlesnés utin_ | 1303340 ] 1L, trlesiés win | 923 18
te felvehetd dsszeg 142 950 tallér. 6. torlesztés utan 1241 853 12. torlesztés utan . 857 138
Ellenorzés: 13, térlesztés uian 790 298 19. tirlesztés utan 372078
toke ] 1 000 000 14. torlesztés utan 722 657 ﬂ 20, toriesztés utan 299 4I 8
: ; - ) - - - 15. torlesziés utan 654 204 | 21. torlesztes utan | torlesztés utan 225 886
1. pénztfelvétel utan 857 050 6. pénzfelvétel utan 463 163
. ) - - - - _ 16. torleszies utan 584 929 22, torlesziés utin 151 472
2, pénzfelvétel utdn 791235 7. pénzfelvétel utan 361 868 P
R X Jr— R — 17. torlesztés utan 514 824 23. torlesztés utan 76 164
3. pénzfelvéte] utan 719 496 8. pénzfelvetel utan 251 519
| - - - 18. torlesztés utan 443 876 24. tbrlesziés utan -47
4. pénzfelvétel ntan 641 300 9. pénzfelvétel utan 131 205
5. pénzfelvétel utin 556 067 10. pénzfelvétel utdn 64 Csak a kerekitések miatt all 0-t61 kiilonbdzd érték az utolsé mezében. (Nagyobb

Csak a kerekitések miatt all 0-t51 kilonbozé érték az utolso mezdben.
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pontossaggal szdmolva a havonta t6rlesztendd dsszeg 77 123,30 forintnak adodik.)
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1607) Ha felvesziink K kolcsdnt n évre, evi p%-os kamat és T tOrlesztdrészlet mellett, ak-

kor tartozasunk

1 év mulva (az egyszertibb jelolés érdekében: g = 1+ %): Kq—T:

2évmilva: (Kg—Thg—T=Kg>—T(g+ 1),

Jévmulva: (Kg—T)yg - Tg-T = an - T(q2 +g+1);

altalanosan n év mulva pedig: Kg" - T(g" ™' +¢" 7 + ... + 1).

A zardjeles Osszeget a mértani sorozat dsszegkeéplete révén zart alakban is felirhat-

n
juk: ¢" T+ g " v D= q__ll
: 4
{Persze g # 1; pedig de jo is volna, meri ekkor 0% volna a kamat!) Mire visszafi-
zetjiik a teljes kolesont, aktualis tartozasunk épp O-va valik: Kg" -1 - -1, 0.
g—1
. . . K i _1 ,

Kifgjezve ebbdl T = %—), beirva az adatokat az éves torlesztorészlet

q" -

T=122231 Ft.

A fadllomany évente 2%-ot gyarapodott és minden év végén x m? fat vagunk ki, igy
1. év végeén 30 000 - 1,02 — x;
2. év végen (30000 - 1,02 —x) - 1,02 —x = 30 000 - 1,022 -1,02x — x;
3. ¢év végén (30 000 - 1,022 -1,02x-x)- 1,02 —x =
=30000- 1,027 - 1,02%x~ 1,02x - x;
4.6y végén 30000 - 1,02 — 1,027 %~ 1,02%x — 1,02x — x;

25. év végén: 30000+ 1,02%° — 1,02 x - 1,022 x - ... —x = 35 000

30000 - 1,02%° —x(1,02”* + 1,027 + ... + 1) = 35 000.
Szamoljuk ki a zérdjelben lévd dsszeget. Ez egy olyan mértani sorozat, melynek el-
s6 eleme 1, hanyadosa g = 1,02; n = 25.

. 1,02% —1
Igy §, = ———=32.
&y S =TT

Az egyenletbd] x =~ 444 4.
Tehat évente 4444 m3 fat lehet kivagni a megadott feltételek mellett.

a) A bank 391 250 - 78 250 = 313 000 forintot fektetett be, és a 24 honap alatt
2’4 - 17 841 = 428 184 forintot kapott vissza (amit nem fektetett be Gjra a torlesz-
tés tartama alatt). Ha ez évi p%-os kamatos kamatnak felel meg, akkor

313 000[1+1%J = 428 124, amibél p = 16,95 (p > 0).
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Tehat ugyanekkora lenne a felndvekedett tdke, ha a 313 ezer forintot a bank 2 év-
re 16,95%-o0s kamatos kamatra helyezte volna ki.

b) A 24 tagn sszegb6l 17 841-et kiemelve:
1,01*" -1
1,01-1

17 841-(1,017 + 1,017 +...+ 1,01+ 1) =17 841- = 481 234.

' Y
Az a)-beli gondolatmenet szerint 313 000[1 + %) — 481 234, amibd]
p =240 (p> 0). Abankigy évi 24%-os kamatos kamatnak megfeleld bevétel-
hez jut a klcsonadott pénze réven.
¢) Kiemelés utan az egyenlet: 313 000 - 17841 (x* +xP 4+ ax+1) =0
A zéardjelben alld 24 tag Osszeget a mertani sorozat Osszegképletével is felirhat-

PR

juk (p # 0, tehat x # 1): S, = =
Ezt az egyenletbe irva, majd mindkét oldalt (x — 1)-gyel szorozva kapjuk:

313 000x2 — 330 841x>* + 17841 = 0.
Ez a szivegnek megfeleld alaku egyenlet.

d) 1+ -2 =1,026 75, tehdt p = 32,1.
1200

A kolesont igénybe vevoként havi 2,675%-os, azaz &vi 32,1%-os hiteldijat fize-
tiink a bank pénzének ,.hasznalataért”.

e) A c)-beli gondolatmenetet alkalmazva és felhasznalva, hogy az ottani jeldilés sze-
rint most x = 1,02, a kvetkezé egyenletet kell megoldanunk (h-val jeldlve a ki-
szamitandd havi torlesztbrészletet):

313000 1,02% <K 1,027~k L0277~ . —h-1,02-h =0,

Ekvivalens atalakitasokkal:
503 441 — (1,027 + 1,022+ .4+ 1,02+1) -2 =0,

1 24
s03 441 - 2021 g
1,02-1

h =16 549,
A kilesont felvevéként havi 16 549 forintot tartanank elfogadhatonak.

1610, Evi droksége 1 500 000 Ft. Ha havi lekdtést valaszt, akkor az évi 6% havi 0,487%

kamatnak felel meg (41,06 = 1,004 87). 60 honapig akar havi fix N Ft-ot felvenni
ugy, hogy a végére fogyjon el a pénz. Ekkor a kovetkezd igaz, honaprol honapra
szdmolva: {(1 500 000 - 1,004 867 — N) - 1,004 867 -N)—...-N =10,

ahol a folyamat 60-szor ismétlédik. Az egyenletet rendezve:

1500 000 - 1,004 867 — N(1,004 8677 + 1,004 867 + ... + 1) = 0.
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EbbS] (felhasznalva, hogy 1,004 87% = (%¢1,06)% = 1,06°):

N = 1 500 000-1,06" 2007 338-0,004 867
CL06° =1 0,338 23
1,004 867 -1

28 900 Ft-ot vehet fel. Igy dsszesen 1 733 100 Fi-hoz Jjut, ami a kamatok miatt tehat

233 100 Ft-tal tobb, mint ha otthon tartja a pénzt, és minden honapban 235 000 Fr-ot

vesz el beldle (igy éppen elfogyna a mésfél millié 5 év alatt). A kamat havi kézel

3900 Ft-ot jelent szamara.

= 28 885, tehat Bvi kizel havi

Tételezziik fel, hogy Péter &t évig jar egyetemre, és minden honapban ugyanannyi
pénzt szeretne felvenni, Az 1 500 000 F-bol egy részt, jeloljik x;-gyel, lekot | évre,
mert nem nyul hozza, s a maradék 1 500 000 — x; Osszeghdl fedezi az elsé évi rész-
leteit. Mivel havi lekotésnél csak 6% az éves kamat, ha havi N fix 6sszeget vesz fel,
akkor (1asd az 1628 megoldést) az
{(1 500 000 - x;) - 1,004 867 - N} - 1,004 867~ ...~ N =0 egyenletet kapjuk,
ahol N 12-szer van kivonva. Innen az el6z6 feladatban mér latott levezetéssel:
{1500 000 ~x,)-1,06 (1 590 000 — 1,06x,)- 0,004 867

N= == =

- L06-1 0,06

1,004 867 —1
= 128 976 — 0,086x,.
Most persze még nem tudjuk, mennyi legyen x;, azonban ebbé] fogunk tovibb sza-
molni a masodik évben; tudva, hogy mar 1,12x, az értéke az elsd éves lekités miatt,
Most is ugyanezt a havi N Ft-ot akarjuk felvenni. Ezen milik majd x,, a masodik
évben lekétendd Gsszeg nagysiga. Most Péternek az 1,12x) — x; Osszeghdl és kama-
taibol kell €lnie. Ekkor N-re négy tizedes pontossdggal azt kapjuk, hogy:
N =0,0963x, — 0,086x,.
A kovetkezd évben ugyanez az egyenlet adodik, csak most az indexck eggyel nd-
nek, azaz: N = 0,0963x, — 0,086x3. A negyedik évben N = 0,0963x, — 0,086, s
végiil az 6t6dik évben mar nincs félretett penz: N = 0,0963x,. Innen visszafejtve az
egyenleteket: x, = 10,3842N; x; = 19,6545N: X = 27,9365N; x; = 35,324N,
és végiil az elsé egyenlethdl: 128 976 — 3,0368N = N, tehdt N = 31 950 Ft, adodik.
Azaz ezzel a modszerrel 6t éven 4t havi 31 950 Ft felvehetd Osszeg adodik.

Masik megoldds:

Jeloljiik X-vel az évenként felveends egyenld Gsszeget. Mivel 5 éven it a havi ka-
mat nem valtozik, ezért igy a havonként felvevehetd részletek is egyenldk lesznek,
amit jel6ljiink N-nel. fgy a feladatot két, azonos logikaval megoldhatd, attekinthe-
tébb részre bontottuk.,

5
1500000 1,12* = X(1+ 1,12+ 1,122 +1,12° + 1,12%) = x 212 ~1

L12 -1
4
X= 1500000£_;3—0£ = 371531
1,127 -1
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Tehat evente 371 531 forintot kell felvennie és havi kamatozasra attenni. Az évi 6 sza-

zalékos kamat havi jovairassal, havi 0,4867%-nak felel meg.

Igy a fenti gondolatmenetet alkalmazva: 371 531 - 1,004 867 '" = N(1 + 1,004 867 +
2 3 11 1,004 867" —1

+ 1,004 8677 + 1,004 867"+ ... + 1,004 867 ' = Nm

1,004 867'' - 0,004 867

1,004 867" —1
Tehat a havonta felvehetd dsszeg 31 946 Fr.

=31 946

N =371 531

Masik értelmezés: .
Ha Péter évr0l ¢vre noveli a felvett havi pénzt. A teljes pénzbl lekoti a 3 -6d ré-

sz€t, €s a lekotetlen 300 000 Ft-bol az elsé évben (a mar mutatott modszer szerint sz4-
molva) havi 25 793 Ft-ot vehet fel. A kivetkezd évben a lekétote 1 200 000 Ft-bol a

12%-os kamattal egyiitt lett 1 344 000 Ft, aminek a Z—et Péter ujra lekoti, igy a

mésodik évben 336 000 Ft-bol (és kamataibol) veheti fel havonta a pénzét, ami most
mar 28 8§90 Ft. Mar majdnem elérte az el6z6 felfogdsi megoldas sszegét, de neki
a kovetkezd harom évben mar tobb pénze lesz havonta, hiszen a kivetkezd évre
376 320 Ft-ja lesz (a kamatozott 6sszeg harmada), amibdl havi 32 357 Ft vehetd fel;
a negyedik évben 421 478 Ft-bol veheti a havi részleteket, ami most 36 240 Ft; vé-
giil 472 056 Pt utan, ami havi 40 589 Fi. Bz is egy megoldas tehat, ami az inflaciot
figyelembe véve valdsziniileg értelmesebb, mint a masik (nehezebben is szimitha-
to) modszerrel havonta 5 éven at felvett allandd havi részlet.

. . ! 1
Irjuk fel az egyes elmozduldsok abszcisszait: 1+ 0 — i 0+ 73 +0—.. (-1 7
L 1 1 1 |

Hasonléan az ordinatak: 0+ 3" 0- 3 +0+ 2 +{-1) ﬁ 1

Ha kivessziik a 0-kat, mindkett6 egy " kvocienst (hanyadosi), 1 illetve B kez-
dbtagu mértani sorozat elsé i + 1 tagjanak Osszege. Végtelen sok tag esetén az 6sz-
SZeg % vagyis most 0,8 és 0,4, Tehat a bogar a (0,8; 0,4) pontot kozeliti

-4

meg egyre inkabb.,

a) Legyen az éves kamat p%-os és x:= 1+ % Ekkor 79 990x* = 123 840, ami-
bélx = 1,1573, tehat évi 15,73%-0s kamatos kamatnak felel meg ez a befektetés.

1,017 -1

b) A mertani sorozat Ssszegképietével S, = 3440 1,01 =149 666.

A 36. honap végén 149 666 forint lenne a bankszamlankon.
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¢} Legyen az éves kamat p%-os és x:= 1+ &. Ekkor 79 900x> = 149 666, amibl
x = 1,2327, tehat évi 23,27%-o0s kamatos kamatnak felel meg ez a befektetés.

d) Amennyiben az dsszes torlesztdrészlet befizetése legkésébb a 36. honap végéig
megtorténik (,.jo adds” kapta a kdlesont), akkor a bank legalabb 15,73%-o0s éves
kamatjovedelemre tesz szert (inég akkor is, ha a 36. honap végeén egy Osszegben
kapja meg a 123 800 forintot).

Csupidn a 10%-o0s inflacid nem jelent nagy kockazatot a bank szamara ebben a

hitelezési tigyletben.
[@j o
M2l = 1(y7 498.

[EO

121

A jovében kifizetett részletek ma dsszesen 107 498 forintot érnének, ezért pusz-
tan pénziigyi szempontbodl nem jé befektetés egy ma 79 900 forintot érd dgyért
ezt a kiltelezettséget vallalni (az persze mas kérdés, hogy az dgyra szitkség van

és mas modon nem sikeriilne megvenni).

e) A mértani sorozat Osszegképletével S, = 3440 -

Ha harom kiilonbdzd szam egyidejlileg egy szamtani és egy mértani sorozat harom
egymast kovetd tagja lenne, akkor a kézépsé tag (jeloljiik b-vely a két mellette le-
vinek (jeldljilk ket a-val és ¢-vel) egyrészt szamtani, masrészt mértani kdzepe.
Eszerint az g és a ¢ szamok szamtani és mértani kozepe egyenld. Ez azonban csak
a = ¢ esetén lehet, amit viszont kizartunk, mert kiilonbozo szamokrol volt szd. A
valasz tehat: nem lehet harom kilonbdzd szam egyidejlileg egy szdmtani €s egy
mertani sorozat hdrom egymast kivetd tagja.

a) Tamés csikdja 50+ 2 - 10 = 70 kg, mig Miklos csikdja: 60 - 1,2 = 72 kg.
b) Miklos csikoja 1,22 = 1,44-szeresére, azaz 44%-kal nott.

) A visarlas ota elielt | Tamas csikojanak Miklos csikdjanak
1dd hénapokban sulya (kg) sulya (kg)
0 50 50
1 60 60
2 70 72
3 20 86,4
4 90 103.7
5 100 1244
6 110 1493

d) Tamas csikdja n honap milva 50 + 10n kg tdmegli, mig Miklosé 50 - 1.2" kg.
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Szamtani sorozat paratlan szamu szomszédos tagjanak atlaga épp a kdzepsd tag,
o ta; +aytdytas E
5
Ekkora, = a3 =2d=5-2d; @y =ay—-d=5-d; as=az+2d=5+2d.
Egy mértani sorozatban barmely (nem els6) tag négyzete a szomszédainak szorzata.
Tehat most (5—d)> = (5—2d) - (5 + 2d), amibél rendezés utin: 5d° - 10d = 0,
azaz d = 0 vagy 2. Az elsd esetben a szamitani sorozat Konstans, csupa 5-0s tagbol
4ll (igy persze a, is 5), a kivalasztott hdrom tag pedig valoban mértani sorozatot al-
kot, ¢ = 1 kvocienssel. A masodik esetben pedig a szamtani sorozat elsd Ot eleme
1,3,5,7, 9 - amelybdl az 1., 2., 5. valdban mértani sorozatot alkot, ¢ = 3 kvoci-
enssel.

Vagyis =53=a.

Legyen a szamtani sorozat elsé 5 tagja ¢ —2d; a—d; a; a+d; a+2d.

Ezek dsszege 5a = 20, tehat a = 4.

fgy a szamtani sorozat elsd 5 tagja 4 —2d; 4-d; 4 4+d; 4+2d.

Ha a masodik, harmadik és 6todik tag egy mértani sorozat egymast kovetd tagjai:
4% = (4 —d)(4 + 2d).

Ebbél dy = 0, ekkor minden tag 4; ezek mértani sorozatot is alkotnak, melyben g = 1.
Ha d, = 2; az elsé Ot tag 0; 2; 4; 6; 8, ezek kozil 2; 4; 8 olyan mértani sorozat egy-
mast kovetd tagjal, melyben g = 2.

. . , . 114
BEgyszerli megoldas, ha a hirom szam egyenld: a; = @, = ;3 = e 38; ekkor

d = 0és g = 1. A tovabbiakban ezt zarjuk ki. A szamtani és a mértani sorozat meg-

3d
felel tagjaira vonatkozo képletek szerint a;q = a, +3d (igy a = p ag=l

24d s 1 s
kikétést mar megtettiik), ¢s alqz =g +24d (igy g, = —2——1 ehhez az elébbi ki-
P

kotésen kiviil még kell, hogy g # —1; de nyilvan nem az, hiszen valtakozé eldjeld,
elientett elemek nem alkothatnak szamtani sorozatot). Osszevetve a; két kifejeze-
sét, (a nem 0) d-vel és g — l-gyel egyszerlsitve: g + 1 = 8, vagyis ¢ = 7. Felirva
még a tudott Gsszeget: 114 = a (1 +¢q + qz), kapjuk: &, = 2, és barmelyik egyen-
letbe visszahelyettesitve: d = 4. A keresett harom szam tehai: 2, 14, 98 (vagy 38,
38, 38). (A masodik esetben az egész sorozat konstans, akarhanyadik tagjai lebet-
nek egy szamtani sorozatnak; az elsében pedig a szamtani sorozat: 2, 6, 10, 14, 18,
..., és a 25. tag valoban 98.)
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1619, A szamtani sorozat tagjait a kozépso taggal, x-szel és d-vel fejezziik ki:

x—d x x+d
Ezek Osszege 3x =21, ebbél x=17.
E szerint a mértani sorozat tagjai: {(7T-d)y+6 7+ 13 (7 +d)+ 30

Osszevonasok utan: 13-4 20 37+d
(13 —d)(37 + d) = 400
Elvégezziik a szorzésokat, majd 6sszevonunk és rendeziink: d” + 24d — 81 = 0, en-
nek gyokei: d; = 3, 4, =-27.

Két szamtani sorozat jon iétre:

ha d = 3, akkor a sorozat elsd tagja a, = 4,

ha d = -27, alkkor az els6 tag a; = 34.

Ellenérzéskent a sorozatok elsd harom tagjat irjuk fel.

Az egyik szamtani sorozat: 4, 7, 10,

a megfeleld mértani sorozat; 10, 20, 40, ahol a ¢ = 2;

a masik szamtani sorozat: 34, 7, - 20,

a mértani kozép Gsszetiigges szerint:

1
a megfeleld mértani sorozat: 40, 20, 10, ahol ¢ = 5

1620.| Legyven e négy szam a, agq, aq?', aq3. fgy a, ag+6, aqz +3, aq3 —36 egy
szdmtani sorozat szomszédos tagjai. (Ekkor az eredeti mértani sorozat bizonyosan
nem konstans, hiszen a 6-os névekedést 3-as csokkenés, majd 39-es csdkkenés ko-
vetné a szamtani sorozatban; igy a késdbbiek érdekében rogzithetjiik, hogy a # 0 és
g # 1.) Egy szAmtani sorozatban barmely (nem elsd) tag a szomszédainak szamtani
kozepe — vagy masképp: barmely tag kétszerese a szomszédainak sszege.
Tehdt most: 2(ag + 6) = a + ag” + 3 és 2(ag* + 3) = ag + 6 + ag” - 36.
Az elsébdl rendezés utan: 9 = alg” — 2¢ + 1), a masodikbol: 36 = ag(g” —2g + 1).
Elosztva a mostani mésodik egyenletet az elsGvel, a(= 0} és ¢- —2g + | (azaz
(g~ 1)2) kiesik (&s ez sem 0, mert g # 1), és kapjuk: 4 = g. Visszairva ezt a leg-
utobbi egyenletek valamelyikébe, adodik: @ = 1. Ekkor a négy kérdéses szam: 1, 4,
16, 64. (Es 1, 4+6 =10, 16+3 =19, 64 -36 = 28 valoban szamtani sorozat
szomszedos tagjai.)

1621.| Legyen a mértani sorozat els6 harom tagja a, b, c.
ac = 30
b
—bg =36, ebbél b* = 36. Ennck pozitiv gydke b = 6.

q

A b es d ismeretében a szamtani sorozat tagjai felirhatok, ameddig az Gsszegiik 70
nem lesz.

6, 10, 14, 18, 22. Ezek tsszege 70, tehat a széban forgd tagok szama 5,
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A keresett mértani sorozat tagjai a, agq, aqz.

A szamtani sorozat tagjai a, aqg, aqz -72 (a#0).
fgy: I a+ag+ aq2 =114

ag* =72 +a

2
Emeljiik ki az (1.)-b6l ,.z”-t; a (IL)-ban hozzuk az ,.a”-t tartalmazo tagokat egy ol-

dalra, és emeljiik ki ,.a2”-t.
(L)  a(l+g+g>) =114
M) a(l-2g+g*) =72

A két egyenletet egymassal elosztva, rendezve

I ag=

1
7g* — 50g + 7 = 0, melynek gyokei = illetve 7.

. 1 ,
g=Tesetétna =2; g= 7 esetén g = 98.

fpy a keresett sorozatok: 2; 14; 98, illetve 98; 14; 2.
(A megfelels szamtani sorozatok: 2; 14; 26, illetve 98: 14, -70.)

A szamtani sorozat tagjai a —d; a; a+ d; ezek dsszege 15; ezérta = 5.
Tehat a szamtani sorozat tagjai: 5—d; 5; 5+4d.

A mértani sorozat tagjai; (5 — d)Z; 52; 5+ d)z.
foy5° = (5-d)* (G +a)”.

Ebbél d*(d* - 50) = 0.

A lehetséges esetek:

d Szamtani sorozat Meértani sorozat q
0 5.5,5 25, 25; 25 1

502 | 5—5v2: 5 54542 | 25— 2)%: 25 25(L+~2)7 | 3+242
52 5452 5 5-5v2 | 2501+ 42)%; 25 2501 -2 | 3-242

A feltétel szerint: a,,; = 2a, — 5. Ekkor mivel ag = 133, és az els6 tag a kerdés,
ezért visszafelé kell haladnunk, azaz az dsszefliggésbol a,-t kell kifejezni.
. MQLS, azaz a; = 69; ag = 37; as = 21; a4 = 13;
az =9 a;, =7, a; = 6.
Tehat a sorozat elsé tagja a 6.

Megjegyzés: ’
Természetesen ha hosszabb sorozat lenne, akkor ez elég faradsagos modszer volna.
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J6 lenne egy formulat talalni @, -bél @, kiszamitasara. Ezt 1épésrdl lépésre behe-
lyettesitve a kovetkez6 formulaval lehet megkapni:

Ca, t5042+28 4. +2")  a, +52" 1)
& = 2 = o
133+5-127 _
128

. Esetiinkben ag az induld

tag, tehatn = 7, azaz a, =

Legyen a,, := logs b, minden pozitiv egész n esetén.
Ekkor dppy — @y = logﬁ er-l - logS bn = 10g5 b;+] .
"

n+l

Mivel (b,,} pozitiv tagli mértani sorozat, ezért = g > 0. A mértani sorozat ha-
1
nyadosa allando, ezért a,, | — a, = logs ¢ is dllando. Ez pedig azt jelenti, hogy az

(a,) sorozat egy szamtani sorozat (amelynek differencidja logs g-val egyenld).

a)
y y 4
] 048 576 +
401
2%
30|
20+
10+
i 20 x ] 20 x

b) Az £(1), f(2), ..., f(10) szamtani sorozat lesz, mig a g(1), g(2), ..., g(10) mertani
sorozat, hiszen az egyiknél a novekedés (differencia) 2 az egymas utani tagok ko-
z6tt, mig a masiknal a szomszédos tagok hanyadosa 2.

¢) Az els6 esetben tehat egy szamtani sorozat elsé 10 tagjanak Osszege kell, ha az

elsé tag és a differencia is 2. Az 9sszeg: 10-2+ % -2 =110. A mértani so-
i

rozat esetén is az elsd tag (és a hanyados is) 2, itt az dsszeg: 2- ! = 2046.
-1

d) Annyi mindenképpen, hogy a masodik (mértani) sorozat tagjainak Osszege sok-
kal nagyobb lesz, hiszen a mésodik fiiggvény sokkal meredekebben no.
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A: 1990-ben 100 egység, 2000-ben 1000 egyseg, minden évben x%-kal ndtt a ter-

melés, igy

(1 n i} 100 egység,

1991-ben a termelés
100

2
1992-ben a termelés [1 + —x—] -100 egység,

1999-ben a termelés

2000-ben a termelés
100

ebbdl x = 25,89%.

9
[1 + ﬁ.—) 100 egység,

10
14 _*L) -100 = 1000 egység,

B: 1990-ben 100 egység, 2000-ben 1000 egyseég, minden évben y egységgel nétt a

termelés, igy
1991-ben a termelés
1992-ben a termeles

100 + v egység,
100 + 2y egyseg,

100 + 9y egyseg,
100 + 10y = 1000 egység,
ebbél y = 90 egység.

1999-ben a termelés
2000-ben a termelés

A: 1999-ben a termelése | 1+ 25,89
100

9
] 100 = 794 egység.

B: 1999-ben a termelése 100 + 9 - 90 = 910 egység,
tehat 1999-ben B gyar 116 egységgel tébbet termelt, mint A gyar.

a) Szamtani sorozatof, hiszen minden évben 5 lakassal tobbet epitettek, azaz az
egymas utani években épitett lakasok szamanak kiilonbsége dllando, mindig 5.

b) A szdmtani sorozat elsd tiz tagjanak Osszegét kell venni. Ha az elsé évben 30 la-
kast, akkor a 10. évben 30 + 9 - 5 = 75 lakast épitettek.

30+
0+75 .10 = 525, azaz 525 lakast épitettek fel 10 ¢év alatt.

gy az dsszeg:

¢) A masik cég is 30 lakassal kezdett, de 6k kb. 10%-kal novelték évente a lakas-
épitésiiket. Tehat egy mértani sorozat elsé 10 tagjanak dsszege kell, amelynek el-

1,10 -1

56 tagja 30, a hanyados pedig 1,1: 30- 0 =300-(1,1'"" —1) = 478, azaz a

cég kb. 478 lakast épitett fel 10 év alatt a feltételek szerint.
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a) A szbveg szerint az A raktar alapteriilete 100 m2, a legnagyobb, F raktaré 200 m?2,
és a kozbiilsdk teriiletei szamtani sorozat tagjai, tehat 100 + 54 = 200, ahonnan
d = 20. Eszerint az 6sszes raktarteriilet:
100 + 120 + 140 + 160 + 180 + 200 = 900 m?, amit az dsszegképlettel is meg
lehet kapni, de ilyen keveés tag esetén knnyen Ossze is adhatok.

b) Ha a raktarteriiletck egy mértani sorozat egymas utani tagjai, akkor 1004° = 200,
5

1 8725 m2,
g—1

c) Azt, hogy a masodik kevesebb lesz, meg lehetett volna mondani szamolas nélkiil
is, csak azt nem, hogy mennyivel. Az indoklas az, hogy az els6 esetben a hat rak-
tarrész teriilete szamtani sorozat szomszédos elemei, ami linedris novekedést je-
lent, mig a masik esetben hatvany szerint nének, azaz egy egynél nagyobb alapi
exponencialis fiiggvény 6 pontjardl van szo. Mivel ez a fliggvény konvex, értékei
a har alatt vannak, tehat a kozbiilsé negy rakiar kisebb teriiletii lesz ebben az
esethen, €s igy az Osszes teriilet is. Lasd az abrat!

ahonnan ¢ = 1,1487, azaz a teljes teriilet: 100 -

linearis

<<<<<

1004

1630, a) A kopasz birka szérét 0 mm-nek véve napi 0,5 mm ndvekedés mellett a
12 cm = 120 mm-t 240 nap alatt, tehat kb. 8 honap alatt érnék el.

b) Ha a kiinduld sz6r 1 mm, és az 50. napon eléri a 2,5 cm = 25 mm-t, akkor
q° = 25 miatt a napi novekedési arany: 1,0605. Azaz mondhatjuk, hogy naponta
6,65%-kal nd a birkak szdre ebben az esetben.
(Megjegyzés: a valosaghoz kozelebb il a nagyjabdl dllando nivekedeés, talan az
elsd napokban kicsit gyorsabb (a friss nyirds utan), de nem exponencidlis, ami a
mértani sorozatnak — b) eset — lenne a feltéiele.)

1631.. a) Ha szamtani sorozat szerint nd a munkas napi bére 1000 Ft-r6l indulva, akkor

1000 + 21 - 100 = 3100 Ft-ra nd fel a bére a hé végére. Osszesen pedig
(1000 4+ 3100} - 11 Ft, azaz 45 100 Ft a keresete a 22 munkanapos honap alatt.

[ 14)
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b) A masik munkés bére napi 1,05-sz6r0s novekedéssel ho végére napi 2786 Frra
1,05 -1

=20 000 (1,05% - 1) =
1,051

emelkedik. Az & havi keresete: 1000 -
= 38 505 Ft.

¢) Az ok az, hogy a kisebb szorzo esetén is az exponencialis novekedes megeldzi a
linedrist. Esetiinkben két honap (azaz 44 munkanap) alatt az els6 kap dsszesen

1,05 -1

(1000 + 43 - 100) - 22 = 116 600 Ft bért, mig a masodik 1000 - Tos 1

= 151 143 Ft-oi, tehat 5bbet. (Ha csak a masodik havi béreket ,vetjiik Ossze,

azok - a fenti eredmények kiilonbségeként — 71 500, illetve 112 638 Ft, tehat igy

is a masodiké tobb.)

Ha a varosnak kezdetben N lakosa vol, és lakdinak szama egyenletesen évi 400 t6-
vel nétt, akkor a 10. év végén N + 10 - 400 = N + 4000 lakosa van. Ez évi 3%-kal
&t éven 4t csokkenve éri el a 720 000 lakost, akkor: (N + 4000) - 0,97 3 = 720 000,
shonnan N = 834 444 lakos volt kezdetben, tehat 15 évvel ezeldtt.

Ha a bevételek mindig az e16z6 évi bevéiel 1,5-szereseként adodnak, akkor a 10. év-
ben 00 000 - 1,57 = 30 754 700 Ft lett a bevétele. Mivel kezdetben 100 Ft volt a
Kilénkénti sertésar, ezért 8000 kg sertéshust kellett eladnia a 800 000 Ft bevételért.
A 10. évben 76 886 kg sertést adott el, s mivel ez egyenletesen ndti, ezért 7654 kg-
mal nétt minden évben az eladasa, hiszen 8000 + 9d = 76 886, ahonnan d = 7654.
Ezutin készitsiink egy tablazatot, amelyben az utolso sor mutatja a kérdésre kapott
valaszt, az allatok husdnak kilonkénti eladdsi ardt. Az elsé sor adatait (bevétel
1000 Ft-ban) kell a méasodik sorban 1évé megfelelé szammal (eladott hus kg-ban)
elosztani, hogy megkapjuk a harmadik sor adatat a kg-onkenti arat Ft-ban.

Lev | 2év | 3ev | aev | 54y 9. év | 10.év

800 | 1200 | 1800 | 2700 | 4050 | 6075 | 9112,5]13 668,7 20503 | 307547

Q000 | 15654 ) 23308 | 30962 | 38 616 | 46270 | 53924 61578 69232 | 76 836
105

w | 77 | 1 | 87| 131 | 169 | 222 | 296 | 4w

6. év 7. ev 8. év

Lathat6, hogy kezdeti csdkkenés utan a vételar lendiiletes ndvekedest produkalt, és
10 év alatt megnégyszerezOdoLL.

Legyenek a szamtani sorozat tagjai: @, a+d, a+ 2d, a+3d. .
Igya+5, a+d+6, a+2d+9, a+3d+15 mériani sorozat szomszédos tagjal.
Egy mertani sorozatban barmely (nem elsd) tag ncgyzete a szomszédainak szorzata.

Tehat most egyrészt (a+d+6)” = (a+5)(a +2d +9), masrészt (a+2d + 9)? =
={a+d+6)a+3d+13).
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A (figyelmesen végzendd) rendezés utén az elsdbdl: @° -+ 2d — 9 = 2a, a mésodikbol:

d* +3d -9 = 3a. Ezek dsszevetésébSl d = a, majd ezt visszairva d = £3.

Elsé esetben a szamtani sorozat tagjai: 3, 6, 9, 12:és 3+5=8, 6+6 =12,
9+9 =18, 12+ 15 =27 valdban mértani sorozat szomszédos tagjai ¢ = 1,5 quo-
tienssel. A masodik esetben a szamtani sorozat elemeire —3, —6, -9, — 12 adodik; de
~3+5=2,-6+6=0, -9+9 =0, -12+ 15 = 3 nem mértani sorozat elemet.
(Csaloka, hogy viszont a két belsé tagra a ,barmely tag négyzete a szomszédainak
szorzata” tulajdonsag érvényesiil! Eppen ezért keriilt be ez a hamis gytk!')

A mértani sorozat tagjai a, ag, ang a szamtanié pedig a + 1, ag + 6, an + 3.
(Ekkor az eredeti harom szam alkotta mértani sorozat bizonyosan nem konstans, hi-
szen az 5-0s ndvekedést 3-as cstkkenés kbvetné a szamtani sorozatban; igy a keé-
sObbiek érdekében rogzithetjiik, hogy a # 0 és g # 1.) Egy szamtani sorozatban
barmely (nem elsd) tag a szomszédainak szamtani kozepe — vagy masképp: barmely
tag kétszerese a szomszédainak dsszege.

Tehat most: 2{ag +6) =a+ 1 + aq2 + 3, rendezés utan: 8 = a(q2 —2qg+1).

Az Osszeghdl pedig: 26 = a(l + g+ qz). Elosztva ezt az eldzd egyenlettel (amit
2

g +qg+1

lehet, mert a # 0 és g # 1), a kiesik, és kapjuk: 26 = .
8 g -2g+1

1

Rendezés utdn: 18g% — 60g + 18 = 0, amibdl ¢ = 3 vagy T

Visszairva ezt valamelyik egyenletbe: @ = 2 vagy 18. Elsd esethen a mértani sorozat
tagjai 2, 6, 18, a szamtanié pedig 3, 12, 21 (d = 9); a masodik esetben a mértani
sorozat tagjai 18, 6, 2, a szamtani¢ pedig 19, 12, 5 (d = - 7).

Masik megoldas:

A szamtani sorozat harom tagjanak Gsszege 26 + 1 + 6 + 3 = 36 lesz, és ezért a ma-
sodik tag 12, Felirhatjuk tehat a szamtani sorozat tagjait igy: 12 —d, 12, 12+ d.
Visszalelé szamolva most a mértani sorozat tagjai pedig: (12—-d)—1=11-4,
12-6=06, (12+d)-3 =9+d. Egy mértani sorozatban barmely (nem elsd) tag
négyzete a szomszédainak szorzata. Tehdt most 62 = (11 - (9 + d), azaz

d*—2d—63 = 0, amib8l d = 9 vagy —7. Elsd esetben a mértani sorozat tagjai 2, 6,
18 (g = 3). a szamtanié pedig 3, 12, 21; a mdsodik esethben a mértani sorozat tagjai

1
18,6,2 (g = 3 }, a szamtanié pedig 19, 12, 5.
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1636) A keresett mértani sorozat elemei a;, ag; aq2 (az0, g=0).

A szamtani sorozat elemei a + 3; aq; ag” - 30.
gy (L) a+ag+ag® =63
a+3+aqg” —30
(IL) ag=—"
, 2

Rendezés utan

(L) all+q+q°) =63

) alg®-2g+1)=27
A két egvenletet egymassal elosztva, rendezve: 4q2 - 17g+4=0.

. 1
Ennek gydkei: g; =4; g, = 1
, 1 .
gy =4desettna=3; ¢, = 1 esetén @ = 48.

A lehetséges esetek:

g mértani sorozat | szamtani sorozat
4 3:12: 48 6;12;18 6
% 48, 12; 3 51;12;-27 -39
i
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4. GEOMETRIA

4.1. Elemi sikgeometria

1637, Legyen a konvex szdgtartomany csicspontja O, szarai a és b. Jeldljiik az ¢-t61 4 cm

tavolsagra halado, a szogtartomanyba is belemetszd a’ egyenes b-vel valo metszés-
pontjat B-vel, a b-t6l 4 cm tavolsagra halado, a szogtartomanyba is belemetsz6 b’
egyenes g-val vald metszéspontjat A-val, a’ és b’ metszéspontjit pedig O'-vel.

B
0/ a A /A

A és B szerkesztéscbodl adodik, hogy az OAO'B paralelogramma egyben rombusz,
melynek magassdga 4 cm.

A ¢és B nyilvan olyan pontok a szdgtartomany hataran, amelyek a-tol és b-tSl mért
tavolsagainak 8sszege 4 cm. Megmutatjuk, hogy ez a tulajdonsag az AB szakasz
minden bels6 pontjara teljesiil, azaz az dbra szerinti jeldléssel igaz, hogy ha P az AB
szakasz egy tetszélegesen valasztott belsd pontja, akkor PA; + PB; = 4 cm.
Allitsunk merélegest a-ra a P ponton keresztiil. Ez a-t az A, a™t pedig a B, pont-
ban metszi. Ekkor A;B", = 4 cm, tovdbba a PBB derékszogli haromszig egybeva-
26 a PB" B derekszgl haromszdggel, hiszen atfogojuk megegyezik és megfeleld
szogeik paronként egyenldk (az AB atld felezi a rombusz OBO' szogét!).

Ezért PB') = PB|,igy4cm = A\B'| = A|FP+ PB') = AP + PB, tehit

PA, + PB, = 4 cm, ahogyan allitottuk.

Kdnnyen belathato, hogy a szdgtartomany AB-re nem illeszkedd pontjaira a tavel-
sagdsszeg 4 cm-nél kisebb vagy nagyobb aszerint, hogy az OAB haromszdg pont-
jairdl, vagy a hdromszogon kiviili pontokrdl van szd. A keresett ponthalmaz tehéat
az AB szakasz bels6 pontjainak halmaza.
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Egy egyenest6] adott tavolsagra levo pontok halmaza egy az egyenesre illeszkedd
sikban két parhuzamos egyenes, amelyek kozépparhuzamosa az adott egyenes ¢s ta-
volsaga az adott tavolsag kétszerese.

fgy (az e és f egyenesek sikjéban) az e cgyenestdl 1 cm tavolsagra 1évé pontok az
e, vagy az e, egyenesre illeszkednek, az f-t61 2 cm tavolsagra 1év0 pontok az f; vagy
az f, egyenesre illeszkednek.

a) A megoldas e és ftavolsagatol fiigg. Csak akkor van megoldas (es ekkor véglelen
sok), ha e és ftavolsaga 1 cm vagy 3 cm.

e = fi e

[

h

A megoldas az dbrakrol leolvashato:
d(e; f) = 1 cmesetén e) = fj egyenes pontjai,
d(e; f) = 3 cm esetén e, = f) egyenes pontjai.

b) Ha e és fmetszi egymast, a keresett pontok az dbrarol leolvashat6 A, B, €, D pon-
tok. e
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[Pe S| PA =2cm A PB<3cm}, ahol S a sik pontjainak a halmaza.

Tabbféle megoldas is van, példaul:

N L‘i —

\

Megrajzolandok e és f 2
szogfelezd egyenesei, to-
vabba g mindkét oldaldn
a téle 2 cm-re futd par-
huzamosok. A szdgfele-
zOknek ezen parhuzamo-
sok koze esd pontjai ad-
jak a megoldast: két,
egymasra merdleges
{nyilt) szakaszt.

Az A és B pontoktol egyenld tavolsagra haladéd egyenesek az AB-vel parhuzamos
egyenesek és az AB szakasz F felezOpontjin dthalado egyenesek.

A C ponttdl 3 cm tavolsigra haladd egyenesek a C kézéppontd 3 cm sugard & kor
érintéi. A szerkesztend egyenesek k AB-vel parhuzamos e, e, érintdi, valamint &
F-en athalado e, ey érintéi. A megadott adatok esetén F k-nak kiilsé ponija, ezért
valoban 4 megoldis van. A megoldasokat az dbra szemlelteti.

€7

ey e

\ . €1
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¢) Ilyen pont nem letezik.

a)

1643.| 2) Az eredmény egy 1 cm oldali négyzetlap.
b) Az eredmény a négyzet kzéppontja.

b)

1644.| a) Jelblje a harom adott egyenest: a, b ¢s ¢, paronkénti metszéspontjaikat az dbra-

nak megfeleléen: A, B és C.

Egy P pont akkor és csak akkor tartozik a keresett ponthalmazhoz, ha

d(P; a) = d(P; b) = d(P; c).

Ez a feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha a

diP,a)=d(P,b)ésa
diP; a) = d(P; c)

feltételek egyszerre teljesiilnek.

Ismeretes, hogy két metszd egye-
nestél egyenld tavolsdgra fekvo
pontok halmaza az egyenesek sikja-
ban a metszé egyenesek szogfelezd
egyeneseinek a pontjai.

A d(P;, a) = d(P,; b) feltételt kielegi-
t6 G ponthalmaz pontjait az a, b
egyenespar e és f szogfelezd egye-
neseinek a pontjai alkotjak.

A d(P; a) = d(P; c) feltételt kielegi-
16 H ponthalmaz pontjait az a, ¢
egyenespar g ¢és h szdgfelezd egye-
neseinek a pontjai alkotjak.
Mindkét feltételt egyszerre a G és a
H halmazok kozos pontjai elégitik
ki.

Négy ilyen pont van, az abran ezek
a pontok az O, O,, Op, O¢ pontok.
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b) Az adott egyenesek paronkénti met-
széspontjai az ABC haromszoget A
hatarozzak meg.

Az ABC haromszdg kdzépvonalai-

nak egyenesei és csak ezek elégitik
ki a feltételt. Tehat a kivant feltetel-
nek 3 egyenes felel meg.

Azoknak a P pontoknak a halmazat
kell meghatarozni az ABC hiromszog
sikjaban, melyekre a

d(P; Ay < d(P; B)ésa

d(P, Ay < d(P; C)

feltételek egyszerre teljesiilnek.
Ismeretes, hogy az elsd feltételt egy
olyan félsik pontjainak a haimaza elégi-
ti ki, mely A-t tartalmazza és hatira az
AB szakasz e szakaszfelez6 merdlegese.
Fhhez hasonldan a masodik feltételt
egy olyan félsik pontjainak a halmaza J
elégiti ki, mely A-t tartalmazza és hata- !
ra az AC szakasz [ szakaszfelezd mero- | ¢
legese. f
Mindkét feltételt e két félsik kézos pontjainak a halmaza elégiti ki.

Tehit a keresett pontok halmaza az A-t tartalmazo e, f szogtartomany, ahol e az AB
szakasz, f pedig az AC szakasz szakaszfelezd merSlegese. A szdgtartomany szarai-
nak a pontjai nem tartoznak hozza a keresett ponthalmazhoz.

Jeloljiik az egymastdl 10 cm-re levé adott pontot A-val és B-vel. El6szdr azokat az
egyeneseket hatirozzuk meg, amelyek A-t6l 2 cm, B-t6] pedig 3 cm tavolsagra ha-
ladnak.

Az A-tol 2 cm tavolsagra haladd egyenesek az A kbzéppontd 2 cm sugard k; kor, a
B-t61 3 cm tavolsagra halado egyenesek pedig a B kézéppontii 3 cm sugard k, kér
érnidi.

Mindkét feltételt kielégitd egyenesek k; és k, kozos érintdi lesznek. Mivel az AB
szakasz hossza nagyobb, mint &, és k, sugarainak Gsszege, ezért a k és ky korokhoz
négy kézos (2 belsé és 2 kiilsd) érintd szerkeszthetd. Hasonlo szerkesztéssel kapjuk
meg azokat az egyeneseket is, amelyek A-tol 3 cm-re, B-t61 pedig 2 cm-re helyez-
kednek el. A feladat feltételeit kielégitd egyenesck szama 8.
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Jelsljiik a 2 km atmérdjii, kor alaky o partjan a stéget S-sel, a horgaszok helyét X, Y,
Z-vel. A szbveg szerint az XYZ olyan szabélyos haromszog, melynek koriilirt kore
3

V3

3
1 km sugart, ezért a haromszog magassaga 5 km, oldala

5 = \ﬁ km hosz-

szisagu.
A horgaszok stégtol valo tavolsiga ki-
lométerben mérve, az abra szerinti je-
loléssel x, v, z.
Elészor megmutatjuk, hogy az egyik
horgdsz pontosan annyit evezett, mint
a masik kettd egyiitt, azaz (az abra je-
161ését hasznalva) x = v + z teljesiil.
Forgassuk el ¥ koriil negativ iranyban
60°-kal az YS szakaszt. Az S¥Y$” harom-
szdg egy y oldalu szabalyos harom-
szdg, ezért Y5S' 4 = 60°.
A kozépponti és keriileti szdgek Ctele
miatt igaz, hogy YSZ 4 = 120°, ezért
ZS8'a = 180°, tehat Z, S és §7 egy
egyenesre illeszkedd pontok. Ebb6l
kovetkezik, hogy 28" =y + z.
Ha az X¥S haromszoget is elforgatjuk
Y koril negativ irdnyban 60°-kal,
akkor X' = Z miatt az elforgatoit hi-
romszdg éppen a ZYS' haromszog lesz.
Az XS szakasz hossza tehat megegye- :
zik a ZS' szakasz hosszaval, vagyis x = y + z, ahogyan allitottuk.
A feladat sz6vegebdl adodoan tehat a kovetkezd esetek lehetségesek:
1. Az elsé horgasz x km-t evezett, a masodik pedig y km-t, tehdt x = 2y (vagy az et-
i61 csak betlizésben kiilonbozé eset, ha a masodik horgasz evezett z km-t: x = 2z).
2. Az elsé horgasz y km-t evezett, a masodik pedig z km-t, tehat y = 2z (vagy az et-
t81 csak betlizésben kiilonbdzé eset, ha az elsé horgdsz z km-t evezett: z = 2y).
Z

Az 1. esetben az x = y + z Osszefiigges
felhasznalasaval 2y = y+2z,azazy = 2
adodik. Az § pont ekkor tehat a rdvi-
debbik YZ iv felezbpontja. Az XYS§ de-
rékszogil haromszoghdl y = 1 adodik,
tehat az elsé horgasz 2 km-t, a masodik
és a harmadik pedig 1-1 km-t evezett.
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A 2. esetben y = 2z, tehat az Y§Z haromszoghdl koszinusztétellel:
3=z244z%- 2727 cos 120°, ami-

bl cos120°= 1 felhasznalasaval

2 . . 3
7z° =3, majd z > 0 miatt z = 7
adodik.

Az els6 horgasz 2- \F = 1,309 km-t,
7
3
a masodik \/; =~ 0,055 km-t, a har-
madik pedig (x = y + z = 3z miatt) 3- \/g = 1,964 km-t evezett.
A feladatnak tehat a fenti két, Jényegesen kiilonbsz6 megoldasa van.
Ak kor O kbzéppontja mindkét szég-

szartdl 1,5 cm tavolsdgra van. Szer-
kesztése az abrardl leolvashaté.

A sik azon pontjai, amelyek a k kortdl

I cm-re vannak, az O kdzéppontu

0,5 cm vagy az O kézépponti 2,5 cm k
sugard korvonal pontjai. (E két kérvo- @ )
nal mint ponthalmaz unidjanak .

ki ky elemei.)

A sik azon pontjai, amelyek a szdg
szaraitol egyenld tavolsagra vannak

a) a szdgtartomanyon beliil a szbgfele-
z6 télegyenes,

b) a szigtartomanyon kivil az abrin
lathat6 szogtartomany.
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A két feltételnek egyszerre eleget tevd

pontok a szogfelezd félegyenes és a

két korvonal kizds pontjai: A, B, C, D.

Megjegyzés:

Mivel SO =2 - 1,5cm = 3cm > AOQ = 2,5 cm, ezért a 60°-0s szogtartomanyon kiviil
nincs olyan pont a sikban, amely k-t6l 1 cm-re lenne. Ezt figyelembe véve a 60°-os
szogtartoméanyon kiviil a szaraktol egyenld tavolsagra Iévd pontok keresése elhagyha-

to.

1649, a) A sik k-t0l 1 cm-re 1évé pontjainak

halmaza az O kdzépponti 1 cm su-
garl k es az O kdzépponta 3 cm su-
garu k, korvonalak unidja (k; U k).
Az e egyenestd] 2 cm-re 1évd pon-
tok halmaza az e egyenessel parhu-
zamos, tole 2 cm tavolsagra fekvd
e| &s e, egyenesek unidja (e; U e,).
A keresett pontok (a fenti két pont-
halmaz metszetének:

(k) W k) M (e WU ey) elemei):

A, B, C.

b) A k-t0l 2 cm-re 1év6 pontok O és az
O kozeéppontit 4 em sugarl k' korvo-
nal pontjai:

Az e-tf! 1 cm-re 1évé pontok hal-
maza az e-vel parhuzamos, téle
1 cm-re fekvé e, illetve ¢, egyenes
unidja.

A keresett pontok

(k" {0}y {e; w ey) halmaz ele-
mei: P, O, R.
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1650, A k-t6l 1,5 cm-re lévo pontok két, k-val
koncentrikus kort alkotnak. Ezek az O
kézéppontd 1,5 cm, és az O kdzéppon-
ti 4,5 ¢m sugart korok.

Az e-t6l 1,5 cm-re 1év6 pontok az e-vel o ; b
parhuzamos két egyenest alkotnak, e oo .
amelyeknek e a kézépparhuzamosa (e; ‘
s e,). A keresctt ponthalmaz: e

(ky k) Mg ey = . v

_ {A: B: G, D. E; FY. R T

1651 a) A megoldas fiigg attol, hogy B a sz0g szaraitol milyen tAvolsagra fekszik,
A keresett ponthalmaz egy nyilt koriv vagy egy kdrvonal, amelynek kdzéppontja
B és sugara 1 cm.

b) Ha B nem illeszkedik a szogfelezdre, akkor a keresett pontok halmaza a B kozep-
pontd 1 cm sugard nyilt koriv.
Ha B a szbgfelezd pontja, akkor a B kézépponti 1 cm sugaru kor érinti a szog-
szarakat. A megoldds a kérvonalnak az érintési pontoktol kiilénbozd pontjai.

c) A keresett pontok a B kizépponti
1 cm sugard nyilt koriv szdgtarto-
manyba esé pontjai.
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1652.] A PO < PA egyenlétlenség az AO szakaszfelez6 merdlegese altal hatarolt O-t tar-
talmazo félsik belsd pontjaira teljesiilnek, A négyzet belsejében a PO < PA egyen-
l6tlenség megoldasai: a négyzet AEF haromszoglemezen kiviil fekvd pontjai.

a) PO < PA vagy PO < PC teljesiil a négyzet minden belsé pontjara, igy a PO < PA
vagy PO < PBvagy PO < PC vagy PO < PD egyenlétlenség-rendszer a négyzet
minden belsd pontjara teljesiil.

D i c

E 4 O y G
A o

A F B

by A PO < PA és PO < PB és PO < PC és PO < PD egyenlitlenség-rendszer
megoldasai az EFGH négyzet belsd pontjal.

1653. A g-t6l 2 cm tavolsdgra 1év6 pontok a g-vel parhuzamos, attdl 2 cm tavolsagra levé
g1 és g, cgyenesek egyikére esnek.

a) e-tl és 18l egyenltd tavol levé pontok e és f & kdzépparhuzamosanak pontjai.
A keresett pontok g, és k, illetve g, és k k6zos pontjai: P és Q, a keresett pont-
halmaz {FP; O}.

73




————-—f'

ELEMI SIKGEOMETRIA

b} Jeléljiik e és f tavolsagat d-vel. Az e ¢s fegyenes altal meghatdrozott sivban azok

a pontok vannak fele akkora tavolsagra e-to], mini 161, amelyek az e-t6l ga'

(és f-t0l ;d) tavolsagra levd h, egyenesre illeszkednek. A siksavon kivil csak

az e egyenes oldalan vannak még ilyen tulajdonsagu pontok, mégpedig az e-tol
d (és f-t61 2d) tavolsagra levd h, egyenes pontjal.

A két feltételt egyszerre teljesitd pontok f; €s gy, 1y €s g2, ho és gy, valamint s,
és g, metszéspontjai: A, B, C. D. A keresett ponthalmaz tebat: {A; B; C, D}.

A sik azon pontjainak halmaza, ame-
lyekre teljesiil, hogy A-tol nincsenek f
messzebb, mint B-tl, az AB szakasz [
felezd merblegese altal hatdrolt, A
pontot tartalmazo felsik {f~fel egyiitt).

A sik azon pontjainak halmaza, ame- ]
2
lyekre PB = 3 AB fennall, a B kbzep- A'—(—r——”‘B

2
pontl EAB sugaryl korvonal. \

A feladat megoldasa e két ponthalmaz \

metszeie: az abran a zart PO.
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Adott egy O kozéppontl, 3 cm sugart k kor és O-tol 5 cm tavolsagra egy e egyenes.
Az ¢ egyenest érinid 4 cm sugart kordk kozéppontja ket, az e egyenessel parhuza-
mos ey, illetve e; egyenesen van. A k kort érintd 4 cm sugaru korok kézéppontja két,
O-val koncentrikus ki, illetve ky korén van, amelyek sugara R =3+ 4 =7 (cm),
r=[3-4]=1(cm). _

A keresett korok kozéppontjat az ey, illetve e, egyenes €s a ky, illetve ko kor met-
széspontja adja. (K3, Ky, Ks). A keresett megoldasok a ks, Ky, Ks kérok.

ky '
- ky g s Ry T
. LS
K:
k i
A N

’l.

5 T
Ky
< 3. €]

e e

i

€2

Legyen a 2,5 cm sugart k kor kozéppontja O.

1. feltétel: A szerkesziendd korok kdzéppontja 4 cm tavolsagra van az e-t0l, tehat
az e-vel parhuzamos, tdle 4 cm tavolsagra 1év6 ey, vagy e, egyencsen kell lennie.

2 feltétel: A k-t érintd 4 cm sugard korok kozéppontja 6,5 cin-re, vagy 1,5 cm-re van
az O kbzépponttol, tehat a k-val oncentrikus k,, vagy k, koron lehetnek ilyen pontok.

Mindkét f;ltételt az (e, ey MUk Wk = (K+ Ky Ksy Kg} ponthalmaz elemei
teljesitik. Osszesen négy, a feltételeknek megfeleld érintokor van (ks kg, ks, Ke)-

ky

kg o ke - ks

&)
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Azért ismételtette meg a mérést, mert a haromszdg-egyenlStlenség nem teljesiil az.
adatokra, valaki rosszul mért: 345,22 + 159,45 = 504,67 < 511,24/

a) A parabola pontjai egyenld tivolsdgra vannak a fokusztdl és a vezéregyenestdl.
Ez csak a kdzéps6 (z61ddel szinezett) gorbére teljesiil.

b) A fokusz és a vezéregyenes tavolsdgat kell megszerkeszten, majd megmeérni (kb,
12,5 mm).

c) A parabola tengelypontjaban huzott érintje parhuzamos a vezéregyenessel. A
tengelyponitol kiilonbézé P parabolapontban a kivetkezd modon szerkeszthets
érintd:

1. P kezdGponti, PF félegyenes szerkesztése;

2. P kezddpontq, v-re merdleges félegyenes szerkesztése;

3. A ket felegyenes dltal meghatirozott P csiicsi szog szogfelezd egyenesének
szerkesztése,

A megszerkesztett szogfelezd egyenes a parabola P-beli érintdje.

Modellezve a harom gyermek elthelyezkedését, egy B
hiromsziget kapunk, amelyrdl azt tudjuk, hogy

BC = 2AC és ACB ¢ = 60°. Kérdés a CAB . Ezek-

b6l az adatokbdl egy nevezetes hiromszdgre ismer-

hetiink: a szabalyos haromszdg egyik felére, ebben

zdr kozre egy 60°-o0s sziiget két olyan oldal, amelyek 2x
ardnya 1:2. E haromszégben tudvalevéleg a masik
ket szog 30° illetve derékszdg, igy a kérdéses
CAB ¢ = 90°,

C h—600 A
X

A CK szakaszra megrajzoljuk a Thalész-kort. Ennek a belsé kérvonallal kdzés ket
pontjabol (piros ,,pottyok”) latszik CK

derékszogben; a belsé kirvonalnak a

Thalész-koron kiviili (fekete) ivének

pontjaibol hegyesszigben, a Thalész-

koron beliili (sziirke) ivének pontjaibél

pedig tompaszdgben. A CK-ra, illetve c
annak meghosszabbitasdra esé pontok

kivételt jelentenek, hiszen innen 180°-

ban, illetve (°-ban latszik a CK sza-

kasz, és ezeket a szogeket nem szokds

tompa-, illetve hegyesszognek nevezni.
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Rajzoljunk a téglalap oldalai mint atméré f51é félksroket a téglalap belsejében!
Thalész tétele miatt a megrajzolt félkorok pontjaibol latszanak majd derékszogben
a teglalap megfeleld oldalai. A téglalap valamely két oldala egyszerre valamely két
felkor metszéspontjabol fog derék- D c
szOgben ldtszani. Ilyen metszéspont T~

pedig 6 darab van. Tehat 6 olyan pont

van a téglalap belsejében (ilyen adatok \) </
mellett), melyekbdl a téglalap vala-

mely ket oldala egyszerre derékszog-
ben latszik.

Az A és B pontot a P-beli érintén

a) P-télr, b) P-t6] 25

tavolsdgra kellett kijelélni.

Azon pontok halmaza, amelyekb6l az AB szakasz derékszighen latszik, az AB sza-
kasz ¢ Thalész-kdre (az AB atmérdjii korvonal, kivéve az A és B pontokat). A kere-
sett pontok ¢ és k kdzds pontjai: :

a) X, Y pontok; b} Z pont.

¢) Az elsd esetben AOB 4 = 90° a Thalész-tétel szerint,
A masodik esetben AOB 4 = 2 - AOP & = 126,9°, mert az AOP derckszogii ha-
romszogben tg AOP 4 = 2, AOP & =~ 63,43°.

Az elsé harom szerkesztés a hasonlo haromszogek tulajdonsagainak felhasznalisa-
val, vagy a pirhuzamos szel6k tétele, a negyedik a magassdgtétel alapjan torténik.

a) Egy sz0g egyik szarira a csucsbol indulva felmérjiik egymashoz csatlakozva az
1 es a szakaszokatl, a masik szarra a b-t. Az @ masik végpontjabol parhuzamost
hizunk az | és b végpontjat dsszekotd szelével, és ez b mellett kimetsz a mésik
szarbol egy olyan szakaszt, amelynek aranya a-hoz megegyezik a b: 1 arannyal,
vagyis ez az ab.
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b) Egy szog egyik szarara a csicsbol indulva felmérjiik egymashoz csatlakozva a b
és az 1 szakaszokat, a masik szdrra az a-t. Az 1 hosszisigu szakasz masik veg-
pontjabol parhuzamost hizunk az a és b végpontjat dsszekdtd szelbvel, éseza
mellett kimetsz a masik szarbol egy olyan szakaszt, amelynek ardnya 1-hez meg-

egvezik az a: b arannyal, vagyis ez az %
¢) Megegyezik a b)-beli szerkesztéssel, csak a helyébe is az egyscget kell felmer-

niink.

d) Egy a + 1 hosszusagy szakasz f61¢ Thalész-(fé])kort szerkesztlink, és az a és az
1 csatlakozdpontjabol merSlegest dllitunk az atmérdre. Ebbdl a korvonal egy
olyan szakaszt meisz ki, amely egy derékszogii haromszog atfogojahoz tartozo
magassig. Mint ilyen, ez mértani kbzepe az atfogon keletkez6 ket darabnak, va-

gyis a-nak és 1-nek, tehat va-1, azaz a hosszisagu.
b)

d)

Készitsiink vézlatot! Egészitsiik ki az ABC haromszdget az abra szerini paralelog-
rammava, s ebb8l mar adodik a szerkesztés Stlete. Vegyiink fel ket, egymastol m,
tavolsagban futd parhuzamos egyenest. Az egyik egyenes valamely pontjabol (C)
szerkessziink @ és 2s; sugard koriveket. Ezek B és D pontokban metszik a masik
egyenest. (Abrankon mindegyik metszéspontbdl kettd van, de ez lehet mésképp is,
1. a diszkussziot!) A CD felezépontjaként adodik E, és BE meghosszabbitasa metszi
ki az elsd egyenesbdl A-t. (A kiilonbozO indext B és D pontok révén abrankon 0sz-
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szesen 4 kiilonbdz6 A ponthoz juthatunk, az attekinthetdség kedveéért nem tiintettiik
£5] mindet. A keletkezett haromszogek koziil kett6-kettd tigyis egybevagd: a parhu-
zamosokra C-ben allitott merélegesre tengelyesen szimmetrikusak.) Diszkusszio:
ha a vagy 2s, kisebb my,-nél, nincs megoldas (mert a korivek nem metszenek ki a
parhuzamosbol semmilyen pontot). Ha a = rmy, € 25, > my, akkor van (két, egybe-
vago, derékszogll) megoldas (mert ilyenkor az a sugart kor érinti a parhuzamost);
egyébként nincs. Haa > m;, = 2s,, ke, egybevigs (iompaszogil) megoldas van; ve-
giil, ha a is, 25, is nagyobb m,-nél (egy ilyen eset lathatd abrankon), akkor kettd
vagy négy, kettesével egybevagd megoldas van, a és 25, egymashoz valo viszonya
filggvényében.

vaziat szerkesztes
B

Al

Természetesen az a alap a masik szarhoz tartozo suly- A
vonallal is ugyanekkora szoget zar be. Felmérve a ket ;
végpontjaba (B és C) az adott szdget, a BCS harom- A
szbg megszerkeszthetd. Mivel a sulyvonalak harma- / .
dolva metszik egymast, (az egyenld) CS és BS S-en / :
tili meghosszabbitdséba felmérve e szakaszok felét,
kapjuk az F és az E oldalfelez6 pontot. Ekkor BF s
CE metszéspontjaként kapjuk A-t. Diszkusszio: ha a
megadott sz6g 90°-nal kisebb, mindig van (egyertel-
mii) megoldas; egyébkent nincs.

Felvessziik a ¢ oldalt, és A végpontjaba
felmérjiik az o szbget. A ¢ felezOpontja-
bél, F-bél s, sugary kort rajzolunk. En-
nek az o szog masik szaraval valdo met-
széspontja(i) a lehetséges C csics(ok).
Ez(eke)t dsszekdtve B-vel kapjuk a
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megoldas(oka)t. Diszkusszio: ha & hegyesszog, ¢és az s. sugard kor nem eri el a
szemkézti szOgszarat, nincs megoldas; ha érinti, akkor egy, tompaszogl megoldas
van; ha két pontban metszi, két kiildnbz6 megoldas van (mint dbrankon); vegil, ha
csak egy pontban metszi, akkor egy megoldas van. A fenti esetck rendre az

c c . ¢ € ..
5, < —-sing, 5, = — SN, 5 sing <5, < R < s, esetben kivetkeznek be.
. .. < . . €
Ha e« derék- vagy tompaszog, akkor s, < 5 esetben nincs megoldas, 3 < 5, eset-

ben pedig egy (rendre derék- vagy tompaszdgli) megoldds van.

Felvessziik az a oldalt, és t0le m, tdvolsagban hizunk egy parhuzamost. Ezutan a
egyik végpontjabol (C-bol) b sugard
korivet rajzolunk. Ennek a parhuza-

mossal vald kozds pontja(i) a lehetsé-
ges A csics(ok), amelye(ke)t osszekot-
ve B-vel kapjuk a megoldas(oka)t.
Diszkusszid: ha b < my,, nincs megol-
das (mert a koriv nem ¢ri el a parhuza-
most); ha egyenlék, akkor egy (derék-
sz0gll) megoldas van (mert a koriv
érinti a parhuzamost); ha pedig a b > m,, akkor két, kiilonb6z6 megoldas van (mint
abrankon is).

Legyen b =7 cm, ¢ =5cm,

m, = 4 cm.

Vegyiik fel az a oldalegyenest és a t6le
4 cm tavolsagra az A pontot. B illeszke- 5 7
dik az a egyenesre és mivel ¢ = 5 cm, 405

ezért az A kozépponti 5cm sugari :
korre is. Ez a kor két pontban metsziaz €l B~ _ T B, ¢ @
a egyenest: B, B,. Hasonléan C az a

egyenes és az A kGzéppontu 7 ¢m suga- —

i kor kozds pontja: €y, C,.

Az adodo négy haromszog AB\C|, AB,C,, AB,C,, AB,C; kozill 2-2 egybevagd. Az
adatokbol két nem egybevago haromszodg szerkeszthetd.

Megjegyzés:

1. A szerkesztendd haromszoget az adatok nem hatarozzik meg egyértelmien.

2. A szerkesziés az ABT és az ACT derékszog(i hiromszdgek megszerkesztésevel is
megoldhatd, de gondolni kell arra, hogy a 7 magassigtalppont nem biztos, hogy
a BC oldal belsd pontja, illetve, hogy f lehet tompaszog is.
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]

1
I
|
: C
|

Felvessziik a ¢ oldal egyenesét, és téle m. tdvolsagban egy vele parhuzamos egye-
nest. Az elsd egyenes egy tetszbleges (8) pontja, mint kdzéppont koriil, ¢ sugard kor-
ivet hizunk, ennek a parhuzamossal valé kézos pontja(i) a lehetséges € pont(ok).
Ezen kdzéppont (vagy kdzéppontok) koriil huzott b sugari koriv kimetszi az elsé
egyenesbdl az A ponto(ka)t.

Diszkusszid: ha barmelyik adott oldal kisebb az adott magassigndl, vagy mindha-
rom adat egyenld, nincs megoldas (mert a kérivek nem érik el a ,.tdlsd” parhuza-
most, vagy a kapott csiicsok egybeesnek), Ha az egyik oldal egyenld a magassaggal,
a masik ennél nagyobb, akkor (két, egybevigd) derékszdgli megoldds van. Ha
mindkét oldal nagyobb a magassigndl, de egymassal egyenldk, akkor (két, egybe-
vagod) egyenld szara megoldas van; végiil, ha mindkét oldal nagyobb a magassig-
ndl, és egymassal nem egyenldk, akkor négy (kettesével egybevagd) megoldas szii-
letik (mint az dbrankon, ahol az attekinthetdség kedvéért nem rajzoltunk be minden
lehetdséget).

Viazlatunkon $-sel jeloltiik a szerkesztendd haromszog sulypontjat, F-fel és G-vel
pedig rendre az AB és SB szakaszok felezdpontjat.

Az SFG haromszog megszerkeszthetd,

mert oldalainak a hossza az adott stly- c

vonalak hosszanak harmadai.

Ugyanis a sulypont ismert tulajdonsé-
1 1

ga miatt SF = —1-sc, SG=—SB=—3s,

3 2 3
tovabbd FG az ASE haromszog AS-sel s
parhuzamos kézépvonala, ezért

1 1 A F B
FG=—-8A="s,
2 3

Az SFG haromszdg ismeretében az ABC haromszog mar konnyen megszerkeszt-
hetd.
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szarait b-vel és c-vel, az adott silypontot S-sel. Te-
kintsiitk a feladatot megoldottnak és készitsiik el az
Abrat. '

A szerkesztendd haromszig egyik cslicspontja nyil-
véan az A pont. Ha az A-val szemkozti BC oldal felezo-
pontja F, akkor a sulypont ismert tulajdonsaga miatt

AF = %AS. gy AS ismeretében # megszerkeszthetd.

Mivel BF = FC, ezért a B pont F-re vald tilkorképe C.
Tudjuk, hogy B illeszkedik c-re, ezért C-nek illesz-
kednie kell ¢ F-re vonatkozo ¢’ tiikdrképére is. Tehat
a keresett C pont & ¢és ¢ metszéspontjaként adodik.
Végiil a CF egyenes kimetszi c-bél a B csucspontot.
Ha a megadott szdg 0° és 180° kozétti, a feladatnak mindig egy megoldasa van
egyebként nincs megoldasa.

Az ABC derékszégd haromszdget kell

megszerkeszteni, ha adott m,. ¢s s.. e C
Thalész tétele miatt AB = 2s,., igy a
haromszog atfogdjat fel tudjuk venni.
A C pont az AB szakasz Thalész-koré-
nek és az AB egyenestol m,. tavolsagra
halado e egyenesnek a metszéspontja-
ként adodik. A T
A feladatnak 2 megoldasa van, ha

m, < s, 1 megoldasa van, ha m, = s, ¢és nincs megoldasa, ha m, > s,.

Szerkesszilk meg BC = a szakasz Thalész-korét (1), majd ezt metssziik el egy 8 ko-
zéppontu, my, sugar korrel (k). E két
kir metszéspontja k= {D; D;}
(ha van) adja az AC oldal egyik pontjat
{az mj, magassag talppontjat). Szerkesz-
szilk meg BD, szakasz B-t6l szamitott
3:2 aranyl osztopontjat, ez a harom-
sz0g M magassdgpontja. Az M-bél a
BC-re allitott merdleges és C; met-
széspontja adja a haromszdg A csucs-
pontjat.

Diszkusszio: ha my, =z a, akkor a fel-
adatnak nincs megoldasa. Mas esetek-
ben a feladatnak egy megoldasa van (a
keletkezett megoldisok egybevagok).
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Legyen adott a; $,, 5. A haromszog stlyvonalai egy pontban metszik egymast, és

az S sulypont a stlyvonalak csucstdl tdvolabbi harmadolépontja. Szerkessziik meg
2 2

a CSB haromszdget az a; 3 $p0 Es(_. oldalakkal. BS illetve €S meghosszabbitisara

mérjiik fel $-bél kiindulva a B-vel, il- A

1
letve a C-vel ellentétes oldalra az 3 S

%Sc szakaszokat, igy a b, illeive a ¢ ol- c F

dal felezdpontjat kapjuk, melyeket a

C-vel, illetve a B-vel dsszekdtve, ezek

metszéspontjaként megkapjuk a ha- C
romszég A csucsat.

Diszkusszio: A feladatnak egy megol- B

4]

2 2 .
dasa van, ha az a; §Sb; gsc oldalakra teljesiilnek a haromszog-egyenlotlensé-

sek. Ha nem, akkor a feladatnak nincs megoldasa.

a) A harom telepiilést a térképen pontszeriinek véve, a hdromszdg koriilirhatd ko-
rének a kdzéppontja lesz a keresett pont.

28 km

500 000
masik két tavolsagnak; 7.4 cm, illetve 7,8 cm.

b) Lasd a mellékelt abrat: 28 km-nek = 5,6 cm felel meg, hasonloan a

c) Az dbran: R = 4,1 cm, ami atszamitva 20,5 km. (Ez ,tirheté” mérés, mert a He-
. _ . . . abc .
ron-képlettel kiszamolva a teriiletet, majd abbol T = E modon meghatarozva

a sugarat, kb. 20,48 km adddik.)

7.4
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1676.] a) Az ABC haromszdg koriilirt korének kézéppontja van mindharom labdatél egyen-

16 tavolsagra.

b) Mindegyik csapattagnak 2r tavolsagot kell fuinia, ahol r az egyenld szara ABC
haromszog koriilirt korének sugara.
Az ABC héaromszdg AC alapjihoz
tartozo magassagdra:
m” = 29" —28,6° = 23,04, ezért A
m=48cm (m > 0). 286 \:|F 286
Az AFS derékszigi hiaromszogbdl
Pitagorasz-tétellel adodik: rem
P = 28,67+ (r—4,8).
Ebbdl r = 87,6 cm, vagyis mind-
egyik csapattagnak 1752 cm-t kell
futnia. S

1677.| Készitsiink vazlatot! Ha az f atlot c-vel eltoljuk ugy, hogy fels6 végpontja egybees-

sék e felsé végpontjaval (C), akkor egy e, f és a + ¢ (azaz 2k) oldali haromszoget
hoztunk létre. A megoldds tehat ennek (az AEC haromszognek) megszerkesztésével
kezdédik. Majd a C kdzépponta b sugari korivvel kimetssziik az AE szakaszbol a
B ponto(ka)t, ahova ,,visszatolva™ az f atlo also végpontjat, a felsd megadja D-t.
Diszkusszid: az e, f, 2k szakaszokra teljesiilniiik kell a haromszdg-egyenlétlensé-
geknek, kiilonben nincs megoldas. Ha b ,til révid”, azaz kisebb az AEC haromszog
AE oldaldhoz tartoz6 magassaganal, akkor sincs megoldas (mert a koriv nem éri el
az alapot). Ha b egyenld ezzel a magassaggal, akkor van (egy, derekszdgll) megol-
dis. Ha pedig nagyobb ennél, akkor két (t6bbnyire kiilénb6z6) megoldds van (mint
az dbrankon is). Ha ezen beliil ¢ = f, akkor a keletkezd két irapéz egybevagd, és
szimmetrikus is.

vaziat
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Megjegyzés:
A Héron-képlettel kiszamolva az AEC haromszog teriiletét, kifejezhetjiik a szoban

et f
2

forgé magassigot. A haromszog fél keriilete s = +k, igy teriilete egyrészt

2%k-m » erf Netf N-e+tf Ye—f
f—z = km, masrészt \/( 7 +kJ( 2 k}( 5 +kj( 2 +k].

Ezt elosztva k-val kapjuk annak a magassagnak az értékeét, amihez képest b kisebb,
egyenld vagy nagyobb volta a megoldasok szamat eldonti.

Szerkessziink az ABC haromszogbe négyzetet ugy, hogy 2 csicsa példaul AE olda-
lon, a harmadik cstcsa AC oldalon le-

gyen (P'Q'R'S"). Nagyitsuk a négyzetet ¢

a haromszog A csucsabol ugy, hogy a

beirt PORS négyzet R csticsa BC oldal- 4] R

ra essen. g’ 7
Atrol fiiggden, hogy a haromszog me- .
lyik oldala tartalmazza a négyzet két -
csticsat, tébb megoldas lehetséges. AL
Ha példaul a haromszdg hegyesszogi,

harom kiilonbozé megoldas van.

P'P 7S

Mdsik megoldds: .
Szerkessziink pl. az AB oldalra kifelé J

egy ABLK négyzetet! Alkalmazzuk er- '
re azt a € kdzéppontu hasonldsagot, AL N 8’
amellyel a K pont képe (K') és az L
pont képe (L") AB-re esik. Minden C J \
kézéppontt hasonldsagnal A és B képe ‘ \
illeszkedik AC, illetve BC oldalra. A
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1679.| Pitagorasz tételének megforditasa miatt a kérdéses haromszog derékszogl. A szer-

kesztendd négyzet kétféleképpen helyezhetd el, lasd az e és f§ abrat.

o) a) Szerkessziink az ABC haromszigbe négyzetel gy, hogy a négyzet egyik csi-
csa C, masik két csicsa egy-egy befogon legyen. Nagyitsuk a négyzetet a ha-
romszdg C csicsabol ugy, hogy a beirt négyzet E csicsa az AB oldalra essen!

b) Legyen x a keresett CDEG négyzet oldala.
EGBA ~ ACBA, mert két-két szogiik egyenld, igy megieleld oldalainak ara-

X g Ebbél x = 3;: 3,4 (cm).

nya is egyenld

B a) Szerkessziink ezutdn az ABC haromszégbe négyzetet gy, hogy 2 csucsa az
AB oldalon (az atfogon), a harmadik csicsa AC oldalon (az egyik befogon) le-
gyen. Nagyitsuk a négyzetet a haromszdg A csucsabol Ggy, hogy a beirt négy-
zet M csicsa a BC oldalra essen.

by AKLA ~ ACBA ~ MNBA, mert két-két szogiik egyenld, igy megfelelé olda-
lainak aranya is egyenld.
Legyen y a keresett KLMN négyzet oldala.

. MN A
Mivel ACBA ~ MNBA, jgy N _AC 7 8 ibsl NB= -y,
NB  CB NB 6 4
AK=AB—KN—NB=10—y—Zy:10—%y
10—zy
Mivel AKL A ~ ACB A, igy A8 - AC 7 47 4
KL CB y 3

120
Ebbdl y = 37" 3,2 (cm).
Tehat az adott haromszdgbe két olyan négyzet szerkeszthet6, melynek csucsal

. 24 . 12
a haromszog oldalaira esnek, ezek oldalhossza —7— cm, illetve 3—70 cm.
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1680.] a) Rajzoljunk az ABCA-be olyan tég-
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ialapot, amely oldalainak aranya
2:3, és 3 csucsa a A oldalaira illesz-
kedik. (K'N'M'L") Nagyitsuk a tég-
lalapot A-bol ugy, hogy M’ képe a
B(C oldalra illeszkedjen = KLMN
teglalap, melynek oldalaira teljesiil:

]i/‘;gL _p2 y i s L
KL 3

Legyen ML = 2e¢, KL = 3e.

Szamitsuk ki az ABCA AB oldalhoz tartozé magassagat példaul Pitagorasz
(etele segitségével az APC, illetve CPB derékszigl haromszigekre: AP := x =
PB=6-x;PC:=m

2 2 2
x"+m =5

5
Ebbdl x = 3,75; m = 2+/7 = 3,3.
(6—x)2+m2:42} AT S MY

CNMA ~ CABA a parhuzamossag miatt 2-2 szogiik egyenld, igy megfeleld sza-
kaszaik ardnya is egyenlo.

MN  AB 3e 6

— =——, azaz =—

cQ PC m-—-2e m
m ~ 3.3 értéket behelyettesitve ¢ ~ 0,9, tehdt a berajzolt téglalap oldalai:
ML =2¢ = 1.8 cm; MN =3¢ = 2,7 cm.
(Ha az AB oldalon levé téglalap oldal a rovidebb, akkor a berajzolhatd téglalap
oldalai 1,6 cm és 2,4 cm hossziak.) ‘

¢) A feladatnak 6 kiilénb6zd megoldasa van aszerint, hogy a haromszog melyik ol-
daldra illeszkedik a téglatap 2 csticsa, illetve ezen az oldalon a téglalap rGvidebb
vagy hosszabb oldala van.

1681.| a) Jeldljiik e-vel a két kor egyik kozos kiilsG érintdjét! Ennek a kirokkel vald érin-

tési pontjai E|, E,. O\ E, és O,F, az érintési pontokhoz hazott sugarak, ezért me-
rélegesek e-re. Toljuk el EE, szakaszt Eﬁ vektorral. E, képe P lesz és
O\PO, 4 = 90° Ezért P illeszkedik 0,0, szakasz Thalész-kérére. Masrészt
0,P = 1 cm, igy P illeszkedik az O, kézéppontii 1 cm sugari korre is. Igy P
megszerkeszthetd. e-t megkapjuk, ha O P egyenest O, P iranyaban 2 cm-re eltol-
juk. H| az ¢ és (0, egyenesek metszeéspontja.

H 0Ly és HiO-F, hiromszogek hasonloak, mert szigeik paronként egyenldk.
H0, _ EO

Ezért a megfelelt oldalak aranya egyenlé: .
HO, E,O,

SR

Legyen x = H,0,, ekkor A0 = x + 8 és az egyenliség: i -
X
amibgl x=16, O/H =16cm.
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Megjegyzés:
1. H, megszerkeszthetd a korok kézéppontos hasonlosaganak felhasznalasdval is: k

1682.] Szerkessziik meg AB oldal f felez6me- c
rélegesét, ezen vannak azoknak a ko- :
roknek a kozéppontjai, melyek A-n 1s
és B-n is athaladnak. Allitsunk B-ben
merblegest BC-re (m), mmnf= {0}
annak a kornek a kdzéppontja, amely
B-ben érinti BC oldalegyenest (OB su- 4 B A
lad A-n. 0
Tébb megoldas is lehetséges attdl fig- o
AH, Fozepp(.).ntu 3:2 aranyu hasqnlosag ffl_e,t ky-be, k| egy tetslzol_eges'Olgll két csitcspontjan halad 4t, & melyik
sugarat a k, kiir ezzel parhuzamos és egyiranyu 0,0, sugaraba viszi. Ezért va- oldalegyenesét érinti (max. 6 db meg-
C
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gdr merdleges a BC érintdre), és atha-
gben, hogy a kor a haromszég melyik ;
lasszuk ki a két kor egy-egy parhuzamos és egyiranyu O, és O, sugarat, Idés)
0,0, egyenes atmegy a H, ponton. Mivel H | illeszkedik a kérok 0,0, cent- © '
ralisara is, H, a két egyenes metszéspontja. 1683 gy ilyen kbrnek az O kozéppontja pl.

2. A H|O\E; és H O,E, hiaromszogek hasonlosiganak felhasznalasaval is meg-

szerkeszthetd Hy. 2 - 0,0, kell felmérni O,181 0,0 1e. a p sz0g szogfelezdjének és a y-val

szemkozti AB oldalnak a metszéspont-
b) H, szerkesziése az dbrakrol leolvashato. ja. 0-bdl merdlegest allitunk a masik
két oldalra, e merblegesek adjak a ke-
resett kor sugarat.

A feladatnak 3 megoldasa van aszerint,

hogy melyik oldalon van a kor kézép-
pontja. A\
A U B
H,0\E,| és H,0,F, haromszigek hasonloak, mert szégeik paronként egyenld. 1684. A vizsgalt téglalapot felbontottuk 200 darab 1 cm oldalhosszusagu négyzetre.
Ezért a megfelels oldalak aranya egyenld: H0, = M
H,0,  Ey0,

Legyen y = O H,, ekkor O,H; = 8 — v és az egyenlfség: gL = %
amibdl v =372, O\H; = 3,2 cm.
Megjegyzés:

H,OWEy ~ HyO0,F,, ezért a H, szerkesztésekor (0105-t 2 : 3 ardnyban kell osztani.

A téglalap belsejébe esé négyzetcsucspontok megfelelnek az adott feltételeknek,
mas pontok pedig nem.
Igy a keresett pontok szama 9 - 19 = 171,
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1685, Legyen a két tiikdr a kinyvlap sikjara

merdleges, igy a 1) &s & tiikorre beesd,
illetve visszavert fénysugarak abrazol-
haték a konyvlap sikjaban.

Ismert, hogy a titkorre beesd és vissza-
vert fénysugarak beesési és visszaverd-
dési szbge egyenld, tehat o) = oy és
b = b

Az abran t,, t; valamint a beesési me-
rélegesek egy téglalapot hataroznak
meg, igy © = 90° és a, + f; = 90°.
Ezekb6] 2er; + 268, = 180°, tehat e || f.

Megjegvzés:

a) A tiikérrdl ugy verddik vissza a
fénysugar, mintha a fényforras tii-
korképebdi indult volna. Az dbran
y+6=90°¢s 6+ ¢ =90° ezért
£ =y, azaz e“f.

b) Ha a beesd fénysugdr éppen a két
tiikor sikjanak metszésvonalara ér-
kezik, akkor a visszavert fénysugar

¢s a bees6 fénysugar egyenese azonos.

Legyen A-nak az egyik dtmérdre esd
merdleges vetiilete 7. Igy ATO & = 90°,
azaz T pontbdl az AQ szakasz derék-
szégben latszik, tehat T illeszkedik AO
szakasz Thalész-kirére. Az A pontot
az AQ atmerére, az O pontot az AQ-ra
merdleges atmeérdre esd merdleges ve-
tuletként kapjuk.

Az AO atmérdjii korvonal minden
pontja A-nak valamely Atmeérbre esd
merdleges vetiilete. Legyen T a kor
egy tetszoleges, -1l kiilénbézd pont-
ja. Ehhez a T%-ot tartalmazd atmérd
tartozik, mert Thalész (étele szerint
AT*0 g = 90",

90

ELEMI SIKGEOMETRIA

| A tilkrzés miatt AB’ = AB, ezért B'il-
leszkedik az A kdzéppontu AB sugaru
korre.

! A korvonal minden pontja elall B va-
lamely e egyenesre vonatkozd tikor-
képekeént: Legyen B* a korvonal B-t6l
kiildnb&zd pontja. Az ehhez tartozo e
egyenes a BB” szakasz felezé merdle-
gese (amely AB = AB” miatt A-ra il-
leszkedik). A B ponthoz tartozd e
egyenes az AB egyenes.

Legyen PQRS egy olyan téglalap, mely a feltételeknek megfelel,
A téglalap RO oldalanak f felez6merd-
legese nyilvanvaldan felezdmerdlegese
a téglalap SP oldalanak is. Mivel RQ a
k kérnek hurja, f athalad & O kozep-
pontjan. Ebbdl kovetkezik, hogy
QP = O8. Tehat az § pont az adott k
kérrel koncentrikus OP sugarh k' ké-

g

ron fekszik.

A k' kor egy tetszdleges T pontja csak
akkor tartozik hozza a keresett pont-
halmazhoz, ha az PT-re P-ben allitott
merdleges egyenesnek van a k korrel
kdzds pontja. Ez pedig csak akkor tel-
jesill, ha PT < 2r, ahol r a k kbr sugara. Tehat a keresett ponthalmaz a k' kérnek az
a T\PT, korive, melyre T)P = T,P = 2r. A P pont nyilvan nem tartozik hozza a
keresett ponthalmazhoz.

Jellje a P-bez tartozo érinték érintési pontjait £, Ey. POE, A = POE, A, szdgeik:
30°, 60°, 90° (mert a rovi-
debbik befogo az atfogo
fele). Ezért E,0E,4 =
= 120° A feladatban sze-
replé harmadik, @ pont-
beli erintének az el6zo-
ekkel alkotott metszés-
pontja legven F, Fy. Mi-
vel E;OF | és QOF|, va-
lamint E,OF, és QOF,
haromszdgek — két oldal
¢€s a nagyobbikkal szem-
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. - L . 1
ben fekvo szogek egyenldsége révén — egybevagoak, ezért FL.O0Q 4 = 5" E0Q4

1
és Fr00 49 = %— QOE, 4. Ebbdl F1OF, % = 5-E10E2<i = 60° azaz allandd, Q
felvételétdl fiiggetleniil (ahol O a kisebbik E;E, iv bels pontja).

Egy pontnak egy szakasztol vald tavolsagat ugy értelmezziik, hogy a pontot gondo-
latban Osszekdtjiik a szakasz pontjaival; az sszekoté szakaszok kéziil a legrovi-
debb hosszat nevezziik a pont szakasztol mért tavolsaganak.

Jeldljiik az adott szakasz végpontjait P-vel és Q-val. A pont és szakasz k&zotti ta-
volsdgnak az értelmezésébdl kovetkezik, hogy a PQ szakasztol pontosan ] cm ta-
volsagra levd pontok halmaza két szakaszbol és két félkdrbél 4ll. A szakaszok az
adott szakasszal parhuzamosak, a felkorok kozéppontjat a szakasz végpontjai, su-
garuk 1 cm. Hasonloan adodik az a
ponthalmaz is, melynek pontjaira az
teljesiil, hogy PQ-t6l pontosan 2 ¢m
tavolsdgra vannak. Erre a két ponthal-
mazra és az altaluk hatarolt tartomany P
pontjaira és csak azokra teljesii], hogy
a PO szakasztdl legalabb 1 cm, de leg-
feljebb 2 ¢cm tavolsagra vannak.

tol

Az ABD derékszogii haromszog 12 cm hossziisagn atfogdjanak felezdpontja N,, te-
hat N, a hdromszog koriilirt kérének kozéppontja. Ezért a DN, szakasz hossza 6 cm.

a) A DN|N, haromszogbdl a hdromszog egyenléi- A
lenség szerint DN, > DN, — NoNy = 3 cm. Ami-
kor az A pont a D-be érkezik, akkor a DN;N, ha-
romszog elfajulova vélik és DN, = 3 cm teljesiil.
Ez tehat a keresett legkisebb tavolsag és ekkor
BD = 12 cm. (Amikor az AB szakasz ,fiiggéle-
ges” volt, a DNV, haromszog akkor is elfajulo
volt, de akkor DN, = 9 cm teljesiilt.)

b) Az N, pont az AB minden helyzetében 6 cm-re van
a D ponttdl.

c) A DN>N; haromszoghdl a haromszdg egyenlét-
lenség szerint DN; > DN, — N>N; = 3 cm. Ami-
kora B pont a D-ben volt, akkor a DN,N; hiaromszég elfajuld volt és DN; = 3 cm
teljesiilt. Ez tehdt a keresett legkisebb tivolsag és ekkor BD = 0. (Amikor az AB
szakasz . vizszintes”, akkor a DN,N; haromszdg megint elfajuld, de ebben a
helyzetben DN, = 9 cm.)
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1692, Legyen o = 75°, valamint a fés a y ‘ A

szdgfelezbjének metszéspontja O, haj- é
lasszdge o. Mivel ¢ a BCO haromszig
kiilsé szége, ezért

By 180°-m

14
Y P B Y A
$=57% 2 2 c

=90°~—7§° = 52,5°. A
2) § = 40°. Mivel AC | BD, ezeért o),

o

40
oc=———-12 =70° ésyp = T0°
o C
b) DAB < = 70 = 35%¢s

ABD & = L10°, igy
ADB 3 = 180° - 145° = 35°, tehét

az ABD haromszdg egyenld szar. @
p )

A B

1694, Legyen e két szbgfelez6 metszéspontja D. Az ABD haromszog A csiicsbeli szdge

180°— 180°+ ,
ekkor g—, B csucsbeli szoge pedig f+ 2 b , azaz p . BEzek a D-beli
e - .o 180°+f 0
60°-kal egyiitt kiadjak a 180%0s szigdsszeget, vagyis —+ S = 120
Ebb6l « + f = 60°, de ekkor az ABC hiromszig szdgdsszege miatt p = 120°.

4 ‘

1695.] Kétiéle lehetéség van aszerint, hogy az emlitett két sz8g egy haromszogben van-e

vagy sem. Elsd esetben az ADE hdromszogbd! % = 41°. Az 54° mell¢kszogekeént

d = 126° emiatt az ABD haromszégben gz 13°. Az credeti haromszog szOgei

ekkor or = 82°, f = 26° és a szOgbsszeg miatt y = 72°
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A masodik esetben a 85° mellékszogeként ¢ = 95°, ekkor a BED haromszdgben

g =31°. Ismét § = 126°, amiért az ABD haromszégben g— = 23°. Ekkor a meg-

Felhasznalva a feladat megoldisa el6tt tett €szrevételt, tovabbd azt, hogy

1
BD = 10cm, a BCD derékszdgi haromszog hosszabbik befogoja 0 , azaz

oldds: & = 46°, f = 62° és (érdekes mddon ismét) ¥ = 72°
a=35v3 {cm). Az ABC derékszogl haromszog AB atfogdja a rdvidebbik befogd

kétszerese, tehat ¢ = 2a = 1043 (cm). Az ABC haromszdg hosszabbik befogoja

_ cw@ _ 10-\@-\6
2

2

B

b

=15 (cm).

1697.| a) Egy korhoz egy adott kiilsé pontbol huizott érintd szakaszok egyenlok, igy

1696.] A feladat megoldasandl az alabbi észre-

51

&
¥ o S/ A
85 ey N

| E

C

vételt hasznaljuk fel. Ha egy 30° és 60°-
os hegyesszogekkel rendelkezd derék-
sz0gil haromszoget titkroziink a hosz-
szabbik befogdjara, akkor az eredeti
hdromszdg és a tikorkép egyiitt egy
szabalyos haromszoget hataroz meg.

Ezért, ha egy ilyen derékszdgli harom-
szbg atfogdja x hosszisagl, akkor a

révidebbik befogd hossza % a hosz-

szabbik befogd hossza pedig #

Vizsgaljuk ezek utdn a feladat szdve-
génck megfeleld abrat ¢s hasznaljuk a
jeloléseit.

A feltételek szerint a BCD derckszogi
haromszégben BDC 3 = 60°, igy

gz 30°, azaz f=060° Az ABC de-
rckszogil haromszogben § = 60°, ezért )
o = 30° Tehat a BCD haromszog is és C
az. ABC haromszdg is olyan derékszo-

gli haromszdg, melynek hegyesszogei 30° és 60°.
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AE=AG =x, BG=BH =y, CE=CH = r a beirt kor sugara, mert ECHO

negyzet. A
X+r=da 3
y+r=b} t x
X+ty=c v

Adjulk Gssze az els6 két egyenletet, \
és ebbe helyettesitsiik be a harma-

dik egyenlet alapjan, az x + y helyé- 757~ ¥
re a c-t! . L T~
+b— < -
dte=ath = r="22"F A BN
2 C roH v

Derékszogd haromszdgre vonatkozo
Pitagorasz-tétel miatt ha a befogok 6, illetve 8 cm, az atfogd 10 cm, akkor a hi-
romszogbe ithatd kr sugara r = 2 em.

Musik megoldds:
Irjuk fel a haromszdg kétszeres teriiletét kétféleképpen!
2T =a-b=ar+br+cr

Ebbgl 7= — 22
atb+tce

Ha a két ismert oldal a két befogd, akkor a Pitagorasz-tétel réveén az atfogd

c=v6" +7 = w/g = 9,22, A haromszog teriilete egyrészt a két befogo szor-

-7
zatabdl % = 6—— = 21, masrészt a beirt kor keresett  sugara és a fél keriilet (s)
réven rs.
6+7++85 T 21
A el keriilet most - = 11,11; igy a sugdr r = — = IRt 1,89.
§ ,

Ha viszont a két adott oldal az egyik befogd és az atfogd, akkor a masik befogd

V1P —62 =13 = 3,61. Az elébbi gondolatmenet szerint a teriilet a befogakbol
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6413
2

13+6+7 10,82
1/_—2~ =~ 8,30, igy a sugdr r =~ —/—— = 1,30,

= 10,82, a fél keriilet
8,30

¢) Legyen AC = b = 6 ¢és legyenek a kor érintési pontjai az oldalakon D, E, F (lasd
az 1698. feladat abrajat). Az érintés, illetve a hdromszog derékszogl mivolta miatt
a CFKE négyszOg minden szoge derékszog, két szomszédos oldala (KE, KF) su-
garnyi, tehat egyenlé — vagyis e négyszig négyzet: CE = CF = 2. Igy AF = 4,
BE = a -2, és akiilsé pontbol a kdrhdz huzott érintészakaszok egyenlOsége miatt
AD =4 ¢és BD = g - 2 isigaz. Ekkor az dtfogdc = a-2+4 =a+ 2.
Felirva a haromszdgre a Pitagorasz-tételt: (a + 2) P=a’+6
Felbontva: a” +4a + 4 = a’ + 36, amib6l 4a = 32, azaz a = 8. (Fis ¢ = 10.)

a) Legyenek a kor érintési pontjai az oldalakon D, E, F. Az érintés, illetve a harom-
szovg derékszdgll mivolta miatt a CFKE négyszog minden szoge derékszog, két
szomszédos oldala (KFE, KF) sugirnyi, tehat egyenld — vagyis e négyszig
négyzet: CE = CF = 1. lgy AF = b— 1, BE = a - 1, és a kiils6 pontbdl a kéthoz
hdzott érintdszakaszok egyenldsége miatt AD =
=b-18&sBD = a - 1isigaz. Ekkor az atfogd ¢ =
=a-1+b-1=a+b-2 Ahdromszog keriilete
a+b+c=15 beirva a c-re kapott eredményt;
2a+2b-2 =15, amibél a +b = 8,5. Ervényes
tovabba a haromszogre a Pitagorasz-tétel;
(a+b-2)"=a’+p°
Felbontva: a* + b+ 4 +2ab —da—4b = a* + bz,
amibdl ab = 2a + 2b -2,

A jobb oldal éppen a keriilet, tehat értéke 15. A két
befogo Gsszegét és szorzatdt ismerjilk, ezt egyen- E
letrendszerként megoldhatjuk. Elegdnsabb azon-

ban a Viete-formulak révén felismerni, hogy ekkor C

B

a két befogd az x* - 8,5x+ 15 = 0 egyenlet két
gyoke. Ezek pedig (az dbra méreteinek megfeleld sorrendben): @ = 6 és b = 2,5.
Az atfogd pedige =a+b-2 =06,5.

b) A teritlet % =100, amibol ab = 200. Az el6zd ponthoz hasonloan kapjuk, hogy
CFKE négyzet, ezért CE = CF = 4. igy AF=AD=b-4, BE=BD =a-4.
Ekkor az atfogé c = a -4+ b -4 = a + b — 8. Felirva a Pitagorasz-tételt:
{a+b— 8)2 =a’+ bz, ezt felbontva: a® + b% + 64 + 2ab - 16a - 16b = a* + bz,
amibdl: ab = 8a + 8b—32. A bal oldalrdl mar tudjuk, hogy 200, igy 232 =
= Ba + 8b, vagyis a + & = 29. Megint ismerjik a befogok Osszegét és szorzatat,

6
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az elézd pontbeli Gtlet alapjan ekkor ezek az X7 —29x + 200 = 0 egyenlet gyo-

.29+ 441
kei. Ezek pedig —2~£

a= 17,70 és b = 11,30. Az atfogo pedig ¢ = a + b— 8§ = 21 (pontosan, hiszen a
gyOkos tag kiesik).

, azaz {az dbra méreteinck megfeleld sorrendben)

1699. Mivel az ABC derékszogli haromszog B
befogdirdl tudjuk, hogy @ =3 cm,
b =4 cm, a Pitagorasz-tételt felhasz- .
nalvac = 5 cm. “E3 FC
a :
a) A Thalész-tétel miatt a haromszog 0 @
koré irt kér kizéppontja az atfogd F Evi7—10-.
felezOpontja, sugara az atfogo fele. A\ S ~
{gy a sugar r= % =2,5cm. ¢ E, A

b) A beirt kér a haromszog oldalait az E;, E,, F; pontokban érinti, igy az ide hu-
zott sugarak merdlegesek az oldalakra. A beirt kor p sugaranak a meghatdroza-
sahoz tekintsiik az ABC hiromszog teriiletét, amelyet kétféleképpen irunk fel és
ezek természetesen egyenldk.

Tagc = Toar + Tosc + Toca
ab_1 + 1 apg+ 1 b
2 Ty
ab =p{c+a+b)
[2=p(5+3+4)
g=1
Tehat a beirt kor sugara 1 cm.

¢) Tudjuk, hogy egy kiilsé pontbdl a kirhéz huzott érintészakaszok hossza egyenld,
ezért a CE,0OF, négyszigben CE| = CE,.

Tudjuk tovabba, hogy e négyszdg mindegyik szoge 90°, igy a CE,OF, négyszig
négyzet, s ezért CE; = OF, = p=1cm.
Az abra alapjan kénnyen leolvashatd, hogy BE, és a vele egyenld hossziisagu

BE; szakasz hossza 2 cm, az ExF szakasz hossza pedig > cm.

Igy az OFE,F derékszdgli hdromszogben, Pitagorasz tételét alkalmazva:
2

1 1 5

OF? = OE" + E;F” = QZJ{EJ — 1=

Tehat a beirt és a koré irt korok kizéppontjai kozoiti tivolsag:

Vs

OF =— = 1,12 cm.
2
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tGszakaszok egyenldsége miatt az abra
szerint felirhatunk harom egyenletet:

I} x+y=35
(Il) y+z=6
(I x+z=7
Elckor (IIT) — (I) révén: x — y = 1, amit

Osszeadva (I)-gyel: 2x = 6, vagyis x = 3. Ekkor (I}-b6l y = 2, és (H) vagy (III) bar-
melyikébdl z = 4.

a) A megadott adatokkal szerkeszthetd
haromszég (teljesiilnek a harom-
szOg-egyenlOtlenségek). A harom-
szig tompaszogil.

b) A szerkesztés az abrarol leolvasha-
to.

¢} Az ACM haromszidg magassagpontja
B pont, mert AC 1 MB, AM L BC,
CM 1 AB, igy ACM haromszdg
magassagvonalai CB, AB, MB.
Ezek metszeéspontja B.
Altalanosan is igaz, hogy hegyesszo-
gl vagy tompaszogl haromszognél a
haromszog csicsal és magassiagpontja koziil barmely harom pontot kivalasziva
ezek egy haromszoget alkotnak, melynek a magassigpontja a negyedik pont.

Az ABM hiromszdget vizsgaljuk meg
részletesen. Az M-bol az AB-re bocsa-

tott merdleges raesik az ABC harom-

szig AB-hez tartozd magassagara. Az

A-bol az MB-re (illetve annak meg-
hosszabbitisdra) bocsdatott merdleges
raesik az ABC haromszog AC oldalara:
hasonloan a B-bél az MA-ra (illetve

annak meghosszabbitasara) bocsatott A
merdleges raesik az ABC haromszog

BC oldaldra. Tgy e harom merdleges (magassagvonal) kézis pongja a C, vagyis ez
az ABM hiromszdg magassagpontja. Hasonloan végiggondolhatd, hogy az AMC
magassagpontja B, az MBC-¢ pedig A. (Vagyis a négy koziil barmely harom pont
alkotta haromszdg magassagpontja a negyedik. E specialis, kislcsondsen szimmet-
rikus szerep miatt ezeket ortocentrikus pontnégyesnek nevezik.)

c

B B
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A szabélyos haromszdg koré irt és beirt kérének kozéppontja, sulypontja valamint
a magassagpontja egybeesik. Ezért a koré irt kor R sugara és a beirt kor r sugara ko-
76t R = 2r all fenn, valamint az a oldali szabalyos hiromszdg m magassaga

3 NE]
m—R-I-rza-g. Ezekbdl 3F=EAR=a-—5.

a) Az R = 10 ¢m sugart korbe irt szabalyos haromszog oldala
a=R-~3 =103 (cm);
b) az r = 10 cm sugaru kor kiré irt szabalyos haromszdg oldala

a=r-2-43 = 2043 (cm).

O az ABC hiromszdg beirt kirének
kozéppontja, a belsd szbgfelezok ko-
zis metszéspontja. Ezért

e | BV
COB 4 =180 [2+2)

150080~ _ 90°+%: 125°.

A

, o, ¥
Az 1704-es feladat gondolatmenetét felhasznalva: AOB § = 90 +5.
Mivel AOB & = 145°, ezért y = 290° — 180° = 110° > 90°.

Az alapon fekvd kiils szdg 180° — & = 3p. Masrészt a haromszog belsd szdgeinek
osszege: 2o+ = 180°. Ezekbdl y = 36° s or = 72°

Jeldljiik az alapon fekvé szdgeket e-val. 180°— & = 4or. Ebbol & = 36°; a harom-
sz0g szhgei: 36°, 367, 108°.

Egyrészt 180° — o = 8ax, ebbdl & = 20° masrészt 180° — = 35, ebbdl § = 45°. Te-
hat y = 180° - 20° - 45° = 115° > 90°.

Jeloljiik a keresett szoget g-vel. A kiilonbozé eseteket fnagysaga szerint vizsgaljuk:

a) f = 45° esetén a két egyenes egybeesik; ¢ = 0°.
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of_ B 0
b) B = 90° esetén ¢=§:22,5 (:5122,5 j

¢) i < 45° esetén BTC és ATC harom-
szogeket vizsgalva:

cp+%+ﬁ: 90° és 45°+%—<p =90°,
A két egyenlet kiilonbsege:

2¢+ f-45° = 0°, azaz
g
=22.5-—.
¢ 2
d) 45° < f < 90° esctén BTC és ATC
hiromszogekbol:
ﬁ+%~¢az 90° és 45°+%+cp = 90°.

A masodik egyenletbdl az elsdt ki-
vonva 2¢ — f+45° = (°, azaz

45°< f<90°

@ = g ~22,5° adédik.

e) f > 90° esetén fa BTC haromszog kiils§ szoge:
f= ¢J§+90°, igy ﬁ+%—(p = 90°; illetve
az ATC haromszdg hegyesszogeinek Osszege:
45°+§+(p = 90°.
Ezekb6l d) mintajaraa ¢ = g— 22.5° Gsszefiig-

gést kapjuk.

Tehat mindegyik esetben a keresett szog:

Jij
12 25
70

100
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C
f>00°
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45° B A
F B T
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1
A feltételek szerint o = g(ﬁJr p), illetve f:p=1:2. Bzekbdl y = 26 és o = f,

A haromszbg szigeinek Osszege o+ f+ 9y =4 = 180°. Ebbdl & = f§ = 45° &
y = 90° A haromszog derekszdgli, kore irt korének kdzéppontja az atfogd felezd-
pontja, azaz a hiromszog ‘hataran’ fekszik.

1711.] Az egyenl$ szari haromszig szimmetriatengelye egybeesik a szarak altal bezart
szog szogfelezdjével és az alaphoz tartozd magassagvonallal, ez utdbbira illeszke-
dik a hiromszdg magassigpontja, ezért a) €s b) igaz, c) hamis.

Az egyenld szam hiromszdg szimmetriatengelye egybeesik a szarak altal bezart
sz0g szogfelezGiével ¢s az alaphoz tartozo magassagvonallal és silyvonallal, ezért
a stlypont is erre illeszkedik. Igy a) igaz, ¢} hamis.
A haromszog tetszOleges csicsahoz tartozo sulyvonal haromszogbe esé szakaszat a
csticcsal szemkozti kozépvonal felezi, a salypont pedig harmadolja, ezért a stlypont
nem eshet a haromszdg egyik kizépvonalara sem, tehat b) hamis.

Hasznéljuk az abra jelsléseit!
Kiilsé pontbol a kirhoz huzott érintd-
szakaszok egyenlok, ezért BA; = BC,,
valamint A,C = B,C.
Igy BC = BA; + A,C = BC, + B,C.

2

1714, a) 3+ 6 = (J4_5) :

¢) 2a’ +5a° = 7a%;
da’+a b’ =a’(1+b7.

A Pitagorasz-tétel megforditdsa miatt az a), ¢) és d) pontokban szerepl6 haromszo-
gek derékszogiliek.

Mivel 4 + 6 = 10, ezért a b) pontban szerepld szakaszokbol nem szerkeszthetd ha-
romszog, tehat nem lehetnek egy derékszogli haromszog oldalai.
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Az llitas igaz. Ha egy egyenld szari derékszogll haromszog atfogoja x, akkor a be- ' b) Vékony homogén lemez esetén a helyzet ugyanez. Ha a lemezt vékony csikokbol
X o ox” C .. .. o rakjuk dssze, minden csik tomegkozéppontja a felezdpont, tehat rajta van a suly-
fogoja T“i teriilete pedig i Ha az eredeti haromszog befogdit a-val és b-vel, vonalon. Ugyanez igaz masik irdny( csikokra, ezért a masik silyvonalon is rajta
2 A S kel lennie a témegkozépponinak. [gy ismét a sulypont adédik. Lasd az el6zd
atfogdjat pedig c-vel jeldljiik, akkor az allitas szerint v + T sbrit!
Ez pedig a Pitagorasz-tétel szerint 1gaz. A swigek meghatirozishoz vegyiink
A befogok: 3x, 4x, osszegiik 3x +4x = 35. Innen x = 5 egység. : fel. egyoébrz'iotl AZ{ADC héroqlszﬁg szc.i-
A derékszogili hiromszog befogol: 15 egység, illetve 20 egység, gei: ?0 ,45%, tetnat a hjarmadlk szige is
atfogoja: 25 egység, | 45°, 1gy egyenld szaru.
1 . , Ezért DC = 10 km. Vagyis D az ABC
teriilete 7 = 5 15-20 =150 (teriilet egyseg). hiromszdg koré irhatd kirnek a kozép-
s 1 pontja. Emiatt BDC hiromszdg is
Az atfogohoz tartozd magassagot jeldljik m-mel! Felirhatjuk: ¢ = r 25-m. egyenld szérd, azaz

DCB4 = DBC 3 =15°

6l m = 12 egység.
Ebbolm EYRE Ugyanigy ADB hiromszog is egyenld

‘ szary, azaz DAB ¥ = = 30"
1717. A haromszdg derékszdgi, mert 10 = v4-25. ’ Szaru, azaz A =DBA 4
Csak a derékszogll haromszogre igaz, hogy a leghosszabb oldalhoz (atfogo) tartozo a) Eszerint az ABC hdromszdg szbgei rendre:
magassag két olyan szeletre bongja az oldalt, melyek mértani kdzepe az adott ma- | o= 30°+45° = 75% f =300+ 15° = 45°% = 15°+45° = 60°.
gassag. (Magassagtétel.) : b) Pita ey S 1042 =
S . P .. p : gorasz tételébdl: AC = 10+/2 = 14,14 {(km).
ADCA ~ CDBA, mert 2-2 oldal ardnya és a kizbezrt szbg cgyenlo, 3‘ Bontsuk az ABD A-et a D-beli szigfelezével két nevezetes (30°-60%-o0s) harom-
[i = E; ADCY = CDB4 = 90"), igy megfeleld szogeik is egyenldk. szdgre, ahonnan AB egyszeriien kiszdmithaté: AB = 1043 = 17,32 (km). (Lasd
10 25 . az abrat is!)

w=20; Bf=c¢ ] . ) o ) _
A haromszdg belsé szogeinek dsszege Huzzuk be az AT magassagot (lasd az dbrat), igy két nevezetes A keletkezik. Az

o A 1 . .
180°. ACT 30-60 fokos, ezért CT = A — 02 _ 54/2; az ATB pedig 45-45 fokos,
o+ f+e+d=180° f 2 2
&+ e=90° o ) AB 1043 )
Tebit a hiromszog derékszogil. A4 = g czért TB == = = = = 536 fgy BC = 5(6 +2) =19,32 (k).

a) A héromszog ,.klasszikus” silypontjaban, hiszen ket csucsba helyezett egyenld
tomeget a felezdpontjukba helyezett
kétszeres tdmeggel lehet helyettesi-
teni. Bzt a felezdpontot a szemkdzti
csticesal Osszekotd szakasz (sulyvo-
nal!) azon pontja lesz a harom to-
meg tomegkdzéppontja, amely a na-
gyobb, kétszeres tomegtdl fele
olyan messze lesz, mint a szemkozti
csticstdl, tehat éppen a szakasz har-
madolo pontja. Ez pedig a jol ismert
sulypont.

1720.| a) Az ABCD téglalap K kézéppontjabol az AB oldal latszik 120°-0s szogben. Ekkor
a szomszédos BC oldal a K pontbol 60°-o0s szdgben latszik. A téglalap atloi
egvenldk, igy a BC a két félatloval egyenld oldalu hiaromszoget alkot.

g b) A téglalapot atli két szabalyos haromszogre és két olyan egyenld szari harom- |

' szogre bontjik, amelyek szarszoge 120°

L4
A

P e
ok e e

..-':.'.-.-"-..__--___-.._-.-__-.____
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Keészitsiik el a feladatnak megfeleld dbrit és hasznaljuk a jelSleseit. 5 5.3
Az egyenletet megoldva x = T vagy mds alakban x = o

a) A beirt kor O kézéppontjabd! az 243
érintési pontokba huzott sugarak
merSlegesek a trapéz megfeleld ol-
dalaira. Igy OP LDC, 0Q LAB.
Mivel AB||DC a P, Q, O pontok

x értékét visszahelyettesitve példaul (1)-be:

o

6 4

egy egyenesre illeszkednek, s ez az el + 1 _ g?
egyenes a kornek is ¢s a trapéznak ! 36 4 ’

is szimmetriatengelye. 84 e

Ebbél kivetkezik, hogy CP = DP = % AQ = BQ = % 36 ’

Mivel egy kiilsé pontbol a kirhdz hizott érinid szakaszok hossza egyenld, ezért ‘ melyb6l R = \/g .

CP = CE, és BQ = BE,, tehat BC = BE, + CE, = CP + BQ = 2 (cm). Termé-

Tehat a vizsgalt szi trikus trapéz koré irt koré $ : kb. .
sretesen AD =2 em. 4t a vizsgalt szimmetrikus trapéz koré irt korének a sugara: kb. 1,53 cm

Ha a C pontbol az AB oldalra bocsatott merleges szakasz talppontja S, akkor | Masik megoldds:
- mivel CSQP téglalap ~ QS = PC = 3 Iey a BCS derékszogl haromszdg ol- ' a) A B-bdl és C-bdl a beirt kiirhoz hu- D
dalai: BC = 2 cm, BS = OB —0S = 1 (cm), CS = 2p. ' ZOtt érint(’iszz;kaszok egyenl(")i(:
3 R — = — = = —
Pitagorasz tételét folhaszndlva (2p)% + 12 = 27, melyb8l o=~ adodik. BT =BE=—, (T =CF=.
7 2 | Az OEBT deltoid szimmetriaatloja
Tehat a beirt kir sugara p= — = 0,87 (cm). | OB és az OTCF deltoid szimmetria-
2 | - A
‘ ) ) ’ , ‘ atloja OC egyben szogfelezdk is,
b) A tengelyesen szimmetrikus trapéz koré irhato kor R sugardnak meghatirozasa- ezért BOC 4 = 90°. Alkalmazzuk a
hoz vizsgaljuk az dbrat. o ) , 31 3
Az ABCD szimmeltrikus trapéz kiré P BCO deréksziogll haromszogre a magassagtételt: »~ = 332 =1

irt kor G kozéppontja illeszkedik a
trapéz PQ szimmetriatengelyere.
Az elébbiek miatt PQ = 2p= \E cm.

Igy a trapézba irt kér sugara: r = 73 {cm).

b) A trapéz magassaga m = 2r = V3

igy, ha PG = x, akkor QG = 3 - x.
A PGC derékszogl haromszogben

1 2
%2 +(5] = R? (1).

A GOB derékszdgli haromszdgben

3 2
(3-x0)+ [5) =R> ().
Vonjuk ki (2)-bdl (1)-et

0 1
3-23x+x’+ - —x —==0,
A PR

3-23x+2=0.

SN

104

egység. Az EBK és I'KC hiromszo-
gekre felirhato a Pitagorasz-tétel:

9 1
RP=y'+, RY = (3 -y to
Az elsd egvenletbdl a masodikat ki-

vonva 0= 23 - v —1, amibdl

3
=.

‘ -

y:

&

2
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Ezt visszahelyettesitve az elsé egyenletbe R? = % +% = %,
7 21
a trapez kore irt kor sugara: R = 3 = 1/—3_‘— = 1,53 (cm).

Megjegyzés:

Ha a koriilirt kor kozéppontja a trapézon kiviil lenne, akkor y-ra —?3 adodna.

A duzzaszidgit trapéz keresztmetszet(, tehat terilete:

a+ +11
T = ZC =47 90473,

Ebbél a = 32, és mivel minden adatot méterben, a teriiletet négyzetméterben ismer-
tiik, ezért a valasz: a gat alapja 32 meter széles.

Ha a Thalész-kor sugara r, akkor a trapéz szdra és a feltétel szerint a kozépvonala
is 2r, tehat egyenlok.

Bocsassunk a paralelogramma B, C, D cstcsaibol merlegeseket az e egyenesre! A
merdlegesek talppontjai: By, C, D).
Vizsgaljuk a DB BD trapézt és az
AC,C haromszdget! Mivel a paralelo-
gramma atloi felezve metszik egymast
(azaz O pont a BD és az AC szakaszok
kizos felezdpontja), ezért a trapéz és a
haromszag e-re merbleges k kdzépvo-
nala egybeesik. Fejezziik ki a kizépvo-
nalat a vele parhuzamos oldalakkal:

i = BB, + DD, _ CC,

2

Megjegyzés:

Ha AC L e, akkor a haromszég ,elfajulo”.

0.5 E 0.3

1,3 13

, tehdt BB, + DD = CC,, amit bizonyitani akartunk.

Két eset lehetséges a sz6-
veg alapjan, lasd a ket
abrat. Az egyik lehets-
ség, hogy a szimmetria-
tengelyen levd egyik szo-
ge derékszog (1. eset); a
masik, hogy a két szim-
metrikus szdg derékszog
(II. eset).
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a) Az elsd esetben, ha az oldal 0,5 m, akkor a rovidebb atlé hossza:

i 3- ‘
0, S\E =), 707 {m}. A teriilet ekkor: % = ﬂ = 0,46 (m32).

A maésik esetben el8szor a Pitagorasz-tételbd] a masik oldalra 1,2 m adédik (az 5,
12, 13 pitagoraszi szimharmas tizedrészér6l van szo). Innen a teriilet ket derék-

-1
0,5-1,2 0.6 (mD).

szOgi haromszdg teriiletének Osszege, azaz 2-

b) A miésik atlo az elsd esetben, mint lattuk 0O, 5«/5 = 0,707 (m).

L3f
A masodik esetben: 7 = 0,6 = a 37 , ahomnan f = 0,923 (m).

2 2
a) A feladat feltételei szerint késziilt az abra, amely-
6] leolvashatd, hogy a deltoid oldalai:
25 m

V25% +307 = 39,05 (nm) és N
V507 +30% = 58,31 (mm). 30mm 30 mm

Ezzel a keriilet: 2(39,05 + 58,31) = 194,72 (mm).

30 mm

. ef . .
b) A teriilet az ismert —2£ képlet szerint:

2250 mm? = 22,5 cm?.

c) A deltoid szerkesztési menete a kovetkez6. Fel-
vessziik a 60 mm-es atlot. A felez6pontjaban alki-
tott merSlegesre az egyik irdnyban 25, a masikban 50 mm-t mériink fel. Ezzel
mér meg is kaptuk a deltoid négy csucsat.

Az ABCD négyszdg oldalfelezd pont-
jait jeldljiik P, Q, R, S-sel. PQ az ABC,
SR az ACD hiromszdg AC oldalaval
parhuzamos kozépvonala, igy PO Il SR,

|
valamint PQ = SR = EAC . Ezért min-

den négyszog oldalfelezd pontjai para-
lelogrammat alkotnak. E paralelogram-
ma oldalai a négyszog tloival parhuza-
mosak.

POl AC | RS, illewve QR | BD || PS)
Egy négyszog oldalfelezd pontjai akkor és csak akkor hataroznak meg téglalapot,
ha a négyszog atléi merblegesek egymasra.
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1728. Trapéz, ha, a BC || AD vagy az AB | CD feltétel teljesiil. (Az utdbbi esetben rom-

busz.)

Paralelogramma, ha AB Il CD vagy ha AD = BC feltétel is teljesiil. (Mindkeét eset-
ben egyben rombusz).

Négyzet, ha AB |l CD és pl.: ABC 4 = 90°, vagy ha AD = BC és pl.: ABC & = 90¢,
vagy ha ABC 4 = BCD 3 = 90°.

Deltoid, ha rombusz, azaz, ha az AB || CD, vagy ha az AD = BC feltétel is teljesiil.

a) Igaz. Minden rombusz deltoid.

¢) Hamis.

<>

a) Igaz. Pontosan két szimmetriatengelye van egy specialis deltoidnak, a rombusz-
nak, ha az nem négyzet.

b) Igaz. Lehet konkdv is.

b) Hamis. A paralelogrammak koziil csak a téglalapoknak és a rombuszoknak van
szimmetriatengelyiik.

a) Hamis. Lehet pl.: tengelyesen szimmetrikus tra-
pez (un. hurtrapéz) is, de rajzolhatunk mds négy-
sziget is: két egyenlé hosszusign, egymast met-
524 szakasz végpontjai ilyen négyszbdget alkotnak.

b) Hamis. A deltoid 4tloi is merdlegesek egymasra.
Ilyen négysziget kapunk akkor is, ha pl.: két egy-
masra merbleges egyenesen megjeldliink a met-
széspontok dltal elvalasztott 2-2 pontot.
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¢) Hamis. A deltoidra is teljesiil ez a tulajdonsag.
Ilyen négysziiget kaphatunk akkor is, ha egy del-
toid valamelyik oldalegyenesét eltoljuk. *4&

d) Igaz. A konkav négyszognek.

e¢) Hamis. Pontosan egy szimmetriatengelye van a
deltoidnak, ha nem rombusz és a tengelyesen szim-
metrikus trapéznak, ha nem téglalap.

Az r sugart kérbe irt szabélyos hatszdg kozéppontja és ket szomszédos csdcspontja
r oldala szabalyos haromszoget hatiaroz meg.
A szabalyos hatszog szemkozti oldalainak tdvolsaga két, » oldalu szabalyos harom-

sz0g magassiganak az Osszege: 2- %«E =r- x/— =3 \G (cm).
Az r sugar kor koré irt szabdlyos hatszog szemkdzti csicspontjainak tavolsaga az
r magassigl szabalyos haromszog a oldalinak a ketszerese. Az 7= %- V3-bol a

4r 12
keresett tavolsag 2o =-—==—=4- V3 (cm).
V3 43

Igen. Az alabb alkotott hatsz6g minden E

atloja egyenld, valamint szemkozti ol- F . D
dalai parhuzamosak és egyenlok. Le-
gyen az O kozépponti kor hdrom at-
mérbje AD, BE és CF, és a két szom-
szédos atmérd hajldsszbge ne legyen
60°. Ckkor ABDE, BCEF ¢s CDFA
négyszdgek kozéppontosan szimmetri- 0
kusak, tehat paralelogrammadk (s6t mi-
vel atloik egyenld hosszasaguak, ezért
egyben téglalapok is). A paralelogram-
ma szemkozti oldalai parhuzamosak es
egyenld hosszusaguak, ezért az
ABCDEF hatszogre valamennyi felt¢-

tel teljesiil, de nem szabalyos. e — C

Megjegvzeés:

A feltételeknek eleget tevé hatszoget kaphatunk akkor is, ha az O kézéppontu, fel-
korivnél kisebb ivén felvett A, B, C pontokat tiikrozziik O-ra; D = A', E = B’ és
F=0C.
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Az ABC haromszog beirt korének ko-
zéppontja a belsé szogfelezék O met-
széspontja. Ennek az AB oldal F [fele-
zépontjara vonatkozo tikorkepet jelol-
jiik C,-gyel. A kdzéppontos tiikrozes
miatt AC,;BO négyszog paralelogram-
ma, s ezért AC,B < = AOB .

Az ABQO haromszogben o

v P , 2
AOB ¥ = 180°—(5+5J_90°+—. -

2
¥
5

gy AC\B & = 90°+

Hasonloéan BAC 4 = 90°+% s CRiAQ = 90°+§.

ABC 4 = OAB 4 = % illetve CBA, 3 = OCB 4 = g mert viltoszogek, igy

2 2 2 2 2) 2 2
Hasonloan A, CB,| 4 = 90°+% és BjAC; 4 = 90°+%. Ezek szerint

ClBAlq :£+ﬁ+2:[£+£+1}+_‘§:900+ﬁ'

a) o= 70°, f=80°, y = 30" eseten a vizsgdlt hatszog szogei: 1257 105°, 130°;
125°; 105°; 130°,

b) o= 60°, f=45° p =75 esetén a vizsgalt hatszog szogei: 1207 112,5% 127.,5%
120°% 112,5° 127.5°.

A kapott alakzat a szaba-

lyos hiaromszdg szim- 2, a3 A
metriatengelyeire szim- N

metrikus, ezért 4 a0 2

OA, = OA, = 0By = IC N N F
= OB, = 0C, = 0C5, x N

|
ahol O az a = 6 egység "
oldahi szabalyos harom- |
szog stlypontja. Tehat az 0
A, As, By, By, C), G,

pontok egy O kozéppon- A a B
t, x = OA; sugari koron
vannak.
Legyen az A|A; szakasz
felezbpontja F.
o o
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Az OFA, derékszigli hiaromszogben Pitagorasz (ctele szerint: x=0F*+ FAiz,

1 3, a
ahol 0F=a+§-a-—2w és FA = —.

| 2

Innen x = «-

2
1+€] +1I"a-1,4+3ﬁ=6- 4+3‘E:2‘ 124343 egy-

ség =~ 8,294 egység.

Megjegyiés:
x = OA, meghatarozhaté masként is:

a) az a- V3 alapi x szari OA B, egyenld szari haromszogbél is (ennek alaphoz

tartozo magassaga . 2 3) a
T ssiga —+—-a-—), Vv
£assag 573 2 gy

b) az OA,C hiromsz6gbdl a koszinusztétel segitscgevel.

A szabalyos sokszog definicioja miatt igaz: a), c) €s e).

b) Hamis.

d) Hamis. (Toljuk el a szabalyos hat-
szog oldalegyeneseit pl. az abrdnak
megfelelden, igy szdgei nem valtoz-
nak, oldalai azonban igen.)

a) A keresett szdg, mivel az dbran lat-
haté modon éppen egyszer fogunk
korbefordulni, 360°.

by Az n =7 oldald sokszdg belsd
szogeinek Osszege:

{n—2) - 180° = 5. 180° = 900°.

c) Egy négyszOg mellett egy Otszog
keletkezik a kivant atlé behuzasa-
val. Ezek szdgeinek Osszege 360°,
illetve 540°. A hétszdg szogisszege
a két rész Osszegeként is megkapha-
t0, tehat ebbdl is kijon a 900°.
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A szabalyos nyolcszog belsd szoge:

180° - 360° _ 135°

a

(vagy masképpen 3 ).

ACEG négyzet, ezért CAE g = 45°
AOF egyenl szari haromszigben
AOFg =3 -45° = 1357, igy

EAF 4 = 22,5%

Ezekbdi CAF 4 = 67,5°

Mesik megoldds:
Az AHG egyenl szaru haromszogben
HAG4 = 18071357 =22,5°, az ABCD tengelyesen szimmetrikus trapézban

DAB & =180° — 135° = 45°, igy GAD 4 = 135°-22,5° - 45° = 67,5°.

Tovdbbi megoldds:
A szabalyos nyolcszog egy csucsabol 5 atlo hazhaté, amelyek a szabalyos nyole-
szdg belsd szogét — a keriileti szogek etele szerint — 6 egyenld részre osztjak. Igy

0

> 22,5°, Bzért egy csicsbdl kiinduld at-

két szomszédos atld altal bezart sz0g
16k hajlasszoge: 1-22,5%2-22,5% 3 - 22.5% 4 . 22.5° Jehet. Példaul az abran piros-
sal jelolt szbg: 67,5%-0s.

-3
Az n csticspontt konvex sokszdg atldinak szama n(n2 ) .

n(n —3)

Esetiinkben = 54, azaz n” - 3n— 108 = 0, melybdl n-re 12 és -9 adddik.

A feltételek miatt nyilvan csak n = 12 lehet.

A konvex n-szog belsé szdgeinck az dsszege (n—2) - 180°.

Esetiinkben n = 12, igy a feltételt kielégité konvex n-szog belsd szbgeinek az Osz-
szege 1800°.

Az 1 oldali konvex sokszog belsd szigeinek dsszege (n —2) - 180°.

A konvex sokszdg o kiilsé szoge, a mellette fekv belsd szoget 180°-ra egésziti ki,
igy (0° <) & < 180°.

A feladat szerint (7 — 2) - 180° + or = 2002°.

2002 = 11 - 180 + 22, ezért n = 13 és az emlitett kiils0 szog 22°,

Megjegyzés:

Felhasznaltuk a maradékos osztas tételét, azaz, hogy tetszéleges a, b termeszetes
szamokhoz egyértelmilen létezik olyan g és r természetes szam, amelyekre
a=b-g+rahold=r<b
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metrikus, AB 1. CD és AB felezi CD-t,
Mivel CE = 2CA és CF = 2CB, az AB
kézépvonala az EFC haromszignek,
ezért

a) CD merdleges az AB-vel parhuza-
mos EF-re is;

b) (mivel AB felezi CD-t) D illeszke-
dik EF-re;

c) (mivel az oldal kétszerese a vele parhuzamos kdzépvonalnak) EF = 2AB.

a) A két érintési pontot, E et és Ey-t
osszekotl szakasz hossza az 00,T
derékszogli hiromszéghdl, mivel
0T egyenld a keresett szakasszal:

\/(TR**?")Z —(R-r)?, azaz 2/Rr.

b) KE, = KE| + E\E,, valamint a
KO, E, és a KO,E, hiromszdgek ha-

o, KE
sonldsagabol: L= L,amibc’i]

2

v
KE, = EKEZ' Ezt &s az a)-beli eredményt beirva az elso egyenletbe:
2R+ R
. ar e ror . ’ . R - r
nflg}/obblk korén levd érintesi pontjanak és a kiilsé hasonlosagi pontnak a tavol-
sagara.

r
KE, = —KE, 24/rR, ahonnan KE, = adodik a kdzds kiilsé érintd

1743 a) Egy korhoz egy kiilsé pontbdl hu- "
zott érintdszakaszok egyenlék i
AC=CE;, BD =DE

C
~U« / ¥y

OEDA = OBD A *
OEC A = OAC A, mert 3-3 oldaluk A B

egyenld hossza. -
Az egybevagdsighol kivetkezik, hogy minden megfeleld szdgiik is egvenld =
AOCq = EOCq =¢;, EOD& = BOD 4 = 4. Mivel AOB § = 180°%
2424 = 180°
e+ d=90° = COD A derékszogil, mert COD ¥ = ¢+ d = 90°,
Mivel a kor CD érintdje merdleges az E érintési pontba hdzott sughra =
CD 1 OF = OE a COD derekszdgi haromszignek a CD atfogdjahoz tartozod
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magassaga, igy a magassagtétel szerint OF mériani kozepe az atfogd 2 szeletenek
CE és ED-nek = JCE - ED =5 (cm), azaz NCA - DB = 5 (cm).

b) A bizonyitas a) része szerint VCE - ED = OE = r, tehat VCA - DB = r, ezzel al-
litasunkat bizonyitottuk.

Az AC atfogd hossza Pitagorasz-tetellel 13 cm-nek adodik. A Thalész-t¢iel szerint
ADB 4 = 90°, tehat BD az atfogohoz tartozod magassag. A befogotétel szerint:

122 144 144 25
B2 = AD - AC, vagyis AD = ——=— DC=13——m= ,
A vagyis 13 G (cm) 13 T {cm)
. 144 25 . )
A kor az AC szakaszt 73—, tlletve E cm hosszi szakaszokra bontja.

A palya a két kor keriiletének ket har-
mad-két harmad részébdl és a ket kdzos
belsé érintészakaszbol tevadik Ossze.

Az EM és MH szakaszok hossza a sza-
balyos haromszdg magassagarol tapul
tak alapjan 2043, illetve 1043 méter,
a korok keriilete 40, illetve 207 me-

ter. A palya hossza tehit
%(40;” 201) + 2203 +104/3) = 407 + 60+3 = 229,6 (m).

A koérat sugarat jeloljiik r-rel, a tavol-
sagokat km-ben adjuk meg.
Vizsgaljuk a 7,0T; haromszoget. En-
nek 7,75 oldala 8, OT}, illetve OT; ol-
dala a korok érintkezése miatt r + 2, il-
letve »— 2 hosszisagn. A 177,75 sza-
balyos haromszdg T\M magassaga
A3, Ebb8l adédik az OM szakasz
hossza: r+ 2 — 43 = r—4,928.

Az OMT; derékszogli haromszogre a
Pitagorasz-tételt felirva:

(r=2)? = 16 + (r— 4,928)”. Ebbél r = 6,196 adodik, tehat a nagy . kdrat” kerillete
26,196 - 7 = 38,93 (km).

Megjegyzés:
Az r =11 343, ami az elméletileg pontos érték, csupdn centiméterekben kiilonbd-
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ik a harom tizedes jegyre kerekitett r = 6,196-t0l; az elméletileg pontos értékkel
szamolt keriilet 2 méternél kevesebbel tér el a kerekitett értékekkel szamolttol. A va-
losagban ekkora pontossdggal nem szamolhatunk, mar csak az uttest szélessége
miatt sem.)

Hgymdst érinté korok kbzéppontjai és
az ériniési pontok egy egyenesre iflesz-
kednek. Ezért,

ha az r, és az r, sugari korok kiviilrdl
érintik egymast, akkor kdzéppontjaik
tavolsdga: ¢ = r| + ra;

ha az r, sugart kor beliilrdl erinti az rp
sugart kort {r; < rp), akkor a kbzép-
pontok tavolsaga: ¢ = rp — ry.

\g&

Az adott K, illetve O kozéppontt kéroket és a hirt érinté r sugari, O; és O, ko-
zéppontti kordk a szimmetria miatt egybevagoak.
A fentiek alapjan 0,0 = r+2, O\ K = 6—rés OK = 4.
Az 0,KO haromszdg O csicsdhoz tartozd magassag talppontja 7. EF TO, téglalap,
czért TK = r+2¢éT0=2-r.
Az 0,07 és a KO, T derékszigii haromszdgekre felirva a Pitagorasz-tételt, kapjuk:
0,77 = 0,0° -=T0%és 0,T* = 0,K* — TK”, azaz
G+22—@2-n2=6-n"-(+2)"

4

Ebb6l a kordk keresett sugara r = 3 cim.

Erintkezé korok kozéppontjai és érin-
tési pontjai egy egyenesen vannak. Igy
0,; Ey; Oy, illetve Os; Ey; Oy, illetve
0,; O4; E5 egy egyenesen van. A szim-
metria miatt O, illeszkedik 0,0 fele-
zémerdlegesére. 040,05 derékszdgl
hiromszogre alkalmazva Pitagorasz

2 2
tételét: [;) Fla-r)? = (g v r]

melybdl » = % a keresett kor sugara.
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Nem. Konnyen szerkeszthetd csupa
egyenld atloju, mégsem szabalyos Ot-
szog. Felvéve A-t, B-t és koréjiik az at-
l6nyi sugard kéroket, ezek metszete ki-
adja D-t. Ezutan az egyik koron ,.sza-
balytalanul” felvéve C-t (fehat ugy, AB-
hez nem 36°-o0s szogben hajlik CA),
egy jabb korivvel mar adodik E.

Egy hiromszég magassagpontjinak az oldalakra, mint tengelyekre vonatkozé tii-
korképe a koriilirt koron van, ugyanis:
a CDME négyszogben

DCE 4+ DME 4 = 180°, hiszen a
masik két sz6g derékszog;

DME 4 = AMB <, mert csucsszogek;
AMB & = AM'B 3, mert a tlikrdzés
szogtarto;

igy AM'B3 + ACB < = 180°, vagyis
AM’'BC hurnégyszog, tehat M’ illesz-
kedik a kortilirt korre. Ekkor persze, ha
a kort tiikrbzzikk AB-re, az fog illesz-
kedni M-re, és ez a kir egyben az AMB
haromszog koré irt kir; aminek sugara
a tikrozés kozben ugyanakkora ma-
radt. A masik két eset ugyanigy végig-
gondolhatd.

C

Az RR,Q,Q derékszogli trapéz RQ szaran fekvo két szogének Osszege 180°, ezérte
két szog felének dsszege 90°. Az e és f érintdk tehat merdlegesek egymasra.

hogy RR, = RF és QOQ, = QF, tehat
az R RF és a Q| QF haromszog egyen-
16 szard, ezért e és fezeknek a harom-
szogeknek az alapfelezd merdlegesei.
Mivel e Lf, ezért a rijuk merdleges
R\F és (F alapok is merdlegesek . .
egymasra: R\ FQ| & = 90°. Mivel e és f R P e

a derékszégli R FQ; hiromszig oldal-

felez$ merélegesei, ezért a haromszdg atfogdjan, tehat a parabola vezéregyenesén
metszik egymast (az R szakasz felezOpontjaban).

(Belattuk azt is, hogy a fokusznak a parabolaérintékre vonatkozd tilkorkepei a ve-
zéregyenesre illeszkednek.)
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Mstk bizonyitds:
Allitsunk  mer6legest F-ben az
RR,Q,Q derékszdgi trapéz RQ szardra
(m). Metssze ez az egyenes az R\,
szarat a P pontban. A parabola defini-
ciojabol kovetkezik, hogy RR; = RF
és 00, = QF. A PR\R és PFR derék-
szogl haromszdgek egybevagdk, mert
atfogojuk kozos és egy-egy befogdjuk
ugyanakkora. Ugyanigy belathato, R P ;

hogy a PO,Q és PFQ derékszigii ha- : ' -

romszigek egybevagok, tehat az R\RFP és a Q| QFP négyszog derékszogii deltoid.

Ebbdl a feladat mindkeét allitasa kovetkezik, mert:

1. A deltoidok szimmetriaatli szogfelezok, tehdt a PR és PQ szakaszok egyenesei
a parabola R, illetve @ pontjaban hizott érintéi, amelyek a vezéregyenes P pont-
jaban metszik egymast.

2. A ket deltoid P-nél fekvo belsd szogei mellékszogek, czért ezek szogfelezéi va-
loban merdlegesek egymasra.

(Belattuk azt is, hogy FP = \/d\d,, hiszen az RPQ derékszogli haromszégre al-
kalmazhato a magassagtétel.)

Az ilyen nevezetes haromszog befogdi x és \/gx, atfogdja 2x.
X ‘\/gx \6 2
=——x".
2 2
Ezek egyenl6ségébdl (a nyilvan nem-nulla) x-szel leosztva: 3+ +/3 = v3 X, vagyis
2

2(3+4/3
x= _T@_) = 2(v3 +1) = 5,46. A hosszabb befogd +3x = 2(3+3) = 9, 46:

Keriilete x(1 + NER 2y=x(3+ 1/5), teriilete pedig

az 4tfogd pedig 2x = 4(v/3 +1) ~ 10,93,
{Az azonos mérdszanm keriilet és teriilet pedig 4(3 + 2\/5 )= 25,86.)

A’ csonak sebességét megkapiuk, ha a PBQ derékszogii
haromszogre felirjuk a Pitagorasz-tételt.

V3,57 +12,5% = 4/168,5 ~ 12,98
km

A csonak sebessége 13 & ezért 1 h alatt 13 km utat,

3 i 13 k
perc aiatt % m = 0,65 km utat tesz meg.
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1754 A 10-et harom egész szam (8 koztik két egyforma) dsszegere az alabbi modokon
bonthatjuk fel: 1+ 1+ 8, 247246, 3+3+4,4+4+2. Az elsd két esetben nem

teljesiil a haromszog-egyenlStlenség, ilyen haromszogek nincsenek.

A masik kettében Pitagorasz-tétellel kiszamoljuk az alaphoz tartozo Magassagot, 6z

J3? —27 = 5, illetve ¥4 —17 = Jis.

Innen a teriiletek: 4 2\/5 = Zw/g = 4,47 és 2 ;/B = x/—lg =~ 3,87.

1755, Az A-bdl indulé magassag T talppont- A

javal két derekszogi haromszoget ho-

sunk létre, amelyekben felirjuk a Pita-

gorasz-iételt. Az ABT haromszogben 5
2+ m? = 132, az ATC haromszdgben
(14-02+m? = 15" ,
Kjvonva ez utobbibol az eléz6t, m” ki- ¥

esik, és azt kapjuk, hogy B T 14 C
2

(14-x)2-x2=15"-13"

Felbontva és rendezve: 196 — 28x = 50, amibél x = 5. Visszairva ezt az elsd egyen-
letbe: m> = 132 = 52 — 144, azaz m = 12. Ez az A cstics tavolsaga a BC oldaltdl.

Mdsik megoldds:

Héron-képlettel felirjuk a haromszog teriiletét. A fél keriilet: s = 2

13+14+15 _

21,

14
igy a teriilet: v21-8-7- 6 = /7056 = 84. Masrészt a teriilet —2@-, ezek egyen]o-

ségébdlm = 12. Bz az A csiics tavolsaga a BC oldaltol.

1756, Ekkor az ADE haromszog hasonlo az ABC-hez, hi-
szen oldalaik parhuzamosak, illetve egybeesdk, tehat
szogeik egyenlok. Hasonlé alakzatok teriiletének

. 1 C .
arinya (ez most 5) a hasonlosagi arany negyzele, 8 P

. .o , L
amij most iehat —E Ekkor az ADE haromszog min-

den oldala ilyen aranyban all az ABC megfeleld olda-

, " DE  AD AE | B 7 ¢
laval, tehat: — =—=7-7 ;-
BC AB AC 2
3 . .
Ebbsl DE = —7— =495 AD=AE=—== 5,66. A BCED trapez oldalat tehat

NE 2

BC = 7 (adat volt), DE = un ~ 4,95, BD=CE=AB—-AD = 8—78—2— =72,34.

V2
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a) Két ilyen parhuzamos huzhato.

C

b) A PQ, illetve az RS szakasz hosszét kell meghatérozni.

2
A hasonlo sikidomok teriiletének aranyérol tanultak szerint (fQJ = L illetve
7 4’

2
RS 3 1
(_4) =4 ahonnan FQ = 7-5 = 3,5, illetve RS = 7-%—3—

7 = 6,06.

c) Az_ABQP trapéz PQ alapja az ABC haromszog kizépvonala, ezért a trapéz szarai
3, illetve 2,5 hosszuak.

Az ABC hiromszog C kizéppontu, Y aranyu kicsinyitéssel viheté az RSC ha-
romszigbe, ezért & CS = 6-%5 =33 és CR= 5-—‘/g =2,5-43

2 '
A trapéz szarainak hossza tehat:

BS = 6 - 33 = 0,80, illetve AR = 5-2,5-+/3 = 0,67.

Az EDC haromszog ekkor hasonlo az
ABC-hez, hiszen oldalaik parhuzamo-
sak, illetve egybeesok, tehat szdgeik
egyenldk. Az FDE egyenlészari de-
rékszogll (nevezetes) haromszog befo-
goinak (FD, FE) hosszit jelolje a, ek-

kor atfogdja (DE) an, ghhez tartozo

B

. . a
magassaga (ami GT-vel azonos) T Az emlitett két haromszog hasonlosagabol

a
R ——

eklor L = 2 , azaz ‘\Ea = “'/E
AB (T 24 g8

Egyszerlsités és keresztbeszorzas utan: \/_Z_a =24 - 3Ta, ebbol a{«ﬁ + %] =24
2 2 '




ELEMI SIKGEOMETRIA

24

Gl

2

ahonnan a beirt hairomszég befogoira: a = = 4,842 = 6,79;

atfogojara pedig: N2g = 9,6.

Ekkor a haromszog harmadik szoge derékszég.

a) Felvessziik AB egyenesét, és tdle
3 em-re egy vele parhuzamos egye-
nest. Tetszdlegesen kijeldljilk a B b
pontot az elsé egyenesen, és 60°-os 3 em
szOget szerkesztiink ide. Ennek 300
szidgszara kimetszi a parhuzamos- 1
bdl C-t, ahonnan mer6legest allitva
a 60°-0s szbg szarara, az kimetszi az els6 egyenesbdl A-t.

Mdsik megoldds:

Szerkesztiink egy tetszéleges, 30°-60°-90°-0s haromszoget. Ennek atfogohoz tar-
toz6 magassagdra (vagy annak meghosszabbitdsdra) felmérjiik a 3 cm tdvolsagot,
és a kapott ponton it parhuzamost hizunk az eredeti atfogoval. Bz az eredeti be-
fogdkbdl (vagy meghosszabbitasukbol) kimetszi a megfelelé haromszoget.

b) Eppen arrdl a nevezetes hiromszogrdl van szo, amelynek oldalai x, Vixés 2x,
S6t, az m, magassag két ugyanilyen haromszogre (ATC, BCT) bontja fel az
ABC-1. El6ébb az ATC-ben alkalmazzuk az oldalak aranyara vonatkozo ismere-

tiinket. Ttt x = m, = 3, vagyis V3% = AT =343 és 2x = AC = 6. A BCT hi-
romszogben pedig V3x = m, =3, vagyis x=TB = A3 és 2x = BC = 243,
Tehat az ABC hiromszdg oldalai:

a=BC=23=346; b=AC=6; c=AB= AT +TB =43 = 6,93.

¢) Mint az eléz8 pontban mar kiszamoltuk: AT = 343 = 5,20 és TB = ¥3 =~ 1,73,

A sz0gfelezo-tétel miatt a szomszédos oldalak aranyaban torténik a metszes. Fel
kell tehat osztani c-t a: b ardnyban. Altalanossdgban ekkor a + b ,,darabra” kell

vagni, €s venni ebbdl «, illetve b . darabot”, az eredmény , illetve

o+
ca 43243 24 12 123-+3)
Konkrétan most BD = = = = = =
a+b  243+6  23+6 4343 93

= 2(3—~/3) = 2,54. Lehetne AD-t is

modon szamolni, de egyszerlibb
a+

AB — BD modon: AD = 43 — 23— +3) = 6(«/3 — 1) = 4,39.
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1760., a) A haromszog AB atfogdja 53 cm

hosszi (Pitagorasz-tetel). Az atfogo- ¢
hoz tartozo magassag talppontja P. 459
A befogotételt alkalmazva: 28 45
287 = 53¢, amibél /{
784
AP =¢, =—=14,79 (cm), A -
33 ¢ P Q B

ezért PB =53 —¢; = 38,21 {cm).
A cQ szb'gjfglezé 28:45 aranyban osztja az atfogdt (szdgfelezdtétel), ezért
AQ =28- == 20,33 (cm) és igy BQ = 32,67 cm.

c) Ismert (s az 1697/a feladat megoldaséban is megtaldlhato a bizonyitésa), hogy

a derékszogli haromszog beirt korének sugara kiszdmithatd az r = atb-c
2
Osszefliggesbdl (a €s b a befogok, ¢ az atfogd hosszat jeldli).
45+ 28 - 53
Ezzel r = —T— =10 (cm).
1761.] DABA = CAE A, hiszen DA = CA = b, ¢ a B
AB=AE=¢, DABJ =CAEJY = .
= 90°+ . o C/
A két haromszOget A koriili 90°-os for- &
gatds viszi egymasba, igy persze D A
a) BD = CE;
b) BD 1 CE. a a

¢) Az abran lathatd, hogy ED egy a, il-
letve 2b befogdji derékszdgfi harom-

szbg atfogdja, igy ED = a* + 4b%. b b E
Mivel CE L BD (lasd b) pont), ha felezi is, akkor a felezémerélegese. Ez ponto-
san akkor kovetkezik be, ha C azonos tavolsdgra van D-16] és B-t3], vagyis ha

DC = CB. Mivel CD a b oldali négyzet 4tldja, ekkor \Eb = g4, azaz % = \/5 .

1762, Legyen az egyik befogd a egység, akkor a masik, (a hosszabb) a feliétel szerint:
a+ 5 egység. Masrészt a befogdra rajzolt négyzetek teriiletére: (a + 5)* — 1 = 2a°.

Az"ut(')bbi feltételbél: a° — 10a — 24 = 0. Ennek a masodfoku egyenletnek a két
gyoke: 12 és —2. A misodik nem lehetséges, mivel a befogd hossza pozitiv szam,
1gy az egyik befogé 12, a masik 17. Ekkor az atfogora a Pitagorasz-tétel alapjan:

¢? =127 4+17% = 144 4+ 289 = 433, ahonnan ¢ = 20,81 egység.
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Lévén a harom kis haromszog egyenld teriiletl, egyiitt
pedig kiadjak az eredetit, egyenkeént mindegyikiik te-
riilete az eredeti harmada. Az EBC A CE-hez tartozo
magassiga ugyanaz, mint az eredeti haromszdgé, igy

AC

kell, hogy alapja harmad akkora legyen: CE = =

vagyis E az AC-nek C-hez kizelebbi harmadoldpont-
ja. DEB A-nek és ADE A-nek a teriilete mellett £-b&}
indulé magassaga is azonos, igy alapjuk is egyenld:
BD = AD, vagyis D az AB felez0pontja.

TABC - M =12, 5m. ) C
F

TBEF " (lg_x)y — TABC — 6,25!??,,

2 18 2 i ¥
amibsl == ——*

v 12,5 |
Masrészt BDC A ~ BEF A, mert olda- dEIR 5
7 p |E 18

laik parhuzamosak, illetve egybeesOk
i m_ 18

& y 18-x

A két tort egybevetésébdl (18 —x)*=18-12,5 = 225, amib6l 18 ~x = 15 (a - 15
nem johet szoba), és igy x = 3. igy a keresett részek: AE = 7 +x = 10,

EB = 18— x = 15. (Bs lasd még a 3702. példat!)

Jeldlje a megfelezett szog felét (CAD ¢ = DAB 3) «. C
Az ADC A egyenldszarusaga miatt a C-nél 1€v6 szog
is o¢. Az ADB 4 kiilsé szdge az ADCA-nek, igy a
nem mellette fekvd két belsd szdg Osszege, vagyis
20, Ekkor az ADB A egyenlOszarisaga miatt a B-nél

1évd szog is ekkora. Az ABC haromszog szogOsszege D
igy Se, vagyis or = 36°. Az eredeti haromszog szogei 5
tehat: 72°, 72°, 36°; az ABD A-¢ szintén; az ACD A-¢: “
36°, 36°, 108°. (Lasd még a 3567, peldat is!) P

A = A B
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a) A BAD és az ABC haromszog szogei paronkeént
egyenlok, ezért a két hdromszog hasonlo.

b) Mivel a BAD haromszdg egyenld szard, ezért AD
hossza is 1 cm. Az ADC haromszdg szogeit kisza-
mitva lathatjuk, hogy ez is egyenld szard harom-
szog, igy DC hossza is 1 em. Az ABC haromszig
szarainak hossza tehat 1 + xcm. Az ABC és a BAD
haromsz0g hasonlosagabol kivetkezik, hogy
megfeleld oldalaik hosszdnak aranya egyenld:
BD AD .

——, amibdl
X
~1-+/5 , -1+45
és \
2 2
J5 -1

x%+x-1=0. A megoldoképletbs]l adodd gydkik

de

csak a pozitiv gyok felel meg, hiszen x > 0. Tehdt x =

1++5
2

{cm).

Az ABC haromszdg szarainak hossza 1+ x =

~ 1,618 (cm).

A silyvonalak harmadolva metszése miatt, ha SE = x, akkor AS = 2x; ha SF = y,
akkor C§ = 2y.
Az ASCA-re felirva a Pitagorasz-tételt: A

4x 1 4y? = 1 ().

Mivel egy derékszdgli haromszog koré

irhaté kor kozéppontja az atfogd fele- F 2x
zOpontja, ezért AF = FC = 3y. - :
Az AFS A-re felirva a Pitagorasz-tételt: ) 2

4x° +y2 = 9)12, azaz x° = 2y2, amit y Y _
(*)-ba beirva: y = L ! 5 E ¢

‘e

BN ezeért az atfogo AB = NE)

A masik befogé pedig egy tijabb Pitagorasz-tétellel: BC = + V3 g 12 =+/2.
(Ilyen haromszdget alkot pl. egy kocka egy-egy éle, lapatldja és testatloja.)

Ekkor AF = FC = 3y =

Két eset van aszerint, hogy a C pont ,.tal” vagy ,.innen” van-e az AR iv felén. Fel-
hasznaljuk, hogy az érintd meréleges az érintési pontba hizott sugirra. Ekkor az el-
86 esetben az ACD A ugy egyenld szarl, hogy AC = CD (hiszen C-ben tompaszog
van), igy ADC 4 is . Két sugarnyi oldala miatt azonban az AKC A is egyenlé szaru,
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igy ACK ¥ is o Vagyis az ACD A szogbsszege 90° + Jor = 180°, amibdl &« = 30° A
masik esetben az ACD A Ugy egyenld szari, hogy AC = AD (hiszen A-ban tompa-
szég van), igy e hdromszog kiilsé szogeként a CAK 4 = « a két nem mellette fekvé

x Lap ]
(egyenld) belsd szog Osszege. Ezért ezek CDA 4 = DCA ¢ = 5 nagysagnak. Két
sugarnyi oldala miatt azonban az AKC A is egyenlo szary, igy ACK 4 is o. Ekkor a

C-nél 1évo derékszogre: o +92E = 90°, amibdl & = 60°.

r
o

A hiromszdg oldalai: 1, x, x (0,5 < x), fél keriilete
igy: s = x + 0,5, A haromszdg magassaga Pitagorasz-

tétellel: m = + x*> — 0,25. Felirva a haromszog terii-
letét egyrészt ¢ magassaggal, masreszt a beirt kor su-

1om _ yx" =025 _

X
gardval: T, = > 3 Fs.
2
m x°=0,25
EbbSl 7= — = Y- =
T s T 2(x+0,5)
% —0,25

A beirt kér teriilete igy Ty, = rim=

— .
4(x+0,5) |

A kor és a haromszog teriiletének aranya:

X —0,25
Ty _ 4(x+0,5)znﬁ (x> —0,25)m-2 :m/xz—O,ZS
Ty Jx2-0,25 Ax+0,5%4x?~0,25 2x+0,5)

2

(A gyok alatti kifejezés szorzatta alakitasaval még formalhato az eredmény, de egy-
szeriibb nem lesz.)
A fiiggvény grafikonja vézlatosan a kovetkezd oldalon taldlhato.
(Példaul szamitogéppel felvazoltathato.)

124

ELEMI SiKGEOMETRIA

0,71
06+
0,51
041
0371

02+

o Ay~ b,-:zs

L 2(x+0,5)°

1770.. Ismert, hogy a haromszig kozépvonalai fele akkordk, mint a veliik parhuzamos ha-
romszdgoldalak. A kozépvonalak alkotta haromszog tehat hasonld az eredetihez és

o . 1 s
hasonlosaguk aranya 5 A kozepvonalak alkotta hdromszdg teriilete ezért negye-

de az eredeti haromsz0gének.

c
et
Wa /
F B
Az elsd satirozas utdn (ekkor még csak az F| F,F, haromszoget satiroztuk be) a T

teriiletli ABC haromszog 7 része marad satirozatlan. A harom, nem satirozott ha-
romszogre (AF Fa-ra, BF | Fy-re és CF,F;-ra) megismételve az el6z6 gondolatmene-

tet azt kapjuk, hogy az eddig satirozatlan ZT teriiletnek ismét % része marad sa-

tirozatlan, A két satirozas utdn is satirozatlanul maradt teriilet tehat 3 - —3—T = 2 T
16
A satirozott teriilet 7 — %T = % T, vagyis ez a kisebb.
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Mivel OB = 20A és OB’ = 204", ezért ha az OAA haromszoget az O pontbol 4 =2
ardnyban nagyitjuk, akkor az OBB’ haromszoget kapjuk. Mivel OC = 30A ¢s
OC" = 304", ezért ha az OAA " hiromszoget az O pontbol A = 3 ardnyban nagyitjuk,
akkor az OCC" haromszoget kapjuk.
Legyen az OAA’ haromszOg teriileie
Toan = 1.

Felhasznaljuk, hogy a hasonlo sikido-
mok teriiletének aranya egyenld a ha-
sonlosdg aranyanak négyzetével:
Topy = HToan = 4,

TOCC’ = 9TOAA' = Or.

Tuppa = Tosg — Toaar = 4 —1= 3t
Tappar _ 3t _
Toer M 3

1
Tehét az ABB'A' négyszog teriilete 33-3— %-a az OCC’ haromszog teriiletének.

A feltételek szerint: ¢ = 10 cm, a+ b = 12 cm.
Aza’ +b> =100, a+b = 12egyenletrendszer megoldasabol adédik, hogy a ha-
romszog befogoinak hossza 6+ x/ﬁ , illetve 6 — J14 (cm).

ab _ (6—«/?1)564—@) _ 36;14 =11 (cm?).

A haromszog teriilete: T = 5

Mdsik megoldas: B
A feltételek szerint (a hosszisagokat cm-ben merve): . c

c=10, a+b =12

A haromszog teriilete T = ﬁ. : A

A Pitagorasz-tétel szerint ¢ =a’%+ b’ masrészi at+b*=(a+ b)2 — 2ab egy azo-
nossag, ennek alapjan most igaz, hogy 10% = 12% — 47 EbbSl T = 11 cm?.

1773 a) Ha az A, A, A5 hiromszog 4,4, ol- ¥

dalahoz tartozd magassagat m-mel A3
jeloljiik, akkor a haromszog teriilete:
_AA -m

—
Mivel A, A, rogzitett, ¢ akkor lesz a m
legnagyobb, amikor m a legna- A
gyobb. Az m magassag akkor lesz a
legnagyobb, ha Az az A|Ay hurhoz
tartozé nem rovidebb koriv F fele-
zbponijaval azonos.

t
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@Mivel az A Ay A5 hiromszog A, A, oldala rogzitett, a keriilet akkor lesz a legna-

gyobb, amikor a mozgas sordn az A; Az + Ay A5 Osszeg a legnagyobb lesz.
Jelbljiik az A, A, hirhoz tartozo korivek felezdpontjait F -fel és G-vel.

Tegyiik fel elészor, hogy A; az F-et tartalmazo kériven mozog.

Mérjiik fel az A,A; szakaszt az A; pontbol az A A, félegyenes A; ponton tuli
meghosszabbitdsara, és jeldljik az igy kapott pontot A's-vel.

Mivel AyA; = AzAYG ezért AjAs +AgA; = A Az + AsAL = A A%

Tehat az A, pont mozgésa soran az A;As + A, A, Gsszeg akkor lesz a legnagyobb,
amikor az A, A% szakasz hossza a legnagyobb lesz.

Most megvizsgaljuk, hogy milyen palyan mozog az A’ pont ha Az a k kdriven
mozog. Az A% pont szerkesztése miatt az A; A3 A’y haromszdgben

AyAy = A3AS exért
AjA5A; 4 = AzAA5 4. (1)
Mivel A A-A, & az A, Az A5 haromszog kiilsé szoge, ezert
AjAsAy & = AzARA; 3+ A3AAs S
és igy (1) miatt A, A3A, & = 243454, 4.

Tehat ha az A;A;A, 4 = @, akkor A3A534, 4 = AjA%A, 9 = %’ azaz ha az

A, A, szakasz A;-bdl ¢ szog alatt latszik, akkor A5-bél ig szOg alatt fog latszani.
Mivel A, az A, A szakasz @ szogil k latokorivén mozog, ezért A az AjA; szakasz

P I . .
5 szbgl k' 1atokdrivén fog mozogni. Mivel A A5 a k-nek hurja, A; A% akkor
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1774.] a) A haromszdg tertilete:
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lesz a leghosszabb, amikor A A% a k" kor atmérdje. Ez akkor kovetkezik be, ami-
kor A; A’ dthalad a k' kozéppontjan.

A k' kor kizéppontja a keriileti és kozépponti szégek kozotti Osszefliggés miatt
egyrészt k-ra illeszkedik, masrészt A -6l és A,-t6l egyenlé tavolsagra van. Ezért
k' kozéppontja a k koriv F felezGpontja,

Tehat ha A a k koriven mozog, akkor az A A, F egyenld szard haromszégnek a
keriilete lesz a legnagyobh.

Hasonldan lathato be, hogy ha A5 az A A, hithoz tartozd G-t tartalmazé koriven
mezog, akkor az A1 A, G egyenld szaru haromszdg kertilete lesz a legnagyobb,
A két értéket sszehasonlitva nyilvan akkor lesz az A; A, A5 haromszig Keriilete
a legnagyobb, amikor A5 az A; A, hurhoz tartozo nem révidebb koriv felezé pont-

jaban van,

A
2 2 2

Ebbdl lithato, hogy a legrovidebb

magassag a leghosszabb oldalhoz

(most a c-hez) tartozik.

Két Pitagorasz-tételt felirva:

m,:2 = 5% _ %7, illetve
2 2 2

m,” = 6" —{7-x)", ahonnan

25— x% =36 - (7T-1)~.

Ebbdl 25 = 36 — 49 + 14x, vagyis x = 38 =—,

2
m,” =25- By 8 m, :%:4,200m (m, > 0).
7 49 7
A haromszog legrovidebb magassaga 4,20 cm hosszu.
(Kihaszndltuk, hogy a haromszég legrovidebb magassaginak talppontja a ha-

romszdg leghosszabb oldalanak mindig belsé pontja.)

_ bm, cm,

b) Az a) elején felirt dsszefiiggésekbd! kovetkezik, hogy ¢ - m, = a - m,, amibdl

my =0 2 720y o0 em,
a 6
Hasonloan kapjuk, hogy m, = C!ﬂ = A;’ 20 _ 3,88 cm.
2
¢) 14,7 cm?,
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b) Mivel a tartohuzalok mindkét oldalon ugyanolyan magassagban vannak felfiig-
gesztve, a lampa az utca ,kizepére” 1og be. A szimmetria miatt ABC haromszog
egyenl8szir, az AB alaphoz tartozé magassag felezi az alapot, igy D az AB oldal

felezbpontja. ADC derekszdgl haromszégre Pitagorasz tételét alkalmazva;

12,52+ 0,77 = AC? ebb8l AC ~ 12,52, a huzal hossza ennek kétszerese, kériilbe-

1iil 25,04 m.
Az abra jeléléseit hasznalva:

OC=0A=0B=0D=15+2 b 0 ¢
KA =10+15-2 =4=6+15.42 N A
KA, ~272m “
KC =152 -10-4=15-42 - 14 y
KC| =72 m. ()
A misik két utat a KOB, A = KOD,| A-
re felirt Pitagorasz-tétellel szamitjuk ki:
KB, = KD, = {10* + (15. 42 — 4 = .\ Y4 By 43

=566 —-120-+/2 =19,9;

KBy = KDy = 19,9 m. Ezért a négy fa megéntdzéséhez telt vodorrel 74,2 m utat

kell megtennie a kertésznek.

1777.] Az adatok P helyzetét nem egyértelmlien hatirozzik meg.

. 9 P
: 3
A 8 .~ "|p A 8 D
6 7 6 P
B C B c
PD=3cm PD=PC=3cm
PC=09cm
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A (5bbi szakaszt Pitagorasz tétele segitségevel hatirozzuk meg:
PA’=04+64=73 PA=+73cm=85cm PA=PB=+73cm=~85cm

PR’ =81 +64=145 PB=+145cm =12 cm
A keresett pont tehat AC felezbmerGle-

gesén van. Az AC atld hossza Pitago- D C
rasz-tétellel: P -

AC =+9% 1 3% = \/9_0 a fele akkor: //C& . /’5 3
\\ //
B

AF:-}/B_-O—:\/_QTE:JZZ, ~ 4,74, A 5 P 4

2
Az ABC és AFP haromszdgek hasonlok, mert az A-ndl 1évé szdgiik kdzos, és mind-
AB _AF 9 £22,5

kettGben van még egy derékszog, ezért —— = , aZaz —— = \ ibd
g egy 4 AC AP w/QT) AP amibdl

AP =5,

Legyen AP = x, ekkor PC = 12 —x és D 10 C
PB=10-x. 7
A PBC A-re felirva a Pitagorasz-tételt: -~
(10-x%+6" = (12-x)°, amibsl Py
100 — 20x + x* + 36 = 144 — 24x +x7,
vagyis 4x = §, tehat x = 2. Most -
APD A-re felirva a Pitagorasz-tételt: o

A
DP = 2% + 6 = 40 = 6,32. x P 10-x B

AQD A ~ ACB A, mert szbgeik paronként egyenldk. A

Ezért megfeleld oldalaik aranya egyenlé: 2y

9b _AD D

CB  AB 0N P

QD  2x (N

=— — Z= innen QD = 32 egység. g | >

80 Sx s RN
., PD 3 ., . P

Hasonloan w0 "5’ ebbdl PD = 36 egyseg. 80

1 1
a) HPOD) = 5 OD-PD = 5 32-36 = 576 teriiletegység.

by A PQD derékszogh haromszoghben Pitagorasz tétele alapjan:

PO? =327 +36% = 2320, PQ = 48,17 egység;
a POD haromszog keriilete: koriilbeliil 116,17 egység.

¢) CPDQ téglalap, ezért atloi egyenldk, CD = PQ = 48,17 egység.
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1781. Az eredeti haromszog teriilete
_ eSS op6 hiromszog ket

oldala FB = ]EC (F telezbpont),

GB = %a (G a B-hez kozelebbi ne-

gyedelGpont), a két oldal altal kdzbezart A
szbg f. Igy FBG haromszog teriilete: . F

r 1 .
Ec.za.smﬁ_l.a_-cﬂﬁ”l'p
2 82 s

. . 1 1
Tehét a levagott haromszég teriilete az eredeti haromszdg teriiletenek 3 -a.

=

Masik megoldds:
1 . .
Mivel F és E felezpontok, igy B kozépponta A = 3 aranyu kicsinyites ABC ha-

romszoget FBE haromszogbe viszi, terilletiik aranya a hasonlosag aranyanak négy-

2

Tor 1 1

zetével egyenls, azaz —EE- = [#} = Teeg = —Tape-
ABC 2 4

Mivel G az EB szakasz felezbpontja, igy FG felezi az FBE haromszog terliletét,

azaz a levagott FGB haromszog teriilete az eredeti haromszog teriiletének Y -a.

1782.] a) Mivel ABD és BEC szabilyos ha-
romszogek, igy BD = 6 cm,
BE = 3cm, DBA g = 60°,
EBC4 =60° = DBEJ = 60°.
Igy DBE haromszog teriilete:
T = DB - BE -sin60°
N 2
6-3-5in60° _ 93
2
b) DE szakasz hossza DBE haromszdgbdl a koszinusztéiellel szamithaté ki
DE% = BD*+BE” -2 - BD - BE - cos 60°
DE*=62+3"-2-6-3-cos 60°
DE® =27
DE = 33 = 5,2 (cm).

= 7,8 (cm?).
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c)DB=6, DE = 3\/5 , BE =3, ezért a Pitagorasz-tétel megforditasa szerint
DEB 4 = 90°, Az LEB (30°-60°-0s)

haromszégben BL = 2LE. B
A BLD egyenldé szari hiromszdg,
igy DL = BL = 2LE. 309

Ezért

LEzéDE:\E:l,?’ (cm) és

: ]

DL:EDE:Z«[?:=3,5(cm). D I E
Mudsik megoldds:
A szigfelezdtetel szerint a haromszig belsé szdgfelezbje a szemkézti oldalt a
. 0 DB DL

ogtelezdt kbzrefogo oldalak ardnyab tia. gy —=—=— -
szogfelezdt kozrefogd oldalak aranyaban osztja. Igy TR a bel
s szogfelezd DE oldalt 2: 1 aranyban osztja.

2 2

DL =2 DE = 5-3\/5 = 24/3 = 3,5 (cm),

LEzéDE:é%/g:\Ezl,’i(cm).

Legyen P pont az AR oldalhoz tartozd

magassag € csucshoz kizelebb esd ne-
gyedelé pontja. Mivel PK | AC, és
PLI BC, igy az ADC, illetve CDB
szdgszarakra vonatkozo parhuzamos

o1 . CP AK
szelOk tétele miatt — = —, illetve
PD KD

CP BL

— = —. Mivel Q = l, ezért K az

PD LD PD 3 ¥ v

AD, L a DB szakasz negyedelé pontja. % D 7 3

AD, DB, DC hossza kiszamithatd az
ADC, illetve BDC derékszdgli haromszégekre vonatkozd Pitagorasz-tétel alapjan:

AD? +DC? = 57
i9
(7-AD)* + DC? = 6%, ebbSl AD = —, DC = 4,2.
Mivel K az AD, L a DB szakasz negyedel pontja, és a parhuzamossag miatt

19 15
AK=EP=x=— [B=IP=y=-2.
T YT

A parhuzamossdg miatt EPGA ~ PIHA ~ KLPA ~ EICA ~ ALG A ~ KBH A ~
~ ABC A (két-két szoglik egyenld), igy megfeleld oldalaik ardnya is egyenld.
Hasonlo sikidomok teriiletének aranya megegyezik a hasonldsag ardnyanak négy-
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zetével. Hasznaljuk az dbra jeléléseit! Legyen az ABC haromszog teriilete T,

2 2 2 2
w_ (Y o, (12 g a (1) o0 -(B)
T 7 196 T 7 98

2 2 2

6, (KL 3 9 tee (1 1
= = | — = [, =|— T = —T, —=L = — = 1 =—T
T ( 7 ] : [4 16 7T |4 cH

mivel EIC és ABC haromszdg magassagainak ardnya ?}

2 2
83 1 AL 83
L=T—-y=—"; 2o —| S5y .=|—|T
A YT T [7J ALG (98)

57

by =fqc —Hh—l3= 392

2 2
' KB 177
KB=T—x=11". KBH:[—] = tm:(—JT

28° T 7 196
45
Is =gy — 1 —13= @T
285

Iy =legr —Hi =1 = 9604

A lérdeses AJCI négyszog a létrehozds szabalya foly- D G C
tan szimmetrikus a négyzet (egymasra merdleges) AC N
és DB atloira. Ez utobbira egyuttal sajat, I/ atloja is
raesik. Vagyis e négyszbdg atlér merdlegesek, és a
négyszog mindkettére szimmetrikus. Ekkor minden >

oldala egyenld, ez egy rombusz. Terlilete kiszamolha-
AC- L7
to példaul atlod szorzatanak feleként is: T A E B

Az AC az ABCD egységnégyzet atloja is, s mint ilyen, V2 hosszi. Mivel az E, F,
G, H pontok oldalfelezd pontok, ezért az AF, CE, AG, CH szakaszok silyvonalak
az ABC, illetve az ACD haromszogben. Ezért [ és J ezen haromszigek sulypontjai.
A BK és DK szakaszok ugyancsak stilyvonalak e haromszogekben, és a silypont

D BK
stilyvonalat harmadold tulajdonsaga miatt /K = = es JK = 5
A szimmetria miatt persze IK = JK, és DK = BK, utobbiak a négyzet atlojanak két j

w2

fele. BEzért az is igaz, hogy IJ = 5= .

AC-IJ_‘E‘

2

Tgy a rombusz teriilete = 3 (a négyzet teriiletének harmada).
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1785.] E negyedkorok altal kbzrezart teriilet a négyzet 4tld-

Javal felbonthato két egybevagod korszeletre. Egy
ilyen korszelet teriilete egy korcikk (most negyed-
kor) és egy hiaromszog (most egyenld szaru, derék- a
szogi) teriiletének kiilénhsége:
az_:r aa  Hfm 1
ey
A teljes teriilet ennek dupléja, azaz a* (g - 1) = 0,574 (azaz kicsit tobb a négyzet

teriiletének felénél).

Jeloljiik a négyzetek oldalait ay, a,, as-mal, a megfeleld keriileteket, illetve teriile-
teket k|, &y, k3-mal, illetve T\, T,, T5-mal.

T; a3
T 1 a .
a] 2 2

k1=4-a1 k2:4'az k3:4'a3

A feltételek szerint

T,:7,:7T3=4:9:16

Mivel T} = a,°, T» = a’, Ty = as” ezért

a12:a22:a32=4:9: 16, sigy

ayrdapiay3=2:3:4

Alkalmas hosszegység bevezetésével: a; = 2x, a, = 3x, a; = 4x.
Tudjuk, hogy k3 — k; = 180, vagyis

daz —4a; = 180, s igy

dz—a) = 45,

Mivel a3 = 4x, a; = 2x ezért 4x — 2x = 45, melybdl x = 22,5 (méter) adodik.
X ismeretében

ky =4-2x =180

k=4 -3x =270

s = 4 4x = 360

Tehat a keriiletek Gsszege 810 m.
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Készitsiik el a feladat sz6vegének megfelel abrat és hasznaljuk a jelléseit.

D C
¥ O
o
;
A P B

Mivel a keresett kor érinti a négyzet AB és AD oldalat, O kdzéppontja illeszkedik a
négyzet AC atlojéra.

Az APOQ négyszig egy négyzet, mivel mindegyik szoge derékszdg, és oldala
egyenlok; r hosszisaghak.

Az r oldali négyzetben AO = rw,E . Az q oldalu négyzetben AC = a\/g .

Mivel AQ + OC = AC, ezért 2 +r = av2.

2
Ebb6l a keresett sugar: r = —a—, vagy mas alakban r = a(2 - V2 ).
V2 +1

1788. A feltétel szerint B,D, = 5 cm, igy a D, ¢

ky kor atmérdje Scm, és ezzel az
A1B,C, D, négyzet oldala is 5 cm. Az 2
Az B, Dy derékszogh haromszighdl Pi- 3
tagorasz-tétellel szamolhato: ky

52 .
A, B, = - cm, igy a k, kor atmérdje

¢és B3 D is ugyanekkora. Az A3 B; Cy I
négyzet oldala A, B; D, derékszdgfi ha- 3
romszogbdl Pitagorasz-tétellel szamol- 2

4 B

hatd: A,B, =§ cm.

A Xeresett tertiletek: A, 8, C, D négyzeté 25 cm?, A; B, Co, D, négyzetd 12,5 cm2,
A3 B3 C3 D3 négyzete 6,25 em?, ky kiré 6,257 cm?, k, koré 3,125x cm?.

1789.] A vizszintes sav a teljes teriilet 5téde. Mivel szélessége azonos a teljes téglalapéval,

igy magassaga annak szintén 6tode. A fiiggBleges sav a teljes teriilet tizede. Mivel
magassaga azonos a teljes téglalapéval, igy szélessége annak szintén tizede. Ezért a
kozépsé kis téglalap magassaga 6tode, szélessége tizede a nagyénak, igy teriilete 6t-

2
vened akkora: 120%_ = 24 cmZ.
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1790, Az atlok altal létrehozott ABE és CDE haromszdgek hasonlok, hiszen oldalegyene-

seik parhuzamosak, illetve egybeesdk. A hasonldsag aranya az AB és CD oldalak
hossza alapjan 2: 1. Akkor ugyanez az

3
ardnya az AE és EC, valamint a BE és b ¢
ED oldalaknak is; vagyis az E pont har- F / G
madolja mindkét atlét. Ezt 0gy is meg- E
AE BE 2
fogalmazhatjuk, hogy — = ——=—.
AC ™ BD 3, 5
Tovéabbi hasonld haromszogek is van- 6
nak az Abraban, szintén oldalegyeneseik parhuzamos, illetve egybeesd volta miatt;
AEF A ~ ACD A, és BGE A ~ BCD A. Ekkor EF AE, és GE _BE
cD ~ AC cD BD’
2 .
Mindkét arany, mint az imént lattuk, g; igy CD = 3 miatt EF = GE = 2, Vagyis a
63

keresett szakasz: FG = 4. (Ami az alapok harmonikus kdzepe:

)

+3

Ekkor az atlék altal 1étrehozott mind a
négy haromszog (ABE, CDE, AED,
BCE) derékszogil. Az elsé kettdé a
szimmetria miatt még egyenld szary is,
oldalaik parhuzamossaga és az atlék
osztdsa miatt 2 : 1 aranyban hasonld; a
masodik kettd pedig a szimmetria mi-
att egybevagd, Az egyenld szari de-
rékszogl haromszog nevezetes harom-
szbg: atfogoja a befogd 2 -szerese.

i
Emiatt ED = EC = —.
V2

C e . 2
A hasonlosagi arany miatt AE = BE = E =2 (és AB = 2), Derckszogli harom-

szogek teriitetét a befogdk szorzata révén kénnyen szamolhatjuk, igy:

1 1 1
G 2 5%

TABE:T:]’ TBCE:TAED:TEE’ TCDE:T_Z‘
A trapéz teriilete a haromszigek teriiletének dsszege: 1+ %+ % + -3 =2,23.
Megjegyzés:
A trapéz teriilete az ABC és DCA haromszogek teriiletének Gsszegeként is szamithatd.
. . 1 3 . M 2-M 3-M 9
A trapéz magassaga; M = — +1 = =, teriilete igy: T = + = —,
pes TEASE 27T e > T2 T2 T w
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m

A széar F felezépontja felezi a magas-
sagot is, igy az ABF és a CDF harom-

szogek magassaga egyarant % E ha-

a7
romszigek leriilete igy —2 22 Lil- A
. 2 4
5 em o . {a+om N .
letve R teriiletiik dsszege pedig — Ez lathatolag a trapéz teriile-

tének fele, tehat a BFC haromszog teriilete adja a masik felét, vagyis a keresett
arany 1:2.

Mdsik megoldds:

Az iménti abrat CB felezépontjara tik-
rbzve egy paralelogrammaba (AD'AD)
rajzolt masik paralelogrammat (FBF'C)
kapunk. Az FF" szakasz mindkettd te-

riiletét felezi, mert egyiknek kozépvo- A \/
nafa, masiknak atloja. Az FF'C harom-

sz0g teriilete az FF'A'D paralelogramma teriiletének a fele, hiszen alapjuk &s magas-
siguk kozos. gy az FBF'C paralelogramma teriilete az AD'A’'D paralelogramma te-
riiletének a fele, avagy teriiletiik arinya 1:2. A tiikr6zés miatt azonban az FBC ha-
romszdg és az ABDC trapéz terillete szintén fele az FBF'C, illetve az AD'A'D parale-
logramma teriiletének, igy ezekre is fennall az 1:2 arany.

D 20 C
| l
|
14 4 j
45° ! 3
A4 p 20 0 4
Az APD haromszbg egyenld szar és derekszégu a COB haromszog pedig egy sza-
balyos haromszog ,.fele”. Ebb6l — az abran mar feltiintetetteken kiviil — kdvetkezik,

hogy AD = 4«/5 BC = 8 cm hosszu. A trapéz keriilete tehat 52 + 4(\5 + \/_ 3=

44+ 443
2

B

= 64,59 cm, teriilete 4 = 101,86 (cm?2).
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A R5KE \ B

10 F o3

20+ 10
m = m=12cm,

Cm = 180 =

. .. a+
A trapéz teriilete:

Az AED derékszogl haromsz0gben Pitagorasz tétele szerint

B2 =5%+12% = 169, melybdl b = 13.

Tehat a trapéz szara 13 cm.

A trapéz atl6i a szimmetria miatt egyenl6k. Az EBD derékszogl haromszdgben Pi-

tagorasz tctele szerint
d* = 225 + 144 = 369

d =+/369 =19,2.

Tehat a trapéz atldinak hossza 19,2 cm. Az AED derékszdgl haromszdghen
tgor = % =2,4 = o = 67,38°. Tehat a trapéz hegyesszoge 67,38°.

a) A lap teriilete a trapéz terilletképletébdl:
“;Cm: 28”28—8) 135 = 2435 = 840,
Tehdt a trapéz alaku lap teriillete 840 cm?.

b) A téglalap teriilete: 28 -35 = 980 (cm?). A levagott darab a hulladék:
980 — 840 = 140 (cm?2). Ez a téglalap teriiletének kb. 14,3%-a. Ennyi a hulladék.

T =

30,0439,0

A telek teriilete a trapéz teriiletképletébdl szamithato: - 28,0 = 966 (m?).

Mivel a négyzetméterenkénti ar 10 000 Ft, ezért a telek ara: 9 660 000 Ft.

nevezetes 30-60 fokos, derckszogl
haromszdg, amelynek atfogdja
BM = 2, ezért befogoi: CM =1 és
BC=+3. A DMC haromszdgben

az egyik oldal 1, a masik 3 és van
egy 120°-0s szog.
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A koszinusztétel szerint: x° + 1 - 2x - cos 120° = 3.

Mivel cos 120° = —0,5, ezért az egyenlet: rrl4x= 3, azaz x° +x-2=0,
ahonnan x = 1 (vagy —2, de x csak pozitiv lehet). Eszerint viszont egyenld szirg
a haromszog, tehat az MCD és MDC szdgek egyenlok és igy csak 30°-osak lehet-
nek. Valtoszogek miatt az MAB és MBA szbgek is 30°-osak, tehai az ABM harom-
szog egyenld szari. Valamint BMC és AMD egybevagd (két oldaluk 1-1 és 2-2,
egyenld, az ezek altal kdzrezart szogek csucsszogek, tehat azok is egyenlSk),
ezért MAD 3 is 30%-0s. A trapéz egyenld szartl, mert szdgei: 60-60 és 120-120 fo-
kosak.

b) Az oldalak: a hosszabbik alap a hasonlosagbol 2413, mig mindkét szar hossza

V3.

A rombusz atloi merdlegesen felezik egymast, ezért az ABO haromszogre felirt Pi-

2 2
tagorasz-tétel a kovetkezd lesz: (-;J + (;J =a® (igy nem lehet ¢® + f = a?).
Tegyiik fel, hogy 1étezik a feladat feltételeinek ele- y
2= e’ +a” (ahol £ > e). E két egyenletbdl a

2-f2:5-a2, illetve 2 - €% =3 - a°, tchat A

5 . 3 A
f—\/;-aese—\/;-a. a B

get tev0 rombusz. Ekkor Pitagorasz tetele szerint

Van ilyen rombusz, ebben az atlék ¢és az oldal aranya fie:a= J5:43:42.
PBO A ~ PCD A, mert két-két szdglik D 10 C
egyenld, (DPC <4 = BPQ 9 csucsszo-

gek, CDP g = POB ¢ valtoszogek) Se

igy megteleld oldalaik aranya is

BP
egyenld, —— = 2 o x=4dem. 2e
PC 10 A

Tehat AQ = 14 cm.

A paralelogramma terliiete felirhaid két oldala és az ezek altal kdzbezart szdg szi-

16v3

nusza szorzataként is: 200 = 25 - LM - sin 120°, amibdl LM = 5 9,24 {cm).

A paralelogramma keriilete 2 - 25+ 2 - 9,24 = 68,48 (cm).
Az atlok hosszat koszinusztétellel is szamolhatjuk:

KM = +/25% +9,24* —2.25.9 24 cos120° = 30,68 (cm):
IN = \/252 +9,24% —2.25.9,24-cos60° = 21,90 (cm).
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1801.] a) Az AC 4tl6 hosszat az ABC derékszodgl haromszogbdl Pitagorasz-tétellel kapjuk:
13. A deltoid teriilete kiszamithatd az ABC haromszog teriiletének kétszereseként

-BD
13 , amibdl BD = 1—]232 =9, 23.

és az atloi segitségével is: 12-5=

b) A KLMN négyszog téglalap. Ennek bizonyitisihoz elég felfedezni, hogy KL és
MN egy-egy kozépvonal az ABC, illetve CDA haromszogben, LM ¢és NK pedig
egy-egy kozépvonal a BCD, illetve DAB haromszogben. A kozépvonalak tulaj-
donsagabol kivetkezik az is, hogy a téglalap szomszédos oldalainak hossza egy-
egy deltoidatlé felével egyenld, ezért terillete a deltoid teriiletének negyede: 15
teriiletegység.

¢} Felhasznaljuk a kévetkez$ bizonyitisban, hogy a haromszoget barmelyik sily-
vonala két egyenld teriileti haromszogre bonga fel.
Kossiik 8ssze a P pontot az ABCD deltoid cstcsaival. A mar megrajzolt PK, PL,
PM, PN szakaszokkal egyiitt ezek a deltoidot 8 haromszogre bontjak fel. E ha-
romszogek kozétt 4 olyan par talalhatd, amelyek tagjai (a bevezetd mondatban
emlitett tétel miatt) egyenld teriiletiiek (pl. APN és NPD hiromszog, vagy CPM
és MPD haromszdg). A négy par mindegyikébdl pontosan egy haromszog tarto-
zik az AKPN vagy CLPM négyszighoz, e két négyszog teriilete egyiitt tehat ép-
pen a deltoid teriiletének felével egyenld.

1802. A kozds rész szabalyos hatszdg, melynek oldala a
szabalyos haromszdg oldalanak harmada, azaz 6 cm
hosszu. A szabalyos hatszog teriilete tehat

2
3
6.8 [ = 54413 = 93,53 (cm?).
Keriilete pedig: 6 - 6 = 36 (em).

1803. Huzzuk be a szabilyos ABC harom-

szbg DF, DH, FH kézépvonalait! Ezek
az eredeti haromsziget 4 db egybeva-
g6 szabalyos hdromszogre bonijak,
ezek teriilete tehat az eredeti harom-
szog teriiletének a negyede.

A DFC szabdlyos haromszbgben DN
és PF magassagok, tehat egyben sily-
vonalak is, igy E pont a DFC harom-
szbg sulypontja, (be- és koriilirhato ko-
rének kozéppontja). igy a DEF, DEC, A
CEF hiaromszdgek egybevagok, teriile-
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titk az eredeli haromszog teriiletének a tizenketted része (negyedenek a harmada).
Igy a DEFC négyszog teriilete az eredeti hiromszdg teriiletének a hatoda. Harom
ugyanilyen, egymassal egybevagd teriiletet kell az ABC haromszog teriiletébol le-
vagni, hogy a DEFGHI hatszég terilletét megkapjuk.
Legyen az eredeti haromszog teriilete 7!
H

Ekkor Tyoc =t Tapy = Tpur = Trus = Tprc = 1

1 1
Tper = Tpee = Trec = ETDFC = 3’

t H t

Tperc = Tegus = Lpma = 2'E=g’ Torrm = 5‘3‘6— 53

.

1

»

IS
t2

¢

Tehat a kapott szabalyos hatszog teriilete az eredeti haromszog teriiletének a fele.

Mdsik megoldds:

Hiizzuk be az ABC szabélyos haromszog DF, DH, FH kozépvonalait! Ezek az ere-
deti haromszoget 4 db egybevagé szabilyos haromszogre bontjak, ezek teriilete te-
hét az eredeti haromszog teriiletének a negyede.

TDEF = Tpec = Trec = Tpm = Ther

Igy DEF, DIH és HGF haromsz0gek teriilete egyiittesen akkora, mint DFC harom-
szdig teriilete, azaz az eredeti haromszdg teriiletének a negyede. Igy a hatszog terii-
lete az eredeti haromszog teriiletének a fele.

A megoldas soran tébbszdr felhasznaljuk, hogy a 30°
és 60° szogekkel rendelkezd a atfogoju derékszogl
haromszdget a hosszabbik befogdjanak egyenescre 304
tiikrozve szabalyos hiromszdget kapunk. Az a oldalt 5

szabalyos haromsz0g magassaga a- BN igy a vizs- Lo 2

gilt derékszogli hiromszdg hosszabbik befogoja
\3

a.__* p
Y A

&

~
& -
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A hatszdg oldalai g, illetve av3 hosszusagiak, felvaltva. (Ez utobbi pl.; az ARS
egyenlé szari haromszdgbol, illetve az AFS 30°, 60°, 90° szigekkel rendelkezd ha-
romszdgbdl kaphatd meg * miatt.)

A hatszog szogei 120°-osak.

A leghosszabb atlo tobbfélekeppen is meghatdrozhato.

AQ = AP = a2 és PAQ 9 = 150°.

Alkalmazzuk a POA haromszégre a koszinusztételt!

PQ? :4a2+2-a2.2-§—4a2+2\/§a2; PO=a-4+243

Mdsik megoldds:

A QPBC négyszog trapéz, révidebb alapja és szarai P
a hosszasdglak, szogei 150 illetve 30°. A hosszabb a

alap PQ = PB,+ B\C| + C,Q, ahol By, illetve €
pontok, B illetve C pontok PO egyenesre esd merdle-
ges vetiiletei. Igy egyrészt B|C, = a, masrészt BB\P
és CC,0 derékszogh haromszdgek hosszabbik befo-

A c

goja (* szerint) PB, = C\Q =a- R 4

200

igyPQ=a+2-a-§—a-(l+\/§). arl

J0o

A ket eredmény azonos, mert {1 + \/5)2 =442 -\/g,
s igy 1+\/§:\f4+2'\/§. 0

Tovdbbi megoldds:

Legyen a PS és QR egyenesek metszés-

pontja 1. B

POl BCI SR, cAllgr ¢ BAll PT,

igy a POT és az SRT haromszdgek sza-

balyosak, PQ = QT = QR + RT =

= QR+RS = a+ay3 = a(l +3). ¢ il

(4]

&

¢ R

A fehér sav terlilete ugy adddik, hogy a nagyobb 8-szig terliletébdl kivonjuk a ki-
sebb 8-sz0g teriiletét. El6szor a nagyobb 8-s5z0g teriiletét szamoljuk ki.

A feltétel szerint ez egy olyan szabdlyos nyolcszog, melynek magassaga, azaz az
AB és az EF parhuzamos oldalai kzitt tavolsag 60 cm, Ha Gsszekétjik a szabalyos
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8-szog O kozéppontjat a csucspontokkal, akkor nyole darab olyan egybevago egyen-

0
= 45°, Vilasszuk ki

16 szart haromszogre bontottuk fel, melynek szarszige

kozitliik mondjuk az AOB hiromszoget.
Ennek az AB alaphoz tartozd OP magassaga az AB és
az EF egyenesek kozotti tavolsag fele, azaz 30 cm.
Mivel az OP magassag felezi az AOB szoget, ezért
AOP & = 22,5°.
Az AOP derckszogll haromszoghben
AP

tg22,5°= OF = AP =30-1g22,5°=12,43.
Az AOB haromszéyg teriilete:

AB-OP
TAOB = —2':_'— = AP OP = 372, 9,

igy a nagyobb szabdlyos 8-szbg terlilete: T = 8 - T4y = 2982.4 (cm?).
A kisebb szabilyos nyoleszdg hasonld a nagyobbikhoz.

. . 6 14 . , _ . . . .
A hasonldsag aranya < = 73 hiszen két szemkozti oldal tavolsaga a kisebbik
nyolcszdgben 56 ¢, a nagyobban pedig 60 cm. A hasonlo sokszogek terliletérdl ta-

2
. . N ) 14
nultak szerint a kisebb nyolcszog teriilete (E) +2982,4 = 2598,0 (cm?2), a fehér
sav teriilete tehat kb. 2082 4 — 2598,0 = 384,4 (cm?),

Elébb az ABC-vel jeldit nagyobb szabalyos harom- F
szog terliletét hatarozzuk meg. Jeldljilk a szabalyos ¢ K
haromszég oldalat a-val, AF magassagat pedig m-mel.

A feltétel szerint m = 70 cm. m
Ismeretes, hogy a szabalyos hiromszdgben

o W3
5 gy ﬁ

A szabdlyos hdromszog teriilete T =

143

= 80,83.

=~ 2829 cm”.

a’+3 A
4

Az AA'G derékszogll haromszigben az A'AG szog
30°, ezért

AA'=2-8=10; AF =70-8-16 = 46,

Az ABCA ~ A'B'C' A (mert megfelels oldalaik par-

2
huzamosak), tehat teriileteik aranya: (%) =2 316.

Tehat a piros sav teriilete a belsé fehér teritletnek a
131.56%-a.
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1807.] A szimmetria miatt a k8z6s hir mer6leges a kdrok kézéppontjat 6sszekotd szakasy-
ra (a centralisra), és az felezi azt. Igy két derékszogili haromszdgben felirva a Piga-

gorasz-tételt, a keresett tivolsag: \/RE ~ht \/rz .y

f f Q

L
L\ /
1808.] Legyen a korcikkhez tartozo kozépponti szog o. A korgyiiricikk teriilete a nagy és

R, I G 9y 3
a kis korcikk teriiletének killonbsége: —— o — ——
360 360

oo =18 = o = 90°,

1809. A hur felez6merdlegese egyuttal felezi a hurhoz tar-
tozd kozépponti szoget is, hiszen a hir a végpontjai-
ba vezgtﬁ sugérral egyenlt szari haromszéget alkot.
A letrejovd derékszogll haromszogben e kozépponti
szog felének szinusza; sin% = % = (3, 806, ami-

o KT .y :
bél 373 A kbzépponti szg tehat & = 2%

A kisebbik korszelet teriilete az & kdzépponti szdgi

korcikk €s a sugarak meg a hur alkotta haromszég te-
2 5 2 =
rilletének killonbsége: — ; ®_r s
2

231\/5

12,5 | — ——— | =153 2
3 5 ,35 (cm?),

, a konkrét adatokkal:

A nagyobbik korszelet teriiletét megkapjuk a kor teriiletébd] kivonva az iménti ered-
27 3| 50m

ményt: 52-:¢ﬁ12,5-[3—-2--J —3—+6,25\/_:63,19 (cm?).
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(Az abrazolis atlathatosiga miatt az abrak nem méretaranyosak!)

D D

0 " Dy
—
F
_4.555
L
A /V‘L
e // —
/’//
]
A

AB hir felezépontja E, CD hur felezépontja F. Pitagorasz tétele szerint
az AEO derékszoghi haromszdgben 4> = 21> - 11,57 = 308,75  d, = 17.6;
a DFO derékszogii hiromszogben  dy® = 217 -15% =216 dy = 14,7.

a) A két hir tavolsdga:  dy +dp = 323 cmg
b) a két har tavolsaga:  d; —dp = 2,9 cm.

A korszelet magassaga a hatarold hirra allitott merd- C
legesek koziil a leghosszabb. Ez felezi a hatarold hirt
is. fgy AF = FB. Mivel OC = 5em, CF =2ecm, J\\
OF =3¢cm, AO =5cm. N
Az AFO derékszégll hiaromszogre Pitagorasz tételét o
alkalmazva AF? + FO* = AO™. Ebb8l AF =4 cm, ~
ipy a korszeletet hatarolé hir hossza AB = 8 cm.

1812 Legyen a négyzet oldala egységnyi, teriilete (€s igy a
1
koré is) 1. A kor sugara ekkor r = ; = (), 564.

A két sikidom metszete forgdsszimmetrikus alakzat, N 4
mégpedig a kozds kozéppont koriil 90°-onkent elfor-
gatva fedi Onmagat, igy elegendé a negyedreszét T
vizsgalni (ekkor az 4bran jeldlt két piros sugar merd-
leges egymasra). A kozds rész negyede két részbdl !
4ll: egy egyenld szdru haromszogbél és egy korcikk-

bbl. Az egyik derékszdgl haromszogbdl cose = &—

-
Beirva r értékét és visszakeresve, a szogre o« = 27,6° adodik. Az egyenld szarn ha-

2 .
romszog terilete r_%flﬁ = 0,131,
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A koreikk kdzépponti szoge f= 90° - 2a = 34,8, vagy radidnban £ =~ 0,607, A
.
korcikk teriilete igy r_zﬁ =~ 0,097, A negyzet és a kor kdzis részeének teriilete tehat:

4(0,131 + 0,097) = 0,912. Ez a négyzet (vagy a kor) teriiletének kb. 91%-a.

a) Az dbra alapjan, mivel AB Ut hossza a koriven
6,28 km lett a két sugarnyi hossz, 12 km helyett,
ezért az AFB 9 = 60°. Hiszen a k&r keriilete
12w = 12 - 3,14, ami éppen hatszorosa az AB 1v
hosszanak, azaz 360° hatodrésze, 60° lesz az AR
ivhez tartozd szdg.

b Mivel AFC 9 = 150°, ezért az AC 0t hossza az ed- o
digi 12 km helyett az iven méar hosszabb lesz: a &

{302\ 6 km
[=))
=

150° a 360°-nak —Z része, tehata 12zkm i rée-
12 12 C

szet kell kiszamitani, ami S, kb. 15,71 km. A val-
tozas tehat kb. 3,71 km-es novekedés.

¢} Ha eddig keresztiilment a varoson a teherauto, akkor 12 km volt az \itja, ami most
egy félkor keriilete lesz, tehat 6, kb. 18,85 km, Ez kb. 6,85 km-rel, 57%-kal ng-
veli meg az 0t hosszat, (Most azonban nem kel] a varoson atmenni, tehat id6ben
velhetden nem lesz rosszabb a helyzet!)

a) Masodik lépes az A kezdSpontil, AK félegyenes megszerkesztése.
Ezutan az M pont meghatdrozdsa, majd egy A kézéppontil, AM sugari kér meg-
szerkesztése kovetkezik. Ennek a kdmek és az AB szakasznak a metszéspontja
adja a keresett P pontot.
b) Ieldlje az AP szakasz cm-ben mert hosszat x. A feladat szévegében felirt arany-
8
pér szerint tehat L , YAgyis x%+8x—64 = 0.
- X
A megoldoképletbol —4(\/3 +1), illetve 4(\E —1}) adodik, de csak a pozitiv
gydk lehet a feladat megoldasa. (x kizelitd értéke 4,94.)

5 Vs

2
c) AK® = AR’ +(i AB] = ZABQ, amibsl AK = —= AB.

5 1

AP:AMzAKfKM=7AB—§AB:AB-

‘/52_1 =8-£2_1 = 4(5 -1,

ami valoban a b)-ben kiszamitottal egyenld.
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A teljes kor teriilete 7' = i = 1007

A 7-es taldlat zonijanak a tertilete két kér teriiletének
a kiilénbsége, mégpedig a kézEéptdl szamitott 4 cm,
illetve 3 cm sugaru kor teriilete,

Toes = 477 = 3 = T (cm?2).

A keresett teriiletek ardnya:

T
Thores = ™ _ 5 07, tehét a hetes taldlati zona te.
T 1007

riilete a teljes kor teriiletének 7%-a.

a) 282 = 39,60 (cm).
b) A kozéps6 négyzetbe négy egybevago kirszelet nyulik be.
Ezek egyiittes teriilete egy kor és egy négyzet teriiletének kiilonbségével egyenlé:
287 (7 - 2) = 895,0 (cm?).
Ennyi a négyzetben kétszeresen lefedett sikrész teriilete.
A négyzetbdl egyszeresen fedett teriilet;

28%.2-28%(m-2) = 28%(4 - m) =~ 673,0 (cm2).

285 (4 —m)

%% .2 100 = 50(4 —7) = 42,9 szdzalékat fedi le

A négyzet teriiletének
pontosan egy kdrlap.

c) A legalabb egyszer lefedett teriilet a b)-ben kiszamolt teriilet és négy kdrlap te-
tiletének Ssszege: 28%(4 - m) + 4 - 2877 = 282(3x + 4) = 10 525 (cm?).

A vonalkazott sikrész C-n dtmend szimmetriatengelyét behtizva két egybevago kor-
szeletet kapunk. Egy korszelet teriilete egy negyedkor és egy 5 cm befogdju egyenls
szaru derékszOgli hiromszog teriiletének kiilonbsége, ezért a vonalkazotl teriilet:

1 1 3
2| = Fa-2.5 =522 1|~14,2 2
[4 2 J 5 14,27 (cm?2),

Az Fy, F,, F; korkozéppontokbdl 60°
kozepponti szogli korcikkeket fekte-
tiink a kdzos részre.

A hérom cikk egyiitt lefedi a harom
Thalész-kor kizds részét, az 1 oldall
F\F,Fy szabidlyos haromszdget ha-
romszorosan is.

A keresett teriilet tehdt megkaphaté
ugy is, hogy a 3 kércikk teriiletének
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Osszegébdl kétszer levonjuk az Fy F; F5 szabdlyos haromszog teriiletét:

1* .7 12-\@_:@—@
2

= 00,7048 (teriiletegység).

T=3 -2
6 4

Elészor hatirozzuk meg
két olyan 12 c¢cm sugard
kor kozos részének terii-
letét, amelveknek a ko-
zéppontjai is 12 cm-re
vannak egymastol.

A kozds részt két 120°
kozépponti szdgh, K, il-
letve K, kdzépponni kor-
cikkel lefedve a K, MK, N
rombusz kétszeresen fe-
dett lesz. A kozds rész te-
riiletét ezért megkaphat-
juk ugy is, hogy a két kéreikk teriiletének Gsszegébdl levonjuk a rombusz teriiletét:

2 2

123“ 123 176,89 cm?.

Ezutan figyeljiik meg, hogy a (feladat abraja szerinti jeldlést kdvetve) C kdzépponti
CAB negyedkort hézagtalanul lefedhetjiik két olyan egybevagd sikidommal, ame-
lvek egyike az A és a C kozéppontl kirdk kozos részének fele, masika pedig a B és
a C kdzépponti korok kozos részének a fele. E két sikidom egyiittes teriilete éppen
az elébbiekben kiszamitott #,, masrészt ez a két sikidom a vonalkdzott sikrészt két-
szeresen fedi le. Bzért a vonalkazott sikrész T teriiletére igaz, hogy # — T = fepvedkin

1227 o
= T = 12(52 — 6+/3), amibél T ~ 63,79 cm2.

t =2

vagyis 176,89 -T =

a) és by A KPE haromszdg egy szabdlyos haromszog
~fele” ezért az érintdszakasz hossza e = 19 cm, a

kér sugara pedig r = 194/3 =~ 32,91 (cm).

c) A KPE haromszdg kirén kiviili részének teriilete
a haromszog terliletének és egy 30° kozépponti
szogil kdrcikk teriletének a kiilonbsége

C19%43 19%.3.m 192[\/5 n

t — == 2),
] ; > 4J 29,11 (cm?)

2

A kérdezett teriilet a k kor teriiletének és a most kiszamolt 7; kétszeresének 9sz-
szegével egyenld: T = 32,91 m+2- 20,11 = 3402,56 + 58,22 = 3460,78 (cm?).
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Mivel az ACE szog deréksziog, ezért

PQ a kor atmérdje (Thalész-tétel meg-
forditasa). Emiatt a kér haromszdgin
kiviili részének teriilete a PCQ félkor

és a PCQ derékszogl haromszig terii-
letének kiildnbségevel egyenld.

A kor atmérdjének hossza 50 cm, mert
ennyi az ABC hiromszbg atfogohoz 4
tarfozé magassaga. PO kozépvonal az
ABC haromszogben (mert pirhuzamos AB-vel és hossza annak fele), ezért a PCQ
haromszog teriilete az ABC haromszog teriiletének negyede.

25%x 10050
7 " = 356,75 (cm?).

Ez a kor teriiletének (ami 1963,5 cm?) a 18,2%-a.

B

A keresett terfilet tehat: T =

Az el6z8 (1821.) feladat megoldasaban leirtak alapjén megallapithaté, hogy a lefe-
dett sikrész teriilete egy félkdr és egy derékszdgil haromszog teriiletének dsszegével

2527 10050
—

egyenlé: T = =1606,75 (cm?).
Ez az ABC haromszog teriiletének (ami 2500 em?) 64,3%-a.

A PKQ haromszog szabdlyos, tehit a
kozoés PO hiar is 100 cm hosszi. A P
PTQ haromszog derékszogli és egyen-

16 szam, ezért PT = PQ = 100 =
V2

= 50+/2 = 70,71 (cm) hosszi,

A kétszeresen fedett tartomany két kor- Q

szelet teriiletének dsszegeként is felir-

hato, az egyes korszeletek teriilete pedig egy korcikk és egy haromszog teriiletének
kiilonbségeként is kiszamithato,

A 100 cm sugaru kdrhéz tartozo kirszelet teriilete:

100z 100%+/3
g 7_ 4“/~ ~ 905,86 (cm?).

A kisebbik korhoz tartozd korszelet teriilete:
(50v2)%  (5042)°
2

4
A kétszeresen fedett tartomdny teriilete tehat 2332,85 cm?2,

= 1426,99 (cm?).
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1824. A kérlap teriilete 1007 = 314,16 (cm?).

Az 6tszdg feldarabolhatod két egybevago egyenld sziari derékszogl haromszogre ég
e ) 107 10’3

egy szabdlyos haromszogre, igy a tertilete: 2- BN +

= 143,30 (em?), amj a

korlap teriiletének 45,6%-a.
Tehat a kérlap teriiletének 54,4%-a van az dtszogon kiviil.

a) Hamis. A korlap teriilete 4007 = 1256,64 (cm?), ezért nem fedhetd le semmi-
lyen 1255 cm? teriiletd sikidommal, igy 1255 darab egységnégyzetiel sem (a le-
fedett sikidom teriilete nem lehet nagyobb a lefedd sikidom teriileténel).

b) Tgaz. Készitsiink egy 40 cm x40 cm-es négyzetet. Ezzel lefedhetd a 40 cm atmé-
réji korlap, a négyzet pedig lefedhetd mar 1600 négyzetiappal is (ezert terimé-
szetesen 1655-tel is).

1826.] A szabalyos haromszog koriilirt kore lefedi a haromszoget, a koriilirt kdrnél kisebb

sugart korok egyikével sem lehet a haromszoget lefednt.
2

, koriilirt korének sugara a

4
2 3 3
haromszig magassaganak kétharmad része: R = 3 % = m?’/_
2
i
kér teriilete ezért Rm= 0

Az a oldald szabalyos hiromszdg terilete T =

, a legkisebb lefedd

47 4T
A haromszog teriiletére felirt dsszefliggésbdl at = ﬁ’ igy a kor terlilete 3 x/g =

= 2,418 (¢m?2), hiszen a feladat szévege szerint T = 1 cm?.
A legkisebb lefedd kor 1 cm? teriiletii része a szabalyos haromszdg, tehat 1,418 cm?
teriiletii része nyulik tul a haromszogon, Ez a kor teriiletének 58,6%-a.

1827.] Adott k kor esetén az a szabalyos haromszdg, amelynek k a beirt kore, lefedi a kirt.
A kisebb szabélyos haromszogek egyikével sem lehet a & kort lefedni.
Az a oldald szabalyos hiromszog beirt kdrének sugara a haromszog magassaganak

l_aﬁ“dg_ atm

egyharmad része: r = —- —— . a kér teriilete ¢ = r* = ——. Mivel most
3 2 6 12

12
1 = 1, ezért a legkisebb szabalyos haromszog oldalara fennall a® = —. Mivel a
i

a3 33

3
alakban 1s, ezért T = —— =
4 7
= 1,654 {(cm?). A legkisebb szabalyos haromszog teriiletébdl 1 em? a beirt kor terii-
lete, ezért a koron kiviili tertilet 0,654 cm?, Ez a haromszdg terilletének 39,5%-a,

szabalyos haromszig teriilete felirthato 7 =
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1829. a) Az egyenld szard derékszogl ha-

a) A ¢olopot az AB felezGpontjaban

b) Ha a k6tél hossza 6 méterre rovidiil, akkor a fenti
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(K-ban) leverve az abra szerinti,
részben korivek altal hatarolt sik-
idomot kapjuk.
A Jelegelhetd teriiletet egy 10 m su-
garu félkor, két 5 m sugard negyed-
kér (azaz egy 5 m sugaru félkor) és P omo
két 2 m sugari negyedkor (azaz egy W3 m
2 m sugar felkor) teriiletének dsz- i1C
szegeként is kiszamithatjuk: 12m
(10* +5° + 2%
r= 2

K 5m B 5m

= 64,57 = 202,6 (m?2).

dbra is moédosul,

A lelegelhetd teriilet egy 6 m sugari félkor, és két
1 m sugaru negyedkdr (vagyis egy 1 m sugart fél-
kor) teriiletének Gsszege:

6% +1°
T] = % = 18,5.7'1‘7: 58,1 (m2)_

7, 18,5z 37

T 6457 129
28 7%-a.

= 0,287, azaz az 1j lelegelhetd teriilet a korabbinak csupan

romszog teriilete csak az atfogdia se-
2

gitségével is kifejezhetd: T = %.

Akkor lehet tehat a legnagyobb te-
ritfletli hdromszdget kivagni a kor-
bél, ha az atfogsd a kér egyik atmé-
r6jevel azonos. Ekkor a derékszogfi
cstcs a kiron lesz.

A haromszég kivagasa utdn a harom
megmaradt kérszelet koziil a félkér-
bl vaghato ki a legnagyobb kérlap (k). Ennek atmérje az eredeti kor sugara.

A kivagott részek egyiittes teriilete: 147 + 727 = 349,94 (cm?), ami a teljes kor-
lap tertiletének (615,75 cm?-nek) az 56,8%-a.
A hulladék tehat 43,2%.
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b} Szamitsuk ki a két kor és a hdrom-
sz0g atfogdja altal hatarolt sikidom-
ban elhelyezhetd, K, kdzéppontl
erintGkdér sugarat. Jeldljlik ezt x-szel.
Az érintkezd kordk kézéppontjai-
nak tdvolsaga a két kor sugaranak
Hsszege, vagy kilénbsége, ezért
KK2 =14 -xés K1K2 =7+x.

A K, pont az AB egyenesétdl x ta-
volsagra van, igy a K>-bdl CK egye-
nesére dallitott merdleges talppontja
{P) is x tavolsagra van AB egyene-
s&tdl. Bzért PK, =7 — x.

A KPK, és a K| PK, derckszogit ha-
romszdgben is felirva a Pitagorasz-tételt:

PK,? = (14— %% —x% = 196 — 28x, illetve PK,” = (7 + x)° — (7~ x)° = 28x,
Igy 196 — 28x = 28x, amibdl x = 3,5 adodik. Az érint6kor atmeérdje 7 cm.

Igaz tehat, hogy a maradékbol még két darab 7 cm atmérdjli kdrlap is kivaghato.

Az adott négyszog konvex, mert az AC atlé a négy- C
szbget két nevezetes haromszdgre bontja. Az ABC-

ben az oldalak +2 . V6 =342 és 242 , vagyis az 2
oldalak aranya [:4/3:2, ez tehat a 30°-60°-90°-0s ha-
romszog. Az ACD-ben pedig az oldalak 2, 2, 242, D 242
vagyis az oldalak arinya 1:1:\/5, ez pedig a 45° B
45°-90°-0s haromszog. Ekkor a négyszdg két szem- 2
kozti szdge (B-ben és D-ben) derckszig, ezek dssze- V2

ge 180°, vagyis ABCD hirnégyszég. (Ha a nevezetes A
haromszégeket nem is ismeri fel, egy-egy koszinusztételt felirva az ABC, illetve
ADC haromszogekben a B-nél, illetve D-nél 1évd szdgre szintén kijén, hogy mind-
ketté derékszog.)

Az ABC haromszOgben van egy derékszog és egy 60°-0s sz0g, ez tehdt a nevezetes

30°-60°-90°-0s haromszig, oldalai az adott AR = 1-en kivill BC = \/g és AC = 2.
Ekkor AD = 2 is igaz. Mivel az ACD haromszdg egyenld szart, az AF meréleges CD-
re. Ekkor az ACF derékszogll haromszogben a Pitagorasz-tétellel:

2
—‘J = \[3.25. fey CD = 2FC = 2./3,25 = \13.
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A négyszig szemkozti oldalainak 6sz-
szege AB+CD = 1++/13 = 4,61,
illetve BC + DA =3 +2=3,73.
Mivel ezek nem egyenldk, a négyszog
nem erinténégyszog.

Midsodik megoldis:

Az adatok szerint az ACD haromszdg
egyenld szarn, ekkor az alaphoz tarto-

zG sulyvonal (AF) egynttal oldalfelezd
merdleges és szoglelezd is. Az ACF

.
,
2 4

, amibdl CAF & = 64,34°,

igy CAD ¥ ennek kétszerese, 128,68°, ami a 60°-0s CAB ¥-gel egyiitt mar 188,68°-0s,
tehat homord BAD g-et jelent. Konkav négyszdg pedig nem lehet érinténégyszog.

derékszoglt haromszoghdl igy cos CAF ¢ =

Be kell latni, hogy a haromszog barmely oldala pl. ¢ kisebb, mint a haromszog ke-

, a+b+c .
rifletének a fele, azaz ¢ < ——, ebbol

2e<a+b+c
c<a+b.

Ez pedig azt jelenti, hogy a haromszdg barmely két oidalanak &sszege nagyobb,
miint a harmadik oldal, ez a haromszdg-egyenldtlenség, amely a haromszig oldalai-
ra teljesiil. Ekvivalens lépésck utjan kaptunk egy igaz allitast, tehat az eredeti allitas
is igaz.
A feladatban a, b és ¢ szerepe felcserélhetd, tehdt a hdromszdg barmelyik oldala ki-
sebb, mint a haromszdg félkeriilete.

Mivel AH és GB magassagok, ezért c
AG1 GB és AH L HB. Igy AGB és
AHB derékszogl haromszigek k6zos
atfogdja AB, Thalész tétele miatt G, il-
letve H illeszkedik AB Thalész-kérére,
amelynek kozéppontja az AB szakasz
felezdpontja, F. FG és FH a Thalész-
kér egy-egy sugara, igy egyenldk, te-
hat GFH haromszOg egyenldszary.

Megjegvzés: d
Egy magassag talppontja az oldalnak akkor és csak akkor belsé pontja, ha ezen ol-
dalon hegyesszégek nyugszanak. Ha a hdromszog nem hegyesszogli, a magassagok

talppontja a haromszogon kiviil eshet, de a bizonyitds hasonloképpen elmondhatd.
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El8szor két olyan pontra latjuk be az al-
litast, amelyek valamelyik oldallal par-
huzamos egyenesen vannak. Ezek az
egyik oldaltol azonos tavolsdgra van-
nak, a masik két oldalto! vald tavolsa-
gaik Osszege pedig azért egyenld, mert
az egyforma szinnel (sziirke, piros) je-

\

A
S
161t szakaszok az egyenesre vald tlikro- / \.?
4 :

z&s miatt egyenldk, s igy két parhuza-

mos egyenes tavolsaga adddik mindket

esetben. (Az AC oldalegyenes tiikorképe e-re a szag-
gatott egyenes, ami parhuzamos BC-vel, mivel a ha-
romszog szabalyos.)

Barmely két pont egy alkalmas harmadikon keresztiil
a fenti helyzetbe hozhato. A tivolsagosszeget pl. egy
csucsra megvizsgdlva, ez a haromszég magassiga

lesz, 73 d, ha a az oldalhossz.

Legyenek a derékszogll haromszog be-

fogoi a, b, atfogdija c.

Az egyenld szard haromszdgek teriilete:
1, ]

I =—a
2

. " .2 4,2 2

Pitagorasz tétele szerint a“ + »~ = ¢~

Ebbél (2-vel valé osztassal) adodik

{| + Ip = 1y, amil bizonyilani akartunk.

1 1
, b :Ebl és 2 :502.

Legyen az ABC hdromszig AB alapjanak és a PQ
szakasznak a metszéspontja K.

Huzzunk parhuzamost P-n keresztiil AB-vel, e parhu-
zamos CB szarat P'-ben metszi.

Mivel AB || PP és az eredeti ABC A egyenld szary,
ezert a keletkezett PP'C A is egyenld szar, CP = CP’
é¢s CA=CB = AP = BP'=x. A feltétel miatt
BQ = x. [gy B felezi a P'Q szakaszt, KB || PP’ ezért
KB a POP' hiaromszdg kdzépvonala, tehat X felezi a
PQ szakaszt. Igy AB is felezi a PO szakaszt.
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Mdsik megoldds:

Huzzunk parbuzamost P ponton keresztiil 8C-vel! Ez
az egyenes AB-t P'-ben metszi, Mivel ABC A egyen-
15 szaru és CB | PP, ezért AP"P A is egyenld szér,
igy PP" = AP = x és a feltéte]l miatt AP = BQ = x.
A PP"OB (konvex négyszog) paralelogramma, mert
ket oldala PP és BQ parhuzamos és egyenld. A pa-
ralelogramma atloi felezik egymast, ezért K felezi
PQ-t. [gy AB is felezi a PQ szakaszt.

Mivel o + 5 = 90°, meghosszabbitva a trapéz szarait, azok derékszogben metszik
egymast (G). Az ABG ¢es a DCG ha-
romszdgek hasonlok (oldalaik parhu-
zamosak, illetve egybeesok), igy az F

pont raesik az ABGA GE sulyvonalara.

Mivel egy derckszdgl haromszdg koré

irthaté kor kozéppongja az itfogd fe-
lezdpontja, ezért most A
FA=EG=FEBés FD = FG = FC.

Persze EF = EG — FG, de ekkor EF = EA — FD is igaz, igy 2FF = 2FA - 2FD is.
De ez utdbbi killonbség épp AB — CD.

Legven AC és PB metszéspontja ! CAP 4 = ACB 4, illetve BPA 4 = PBC 4,
mert valtoszogek. Ezért APQ A ~ CBQ A, mert két-két szogiik egyenld, igy megfe-

AP 1
lel$ oldalaik aranya egyenld. 4P = & Mivel a feltétel szerint — = — és
BC QC AD 6

AP AP
AD = BC (paralelogramma), ezért AQ _ AP _ AP = l
QC BC AD o

AC = AQ + QC = TAQ, azaz AQ = %AC.

B 6x C
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Hasznaljuk az abra jeldléseit. F c
Tekintsitk eloszor a felezdpontok altal alkotott D
FF,FF, négyszoget. Megmutatjuk, hogy ez min-
dig paralelogramma. F
Az ACD haromszdgben FyF, kOzépvonal, ezért 4 F

AC 2
FF | AC és By F, = R
Ugyanigy az ABC haromszdgben F F, kézepvonal, A

, AC F

ezért F F, || AC és F 7, =7 ! B

Mindezek alapjan F) F l FyF, és FIFy = F3F,, igy az F| FLFy Fy négyszég két
szemkozti oldala pirhuzamos és egyenld hosszusagu, tehat valoban paralelogramma,
Tudjuk, hogy a paralelogramma kdzéppontosan szimmetrikus alakzat, ezért az atioi
felezik egymast, igy valoban igaz, hogy barmely négyszogben a szemkdzti oldalak
felezdpontjait 6sszekdtd szakaszok felezik egymast.

A feltételt ugy is irhatjuk, hogy B
B=ABC<4 =90°+y. Legyen Taz m, 7 N
talppontja CB meghosszabbitasan, ek- /

kor ABT & = 90° - y. Mivel az ABT A
derékszogi, ezért BAT 4 = y. Ekkor az
ABC A koré trhat6 kérben az AB hdron
nyugve BCA kerilleti szoggel meg-
egyezik a BAT 4, amelynek egyik sza-
ra maga az AB har, masik szara, TA te-
har érinté kell legyen (érintdszarn ke-
riileti szog).

Legyenek az atfogon keletkezett sza-
kaszok AP = k, PQ = x (a négyzet ol-
dala), OB = n. Be kell latni, hogy
x=+~k-n.

Az APK A ~ ROB A, mert két-két szd-

ge egyenld (KAP 49 = QRB 4 = o,
mert merdlegesszaru hegyesszogek, 4
KPA g = BOR 3 = 90°, igy megfele-

16 oldalaik ardnya egyenl6: % = E, ebbdl x = x/ﬂ
X
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Az abra jeloléseit hasznalva, azt kell

bebizonyitani, hogy T,pep = 5 Tyncn-
Az AC atlo berajzolasaval az ABCD
négyszoget Is és az AFCE négyszoget
is két részre bontottuk.
gy Tarce = Tarc+ Tace €5

Tapco = Tasc + Taco-

Tore = %TABO mert mindkeét harom-

$z0g magassaga my, mig az m,-hez tar-
tozd oldalak az ABC haromszighben

. N . AB ,
AB, az AFC haromszogben pedig AF = B mert F felezdpont.

i . . .
Hasonloan T, = 5 T, cp. mert mindkét haromszog magassaga m,, mig az m,-hz

tartozo oldalak az ACD haromszdgben CD az ACE haromszoghen pedig EC = £2Q

mert E felezOpont.

. 1 1
Mindezeket egybevetve: Typcr = Type + Tucr = ETABC + ETACD =5 Tipcn-

Legyen az egyenl6 szaru derékszdgil c

hiromszog befogdia a, ekkor a teriilete
2

a
= a

=
A haromszég atfogdja Pitagorasz tétele
miatt a+/2, az atfogod folé irt FE1ker su- A B

av2 "
gara r = — teriilete

rr dw

2 4
Az egyenld szari derékszogl harom-

[ =

2
.. s . . .. " a
szog derékszogll C csucsa koré irt negyedkor teriilete r; = ik

A keletkezett holdacska teriilete ¢, = ¢, + %, ~ #3. Be kell 1atni, hogy ez megegyezik
a hiromszog terliletével, azaz 1, = ¢, ami teljesiil, mert &, -5 = 0.
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Legyen az ABCD négyszog teriilete 7.

Az EBF haromszog az ABC hiarom-
Yo

szbg B kozéppontu 5 aranyu kicsinyi-

tett képe, mert E a BA szakasz felezo-
pontja, F pedig a BC szakasz felez6-
pontja. Mivel 4 ardnya hasonlosag ese-

. s 2 , , - r
tén a teriilet A°-szeresére valtozik, ezért

1
Tep = 4 Tape-
o 1 1 1
Ezen gondolatmenet alapjan: Trse = ZTBCD, Tuon = ZTACD’ Tops = ZTDBA'

fgy a kis haromszdgek teriiletsszege:

1 i

Z(TABC +Taen + Taps + Tppe) = Z(T + T) =
Tey az EFGH négyszig teriilete szintén 5 T.

. . o1 ,
Mivel a feltétel szerint —7" = 180 cm?, ezért Typzep = 360 cm2.

D D D

A A A

Viagjuk fel a négyszdget atlojaval kétféleképpen és irjuk fel ennek megfelelGen a te-
riiletet!
T=t+niletve T=t34+1,. gy 2T =t + th+ 15+ 1y,
A keresett paralelogramma teriiletét megkapjuk, ha a négyszog teriiletébol levonjuk
a haromszogek teriiletét. Pl. a KBL haromszdg teriilete az ABC haromszog teriileté-
nek a negyede (KBL haromszdghdl az ABC haromszog B kdzéppontd A = 2 ardnyd
nagyitassal kaphatd), s ez minden kis haromszogrdl belathato.
A keresett paralelogramma teriilete t = T — [El— + B + L + L“] =7 - S = E

4 4 4 4 22
Tehat a paralelogramma teriilete a négyszog terilletének a fele.
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1846, Hizzuk meg a paralelogramma A8 oldaldhoz tartozd magassagat!

AKD A = BCL A, mert két oldal és az
oldalak koziil a nagyobbikkal szem-
kozti szog egyenld (b, m és derék-
sz6g). Irjuk fel Pitagorasz tételét ALC,
DKB és BLC derékszigll haromszo-

gekre!

2= (a+x)+m? (L)
FP=ta-0"+m’ (IL)
pr=x+m’ (1L

Adjuk Ossze az elso két egyenletet, majd 2 kiemelésével, és a II1. egyenlet behelyet-
tesitésével a bizonyitando allitast kapjuk.

Madsik megoldds: )
Legyen a BAD § = a. Irjuk fel az ARD és ABC haromszigre a koszinusztételt:
fz-_-g2+b2—2abcosrx (L)

e?=a’+b*~2abcos(180°— )  (IL)
c0s (180° — &) = —cos e azenossagot felhasznalva a (I1) egyenlet

el = a’+b” +2abcos .

Ezt az egyenletet és az I. egyenletet dsszeadva az allitast kapjuk.

Nem igaz. It két ellenpéldat mutatunk.

Gﬂ |
s et
N e
() hegyesszdg 2 hegyesszog

Csak konvex négyszogre igaz, hogy a négyszog szdgfelezdi — ha négyszoget, akkor
— hlimégyszoget zdrak kbzre. Az dbran EGHK négyszogben

d

DEC3 = KEG4 = ¢ = 180“—(%+E] AHB 4 = KHG & = 921800_(Z+g).

ley EGHK négyszig szemkozti szbgeinek dsszege:

d
eto =180~ L+ 2 1 180o [ L4 Pl 3600 (£ 4 B i 200 yg00. ment
2 2 202 2.2 2 2
az eredeti ABCD négysz0g (és minden négyszog) belsd szdgeinek Ssszege 360°. Igy
KEGH négyszog szemkozti szogeinek dsszege 180°, azaz hurnégyszog.
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Az allitds konkdv négyszogre nem igaz. Pl. lisd az abran, K\ E; G, H; négyszOg két 1850, A Thalész-tétel miatt az ACB J derékszog.
szemkozti szdge K| £, Gy 4 és G1H, K, 4 is tompaszdg, igy Osszegik 180°-nal na. | Ekkor CB egyrészt felez8merdSlegese
gyobb. A AD-nek. masrészt ehhez az oldalhoz
tartozd magassaga az ABD A-nek. Ha

ez a két nevezetes vonal egybeesik, ak-

kor a haromszog egyenld szari.

Mdsodik megoldds:

Ekkor a I nemcsak C-re mint pontra,
hanem CB-re mint tengelyre is titk&r-
képe A-nak, vagyis az egész ABD A
tengelyesen szimmetrikus CB-re, tehat
egyenld szar.

A tlikrozés miatt

AP = AP,, PB=PB,

PB = P,B, PC = P,C.

A PAP|BP,CP toréttvonal hossza:
PA+AP, + PIB+BP, + P,C+ (P =
=2-PA+2-PB+2-PC=
=2-(PA+ PB+ P(C).

B E H — -
o ‘ ] A S ) L/, /

6 6"/5 200

Py

12

A
60°
2 A paralelogramma sikjaban 1évé P pont elhelvezkedésétdl fliggden, hiarom dbra le-

8./3 hetséges. P,
?::-:‘ P
’ D e

C
A haromszdgek kozdtt nincsenek egybevagdk. P / :P 2
Az ABC A és az EFD A mindkettd egy szabalyos haromszog fele. Ebbdl kovetkezik, N
2 i
hogy az ABC A atfogoja: ﬁ 12 = 8+/3, az EFD A atfogdja: 12. Tehat nem egy- A\
bevagoak. Ps ST
A GJH A nem lehet egybevago az el6zdekkel (azaz egy fél szabalyos haromszog- P' -

6 3
gel), mert akkor a 30° melletti két oldal aranya 73 lenne. A T # %
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A tilkrozés miatt AB a PP, P (esetleg elfajuld) haromszég kbzépvonala, ezért

PP, |l AB. Mivel ABCD paralelogramma, ezért AB || CD.
Ezekb6t PP, || CD. A tiikriszés miatt C felezi a P, P; szakaszt. Tehat DC a PP, P,
haromszog kozépvonala és D felezi a PPy szakaszt. Igy Py-nak a D-re vonatkoz

tilkkorképe P.

Tiikrozziik K pontot a ,biliardasztal” oldalaira, igy a K, K,, K5, K, pontokat kap-
Juk. Kossitk 0ssze ezeket rendre M ponttal! Ahol ezek az egyenesek metszik a ,,bi-
liardasztal” oldalait, arrafelé kell a golydt meglokni (idedlis esetben) ahhoz, hogy
L-ben allo golyot ne érintse, az M golydval koccanjon és ne essen bele a lyukak
egyikébe sem. A lehetséges utak: KPM, KOM, KRM, KSM.
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Adoit a szerkesztendé haromszog A, B
csticspontja, az A-bol kiinduld b oldal-
egyenes és az A-bol kiindulo s silyvo-
nalegyenes.

Mivel s athalad a szerkesztenddé ha-
romszdg A-val szemkézti BC oldal
F felezépontjdn, ezért BF = FC, igy

1
F =—BC.
B 2

Ez azt jelenti, hogy a C csucs olyan tulajdonsagu, hogy a B kézépponty, % aranyu
kicsinyitett képe s-re esik.
Igy a szerkesziés menete: a b egyenest B kézéppontal > aranyban kicsinyitjiik, igy

kapjuk a &-vel parhuzamos b’ egyenest.
Ez s-bl kimetszi az F pontot. A BF egyenese pedig b-bél kimetszi a C-pontot.

A feltétel szerint az ¢ egyenes a kere-
sett haromszog szimmetriatengelye,
tehat a szarak metszéspontja lesz az A. f
Tiikrdzziik az adott f egyenest e-re (f)!
Az adott & kir €s az f’ egyenes met-
széspontja (f' ~k = {B;; B»}) —havan P ‘LE

ilyen — lesz az egyenldszarmi harom- i
szdg egyik csucspontja. Ezeket e-re C IS
tikrézve kapjuk a hiromszég €, illet- C ’\— S—

ve C, csucspontjat.

Diszkusszio:

Ha f" egyenes metszi k kort 2 pontban,

akkor két kiilonb6z6, nem egybevagd megoldds van.
Ha f" egyenes érinti k kért 1 pontban, akkor egy megoldas van,
Ha f"-nek és k-nak nincs kézés pontja, akkor nincs megoldas.
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A-nak a P kozépponti A = 4, illetve 4 = — 4 ardnyn kozéppontos hasonlosiggal f a) Tobb kiilonbozd lehetSség van a szerkesztésre (pl.

nyert képe B. Ezért az a egyenesre alkalmazva a P kizéppontii 4 = 4, illetve 4 = — 4 - egy téglalap két szemkozti oldalara, mint alapra /

aranyu kozéppontos hasonlésagot, olyan a', lletve a" egyeneshez jutunk, amely g. olyan egybevago, egyenld szard haromszogeket

val parhuzamos és dtmegy a B ponton. B megszerkesziése utan a BP ¢és a egyenegek @ szerkesztiink, amelyeknek a szarszége nem 120°. .

A metszéspontjira teljesiil PA: PB = 1:4.

(a képét megkaphatjuk pl. ugy, hogy megszerkesztjiik a és b egyenesek O metszés-  f ‘ V

pontjanak a képét O“t, és O'-n it a-val parhuzamost huzunk. Ismert, hogy a kozép- b) Ha egy sokszdg szimmetriatengelyét egy masik szimmetriatengelyére tiikrozziik

pontos hasonlésag kozéppontjan at nem mend egyenes kepe dnmagaval parhuza- akkor a titkbrkep is szimmetriatengelye lesz a sokszognek. Ha pontosan két szim:

mos, a kzéppontra nem illeszkedd egyenes.) ! metriatengelye van, akkor a szimmetriatengelyeknek snmaguk tilkérképeinek kell

lenniiik a masik szimmetriatengelyre tilkrézéskor (mert kiildnben egy harmadik

Barmely kozéppontosan szimmetrikus szimmetriatengelynek is kellene lennie). Ebbél kvetkezik, hogy ha pontosan két

alakzatot ha elmetsziink egy, a kdzép- szimmetriatengelye van a sokszdgnek, akkor ezck egymasra merolegeselc.

ponton athaladé tetszOleges egyencs- /% ¢) Nem, ahogyan az a)-beli hatszég példaja is mutatja

sel, akkor ez az egyenes az alakzatot )

d) Nem, hiszen c) szerint mar az oldalai sem egyenld hossziiak.

e) Igen. Igazolljlat(') (pl. az a)-beli 4bra segitségével), hogy a két szimmetriatengely
metszespontjara valo tiikrozéskor a hatszig dnmagiba megy at.

két egybevago részre bontja, ugyanis a 0,
kozéppontra tilkrézve az egész alakza-
tot, a részek egymasba mennek at.
Egybevago részek teriilete pedig nyil-

a) Vagjunk le egy szabalyos hdromszdghdl harom C

van egyenld. ; ;
Mivel a ki is és a téglalap is kdzéppontosan szimmetrikus, ezért a kdzéppontjukat kisebb, egybf.:vaygo szabdlyos haromszoget (de
55570kt egyenes mogoldasa a feladatnak. nem az eredeti haromszog harmadara kicsinyitett-
. ' jeit, mert akkor szabalyos hatszig adddna). Ps Py
Megjegvzés: b) Az elbz6 feladat b jab ] )
A feladatnak egy megoldasa van, kivéve amikor a két kézéppont egybeesik, ugyan- kz K Zo © la ba_t ) Q(;lntjfri an vazolthoz basonlo Pe %
is ilyenkor a feladainak végtelen sok megolddsa van. ;)Z;; 6%:1583 tonyHhato is, hogy a kerdezett /
1858, a) Igen. Pl. barmelyik, négyzett6l kiilonbozé téglalap vagy rombusz is ilyen. ¢) Nem. A Pyl Py B
b) Nem. Ha egy 6tszdget a szimmetriatengelyére tiikroziink, akkor az 6tszdg bér- d) Nem.
melyik csticsanak titkdrképe ismét az dtszog egy csucsa lesz. Ebbol lathatd, hogy e) Igen, a hatszGg harmadrendben forgdsszimmetrikus. A forgatas kézéppontja a
az OtszOg barmelyik szimmetriatengelyén az Stszognek pontosan egy csucsa van. szimmetriatengelyek metszéspontja. '
KéF §gymésra n_lerc’illegcs_ szimmetriatengely e",seu’én a;onban a tiikrozéshol az Megjegyzés:
adodik, hogy mindkét szimmetriatengelyen két-két csiicsa lenne az dtszognek. 360°
Ez azonban lehetetlen. Egy alakzatot n-ed rendben forgasszimmetrikusnak neveziink, ha k-
r r1a . " n
¢) Igen. Egy konkrét példat mutat az abra. /' (k € N) szoggel elforgatva 6nmagaval azonos helyzetbe keriil. |
\; ) 1862.| a) A kor ilyen alakzat. 'I

b) Az egyenes (minden ra merdleges egyenes szi i
- e r - : 4 i i k t ‘
-1859. Mivel kozéppontosan szimmetrikus a paralelogramma, ezért a szimmetriatengely- e rmemaengely)

nek a kbzépponton biztosan 4t kell mennie. Két eset lehet: vagy az oldalparok vala-
melyikére merdleges, ekkor téglalaprol van szo; vagy két csticson megy keresztil,
ekkor az egyik atlé a szimmetriatengely, ez a deltoid. [gaz, egy paralelogramma, ha
egyben deltoid is, akkor mar rombusz. Azaz téglalap vagy rombusz lehet a szoban
forgo paralelogramma.

1863, Legyen a k kor A_B) vektorral valé eltolasakor kapott képe & k ~ k' = (P Q).

A P pont a Py pont eltolasnal kapott képe, a O pont pedig a O, ponté. A P Pésa
0, Q szakasz is megfelel a megadott feltételeknek, hiszen mindketté a k kor egy-egy
olyan hurja, amelyik parhuzamos az AB szakasszal és vele egyenld hosszu.
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1864.

1865. a) Tiikrozziik £ pontot az adott p egye-
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A leirtakbol kiolvashatd a szerkesztés menete:

1. A k kor eltolasa AE) vektorral

2. P 0

3. AB-vel parhuzamos egyenes Szer-
kesztése P-n (illetve Q-n) keresztii]

4. Py; O

5. PP 000

Ha AB hosszabb, mint k atmérdje, ak-
kor a feladatnak nincs megolddsa; ha
az atmérdvel egyenld hosszi, akkor
egy, ha az atmérénel rovidebb, akkor
két megolddsa van.

Miutan a hid hossza (folyd szélesség-
nyi) és helyzete (merdleges a folyora)
minden lehetséges ttvonalban egyfor-
ma, igy az Ut tobbi részét kell minima-
lizalni. Tktassuk ki képzeletben a fo-
lyat, hiddal egyitt az dtvonalakbol!
Toljuk el (pl.) Felvéget a folyora merd-
legesen, a folyd szélességével Alveg
felé! Igy kapjuk az F' pontot, és a folyo
egy (szélesség nélkiili) vonalld ,nyomodik Gssze”. Ekkor A és F' kozott a legrGvi-
debb ut természetesen az egyenes. Ahol ez elmetszi a folyot JCIZO egyenest, oda kell
épiteni a hidat. Visszatolva F™-t az itvonalnak az & partjara esd szakasszal egyliet F-
be, megkapjuk a térképen a valodi, teljes it rajzat.

nesre! (P1). P'N és p metszéspontja 1:20000
adja azt a pontot (PNnp = {A}), P
ahol Piroskinak a patakot érintenie '
kell, hogy a legrévidebb uton éxjen a
patak érintésével a nagymamihoz. A
legrovidebb ut PAN tdrittvonal men-
tén halad.

Minden mas (etdl kiilonbdzd), pl. P'X
PBN tordttvonal hosszabb PAN t6-
roitvonalnal. Mivel P pontot tiikrdztiik az adott p egyenesre, a tiikrozés miatt
PA = P'A és PB = P'B. Igy PAN tordttvonal helyettesithetd P'A + AN = P'N sza-
kasszal, PBN térottvonal helyettesithetd P'BN tordttvonallal. Ez utobbi hosszabb
P'N szakasznal. Ez kovetkezik a P'NB haromszdgre alkaimazott haromszog-
egyenlétlenségbdl.

1866, Az dbrat tekintsiik a valodi helyzet kicsinyitett képe-
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b) Mivel az dbra méretaranya 1 : 20 000,
és 400 m = 40 000 cm, a valdsagban
400 méternek az Abran
40 000 cm : 20 000 = 2 cm felel meg.
Toljuk el P [Br_l)tot p-vel parhuzamo-

|
san N felé, | PP, | = 2 em. Titkrozziik :
a kapott P, pontot az adott p egye- L : / K P
nesre! (P). P)'N és p metszéspontja |

adja azt a pontot (P/'Np = {K}), ¥

ahonnan Piroskanak egyenesen el kell
indulma a nagymamahoz (N pont felé), hogy az adott feltétel melleti a legrovi-
debb titon érjen oda. PP KL paralelogramma, a legrévidebb ut PLKN torottvonal
mentén halad.

1:20000

nek 1 : 800 000 ardnyban, azaz 1 km legyen 0,125 cm.
Ekkor lesz két koncentrikus — 2, illetve 3,25 cm atmeé-
r6jli — koriink. A bels6 kor egy tetsz8leges pontjat ki-
jeloljik, legyen ez a P pont. Innen 0,875 cm (az 1t
hosszanak képe az dbran) sugarral egy kort rajzolunk.
Fz messe a nagy kért O, illetve (J, pontokban. Ha
driasi szerencsénk van, akkor a bevasarlokdzpontot
jelzé R pont PQ és PQ, koriil valamelyik szakaszon : -
rajta lesz, akkor maris megvan a megoldas. Ha nem, akkor a bevaqar]okozpontot i
koncentrikus korok kozéppontja koril forgassuk el ugy, hogy PQ, vagy PQ, szakasz-
ra keriiljon a képe. Ennek a forgatasnak az inverzét alkalmazva a PO vagy PQ; sza-
kaszra, megkapjuk a keresett utat. Két megoldas lesz a feladatban megadott adatok
mellett, (Mas adatok esetében lehetne 1 megoldas, ha éppen érintés 1épne fel — a két
korat sugardnak kiilnbsége épp az épitendd Gt hossza volna —, illetve 0 megoldas, ha
a korutak alkoita gy(iril (] széles volna a tervezett at megadott hosszahoz képest.)

Allitsunk merélegest A-bdl az e egye-
nesre; legyen a merdleges talppontja P.
Forgassuk el A koriil pozitiv iranyba
90°-kal az APB derékszogh haromszo-
get, a csicsok kepét jeloljik vesszével.
A forgatisbol adadik, hogy az APB ha-
romszog egybevagd az AP'D harom-
szbggel, azaz mindkét derékszdgll ha-
romszog befogdi 3,5 m, illetve 2 m
hosszuak. Pitagorasz-tétellel ezért

=+3,5" + 2% = /16,25 = 4,03 méter adédik a négyzet oldathosszara.
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1868.) A négyzet egyik tulajdonsaga, hogy a kdzéppontja D ’ c a) Deltoid, amelyik nem rombusz (mert az 180 fokos

koriil 90°-kal elforgatva dnmagaba megy at. forgasszimmetriat mutat!).
Az ABCD négyzet O kizéppontjan athaladé egymas-
ra merSleges egyenesek a négyzet szemkdzti oldalait
az E, G valamint az F, H pontokban metszik.
Tekintsiik peldaul az OFCG négysziget. Bzt 90°-kal
elforgatva az O pont koriil pozitiv iranyba, az O pont helyben marad, C képe D lesy,
F képe rajta lesz CD egyenesén (a négyzet fenti tulajdonsaga miatt). Mivel
GOF 4 = 90°, F kepe csak G lehet. Hasonlé okoskoddssal belathatd, hogy G képe
pedig H lesz ennél a forgatasnal. Igy a keletkezé OGDH négyszig egybevagd az
OFCG négyszoggel, igy terliletiik egyenlS. Tovabbi két ilyen elforgatassal eljutunk
az OHAE, illetve az OEBF negyszbgekhez, igy valoban négy egyenld teriiletii rész-
re bornlik a négyzet.

H
A B

b) Példaul rombusz, tengelyei az atlok, és a kozép-
pontja koriil masodrendti forgasszimimetriat mutat
(azaz 180°-kal elforgatva dnmagat fedi). Ugyan-
igy jo a téglalap, meég inkdbb a négyzet is. (Lasd -
az 1861-es feladat megjegyzéset!)

a) Ha forgasszimmetrikus, akkor az masod- vagy negyedrendii lehet (180°-0s vagy
90°-0s elforgatassal fedi onmagat a négyszdg). Az elsé a paralelogramma, a ma-

a) kézeppontos szimmetria b) tengelyes szimmetria sodik a negyzet. Ezek koziil a paralelogramma 4ltalaban nem tengelyesen szim-
(piros a vdltozas, sziirke szaggatott a bontas) metrikus, tehat jo példa; a négyzet viszont tengelyesen is szimmetrikus, tehat

h nem jo pelda.

1869.| Lasd a mellékelt a), illetve b} dbrat. Nem egyediili megoldasok, de a legegyszer(ibbels.

: Ilyen nincs, mivel ha van két szimmetriatengelye, akkor az nem lehet parhuza-

: mos, mert akkor az eltolasi szimmetriat jelentene, és azt a sikon semmilyen vé-

i ges alakzat nem tud felmutatni. Viszont, ha a két tengely metszi egymast, az for-

| gdsi szimmetriat jelent, mert két tiikrozés egymasutanja mindig forgatds, a ten-
A E— gelyek szogének kétszeresével!
! |

|

|

i

K

Ha egy tiikrtengelye van és forgasszimmetrikus, akkor a tengely keresztiilmegy

a forgasszimmetria kézéppontjan. Ekkor azonban a forgatds felbonthato két ten-

gelyes titkrozésre, s azok valaszthatok gy, hogy a masodik egybeessen a szim-

. . . i metriatengeliyel. Ekkor a forgatas és a tiikrozés egymadsutanja, ami szintén hely-

Lasd a mellékelt a), illetve b) abrat. ' benhagyjf a gégyszéget, egygdarab tilkrzés lesz,g ze mas tejngellyel, azaz ekkor
a} tengelyes szimmetria, b} negyedrendi forgasszimmetria ismet van meg egy szimmetriatengely. Emiatt ilyen négyszog sincs.

(piros a valtozas, sziirke szaggatott a bontds)

1873 A parhuzamos szeldk tétele miatt
EB = FC = 3 cm, vagyis F 3: 1 arany-
ban osztja DC-t. Az ACD A-ben alkal-
mazva a parhuzamos szel8k tételét, G
is 3: 1 ardnyban osztja DA-t. Hasonlo-
an az ABD A-ben H is 3:1 aranyban
osztja BA-t, tehat az A-hoz kdzelebbi

: negyedeld pont. (Hogy a BC oldal

2 32 9 cm, az kozimbos. Altalanositva: ha AB barmely E pontjabd! indulunk ki, a harom

3.6 4.2 5 fenti pirhuzamos berajzolasa utin kapott H az £ tiifkorkepe lesz AB felezépontjara.)

4.2 , 36

3.6 42
3,6 5 32

3,2 ®

36 42 3,6 42

3

168 5 169
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2) Lisd az 4brat!

b) A 0,5 aranyn kicsinyitéskor a teriilet
negyedére csokkent, ezt a tiikrozes
nem valtoztatta meg, tehat a végsd
alakzat teriilete is negyede az erede-
tienek.

A kozéppontos tiikrozés megfelel
egy —1 ardnyd koézéppontos hason-
losagnak. Két hasonlosag egymas-
utdnja sordn {még ha kiilonbdznek
is a kbzéppontok) az aranyok Osszeszorzodnak, igy az ,eredd” egy —0,5 aranyy
hasonlosag lesz. Kérdés, milyen kdzépponttal? Ez az AC oldal és a BB szakasy
metszéspontja, H lesz — ami harmadold pont az AC oldalon, hiszen igy lesz az
AH szakasz hosszanak H ,tiloldalan™ a fele a HA", azaz a HC szakasz hossza,
{(Mivel C'felezi AC-t, az egyharmad oldalnyi CH szakasz hosszanak A ,.tilolda-
lan™ a fele a HC", azaz a HC' szakasz hossza, tehdt egyhatod oldalnyi — ami az
egyharmaddal egyiitt ¢pp kiadja az oldal felét.)

a) Ha a haromszdget elészor tiikrdz-
ziik a sulypontjira, majd ugyaneb-
bél a pontbdl negyedére kicsinyit-
jlik, akkor éppen a feladatban meg-
adott haromszoghoz jutunk. Ez iga-
zolja a hasonlosagot.

b) Hasonld haromszégek teriiletének
ardnya a hasonlosaguk ardnyanak
négyzetével egyenld,

Ez most i!g (vagy masként 1:16).

a} Az ABC A oldalfelezé pontjai (D, E,
F} egyuttal oldalfelezd pontok az
ABM. AMC, MBC hiromszogekben
is; s0t, ezek 7, U/, V sulypontjai ép-
pen M-eta D, E, F pontokkal dssze-
kotd sulyvonalak harmadole pont-
jai. Eppen ezért a DEF A M centru-

2 .
mi, 3 aranyu kicsinyitése éppen a

TUV At adja eredményiil — terme-
szetes ezért, hogy e két hdromszog oldalai parhuzamosak.

Az elzd pontbeli gondolatot meg-
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forditva: a TUV A-et M centrumu,

1,5 aranyi nagyitas viszi it a

DEF A-be — azt pedig § (az ABC A
silypontja) centrumu, —2 aranyu
nagyitas az eredeti CBA A-be. (A
csucsok egymasnak valo megfelel-

tetése muatt ilyen furcsa e harom-

sz0g betlizése.) Az ,eredd” transz-
formdcié tehat egy 1,5 -(-2) =-3 A
aranyd nagyitds, mégpedig az AV,

BU, CT szakaszok metszéspontja centrummal. Ahhoz, hogy megtudjuk, mi is ez
a pont, gondoljuk meg a kovetkezdket. Ez pont az M centrumd, 1,5 ardnyu és az
S centrumd, —2 aranyi nagyitas egymasutanja soran helyben marad, tehat rajta
van az MS szakaszon.

B

% ] //

S

(Tehat az ABC A Euler-egyenesén, 1. pl. a 2173-as megoldast.) Jeldlje e pontot K,
tavolsagat M-t61 pedig x. Ekkor K' 1,5x tavolsagra van M-t6l, az S tiloldalan. Je-
16lje a K'S tavolsagot y. A masodik transzformacio utdn K = K|, és igy SK = 2y.
Azt litjuk igy, hogy 0,5x = 3y, és x + 2y = MS. Vagyis y = % ezért 2y = g
vagyis K az MS szakasz S-hez k6zelebbi negyedelé pontja.

Megjegyzés:

Az Euler-egyenesen M-en és S-en kiviil az ABC A koré irhaté kér O kdzéppontja
is rajta van. A pontok sorrendje M, §. O, és MS = 208.

Az iménti skala segitségével: MS = x + 2y = 6y + 2y = 8y, ezért OS = 4y. De
igy OK = KM = 6y, vagyis K az MO felez6pontja. Errél a pontrol pedig tudhato,
hogy az ABCA kilenc pont kdrének — mas néven Feuerbach-korének — kézép-
pontja.




1877.] Tudjuk, hogy a haromszog sulypontja —
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a siilyvonalnak az oldalfelezoponthoz
kizelebb esé harmadold pontja. Ezert

r o o
az F kozéppontu 3 aranyl hasonldsag

C-t S-be viszi. Ha € az O kizéppontu
r sugari k korvonal egy tetszoleges
pontja, akkor § egy olyan k' korvonal
pontja, amelynek kdzéppontja FO sza-
kasz F-hez kozelebb esd harmadold

. . r
pontja ', es sugara 3

Mivel A, B, C nem eshetnek egy egye-
nesre (illetve A, B, § sem), ezért ha k-
nak van AB egyenesre illeszkedd pontja, akkor ennek képe — amely szintén illesz-
kedik AB egyenesre — k' korvonalbol elhagyando.

A k' kérvonal minden AB egyenesre nem illeszkedd pontja egy megifelelé ABC ha-
romszog stlypontja. Vegyiik ugyanis k' egy AB egyenesre nem illeszkedd S* pont-
jat! Ehhez az F kozépponti 3 aranyl hasonlosig olyan " pontot rendel, amely egy-
részt illeszkedik a k korre, masrésze az ABC* haromszdg stlypontja S (mivel §* az
FC* stlyvonal F-hez kozelebb esé harmadolo pontja).

a) Az alaphoz tartozd magassag m = V74 —24% =70 (cm).

A haromszog teriilete 1680 cm?, a beirt korének sugara T =17.14 (cr).

b) A kicsinyitett hiromszdg oldalainak hossza 9,6 cm, 14,8 cm, 14,8 cm.
A beirt kit kdzéppontjat két belsd szogfelez$ metszéspontjaként kapjuk. Ebbol
a pontbél az oldalakra merélegeseket szerkesztve adodnak az érintési pontok és
a kor sugara is.

A nagyobbik téglalap keriilete 84 cm, tehat a kicsinyites aranya g—i = 5
A kicsinyitett haromszdg oldalai:

13 104 13 78
24-5 = 3 = 14,86 (cm), illetve 18- 51 = - = 11,14 (cm) hosszuak.
Masik megoldds:

Az eredeti téglalap szomszédos oldalainak ardnya 4 : 3, ez az arany a hozza hasonlé
téglalapok mindegyikében ugyanennyi. A megadott kisebb téglalapban két szom-
szédos oldal hosszanak dsszege 26 cm, ezt kell tehat 4 : 3 ardnyu részekre bontani,
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a) Nem lehet, mert ha kiilonbozék az oldallapok, akkor a hdrom €l hossza —a, b, ¢
_ nem lehet egyenld hosszu. Viszont, ha mindharom téglalap hasonld lenne, ak-

b b . x
kor fennallna az élek hosszaira, hogy: % = —, illetve - = % Az elsdbol a b sza-
¢

Kaszhossz mértani kizepe a és ¢ szakasz hosszanak, tehat b az a és ¢ koze esik.
A méasodikbol ¢ esik a és b koze. Ez egyszerre nem lehet, illetve a harom oldal
‘ . b a e
egyenldsége kovetkezik ebbdl, de ezt kizartuk. Ha — = — lenne a masodik
c
aranypar, abbdl 1s mindhirom oldal egyenlésége kovetkezne.

b) Ez lehet, ha az egy csticsha futd élek koziil az egyiknek a hossza mértani kozepe
a masik két él hosszanak. Ekkor két szomszedos oldallap hasonlo lesz.

AFEB szbgszarra parhuzamos szeldszakaszok
tételét (vagy hasonlosagot) alkalmazva:

-i—:—’é—g—=>x'-2,4cm.
x+2,8 10,5 o
AEB szogszarra parhuzamos szeldk tételét
x 2,8
alkalmazva: — = T =5 y=2,0cm.
¥
(A rajz nem méretaranyos!})
A 10,5
.
a) Toljuk el a BC szarata CD vektorral. Az \
AB'D haromszdg egyenlé szaru és hason- e
16 a DCM haromszdghdz. A hasonldsag A
aranya 1:2, ezért MC = 2 és MD = 2,5 b=C ¢
egység hosszu. \
v4 4

b) Az atlok az alapok hosszanak aranyaban,
azaz 1 :3 aranyban osztjak egymast.

4 2
A B B

3 , .
Az APO héromszoget az A csicsabdl 5—szeresére nagyitva a PQ szakasz a DB at-

. 3
léba megy at. Ezért PQ parhuzamos DB-vel és DB hossza a PQ-énak E-szerese.
A CSR haromszdget a C csticsabdl 3-szorosara nagyitva az SR szakasz a DB atioba
1
megy at. Bzért az SR parhuzamos a DB-vel €s SR hossza a DB hosszanak g—szorosa.

A fentiekbél kivetkezik, hogy PQ parhuzamos SR-rel és PQ: SR = 2 L.
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7487 Ha P-ben mer6legest allitunk az erintdre, akkor megkaphatjuk a k kor atmérdjét

1884.) Egy egyszerii hasonlosagi feltevés huzodik meg a feladat mogott. A szemem ég 5
(PR), majd ennek felezGpontjat megszerkesztve a kor K kdzéppontjat.

hiivelykujjam tavolsaga felel meg a vasuti kocsi télem vald tavolsaginak, mig a ke
ujjam szélessége a kocsi hosszdnak felel meg. Eszerint a kévetkezd aranypar irhatg

h 272
fel: —— = ——,
0,04 0,08
keresett hosszat, Ebbél 2 = 16, azaz 16 méter koriil lehet a kocsi hossza. Nyilvap

a) Kicsinyitsiik felére Q-bola Késa P
ahol minden adatot méterbe szamoltunk &t, és & jeloli a kogsj pontot. K' & kicsinyitett " kbr ko-
zéppontja, P’ a kicsinyitett kor egy
pontja, amelyben az e érmtd ¢’ képe
ez elég , pontatlan mérés”, ezért mondjuk azt, hogy kb. 16 méter. érinti a k&’ kort.

a) Pontszerinek tekintve az objektivet, mogdtte persze mindkét kép ugyanolyan
messze keletkezik (a film adott tavolsagban van a lencse mogott, ez nem valtozik 4
kiilonboz6 targyak esetén), legyen ez k. Az 1,8 m magas ember 12 —2 = 10 m-re

4 cm ~1L8m

van a lencsétdl, és 4 cm magas a képen, tehat hasonld A-ekbol

} 10m’

amib6l k£ = 22,2 cm. A masik hasonlé haromszog-parbol a fa x magassagira
7 m ¢ , ahonnan x = 3,78 m. b) Az a)-ban leirt szerkesztési 1épések
222cm 12m ebben az esetben is célhoz vezet-

nek.

b) A nagyitas nem tavolsagfiiggetlen, igy nem lehet a kérdésre altalaban vilaszolni,
Aol fiigg, hogy a targy milyen messze van a fényképezdgép objektiviéiol.
(Eppen ezért latszhatnak kis targyak nagyobbnak a képen a nagyobbaknal - és
ez a lehetdség hétkOznapi tapasztalat —, mert kézelebb vannak, tehat a nagyitas —

Eldsziir célszerili megszerkeszteni a

illetve kicsinyités — nem tavolsagfiiggetlen.y Az a) részben pl. a fa kicsinyitése: T korsk kézéppontjat (pl. két-ket hur fe-
1 : 54; mig az emberé: [ : 45! lezémerdlegesei segitségével). Legyen s
a ky kor kozéppontja Py, a k, koré P,.
1886.| a) lit is hasonlosagbol indulunk ki, feltételezve, hogy a Hold pontosan eltakarja a A feladat szdvege szerint:
Napot, f?Zé]’t a Foldtél valo t'évo,lsf’lga’ik arényg megfelel a sugaraik aranyanak, KP, = 3 KP,, ezért KP| = 2 P\P,.
ami pedig azonos a keresett atmérdarannyal, hiszen az a sugarak kétszerese.
d 1.5-108 Ebbd] K mar kénnyen megszerkeszt-
Azaz; N = — = 390,6. hetd.
dy 3,84-10 e

b) Ha a sliriségek megegyeznének, akkor a tomegek a térfogattal lennének aranyo-
sak, ami tudottan a hasonlosag aranyanak (lasd a) rész) a kobével szamolhato, tehat
my 2107
mH B ]Tt[,[

¢) Mivel a Hold tdmege ennek a b)-beli vilasznak tébb, mint a kétszerese a vald-
sagban, ezért a Hold siirlisége is tobb, mint kétszerese a Napénak.

= 390,6° =~ 5,96 -10", ahonnan my = 3,356 - 10% kg lenne.
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?

Barmely két kor hasonlo. Mivel L- 3 ezért a hasonlésag ardanya vagy 4 :%
¥

2
vagy A, = 3
A feladatnak tehat két megoldasa van. A keresett kordk kozéppontjat jeldljiik O
2
vel, illetve O"-vel. Ot megkapjuk, ha a H kozépponti 4, = 3 0", ha a H kozép-

2
pontid 4, = —— aranyu hasonlésagot alkalmazzuk O-ra.
OH O'H 2 2
=== oy O'H =HO" == -6 =4 {cm).
on ~on 3 ¥ 3 (em)
Azelsd esetben O0'= OH-0O'H=6-4 =2, 00" = 2 cm;
a masodik esetben Q0" = OH+ HO'" =6+ 4 = 10, 00"=10 cm.

Tiikrozziik a P pontot a ¢s b egyenesekre, a kapott
Py, illetve P, pontokat &sszekdtve ennek az egyenes-
nek a-val és b-vel valo metszéspontja adja az iitkdzé-
si pontokat az a és a b egyenesen.

ELEMI SIKGEOMETRIA

Legyen t, illetve £, a két egymdsra
meréleges tengely, P pedig az alakzat P
egy tetszéleges pontja. P #;-re valo tii- //T
korképe legyen P', P’ 1y-re valo tiikor- -
képe pedig P". Megmutatjuk, hogy P- ol
nek a tengelyek O metszéspontjara va- 5
16 tiikorképe P

Kihasznaljuk, hogy P’ és P" szintén az
alakzathoz tartozik, hiszen az alakzat P ' =4 pr
1y-re is és fp-re is szimmetrikus, mds-

részt a tengelyes tiikrézés tavolsag-, illetve szdgtartd.

A tiikrozések miatt OP = OP'és OP' = OP", igy OP = OP",
Az 4bran azonos betlivel jeldlt szogek a tiikrdzés miatt egyenldek ,ezért

POP" =200+ 28 =2(e + ), de & + f = N°, igy POP" 4 = 180"

Mivel OFP = OP"és POP" & = 180°, ezért P" valdban P-nek az O-ra vonatkozd tii-
korképe.

Mivel P az alakzatnak egy tetszéleges pontja volt, igy az egész alakzat is szimmet-

rikus az ¢ pontra.

Azt llitjuk, hogy a kozds rész teriilete allando, min-
dig a négyzetek negyed-teriilete, a helyzet(dl fiigget-
leniil, azaz ez egyben a maximum és a minimum 1s.
Azt fogjuk belatni, hogy a kétszeresen fedett teriilet
tényleg mindig egyenld a négyzet negyedével. Ehhez
a mellckelt dbra segit, hiszen ha a forgatott négyzet
mellé felvesziink még harom mdsikat, egy kétszer
kettes ,,négyzelttdmbot”, akkor konnyen latszik, hogy
az eredeti négyzet ncgy egybevagd darabra bomlik, hiszen az alapnégyzet kdzép-
pontja koriili 90°-os forgatissal egymasba vihetdk, azaz teriiletiik is egyenlé. A ke-
resett kozos rész egyetlen ilyen darab, ezért ez éppen a negyedrésze a négyzetnek.

s " R




ELEMI SiIKGEOMETRIA

Huzzunk a négyzet SO atlojaval parhuzamost a negyzet egy tetszéleges belsd pont.
jan keresztiil (EF), és szerkessziink a négyzetbe egy EF oldali, ABCD téglalaphgy,
hasonlé téglalapot! Két téglalap hasonlo, ha megfelel$ oldalainak arinya egyenlg,
igy a felvett EF-hez megszerkesztjiik a téglalap masik oldalat. (EFGH) — ebben ay,
esetben is két megoldas lehetséges, attol fiiggden, hogy EF a téglalap hosszahl,
vagy rovidebb oldala). Ezutan P-bdl nagyitjuk (vagy Kicsinyigjik) EFGH téglala-
pot, hogy H csticsa a négyzet oldalara keriiljon. Ekkor PR-re vonatkozo tengelyes
szimmetria miatt G képe is a négyzet oldaldra esik.

A kbzéppontos tikkrézes mindig helyet-
tesitheté két olyan, egymasra merd-
leges tengelyre valo tiikrozés egymads
utani alkalmazasaval, amely tengelyek
természetesen a kézéppontban metszik
egymast. Az abra szerint felvéve az A
és B csucs koriili kozéppontos tlikrozé-
sck eredménye egy, az AB szakaszra
merdleges, A-n atmend ¢, és B-n atme-
nd , tengelyre valo tiikrézés egymas-
utdnjaval helyettesithetd, mert az AB
egyenesre kétszer kell titkrozni, igy az ,kiesik”. Viszont #;1, is helyettesithetd {ez egy
eltolas) egy olyan ;7" tilkrozés parral, ahol a masodik (£,”) tengely a C ponton
megy at. Bkkor, mivel a két péar tengely tavolsaga azonos (az eltolas-vektor hossza-
nak fele), és a C kozéppontn titkrozés is helyettesithetd 7st, tiikrozésckkel, ahol £
egybeesik 1,"-gal a konstrukcio miatt, igy egy C*-on keresztiilmend ¢, " és 14 tiikrozés
ereddje a végeredmény, ami egy C*kozéppontd tilkrdzés lesz. Tehdt a hirom kézép-
pontos tiikrozés eredménye egy kdzéppontos tiikrozes, melynek C* kdzéppontjat ugy
kapjuk meg, hogy az ABC haromsziget az abra szerint kiegészitjiik paralelogramma-

va (pl. BA C-bol valé felmérésével).

ELEMI TERGEOMETRIA

4.2, Elemi térgeometria

a) A térben 2 sik vagy parhuzamos vagy metszi egymast. Két parhuzamos sik a te-
ret 3 részre, a ket metszd sik a teret 4 részre osztja.

b) A lehetséges eseteket az alibbi abrak szemléltetik:

1. A harom sik pirhuzamos. 2. Ket sik parhuzamos, a harmadik ezeket
A részek szama 4. metszi. A részek szama 6.

3. A harom sik egy egyenesre 4. A harom sik paronkénti metszésvonalai
illeszkedik. A részek szama 6. parhuzamosak. A részek szdma 7.

pans

5. A harom siknak egy kdzds pontja van. A részek szdma 8.

AR

@A lehetséges esetek végiggondolasa ugy torténik, hogy a b) részben felsorolt le-
hetdségek mindegyikéhez hozzavessziik a logikailag lehetséges dsszes kiilonbo-
20 esetben a negyedik sikot.,

Igy alabbi kiilonbozd lehetdségeket kapjuk:

L. Mind a négy sik parhuzamos. A részek szama 5.

2, Harom sik parhuzamos a negyedik ezeket metszi. A részek szama 8.
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3. Két sik parhuzamos, a masik ket sik is parhuzamos és az elézdeket metszik. A
részek szama 9.

4. Két sik parhuzamos, a masik két sik metszi egymast és a metszésvonal illesz-
kedik a parhuzamos sikok valamelyikére. A részek szama 9.

5. Két sik parhuzamos, a mésik két sik metszi egymast és a metszésvonal parhu-
zamos a parhuzamos sikokkal. A részek szama 10.

6. Két sik parhuzamos, a méasik két sik metszi egymast ¢s a metszésvonal dofi a
parhuzamos sikokat. A részek szama 12.

7. A négy sik egy egyenesre illeszkedik. A részek szama 8.

8. Harom sik egy egyenesre illeszkedik, a negyedik sik pedig parhuzamos a ha-
rom sik kozds metszésvonalaval. A részek szama 1(.

9. Harom sik egy egyenesre illeszkedik, a negyedik metszi ezt a kdzds metszés-
vonalat. A részek szama 12.

10. A négy sik paronként kiilénboz6 egyenesben metszi egymast es ezek a met-
szésvonalak parhuzamosak. A részek szama 11.

11. Hirom sik paronként kiilénb6z6 egyenesben metszi egymast és ezek a met-
szésvonalak parhuzamosak. A negyedik sik metszi czeket a metszésvonalakat. A
részek szama 14.

12. A négy siknak pontosan egy kizds pontja van. A részek szama 14.

13. A négy sik koziil barmelyik haromnak pontosan egy k6zos pontja van és ezek
a kizos pontok kiilonbdzok. A részek szama 15.

1896. A 3 pont sikjat a gémb0k a pontok altal meghatarozott € kdzéppontu kdrben met-

szik. A kor O kdzéppontjan dtmend, a sikra merdleges egyenes lesz a gdmbok ki-
zéppontjainak halmaza.

a) Nincs ilyen pont a térben.
b) A ket sik kdzitt levd pontok halmaza (a sikok pontjai is).

¢) Két sik pontjai alkotjak a keresett halmazt. Ezek az adott sikok kozotti tartoma-
nyon kiviil, az adott stkokkal parhuzamosan, a kozelebbi adott siktd! 2,5 cm ta-
volsagra helyezkednek el.

a) Nincs ilyen pont a térben.

b) A két adott sik kozotti tartomanyon kiviil 1év6 pontok halmaza és a két sik pont-
jai alkotjak ezt a halmazt,

¢) A két adott sik kizitti tartomanyban, a sikokkal parhuzamosan alld, a kdzeleb-
bihez 2,5 cm-re lévé sikok pontjai alkotjak ezt a halmazt.
A P pont merdleges vetiilete a sikon legyen P, a sik azon pontjai, amelyek P-t6l

13 cm tavolségra vannak, P-t6] v13° —12% = 5 cm tavolsdgra helyezkednek el (a
Pitagorasz-tétel alapjan).
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A P-t5] 15 cm tavolsagra 1évé pontok P-t6l 15% —12* =9 cm-re vannak. A kere-
sett ponthalmaz tehat: a P"kézéppontu, 5 cm és 9 cm sugart k6rok kozotti pontok
halmaza.

Ezek azon pontjai a térnek, amelyeknek C-t6] valo tavolsaga 3 es 3,5 cm koze esik,
a hatirok is jok. Formalizélva: {P e T| 3 cm < dpe < 3,5 cm}.

Ezek azon pontjai a térnek, amelyeknek az e-t6l valo tavolsaga 2 s 2,5 cm kozé
esik, a hatdrok is jok. Formalizalva: {P e T | 2 em < dp, < 2.5 cm}).

a) Minden, az A, B, C pontok sikjaval parhuzamos sik megfeleld.

b) Azok a merdleges sikok, amelyek az A, B, C pontok sikjat az ABC hiromszig
kdzépvonalainak egyenesében metszik.
Igen, minden olyan sik j6, amely az A, B, C pontok sikjdt az ABC haromszog k-
zépvonalainak egyeneschen metszi.

a) Adott K ponttol 2,5 cm-nél kisebb tivolsagra 1év6 pontok halmaza a K kdzép-
pontu, 2,5 ¢cm sugari gdmb belseje.

b) Adott K ponttél 2,5 cm-nél nem tavolabb lévé pontok halmaza a K kzéppontil
2.5 cm sugari gomb belseje és feliilete.

¢) Adott K ponttol 2,5 cm-nél tavolabb 1év6 pontok halmaza az egész tér, kivéve a
K kozépponti, 2.5 cm sugari gombot (gombtestet). Vagy: a szoban forgo gom-
bén kiviil lév6 pontok halmaza.

Legyen az adott P poninak a sikra es6 merdleges vetiilete P

Ha PP’ > 12 cm, akkor a sikon nincs
olyan pont, amelynek P-t6] valo tavol-
saga 12 cm.

Ha PP’ = 12 cm = 1 ilyen pont van a
sikon, ez a P".

Ha PP’ < 12 cm = A keresett pontok
az S-sikbeli olyan P’ kdzépponta kor-
vonalat alkotnak, melynek sugara:

r=+12"=x*  (x= PP".

Tehit végtelen sok ilyen pont van.

Adott ponttol adott tivolsagra 1évé pontok halmaza az adott kzépponty, adott su-
garl gdmb feliilete. A keresett ponthalmazt két gdmb feliilletének kozds ponijai gd—
jak meg. A gdmbkozéppontiok rogzitett tdvolsaga esetén a sugarak nagysagatol
fiigg, hogy a kozds pontok halmaza kdrvonal, egy pont vagy tres halmaz.
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a) A megoldas korvonal, melynek sikja merdleges az AB egyenesre, hy
r4 + rg > AB. A gombok az AB tengelyre vonatkozoan forgasszimmetrikusak, te.
hit ez érvényes a kozds pontjaik
halmazdra is. A kapott kirvonal su-
gara meghatarozhato az ABP A AB
oldaldhoz tartozd magassagaként,
ahol PC = r.

Feladatunkban

ra=5 rp=7 AB=0.

Az ABPA-et a PC két derékszogl
haromszégre bontja.

Felirjuk a Pitagorasz-tételt az

APC Acte: r” = 25— x°,

és a BPC A-re: r2 = 49 — (6 - x)z.
Ezekbél 49 — (6 —x}* = 25— x7,
Ebbél x = 1. #? = 24, minthogy
F>0,ezért r= 2\/6.

A ponthalmaz tehat az AB egyenes-
re merdleges sikban az a C kozép-

pontd kér, melynek sugara 26.

b) A megoldas egy pont, a két gomb
érintési pontja. (ry + ry = ABY A két
gomb kiviilrdl érinti egymast.

¢) A megoldas lires halmaz.
(|rAfrB| <AB < ry+ry)

() 5

Legyen a P pontnak a kocka egyik lapjatd] valo tavolsaga a, ahol

ae{l;2;:3;: 4,5, 6; 7, 8 = A, ekkor P-nek a szemkozti laptol valo tavolsaga,
(9 —a) is egész és eleme A-nak. A keresett pontok egy 9-2 =7 cm éli kocka
belsejében és feliiletén 1&vé un. racspontok.

Egy ¢len 8 pont van, a pontok szama dsszesen 8% = 512,
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A két ponttdl, A-t6l és B-t6l egyenld tavol 1év3 pontok halmaza a pontokat Sssze-

koté szakasz felezémerdleges sikja, S.

a) Az AB €l S felezbémerdleges sikja €s a kocka felii-
letének kozds pontjai, az dbran a POQRN négyzet
hatarvonalai.

b) A kocka feliilete altal az S sikbol kimetszett négy-
zet belsd pontjai, az abran a POQRN négyzet belso
pontjai.

c) Az S sik.

Az adoit tavolsigok tekinthetbk egy téglatest P
csucspontjabol induld éleinek, amelynek testatloja
OP. A testatld hosszara ismert Gsszefliggés, az un.
térbeli Pitagorasz-tétel (a téglatest testatl¢janak négy-
zete egyenlo az egy csiicshol indulo élek négyzetének
Gsszegével) alapjan felirhatd:

OP% =417 +54% 16,57 ebb8l OP = 9,39,

Tehat P pont a sikok kbzis pontjatdl kb. 9.4 cm ta-
volsagra van.

a) A P és O pontokat merSlegesen vetitjiik a harom, paronként merdleges sikra. A
vetitosugarak tekinthet6k egy-egy téglatest éleinek, amelyeknek egyik csticsa az
adott P, illetve Q) pont, ebbdl indulo élek a vetitd egyenesek. PQ egy olyan tijabb

teglatest testatloja, melynek élei az
elébbi testek parhuzamos éleinek
kiilonbségébdl adddik, tehat 3, 3, 6.

b) Ezek négyzetisszege (az un. térbeli L [ 0

Pitagorasz-tétel szerint) adja a PO
testatlé hosszanak a négyzetét.
PO’ =9+25+36=170

PO =70 = 8,37 (egysée).

P pontnak a siktol valo tavolsiga PC = m, PA = 56,
PB = 60. A feladat szovege értelmében AC = 5x,
BC = ox. Itt figyelembe vessziik, hogy a hosszabb
szakasz vetiilete hosszabb.

A PACA és PBCA derékszdgli hiromszogek, ezekre
felirhat¢ a Pitagorasz-tétel:

m* = 562 25x%, (%)

m® = 602 - 36x°.
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, 464
Ezekbdl adodik: 11x” = 607 - 567 = 464, gy x* = ETH (0 < x=06,49).

Ebbél mar kiszamithato a keresett m értéke a *-0s sor alapjn.
m’ = 60° - 36- i‘gf = 36(100 — 42,18) = 2081, 5, ebbél i =~ 45.6.

Tehat P pontnak a siktol valo tavolsaga 45,6 cm.

a) A kocka OP lapatloja az AOBP negyzetlap atloja, B D
ezért 45°-0s szoget zar be e lap éleivel.
Ugyanekkora szOget zar be az ezekkel parhuza- P E
mos tovabbi élekkel is (CF, DE, illetve CD, EF).
A t5bbi 4 él (AF, OC, BD, PE) merdleges az \(
AOBRBP sikra, tehat annak minden egyenesére, igy ||
az OP atlora is.
b) Egyenes ¢s sik szOgén értjiik az egyenes és ennek A F
a sikra es6 merdleges vetiilete altal bezart szoget.
Az OP vetiilete az OP-t tartalmazo sikkal szomszédos 4 sikra az OAPB négyzet
egyik oldala. (pl. az OP vetiileie az [APEF] sikra PA). Igy e négy sikkal az OP
45°-0s szbget zar be.
OP az AOBP sikjaban van, tehit OP ezzel a sikkal és a vele parhuzamos EFCD
lap sikjaval is 0°-os szdget zar be.

A kocka egy csuesbol kiinduld lapatloi 60°-os szoget
zarnak be, mivel egy szabalyos hiaromszéget alkot ha-
rom lapatld, lisd a mellékelt abrat. ACH szabalyos
hiromszdg, mivel minden lapatld hossza egyenld
kocka esetén, tehat AC = AH = HC. Ezért CAH <4,
ami pont a két lapatlo szdge, 60°.

AC és AF szbge az ACFA, AH és AF szige az AHF A
miatt ugyancsak 60°.

Elég megallapitani, hogy az AC lapatlo mekkora sz6-

get zar be az AF és BE, illetve AH és DE lapatlokkal, B
mivel az AC atloval szomszédos lapok t6bbi lapatloja
parhuzamos ezek egyikével, Az ACF A és az ACH A
szabalyos, hiszen cldalaik a kocka lapatloi. Ezért AC
60°-0s szoget zar be az AF-fel és CH-val, minthogy
CH || BE, azaz (AC, AF) 4 = 60° és (AC, BE) ¥ = 60°.
Ugyanezért az AC és AH, illetve AC és CF || DE altal
bezart szdg is 60°, azaz (AC, AH) 4§ = 60° és (AC, DE) 4 = 60°.
Hasonloan (AC, BG) 4 = (AC, AH} 4 = 60°.

F
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az egyenes €s ennek a sikra esd me-
réleges vetiilete altal bezdrt szoget,
Ezért meg kell hatarozni pl. az
w = GACJ-et. AG vetiilete az ;o ~ .

ABCD lapra AC. Az ACG A derek- Dy )
szdgl, mert CG merdleges az ABCD gt
lapra, tehdt annak minden egyene- B BRI
sére, igy az AC-re is.
A testatld hossza az dn. térbeli Pitagorasz-téiel szerint:

AGY = AB> + AD* + AE? = 144 + 81 + 36 = 261, innen AG = +/261. ,
6
Az ACG haromszoghen az or-ra felirhato: sine = e = ——— = (},3714, ebbdl
AG 4261
o = 21,80

Ugyanigy szamithato ki a testatld €s a mdsik két lap szoge az AGB, illetve az AGD
derékszogl haromszdgekbdl

Bizonyitjuk, hogy AB L BG. Ez igaz, mert AB merdleges a BCGF sikra, tehat an-
nak minden egyenesére, igy a B(7-re is.

Belathatjuk ugyanigy, hogy az AD | DG.

Ezekbdl a fentiek mintdjara kapjuk, hogy az AGD 4 =~ 33,85°, AGB 4 = 47.97°.
Ezek szerint a testatlo a téglatest oldallapjaival 21,8%-0s, 33,9%-0s, illetve 48,0 0s
szdget zar be.

b) E szdgek potszogei jelentik az élekkel bezart szogeket, tehat CGA ¢ = 68,27,

DAG 4 = 56,1°, illetve BAG & = 42,0°-0s.

Megjegyzés:

Megtehetjiik, hogy a testatlonak az oldalélekkel bezart szogét szamitjuk ki eldbb
(az €] és a testatlo altal bezart szog koszinuszaval). E szigek potszige jelenti a
testatlénak az oldallapokkal bezart szogét.

A feladat egy 10 cm élhosszisagl szabalyos tetraéderrdl szol. Megfeleld sikmetsze-
tet kell taldlni: a két lap kiozos élére merGleges, azt az él felezdpontjdban metszé sik a
tetraéderbdl egy olyan egyenid szari hdromszoget metsz ki, amelynek alapja 10 cm,

szarai 10- BN cm hossziak, és szarszoge eppen a kereseit hajlasszog. Ha a haj-

10
lasszigel oeval jeldljiik, akkor sin— 2 L inmen o = 70,53
- , & —_— = =—, 11 == . .
' 2 RRE
10. 3.
2
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1916, 2a) A két lap dltal bezdrt sz6g két lap-

magassag és egy oldalél altal alko-
tott (egyenld szard) hdromszég
egyik (a szar-) szoge. Koszinuszté-
tellel is meg lehet hatarozni, de egy-
szeriibb, ha a testmagassigot beraj-
zolva észrevessziik, hogy az az
alaplapot annak stlypontjaban éri
el, tehat az alaplap magassdganak
harmadaval és az oldallap magassa-
gaval derékszogli haromsziget al-
kot. Ebben a keresett szog a harmad és az egész lapmagassag (mint sz6g mellett;

befogd ¢s dtfogd) kozott talalhats, tehat ennek koszinusza — .

Visszakeresve kapjuk, hogy a szdg 70,53°.

b) Barmely szemkozti élparra illeszkedd egyenesek kitérok, Az ABCD szabilyos
tetraéder BC élénck felezdpontja F.
Bizonyirds:
Az ADF haromszog sikja a tetraéder szimmetriasikja. Ezért BC meréleges az
ADF sikra, tehat annak minden egyenesére, igy az AD-re is.
Mds bizonyitds: D
A BC ¢l mer6leges az ABC hirom-
sz0g AF és a BCD haromszog DF
magassdgara, ezért az ADF sikra,
tehat annak minden egyenesére, igy
az AB-re is. C

(4]

¢) Az ABC alapi szabélyos tetraéder
AD ¢élének az alaplappal bezart sz6-
ge az ADS derékszogili haromszég-
b6l szamithaté ki, ahol S a D-nek az “
alaplapra esé merdleges vetiilete. B
Szabdlyos tetraéderrdl 1évén szd, az
5 az alaplap sulypontja is. Jeléljiik F-fel a BC szakasz felezépontjat, akkor AF az
ABC hiaromszbg magassaga. Jeldljiik a tetraéder éleinek hosszat a-val.

2
Ekkor AF = gﬁ, AS = ZAF = %«E.

A 3 o
Jeloljik a keresett DAS szoget ar-val, ekkor cos g = Eg =3 - ER amibdl
o= 54.7°
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Megjegyzés: _
A gabé]yos tetraéderhez tartozik egy kocka. (A

kockaba irt tetraéderrdl van itt sz0.) E ’ko?.ka két—kc'ét
szemkoz(i lapjanak nem pz'lrhuzarlnos"aflqp-l. ACés
FH, a szabilyos tetraéder egyik kiterd eflpar]a. Ezek
az atlok merdlegesek egymasra, (tl.’ AC || EG,
amely merSleges FH-ra). Tehat a szakzalyos tetra-
&der szemkozti élei merdlegesek egymasra.

Allitsunk merdlegest az ABC szabe’i— D
lyos haromszog sikjara a gula D csu-

csabal; legyen a merdleges talpponqa .
D'. Ez egyben az ABC héromszog

sulypontja is, tehat CD’ :.2 - FD',

ahol F az AB oldal felezGpontja. )

Pitagorasz-tétellel a DD'C haromszog-

Jost 2 c /
bél: CD’'= 25" —7% =24 (cm), v

ezért FD' = 12 cm. o
Az FD'D derékszdgl haromszogbol

7 , o A
= =(,5833,. ezért o = 30,26".
tgee )

Legyen az ABCD negyzet oldalzt a
hosszusagu. Huzzuk be az egybevago
MBC é&s MCD haromszbgek MC olda- M
lahoz tartozo magassigait. A magassa-

gok talppontja az MC élen F. A ker(?—

sett hajlasszdg (er) ekkor a BFD ha}—
romszog F-nél 1évé szoge lesz. Kisza- a
mitjuk a BFD hiromszdg oldalait:

BD =+2-a, FB=FD, mivel a gila
szimmetrikus az AMC sikra. Az MBC

\ e A
kszoell hairomszog teriiletet ketfe-
dorcleszogl hiro i BC-BM MC-FB . FB = BC-BM azaz
leképpen irjuk fel: Typen = > = T innen = e
BD 2
— —-a
a-\E-a ﬁ isins = 2= 2 =£ innen o = 120°
FB=-————=——"-4. Tehat sin— = 5
Via A3 2~ FB

-

SIS

Megjegyzés: » .
Azi]BgC),‘)DM glla egy a élii kockéban helyezhet6 el a fenti dbra szerint. Ismert, hogy
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a kockdt egy kivalasztott testatloja koriil 120%-kal elforgatva a kocka Onmagéh,
megy at, Ha az MC testatlo koriili 120°-0s forgatdsnil a kocka B csticsa a D-be ke.
riil, akkor az MBC haromszdg sikja ugyanekkor az MCD hiromszdg sikjiba megy
at. A Ikét sik szdge tehat valdban 120° (60°).
Az ABCD alaplapli szabalyos giila ma- E
gassaganak talppontja T.

Az ET magassag az ETC derékszogl
haromszsgbdl szamithato ki.

m = 6,45in72° = 6,1.

A gila magassaga 6,1 cm.

a) Az ABCD alaplapu gula éleit a-val
jeloltitk. A magassag talppontja, 7,
egyuttal az AC atlo felezbpontja.

AC:aﬁiAT:%Ji

Az ATE derckszogl haromszoghben
a keresett szoget o-val jelolve
V2

AT %5 2

CoS@ =——= = .
AE a 2
A keresett szog tehat 45%-os,

b) Az elGbbiekbdl kivetkezik, hogy az ACE haromszog derékszogl: a két szemkéz-
ti oldalél merdleges egymasra.

Megjegyzés:

Szogfiiggveény alkalmazasa nélkiil is megoldhato a feladat. Csak azt kell észre ven-
ni, hogy az ABC A = AEC A, hiszen 2-2 oldaluk egyenlé a-val, a harmadik pedig
kizis: AC. Ebbol adodik, hogy az oldalél az alaplappal 45%-0s szbget zar be, a ket
szemkozti oldalél pedig merdleges egymasra.

A két szomszédos oldallap mint két metsz6 sik sz6-
gének meghatarozasahoz a metszésvonalukra (ez a l

kozos oldalély mindkét sikban merdlegest allitunk

(ez lehet példaul mindkét lapon az emlitett oldalélhez
tartozo magassag). Lévén szabélyos haromszogekrdl

3z0, e magassagok az él (jeldljiik a-val) > -szZere-
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sei. E magassagoknak a kozds véglik-
151 kiilonboz6é masik végik egy a éli
négyzet ket szemkozti esicsaban talal-
hatd, tehat e magassagok a négyzet
\/Ea hosszusagi atldjaval hdromszdget
alkotnak. E haromszog egyenld szarg,
&s a szarszoget keressilk. A szarszog

felezdje egyuttal az alap felezOmeréle- V2a

gese is, ezt berajzolva két derckszogli haromszogre bonthatjuk haromszogiinket,
amelyben a keresett sz0g felét egy egyszeril visszakereséssel meghatarozhatjuk:

V2

a
) E—— i
g = /=, amibdl — = 54,736%, sigy e = 109.47°.
sin 5 2 3 5 £y
—a
2

a) Ha egy cstcsbol induld harom élet metsz a sik, ha-
romszog-metszet keletkezik. Ha mindharom élen
a csucstol ugyanolyan messze van a metszéspont,
a haromszdg szabalyos is lesz. (A legnagyobb
ilyet harom alkalmas csucson athaladd sikkal tud-
juk kimetszeni; ekkor lapatiok lesznek a harom-
szog oldalai.)

b) Természetesen lehet a metszet négyszog, de legal-
talanosabban is csak trapéz, mivel a négy elmet-
szett oldallap koziil legalabb az egyik kettd parhu-
zamos, tgy egy parhuzamos oldalpar mindig kelet-
kezik. Ha négy, egymassal parhuzamos élet metsz
a sik, akkor két-két parhuzamos oldali négyszog-
metszet (azaz paralelogramma) keletkezik. Ha a
metszd sik merdleges ezen élekre, a metszet sza- !
balyos (azaz négyzet) lesz.
Otszogben is metszhetS, ebben azonban mindig !
lesz két-két parhuzamos oldalpar, emiatt aztan |
szabalyos Otszogben a kocka nem metszhetd el.

\\______fﬁ

Szabalyos hatszigben viszont igen: egy testatlo
felezémerdleges sikja épp ezt teszi. (Es igy persze :
egyaltalan hatszogben is elmetszhetd.) C
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Az ABCD alaplap atldja AC = av/2. A C-bdl indu- H  a
16 testatld, CE az ACE derékszogt haromszog atfo-
gdja. A Pitagorasz-tételt alkalmazva:

CE* = + (a-\ﬁ)2 =347, innen CE = av/3.

Megjegyzés:
Itt a téglatestre vonatkozod un. térbeli Pitagorasz-tétel

(F* = a’ + b + ¢?) specidlis esetét vezettitk le.

Az 1923 feladat abrdjat es az ott leirt gondolatmenet alapjan kapott eredményt (tn,
térbeli Pitagorasz-tétel specialis esetét) hasznalhatjuk fel. E szerint CE = av/3.
Innét kifejezziik a-t: a = E”E Behelyettesitjiik az adatot: a = % = 1,8,

A kocka éle 1,8 dm = 18 cm. .

Legyen a kocka éle a. Ekkor a lapitlo o = a2, s ebbdl a kocka éle, a = %
2

PERN N LY

2 4

A kocka felszine: A = 6a” = 3d2, térfogata: V = @ =

A testatiotol a két végpontja 0 tavol-
sagra van. Egyébként a testatld olyan
der¢kszogli haromszogek atfogdja,
melyeknek befogoi egy él és egy lapat-
10, a derékszoglt csucspont pedig a
kocka egy-egy cstucspontja. E harom-
szbgek tehat egybevagok. Igy elég egy
ilyen haromszbget vizsgalni. Az atfo-
gohoz tartozo m = AT magassag éppen
a csucsponinak a testatlotol vald tdvol-
saga.

Az m kiszamithato gy, hogy az ACE A
teriiletet ketfeleképpen irjuk fel.

Felhasznaljuk, hogy a lapatié, AC = a2, a testatlo, CE = av/3,
Az ACE A teriiletének kétszerese: m - EC = AE - AC, innen a kocka csicsanak a

QZ\E% 2

a\/g-a 3

testatloto! mert tavolsaga: m =
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Megjegyzés: ) -
1. Az m kiszamithato az AEC A-re felirt magassagtétel és az ATE A-re felirhato Pi-

tagorasz-tétel felhasznalasaval is.
. 2 2
m = x(ax/gnx) és mi=a’-x ()

E két eayenletbd] kapjuk: xav3 = a, ahonnét x = —%
Ezi az ertéket behelyettesitjiik a *-gal jeldit egyenletbe: m o=a —

‘ 2
Ebbdl a keresett tavolsag 0 < m = a\/; .

2. Az x értékét az AEC haromszogre felirhato befogotételbdl kizvetleniil is kisza-

mithatjuk: a* = xay3 = x = %.

a) A kocka testatlojanak és egyik (a testatlohoz csatlakozo) €lének végpontjai egy
derékszogil haromszoget hataroznak meg, ahol a testatlo az atfogo, az egyik
&l pedig befogo. A hajlasszdg (&) ebben a haromszdgben az egyik szdg, igy

cose = —
testatlo

& = 54,74°. Ha egy olyan ¢llel szeretnénk meghatarozni a testatlé szoget, amely

nem a testatld egyik végpontjabol indul ki, akkor keressiink az adott éllel par-

huzamos, a testatlo végpontjabol kiinduld kockaélt, és ezzel az éllel hatarozzuk
meg a szOget, mely megegyezik a keresett szoggel.

b) A testatlé merbleges vetiilete az egyik lapra éppen a lap atloja lesz. Az atlo és a

testatld végpontjai egy derékszdgli haromszoget hataroznak meg, ahol a testatlo
lapatlo

az atfogd. Ha a hajldsszog o, alkor cosor = —r ; a lapatlo hossza 12 - xE cnt,
estatlo

2
. A testatlé hossza 12-+/3 em igy cose = ———=, ahonnan
1243

242
a testatlo hossza 123 cm, igy cose = l . Innen o = 35,26°,
12-43

c) A testatld két végponija és a csies altal meghatarozott derékszogil haromszig at-
fogohoz tartozd magassdgat keressiik, legyen ez d. A haromszog teriiletét kétfe-

testatlo - & két befogd szorzata L

—_— = 5 . A testatlo 12 - w/gcm,

2
121242 A2

a két befogd 12 cm és 12-+/2 em, gy d = ——~= =12-2= = 9,80 (cm).
g gy 12“\/5 ﬁ

leképpen irjuk fel: T =
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1928, Egy a élii kocka lapatloja av2, testatldja av/3. Az

EH él mer6leges [ABFE] lapra, igy HE merdleges EB
lapatlora, HEB derékszogi haromszdg, melyben £
csucsnak HB testatiotol valo tdvolsaga EX. Irjuk fel
az EHB haromszog tertiletét kéttéleképpen!
HE-EB HB-EK _a-av2 aV33
T = = = = =
2 2 2 2

36

= g= —2— cm a kocka éle.

a) EH-val parthuzamos él AD, BC és FG. Az élfelezd
pontok ilyen sorrendben: P, G, R, S.
P = a, mert parhuzamos és egyenld az AE = a

gliel, PR = a\E , mert parhuzamos €s egyenld a
BE lapatloval. Az ¢ = 1 miatt PR = /2.

b) Az AFE és EH metszd élek felezdpontja pl. X és Y.
XY az AEH hiromszognek az AH-val parhuzamos

kdzépvonala, Minthogy AH = av2, a felezdpon-
tok tdvolsaga XY = %.

5
=

Az a = 1 miatt XY =

¢) Kitérd élek pl. EH és BF, az utdbbi felezOpontja U. XU hossza Pitagorasz-tétellel
szamithatd ki az XY derékszogl hiromszég atfogodjaként. (XY 1L YU, mert YU
merdleges az [ADHE] sikra, igy annak minden egyenesére, tehat X¥-ra is).

1 3
XU? = X¥? +YU? = Eal +a’ = Eaz ebb6l a kitérd élek felezépontjainak

2

tavolsaga, XU = a\/g. Az g = 1 miatt: X{7 = \E

Megjegyzés:

1. A kocka szimmetria-tulajdonsdgai miatt az élfelezé pontok kozott masféle tavol-

sdg nincs.

A

p
N F
: |
oD )
B
H
X
O F
: > [
D
B

2. Az XU meghatarozhat6 az XEU derékszdgd haromszdghdl is.
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Az ABCDEFGH téglatest egyik testt-

16ja BH (= f), az ABCD alaplap atléja ' G
BD (= d). E ‘ e

A DAB A derékszogii, mert két oldala | f

az ABCD téglalap oldala; o b

HDB A is derékszogl, mert HD mer6- O Pd N C
leges az ABCD alaplapra, tehat minden A a 5

egyenesére, igy BD-re is.
Legyenek a B csucsbol indulé oldalélek: BA = a, BF =b, BC=c.

Katszer alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt: DAB A-re: d*=a’+ctés
HDB A-re: f2 =d’+b°.
E két dsszefiiggésbol kapjuk az un. térbeli Pitagorasz-tételt: FP=a+b*+c.

A két tetraéder egylittesébdl allo 6sz-
szetett test kézéppontosan szimmetri- TN
kus a kbzds magassag felezGpontjara, ’
és harmadrendil forgasszimmetriat )
mutat e magassag mint tengely koriil. F\;y__""
Ezért metszetiikre is ugyanez igaz. Az ’
igazi feladat a két palast metszetvona-
lanak meghatarozasa. Tekintsiik pl. az
abran fekete szinfl tetraéder ,el6l”, ne-
kiink jobbra 1évé ABD lapjat. Ez par-
huzamos a sziirtke tetraéder ,balra ha-
wl” 1évé EFH lapjaval, ezért a masik
két sziirke lappal (EGH, FGH) valo
metszésvonala (1J, IK) parhuzamos az
EFH lap ugyanezen lapokkal vald met-
szésvonalaval. De azok a sziirke tetraéder EH, FH élei! Ugyanez a gondolat mind-
egyik piros élre elmondhatd, igy megallapithatjuk, hogy a palastok metszesvonalai
mind az eredeti oldalélekkel parhuzamos szakaszok. Igy a metszettest lapjainak
szemkozti élei parhuzamosak, tehit e lapok legalabbis paralelogrammak. A mar
emlitett harmadrendii forgdsszimmetria miatt azonban a metszettestnek az eredeti
tetraéder csicsaibol (D, H) indulé élei egyforma hossziak, tehdt e paralelogrammak
rombuszok, Vagyis a metszettest egy romboéder. (H
az ABC lap sulypontja, az innen indulé HI szakasz
parhuzamos CD-vel, hiszen annak tiikrozésével jott
létre a HG él. Az egész abra sikszimmetrikus pl. a
HGDC sikra. Ezért DI és CH egyarant az Oket tartal-
mazo lap magassagvonalara illeszkedik, ezek az AB
él felezGpontjaban fuinak Gssze. Az ezen pont és a C,
D alkotta haromszogben alkalmazva a parhuzamos
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szel6k tételét: CH = DI, de ekkor [ az ABD A silypontja. A t6bbi hasonld pongrg
ugyanez all, tehat az egyik tetraéder €lei a masik lapjait azok sulypontjaban dafik
at. Bigy szabalyos hiromszog egyik csicsdra és sulypontjara mint szemkozti csiesrg
illesztett rombusz éle harmada az cldalnak, mint azt néhany, oldalakkal parhuzamog
szakasz berajzolasaval konnyen belathatjuk. Vagyis a metszetként kapott rompyg.
éder élhossza egyharmada a tetraéder élhosszanak.)

Legyen az eredeti kocka éle a, ekkor felszine 6a°.

Az 1j kocka éle a + 4, felszine 6(a + 4)2 = 6a” + 480.

Ezt 6-tal osztva: (a + 4)2 =a’+ 80, felbontva: a1+ 8a+16=a’+ 80, rendezve:
8a = 64, azaz a = 8. Ekkor az eredeti kocka térfogata: V = a° = 8° = 512 (cm3),

A téglatest éleinek aranya: a:b:c = 1:3:5. Ez azt jelent, hogy b = 3a, ¢ = 5a.
Felszine: 2(ab + bc + ca) = 46512, terfogata: abe = 15a°.

A feladat szbvege szerint 15a° = 4642, amib8l a = %’- (a>0).
A fentieket felhasznalva b = 4?6, €= A;—G

Legyen a téglatest egy csucsbol indulo harom éle 3x; 4x; 5x.
Igy térfogata 3x - 4x - 5x = 300, ebbdl x = /5.
Egy cstesbdl kiindulo élei: /5 cm, 4Ys cm, 535 cm.

Az edény térfogata 1027 - 17 = 5341 cm3 = 5,34 liter, tehat megfeleld lesz.

a) 3 deciliter = 300 cm3. A bogre alapteriifete tehat 30 cm2, amibdl az atméréje
6,2 cm-nek adodik,

b) Egy bogre esetén az aljat és a palastjat kell kiviil-beliil mézzal bevonni, ez dssze-

sen 2(3,1 Tn+ 627) = 450 (cm?), amit még 8%-kal ndvelve 486 cm?2-t kapunk.
1500 darab bogre esetén Osszesen 787 200 cm2-t, azaz 78,72 m2-t kell mazzal be-

VOnni.
T
/_'\
|
:B D
M ap (o
aA
I
|

A fekv), forgishenger alaki kazan
vizzel tolt6tt részének keresztmetszete 30

korszelet. Ennek teriiletét kell megha-

o

taroznunk a viz mennyiségének megal-
lapitasahoz. A kérszelet teriilete Ossze-
adodik az A kézéppontd r = 7 dm su-
garl, f = 360° -2« kdzépponti szogl
koreikk €s egy haromszog teriiletébdl.
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Az abran feltiintetett ¢ kiszamithato az ABC derékszogii haromszégbdl, melynek

. 7
oldalai: r = 7dmés x = 3 dm.

A cose = f - % ebbd] o = 70,53°, 2 = 141,06°.

2 .
AHACD) = T SR2% _ 54 Ssin141,06°= 15,40,
2
e e b i T . B ]
A koreikk ¢ teriiletét megkapjuk: . = 360" ebbél 1= 3607

minthogy f = 360° — 20 = 218,94° = t' = 29,80m ~ 93,62.
A korszelet teriilete: {ACD) + ' = 15,40 + 93,62 = 109,02
A viz térfogata V = 30 - 109,02 = 3 271 (dm?).

A kémesd kt{ét szgm.szédos beosztasa kozotti térfoga- @
ta [ cm3, ezért r" 1,5 = 1.
Tnen 2 = - = 0,21 = r = 0,46.
1,5 o]
A kémesd belsd atmérdie kb. 0,9 cm. <= |
P
(v
A 120 m3 térfogaty tartaly egy h magassagu henger- 6m
b6l és egy félgbtmbbd! all. Sugaruk 3 m. /\

3 ; -
rzﬂh+%4r T - 120. N
Az r behelyettesitése és a kizds tényezdk kiemelese
utan: h

120

9:!1(h+2)=120,ebb61h+2:§. L

40 i ju1
Ebbbl h=——-2=2,24. k ’”E /

3w
A hengeres rész magassaga: 2,24 m, .
82 hl = 8200 liter = 8,2 m3. 4 6ra alatt a tartalyban 32,8 m3 viz lesz.

, 32,8

Mivel a tartdly alapteriilete 3,752:1 = 44,18 (m?), ezertaviz h = 471_8 = 0,74 (m)

magasan all benne.
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1941 V=15"#-7 30 412,3 {cm?3).
360

1942) Az eredeti henger adatai: r az alapkdr sugara, és m a magassiga. Az dtalakitassal ay
Atmérd | em-rel, tehat a sugar 0,5 cm-rel csdkkent, mig a magassag 4,7 cm-rel néte,
A térfogat nem véltozott, ez lesz az elsé egyenlet. A felszin ndvekedése is adott, ami
a masik egyenlethez vezet. A kérdés az {ij henger méretei, de ehhez a regit is meg
kell hatarozni. Egyenleteink, amelyekb6l az r-et €s az m-et keresstik:

(1) rPam=(r-— 0,5)% a(m + 4,7).

(2) 2rm(r+m)+27.3 =20 - 0,5)a(r - 0,5 +m+4,7).

Az elsd egyenletet 7-vel, a masodikat 277-vel eloszthatjuk. Ekkor (2) kifejtve:

22k rm 4,345 = 10— r+ 025+ rm+4,7r—0,5m - 2.35.

(Felhasznaltuk, hogy (r—0,9[(r—0.5)+ (m+4,7)] = (r— 0,5)2 +(r—0,5)m + 4.7,
Masként is szamolhatunk: (r — 0,5)(r + m + 42) =

= 2 _05r+rm—05m+42r—21=r>+rm+37Tr-05m-21)

Mindebbél: 6,445 = 3,7r — 0,3m, azaz m = 7.4r - 12,89,

Ezt beirva a 7=vel leosziott {1)-be:

r2(7,4r4 12,89) = (r— 0,5)2(7,4r — 12,89 +4,7), azaz

T4r 128007 = (2 = 7+ 025)(74r - 8,19) = 747" — 15,597 +10,04r — 2,0475.
Rendezve egy masodfokua egyenlet adodik: 2.7r" — 10,047 + 2,0475 = 0.

Ebbél ry = 3,5 (cm), illetve rp = 0,22 (cm). Behelyettesitve ezeket, a magassagra
m, = 13 (cm) és my =~ —11,26 (cm) adodik. Utobbi nem lehetséges, de a gyakorlati
feladat szovegéhez eleve nem illik ilyen keskeny henger. Azaz az eredeti tiditds do-

boz 3,5 cm sugart és 13 cm magas henger, amibél 3 cm lett az 0j sugar, és a magas-
sag pedig 17,7 cm. Keskenyebb és magasabb leit tehat, kisebb kézzel is atfoghato,

1943.] Az g &lil szabalyos haromsz0g magassaga —— d. €gY

2
B
ilyen haromszdg teriilete ezeért __%—_ = 7} a’,a

a négy ilyen lapbol allo tetracder felszine tehat:

A=+3a. A testmagassag az alaplapot annak suly-
pontjiban éri el, ezért ez egy olyan derékszogl ha-
romszog egyik befogdja, amelynek atfogdja egy ol-

dallap magassaga (% a), masik befogdja pedig egy ugyanilyen magassig egyhar-

3 .
mada (—g a, lasd az 1916, feladat megoldasat). Pitagorasz-tétellel e testmagassag:
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 [3a* 3d _ [27d’ =3a” 244> E“
V4 36 36 36 V3

R

A test terfogata tehat (alapteriilet szorozva magassiggal, osztva harommal):

J3 o, 02

—Er—a- gagﬁ ;

T B T
3 12

A tetraéder egy lapjanak teriilete 2300 cm?, Ha a tei-

i 23
raeder élhosszat a-val jeloljik, akkor 2500 = i

amibél @ = 76,0 cm. -
A tetraéder D csticsabol az ABC héaromszdg sikjira

Allitott merdleges talppontja D' Ez egyben az ABC A
haromszog sﬁlypont\j/z_i_ is, tehat

2 a3 a3

— 2 0 = T = 43,9 (em).

P=37 3 (cm) B

a=176,0

A tetraéder magassagit a DD 'C haromszdgbOl Pitagorasz-tétellel szamithaguk:

m = 76,07 — 43,97 = 62,0 (cm).
a) Az oldallap m, magassaga Pitagorasz-tétellel:

J102 —3,5% = /87,75 = 9,37.
Az alaplap mint szabalyos Btszdg kdzéppontjabol
az egyik (alap)cl felezGpontjaba mutatd szakasza:

33 4,82,
tg36°

.
Az alaplap teriilete igy: T = 5% ~ 84,30.

7
A test felszine: A =T + 5—?& ~ 248,23

Ujabb Pitagorasz-tétellel a testmagassag: m, = m, - x* = 8,03.
Tm
A test térfogata igy: V = ——3-’ = 225,76.

A giildba irhato gomb az alaplapot m; talppontja-
ban érinti, az oldallapokat pedig azok magassag-
vonalan. Ha a gulat elmetssziik egy 1¢ €s m,Ti
illeszkedd sikkal, akkor a gdmb egy fokorét latjuk,
amelynek kozéppontja m,-n vai, és amely érinti
1m,,-t és x-et, mint egy sz0g szarait (ntobbit épp my-
vel kiszos végpontjaban). Vagyis a kor kdzéppont-

oy
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Jarajta kell legyen m,, és x szdgfelezéién. Ekkor a szbgtelezdtétel miatt (13gg pl.

1759. feladat d) pontja): r = —%* =2 73,
X+m

a

1946.) Az alaplap 6 db szabilyos hiromszdgbél, a paidst D

6 db egyenlé szard haromszogbdl 4ll. Az egyik ilyen
az ABD A, az alapjahoz tartozd magassaga azonos a
CDF A atfogojaval, ahol C a testmagassag talppont-
ja, /' az AB alapél felezépontja.

CF kiszamithat6 az ABC szabilyos haromszég ma-

gassagakent: CF = gxﬁ = 0,6@.

A CDF derékszogii haromszogre felirt Pitagorasz-té-
telbdl kapjuk meg DF-et. A
DF*= CD? + CF? = 25 + 1,08 = 26.08. F z
DF = 5,107.

a-DF

A paldst terillete: 6- = 3-1,2-5,107 = 18,38.

A toronysisak befedéséhez kb, 18,4 m2 rézlemez sziikséges.

A keletkezett forgastest egy olyan kettés kip (ACC',
BCCY), melyek alaplapjénak sugara a derékszogi ha-
romszog dtfogohoz tartozd magassiga.

A derékszOgli haromszdg atfogdja Pitagorasz tétele
alapjan 10 cm. ABC derékszigii haromszdgre a befo-
gotételt alkalmazva 6 = v10x, cbbél

DB =x=36cm, AD=10-x=64 (cm).

ABC derékszdgli haromszogre a magassagtételt al-

kalmazva CD = VAD-DB = ./6,4.3,6 = 4,8 (cm)
az tfogdhoz tartozé magassag és egyben a kettds kup alapkorének sugara. A kettds

2 . 2 - . 2 - .
kip térfogata: ¥ - CD* -n- DB N CD* -7 - AD _CD" -n-(AD+ DB) _

3 3 3

_CD* . AB 4,8 .7.10
B 3 3
Megjegyzés:
Az ABC derékszigii haromszig dtfogdhoz tartozd magassaga a haromszog teriile-
tének kétféle felirdsabol is megkaphato.

f= Bz_m = %3-, ebb6l az m = 4.8 (cm).

= 241,3 (cm?).
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A megadott haromszdg legnagyobb

oldalaval szemkdzii szoge tompaszog!

Egy-egy Pitagorasz-tételt irhat’unk fe}

az AB'B, illetve az AB'C derckszogl

haromszogben:

r2 = 38 2 mz, illetve

2 = 567 = (m+26,31)°.

Ebbdl a két egyenletbd] allo egyenlet-

rendszert megoldjuk:

182 m? =56 —(m+2631)°

52,62m = 999,78

m = 19,00 cm

Visszahelyettesitéssel r* = 387 — 19% = 1083, vagyis r = 32,91 cm.

A forgastest felszine a B csucsu, illetve a C csucsi forgaskipok palastteriiletének

Gsszege: A = 38 - 3291 + 56 - 32917 = 9718,6 (cm?). )

A forgastest térfogata a C csucsi, illetve a B csiesu forgaskupok térfogatanak kii-

32,91 7(26,31+19.00) 32,91°7-19,00 _ 32,91°7-26,31 _
3 3 3

lonbsége: V =
= 29 840 (cm?3).

Mdsik megoldas: , -
Ha az ABC haromszog B-nél fekvd szogét kiszamitjuk (120%), akkor r és m értékét

az AB'B derékszgll haromszogbol akar szogfliggvények (vagy spegiélisan a szaba-
Iyos haromszogre vonatkozé ismeretek) segitségével is megkaphatjuk.

A keletkezett forgastest térfogata az
ACC' és BCC' forgdskipok térfogata-
nak kitlénbsége.

A forgaskupok kozds alapkirének su-
gara az ADC derékszdgll haromszog-

bél sin 20°= % ebbél » ~ 18,8 cm.
A kérdéses forgastest térfogata:
CD* -m-AD CD®-m-BD _
3 3
2 2 2
_CD* -x(AD-BD) _CD’-m-AB 188 -m-30 103.6 (cm®).
3 3

V=
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a) Az ABC Aleghosszabb oldala legyen AB. Ha e k-
riil forgatjuk meg a haromszdget, akkor a 1étrejétt C
forgastest ket, alapjaval egymashoz illesztett kip, 5 4
amelyek r sugara az ABC haromszignek az AB-

hez tartozo magassaga (ennek talppontja D), a k- —- I

pok magassiga x és y, ezek Osszege AB. Meghat4-
rozhatd r az ACD és BCD deréksz6gli haromszo-
gekre felirt Pitagorasz-tételbdl,

ACDA-te: r*=25-x",

BCDAxre: r¥=16—(7-x°

Ezen egyenletrendszerbdl kikiiszoboljiik az r-et:

X = ER Ezt visszahelyettesitjitk az egyik eldbbi

egyenletbe r* = 25— 84l = ﬁ
49 49
A forgastest térfogata a fent emlitett két kop térfogatanak Ssszege:
) , , 3845
rfax rtmy r'm 49 1282
3 T3 g wEET >

A forgastest térfogata 57,45 cm3,

b) A legrévidebb oldal a BC. E koriili torgataskor 1ét-

rejévo test alakja fligg attol, hogy a haromszog he-
gyes-, derék- vagy tompaszogli-e. A hiromszoy
leghosszabb oldalara felirt koszinusztételbdl meg-
allapithato, hogy a legnagyobb szbg koszinusza
negativ. Ez azt jelenti, hogy a haromszdg tompa-
szOgl. Ezért a forgastest térfogata két kiszos alapn
forgaskip térfogatanak kiilonbsége. Az alapkér
sugara r', magassaguk z, illetve z + 4.
A forgastengely ¢s az A-bol hizott magassag
egyenesenek metszéspontja F, A forgastest »* su-
garat a két derékszogii haromszdgre felirhatd Pita-
gorasz-tételbdl szamitjuk ki,

ACF Are; 7% =25-7%

ABF Are:  r'? =49 (4 +2)%

Ezen egyenletrendszerb8l kikiiszoboljiik v 2et:

z = L. Ezt visszahelyettesitjlik az egyik egyenlet-

be, amibél adédik: ' = 24.

Fraz+4)  Plr-d
33

V= =327~ 100,5. E forgastest térfogata kb. 100,5 cm?.
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A forgaskup csicsan atmend, az alaplapra merdleges sik a fc?rgéskl’lp‘l-)(’)ll olyarn egyen-
16 szard haromszdget metsz ki, amelynek alapja a forgéskup, alafpkorenek dtmérdje,
szara a forgaskip alkotoja, alaphoz tartozd magassiga a_lforgasku}') magassaga.

Az r sugarl, m magassagy, a atkotoju forgaskup palastjanak teriilete: P = r- 7w+ a.

—

2rm -\\\\\

PALAST

A forgaskupok alkotdja CDB, illetve GHF derékszogh haromszogekbdl Pitagorasz
tétele alapjan szamolhatd.

a = V5% + 6 = a,. Mivel a két kap alkotdja egyenld, annak a paldstja nagyobb,
amelyik alapkdrének a sugara nagyobb. 3 i .
Tehit a 6 cm sugart, 5 cm magassagu forgskiip palastjanak teriilete nagyobb, mint
az 5 cm sugard, 6 cm magassaga forgaskip palastjanak teriilete.

A forgaskup csticsdn atmend, az alaplapra merdleges sik a forgz'lskﬁppc')’l olygn egyen-
16 szari haromszoget metsz ki, amelynek alapja a forgaskap alapkorenek fltmeTOJe,
szdra a forgaskup alkotoja, alaphoz tartozo magassaga a.forgéskul].) magassaga.

Az r sugart, m magassagt, a alkotoju forgaskip palastjanak teriilete: P = r- 7- &,

ahol a=r®+m”*.

hay>x

A forgaskupok alkotoja CDB, illetve GHF derékszdgli haromszdgekbdl Pitagorasz
tétele alapjan szamolhato.

a, = /x> +y* = a,. Mivel a két kip alkotdja egyenld, annak a palastja nagyobb,
amelyik alapkorének a sugara nagyobb.
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A keletkezett forgdstest egy 6 cm ma- n 6 c
gassagl hengerbdl és 2 db 2 cm ma-

gassagu forgaskupbol all. A henger és 4 4
a forgaskipok kozos alaplapjanak su-
gara a szimmetrikus trapéz m magassa-
ga, amely AED derékszdgl hdrom-
szogbdl Pitagorasz tétele értelmében:

m=4> —2% = 2+/3. b ¢

Az r sugarn, a alkotoju forgaskap paldstjanak teriilete: P = r- - a (itt r = ),
A keletkezett torgastest felszine két kippalastbol és egy hengerpalastbél all,
A=2 Py + Propger =270 a+2r- 0 DC=2-23 . 744223 6=

kip
= 40\3 7= 217,7 (em?)
A keletkezett forgastest térfogata;

2
V=2V, Y —2.%_75_2

enger = +(2V3) 7 6 = 887~ 276,5 (cm?).

a) A kup térfogata a henger térfogatanak egy harmada, tehat
66,7% forgacs keletkezik.

b) Azonos magassagu kip, illetve gila térfogatdnak aranya
megegyezik az alapteriiletiik aranyaval. A kap alapteriilete
1,5%7 = 7,07 (cm?), az 1,5 cm sugard kdrbe irt szabalyos

1,523

4
A kupba irt szabalyos hatoldaii gila térfogata a kip térfo-

hatszdg teriilete 6 - = 5,85 (cm?).

3, . . .
gatanak i 0,827 része, azaz 82,7%-a, ezért a kap
anyaganak legalabb 17,3%-t kell eltivolitani.

c) 0,666 + 0,333. 0,173 = 0,724, tehdt a henger anyaganak 72,4%-4t kell eltavoli-
tani & megmunkalas soran.

Készitsiink abrat! Az ABCD négyzet H
atldja 1042 = 14,14 (cm), az AEC
derékszégl haromszog egy szabilyos
haromszdg ,.fele”, ezért

AC
AE = - = 7,07 (cm).
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Vizsgaljuk az ACGE trapezt! -
Egyrészt a trapéz magassaga (aml egy-
ben a csonkaglla magassaga is)

m= AE'—Q3 =~ 6,12 cm, masrészt a

CEG haromszdg egyenlé szard, igy
EG = GC = 7,07 cm. Ebbdl kovetke- ’ '
7ik, hogy az EFGH négyzet oldala pontosan fele az ABCD négyzetének (5 cm).

A csonkagnla térfogata: V' = % - (100 + +/100 - 25 + 25) = 357 (cm3).

A test felszinének kiszamitasdhoz egy oldallapjanak teriletét kell még meghatarozni.
Vizsgaljuk az ABFE trapezt! 5
A trapéz magassaga:

m, = N7,07" —2,5" = 6,61 (cm),

.. 15-06,61 5
igy a terilleter T, = ;2— (cm?),

35 F

tehat a palast teriilete:

P = 4T, = 30-6,61 = 1983 (cm?),
a csonkagila felszine pedig: 25 3 25
A = 100+ 25+ 198,3 = 323,3 (cm?).

A csonkagiila palastja négy egybevago szimmetrikus trapezbol all f}BFE tra-
péz alapjai 2 m, illetve 1,3 m, szarai | .8 m, magassaga AKE derékszogli haromszog-

bél Pitagorasz tétele alapjan 035%+m” = 1,82 = m = 1,77, a trapéz feriilete

T= C+1LILTT ~ 2,92, a csonkagula palastja kb. 11,68 m2. (Ennél t6hbet kell
2
szamitani az Osszeallitas miatt).
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1957.] A csonkagula térfogata adott alapterii- 15

letek €s a testmagassdg ismeretében:
m
V=T VTt +1).

Minthogy 7" = 180, ¢ = 20, m = 6,0.
V = 2(180 + 60 + 20} = 520.
Terfogat: 520 m?. A vizgylijté meden-
cebe 5200 hl viz fér.

a) A félmagassagban 1évd sikmetszet
oldalai 10 m és 8 m, (Az oldallapok
ui. trapézok, amelyeknek a kizép-
vonala a sikmetszet hatarold vona-
lai), tehat ¢, = 80, my; = 3.
Felhasznaljuk még, hogy r = 20.

v, :%([l + it +1) =80+ 40 + 20 = 140.

A feléig toltbtt tartalyban 140 m? viz van.

b) A harmad magassighoz tartozd sikmetszet oldalainak kiszamitasa lehetséges
ugyancsak az oldallap-trapézok segitségével. Ezek felbonthatok egy paralelo-
gramumara €s egy haromszégre. A harmad-magas- I5
sagban 1évé sik az oldallapok magassagat is har-
madolja. A haromszbgek hasonlosagit is figye-
lembe véve megéllapithatok e sikmetszet oldalai:

1025
s+ 0.8 4 820 ey, 230
33 33 9

A magassig m, = 2.
Felhasznaljuk még, hogy ¢ = 20,

2(500 50020 2(680 100
V, == =4 +20 =2 "2 4 = | = 72,50,
: 3( 9 9 J 3[9 3] >

A harmad magassdgig toltott tartalyban 1évé vizmennyiség kb. 72,59 m3.

¢) A hdromnegyed magassiaghoz tartozd sikmetszet
oldalainak kiszamitdsa az a)-ban kézélt modon le-
hetscges: az oldallap-trapézok kézépvonalai segit-
ségevel. A sikmetszet oldalai:
10+15 +12

5 =12,5 és 8 =10, ebbdl

fz = 125. A magassag m, = 4,5.
Felhasznaljuk még, hogy ¢ = 20.

Vi =1,50125+ 412520 + 20) = 1, 5145 + 50) = 292, 5.
A haromnegyedig toltott tartalyban 1évé vizmenynyiség: 292,5 m3,
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Az alaplap teriilete ekkor 7 = 8 ? = 64, a feddlapé te-
hat ¢t = 32. Mivel ez &, igy ¢ = 4\/5 = 5,60.
8+ 442

amib6l

Az oldallapok terilete: 64 = m

m, =32 - 1632 = 9,37. Az alap- és fedSlapra merd-
leges sikmetszet egy szimmetrikus trapéz, a’melynek
alapjai a és ¢, mindket szara m,, és magassaga meg- o ) 5
egyezik a csonkagula m, testmagasségévql. Ez egy derékszogl ‘k.lE'i.I“OHl?Z(?g befogdja,
amelynek atfogodja az m,, masik befogdja pedig az alapok kiilénbségének a fele.

a=8cm

=]

2
d—C
Tehat: m, = ,/m, —( 5 ) = 9,30.
A test térfogata igy: V = % (T + x/TTr +1) = 437,85.

a) A csonkakup térfogatképletével 387,5 cm? adodik, tehat a poharba 3,88 dl folya-
dék tolthetd.

b) Ha 5 cm magasan all a viz a poharban, akkor a viz szabad feliilete egy 7 em at-
mér6jii kor. Ismét a csonkakip térfogatképletével szdmolva 166,2 cm? adodik.
A poharban 1,66 deciliter viz van.

A feny6fatdrzs térfogata jo kdzelitéssel a csonkakip térfogatképletével szamithatd:
= 11, 57 (0,27% +0,27-0,18 + 0,18%) = 1,853 (m3).
A fatorzs értéke 31 500 fenydtabatka.

= (1,0159 (m3), azaz kb, 15,9 dm?.

, 50
50 kg cement térfogata 3150

A vodor térfogata a csonkakup térfogatképletével szamitva 12,3 dm3, tehat a vodor-
be nem fér bele az 50 kg cement (csak kb. 38-40 kg).

A csonkakip fedékére megkaphato gy is, hogy az alapkorét a kip csicsabol

24 = 2 ardnyban kicsinyitjiik. A feddkor sugara tehat 16 cm.

36
4, . .
A levigott kisebb kip palastja az eredeti palasinak 3 része, ezért a csonkakup pa-

. .y 5
lastja az eredeti kup paldstjanak 3 része.

5
A csonkakip felszine tehat: 24% + 1677 + 5 24 - 7-+24% +36° = 4426 cm?2.
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1963.) Az g éll szabilyos haromszig inagassaga l/—540: egy
2 »

] a ——d
ilyen haromszog teritlete exért 2 - 4 a

nyolc ilyen lapbol allo tetraéder felszine tehat;
A= 2434
A test két, alaplapjaval egymasnak forditott szabd-

lyos négyoldalt galabdl is felépithetd. Egy ilyennek |

a magassaga az a befogojit egyenld szarh derékszogli haromszog atfogojihoz tar
: o 2 0-
20 magassagaval e b — : g
gassag gyenlo: PR Egy ilyen gula tétfogata (,alapteriilet szorozya

2 V2

' a” - ——a

magassaggal osztva harommal”): —2 - -\/Za3
3 6

Az oktaéder térfogata enneck kétszerese: V = £a3.

A félgémb térfogata 2—:— R®, ami most 262 cm?.
A harom gomb egyiittes térfogata dzr”, tehit 4mr’ = 262 cm3.
Ebbol r:i/@: 2,75 cm
4 ’ ‘
Tehat a félgombbél harom, kb. 5,5 cm dtmérdji gombgyertya tntheté.

A tekegolyo ,egyenlitdjének” hosszat, azaz f8kdrének kertiletét kell elébb kiszami-

tanunk. Ismert, h _n s _ .
ogy o v amibdl V = E ahol g a siirliség, m a tdmeg, V a tér-

fogat. V = -52%1 =~ 0,00211 m? = 2,11 dm3.
900 %
, m 4rn 6.33
Mintho 5 : = : :
gy a gémb térfogata =~ 2,11, ezért r° = ey = (0,5037, r = 0,7957,
2r =~ 5,00 dm. A teke fordulatszama: ~22 9™ _ 60
5,00 dm '

Tehat a teke a 30 m hosszu palyan kb. 60 fordulatot tesz meg.
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A hasab minden éle a hosszisagu, tehat alap-, és fe- a F
délapja is szabalyos haromszdg. A hasdb élei mer6- D
legesek az alaplapokra, tehat a hasab egyenes.

Az alaplap és a feddlap sulypontjat jelolje 5, illetve a
S,. Mivel a hasab a fentiek szerint szabalyos, ezert az a
AS, 8, D négyszdg téglalap, és a koriilirt gomb K ko-
séppontja az §, 8, oldal felezépontja. Az AS K de- ¢
rekszogli haromszdg oldalainak hossza: A a

2 a\E a\E a a
ASIZE'——E—:T, SiKZE és KA = 10cm. 5

2
3
a = 13,1 cm. Ezzel a hasab térfogata 973 cm3-nek adodik.

2
7
Pitagorasz-tételle] adodik: +(%) =10%, amibél 1—2—02 =100 ésigy

Legyen a hasab alapéle a, magassdga pedig m. A hasab felszine:

2
24

A=2-6- 3+6am=3a2 3 + 6a@m, ami a fel-

adat szovege szerint 2 - 2077 = 8007 cm?-rel egyen-
16: 303 + 6am = 8007. (1)

Metssziik el a hasabot egy olyan sikkal, arelyik 1l-
leszkedik a forgastengelyére és egyik élére. A sik-
metszet egy olyan téglalap, amelynek oldalai 2a €s
m, atloja pedig a gomb egyik atmérdje, tehat 40 cm
hosszi. Pitagorasz-tétellel adodik tehat, hogy

Q@) +m* =407 (2).

Az (1) &s (2) egyenletekbdl képezett alabbi masodfoki egyenletrendszert kell meg-
oldanunk (az 0 < m < 40es0 <a < 20 alaphalmazon):

_ 2
33 + Gam = 8007 o 8007~ 330
4a* +m” = 1600 = ba
a tmo= 171a* — (4800773 +57600)a" + 6400007 = 0

A megadott alaphalmazon az egyenletrendszernek két megoldasa van:

a = 1991 cm és m = 3,80 c¢m, illetve a = 9,65 cm és m = 35,03 cm.

{Ellenbrzés: Az elst esetben a hasab alapteriilete 1029,9 cm?, palastja 453,9 cm? te-
riiletii, tehat felszine 2513,7 cm?.

A masodik esetben a hasab alapteriilete 242,1 cm?, paléstja 2028,2 ¢cm? teriiletd, te-
hat felszine 2312,4 cm?.

Mivel a gomb felszine 5026,6 cm?, ennek a fele 251 3,3 cm?, ezért (a kerekitések
adia eltéréstd] eliekintve) mindkét test valdban megfelel a feltételeknek.)

A haséb térfogata tehit az elsé esetben 3914 cm?, a masodik esetben pedig 8481 cm?.
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Legyen a kocka éle a, ekkor a lapatldja a- \E .
A feltételt felirva: 6a” = a°, igy a = 6 cm, tehit a Japatld 6- \E cm.
A kocka A csucspontjatol egyenld tavol 1évd felezdpontok: az alapéleken az {7 és

V, az oldaléleken a P ¢s (0, a fedd eleken az R s §. Bzek a tavolsagok egy-egy olyan
derékszogl haromszdg atfogoi, melyeknek a két be-

fogoja a es —
aes —.
20] 2

Felirhaté a Pitagorasz-tétel, pl. az ABP derékszogl
haromszdgre:
aY sdt
AP =4* +(5} = igyAP=AQ = AR =
= AS = AU = AV = g«B::h/E. A

Az A csucsponttol egyenld tavol 1évo tovabbi felezdpontok: az oldalélen Z, a fedg
¢leken X és ¥, Minthogy HX mer6leges az ADHE sikra, ezért merdleges annak min-
den egyenesére, igy az AH-ra is. Ennek megfelelden az AX, AY, AZ szakaszok egy-

egy olyan derékszogli hiromszdg atfogoi, melynek két befogdia g és ay2 {az

utobbi a lapatlo hossza).
Felirhaté a Pitagorasz-tétel, pl. az AHX derékszogii haromszdgre:

2
AX? =(;‘] +(av2)? :%az, innen AX = AY = AZ:%a: 12.

A keresett tavolsagok 6 felezGpont esetében 4+/5 hosszusagegység, 3 felezGpont
esetében 12 hosszusagegység.

Megjegyzés:
X, Y, Z az A-val atellenes G csucspontbol indulo élek felezdpontja.

Mindegy, mert a két tavolsag egyenld.

Az AX €s XG egy-egy olyan derékszogli haromszog atfogdja, amelyiknek befogoi a
kocka ¢le és az ¢l fele. Itt két oldal és a kizbezart szdg egyenld, tehat a harmadik
oldaluk is egyenld.

A kocka két kitérd éle pl. EF és GC élek, ezek egy- H
mastol valo tavolsaga FG = 4 cm éppen a kocka éle, ‘

mert FG L EF és FG L CG. Ha a kocka egy csicsa- Eg—"

bél kiindulé éleit az adott csiicstol egyenlé tavolsag- F
ban metssziik, akkor a keletkezett sikmetszet szaba-
lyos haromszog. Ennek megfelelSen a kocka legna-
gyobb szabalyos hdromszdg sikmetszete pl. BEG ha-
romszdg, melynek oldala a kocka lapdtloja, amely A B
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4+4/2 hossziisagt, ennek megfelelden a szabalyos haromszog teriilete:

2
T = gﬂ@:—\g = 8«5 {cm?),

Az BCE A derékszogli, mert BC merdleges az [ABE]
sikra s ezért annak minden egyenesére, tehat a BE-re
is. Felirjuk a Pitagorasz-tételt a BCE A-re:

a?+9% =127 ebbbl a” = 63.

Ezt az értéket hasznaljuk fel az ABE A-re felirhatd
Pitagorasz-tételben: m?+a® = 92, amib6l
m?=81-63=18 = m=3y2.

A négyzetes oszlop alapcle a= \/@ = 3ﬁ hosz-
szisdgegység, magassaga 32 hosszisagegyseg.

A jégtémb nyugalomban van, azaz a rihato erdk ere-
déje 0. Ebbél kévetkezik Arkhimédesz torvenye alal?-
jén, a folyadékba helyezett test egyensulyi allapota-
ban (azaz, ha a test Uszik a vizen vagy lebeg benne):
a testre (a jégtémbre) hato nehézségi eré szamerték-
ben megegyezik a felhajtd er$ nagysigaval, iranya el-
lentétes.

. - 200dm

mg = Ffe]hajtés m= oV 200 dm
Qjéng = 0vieV18 (%)
(V a jég térfogata, V, a vizbe meriil6 rész térfogata) .
‘ 1—
A négyzetes oszlop magassaga h, a kiallo rész magassaga LV = ) V.

h-1 C s
Ezt visszahelyettesitve *-ba: p;, Vg :Qm—h_ Vg, ezt h-val szorozva s vegigoszt-

va Vg-vel: hpjep = Qviz{h—1).
A Kijeldlt szorzast elvégezve, majd k kiemelése celjabol megfelelen rendezve:

kg kg ) leiZ
=0 = oy o=1L03 —=, 0,,=0,88 — =—
h(szz Qch) loy, [va dm’ Biée dm?’ iz~ Bice
12-1,03
esitve: h = —————— = 82,4 (dm).
Az adatokat behelyettesitve: A 1032088 (dm)

A jégoszlop magassaga 82,4 dm. T-vel jeldlve az alapteriiletet a jégoszlop tomege:
0is Th = 0,88 - 2002 - 82,4 = 2.9 - 10° (kg).
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283 = € része. A tbmegek aranya most megegyezik a térfogatok
13284 48

aranyaval, azaz a granittdmb tomegének E reszet — 2,08%-at — vilasztottik le,

Megjegyzes:
A feladat szivegében adott Utmutatds alapjan is kiszamithatd a Jegoszlop magasss.

gatanak

ga. R (},8544, ahol @;ajeg sirlisége, p, a viz surasege. A A magassigy jégOSz_

lop kiallo része: h —0,8544h = 1,2, ebbél a Jegoszlop teljes magassaga h = § 24 m, e ) A kocka mindegyik levagott csicsdnal hirom Gj
) cstcs, harom j él és egy 4 lap keletkezik. A koc-
ka eredeti esucsai ,.elvesznek”, de mindegyik éié-
bél, lapjabol ,marad” valamennyi. Tehat az uj
testnek & -3 =24 csicsa, 12+ 8 -3 = 36 éle &s
6+ 8-1 = 14 lapja van.

Az AB &l és & hozza képest kitérs DF

testatld tavolsagat megadja a BK sza-
kasz hossza, ahol K a B-b61 a CF lapat-
lora dllitott merdleges talppontja. E
szakasz merGleges az AB élre és a DI
et tartalmazd [CDF] sikra. Ismert: ha
valamely egyenes meréleges egy sik
két metsz$ egyenesére, akkor meréle-
ges a sikra is.
BK merdleges az AB és CD élekre, mert e két él merdleges a BK-t tartalinazd [BKC)
sikra, tehdt annak minden egyenesére. Minthogy BK meréleges CD-re &s CF-re,
ezért BK L DF, hiszen DF illeszkedik a [CDF] sikra. A BK szakaszt a BCF derék-
sz0gil haromszigbdl gy szamitjuk ki, hogy a teriiletét kétféle médon irjuk fel, §
haromsz&ghél elébb Pitagorasz-tétellel kiszamitjuk FC-t. FC = 15,

b) Minden csucsndl levagtunk 3 db, 2 cm befogoju,
egyenlé szaru derekszogli haromsziget; viszont

keletkezett egy-egy 242 cm &l szabalyos harom- 5
2.2 3
sziog. A test felszine tehat: A = 6-6% —§-3. N +8- 7(2\/5)2 =

=216~ 48 +16v3 = 168+ 1643 = 195.7 (cm2), o )
A levagott gulak alaplapja 2 cm befogdji, egyenié szar derékszdgli haromszog,
testmagassaga 2 cm, igy a test térfogata tehat:

9-12 15 :
T(BCF) = =54 ¢s T(BCFy= BK .-~ =17 5BK. 2 2 _ 32 i
2 V:6378—3—=216—?=205§ (cm3),
A két uton felirt teriilet egyenld, ezért BK = ﬁ
A kereseit tdvolsag: BK = 7,2 cm. |
1975, a) Az élek hossza a feladat szOvege szerint: @ = 3e; b = de; ¢ = Se.
(Be)® + (1e)” + (5e) = 202, amib3l ¢ = 8. Mivel e >0, ezért e =22 cm,
igy a=6v2 = 8,49 (cm); b=8y2 ~ 11,31 (cm) s c o 1042 = 14,14 (cm),
10v2 2 6v2
b) cosp = —%g; = g, CosE = 2‘{)_ = (,4242, tehdt a leghosszabb éllel 45°-0s,
a legrévidebbel pedig 64,9°-0s szOget zar be a testatld,
1976.] a) A kocka felszinét csokkentettiik harom, 12 cm befogoju, egyenld szaro derékszo-
gl haromszdg teriiletével, &s ndveltiik egy 1292 cm oldalu szabalyos haromszog
a) Harom.

) 127 (1242)2 .43
: 28 1 : . 2 —_ —_— —_— = . . . .
rerblotével. A Kapott est felszine tehit 624 : 2 ' 4 b) Csak az a harom, amelyik a teglatestnek is szimmetriasikja.
¢) Az egyik szimmetriasikra illeszkedd F 12 F3 Fy téglalap oldalfelezd pontjai egy

rombusz csucsai, tehat a PORS négyszig egy rombusz, amelynek oldalhossza Pi-

tagorasz-tételiel: +/12,5° +10° = 16,0 (cm).

211

3240 + 72413 = 3364,7 (cm2).
3
b} A levélasziott tetradder térfogata % = 288 (em?), ami az eredeti kocka térfo-
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Hasonld modon adodik, hogy STOV négyszog is rombusz,

amelynek oldala 12,57 + 5% = 13,5 (cm) hosszd,

mig a PTRV rombusz oldalainak hossza v10° +5° = 11,2 (cm).
Az oktaéder élei tehat 16,0 cm, 13,5 cm, illetve 11,2 cm hossziak.

. . . 4
¢) A kisebbik test egy haromoldali hasab. Alapteriilete = 144 (¢cm?), ma-

gassaga 24 cm. Térfogata tehat 3456 cm3, A masik rész térfogata 10 368 cm3.

2) AP = FP = /32,82 +16,4% = 16,4-+/5 = 36,7 (cm), tehat az APF haromszog
egyenld szart. A haromszog alapjanak hossza AF = 32,8 2 = 46,4 (cm).
A haromszog keriilete tehat 119,8 cm.

d} Az oktaéder kettds gulaként is felfoghato, ezért térfogata pl. az STQVR négyol-
dalu gula térfogatanak kétszereseként is kiszamithatd.

Az STQV rombusz atldinak hossza 25 cm és 10 cm, tehdt a rombusz teriilea |

125 cm?. A gula magassdga 10 cm, igy térfogata 1253' 10 = 1_233(2 (cmd),

b) Legyen az AEFP tetraéder alapja az
AEF egyenld szard derékszogii ha-
romszog. A tetraéder ehhez tartozo
magassaga 16,4 cm, igy a térfogata:

32,8% 16,4
6

Az oktaéder térfogata: 2 - %9 =833,3 (cm3),

e) A feladatban szereplé oktacdert nyolc egybevagd haromszoglap hatérolja, Egy
hdaromszig cldalainak hossza 16,0 cm, 13,5 cm, illetve 11,2 cm. A héromszc'ig
legnagyobb oldalahoz tartozo magassagat kiszamithatjuk pl. az 1774, a) megol-
dasaban bemutatott modon (a leghosszabb oldalhoz tartozé magassdgot meghuz-
zuk, majd az igy kapott két derékszogli hdromszog mindegyikében Pitagorasz-
tetellel kifejezziik a koz0s befogét), eredményiil 9,3 cm-t, a hdromszég teriiletére
pedig 74,4 cm?2-t kapunk. Az oktaéder felszine ennek nyolcszorosa: 595,2 cm?2.

a) Tgaz,

= 2940,6 (cm?);

a kocka masik részének térfogata
32,8% — 2940,6 = 32 347 (cm3).

(A tetraeder terfogata a kocka térfo-
gatanak egy tizenkettede, tehat a két
rész térfogatanak ardnya 1:11.)

) A tetraéder derékszogii haromszog lapjaihoz tartozé magassagai:
16,4 cm, 32,8 cm, 32,8 cm.

b) Az egyes lapok atloinak hossza adja tetraéder élhosszat: 3V
Az APF alaphoz tartoz6 m, magassagot a térfogat ismeretében az m, =
V122 +18% = 21,6 (em), v12? + 26 = 28,6 (cm) és V182 +262 = 31,6 (cm). P 4 Magassag g T Tpr

dsszefliggésbdl is kiszdamithatjuk.
Az APF egyenl$ szard haromszdg alapjdhoz tartozo magassagat pl. Pitagorasz-
tétellel szamithatjuk ki: 28,4 cm., A haromszog teriilete tehat Ty pp = 658,9 cm?.

- 204
3:2240,6 2940,6 = 13,4 (cm).
658,9

c) Igen, hiszen a lapok egymdssal egybevagd haromszdgek (barmely két lap két
olyan haromszog, amelyek mindharom oldalukban megegyeznek). '

d) Nem.

e) A vizsgalt tetraéder térfogatat ugy is kiszamithatjuk, hogy a téglatest térfogata-
bol levonjuk annak a négy tetraédernek a térfogatat, amelyeket a téglatestbdl le-
vagva végiil a vizsgalt tetraéder marad. Egy-egy ilyen levagott tetraéder térfogata
a téglatest térfogatanak hatoda, ezért a vizsgalt tetraéder térfogata a téglatest tér-
fogatinak harmada, azaz 1872 cm3.

1980.] a) A Q pont is élfelez6 pont. ' 0
b} Az ABQP négyszog téglalap, melynek AP oldala l

24% 1122 = 12+/5 = 26,8 (cm) hossz.
A téglalap teriilete igy 24 - 26,8 = 643,2 (cm2).

Ezzel m, =

Hatirozzuk meg, mennyi az atmérdje annak a ronkfanak amelybol készitheté 10 cm
oldalélli négyzetes oszlop. A 10 cm oldalu négyzet koré irt kor dtmerdje éppen a
négyzet atloja, ami 10 - \/5 = 14,142 cm. Ennél kisebb atmér6ji (pl. 12 cm) ronk-
fabol nem lehet ilyen négyzetes oszlopot késziteni.

A
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1984.] A hasab alapéle a, magassaga M.
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1983. a) Természetesen a testatlo a legrovidebb ut.

P P
b b

0 a 0 a a
a

Qg a

b} Az alaplap atldja (x/Ea) ¢s az oldalél derékszogil haromszoget alkot, amelynek

atfogoja a kérdéses testatld, aminek hossza igy: \/ (\/Ea)z + = \/ 24° + b2,

c) A test kiteritett halozatan talaljuk meg a j6 valaszt: ezen kell az atellenes ponto-
kat Osszekotd egyenes szakaszt valasztani. Mint lathato, ez egy 2a és b befogdji

derékszogli haromszog atfogoja, tehat PO = \j(Qa)z + b = yda® + b hosszy,
vagy egy a + b és a befogoji derékszogh haromszog atfogodja
PO'= J(a+b) +a? =24 + 2ab+b>. PQ és PQ’ kiziil PQ a kisebb, ha

2ab > 2a°, vagyis b > a; és PO’ a kisebb, ha b < a. A PQ it a testen magan két
szomszédos oldallapon és a kdztes él felezdpontjan at vezet.
(Lasd még az 1991. feladatot.)

2
a f =253 (cm?), paléstja ha-
rom egybevagd téglalapbol all; ezeknek az oldalai 10 cm és M cm, 1gy paldstjanak
teriilete 30M cm?.
25V3

A feltéte] miatt 30M = 5-25v3 = M = =

A hasab felszine: A = 22543 + 125v3 = 17543 = 303,1 (cm2).
A hasab térfogata: V =T+ M = 312,5 cm?.

Az alaplap (szabdlyos haromszog) terlilete 7T =
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A csatorndn egy ora alatt atfolyo alatt atfolyd viz térfogata egy ,,fekv helyzeid”,

trapéz alapu egyenes hasab térfogataval egyenld. Ennek magassaga az 1,5 — se-
5

bességll viz altal egy ora alatt megtett
at, 3600 - 1,5 = 5400 (m).

. 1.
A viz a csatoma magassaginak 5 -aig

ér, ezért elébb ki kell szamitani az ab-
ran feltiintetett PO szakasz hosszat.
PO = PR + RQ. Minthogy AE || BC,
ezért RO = 1,6. AzADE A ~ APR A

miatt PR = %DE = ’T, tehat
PO = 1,6+%: E
3 3
1,6+5’6
v:o,4-;2—3-5400: 3 744,

Az arokban egy ora alatt atfolyd viz mennyisége: 3 744 m?.

Az athaladd vizmennyiség egy fekvo, A_P G B
trapéz alapt egyenes hasabot tolt meg. |
|

m\L K

I hasab keresztmetszete a DCKH tra-

péz, alapjai DC = 3 m, HK, magassa- E

galm :

Toljuk el a BC oldalt parhuzamosan |

DG-be, igy GB = DC = EK =3, ol c
AG=AB-GB=1.

AGD és HED hiromszogek hasonlok (2-2 szogiik egyenld), igy megfeleld szaka-

H DL 32

szaik ardnya egyenld. — = ——, ebb6l HE = ] m, HK = — m.
AG DP 9 9

A csatornan 1 sec alatt athaladd viz mennyisége megegyezik a DCKH alapu, 1,5 m

magassigl egyenes hasab térfogatdval, 1 6ra alatt ennek 3600-szorosa halad at.

3+ 2

(-3)
Igy a kérdéses vizmennyiség: 3600 - % 1,5=17 700 {m?).

A feladatban szerepld trapéz nem létezik, hiszen az egyik alap hosszabb, mint a ma-
sik alap és a két szar Bsszege.
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1988.] Az dbra jel6léseit hasznaiva 15

tge = E: E, ebbdl x = 9.
3 x
Az 1 méter magassagl, trapéz alapi
_ 33415
hasab térfogata: V= ———. 6 = 144,

A vasuti t6ltés egy méter hosszu sza-
kaszaba 144 m3 f6ldet kell beépiteni.

=~
X
1989, a) Rajzoljuk meg harom szomszédos
lap atléit (DB, BC, CD). Ezek a la- D
pok egybevagdsiaga miatt egyenld

hossziak. Legyen F a BC felezé-
pontja, ekkor az AFC A derékszogfl,
atfogoja 5, CAF ¢ = 22,5° A
Ebbbl CF = 5 -5in22,5° = 1,91. “=Sem
Ezért BC = 2CF = 3,83. Ekkor a
V3

BCD szabalyos haromszog magassiga DF = > BC = 3,31. Ugyancsak az AFC

derékszdgili haromszoghSl AF = 5 - cos 22,5° = 4,62. Ekkor az AFD A mindhg-
rom oldalat ismerjiik, €s ennek DE magassaga egyuttal a romboéder magassaga is.

2 2 2
Koszinusztétellel: cos DAF 4 = AD” + AP - DF
2-AD AF

amibdl DE = AD - sin DAF 3 =~ 3,22

, esigy a DAF 4 = 4(°,

Megjegvzés:
Eikeriilhetjiik a trigonometria alkalmazisat, ha az AFD A teriiletét a harom olda-
AF - DE

labol kiszémitjuk a Héron-képlettel, és T = — révén kapjuk meg DE-t,
b) Rombusz teriilete a? - sin o, a hat rombuszbdl all6 romboéder felszine ezért:
6a” -sine = 6- 5% -sin45°= 75v2 = 106,07 (cm?).
¢) Barmely (akdr ferde) hasab térfogata az alapteriilet és a magassag szorzata, tehat
most: a” - sin o - DE = 56,9 (cm?3).

Mivel a hasab egyenes, ezért minden oldaléle 12 cm hosszi, az oldallapjai tehat
négyzetek.

a) Az oldallapok teriilete 144 cm2. A rombusz atldinak hossza 12 cm, illetve

122 .43

12- «/5 cm, tehat teriilete: 5 = 1247 (cm?).

A hasdb felszine: A = 2. 124,7 + 4 - 144 = 825.4 (cm?),
terfogata: V = 1247 . 12 = 1496,4 (cm3).
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b) A testatlok az ACGE, illetve BDHF
téglatap atloival azonosak (abra).

Mivel AC = 1243 em és
HF = 12 cm, ezért a testatlok hossza

J122 #0243 = 24 (em),

illetve 1242 = 17,0 (cm)
(mert a BDHF téglalap negyzet).

¢) Az oldallapjara allitott egyenes ha-
sab egy olyan négyoidalu ferde ha-
sabnak foghato fel, amelynek
alaplapja egy 12 cm oldall negyzet
és térfogata az a)-ban kiszamolt
1496,4 cm?3-rel egyenld.
Ezért a ferde hasab m magassagdra
fennall: 144m = 1496,4, amibdl
m = 10,4 cm.
Ez éppen a kérdezett tavolsaggal
egyezik meg.

Megjegyzes:

A ferde hasab EFGH oldallap-sikja meréleges az alaplap sikjara, igy a kérdezett

tavolsag az EFGH rombusz magassagaval, 6+/3 cmi-rel egyenld.

a) A légy legrovidebb titja légvonalban vezet (mond-
hatnank most, hogy ,légyvonalban”...). Az ACB
derékszigli hiromszdg CB befogdja a szabalyos
otszog egyik atloja, igy hossza koszinusztétellel:

CB =12 +17 —2-1-1-cos108° = 1,62.
Pitagorasz-tétellel az atfogd:

AB = 2% +1,62% =2,57.

A hangya legrovidebb utjat a test
kiteritett haldozatan ialaljuk meg:
ezen kell a megftelelé pontokat §sz-

szekotd egyenes szakaszt vdlaszta-
ni. Mint lathato, ez egy 2 - 1 és egy
2 befogoju derékszogl haromszig

atfogoja, tehat 242 ~ 2,83 hosszi. B
Ez az ut a testen magan két szom-

szédos oldallapon és a koztes él fe-
lezépontjan it vezet.
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A légy utja mindig a kozvetlen 8sszekdtd AB szakasz marad — persze hossza 4.

talanositva kb. yx? +1,62>. A hangya esetében az AB it hossza altalanositys

v +2%, azaz Vx° +4; de felmeriilhet alternativaként a haldzaton az AB'-yg]
jelolt ut, amennyiben egydltalan létezik. (Ha x ,.,tul nagy”, ez az 6sszekétd szq.
kasz az alaplapon kiviil halad; nevezetesen akkor, ha az oldallap atloja az Gtszig
108%-0s szidgeének kiilsG szdgeénél, 72°-nal nagyobb szdget zar be az alapélie],
vagyis ha tg 72° = 3,08 < x.) Ha viszont létezik, el6fordulhat, hogy rovidebb,
mint az oldallapokon haladé AB ut. AB' egy olyan derékszdgli haromszog atfg.-
goja, amelynek befogdja egyrészt B'D = BE—-DE =~ 1,62 -1 cos 72° = 1,31,

masrészt AD = x+ 1 -sin72° = x + 0,95. Ekkor AB'~ /1,31 + (x+ 0,95)2 =
= Jx” +1,90x +2,62. Bz rovidebb AB-nél, ha yx” +1,90x + 2,62 < vx° + 4.

Négyzetre emelve x~ kiesik, rendezés utdn: x < 0,73. Vagyis ekkora oldalé! ese-
tén a hangya legrévidebb utja részben az alaplapon vezet.

1992.| Az adott test térfogatat ugy szamitjuk ki, hogy a lyuk nélkiili téglatest térfogatibol

kivonjuk a lyuk térfogatat.
V=12-21-32-12-7-18 = 6552 (cm?) = 0,006 552 (m3).

k
A tomege: m = 0,006 552 m® 1830 —& = 12 kg,
o

Eloszor hatarozzuk meg a keresztmetszetek terlileteit, majd szamitsuk ki a gerendak
térfogatat, végiil a tbmegiiket.
fp=25-25-20-20 = 225 (cm?) = 0,0225 (m?2)
V) =0,0225 m?2 - 5m = 0,1125 m3
m, = 0,1125 m” - 7800 5‘% = 877,5 kg
m
t, =30-5+28 .5 =290 (cm?) = 0,029 (m2)
Vo =0,029m2-5m = 0,145 m?

K
my = 0,145 m” - 7800 —= = 1131 kg
m
15=30-5-2+22-5 = 410 (cm?) = 0,041 (m?)
Vy=0,041 m2-5m = 0,205 m?
my = 0,205 m* - 7800 £ - 1599 kg
—
£ = 303020 - 25 = 400 (cm?) = 0,04 (m?)
Vy=004m?-5m=02m3
k
m, =0,2m" 7800 —= = 1560 kg
m

1994.
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A forgashenger alapkdrenek sugardt jelolje r, ekkor a magassdga 3r. A palast felszi-
ne: 2ra - 3r = 150, innen r = 5 egység. '
A henger térfogata: r* - @ 3r = 375m térfogategység.

A két félgdmb egy 0,6 méter atmérsjii gombbé egyesithetd, a hengeres resz hossza
3
ﬂ;i +0,3%7-1,4 = 0,37 (0,4 +1,4) = 0,509 (m?),

tomege 7200 - 0,509 = 3665 (kg).

A test térfogata: V =

5
A benzin a csoben 1 sec alatt é m = 3 dm -t halad.

A csd belsd keresztmetszete (1,15 dm sugarn kor, teriilete 0,15 %7 dm2.

0,15°-5 : G
1 sec alatt ¥V = ———— s liter benzin folyik at a cs6vin.

A 300 literes tartaly x sec alatt telik meg.

Ve = 300, innen x = 200 _300-3 3000
o , V. 01557 7

Tehat a tartaly kb. 2546 sec = 42,4 perc alatt (elik meg.

= 2546.

A vasbol késziilt téglatest térfogata megegyezik az altala kiszoritott viz térfogataval.
A téglatest térfogata ¥V, = 15 - 10 - x (cm?), ahol x cm a téglatest harmadik €le.

A kiszoritott viz térfogata V, = r2- - h = 12% - @ - 2,1 (em?).
15-10.x=12%.72-21 = x=63¢cm
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1998. a) A gyertyak alaplapjai korok. E ko-
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Legyen a gula alaplapja az egyscg ol-
dald ABC szabalyos haromszdg, a ne-
gyedik cstcsa pedig D. Az ABCD gula

rdk paronként érintik egymast és a
kor alakn papir keriiletét, Két érint-
kezé kor kozéppontja és érintési
pontja egy egvenesen van. A szim-
metria miatt O, O és O3 egy sza-
balyos haromszog csiicsai, e harom-
szog oldala a kis korok x sugardnak gl . - - T
kétszerese. Az 5 cm sugari kér O
kozéppontja e szabalyos haromszig
sdlypontja {magassagpontja stb.).
igy 00, a szabilyos haromsz6g ma-

: 2
az abra szerint elhelyezhetd egy -

&l kockaban.

A gula térfogatat felezo sik illeszkedjen
a BC alapélre. Ez a sik az AD élet annak
G felezépontjaban metszi (ugyanis az
ABD haromszég BG sulyvonala felezi
az ABD haromszog teriiletét, tovabba a
BDGC és BAGC gulak kozds C csucsa-
bél induld magassaga nyilvanvaloan egyenld, ezért a térfogatuk is megegyezik).
Allitsunk merdlegest a BC él egyenesére az A, illetve a G pontbdl. Mivel az ABC
haromszog szabalyos és BGC egyenld szard haromszog (BG = CG), ezért mindkét
merdleges athalad a BC szakasz F felez6pontjan.

A kérdezett hajlasszog tehat az AFG haromszog ¢-vel jeldlt szige.

gassaganak 3 -a, azaz

2 2243 _2x43
3 2 3
Az érintkezés miatt O, Oy, E egy egyenesen van. (OF a korlap sugara.)
Igy OFE = 00, + O\E.

Az adatokkal kifejezve:

2x-\/§

OO[ =

2 3
Az AFG haromszdgben AG = %r—— (a kocka élének fele) és AF = -5 (az egysép-

nyi oldali szabalyos hdromszdg magassaga).

>= 3 e Az FG szakaszl Pitagorasz-tétellel szamithatjuk
5= }{%E + 1] {pl. a CFG derékszdgli haromszdgbdl): FG* = GC* - (%T
3 A GC szakasz négyzetét szintén Pitagorasz—tételle:lzkife:jezwa2
*= 243 +3 3= 3 lem) (a CDG derékszogil haromszoghdl): GC* = (%} + [ﬂj = §

Tehat a gyertyak alaplapjanak sugara kb, 2,3 c¢m. 4

tehdt FG* z%—%: % ezért FG = £

242
Az AFG hiromszdgbdl koszinusztétellel:
3 3

AF 4+ FG' - AGT  4tg7

2-AF FG

b) Egy ilyen kor alakd gyertya térfogata: V| = o M=23%6=997 {cm3),
igy harom ilyen gyertya térfogata V, = 299,1 cm3.
Legyen a keresett 4 cm alapélii, négyzetes oszlop magassaga m, térfogata:
V=4 m = Vs, ebbol m = 18,7 cm.
Tehat kb. 19 cm magas, 4 cm alapéll négyzetes oszlop alakll tomér viaszbdl ont-
het6 ki a harom gyertya.

22

= = (),9428,
3

oo | —

V3N

2 2

cosQ =

=

2.

1
3
242

51

g3

A tomor viaszgolyé térfogata: V = (cm?), igy egy henger alaku tomor ebbdl ¢ = 19,47°,

gyertya térfogata ennek Stodrésze. Ha a henger dtmérdje d, magassaga 1,54, akkor A két sik hajldsszoge tehat kb. 19,47°.

1 4.5

4y Msik megoldds:
térfogata (E] a-1,5d = .5

A giila alapja az ABC egységoldald szabélyos haromszdg, a gula negyedik csucsa
D. Az alaplaphoz tartozé testmagassag legyen m, talppontja M, Ekkor M az ABC ha-

= d=4,46; r = 2,23,

Tehét a gyertya sugara kb. 2,2 em legyen.
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2 .
romszdg sulypontja. A gala oldal¢lének hossza - hiszen pl. az ABD hiromszgg

egy fél négyzet, ahol AR = 1.

A gila magassagat a DMF derékszog(
haromszégbdl Pitagorasz-tétellel szd-
mitjuk ki, ahol F a BC él felezGpontja.

1
m? = DF? — MF?; itt DF = 5

1 +/3 1
MF=—. 22—~
32 2.43
mzfl—— innenm—L
412 N

A keresett sik illeszkedjen a BC élre, a guila AD élét D'-ben messe. Legyen D'-nek
alaplapra esé merdleges vetiilete M'. A feltétel miatt az ABCD’ gilla D'M' magassi-

1
ga fele az ABCD gila magassaganak, igy D'M'= ﬁ Az AMD haromszéget

nézve a parhuzamos szeldk tétele miatt M’ az AM szakasz felezOpontja, igy az
ABC haromsztghben az AF sulyvonalat az M’ és M pontok éppen harmadoljak; ebbdl

245 1
32 43

A keresett D'FM' szdget a D'FM’ derékszdgll haromszighd! szdmitjuk ki:

MF =

1

DM 1

tg(D'FM’ §) = = 2‘{3 =5
7

MF
Tnnen D'FM' & = 19,47°.

A szabdlyos tetracder magassaganak
talppontja egybeesik az alaplap § sﬁly—‘
pontjaval.

Az a oldali szabdlyos haromszog AF

stlyvonalanak hossza %ﬁ’ ebhbdl

2 3
AS=—-AF = £az
3 3
a) A testmagassagot az ASD derékszo-
gli haromszoghdl Pitagorasz-tétellel

szamitjuk ki.
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J6

Minthogy @ = 8, m=8. 5T 6,53,

A tetragder magassaga m = 6,53 cm.

b) Bizonyithato, pl. Pitagorasz-tételek-
kel, hogy szabalyos tetraédernél a
DS magassag D csucstdl tavolabbi
negyedeld pontja K, mindegyik
csucsponttol, illetve mindegyik lap-
tél egyenld tavolsigra van. Ez a tet-
raéder sulypontja, ami egybeesik a
tetraéderbe és koré irhatd gomb ko-
zéppontjaval.

A test koré irhatd gbmb sugara:
R=DK:§m:§£ Wﬁa,
4 4 3 4

Az a = § cm éll szabdlyos tetraéder

koré irhatd gomb saugara: R = 26 cm = 4,90 cm.

1 1446 6

¢) A beirt gdmb sugara: r = K§ = Zm = Z-—a =—a

R
Masként r meghatarozhaté r = E_bél is. Az a = 8 cm €l szabalyos tetragderbe
co 246
irhaté gémb sugara: » = = cm = 1,63 cm.

a) Lasd a szamitas részletezését a 2001. feladat a) és b) részében.

V6

Az a el szabdlyos teraéder koré irt gémb sugara: R = >
b) Lasd a szamitas részletezését a 2001. feladat a) és ¢) részében.

Az a élii szabalyos tetraéderbe beirt gdbmb sugara: r = TSa.

¢) A szabilyos tetraéder koréirt és beirt gombje sugaranak ardnya

V6
R 4 6 12
o4 £ —= = 3, tehat a koréirt gomb sugara hdromszorosa a beirt gomb
r @ 4 \/E
12
sugaranak.
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Megjegyzés:

Ez az arany megallapithaté masként is. R = -?Im, r= %m Ezekbal X =3,

Az a oldali ABC szabélyos hiromszég
csucsaitol P egyenid tdvolsigra van,
ezért ABCP tekinthetd szabdlyos hi- 8,2
romoldaly galanak. P pontnak a sikto! 8,2

valo tivolsaga nem més, mint a gila C

- PS magassaga, ahol § a gila magassa-

ganak talppontja egytttal az ABC A
sulypontja. A PS magassig kiszamita- A
sihoz sziikség van az ABC A salyvona-
lanak kétharmadara, AS-re.

\3

2 2a V3
AS=—AF=-—\3=g—"=542" ]33

3 39 V3=a 3 3 3 B
Az APS A derékszogl, erre felirhato a Pitagorasz-téiel:
PS® = AP? _AS? = 6724-972 = 57,52.

PS = 17,58,
Ennek alapjan a P pontnak a haromszog sikjatol valo tavolsaga kb. 7.6 cm,

Tudjuk, hogy AC = BC, OC = /3. Ha az AB &l fe- o
lez8pontja F, akkor az OFC & = 60°. Mivel OC me-
r6leges az ABC sikra, az OCF 4 = 90°, tehat OCF
haromszog egy fél szabalyos héromszég, amelynek
silyvonala +/3 hosszu, igy OF =2, CF = 1. CF az

ABC egyenld szard derékszogli haromszégben éppen V3
AB fele, igy AB = 2, innen AC = BC = +/2.

A gula felszine a lapok teriileteinek dsszege:

Ay = Tape +taco tlpco Tiago =
_ AC-BC+AC'OC+BC-OC+AB-0F_

2 2 2 2
=«/E-\/5+«E-«/5+\E-x/§+g

2 2 2 2
A gula térfogata;

=3+26 teriiletegysée.

—_——— - —

Ve =tage- 3 5

= 73— terfogategység.
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Legyen a piramis alaplapja az ABCD négyzet, 6todik
csucsa M, az M csucs merdleges vetitlete az alaplapra
(vagyis a négyzet kozéppontja) T. Az ABCD négyzet
oldala /0,04 ki = (0,2 km = 200 m.

Legyen a BC oldal felezépontja F. Az MFT & meg-
adja az oldallapok meredekségét, AZ, MFT hirom-

MT .
szbg derékszigl, igy tg (MFT &) = =y TF éppen a

négyzet oldalidnak fele: 100 m. ~

150 R
tg(MFT@:): @, 1gyMFT§Z=56,3] . c
Az MF szakasz hosszdt Pitagorasz-tétellel szamitjuk ki:
MF? = MT? + TF* = 1502 + 100, igy MF = 50 /13 m.
Kiszamoljuk a BCM oldallap teriiletét:

toes = BC'ZMF = 200'520"@ = 5000-+/13 (m2) ~ 18 028 (m2).

Ismert, hogy a kockat egy kivalasziott e
testatloja koriil 120°-kal elforgatva a -
kocka dnmagaba megy at. Ebbdl k-
vetkezik, hogy a megadott grila elhe-
lyezhetd egy 15 cm élii kockaban az
dbran megadott modon, ahol a gila £
csucsa a kocka kozéppontja.
A gitla térfogata tehat:
v, =152 2 2 5625 oo

£ 3 2 ’ )
Masik megoldds:
Jeldljiik az abra szerint a gila csicsait, legyen £ a négyzet kozéppontja.

A négyzet dtldja 15- V2 em hosszi, te- 5

1542

Ket szomszédos oldallap sz&gét ugy

kaphatjuk meg, hogy példdul az A, illet- B
ve C csicsbol merSlegest allitnk a BE 5 15

élre. E két merleges a BE élt ugyanab- 15

ban a G pontban metszi, hiszen a giila A
oldallapjai egybevagd egyenld szari haromszogek,
Mivel GE' felezi az AGC egyenld szard haromszég alapjat, ezért meréleges is AC-
re ¢s felezi a 120%os szoget.

60°
cm. G 6

hat az 4tld felének hossza
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'\gw«ﬁ-«ﬁ 1

2 . ’
=546 C : tt Ogre: cosp = —&= — ——— — ~—_ ghonnan o« =~ 67,79°,
NG (cm), | Fzzel a keresett a szogre: cos o - 07 77

Az AE'G derékszogli haromszoghél: AG = — =
sin 60°

A 1542
2

Vizsgéljuk az ABE egyenld szari ha- 5

romszoget (abra)!

Az AG szakasz a haromszig egyik sza-

rdhoz tartozd magassaga.

Pitagorasz-tétellel:

GB® = 15" —(5v6)F = 75, ezért

GB = 5\/5 (cm).

Az AGB haromszdg hasonld az EFB

haromszoghéz, mert mindkettd derék-

szOgli €s a B cstcsndl fekvd szogiik is

megegyezik. A két haromszog megfelel$ oldalainak aranya tehat egyenld:

15 _ 7
”Ez

2

¢) Ha az oldalél 10 cm, akkor ez a gula 5-szoros nagyitflsa az eddig alE.l.pl]] velt
négyzetes gulanak. A 2 egység éliinek a térfogata, mint tudjukf. alapteriilet szo-
rozva a magassaggal és osziva 3-mal. Esetiinkben a négyzet teriilete 2, a magas-
sag pedig a szinezett hairomszogben felirt Pitagorasz-ictelbol:

243

2 2
3
Z _(QJ = 1 71 = \B Ezzel a térfogat: T(z 1,155).

2 2 2 2
Mivel a nagyitas 5-sz6rds, ezért a térfogat (5 3 =) 125-sz6r6s, tehat kb, 144.3 (cm?).
A felszin a 2 egyseg oldalt gila esetén: az alaplap ismét csak 2, mig a négy ol-

i5.2°
BE = B_F, amibol BE = BA_BF = f = 1543 (cm) dallap egyvenként teriiletli, mivel 4 darab van, ezért 6sszesen 2T lesz
BA B¢ BG 5.4/3 2 ’ _ o
A BE'E derékszogli haromsz6gb6l kapjuk a gila magassagat: a teriiletik. Azaz 2 +2v7 = 7,29 a felszin. Bzt most 25-tel kell szorozni, mivel
: . . 2,
’ ? E a felszin a hasonldsag aranyanak négyzetével (57) aranyos.
EE” = BE® — BE" = [15;/5} _[&} = %, tehat EFE'= 15 c. Tehat a keresett felszin: 182.3 (cm?).
2 2
ila té Vo= Logs2 15 A szabdlyos gila m magassdganak talppontja egybe-
A gllaerfogata: V, = 3 = 2T 262,5 (cm?). esik az alaplap kdzéppontjaval, azaz az atloinak fele-
zOpontjaval. A test m magassdga az SDC derékszbgi
2007, a) A szerkesztendd lapszog az abran szinezett derék- haromszégbd] allapithaté meg a Pitagorasz-tétellel.
sz0gl haromszdg nagyobbik hegyesszége. A fel- : Az a oldali négyzet tlojanak fele,
tételt vegyiik lgy, hogy az oldalélek 2, vetiileteik 2 5
pedig 1 egység hossziak. A haromszég megszer- 2 ) €S = a—-= 5,242,
keszthetS, mert egyik befogoja az egységnyi hefo- = DC? —SC? =176 — (5.2 1/5)2 _ 255,68,

20ju egyenld szaru derékszSgli haromszog atfogo-
Jahoz tartozé magassdg, a mésik pedig az oldallap
egyenlészary haromszogébdl megszerkeszthetd,
hiszen az alap V2, a szarak pedig 2 hossziak. fgy 0 Az ABCDEFGH oszlop magassigit kell meghatirozni a térfogathoz. Az ABCD
Jeg lehet a kegese“,?ﬂﬁm]‘(’“ haromszoget szer- négyzet BD 4tloja av2. A BCK baromszighen a BCK & = 9(°, BK = BD = a2,
eszleni, s ezzel a szig szerkeszthetd! BC = a Pitagorasz-iétellel CK2 = BK2— BC? = 2a% —a® = a*, igy CK = a. Az

P 3
oszlop magassaga 2 - CK = 2aq, igy térfogata: V = a’-2a=2a".

Ebbél a test magassaga 16,0 cm.

b} A szamitishoz ennek a szinezett haromszognek két oidala kell,

az egyik a tél k6zépvonal: 72

V2

2
a masik az atfogd, amit m-mel jelélve: m” = 2% — (7] , ahonnan m = 3

226 227




ELEMI TERGEOMETRIA

A legnagyobb gdémb a glila minden
lapjat érinti. A gula tengelyére illesz-
kedd, az egyik alapéllel parhuzamos
sik a gulat egy egyenld szarG harom-
szigben, a legnagyobb gémbot pedig e
hiromszog beirt korében metszi (ab-
ra). Az egyenld szari hiromszdg ket
szara egy-egy oldallap hdromsz0g ma-

gasséga, ennek hossza Pitagorasz-tétellel is szamithato: {57 -3 = 4 (cm).
Legyen « = FoF\M 4. Ekkor FyFiK 4 = %

Az FyM'M derékszdgi haromszogbll: cosor = %,amib(’i] o= 41,4° gy % =20,7°,
Az F{M'K derékszdgli haromszoghél r = 3 - tg 20,7° = 1,13 {em),
igy a legnagyobb gbmb felszine 4 - 1,13%7 = 16,0 (cm?).

Megjegyzés:

A haromszog beirt kirének sugara kiszamithat6 az r = 2% Usszefiiggésbdl is, ahol
T a haromszég teriilete, k pedig a keriilete.

A gila beirt gdmbjének sugara kiszamithat6 az r = % dsszefiiggesbdl is, ahol Va

gnla térfogatat, A pedig a felszinét jeloli.

A kimetszett sikidomot a gila M csi- M
csabol nagyitva az alaplaphoz jutha- '
tunk, e két sikidom tehat hasonlo. A
nagyitas aranyat megkapjuk, ha a gila
magassagat elosztjuk a metszosiknak a s
gula csucsatol mért tavolsagaval. Jeldl-
jiik ezt a tavolsdgot x-szel.

a) Hasonlo sikidomok teriiletének ara-
nya a hasonlosaguk aranyanak négy-
zetével egyenld.

A bevezetSben tett megéllapitasok

2
miatt tehat % = [EJ .

X

282 .18

Ebb6l x* = = 441 ecm?®, igy x = 21 cm.

A metszdsik a gila alapsikjatol (28 — 21 =) 7 em-re van.

oiz) Az fbra jeloléseit haszndljuk
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b) A felszin meghatarozdsahoz a négy egybevigo oldallap teriiletére van meég sziik-
ség. Bzek trapezok, amelyekbél ismert az alapok s 424 R
hossza («/ﬁ = 5,66 cm, illetve \/ﬁ = 4,24 cm).
Az oldallapok m, magassaganak meghatirozasa-
hoz tekintsiik a PORS szimmetrikus trapézt (P, O,
R és S élfelezd pontok). - :\

Pitagorasz-tétellel mg = \O, 712 + 72 =704 (em). £ om 4,24 071 @

66+ 4,24)- 7,04 .
Bgy oldallap teriilete igy ©, > ) = 34,85 (cm?), a csonkagula fel-

szine pedig 32+ 18 +4 34,85 = 189.4 (cm?).

a) Az FIM'M derékszogli haromszoghbol
a gitla és egy oldallap haromszog alap-
hoz tartozd magassaga is kiszamithato:
m = 4,5 -1g56° = 6,67 {cm), illetve

= %3 305 (cm).
cos 56°
Egy oldallap tertilete

m(.\

M, _ 36,23 cm?, igy a gila felszine:
2 , F

A=9%+4-3623 =2259 (cm?).

9% 6,67 B

A gula térfogata: V = ——3’—* = 180,1 (cm3).

b) A levégott kis gula hasonlo az eredetihez, annak felére kicsinyitésével ka.ph'at(').
Mivel hasonlo testek térfogatinak ardnya a hasonlosaguk ardnyanak kobével
egyenld, czért a kis gila térfogata az eredeti¢nek egy nyolcada erSZ. E‘t?b('il kb‘f—
vetkezik, hogy a keletkezett csonkaguila térfogata az eredetl zila terfogate’mak het
nyolcad része. A metszésnél keletkezett két test térfogatanak aranya tehat 1: 7.

c) M

F, 9
B

x cm hosszt. Emeljiik ki az dbrabol az ¥ | MF, sikmetszetet.

Legyen a kocka ele
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Ez a kockabél egy olyan téglalapot metsz ki, melynek ket szomszédos oldala
illetve x«/g cm hossza. A PMQ és FIMFE, haromszdgek hasonlosiagabol kvey.

- 2
mox 19— amibdl (fclhasznalva, hogy m = 6,67) x ~ 3.9

kezik, hogy

m
adodik. A szoveg szerint beirt kocka éle tehat 3,26 cm hosszu, térfogata ezért

34.6 cm. Bz a gila térfogatanak 19,2%-a.

d) A beirt gomb sugara megegyezik az F | MF, hiaromszog beirt korének sugariva).
F=45-1g28° = 2,39 (cm). A gémb térfogata 57,2 cm?, ez a gila térfogatanay
31,8%-a.

T-M

a) A piramis térfogata: V = = 2645 000 m3. A felépitéshez 2 642 500 m?

kovet hasznaltak fel.

b) Vegyiik a gula tengelyén atmend, BC alapélre meréleges sikmetszetét! Ez a od-
1abol egy egyenld szari haromszoget metsz ki, a haromszog szara az oldallapok
(pl. BC) alaphoz tartozd magassaga, alapja a gala alaplapjanak az élevel egyenld.
Az EKL derékszigii hiromszogben ELK 4 az oldallapnak a vizszintes sikhoz va-

150
10 hajlasszoge. tge = 1 = e = 52,5

a) Az ABP A derékszogl. Felirhato a P
Pitagorasz-tétel: a’ =062 —4,42, in-
nen g —+/16,64 = 4,1.
BCP A is derékszogh, ti. BC merd-
leges az [ABP] sik két egyenesére
(AP-re és AB-re), tehat BP-re is. 4.4

Vegyiik a giila tengelyén datmend, BC alapélre merdleges sik metszetét! Bz a galdbol
egy egyenld szard haromszoget, a beirt gombbol egy fokort metsz ki. Ez a kor az
egyenld szard haromszog beirt kore, a haromszoég szara az oldallapok (pl. BC)
alaphoz tartozé magassaga, alapja a gila alaplapjinak az élével egyenld.
EPO A ~ EKL A, mert két-két szogik egyenld (OFEP szbg kozds, és a derckszig),
igy megfeleld oldalaik ardnya egyenld.

% = % = M1313 = 215 = = 169(M* +1 52) = 225(M2 —26M +169) = Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt: |
=13 JM?+15 b” = 6,6"—6,0% innen

'M =~ 104,5 cm. ' b=47,56 =127

Igy a gila térfogata: V = =31 500 cm? = 31.5 dm?. A téglalap oldalai 4,1 cm, illetve AL

3 2,7 cm hossziak.

PD? = 44% + p% = 19,36 + 7,56 = 26,92, innen PD = 26,92 = 5,19.
PD hossza 5,2 cm.

b) Az APD A is derékszdgil; alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt.
]
|
|
|
|
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Legyen a téglatest (egyik) legnagyobb teriiletl oldallapja az ABCD téglalap, ahol
AB=CD=12cm, BC=DA=8cm.

A téglatest kozéppontja K. Az ABCDK gila K-bol indul6 testmagassaga a téglatest
harmadik oldalanak fele, azaz 2 cm,

A térfogat: V = tayep —’;— =12-8 -%: 64 (cm3).

A felszinhez kell az oldailapok teriilete. A BC oldal felezépontja legyen F, az AB
oldal felezGpontja E, a K-bol induld testmagassag talppontja 7. A KF szakasz hosz-
szat a KTF derékszogil haromszdghol hatarozzuk meg:

2
12
KF? = KT* +TF? =22 +{7] , innen KF = ?.\/Ecm.

A KF szakasz hosszat a KTE deréksz8gll haromszogbdl szamoljuk ki:

2

KE* = KT? +. TE? = 2% + (gj _innen KE = 24/5 cm.

A gila felszine:

BC-KF ., AB-KE _

2
2

F=tipep+2-tgeg +28py =AB-BC+12-

=12-8+8-2410 +12-2+/5 = 200,3 (cm?).

Meg kell hatarozni a gula felszinét. A gula alaplapja M
legyen az ABCDE Gtszdg, hatodik csucsa M, az M-
b6l induld testmagassag talppontja 7. Az AB él fele-

zGpontja legyven F, ekkor az ATF 4 = 3168 =36%;

az AF szakasz az AR él fele, tehat 2,5 m.
AF
Ekkor tg36°= TR innen FT = 3,44 m. MT = 5m, C

igy MF® = 5% +3.44% innen MF ~ 6,07 m. A

A gula felszine:
AB- FT  AB-MF . .
F=5(IABT+tAEM):5( St ]:5[5 32’44_'_5 62,07

Tehat 80 m? anyagbol a giila nem készithetd el.

B

)z 118,9 (m2).
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A legkevesebb hulladékot akkor kapjuk, ha a korkup
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alaplapja a szabdlyos nyolcoldald gala alaplapjanak

beirhato kore, testmagassaguk pedig megegyezik.

Legyen a nyoleszig oldala a, beirhato korének suga-

ra r, a testek magassaga m.

A nyoleszog 8 db egybevagd egyenld szard harom-

szogre bonthato, ezek alapja a, magassaga r, szarszo-
360°

giik = 45°, OFB derékszogll haromszdgben

[}

tg22,5%°= 2 —;i = a=2r-tg22,5°. A nyolcszbg teriilete:
¥ ¥

r=8. % = 8 -1g22,5°, akorkip alaplapjanak teriilete: ¢ = rim.

Vegylik a korkup és a gila térfogatanak aranyat!

rlorm
V..
= = 2 3 = ﬂ = (3, 948.
Vw825 BT
3

Ez azt jelenti, hogy a keletkezett lehetd legnagyobb korkup térfogata az eredeti gula
térfogatdnak a 94,8%-a, tehat a hulladék a gila térfogatanak legalabb 5,2%-a.

A forgaskup sugara r, ekkor az alkoto 2r. A kip magassaga, sugara és alkotdja egy
olyan derékszogii haromszoget hataroznak meg, amelynek atfogoja az alkoto, igy

(2r)* =r? + (8@)2, innen » = § cm.
A kap térfogata:
V3

V=r az-’;? = 64-78: 7= = 928,66 (i)

A kiip felszine:
F=r’a+r m-a=64m+8 7-2-8=192x(cm?).
2 243
A kiip alkotéjanak hossza a = —— = 243 (dm) (= 1,155 dm),
V33
V3

az. alapkdr sugara az alkotd fele: r = 3 dm (= 0,577 dm).

2:1\/5

Az alapkor kertilete k= —3 dm (= 3,625 dm), tehat a kiteritett palast egy a su-
gari félkor, kozépponti szoge: 180°,

2
A palast teriilete: —;;Z dm? (= 2,09 dm?2).
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2021.; a) A kap alapkérének keriilete a 18 cm sugari félkoriv hossza, vagyis 182 cm. Eb-

bdl az alapkér sugara r = 9 cm.
A kup felszine A = 97+ 18 -9 - 7 = 2437 =~ 763,4 (cm?).

b} A kip magassaga Pitagorasz-tétellel: V182 —9% = 94./5 = 15,59 (cm),

. , 8lm-15,59
térfogata igy V = ———— = 13224 (cm?).

c) Az alapkor dtmérdje 18 cm, ugyanakkora, mint a kip alkotdja. A kip nyildsszége
tehat 60°.

d) A beirt gomb sugara megegyezik a 18 cm oldald szabaiyos haromszig beirt k-
rének sugardval, ami a kap magassaganak harmada: 343 = 5,20 (cm).
A beirt gbmb térfogata: 108437 = 587,7 (cm3),

Mivel a 24 cm atmérdjii kdrlapot harom egyenld részre vagunk, egy-egy siiveget

120°-0s k('jzl%pponti szdgll, 12 cm alkotdjid korcikkbél készitiink. E korcikk ivének
- .

hossza = 87 megegyezik a korcikkbdl képezhetd korkup alapkdrének ke-

rilletével. Ha ‘d.k('jl‘kl:lp alapkorének sugara R, magassiga m, 2Rm=8m = R = 4.
Az alal’)]ap’ sikjara merdleges, a kor kézéppontjan atmend sik (a tengelymetszet sik-
],21) 2 kﬂqpbol egy olyan egyenld szari haromszdget metsz ki, amelynek alapja a kor
atmemje,' alaghoz tartozo magassaga a kip magassdga, szdra a kiip alkotoja.

OKL derékszdgl haromszogben Pitagorasz tétele szerint:

m=va’ —R* =12 ~ 4 =82 =113,

Tehat a siivegek magassaga kb. 11,3 cm.
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A felallitott sator alapkorének keriilete egyenld a koreikk alaki palast ivevel, az al-
kotdja pedig azonos a korcikk R sugaraval. ‘

i=2rm

18 m?

= rRa
2 2 10
Az adatokat behelyettesitve megkapjuk R-et: 1,8R7 = 18, ahonnan R=—.
i

iR ZraR _

A COB derékszdgli haromszogre felirjuk a Pitagorasz-tételt:

1
m’ =R —r’ = %0 ~1,8% = 6,892, ebbSl: m = /6,892 =~ 2,63.
Tehat a sator magassaga = 2,6 m.

Megjegyzés:
A kuip alkotojanak kiszamitésara alkalmazhato a P = ram képlet kozvetleniil is az ér-
telemszeril atbetiizéssel.

A kioniott homok forgaskap alakot
vesz fel (szaraz homok, idealis eset),
alapkorének sugara r, magassaga /m.
Az alaplap sikjara merdleges, a kor ko-
zéppontjan dtmend sik (a kup tengely-
metszete) a kipbol egy olyan egyenld
szart haromszdget metsz ki, melynek
alapja a kér dtmérdje, alaphoz tartozo magassaga a kup magassaga.

A BDC derékszdgll haromszdgben (g31°= uiy
¥

A kup térfogata, sugara, magassaga:
2 2
r-tg31° 12
yormm o, rartgdlt o3
3 3 m-tg3l®

Tehét a homokkip kb. 1,6 méter magas és 5,34 meter széles.

~2,67 = m=161.
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2025. a) A kup nyilasszoge a megforgatott egyenld szard
haromszog szarszogével egyezik meg. Az AFC

ey e @ 40
d ih bol: sin— = —— = (0, 3846.
erékszogl haromszogbol: sin >~ 104

Ebbél % =22,62°, azaz @ = 45,24°.

Ez a kup nyilasszige.
b) A kipba irt gdmb sugara megegyezik az ABC ha-
romszdgbe irt kor sugaraval.
w=90°-L = %o ase—¥ =33 69°, gy az
2 2 4

Az AFK derékszogil haromszogbdl r = 40 - tg 33,69°

A beirt gomb felszine 8938 cm?.

¢) A palast teriilete 104 - 40 - v = 13 069 (cm?). Az alapkor kertilete 807 cm, a ki-
teritett palast (korcikk) sugara 104 cm, tehét a kozépponti sz8g radianban:

80z _ 107
104 137
d) Az ABC haromszdg lkoriilirt kdrének sugara meg-
egyezik a kup koréirt gombjének sugardval.
Az OGC derékszogl haromszogbél ez
52
=————— = 56,33 (cm),
cos 22,62° (cm)
a koriilirt gbmb térfogata tehat: V, = 748 700 em3.
A kup térfogatinak meghatarozasihoz szikség
van a kip magassagara, ami Pitagorasz-tétellel

szamitva V104 —40% = 96 (cm), igy a kip tér-

ami 138,5%kal egyenlo.

2
fogata V, = 40—331% = 160 850 (cm?).
V.
Tehat —£ = 748 700 _ 4,65
v, 160 850

A gdmb 4,65-szor akkora térfogatl, mint a kup.

2026, A csonkakup palastja sikba teritve korgyuricikk,
amelyet hatarolo kérivek hosszat a csonkakup alap-
gs feddkorének keriilete, szélességét a csonkakup al-
kotdja adja. A kiteritett palastot kiegészitjiik koreik-
ké. A korcikk és a kiegészitd korcikk hasonlo, ezért a
sugarak és a megfeleld ivek aranya egyenld.

0+x 137 _3 hbsix =20
x 10 2
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a) Azx kiszamitott értékét felhasznalva megkapjuk a
1ampaerny® készitéschez sziikséges korcikk suga-
rat: R = x + 10 = 30 {cm).

b) Minthogy a korcikk szoge és a teljes kor kozép-
ponti szogének aranya egyenld a megfeleld kor-
ivek hasszanak aranyaval, felirhatjuk:

_ﬂ:l-%:l, ebbdl o = 90°,

360° 2xm 4 ! o
A lampaernyd éppen negyed kérlapbol késziilhet.

A csonkakup [ alkotojat meg tudjuk hatdrozni az
ABC A-re felirt Pitagorasz-tetel alkalmazasaval:

12 = 307 + 107 ebbdl 1 =10410.
A megoldas tovabbi gondolatmenete megegyezik a
2026-0s feladat megoldasaban kozoltekkel.

50_@11 =07 _ o cbbél a kiegészitd koreikk
x 200

sugara X = 10\/I6.
R = x+1=2010 = 63,246,

A korcikk sugara = 63,2 cm.
. sodre Teliriuk o 20m
¥ uk: =,
A korcikk szogere telir 360° - 2am
. " 360° o
ebbdl a korcikk szdge o = TO = 113,84,

30 cm
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.

A megemelkedett vizszinttel kapott kup térfogata egyenld az eredeti vizszintte] leyg
kup és a golyo térfogatanak dsszegével, mivel a goly teljesen lesiillyed a vizbey
R'm-32 w30 4-3n
olyos AZAZ = + .
3 3 3
A kup tengelyére illeszkedd sik a kipbél egy olyan egyenld szari haromsziget
metsz ki (tengelymetszet), melynek alapja a kor dtmerdje, alaphoz tartozé magasss.
ga a megfelelé kup magassiga. EDH A ~ GBH A, mert két-két szogilk egyenld -
¥ 15R

R
feleld oldalainak aranya egyenld, igy — = — = r = .
megfeleld olda yaegy ey 32~ 30 r T

G4
Ezt a fenti egyvenletbe helyettesitve, 3 -mal egyszerisitve, R = 4,38, (r = 4,11).

VZZV]'FVE

R
HED derékszogill haromszOgben tge = E%) = 0,1369 = & = 7,8°.
A kap nyilasszdge 2g = 15,0°

2029. Legyen az egyenlé oldald kup alkotéjanak hossza a,
igy alaplapjanak sugara g
3a’w
4

R sugartt gbomb felszine: A; = 4R 1.
a3

A feltétel szerint A; = A,, igy R = o
ay a3
Y Fal3 '

2
3 24
mert a kiip magassaga megegyezik a szabdlyos haromszog magassagaval.
A gdmb térfogata:
a3

3
4 i g
4R’ m [ 4 ] _a‘c’:rr\/g

2 2
felszine: A, = a :wr+M =
2 2

A kip térfogata: Viap =

Vasmb = 3 = 3 T = a gdmb térfogata nagyobb.
Vi 3 )

b 2y gtmb térfogata 1,5-szerese a kup térfogatanak.

Vip 2

2030, Ha a kocka éle a, akkor a térfogata a.

A legnagyobb szoba jové gdmb sugara g, a téerfogata
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3

o—m

e
a
A hulladék: a - ar_ a3[6 ;ﬂ} szazalékban: 100 - A6 = 47,64%,

6

A cérna hossza mindkét esetben 2rz 4 1, vagyis az G kor sugara: o F+
kg

3
o

2ra+1 1
2

1
Ekkor a magassag, a ,.hézag” szintén mindkét esetben 7 (= 0,16) m, azaz egy-
s

forma.

A gémb barmely sikmetszete kor. Az R sugard gomb
O kzéppontjan dtmend, a sikmetszetre merdleges sik
a gbmbbél egy fokort, a sikmetszetbdl egy AB sza-
kaszt metsz ki, melynek hossza a sikmetszet atmé-

rGje. A feltétel szerint rim = 50,26 = r = 4 cm.

A kor kézéppontjabol a irra allitott merdleges fele-
Zzi a hurt,

Az OFB derékszodgli haromszbghben Pitagorasz tétele

miatt: 72 +3°=R*= R=5cma gdmb sugara.

A négy golyo feliilnézetben igy néz ki (dbra).

K|, Ks, Ka, K, jeloli a golyOk kizéppontjait. A K, K,K3K, negyszog egy 20 cm ol-

dali négyzet, igy atldia (K, Ky) 202 em.

A kupac magassagat egy olyan sikmetszeten olvas-
suk le, amely tartalmazza a K, K3, K5 pontokat, ahol
K, az dtodik gomb koézéppontja.

A K K3Ks haromszog egyenld szard:

K]KS = K3K5 = 20 cm.

Mivel KK, =202 cm, ezért a K K:Ks hérom-
szog derékszogl is, hiszen igaz, hogy

202 + 207 = (2042)".

fgy, ha a K K szakasz felezGpontja F, akkor

KK
FK; = f = 10«/5 , ezert a kupac magassaga:

10 +1042 +10 = 10 (2 + v2) = 34,14 (cm).

(o
O
&
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2034., A harom alsé golyd kézéppontja egy 20 cm oldalu szabdlyos haromszég cslcsaibay

helyezkedik el, a negyedik golyd kozéppontja ezek sulypontja felett van, mindhg.. -
muk kozéppontjatdl szintén 20 cm-re. Ekkor a négy kozéppont egy 20 cm &1 g,

bélyos tetraédert alkot. Ennck alaplapja 10 cm magasan van az asztal felett, a fe]gg
golyo felsé pontja pedig szintén 10 cm magasan van a tetraéder felsé csicsa feleg

2
Az a élli szabalyos tetraéder testmagassaga ga (lasd 1943. feladat megoldésa)

2
igy a kupac magassiga: 10 + \/; -20+10 = 36,33 (cm).

2035.| Az ABCD négyzet P kbzéppontjanak és a kocka £
csucsanak tavolsaga éppen a félgdmb sugara.

20
AP = 2L 1042 = 14,14 (cm),
NG} (cm)

ezert Pitagorasz-tétellel:

r = 2207 4 (10vV2)% = 600 = 10v6 = 24, 49 (cm).

24

R VA

N

Az abran a két parhuzamos metszé sikra merSleges fokort tiintettiik fel. Ebbél a par-
huzamos sikok egy-egy hirt metszenek ki, A kormetszet kizéppontja lehet a parhu-
zamos hirok kozott vagy rajtuk kiviil. Mindkét esetben két derékszdgi haromszog-
re irjuk fel a Pitagorasz-tételt.

Ha a k&zéppont a parhuzamosok alkotta savon kiviil van:

R® =244 (6+ 0% illetve R* = 327 +x” (%),

A jobb oldalak egyenl6k, ebbdl adodik: x = %

2
A *-03 egyenletbe helyettesitve: R® = 1024 + (lgéj = 2202,8.

A gbmb sugara R = 46,9 cm.
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Ha a kizéppont a parhuzamosok kozétt van: R =247+ 6-x) :

masrészt a *-ot is figyelembe véve 322 4 x2 =576 + 6 —x)z.

A kijelolt miiveleteket elvégezve —412 = 12x adodik. EbbOl x-re negativ szamot
kapunk, ami azt jelenti, hogy ilyen adatok esetén a kdzéppont nem lehet a parhuza-
mosok kozott.

A szévég alapjan a kedvezObb ajanlatot az a vallalkozo teszi, aki kisebb felszint
hengerbe csomagolja a labdakat.

A hosszikas henger armérdje egy teniszlabdanyi, az-
az 6 cm, a henger hossza 24 cm. Egy ilyen henger
felszine 2 - 3%m + 2 - 3w - 24 = 1627 = 509 (cm?).
A lapos henger magassaga egy teniszlabdanyi, azaz
6 cm. A feliilnézeti dbrabol megallapithatd a henger
alapkorének sugara. Az 00,030, négyszog egy
6 cm oldalu négyzet, ezért O,0; = 6\/5 cm, tehat az
alapkor atmerdje 6\/5 + 6 (cm) sugara 3\/5 +3 = 7,24 (cm).

A lapos henger felszine 2 - 7,24°7 +2- 7,24 - 7 - 6 = 602 (cm?).

A hossztikas henger felszine a lapos henger felszinénél annak mintegy hatodaval ki-
sebb, ezért a csomagolasi koltség szempontjabol a hosszikas hengert érdemes va-
lasztani.

A cs6 térfogata: V = (R2 - rz)mn =(23 115 2)31 50 = 152m
4r  4-0,75w
n =
3 3
Az 5%-o0s veszieséget figyelembe véve
az n meghatarozhato a V' = 0,95V Osz-

n darab golyo térfogata: V'= n=0,56257n.

szefiiggésbol:
0,5625an = 0,95 - 1520
Innét n = 144, 4 = 256,7.
0,5625

Ezek szerint 256 db egész golyd készit-
het6 a csé anyagibol.

42,7
A golyo térfogata: V = ——;—E

A vizszint emelkedése x , a megfeleld vizmennyiség
térfogata V' = 12 - 16 - x.
Az x kiszamithaté a V = V' Osszefiiggesbol:

3.
12-16-x=ﬁ§—3=>x:0,4294.

A vizszint emelkedése (1,4 cm, ha az edény elég magas.
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‘qata ugyanakkora, mint a harom csepp térfo-
* csepp sugara R, igy

helyezke
muk ke, —~ R=165
balyosé GO . T
golyd o ] dé . vje kb. 3 mm.
*"‘?»- % .
Azy Oe,? % szine:
% ‘ 1.5%m=4.35n
(Peo)(j ame: A, =4 - 1,65291_

5778,

-n csepp felszine az eredeti 3 csepp egyiittes felszinének 0,778-
%-a, azaz a veégsO csepp felszine kisebb, mint az eredeti 3 csepp
iszine.

atest egy csucsbol kiinduld élei a, b, ¢, akkor a felszine A = 2(ab + ac + be),
«loja ¢ = va* + b + . Mivel (a+b +c)2 =a’ +b2+62+2ab+2ac+2bc,
gya+b+c)’=1"+A = 1=+12> =94 = 7,1 (cm).

,42 Egy négyzet kdzeppontjan at huizott szakasz két szimmetrikus részre vigja a négy-

zetet, ezért QC = HP = 1. AP || OR, mert parhuzamos lapokat metsz az APK sik,
igy a sikmetszet egy trapéz.

Fennall még: ADP A ~ RCO A.

Az ADP A derekszigli, befogdi:

AD =4, DP =3,

igy atfogdja: AP = 5.

Az emlitett két haromsz6g hasonldsa-

QC

4 5
CR=2¢sor=".
3 SSOR=4

! igy
33

ganak aranya

A P-bdl CG-re bocsatott merSleges talppontja S, a PSQ haromszg derékszogli, és
PS =4, SO =2,igy PQ=+4>+2% =20 = 2+/5. CR miait BR — § , az ABR

derékszogli haromszogb6l: AR = \/42‘ 144+ 64

fgy az APQR trapéz keriilete: 5+ 245 +2 3 +

~]595

242

ELEMI TERGEOMETRIA

ABCDEF hasab ABC, illetve DEF alaplapjai szabdlvos haromszogek, ABED, illetve
BCFE oldallapjai olyan rombuszok, melyek egyik atloja él hosszasagi. ACFD ol-
dallap négyzet. A hasab szétvaghatd ABCE szabdlyos tetraéderre (minden éle 5 cm)
és egy ACFDE négyzet alapi szabalyos gilara, melynek minden éle 5 cm. Igy az
eredeti test térfogata ¢ két test térfogatanak &sszegekent szamolhato.

Az a éli szabalyos tetraéder térfogata: V|, = Ecﬁ

ACFDE test alaplapja ACFD a oldali négyzet, oldallapjai szabalyos haromszogek.
E cstcsnak az ACFD alaplapra esé merdleges vetiilete a négyzet K kozeéppontja. A
gula testmagassaga KE Pitagorasz tétellel szamolhato az EKC derekszogi harom-

sz0gbol.
a2 a2

2
KE® = a* - =KE=M=—-.
2 2
a —2 3_\/_

T-M ) 2

Az ACFDE gila térfogata: Vy = —= = 2 _¢& —
3
2

Az eredeti hasab térfogata: V =V, +V, = 4 f

Mivel ¢ = 5cm, V= 44,2 cm3.

a) Ha a hasabot a rombusz alaki lapjara aflitjuk, akkor a megadott feltételek alapjan
lathatd, hogy egy egyenes hasdbot kapunk, amelynek magassiga 12 cm.
A lapszdg megegyezik a rombusz hegyesszogével, tehat a rombusz teriilete
144 sin 45°= 72+/2 = 101,8 (cm?).
A hasib térfogata tehat 722 -12 = 8642 = 1222 (cm?).

b) A hasab térfogata nem valtozik, ha valamelyik négyzet alaku lapjdra allitjuk. Ek-
kor egy m magassagt ferde hasabot kapunk; ennek térfogatara igaz tehat:
12°%m = 1222, amibél m = 8,5 cm. (Kerekités nélkiil szamolva m = 6\/5 cm.)
A hasab magassagai tehat 12 cm, illetve 8,5 cm hosszlak.
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2040, a) A keletkezett egyetlen csepp térfogata ugyanakkora, mint a harom csepp térfo-
cata egylittvéve. Legyen a keletkezett csepp sugara R, igy

4R’z 4.0,5'm 4Pz 4.15=x
= + + =
3 3 3 3
A keletkezett egyetlen csepp atmérdje kb. 3 mm.

R =1,063.

b) Az eredeti cseppek egyiittes felszine:
A=4-05%m+4-1°1+4.157=4-35x
A keletkezett csepp felszine: A, = 4 - 1,65 7.
A, 41,65
L 2T 0,778
A 4.3,57
A végsb egyetlen csepp felszine az eredeti 3 csepp egyiities felszinének 0,778-
szerese, 77,8%-a, azaz a végsd csepp felszine kisebb, mint az eredeti 3 csepp
egyiittes felszine.

2041) Ha a teglatest egy csiicshol kiinduld élei a, b, ¢, akkor a felszine A = 2(ab + ac + be),
testatloja £ = va® + b* + ¢ . Mivel (a+b+c) —a’+bi+c? + 2ab + 2ac + 2bc,
gy (a+bh+c)" =t +A = =+12° =94 = 7,1 (cm).

2042.) Egy négyzet kdzéppontjin at hizott szakasz két szimmetrikus részre vagja a négy-

zetet, ezért QC = HP = 1. AP | OR, mert parhuzamos lapokat metsz az APK sik,
igy a sikmetszet egy trapéz.

Fennall még: ADP A ~ RCQ A. i G
Az ADP A derékszdgli, befogdi: EE———5
AD =4, DP = 3, A
igy atfogoja: AP = 5. . £l
Az emlitett két haromszdg hasonlosa- ;o N 0
ganak aranya ec = %, igy A Y e
e b
4 ,
=2 ¢sor=2. A B
3 3

A P-bol CG-re bocsatott merdleges talppontja S, a PSQ haromszog derékszogl, és
PS=4, SO =2 gy PQ=~42+2% =~/20 = 24/S. CR miatt BR = §, az ABR

derckszogll haromszoghol: AR = \/‘ 144 + 64

~15 95.

Tgy az APOR trapéz keriilete: 5+ 25+ 3 +

242
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ABCDEF hasab ABC, illetve DEF alaplapjai szabalyos haromszégek, ABED, illetve
BCFE oldallapjai olyan rombuszok, melyek egyik atloja él hosszasagu. ACFD ol-
dallap négyzet. A hasab szétvaghaté ABCE szabilyos tetraéderre (minden éle 5 ¢m)
és egy ACFDE négyzet alapi szabalyos gulara, melynek minden éle 5 cm. fgy az
eredeti test térfogata e két test térfogatanak osszegekent szamolhato.

2
Az a élli szabdlyos tetraéder térfogata: V) = ]\/J—Z_aj*.

ACFDE test alaplapja ACFD a oldala négyzet, oldallapjai szabalyos haromszogek.
E csticsnak az ACFD alaplapra esé merdleges vetiilete a négyzet K kzeppontja. A
gula testmagassaga KE Pitagorasz tétellel szamolhato az EKC derékszdgil harom-
szOghdl.

KE? = & {#] S KE=M="Y% m/—

T '
Az ACFDE gula térfogata: V, = 3 = =

Az eredeti hasab térfogata: V=V, +V, = ——
Mivela = 5cm, V=442 cm?.

2044, a) Ha a hasibot a rombusz alakii lapjara allitjuk, akkor a megadott feltételek alapjan
lathatd, hogy egy egyenes hasabot kapunk, amelynek magassiga 12 cm.
A lapszdg megegyezik a rombusz hegyesszdgével, tehdt a rombusz teriilete
144sin 45°= 7242 = 101,8 (cm?),
A hasab térfogata tehdt 7242 -12 = 86442 = 1222 (cm?),
b) A hasab térfogata nem valtozik, ha valamelyik négyzet alaki lapjara allitjuk. Ek-
kor egy m magassagu ferde hasdbot kapunk; ennek térfogatdra igaz tehat:

12%m = 1222, amibél m = 8,5 cm. (Kerekités nélkiil szamolva m = 6\/— 2 ¢m.)
A hasab magassigai tehat 12 cm, illetve 8,5 cm hosszlak.
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9045) A csonkakup alakd fenyGgerenda térfogata a V= %—— (R* + Rr+ R%) Osszefiiggés

ELEMI TERGEOMETRIA

alapjan szamithato ki. Bszerint a 40 db gerenda terfogata:

40 142“ (L3 +1,3-0,0+0,9%) = 21 522 ().
k k

A fa stirlisége g = 0,02 g3 ,avizé p,=1 a——gq
— :

A tutaj hordképessége azt a rarakott tomeget jelentd, amelyet a tutaj elbir anelkiil,
hogy a rakomany vizbe meriilne.

Meg kell hataroznunk a tutaj maximalis teherbird képességet. Arkhimedész torvé-
nye szerint az lisz6 testre hato nehézscgl erd szamértékileg egyenlt a kiszoritott fo-
lyadék sulyaval, azaz a felhajto erdvel. (A ket erd irinya ellentétes.)

Minthogy a tutaj vizben tiszik, szamertekben a maximalisan kiszoritott folyadek ép-

pen 2,152 - 10 dm?. Ekkor a tutaj teljes egészében a viz al4 meriil ugy, hogy a fel-
szine éppen a vizfelszinen van.

A tutaj és rakomanya egyuttes silya = felhajto erd (szamértékben).

A rakomany tomeget M-mel jeldlve: Mg+ Ofenyé Veg=0w:" V&

Végigosztva g-vel és M-et kifejezve!

M = V(Quiz— Csenys) = 2152 104,038 = 8,178 - 10°,

Jelen esetben nem kerekithetiink felfelé, mert akkor a tutaj lesiillyedne.

Tehat a tutaj teherbiro képessége 8,17 - 10° kg.

Legyen a kis golyd sugara 7. A harom 20 _\[é ¢
als6 golyd kozéppontja egy 20 cm ol- A3 B
dalti szabalyos hiromszog csucsaiban ‘Y

helyezkedik el, a negyedik golyo ko-
zéppontja ezek sulypontja felett vam,
mindharmuk kézéppontjatdl 10 + r ta-
volsagra. A kis €s az egyik nagy golyo
kdzéppontjan at az asztalra merdlege-
sen allitott sikban az abra szerinti met-
szetet kapjuk. Az AB (es 2 vele egyenld ED) szakasz hossza a 20 cm oldalu szaba-

r

lyos haromszog csiicsanak €s sulypontjanak tavolsagaval egyezik meg, ami a ha-

romszog magassaganak (20-%5— anek} % része, azaz 20-—?. A CDE derék-

szOgll haromszog befogoi ekkor 20- = é&s 10 — r, atfogoja pedig 10 +r.

Felirva a Pitagorasz-tételt: .
2

2043 ]

3

10+n" = 10-r)* +(
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400
felbontva: 100 + 20r + y: =100 —20r + P =3 :

400 10 .
Rendezés utan: 40r = S azaz 1=~ (a nagy gdmbdk sugaranak harmada).

Legyenek a téglatest egy csucshol ki-
indulo élei a, b, c. Igy atéglatest AG és
EC testatlot tartalmazd atlos sikmet-
szete ACGE téglalap, melynek oldalai

& Nb*+c? . (Bzutobbitpl.az ABC
derékszogh haromszdgre Pitagorasz
ietelét alkalmazva kapjuk).

{gy e téglalap eriilete: avb® +¢c’ .

Ugyanilyen megfontolasokbol AG ¢s
FD testatlot tartalmazo atlos sikmet-
szet AFGD téglalap, melynek oldalai b

és Nab + ¢ . (Bz utobbit pl. az AEF derékszogll haromsziere Pitagorasz tételét al-
kalmazva kapjuk).

igy e téglalap teriilete: bya” + o
AG &s BH testatlot tartalmazo atlos sikmetszet ABGH téglalap, melynek oldalai ¢ és

Nat + p? . (Bz utobbit pl. a BCG derékszogli hiromszdgre Pitagorasz tételét alkal-
mazva kapjuk).

fgy e téglalap tertilete: eNab+ b

A feltétel szerint:
Va® + ¢t =125,

m’b2 +et =20, cx)'a2 +pF =30.

Emeljitk négyzetre imindharom egyenletet! Mivel az egyenletek mindkét oldala po-
zitiy, a négyzetre emelés ekvivalens mitvelet. Az egyszerliseg kedvéert legyen
’sz, b2=y, =1z
Igy az egyenletrendszer a Kkivetkezd alakban irhatd: x(y +2) =400 ()
yx+2) = 625 (I,
7(x +y) = 900 (TIih).
Az (I) egyenletbol x-et kifejezziik es behelyetiesitjik a masik két egyenletbe, majd
a zardjeleket felbontva kapjuk:

400y L yr=625 (V)

+yz=900 (V).
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A két egyenletet egymasbdl kivonva kapjuk:

4000z — y) 27
St o275 = — V).
. 57 (VD)
Ezt (1V)-be behelyettesitve adodik:
¥ 625 = (y > 0) 2 10,21 (b>0) b=3
— v=-—=10,21=(b> =3,2.
6 7 )

y értékét (VI)-ba helyettesite: z = E =53,11={c>0) c=T74
! v 14 r 6 ,
y és z értékét (I)-be helyettesitve: x = 6,12 = (@ > 0) a= 2,5,
Tehat a téglatest egy csicsbol kiinduld élei kb. 2.5 cm, 3,2 cm ¢s 7,4 cm hosszak

Az ébrat egy sikmetszetet brazol. A beirt gomb sugara legyen r, a kUp magassaga
m, a kup alapkorének sugara a, a kup alkotdja b. &
Az abra jeldlését hasznalva QOECA ~ AFCA, igy e

OFE AF fa a . b+ua
—— = ——, 87az ==, = r- :
oc - Ac T innen m=r o

Az AFC derékszdgil haromszogben

CF? = AC* —AFZ, azazm> = b° —a’.
. . b+ a)’
A fentiekbdl »* (—az—) = (b+a)b-a),
2
innen = EM.
b+u
F.. 2
A feladat szerint kip 2, azaz Eﬂ—_‘;—abn -2, innen r* = a+b)
edmb dr 8
2
r2-et kétféleképpen fejeztiik ki, cgyenlévé tehegjiik: alatb) ab-a)
Ebbdl a” + 2ab + b* = 8ab—8a”, azaz axb >

0=9a> 6ab+b> b#0, b2-tel lebontva osztva
2
a
0= 9&} - 6%4-]. Mivel % = sine, igy

0 = 9sin“er— Gsinee + 1, innen sinee = 3 tehat & = 19,47°, mert o < 90°.

A keresett szog tehat 19,47°.
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a) Minden csticsnal levagott kis tetra-
oder utan egy-egy szabalyos harom-
szoglap marad. Az eredeti test mind
a negy lapjabol egy-egy kisebb (a
kézépvonalak alkotta, tehat fe;]e ak-
kora) haromszdglap marad. Ossze-
sen tehat nyolc, egybevagd szabd-
lyos haromszdg hatarolta test ma-
rad, ami egy (szabalyos) oktaéder.

b) Az eléz6 pont miatt ehhez arra len-
ne sziikség, hogy tetraéderekbol ok-
tacdert lehessen Osszerakni. Ez
azonban az eltérd (és nem is egymas
6bbszoroseit kitevd) lapszdgek
miatt lehetetlen. (A tetraéder szomszédos lapjai 70,53%-0s, mig az oktaéderéi
109,47°-0s szoget zarnak be egymassal, lisd az 1916. és 1921. feladatok megol-

dasat.)

A legkonnyebben felismerheté a két szemkozti lap
kozéppontjat sszekotd tengely kriili negyedrendii
forgasszimmetria. (Leven hat lap, harom ilyen ten-
gely van.) Szintén nem nehéz a szemkozti élek fele-
zépontjat tsszekotd forgastengelyt felismerni, ekoriil
masodrendfi forgasszimmetriat mutat a kocka. (Ti-
zenkét &1 1évén, hat ilyen tengely van.) A szemkozti
csiicsokat sszekotd testatlot mint forghstengelyi, s
Kiiléndsen az ekoriili forgasszimmetria rendjét (har-

mad-) felismerni mar komoly térldtast igényel. (Nyolc csucs leven, négy ilyen ten-
gely van. Allitson egy kockat a csicsara, figgdleges testatloval, igy ellendrizheti e
legutobbi allitast. Segithet az 1922. d) megoldas abraja is. Erdekességképpen meg-
jegyezziik, hogy a harom forgastengely-fajta esetén a tengelyek szama és forgas-
szimmetria rendjének szorzata azonos: 3 - 4 = 6-2=4-3=12}

Minden kocka hasonlo egymashoz, most a hasonlosag ardnya 3 : 1. Hasonld testek
térfogatanak aranya a hasonlosaguk ardnyanak kdbe, tehat most a nagy kocka tér-

fogata 3 3 _ 97_szer akkora, mint a kicsié. Tehat 27 kis kocka keletkezik a darabolas
sorin. Hasonlé testek felszinének ardnya a hasonlosaguk aranyénak négyzete. Tehat

most mindegyik kis kocka felszine i—) része a nagyenak, van beldhik 27 db, igy

osszlelsziniik 27 - 6 = 3.szorosa az eredeticnek.
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2052, a) Azt kell meggondolni, hogy 4 lapkézéppont altal meghatarozott tetraéderbep,
minden él egyenld hosszu.

b) A nagy tetracder egyik ¢lének felezémerdleges sikjaval iétrejitr sikmetszethg)
leolvashato a kis tetraéder élének nagysdga: a parhuzamos szelSk tétele miag az
a nagy tetracder élének harmada, igy a kis tetraéder felszine a nagy tetraéder fel-

2
. 1y 1 , . : . ,
szinének [5) =3 -ed resze, a kis tetraéder térfogata a nagy tetraéder @érfogats.

3
nak l = L -ed része,
3 27

2053.! Legyen a kup alapkdrének sugara R, alkotéjanak hossza a. Felszine: A = Ra(R + a),
palastjanak mint korcikknek ivhossza az alapkor keriilete, igy a kézépponti szbge:

- 2Rm e o . R 3
o0 = —. A 216" ivmertekben — radidn, ezt egyenléve téve a torttel: — = =
a a 5
3
azaz a = 3 R. Beirva ezt a felszin képletébe Ra [R + g R) =75,4, amibdl
8

ERZ =24, sezért R = 3 (cm).

A magassag felében elmetszett kup metszete egy, az alapkorhoz képest fele akkora
sugard kor: » = 1,5 ¢m. Ennek teriilete Pl e 7.07 cm?,

2054, a) Ha a gulat az alaplappal parhuza- 500
mos sikkal metszsziik, akkor a le- I=

metszett gila hasonld az eredeti gu-
lahoz. A gula alaplappal parhuza-
mos sikmetszete és az alaplap terii-
letének aranya egyenld a hasonlo-
sag aranyanak négyzetével.

Az alaplap teriilete 900 cm?2, a teljes
gula magassaga m, térfogata;

900m

Ul
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100 m _ 100m
W= .
_t és Va-at két gila térfogatanak kiilonbségekent szamitjuk ki:
00 2w 100 m  700m 900m 400 2m _ 1900m

V=373 73 3 9 ’ T3 303 9
A testek térfogatinak ardnya: Vi : V1 V3=1:7:19.

Megjegyzés: ’ , ’ o
A fgadat megoldhato Ugy is, hogy a V, és a V3 térfogatara a cserr]kaglfla .tell'fogat-
képletét alkalmazzuk. (Bz a modszer kevesebb otletet, de t6bb szamolast igényel.)

A gula alappal parhuzamos sikmetszeteire vonatkozo Osszefiiggés alapjan (lasd
= 2054. feladat megoldasit)

T

m = 80 - \/% = 40‘\/5 (Cm)

2
1
H [ | mintho y b —, ezert

T

1
my, = 80 - \/g (cm).
2

L_|Ms inth b1 ezért
C)T—( J,mm 08y 7= 4

2
f m . t 1 .
by == = [g(%] , minthogy —]2: =3 ezert

80

1
my = 80-\[; = 40 (cm).

6. A forgaskip egy tengelymetszete is lithato az dbran
== (AFG haromszdg). Az ABC A és ADE A hasonlo (2-
2 szég egyenl), ezért a megfeleld oldalak ardnyédra

felirhato: - = —L. Eppen a feladat llitasa.
LI}
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2057.| A két kap hasonlé. A hasonl6 testek térfogatanak ard-
nya egyenld a hasonlosag ardnyanak kobével.
Jelsljik V-vel az eredeti kip, V,-gyel a lemetszett

'3
1% 2y 8
kip térfogatat! Ekkor VI = (EJ =7

2058. A hasonlo kupok térfogatanak aranya egyenlé a hasonlosag aranyéanak kébével,
Ebbé] adddik, hogy, ha a kipot az alaplappal parhuzamos sikkal metsziink, a lemet-
v, 1 (xY 1
RAS - , innen x*{/Asz,’/Qm.
v o2 m 2

szett kap és eredeti kup térfogatanak aranya egyenld
a megfeleld magassagok kobével. o
Jeloljiik a kup alaku papirtilesér térfogatat V-vel, a
megmaradt kukoricaval toltott rész térfogatat V-gyel,
itletve Vo-vel, a csucstol mért tavolsagot m-mel, x-szel,
illetve y-nal. 7 Vioim
5 x \v
v, 3 ? 3 |
2| ,innen y = ‘\/Tmz 0,84m.
Vo3 m 5
a) A pattogatott kukorica fele marad meg, ha Ildiké a kip magassaganak kb. 79%-aig
hagyja meg a kukoricat.
b) A pattogatott kukorica 60%-a marad meg, ha Ildiko a kukoricat a kip magassa-
ganak kb. 84%-iig hagyja meg.

2059.] A hasonld kipok térfogatanak ardnya egyenld a hasonlosdg ardnydnak kébével.
(Lésd a 2058. feladat megoldasanak a magyarazatat!)

4 v 64

— ==L ebbsl V,=—V =0,512V.

5 Vv 125
Gergd decsének a kukorica 0,512 része, 51,2%-a, tehat a felénél 1,2%-kal tébb ma-
rad, mert Gergé a 0,488 részt, 48,8%-dt eszi meg, a felénél 1,2%-kal kevesebbet fo-
gyaszt el. Ezért dccse az egész kukoricabol 2,4%-kal tobbet ehet meg, mint Gergd.
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a) A szabalyos négyvoldali gula E csicsanak az E

alaplapra es6 merdleges vetiilete a négyzet K
kozéppontja.

Az EKC derékszdgl haromszogre Pitagorasz
tételét alkalmazva:

EE? = ECP-KC?

M = EK = 16,57 = (5¥2)" = 14,9 {cm).

Térfogata:
2 .
M 4969 cmd.

V=
A a=10cm

b) A gila egy kisebb gulara (A, B, C, D, E) és két csonkagulara
[(A, B; C1 D1 A2 B, Co D), illetve ABCDA, B, C, D] bomlik.
Ezek térfogata legyen Vy; Vo Vs, az
eredetic V.

A keletkezett kis gala hasonld az
eredeti gulihoz, hasonlésaguk ko-
zéppontja E, a hasonlosig aranya

1. v, (1Y 1
3 &y {3] W=V

A V) + V, térfogati gila hasonlo az
eredeti guldhoz, hasonlosaguk ko-
zéppontja E, a hasonlésdg ardnya

3
2 Mite(2)

3 1% 3

8 7 19

= — —V:—V VZV—V+V Z_V.
h=ggVoheggt B Vi+h) =
A kapott 3 test téfogatanak ardnya V1 Vot Va=1:7: 19.
¢V, = —1—V = 18,4 cm?,

27

7
V, =-—V =1288 cm?,

27

Vi = D V =349,7 cm3.
27
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Egészitsiik ki teljes kuppa a csonkakupot, legyen ennek csicsa P.
A kiegészit6 kis kup térfogata legyen v, a térfogatanak feléig toltott cserépben a £51q
felsé szintjének P-td] vald tavolsaga legyen x. Akup 10 E
tengelyére illeszkedd sikietszet (4bra) alapjan a ko-
vetkezoket allapithatjuk meg.

PEA és PFD hasonlé haromszogek, a hasonlosaguk
ardnya 2. Ezért egyrészt PF = 12 cm, masrészt a tel-
jes kup terfogata a kiegészitd kis kop térfogatanak 8-
szorosa (hiszen hasonlé testekrol van SZ0).

A csonkakup alaku cserép térfogata tehat 7v, a cserép

A

térfogatanak fele pedig %v.

Tsmét csak a hasonlo kupok térfogatanak ardnyara vonatkozo ismeretet felhasznalva

x 3 SVtY g 9
kapjuk, hogy | —| = 2 ==, amibdl x=12- 3\P = 19,8 (cm).
12 v 2 2

A cserépben a foldet tehat m = x - 12 = 7.8 cm magassagig kell feltolteni.

A kup tengelyére illeszkedd és alaplapjara merdleges
sikban az abra szerinti metszetet kapjuk.
GDC A - GFE A, hiszen oldalaik parhuzamosak, il-

DC
letve illeszkeddk, igy G _be 2 2
GE FE r

Vagyis GE = EC, de ez utobbi a korok érintkezése
miatt 3r. (A keésébbiek kedvéért azi is rogzitheqik,
hogy GF = FD.)

a) A kip magassaga igy GB = GE+EC+ CB =
=3r+3r+2r=28r

b) Az FGE derékszdgfi haromszdghdl sin FGE 3= 4 R B
1
= 3L =3 amibdl FGE 3 = 19,47°. A kup nyilasszoge 2FGE & = 38,92°.
Is
¢) Az isigaz, hogy GFE A ~ GBA A, hiszen mindkettdben van egy derékszog €s G-

GE A
beli szdgiik kizos. Ekkor —— = A = 3 =3, ami miatt GA = 3BA =3R. A
FE BA r

kiils pontbol egy korhdz huzott ériniGszakaszok egyenldsége miatt AB = AD =
= R, de ekkor DG = 2R. Mivel mar korabban megallapitottuk, hogy GF = FD,
ezek mindegyike is R-rel egyenld. Ekkor a GFE derékszogll haromszog befogoi
r és R, atfogoja 3r, igy a Pitagorasz-tétel szerint. R = NGB -1t = 8r.

R
Vagyis — = 8.
r
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Az dbra jeldléseit hasznalva AEC A ~ KFC A, igy c
AE KF 10 roo. 12

= , azaz — = —, Innen FC:r_
gC FC 24 FC 5

(ra gomb sugarat jeléli). A KFC hairomszog derék-
szogl, gy KC 2= FC? + KF?, behelyetiesitve
2

7= r- 2 + r2 F g
Q4-r) = 5 .
A kovetkezd masodfoku egyenletet kapjuk:
20 . , ‘
3,2 4 257 - 300 = 0, innen = —~ €M, tehat a golyo
3 A 10 E 10 B
smerdie —— CcnL
amérbie
Masik megoldds:

pitagorasz-tételiel: AC = V10?2 +24% =26 (cm).

Az Abra jeldléseit hasznalva: AEC haromszog hasonld a KFC haromszoghoz, ezert
. . . . . KC KF 24—-r r

megfeleld oldalaik aranya paronként megegyezik: ac =5 azaz =

240 40, .
Ebbé! 240 — 10r = 26r, majd 2r = ETS =3 adodik.

26 1

40
A golyod atmérdje tehat 5 cm.

, .. 11 )
Minden gémb hasonlo egymashoz, €s most a Fold sugara 3 -szorosa a Holdénak.

Hasonlé testek felszinének aranya a hasonlosaguk aranyanak négyzete, tehat a Fold

2
felszine [-151-) = 121 13, 4-szerese a Holdénak. Hasonlo testek térfogatanak ard-

3
1 1331
nya pedig a hasonlosaguk aranyénak kobe, tehat a Fold térfogata (?) == =

= 49,—2—93—szerese a Holdénak.

R .
Készitsiink megfelelo sikmetszetet a térbeli abrabol: az ABP egy a alapu, > @ SZa-

rli egyenld szari haromszog, melyben az alap csicsait kell a szemkozti szarak felsd
harmadolé pontjara tikrozni. Mivel S, Sz harmadolo pont BP-u, illetve AP-n, az
S4Sp szakasz parhuzamos &s harmad akkora, mint AB (parhuzamos szelok tétele).
Ekkor O 1:3 aranyban osztja ASs-t és BSp-t. A tiikrozés miatt ASy = S4A7 E%S
BS, = SgB' Fkkor S, a QA-t 1 .4 ardnyban osztja, hasonloan Sp a OBt — vagyis
ezek 6t6dBl6 pontok a OA' és OB «zakaszokon. Ekkor persze A'B' parhuzamos
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L

.. 5 . e :
S4Sp-vel és Otszor akkora — igy aztan parhuzamos AB-vel is és 3 -sz0r akkorg @ Az ere(;letl I;;IP tfir;(z)gat;
- ’ Rom- 7T- . 3
vagyis 3-A'B’ = 5 - AB. V= 3 =T~2513,3 {cm?).

A Ha a kaipot az alaplapjdval pérhuz’amors sikkal met§z—
sziik, a keletkezett sikmetszetek €s kupok hason}ok.
A hasonlo kupok térfogatinak arényg m?gegyemk"a
sikmetszetek csicstol mért tévolség’al aranyanak’ko—
bével (a hasonldsag ardnyanak kébével). Ha a kup a
Kkorlapon 4ll, a viz terfogata Vs, = 2'00(? cm?3. ,

Vi+Va=V, AV és V térfogatl kapok hasonlok

v, y 3 ) 7 24 5133 ~ 1413 (cm)
egyméshoz, tehat —‘/—z(ﬁ] L ebbBl y = M-3o = 244053 T '

Tehat a korlapon all¢ kipban levé viz magassiga x = 24 — 14,13 = 9,87 (cm).
Ha a kipot a tengelyével fiiggbleges helyzetben'a
csticsara allitjuk, Vi és V térfogatt kipok hasonlok

a

B

Az eredeti vizfelszin sugara r. Ezt az
abran jel6lt két hasonlé haromszoghél
szamitjuk ki, felhaszndlva, hogy a viz- ,
szinl magassaga a kip magassiginak —- !

része, m'= 5-8,6 = 5,16.

3
Vi _(m .
egymashoz, tehat ?/3—: [—M—} , €bbdl

V. 2000
=M 32 =24.3 = 22,24 (cm).
m=M-3 12513.3

5
== E’ innen r = 1,68. Tehat ha a kipot a tengelyével fﬁggfileges helyzetl:?en
X viz & a csucsara allijuk, a benne levé viz magassaga
A viz térf(;gata: e

1,68%x-5,16
VV = ’_§_‘§5’_ = 4 85,

A kiip térfogata:

827
v, = 2’—"”;—8’—6 ~ 22,477,

A gdmb térfogata;

4:-1,2°x e . .
V, = ——— = 2,304z, ami a kiszoritott viz terfogataval egyenld.
3

A vizszint x emelkedését a hasonlo kupok térfogataranyara vonatkozo Gsszefiiggés-

V,+V 3
b8l szamithatjuk ki; e _ ( 5,16+ x] .

Vi 8,6
Mindkét oldalbél harmadik gykot vonunk és célszeriien rendeziink:
x+506=8,6-3 80230 s S8 516 = 071,
22.47

A vizszint tehat 0,71 dm-rel emelkedett.
A kiip magassdga 8,6 dm, igy a megemelkedett szintii viz nem 6miik ki a kupbal.
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VEKTOROK

4.,3. Vektorok

b b 2a S
: d
!
—b
// 2
a 2a
Készitsiink abrat!
y . I3 . —_— -2
A tiikrozés miatt BA| = AB =b -a.

Ezért az A, pontba vezetd helyvektor:
v=b+(b-a)=2b-a

o

—

a) D,

l— 1— = 1 1 —
=—DB - —-AC; CD=-—
2 2 “ 2 2C

b) Mivel a négyzet atléjanak hossza 1, ezért a négyzet oldala :/1= =—
el 2
gu, tehat az AC + DB = 248 vektor hossza V2.
Tekintsiik az ABCD négyzetet! D, c
" L — — — —
Egyenld oldalvektorai: AB = DC, BA = CD,

—

BC = A—E—)), C—B> = BA); atlovektorai: 14_5, BJ_D),
— —

CA, DB, ezek kozitt nincs egyenld.

Az oldalvektorok kiziil legkdnnyebb az AB = b —a. n
— — N 5 C
Ezzel azonos a DC is. Mivel KC jol lathatdan —a, ) ’

s .
igy CB = b—(—a) = b +a. Szintén ezzel azonos a K
DA is. Ugyesen iranyitva az atlovektorokai, szintén

— .. L L . !
- i ) % ~5 : 4 b
: ! ez d g . = . = . 7
tett irdnyitasd (oldal- vagy atlo-) vektorok az elézd A B

nincs nehéz doleunk: CA = 2a, DB = 2h. Az ellen-
vektorok ellentettjeként irhatok fel.
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Legyen az ABCDEF szabalyos hatszog és a kozép-

pontja O.

a) Pl az AB oldalvektorral egyenid hosszusdgu, de
tile kulanbozo irdnyl az sszes tobbi oldalvektor,
kivéve az EDt. (Tlyen tipusu atlévektor nincs.)
PL: ézzﬁ atlovektorral egyenlo hosszusagu de més
1ranyu atlovektorok CA DF AE BD

FA = DB EC = FB CE = BF
(ilyen oldalvektor nincs).

Az AD-ral egyenlé hosszusagl, de mds irdnyd a tobbi O-ra illeszkedd atlo
vektora (pl.: a‘_?) vagy DA ).

b) Az oldalvekiorok egyenld hosszusaguak, ezért pl.: az AB olddlvektorral azonos
zmnyu de mds hosszisdgit oldalvektor nincs, atlévektor van, az F FC.
Az AC atlovektorral egyenlé hosszusagu, de mas irdnyu vektorok az O-ra nem
illeszkedd atlbévekiorok, kivéve az FD .
Az AD &tlovektorral azonos irdnyt, de mas hosszusagi atlovektor nincs, ilyen
tulajdonsagy oldalvektorok: BC = FE.

—_— — — —_—
2074, a) Az oldalvektorok koziil CB EF = a A = DC bésAB = ED =h-a.

Ugyesen irdnyitva az atlovektorokat: DA = 2a, EB = 2b, _5 = 2(h - a).

Meg v1szonylag kénnyebben felismerhetd

az EA = DB = a + b is. A tovébbi atlovektorokat
oldalvektorok dsszeseként allitjuk eld:

— _— = —
FB=EC=FA+AB=b+(b—-2a)=2b-a,

— — — —_—

AC=FD =AB +BC = (b-a)+(-a)=b-2a.
Az ellentett iranyitast (oldal- vagy atio-) vektorok
az eldz6 vektorok ellentettjeként irhatok fel.

by Az oldalvektorok: OA = DE = a, OB = CE = b, AC = BD (= OK) =a+h.
Az atlovektorok
OE (= ZOK) = 2(a+b) BC 2d AD = 2h;
AB C'D b—a, OC BE OA+AC—
~a+(a+h)=2a+b, OD =AE = 0B +BD =
= b+ (a+b) = a +2b. Az ellentett iranyitasa (ol-
dal- vagy atlo-) vektorok az elézd vektorok ellen-
tettjeként irhatok fel.
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Készitsiink abrat!

A szabalyos hatszog felbonthato hat darab szabalyos
hiromszogre. Ennek felhasznalasaval konnyen adod-
nak a kivant felirasok is:

AD = 24K = 2(a +b);

— — —

AC =AB +AK =a+{a+b)=2a+b;

A 1@) vektor parhuzamos az AB vektorral, vele el-

lentétes iranyu, hossza pedig az AB hosszanak 1,5-
-3
szerese. Bzért PO = —1,5a.

Legyen O a szabalyos hatszog kdzéppontja, ¢és jeldljiik G-vel az EC felezdponjat.
— — —
Az ABOF rombuszban: AB + AF = AO.
Felhasznalva, hogy O egyben az ACE szabalyos ha-
L, = —

romszog salypontja, igy AC +AE = 2-AG =

3 — —
=2.—-A0 =3-A0.

2" —_— — - —— — —2
LEzekbOl AB + AC + AE + AF =4 - A0 =2 - AD.

Mdasodik megoldds:
Haqznaljuk az dbra Jeloleselt' AD —a+b+ c,

AC—a+b, AE_b+cesAF_c,1gy
—_— s — — =
AB+AC +AE+AF =a+(a+h+(b+ce)+c =2 AD.

— — — —>
) (OA+OCYy+OE=0B+0E =10
—_— — —_ — —
b)AB —DE =AB +ED =2-AB
- — —_—  —
¢) pl: AB + BD + DE + EA = 0 vagy
— —_— —— —
AC + CE + EF + FA = 0 (sth)

Legyen a BC oldal két harmadolopontja H, és H,. A H, pontra illeszkedd AC-vel
parhuzamos egyenes az AB oldalt a €, pontban, az AB-vel parhuzamos egyenes
AC-t a B) pontban metszi.

Az AC H B, paralelogrammabol leolvashatd:

—— — —

AH[ =AC1 +AB].

H 1 a B ponthoz kdzelebb fekvé harmadoldpont, ezért

2 = 1
ACI BH]:“'EeSABIZC]H]ZE'E,

1 2.AB+ AC
+o AC== LB AT
3 3

tfg
[
S
o
Il
W
ps
&l w
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A C-hez kiozelebbi H; harmado]opontra a qzerkeqztes a fent leirtakhoz hasonloan

— 2 — AB+2 AC
vegezheto el, es AH2 =§ AB+§ AC_——3——

Megfegyzés:
Eredményiil a tanult képletet kapjuk, ha a haromszog A csucspontjatdl a BC oldal

harmadolopontjaiba mutato vektorokat irjuk fel.

2b + 5a
_—

2 = = 2
(ﬁ:ﬁﬁﬁ)’:EH%EE’=Ei+;(0é—0A):a+;(bﬁa)=

Se B
2e %
7

Hizzunk az A’ ponton it parhuzamost a BC, illetve
az AC egyenesekkel. Ezeknek az AC, illetve a BC ol-
dalegyenesekkel vald metszéspontjat jeloljik rendre
D-vel, illetve E-vel.

CA’= CD +CE = CD + DA’

A szerkesztésbdl kovetkezik, hogy BC az A A'DA ha-

rom%zog kozepvomla S E}y DA’ *2 CB illetve

CD = AC, tehat CA’ = —CA +2- CB.
Madsik megoldds:

— 1 —
B pont az AA ' szakasz felezépontja, ezert CB = 3 (CA"+ CA).

4.—) I .
Innen 2 - CB = CA’ + CA. amib6l CA’' = —CA +2 - CB adédik.
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A szerkeszités (az el6z0 feladatokhoz hasonld) az ab-
rarol leolvashatd.

CD -t et fiiggetleniil is kifejezhetjiik:
—_— —_— —

CD = CA +AD

— 1 — ] — —

— — 11— 11— 33— 11—
CD=CA+—-CA+-BC=—-CA-—-CB
2 2 2 2

Masik megoldds:
Az A pont a DB szakasz 1:2 aranyu osztdpontja, ezért

— ] — 2 — — 31— ] —
CA = 5CB+§CD.Ebb61 CD = ECA—ECB.

Jeloljiik egy tetszéleges O kezddpontbdl az A, B, C, D, E, F pontokba mutato hely-

vektorokat rendre a, b, ¢, d, e, f-fel. C

+d b+
Ekkore=aT és f= 2c' r B
TRefoew b+c_a+d: b—a+c—d-

2 2 2 2
—3 —

Mivel AB =b—-aés DC =c¢—d,

AB + DC D
ezért E?‘z—, E A
Masik megoldds:

— — _— = =
Az EF vektort kétféleképpen felirva: EF = FA + AB + BF
— — — -
EF =ED+DC+CF.
R . . i — —_— el Aanrd — —— E—
E két egyenlOséghdl: 2EF = EA + ED +AB + DC + BF + CF .
— — — — —— =
Mivel EA és ED ellentett vektorok, ezért £A + ED = 0, hasonléan BF + CF = 0.
— —
Ezért 2EF =I§+Iff},sigy EF = é«lijz;gg

Jeloljik a vektorok kozos kezddpontjat
O-val, a 8 N nagysaga erévektor vég-
pontjat A-val, a 10 N nagysagu erévek-
tor végpontjat pedig B-vel. A két vek-
L = == —
tor ereddje OP, OP-nak az OB -ral be-
zart szdge e 0
— —
Az OA -val egyenld BP vektort felbont-

s oy I g4 4 e ¥r 4:’ - r
juk az OB -vel parhuzamos BC és az OB -re merdleges CP vekiorok dsszegére.

Yo

10N B
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1
IEE){ = |E’)‘-cos60"=8-5:4(N),
|cP| = |ﬁ|-sin60°=8-§_4\/§(m_

Az OP eredd erdvektor nagysagat és az & szdget az OCP dercksz0gil haromszdg
segitségével szamoljuk ki.

|0 | = 142 + (443)? imnen | OP | = 4244 = 261 (N).

g = 114—3 amibdl & = 26,33°

a) A szerkesztés az abrarol leclvashato.

b) Az eredd sebesség nagysagat, az ABC derékszogil
haromszogbdl a Pitagorasz-tétel segitségevel kap-
juk:

km

km
v =3 4127 = 153% v =+153 =124 =

A szerkesztés az abrarol leolvashato; a ke-
- .
resett eredd erdt az OF vektor szemlélteti.
. —_— — —
(OAC A szabalyos, OA + OC = 0D, ahol
OADC rombusz.)
—
Az ered er§ irdnya OB iranyaval azonos.

Megjegyzés:
OF nagysiga 120 (/3 + 1) N, 0

Lasd a 2088, feladat abrajat. Itt o = 30°. A felbontas az abrarol leolvashatd. A két
jeldlt szog egyenld, mert merdleges szard hegyesszogek. Fy, 2 ¢és G, az er6vekto-
rok abszolitértékei 30°, 60°, 90°%-o0s haromszég oldalai, igy a lejtbvel parhuzamos

Osszetevd nagysaga F = > G =5 (N) és a lejtére merdleges Gsszefevo nagysaga

V3

=7G:Sx/_z8,66 (N).

£y
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2088. A golyodra hato nehézségi erOt szemiél-

tetd vektor végpontjain keresztiil a lej-
t6vel parhuzamost, illetve ra merdle-
gest hiizunk. Az igy nyert téglalap két
oldalvektora a keresett két Osszetevd.
A lejtével parhuzamos dsszetevd nagy-
saga F| = G - sin &, a lejtére merdleges
dsszetevd nagysaga F, = (G - cos o

Megjegyzés:
Felhasznaltuk, hogy az dbran w-val jeldlt szogek — meréleges szarn hegyesszdgek
— egyenldk.

a) Ha a partra merélegesen evez, amed- :
.. . K . . :
dig atér 4 —hE sebességgel a 300 me- § 3 3
ter széles folyon, addig lefelé ennek 3 4 4“
o0

3
a —-ét teszi meg, mert a folyo sebes-
4 1) ©)

sége csak 3 k_m

Eszerint (300 - 0,75 =) 225 méterrel lejjebb kot ki. Lényegében a vektorharom-
szog s az ,atkelési haromszog” hasonlésagat hasznaltuk ki,

0,3k .
b) knl:l alatt, ami 4,5 perc.
4 -
h

¢) Ahhoz, hogy szemkdzt kissson ki, ,.felfelé” kellene eveznie ugy, hogy az evezés

iranyanak a parttal bezart szigeére igaz legyen: cose = a4 azaz o kb. 41,41°.

c) d)

a) Bgyiranyt vektorok hossza 6sszegzéskor osszeadodik, az eredmeény: 10 (egység).

b) A paralelogramma-szabdly szerint Osszegezve egy olyan hdromszog harmadik
oldalat keressiik, amelynek két oldala 5, €s ezek kdzrezart szbge 120

V5 452 —2.5.5.c05120° = 53 = 8,66,

¢) A Pitagorasz-tétel révén az dsszegvektor hossza SxE = 7,07.
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d) A paralelogramma-szabaly szerint Osszegezve egy olyan haromszdg harmadik
oldalat keressiik, amelynek két oldala 5, és ezek kozrezart szoge 60° — ekkor egy
szabalyos hiaromszoggel van dolgunk, tehat az dsszegvektor hossza 3.

¢) Ellentétes iranytt vektorok hossza 6sszegzéskor kivonodik, az eredmény: 0 (null-
vektor), ennek a hossza 0.

A DN e

a) Egyiranyn vektorok hossza kivonaskor kivonodik, az eredmény nullvektor, ami-
nek hossza 0.

b) A kozds kezdépontbol felmért vektorok végpontjit 8sszekotd kiilonbsegvektor a
két eredetivel ilyenkor egy szabalyos haromszdget alkot, tehat hossza: 5.

‘S b)

¢) A Pitagorasz-tétel révén a killonbségvektor hossza 5\5 = 7,07.

d) A kizos kezddpontbol felmért vektorok végpontjat dsszekotd kiilonbsegvektor a
két eredetivel ilyenkor egy olyan haromsziget alkot, amelynek két oldala 5, ¢s
ezek kozrezart szoge 120°, és a harmadik oldalat keressiik. Ennek hossza:

V57 152 2.5.5.c0s120° = 5v3 =~ 8,66.

¢) Ellentétes irdnyu vektorok hossza kivonaskor Gsszeadodik, az eredmeny:
10 {egység).

Két vektor skalaris szorzata: ab = |a| - |b| - cos y, ahol a két vektor y szdget zdr be
egymassal. Emiatt az eredmények egyszerii behelyettesitéssel:

a) 25; b) 12.5; c) O d) —12, 543 = —21,65; e) —25.
A minimilis hossz nulla. Ekkor a ha-
rom vektor paronként 120%-0s szdget .
zar be (kozilik barmelyik kettének az
dsszege a harmadik vektor ellentettje-
vel egyenld).

A maximalis hossz 3-24 =72 cm.
Ekkor a hdrem vekior azonos allasu és
azonoes iranyu {a harom vektor egyen-
16).
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a) Az Osszegvektor hossza akkor minimalis, ha a vektorok ellenkezd irdnyuak, azaz
szogiik 180°, ekkor hosszuk kiilonbsége az Osszeg hossza, azaz most 1; és az
bsszegvektor hossza akkor maximalis, ha a vektorok egyiranyuak, azaz szogiik
0°; ekkor hosszuk Osszege az dsszeg hossza, azaz most 7. (L. még 2090. a}, €).)

b) Legyen a vektorok altal kozrezart
szog . A paralelogramma»szabétly
szerint Osszegezve egy olyan ha-
romszog harmadik oldalat keressiik,
amelynek két oldala 3 és 4, és ezek

.................... ¥

kézrezart szoge 180° -y, azaz € = J3E +4% =234 cos(180°— ).

Osszevonva, és felhasznalva, hogy kiegészitd szogek koszinusza ellentett €rték,

az Osszeg abszolutértéke: 25+ 24 cosy. (Mivel cos p érteke —~1 s 1 kéziit
valtozhat, a gydk alatti kifejezés 1 6s 49 kozott lehet, vagyis valoban 1 és 7 ko-
Zotti az Bsszeg lehetseges abszolutértéke, 1. a) pont.)

a) A kiilonbsegvekior hossza akkor minimalis, ha a vektorok egyirdnyhak, azaz
szdgiik 0°, elkor hosszuk kiilonbsége a kiilonbség hossza, azaz most 1; és a kii-
Ionbségvektor hossza akkor maximalis, ha a vektorok ellenkezd iranynak, azaz
szogiik 180° ekkor hosszuk dsszege a killonbség hossza, azaz most 7. (L. még
2091. a), ).) i

b) Legyen a vektorok altal kézrezart szog p. A kbz0s kezddpontho! felmést vektorok
végpontjat dsszekitd kiilonbségvektor a két eredetivel ilyenkor egy olyan ha-
romszoget alkot, amelynek két oldala 3 és 4, és ezek kozrezart szoge ¥, €s a har-

madik oldalat keressiik. Ennek hossza: 32 +4%-2.3-4.cosy.

Osszevonva: 25 — 24 -cosy.

(Mivel cos y értéke —1 ¢s 1 kozott valtozhat, a gydk alatti kifejezcs 49 és 1 ko-
z6tti lehet, vagyis valoban 7 és 1 kozotti a kiilonbség lehetséges abszolterieke,
l4sd a) pont.)

2096.| a) Két vektor skalaris szorzata: ab = |a| . |b | . cos y, ahol a két vektor p szoget zar
be egymassal. Mivel cos y értéke —1 és 1 kozott valtozhat, ezért a szorzat akkor

minimalis, ha a vektorok ellenkezé iranyuak, azaz szogiik 1807, ekkor
ab = -|al- |b|, azaz most —12; és a szorzat akkor maximalis, ha a vektorok

egyiranylak, azaz szogiik 0% ekkor ab = lal- ]bl , azaz most 12.

byab =3 -4 cosy=12-cosy.

20971 a) A leghosszabb Gsszegvektort egyenld egységvek- — e
torok esetén kapjuk; a legnagyobb hossz 2. —
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b) A leghosszabb kiildnbsegvektort akkor kapjuk, ha

a két egységvektor egymasnak ellentettje; a legna- L@ S
gyobb hossz 2. t1—

c) Az e, és e, egységvektorok skalaris szorzata:
ee,=1-1-cos¢@=cos¢ Ennek a legkisebb ‘2 i

értéke —1, ami ellentétes iranyu egységvektorok
esetében (¢ = 180°) adodik.

d) Két vektor skaldris szorzata pontosan akkor nalla,
ha merdlegesck egymasra. €

e) A legkisebb hosszisagi killonbségvektort két
egyenld egységvekior esetén kapjuk; a minimalis
hossz 0.

f) eje;=1-1-cos @ =cos ¢ Hacos ¢ = -0,5, ak-
kor @ = 120°.

A feltétel szerint |a| = |b.

Haa||b, akkora+b =0, vagya-b = 0, ami meg-
allapodds szerint tetszoleges iranyu, azaz pl.: minden
vektorra merdleges.

Ha allpb, akkor, vegyik fel a két nem parhuzamos
vektort kozos kezdbponttal! Ekkor egy specidlis pa-
ralelogrammdt, rombuszt feszitenek ki. Ennek atlovektorai a + b, illetve a —b. Is-
mert, hogy a rombusz atloi merdlegesek egymisra, igya+b L a-h.

Mdsik megoldas:

Vegyiik a két egyenld abszolutérickii vektor dsszegének és kiillonbségének skalaris
szorzatat! A vektorok skalaris szorzatara alkalmazzuk az ismert Osszefiiggést:
@+bya—by=a’>-b>=al”>~|b[%

Ez a kiilonbség az la|= |b| feltétel szerint 0.

Két vektor skaldris szorzata akkor és csak akkor 0, ha azok merdlegesek egymasra,
ezérta+b La-h

Tegyiik fel, (a+b) L (a —b). Ismert, hogy két vektor akkor és csak akkor merd-
leges egymasra, ha skaldris szorzatuk 0.
Est felhasznalva a feltétel ekvivalens az (a+b)(a-b) =0 egyenldséggel.

Abbél al—b? = |a|? = |b|? = 0 adodik. igy |a| = [b].
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2100.i Haa— b és a + b merdlegesek egymasra, akkor az a — b és az a + b egyike nullvek-
tor, vagy pedig rombuszrol van szo, mivel a rombusz az a paralelogramma, amely-
nek 4tléi merdlegesek. Mindkét esetben az a és b vektorok egyenld hosszuak.

a) A vektorok hosszat a feltételbdl nem lehet megmondani.

b) Ha az eredeti vektorok egyike fele olyan hosszu, mint a masik, (ugyanakkor a be-
vezetd részben leirtak szerint a két vektor egyenié hosszi is), akkor ez csak ugy
lehetséges, hogy mindkettd a nullvektor. (Ekkor Gsszegiik és kiilonbségiik is
nullvektor, amelyek irdnya tetszdleges, igy tekintheték egymasra merdlegesnek
is.)

Két vektor akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha skalaris szorzatuk 0. Tehat
a-blb & (a bb=0 & ab-b’>=0.
A skalaris szorzat definicidja szerint
fa| b|-cos60°~|b|-|b} cos0° =0,
b -(|a|-cos60°—|b| -cos 0°) = 0.
Egy szorzat akkor és csak akkor (4, ha valamelyik tényezdje 0. =
1) || =0, azaz b = 0, b nullvekior, ekkor a hossza tetszéleges, vagy

2) |a|-cos60°=|b| - cos°=0 = %|a| = |b|,

azaz a hossza b hosszanak kétszerese.

Mesik megolddas:

Rajzoljuk meg egy pontbol kiindulva a és b, egymas-
sal 60°-0s szOget bezar6 vektorokat! A b végpon(ja-
bél az a végpontjiba mutato a — b merdleges a felté-
tel szerint b-re! E specidlis 30°, 60°, 90°-0s harom-
szbgben az atfogo a rovidebb befogo kétszerese, (egy
szabdlyos haromszog fele) azaz a hossza b hosszanak a kétszerese.

2102.; a) Legyenek pl. a és b ellentétes irany vektorok.
b a

) r - .
'
]
'

'
[ S

a+h

a—h

b) Ha b = 0, akkor tetsz6leges a # 0 vektor megfelel.

266

VEKTOROK

¢) Legyen |a| = |b| #= 0.

d) Legyena+b =0,dea = 0.

a) ab egy valds szammal egyenld, ami nem lehet egyenld a jobb oldalon alld vek-
torral.

b} A skalaris szorzat definicidja alap-
i4n |a||b|cos ¢ = | b|, amibsl
fb| # 0miatt|a|cos o = 1 ado-
dik. A kovetkezd abra egy megfele-
16 vektorpart mutat.

¢) A skalaris szorzat definicidja és a feltétel alapjan |a||b|cos o > |a||b], itt
|a|lb!> 0, és emiatt (az egyenlStlenség osztasaval) cos ¢ > 1 adodik. Ez azon-
ban nem lehetséges.

d) ab egy valos szdmmal egyenld, ami nem lehet egvenld a jobb oldalon alle null-
vektorral.

e) A két vektor legyen egymasra merdleges.

{(x+y—2a=(3x-2v)b.
Mivel a és b két nem parhuzamos vektor, ezek szamszorosa akkor és csak akkor

lehet egyenld, ha a két vektor egyiitthatja 0, azaz x+y—-2=10
3x-2y=0

Az egyenletrendszer megoldasa: x = g; V= 3

fay i+§_2 a— 12_12 h = 0 valéban teljestil.
5 5 5 5

Merdleges vektorok skalaris szorzata 0, 1gy:

0 = (a+2b)5a —4b) = 5a” + 6ab — 8h".

Mivel fa| = | b/, ezt irhatjuk igy: 0 = 5 [a|2+61a{2cosy—8|a|2, ahol y az a és
b vektorok altal bezart, keresett szog.

Osszevonva: 0 = | a |2(6 - cos ¥ — 3). Mivel a nem nullvektor, csak a masodik ténye-
zd lehet 0, amibél: cos ¢ = 0,5, Tehat y = 60° (a visszakeresés mas eredményei vek-
torok hajlasszogeként nem johetnek szoba).
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Két vektor akkor és csak akkor meréleges egymasra, ha skalaris szorzatuk 0. Tehat

a+3blda-3b & {(a+3b)da-3b)=0 < 4a% +9ab-9b” = 0.
Jeldljiik a és b vektorok hajlasszigét e-nal! A skalaris szorzat definicidja szerint:

4-|al-|a|-cosO°+9-\a|-|b|-cose—9-1b|-|b|-cos()°=0.

£ = 56,3 a két vek-

Mivel a és b egységvektorok, la]=|b|=1 = cose = 5 =

tor altal bezdrt szOg.

Két vektor akkor és csak akkor meréleges egymasra,
ha skaléris szorzatuk 0. Tehat

a+ib Lb < (a+ibb=0 & ab+ib®=0.
A skaldris szorzat definicioja szerint
la|-|b|-cos60°+4|b|-[b]-cos0°=0.

Mivel a és b egységvektorok,

al=lbl=1 = 1=

2

Ja]

. ; b
az a hosszénak |a |-ad része. Hasonloan m is b ira-

a egy a-val egyiranyu egységvektor, hiszen hossza

nyt egységvektor. A két egyenld hosszi {de a feliétel
szerint nem parhuzamos) vektort kozos O kezdSpont-
bol felmérve, egy rombusz egy csuesbol kiindulo két 0
oldalvektorat kapjuk. E két vektor Osszege a rombusz

O csticsabol induléd e atlovektora. Mivel a rombusz atléi egyben szogfelezOk is,

|al

a b a
ezért e is felezi a és b vektorok szogét. Mivel — és — barhol felvehetd, —+ 71—
jal " ib] la| *

vektorrdl dltalaban az allithato, hogy parhuzamos a és b vektorok szdgfelezGiével.

Az 4bra alapjan egy szabalyos hiromszog magassaga

3
az 5 egység, tehat |vl7 = 5 egység, azaz a vektor v

hosszira igaz: ——= = 5,774 egység.
V3
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Legyen a mésodik koordinata e,. Mivel az e egyscégvektor hossza 1, ezért

V3) e of L.
2 El gy 2,

Mivel az e egységvektor elsé koordinataja Y ezért egyik iranyszoge 120°, vagy

2
1 +e2 =1, amibdl ¢; = 3
2 ° 4

Két lehetdség van tehat: e (—%;

B
> |
Mdsik megoldds:

—120°. A masodik vektorkoordinatat ezek utin geometriai megfontolassal (szaba-
lyos haromszig magassiga), vagy trigonometriai tton kaphatjuk meg (a mésodik

koordinata sin120°= —2—3, vagy sin(—120°) = —73)_

Az a masodik koordinataja 3 ezért egyik pozitiv iranyszoge 30°. A szabalyos ha-
romszdg magassagardl tanuitak miatt a els6 koordinataja —.

Tehat a= £i+ lj.
2 2
A b egyik iranyszoge 45°, ezért az egyenld szdrd der¢kszogi haromszogrol tanultak

V2. 42,
2

“=i+—]
5 J

A ¢ els6 koordinétaja > ezért egyik iranyszdge 60°. A szabalyos haromszog ma-

V3

gassagarol tanultak miatt e masodik koordinataja 5 Tehat ¢ = ~2—1 + - J

alapjan mindkét koordinataja B Tehat b =

A tengelyes szimmetria segitségével:

1, 3 V2. 2 V3
+

1
de—2it X5 e=-Y2 f=- g2
SR IR T S 2 'y

Két vektor felel meg a kovetelmenyeknek.
Az dabran ezeket v, illetve w jelolL

v=4.c0os30°i+ 4-5in30° j = 24/3i + 2j v
W=4'COS30°-i—4'SiH30°-j=2\/§i—2j il

oQE VIS - ¥

30°
\\i\_g(y 4 . cos 30°
o

.
W

-
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A huszar a ,,vizszintes” és . fiiggbleges” iranyok egyikében 1, a masikaban 2 mez6t
1éphet barmerre, igy a 1 és +2 koordinatak parositdsai adjék az ered"r.nény’t. .
Az Gramutato jarasanak megfeleld sorrendben végigjarva a {feladatgytijtemeénybeli)
4dbran jelolt lehetoségeket: |

(1:2), (2: 1), (-1, (1;-2), 1;-2), =D, 2D, L 2).

Ha a(2;-3), b(-1;5)és e 3), akkor

aya+b+ec=(1;5)y
bya-b-c=3;-11)
c)2a-b-c=(5-14),

d) %a —3e=(1; -10,5);
e) 3(2a—b) = (15; -33).

) [(2:3)+ =3B 2G-D =15 - =-5-5=-10.
(A skaléris szorzat eredménye egy valos szam!)

B [(2; 3= (5;-11(=3:2) = (-3 H(-32) =9+8 = 17.
¢) Mivel a skalaris szorzai Ldisztributiv”’, ez ugyanaz, mint az a) feladat, tehat az

eredmény — 10. Persze kozvetleniil is kiszamolhaté, mintegy ellendrzéstl:
(2:DG; =D+ =326 -0 =(10-3)+(-15-2) = 717 =-10.

DI DRI +ERD] = G HELEH=-5+5=0.
(Azaz a két vektor merdleges. Lisd még a 2100. feladat megoldasat).

a) Ha ismertek az a + b és a — b vekiorok, akkor ezek
psszegének fele az a, és kiilénbséglik fele a b.
3 -D+(-15
Koordinatakkal: a = L—)—z(——) =(1; 2);
(3, -1)—(=1:3)

=(2; -3).
2 (2,-3)

illetve b =

b) Lasd az abrat!

¢) A két vektor skalaris szorzata:
ab=(1,2(2;-3)=2-6=-4
(Negativ, mert a kozbezart szog nagyobb, mint
90°, és ekkor a koszinusz mar negativ.)
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2117.; a) Legyen az egyik vektor hossza a, mig a masiké b.
A feltéte] szerint b = 2a.

4=ab:a-2a-cos60°:2a2-0,5=a2.
Innen az egyik vektor hossza 2, a masiké 4.

b) Az Osszegiikre az dbran satirozott hiromszogb6l:
52 =4+ 16— 16 - cos 120° = 28. Azaz az sszeg-
vektor 28 ~ 5,29 egység hosszu.

¢) A kiildnbségre a masik haromszoghdl, hasonloan
koszinusztétellel: £ = 4 + 16 — 16 - cos 60° = 12.
Tehat a kiilonbségvektor V12 = 3,46 egyseg
hosszu.

28| @y AA' = (5-2;1-3) = (3;-2),
—
AA" = (=1-5;7-1) = (-6; 6).
A hosszuk ezért:

|AA"| = 32+ (-2)2 =13 = 3,61 és
|AA"| = J(—6)2 + 62 = 62 = 8,49,

b) A pontok koordinitaihoz hozzaadva az

eltolasok vektoranak koordinatait kapjuk
az eltolt pontok képénck koordinatait:
B=-1,4)+03-2)=(2:2),
B"=(2;2) +(=6;6) = (-4, 8);
C'=(6;,-2)+(3;-2) = (9;-4),
C"=(9-N+(-6,6) = (3:2);
D'=(4-9+(G:-2) = (-1, -11),
D= (=1, -11)+(-6;6) = (-7, -5).

2119, Huzzunk a v kezdOpontjan keresztiil

parhuzamost a-val, v végpontjan ke-
resztlil pedig parhuzamost b-vel. A ka-
pott haromszog két oldalvektora via,
illetve v.b (v;a kezdOpontja a v kezdd-
poatja, v.b végpontja a v végpontja),

A v szam két dolgot fejez ki: eldjele
azt jelzi, hogy a vya vektor az a-hoz keé-
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pest milyen irinyu (ha pozitiv, akkor azonos iranyu, ha negativ, akkor a-val ellenté-
tes jramyu); @ vy abszolitertéke pedig azt mutatja meg, hogy a v;a vektor hossza hany-

szorosa az a hosszanak. Ezt meéréssel, majd egy osztassal lehet megallapitani: a hosz-
o , 24,5
sza 22 mm, v;a hossza 24,5 mm és egyiranyl vektorok, ezett v, = Yy =~ 1,11

Hasonloan allapithaté meg a vy 1s: b hossza 35 mm, v,b hossza 22 mm és ellentétes

iranyn vektorok, ezért v, = ~35 " -0, 63.

Tehatv = 1,11a —0,63b; az adott v vektor koordinatai az adott bazisrendszerben 1,11
és —0,63.

Megjegyzés:

A szerkesztés és mérés itjan kapott eredmény természetesen kozelits jellegil, a pon-
tossagtol fiiggden mas (elvileg helyesen megallapitott, elfogadhatd) értékek 1s adod-
hatnak.

a) Jeldljiik a v vektor kezdSpontjat O-val, végpontjat
P-vel, O-n és P-n keresztiil hizzunk az a, illetve a
b vektorokkal parhuzamos egyeneseket.
Az O-n Atmend a-val parhuzamos ¢s a P-n dtmend
b-vel parhuzamos egyenesek metszéspontja le-
gyen A, az O-n Atmend b-vel parhuzamos és a P-n
atmené a-val parhuzamos egyenesek metszéspont-
ja legyen B.
A v vektor a-val parhuzamos osszetevlje OA ,b-vel

o
parhuzamos tsszetevoje pedig OB .

b) A v vektor a-val parhuzamos OA Osszetevlie oa,
b-vel parhuzamos dsszetevoje pedig fb alakban is
felirhato, ahol o és § valamilyen valos szam.

_— —
Mivel v = OA + OB, ezért v = ca + fil B
Ez utobbi vekioregyenletet mindkét koordinatara
felirva az alabbi egyenletrendszert kapiuk:
7T=2a+f
6=-30+4p
Az egyenletrendszert megoldva o = 2, f=3 adodik.
igy az OA = oa vekior koordinatai (4; -6), az OB = Bb vektor koordinatai pe-
dig (3; 12).

2121, x = Aa + ub, ez a megfeleld Kkoordinatakra lebontva: —6 = 24 — 104

o

12 = 54+ 24.
Az egyenletrendszer megoldasa: 4 =2, p= i,igyx=2-a+l-b
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EkkO}‘ tel kell irpunk v vekiort ka + [b alakban, ahol (k; I) a keresett koordinatak. A
v, a és b eredeti elsé és masodik koordinatdira kiilon-kiilon is fennall a felbontas:

4=k(-3)+1-2 va - Kottabb ) Bk+2l=4|.
y ok d+l3 [ gy a megszokottabb formaban: kes=2|
A felsé egyenlethez hozzdadva az alsé haromszorosat, k kiesik és kapjuk: 117 = 10,
araz [ = 19
i1

. . . 10 8

Visszahelyettesitve (pl.) az alsoba: k=2-3-—=—-—.
11 11
Tehat v = #—8—a+~]gb.
11 1

Az a vektor hossza «@ , a b vektoré pedig JST) , ami az a hosszanak \/g -§ZOro-

sa. A kereseit vektor tehat: —1— b.

V8

%b:{%b:[ﬁg; —#]: (2v2:-42)

Szerkesziés

Huizzunk parhuzamost a-val a v vektor
kezdépontjan keresztiil és allitsunk
merdlegest a-ra a v végpontjan keresz-
tiil. A keresett OsszetevOket az abra
mutatja.

Szamolds
Egy az a-ra merdleges vektor példaul b(1; 3). A parhuzamos Hsszetevo legyen oa,
a merdleges dsszetevd fb, tehat o(3; 1) + 5, 3) = (4;-3).

Ebbél a kbvetkezs egyenletrendszer adodik:  3ac+ f =4
—o+3f=-3.
Az egyenletrendszer megolddsakent o = —% B= —% adddik.

. . .. 9
Tehat a parhuzamos Osszetevo [—

;- E a merdleges Osszetevd —l- - 3
2 ’ 2 ! g - 2 ’ .

2
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Legyen b(x; y). A feltétel szerint egyrészt a L b, tehat ab =2x— 3y =0, 1)
masrészt |a| = |b] és |a| =v4+9 =13, gy Tyt =13, (1)
13
(L)-bdl x = 1,5y, igy 2.25y> +y* =13, y'=—— =4,
3,25
=_3,
2

y==%2

vy, = 2 esetén x; = 3, ¥, = —2 esetén x

A keresett vektorok: b'(3 ;2) és b"(-3 ; -2).

Masik megoldds:

A feltételek miatt b az a +90"0s és — 9005 elforgatottja lehet:
b'(3; 2) és b (-3; -2).

Legyen b(by; by).

Mivel a L h, ezért ab = 0, azaz 10b; — 5b, = 0,

illetve |b| = V10, igy b2+ b,% = 10.

Az elsd egyenlethdl b, = 2b). |

Ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve b,2 + 4b,2 = 10, amibdl b12 = 2 adodik,
b = \E, sigy b, = 2\5, illetve

b = 2, s igy b, = ~242.

Két megoldas van: («./5; 2«/5) s (—\E; —2«/5).

Innen

Az a vektor b vektor egyenesére esd merdleges vetiiletének hossza| a | . | cos @ | ahol

@ az a és b szoge.
lab| 6+4] 2 245

ORI G
Hasonldan a b vektornak az a vektorra esd merdleges
vetiiletének a hossza

|ab\ 2 2

la|-| cosg| =

b|- =5 = =—.

| J ‘COS‘P| |'a} 9+16 S

Megjegyzés:

'a| - cos ¢ =a-b°, ahol b° a b vektorral egyiranyn egységvektor, s igy

1

v o= )
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jal = Va} +} =22+ (-5 =29,

a) Az a vektorral egyiranyd egységvektor A a [i >
Al TV29' V29 )
Az a vektorra meréleges egységvektorok:

‘ 5 2 . 5 2
a,|—=; — 1|, illetve a,| ——; ——— |.
l[\@ V29 } l[ ¥29© W29 J
b) Az a vektorra meréleges, 3 egység hosszisagy vektorok:
15 6 6

15
a| ——; ——|, iletve a,| ——; —— |,
‘[«/29 \/29] 2[ J29 \/29]
54 24

) Az Osszes, a vektorra merdleges vektor b = Ja L(—; —%J ahol 4 e R.
V297 Y29

Az a vektor hossza /25 =5, a b vektor hossza +100 = 10. A b vektor iranyaba
. . 1

mutaté |a| hosszisaga vektor (3; —4), Tehat az a + 5 b = (6; 0) vektor mar az a

és b szogfelez8jének iranydba mutat, (mert a rombusz atloja egyattal szogfelezs is)

hossza 6, igy a keresett egységvekior é(ﬁ; 0) = (1; 0}, ésa (-1; 0).

Legyenz = (x; y). Ekkoruz = 2x + 2y = ld4 és vz = x — 6y = —7.
Kifejezve a masodik egyenletbdl x-et: x = 6y — 7.

Ezt beirva az elsé egyenletbe: 2(6y — 7) + 2y = 14.

Rendezve: 14y = 28, amibdl y = 2.

Visszairva x kifejezésébe: x = 6-2 -7 = 5. Tehiat z = (5: 2).

a) A skalaris szorzat értéke a koordinatakbol:

ab=a1b] +a2b2:4-(_l)+3-2=2.
b) A két vektor abszoluitértéke: |a| = v4® +3° = 5, |b| = +/(-1)* + 22 = /5.

A skaldris szorzat definicio szerint: ab = |a|- |b| - cosy, ahol a két vektor ¥ sz6-
get zar be egyméssal. Beirva a mar ismert értékeker: 2 = 5-‘6 cos Y, amibdl

cosy = % Ebbdl y = 79,70° (a visszakeresés mds eredményei vektorok haj-
lasszégeként nem johetnek szdba).

a)ay =38; a;=-24; by=-42; b, =5 helyettesitése utan cosex = —0,1349
adodik, amibdl & = 97,75°.

b) A vektorok hossza.
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K&t vektor skaldris szorzatardl tanultak alapjin az a és b vektorok o hajlisszogének
a-b
a koszinusza: coso = AL
lal:[b|
8:-2-3-6

J8% + (3242 + 6

A megadott adatok esetén cosor =

-2
= = 0,037
Y73 -440

A keresett ¢ = 92,12°

xy = |x| - [y] - cos ¢. ahol ¢ az x és y veltorok szoge. Innen cos = 1 riy.

Legyen a és b szoge p.
ab —9 +1 6 7

Ekkor cosy = | l |b| = 25 =(),28, innen y = 73,74°.
—2-12 6, o = 163,74°
b és ¢ szogét jeldljiik e-val! Ekkor cose = s " 25 = -0,96, o = 163,74".

Mivel a - ¢ = 0, ezért a és ¢ merdlegesek egymasra, tehat szdgiik 90°.

a)E: 0_§—Cﬁ=(6;—8).

b) Legyen AB felezbpontja F.
O pont F-re vonatkozo tiikorképét je-
16ljik O'-vel.
OBO'A paralelogramma egyik atloja
—_— =
00 =0A +0B =(12;6).

F felezi 00" atlot, ezért OF = —00" = (6: 3).

B | —

—

1 — —
Mdasként: OF OA + EAB OA + —0OB —

[\.)
l\.)|v—'

c) Legyen AH| = H H, = H,B. Ekkor

1—% 20A+OB

1 — —
0H170A+AH OA+3AB OA +~ OB——O
13
Innen OH, =[5; —3WJ

— s = 22— -
Hasonléan OH, = OA +§AB. Ebbdl OH, =

3

—

OA + 208

OB 5
—ﬁ=[7; -].
3 3
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AB(3 4, AC(=3; 3).

AB és AC hajlasszdge kiszamithatd a két vektor skalaris s70rzatanak keétféleképpen
valé felirasaval:

|AB| {AC |cos o = 3-(-3)+4-3 = 3.

5-3\/5-(:050::3 = cos o = 0,1414 =

o =~ 81,9°

BA( 3; —4) BC( 6; —1).
BA és BC vektorok hajlasszoge kiszamithato a két vektor skaldris szorzatdnak két-
teleképpen vald felirasaval:

BA| - |BC| -cos f=(-3) (-6)+ (4. 1) =22.
|BA| = [AB | = 5: [BC|=(-6)" + (1) =37.

5437 -cosf=22 =  cosf=07234 =  B=437
A haromszdg bels6 szdgeinek tsszege 180°, ezért y = 54,4°.

Az oldalfelezd pontok legyenek rendre

P, 0. R. Az A pontba mutato a vektor

r+RA.

A hdromszdg kdzépvonalinak tulajdon-
I >

sdgabol adodoan RA = QP =p —q.

Tehita=r+p-q.

Hasonléan szamolhaté ki a B pontba

mutatd b vektor és a C pontba mutatd

¢ vektor is.

b=p+q-r, c=q+r-p.

A megadott adaiok esetén:

a(4; 10), b(0; 6), (8;-2).

Mdsik megoldds:

Legyenek a csucspontokba mutatod vektorok a(a;; ay); bb,: by):

z6pontra vonatkozo tételek szerint:

B

c(cy; ca). A fele-

a+b 3
2
+
e 5 96| bsszeadva az egyenleteket a) + by + ¢ =12
b +c bi+e =8, |
'2 L=4 | tehata, =4; by =0; ¢; = 8.
|
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dy + Py

2
a, + ¢,

=8

=4 % Hsszeadva az egyenleteket ap + by +¢p = 14
2 b2 +0p = 4,

b, + .
)2_2_‘71 =2 | tehita, = 10; by =6; ¢ = -2
Mivel itt harom egyméshoz csatlakozé vektorrol van C

sz6, az Osszeflizd modszer szerint dsszegiik az elsé
kezdépontjabol az utolso veépomjaba mutat. Mivel

azonban e két pont egybeesik (az AA -6l van s§2.0), az
eredmény a nullvektor (0). 4 B

+b+
A héromszdg § silypontjdba mutatd helyvektor E——S—i, igy a sulypontbol a

csticspontokba mutatd vektorok:

S);{:a_a+b+c _ Za—bﬁc,
3 3

-ﬁ»:b_a+b+c _ 2b—a—c’
3 3

E—C>:c73+b+c _ 2c—a—b_
3 3

Jeloljiik a vonatkoztatasi rendszer kez-
dépontjat O-val, és vezessiik be a ko-
Vetkezo Jeloleseket

OA—a OB = b OC =c, 0S =s.
onAS =s-—a, BS = s-b

CS =s—c¢ és AS +BS +CS =
=s-a+s—-bis-c=

=3s-(a+b+c)

a+b+e
——, ezt alkal- 0

[smert, hogy 8 =
. — — =2
mazva, a keresett osszeg AS + BS + CS = 0.

Megjegyzés:
Ha § a v vonatkoztataql rendszer kezd6ponija, az emlitett tétel szerint:

A
§§:S +Sf+SC:0'

278

VEKTOROK

A szabalyos haromszig koréirt korenek kozeppontja egybeesik a sulyponttal.
A 2140 feladat eredményét alkalmazva SA +SB + 5C = 0, igy
OA + OB + OC = 0.

Az A, B, C pontokba mutaté helyvektorok legyenek rendre a, b, c.
at+b+tec

Ekkor az ABC haromszog sulypontjaba mutaté helyvektor

Az A, pontba mutat helyvektor b + AB=b+b-a=2b-a

A B, pontba mutato helyvektor 2¢ — b, a C; pontba mutat6 helyvektor 2a —c.

?2b-a+2¢e—-b+2a-¢
; -

Az AB{C, haromszig sulypontjdba mutatd helyvekior

+b+
= ?—E—c, tehét a két haromszdg sulypontja valoban megegyezik.

-5 A o . L .
CC, = = —-b. A felezbpontba mutato helyvektoxra vonatkozo tétel szerint:

. AB+aC b b b
+

aa, = ABHAC ATV enge OC)+ A = _bh+dil=a-

2 2 2 272 2

Legyenck a téglalap két szomszédos
cstcspontjanak koordmatal

A(1:2). BG:5). fey AB(2 3).
Mivel AB _LAD ¢s |AD|=4-1AB ],

felirjuk az AB-re merdleges, négyszer
olyan hosszu vektort. Kei 11yen vektor

van: AD(]Z -8), llletveAD( 12; 8).
A téglalap megfelelo szemkozt1 olda1~

vektorai egyenldk: AB = DC =DC". DC’
Ezek segitségével a cslicspontok koor-
dmatal a kovetkezokeppen szamolhaa

t0k: OD OA +AD, 111etveo_§ OA +AD = D(13;-6), D(11;10)
6C = OD + DC. illetve OC' = OD' + D'C' = C(15:-3); C(-9:13).

Legyenek a rombusz két szemkozti csucspontjanak koordinatai: A(—1; =3), C(9; 5).
A rombusz atléi merdlegesen felezik egymast. Ha a hosszabbik atld a rovidebb atlo
héromszorosa, akkor ez az atlok felere is igaz.

Az atlok felezopontjd F (4 1), igy F C (5 4).

Mivel FC L FB és |FC |=3- |FB| felirjuk az FC-re merbleges, harmad-
olyan hosszl vektort.
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—f 4 5
Két ilyen vektor van: FB[—*; —),

33
. —(4 5
illetve FD| —; — = |.
373
Ezek segitségével a csucspontok koor-

dinatii a kévetkezdképpen szamolha-
— — g8 B
tok: OB = OF + FB = B[g; 5]
tlletve
2
OB = OF + 7D = Dg; _5}.

Mivel fIB = OT)> — O_A) :

— — == —_ =

BC = OC — OB és AD = BC a parale-
logramma szemkozti oldalvektorai,
igy igaz az allitas.

2) a+b

a paralelogramma atloi felezik egy-
mast (lasd az abrit is).

, ahol azt hasznaltuk fel, hogy

b) A két atlé felezbpontja kiilénbozo,
azaz két vektort kell meghatarozni.
Az dbran x-szel jeldlt vektoria

a
: b+ 2 b a
igaz: x= =—+—.
2 2 4
A masik, y-nal jeldlt vektorra:
b-a a b
y=a+ ==+ _.
2 2 2
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¢) Az abra szerinti M pontba mutato
vektort kell meghatarozni.
Az AD felezdpontjaba mutatd vektor
a+d

. Hasonloan BC felezdpont-

+c

jAba mutat . Ekkor igaz lesz,

a+b+c+d .
hogy: m = Y mivel a
kézépvonalak a négyszdg oldalai-
nak felezéspontjai dltal meghatérozott paralelogramma tioi. Ez tehat a négyszog
kbzépvonalainak metszéspontjaba — ami egyben a négyszog sulypontja — mutato

vektor.

——— — — —
Legyen ED' = AD ¢és EC' = BC.
gy AED'D és EBCC' négyszigek para-
lelogrammak, nivel AD és ED', illetve
EC' és BC parhuzamosak és egyenlok.
Ezért e paralelogrammak masik oldalai
is egyenldk: DD' = AE = EB = C'Cés
parhuzamosak. Igy DD'CC’ négyszog
is paralelogramma, mert két oldala par-
huzamos és egyenld. A paralelogram-
ma 4atioi felezve metszik egymast, tehdt

R . , — ], = 1, — —
F a C'D' szakaszt is felezi. Ezért EF = E(EC'+ED') = ~2_(AD + BC).

Mudsik megoldas:
. — —
Az dbra szerint EF = x+ AD +vy,
—

valamint EF = x+BC- y.
A két egyenletet osszeadva kapjuk:

— s —
2EF = AD + BC. \
\\
et B
— C
FG = FA+ AB + BG = B <
L i aB+lBé- a ¢
2 2
1 —_— N
:a+5(7+B_C>) (L) A F D
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b) A feladat szovegének zardjeles meg- D ¢ C

AB +8 BC + CD +DA =0ésa kezdetl jeldleéssel . ) .
jegyzése miatt a 0, a, a+b és

a4 BC-ct DA=0 = KCx DA e 1 ! a+ b + ¢ vektorok szamtani kbzepe
Ezt (I.)-be helyettesitve FG:a+5(c_a):Ea+Ec' kell:s:0+a+a+3+a+b+c= ‘ b
Mdsik megoldds: ~3a 2b ¢
' == ;
4 4 4

——3 3
Toljuk el AB-t AD-ral!
. — —
Igy AB = DFE = a, az eltolas miatt
ABED paralelogramma.
Huzzunk parhuzamost G-n keresztiil
BE-vel. Mivel G a BC oldal felez6-
pontja, ezért GH a BCE A kézépvona-

Ez lesz a négyszig sulypontjdba mu- a B
tatd vektor (ti. a négyszog stlypontjardl van szo).

a) egyenld;

b) dsszegének ellentettjével,

la, igy felezi CE oldalt és hossza BE szakasz fele. Mivel F az AD felezdpontja és ' ¢) ugyanakkora (vagy: ugyanolyan hosszu);
AD || BE|| GH és GH = FD, ezért FGHD paralelogramma (konvex, és 1-1 oldala d) nultaval;
—— —

parhuzamos és egyenld), igy FG = DH. e) 60°.

. — = ] = 1 1 1 -
Mivel DH=DE+—-EC=a+ - (c—a)= —a+—c. ' — — ] — — 3 T T2

2 2 2% 2 : 2152 a) a—b=RA, =B,0; —a+2b=A,0=RB,:; 3b——a=LB =AN,;
] - 2 E 2 3
2150 a) Kezdjiik az ABC héromszog sulypontjaval. Az dbra szerinti s, a kérdés. Mivel | (2a—by- 2 (33 ~ 3bJ A b-Zath=-0- KK~ AA - sib
a keresett vektor —a a BC felezo- D c C 3 2
3 ; — 1 — — — —
b) B3B8, = —Ea; PM =2b; MK=-2a-3b; LR =-2a+b; SP=2a-b;

pontjaba mutato vektornak, ezért:

2 b 2a b
S;=_-|lat+t—|=—+—.
3 2 3 3

A BCD haromszig esetén induljunk

— —
PN = —2a+2b; A3B, = -a+3b.

Megjegyzés:
A fentiek szerint a megadott a és b vektorok altal alkotott bazisrendszerben a be-

ki abbol, hogy a silypontba mutatod A .
helyvektor mindi iesokba mu- a - st ke 5 55l -L. ol Prd@:
yvektor mindig a csucsoxba mu B rajzolt vektorok koordinatai a kdvetkezdk lesznek: B.B,| ——; 0|; PM((; 2);
tatd helyvektorok ,.szadmtani koze- 2
pe”. Az A-bél rendre a B, C, D csiucsokba vezetnek az a, a+ b, illetvea+b +¢ AR(—Z; -3); ﬁ(_z; 1); ﬁ(z; ~1); ﬁ(fz; 23; Aﬁ (—1; 3).
atat+b+a+b+e 2b ¢ !
vektorok. Ekkor s, = 3 =a+ EY + 3 i
Az ACD héaromszdg esetén az eldbbi gondolatmenettel 2 0, a+b és a+bh+¢ E 2153) o) |a] =18 cn?; |b| = 1,0 cm.
) o 52 2b ¢ b} a — b vektoru eltolassal; ennek hossza 2,3 cm,
vektorok szdmiani kbzepe kell: 3 = ==+ ==+ —. ¢) Soronként haladva: a; 2a; b a+b; 2a+b; —a+2b; 2b; a4 2b; 2a +2b.
Végiil az ABD haromszdg esetén A-bol a csilcsokba mutatd vektorok: 0, a és
+
a+h+eigy s, = 2—; + 2 + % 2154.; a) Az ABC haromszdg S, stlypontjaba mutato helyvektor: TS]: Ey;
—— +q+r
a POR haromszdg S, sulypontjaba mutato helyvektor: OS; = P_;l__
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k+1+m
3

3

b) A KLM haromszog S sulypontjaba muiaté helyvektor: O‘S; =

— — —
ahol k ;== OK; 1:=0OL:; m:= OM.
A szakasz felez6pontjaba mutatd helyvektor a végpontokba mutato két helyvek-
a+p 1= b+q m = c+r

tor Bsszegenek a fele, ezért k = 5 5

atb+c+pt+q+r
5 .
¢) Az 8,5, szakasz F felezGpontjaba mutatd helyvektor:
- ., ath+c ptg+r
O—F>_OS1+OSZ_ 3 + 3 _a+bt+tctptq+tr
B N 2 - 6

Tehat az F pont az $; ponttal azonos. Ezt kellett bizonyitani.

——
Ezt felhaszndlva OS; =

e
= 0S,.

4
A POR haromszdget K kizéppontu, 3 aranyn kozeppontos hasonlosaggal lehet az
, . L Lo 4 e — 4 — 4 —
ABC haromszoghe atvinni, ezért KA = 3 KP, KB= 3 KQ, KC= 3 KR.
. i S R S — s 4= —
fgy AB = KB-KA =§-(KQ—KP), BC = KC—KB:E(KRMKQ),
— — — 4 ——3
CA = KA—KC:E-(KP—KR).

Az ¢ egyenes parhuzamos a 135 =q-p=5-956j
vektorral. Ennek a z vektorral alkotott skalaris szorza-
ta: z(q — p) = (48i + 25j) (51 - 9,6§) = 240-240 = Q,

—
tehat z merdleges a PQ -ra és igy az e egyenesre is.

—_— — — — —
a)AB=b-a, BC=¢-b, CD=d-c, DE=e—-d, EA=-a-e.

b) Legyen AB felezépontja £, BC felezépontja F,, CD felez6pontja Fs, DE felez6-
pontja F,, EA felezbpontja Fs. A szakasz felezGpontjaba mutato helyvektor a

végpontokba mutatd két helyvektor Gsszegének a fele, ezért

+ d+ +
0_Ff=¥, ﬁj:b—zﬁ, or =4 opodte op-tt2
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¢) Legyenek a szoban forgé atlok felezdpontjai K, L, M, N, P (dbra).

OF, + OF.
—_—
OF = o+ F3:a+b+c+d, o
4 . S—
— —
O—L>:OF2+OF4:b+c+d+e, a
_ 2 4
— —
W:OF3+OF5:c+d+e+a’ A
2 4
— —
OTV:OF4+01§:d+e+a+b,
2 4
— —
agzOFS+OF2:e+a+b+c.
2 4
— b —
KL:C?Lwé?(z +c:d+e_a+b:c+d:e4a:iﬁ>’

tehat KL valoban parhuzamos az ABCDE 6tszig egyik oldalvektoraval.
Hasonléan kapjuk, hogy

Lﬂrz(ﬁr_ﬁi:c+d+e+aﬁb+c+d+e:amb:l§1,
4 4 4

MN = ON — O d+e+a+b_c+d+e+a: b—c:_ﬁ’
4 4 4 4

ﬁ:(ﬁfﬁ;z e+a+b+c_d+e+a+b: c—d:lD—d
4 4 4

P?(:OT{—@_J):a+b+c+d—e+azb+c=d;e=lﬁ,
4

tehat az allitas igaz.

A d) rész megoldasabol adédik, hogy a két otszdg szdgei paronként egyenlék és
a kis otszog (KLMNP) oldalai rendre az ABCDE 6tszbg megfeleld oldalainak ne-
gyedével egyenldk. Ez a két tszdg hasonlosiganak elégséges feltétele.

—, PO+PR

2158, a) PF:Q%.
— = =

b) TV = PV - PT.

c) A szarmaztatas miatt PQ = PT, PR = PV és QPV <4 = RPT 4, ezért az emli-
tett két skalaris szorzat is egyenld,
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ey == T T — —  — = _— S = —
N (PQ+PR)PVfPT)_PQ-PV+PR-PV_PQ-PT—PR-PT
2 - 2 '
—_—

— . —_ o _— , — — ,
Mivel PR merdleges PV-re és PO meréleges PT-re, ezért PR - PV = 0 és

_, BV _PR.PT ,
PO - E’TF) = (), tehat PE-TV = @R——— A ©) részben bizonyitottak

—_ — —_— _— — .. JUT R
szerint PQ - PV — PR - PT = 0, tehat PF - TV = O 1s igaz. Ezzel az allitast bizo-
nyitottuk.

— (1?+ﬁ)2 ?2 PR 2P—>l_37?>
(PF)Q:_QT_: Q"+ 4* QPR bl
1;‘TFI\/;JQQ+ij2Jr:ziz’-ﬁe’
2

162.

i

e N R~y S N 2 2 - 7 .
(V)2 = (PV - PT)? = PV? + PT* — 2PV - PT, ebbdl

[TV|= NPV + PT? 2PV - PT .

Mivel PQ = PT, PR =PV, QPR = 180°~ TPV, ezért

sy — _— — — 4 P . ,

PG - PR = -PV - PT, tehét | TV | = 2| PF |, ami bizonyitandé volt.

N
ayv=AB = (1;-1).
b) Az | s alatt megtett 4t \/5 egység, a 7 s alatt megtett it 7«/5 egyseg.

a) 24 - 180 + 31 - 240 = 11 760 (D).

b) A kétféle cukor ara lesz az elsd, illetve a masodik koordinata, ekkor az ,arvek-
tor”; (180; 240); mig a fogyast, az eladott termék mennyiségét jellemzd vektor:
(24; 31). A két vektor skaldris szorzata a bevétel.

¢) Ekkor az arvektor: (180; 240; 300). a fogyas pedig legyen a (k; m; n) nemnegativ
egészekbd] allo vektor, a bevétel pedig: 180k + 240m + 300n; a haromdimenzios
skalaris szorzat.

A munkavégzés az erd és az elmozdulas skalaris szorzata, tehat esetiinkben:
¥s = F.5-cos (F;s) = 110 - 150 - cos 30° = 8250«[ = 14289, 4 (I).

-'_) . P
Az elmozdulds vektora s = AB(3; —4), a testre hato erd F(3; 2). A fizikai értelem-
ben vett munkavégzés allando erd esetén, az erd és az elmozdulis vektoranak ska-

laris szorzata: W = Fs = 9 - 8 = | egység.

Megjegyzés:
Az adatokbal a munka szamértéke hatarozhato meg.
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2163.| F=7N; 5=0,02m.
a) Fs = F-5-cos [80° = —0,14 (joule).
b) A két merdleges vektor skalaris szorzata 0.
¢c) Fs = F -5 cos45° = 0,099 (joule).
d) Fs = F - 5 cos 135° = —0,099 (joule).

E=a+b; E/H: G

>

AF =a+c¢; £ F

— |

AH =b+¢ c |

5 |

AG =a+tb+e R S Je
A a B

a+b+e

2165, a) Az ABC haromszog sulypontjaba mutatd vektor

b) A téglatest P-bol kiindulo testatlojanak végpontjaba az a + b + ¢ vektor mutat, a

testatld P-hez kozelebbi harmadolo pontjaba pedig az atbte vektor mutat.

Figyelembe véve az a) feladat eredményét belattuk, hogy a P-bél kiinduld test-
‘fiﬂtf) P-hez kiszelebbi harmadold pontja megegyezik az ABC haromszog sulypont-
javal. Ebbél kovetkezik, hogy az ABC haromszog sikja a teglatest P-bdl kimduto
testatldjabol a harmadat vagja le.

2166. Az abra jeloléseit haszndlva:

(PR
)

A—Fl}:éﬂ(ﬁ+m F;:E(A i C

A keérdéses vektor:
_— —

_— 1
RF, = AF, - AF =~
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2167. a)PLb+ecésa+c (Lasdaz Abrat.) s -
[N -
ba+cy+b=a+b+c p ’:; \\_|//
¢)PL a+e¢, b-a, —b-c harom K i
olyan lapatld, amelyek sszege 0. A AN
(Lasd az abrat.) b| L v
;‘i //)!J___’*:::r—
,r////”(:~ -7
~ >

a) Mivel ¢ merdleges a-ra és b-re is, ezért merdleges e két vektor dsszegére, a + b-
reis. Igy @+ b)e = 0.
b)@a+b)(b+c)=ab+b’+ac+bec=0+1+0+0=1.
(BEgységkockardl van sz6, igy b hossza: 1. A masik harom tagban merdleges vek-
torok skaldris szorzata van, ami 0.)
)@+b+ey(a—c)=a’+ba+ca—ac—be—c’ =1+0+0-0-0-1=0.
(Ez gy is kijétt volna, ha belatjuk, hogy a megfeleld testatlo es lapatlé merdle-
gesek. Az elemi geometriai bizonyitds volna.)

2169.] a) Az dbra szerinti betiizéssel keressiik:

—_— 3 —
AR. BC, CA oldalvektorckat.
— — -—
AB=bh-a;BC=c-b;CA=a-c
{A harom osszege, mivel zarodnak, a 0.)

Ismert, hogy a haromszog sulypontjaba
mutatd helyvektor a haromszog csi-

csaiba mutatd helyvektorok ,,szdmtani
kozepével” egyenlo.

. T D
Ha tehat s; a tetraéder D csicsabol a
szemkozti ABC haromszog sulypontja-
ba mutatd helyvektor (€s egyben a tetra- A

a+b+c

3

Ha s, a tetraéder C csticsabdl a szemkdzti ABD haromszog sulypontjiba mutato
a-c)+(b-¢)+(—¢) a+b-3c

helyvektor, akkor: 8, = ( )+( )£(0) .

éder egyik sulyvonalvektora), akkor: s, =

3
Az eldzdekhez hasonloan adodik, hogy a B csticsbol a szemkdzti ACD haromszog
) . , (a-b)+(c=b)+(-b) a+c-3b
stlypontjaba mutato helyvektor: 8, = 3 = 3 ,

végiil az A-bol a szemkozti BCD haromszdg silypontjaba mutatd helyvektor:
_ (b—a)+(c—a)+(-a) b+c—-3a

3 3

4
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a)(a+b)=ac+be=1-1-cos60°+1-1-cos60°=0,5+05=1.

b) (a+b)b+c)=ab+b”+ac+bc=05+1+05+05=25
(Felhasznalva, hogy barmely két adott egységvekior 60°-0s szdget zar be.)

c) (a+b+c)(a—c)=a2+ba+ca—ac—bc—c2=

=1+05+05-05-05-1=0.

(Masik, elemi geometriai okoskodas: az el6z6 feladatbol tudjuk, hogy az elsd
vektor éppen az ABC lap stlypontjdba mutatd vektor haromszorosa. Szabalyos
tetraéder esetén azonban ez merdleges ABC sikra (testrnagassag, mert szabalyos

* I3 . . ;. I3 e
a tetraéder) igy annak minden egyenesére is. Viszont a masik vektor éppen CA
oldalvektor, ami ebben a sikban van, azaz a két vektor merdleges egymasra, tehdt
a keresett skalaris szorzat ertéke O kell legyen.)

A gép sebességvektorahoz a ra hato két hatdsvektor osszeget kell adni, tehat mivel
a nyugat-keleti iranyra merdleges az észak-déli, és a felfel¢ hatd aramias mind-
kettére merdleges, ezért az eredd sebességvektor egy téglatest testatloja lesz, amely

nek hossza: +20% +13% + 3?2 = /578 = 24,04, azaz az ,eredd sebesség” kb. 24 m
]

lesz. Az irany pedig kelet-délkelet, valamint , felfelé”. Meg kell hatarozni a kelettel
bezart szoget, amin az eredd sebesség foldi merdleges vetiilete és a kelet szogét

1
értjiik, illetve az emelkedési szdget. Az elsore tgo = % , amibd! kb. 33,02° adodik,
tehat kb. 33%-os szdget zar be haladasi iranya a keleti irannyal (dél felé).

3
Az emelkedési szdgre pedig az abra szerinti haromszogbdl: sinf = —\/: = 00,1248,
' 578

ahonnan f = 7,17° azaz kb. 7°-0s emelkedési szog adodik.

E
| 20 2
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J‘B_ézc—bzﬂ-a+ﬂ-b—b=
=A-a+(u-1)-h,
_
AB =b-a.

— —
Mivel AB és BC egyallasi vektorok,
ezért egyértelmiien létezik olyan & va-

— —
16s szam, amelyre k- AB = BC, azaz
k-b—k-a=(u—-1)-b+4-a A vek-
torok egyértelmii felbontisa szerint ebbd] k = p — 1 és —k = A adddik (a nem par-
huzamos b-vel). E két egyenletet Osszeadva: O = g — | + 4, azaz a bizonyitando
A+ u = 1 Osszefiiggést kapjuk.

Megjegyzés:
A bizonyitasban csak azt hasznaltuk fel, hogy A, B és € pontok egy egyenesre il-
leszkednek, egymishoz viszonyitott helyzetiikd fiiggetleniil igaz az allitas.

A sulyvonalak harmadolva metszik
egymdst az S sulypontban. Ezért egy
haromszidg barmely oldalfelezd pontja
a szemkézti csucsnak S centrumu, — 0,5
aranyu hasonlosaggal kapott képe. A
haromszdg kézépvonalai alkotta ha-
romszdg hasonld az eredetihez, mégpe-
dig az el6zdéek miatt éppen S centrum-
mal, —0,5 aranyban. (Lasd pl. az 1876.
b) megoldas abrijat.) Az eredeti ha-
romszég magassagvonalaibol ugyan-
ezen transzformacid soran a kdzépvo-
nal-hdromsz&g magassagvonalai lesz-
nek. Ezek a csucsokbdl (vagyis az ere-
deti haromszog oldalfelezd pontjaibdl) a szemkdzt oldalra (azaz kdzépvonalra) bo-
csatott merdlegesek. Mivel azonban a kdzépvonalak parhuzamosak az oldalakkal, e
vonalak egyuttal merflegesek lesznek az eredeti haromszog oldalaira is. Azonban az
oldalra a sajit felez8pontjaban allitott merdleges nem mds, mint az oldalfelezd me-
réleges, Ezért a kdzépvonal-haromszig magassagvonalai egyuttal az eredeti hirom-
szog oldalfelezd merdlegesei — ekkor metszéspontjuk , funkeidja” miatt a kbzépvo-
nal-hdromszog magassagpontja az eredeti haromszog kiré irhatd kor kdzéppontja.
Tehat O az M-nek § centrum, —0,5 ardnyu hasonlosaggal kapott képe. (Megjegyzés:
tehat minden haromszdgben M, S, O egy egyenesre esik — ezt nevezik Euler-egye-
nesnek —, és MS = 250.) Mivel e hasonlésag soran A képe F, és M képe O, termé-

szetesen AM || FO, &s AM = 2F0. (A parhuzamossdg onnan is kénnyen belathato,
hogy mindkeité meréleges a BC oldalra.) A szakaszok megtfeleld iranyitisa miatt ek-

.. ——— 4
kor az is igaz, hogy AM = 20F.
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Osszeget! A paralelogramma-sza-
baly szerint kapott vektorra igaz,
hogy SG = 25D , hiszen az AGBS
paralelogramma atloi felezik egy-
mast. Azonban a sulypontnak a
sulyvonalakat harmadelé tulajdon-
e —
sdga miatt —25D = SC is igaz, de
— —
ekkor —SG = SC, és igy a keresett
— = —— _— = — - )
harom vektor dsszege: SA + SB + SC = SG + SC = SG - 8G = 0, vagyis null-
vektor.

.
b} Hatarozzuk meg eldszor az 0B + 0C Osszeget! A paralelogramma-szabaly sze-

rint kapott vektorra igaz, hogy
— —
OG = 20F, hiszen az OBGC para-
lelogramma (s6t, most rombusz) at-
16i felezik egymast. Azonban
20?’ = AT/I), amint az a 2173.-as
megoldasban lathatd. Igy a keresett
harom vektor Osszege:
— — — —_ —
OA+0OB+0C=0A+0G =

— — — X
= OA + AM = OM, vagyis a koriil-
irt kor kdzéppontjabodl a magassag-
pontba mutato vektor.

A

Masik megoldads:
A koriilirt kér O kdzéppontjabol a hdromszig csucsaiba mutaté vektorok legye-
nek a, b, c. |a| = |bl = |c|

—3
Tekintsiik az OX = x = a + b + ¢ vektort! ()
Belatjuk, hogy X a hiromszdg magassagpontja.
Bizonyitias: x —a = b +¢ (¥)-bol
—_
CB=b-c

s 2 2

x—al CB, mert(b+c)(b-¢)=b"-¢c"=0.
fey X - m,. Ugyanigy X illeszkedik a misik két magassagvonalra is, tehat X a
haromszGg magassagpontja.
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¢) Mindharom vektort bontsuk fel két vektor Osszegére, amelyekbdl az elsé mindig

—

MO legyen!

— = 3 — —
MA + MB + MC = MO + OA +
— —_— —
+MO +0B + MO +0C =

= 3117(_)) + (ﬁ) + OB + (3_(2? .

A harom utdbbi vektor Osszege
azonban az el6zd pont szerint oM ,
azaz ~MO , igy a keresett Osszeg

—
2MQ — azaz a magassagpontbol a
korilirt kér kozéppontjaba mutatd
vektor kétszerese.

A héirom oldalél-vektor koziil barmely kettd dsszege egy-egy lapatlo-vektor:
a+tb=4d, a+c=e, b+c=f

és mindharmuk ésszege maga a testatlo-vektor: a+b +¢ = 8.

Ezért a hét vektor dsszege: a+b+c+d+e+f+g =
—a+b+c+(a+b)+(a+o)+(b+c)+(@a+b+c)=4a+4b+4de=

= 4{a + b +¢) = 4g, vagyis a lestatld iranyaba mutat, és négyszer akkora, mint a
testatlo-vektor.
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4.4. Trigonometria

6. Hacose = 0,34,

akkor & = 70,12° + k - 360° vagy 289.88°+n-360°, kneZ

Ha cosa = —0,7245,
akkor e = 136,43° + k- 360° vagy 223,57°+n-360°, knel.

Ha cos ¢ = 0,8760,
akkor o = 28,84° + k - 360° vagy 331,16°+n-360°, knecZ.

Ha cose = 1,000, akkor o = 0° + k- 360°, & e N. (Ez csak akkor megoldas, ha
feltessziik, hogy a megadott érték pontos, vagy felfelé kerekitett. Ha lefelé kereki-
iéssel jott 1étre, akkor nincs megoldas, ti. |cose| < 1, ahol & € R).

Ha sin & = 0.8, akkor & = 53,13° + k - 360° vagy 126,87°+n-360°, kne Z

Ha sin o = —0,6742,
akkor o = 222.39° + k- 360° vagy 317,61°+n-360°, kne i

Ha sina = 0.7, akkor ¢ = 224,43° + k - 360° vagy 31557°+n-360°, k,ne Z.

Ha cos & = 0.8, akkor ¢ = 36,87°+ k- 360° vagy 323,13°+n-360°, kneZ.
Ha cos & = 0,564, akkor & = 55,67° + k - 360° vagy 304,33°+n - 360°, k,ne Z.

Hacosw = —0,2136,
akkor & = 102,33° + k - 360° vagy 257,67°+n-360°, kneZ.

Hatg e = 2, akkor & = 63,43°+ n - 180° ahol n e Z.
Ha tg ex = 3,568, akkor o = 74,34 + n - 180°, ahol n € Z.
Ha ig & = —0,245, akkor & = 166,23+ n - 180°, ahol n € Z.,

la| =82cm, {b|=56cm, (a,b)y =463

Az a vektornak a b vektorral parhuzamos dsszetevdje
a; = 8,2 cos 46,3% = 5,665
a b vektorra merdleges Osszetevdije
a, = 8,2 5in 46,3° = 5,928.

Tehat az a Osszetevdinek hossza:
a; = 57cm, a, =359 cm.
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A paralelogramma teriilete 7 = absine, a téglalap teriilete 7, = ab.
A feltétel szerint 37, = T, = sine = 3 mivel ¢ < 90° igy a paralelogramma he-

gyesszoge 19728,

A BAD derékszbgil haromszigbol Pita-
gorasz-tétellel: e?=5%+18% = 349;
a BCD derékszdglh haromszoghdl
ugyancsak Pitagorasz-tétellel:

x* = et 167 = 349 - 256 = 93.
Tehat x =93 = 9,64 (cm) (x > 0).
tgoe, = % ~0,2778 = «, = 15,53°;

64
tgoe, = 9;—6 ~ 0,6025 = &, = 31,07°.

A négyszog B esucsanal fekvo belsé szoge o + o = 46,6°, a D csicsnal fekvo szig
pedig kb. 180° — 46,6 = 133,4°.

Jeloljiik a-val a hiromszdg rovidebbik, b-vel a hosszabbik befogojat. Ekkor a terd-
letek egyenlOsége %ab = a* alakban irhaté fel, igy & = 2a.

Legyen o az a-val szemkozti szig és fa b-vel szemkozti szog. Ezekkel a jelélések-
kel tga:ﬁzizl, foy o = 27°és f = 90°— & = 63°.

b 2a 2
Tehat a haromszog szogei: 27°, 63°, 90°,

a) Az dbra szerint a keresett szogre:

tgor = —— = 1,5, azaz o = 56,3°, azaz ebben a szog- L8
ben érkeznek a Foldre a Nap sugarai esetiinkben.
, ) ) 1 2 T
b) lsmét az dbra szerint, most tgf=——=—, -
. 1,5 3 h T
ahonnan § = 33,7°. Tehat ilyenkor a Nap sugarai ™ g~
mar csak 33,7%-o0s szdgben érkeznek. 1,5h
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a) Tudjuk, hogy x < 1. A szdgfelezdtétel szerint:

b) Pitagorasz-tetellel:

1
) 1g22,5°= % =2 -1y etg22,5°= — =
X

TRIGONOMETRIA

Ezzel ekvivalensek a kvetkezdk:
x«/g =1-x

(N2 41y =1

x= \/5 —1.

Tehit PC =2 —1¢és PB=2—+/2.

AP = 2 1= (2 -1 +1=4-2+2;

AP =4-2:42.

x_ 21
AP a2z

Probéljuk meg egyszertibb alakban felirni ugy, hogy a tort négyzetét atalakitjuk:

sin22,5°=

2
2 9 50 V2 -1 _ 3-242 _ (G- 242)4+242) _ 2-42
U aca ) 422 16 - 8 4
Mivel sin 22,5° > 0, ezért sin22,5°= \/2 —4\/5 = \/2;«.5 .
cos® 22,5°=1—sin*22,5°=1- 2 _4‘5 _2 +4‘/5, tehat cos 22,5° > 0 miatt

cos22,5°=
2

Osszefoglalva: tg22,5°= N2 -1 ctg22,5%= V241

V22 V2442

sin22,5°= ————;
2 2

\[2?5 2442

cos22,5°=
Megjegyzés:

2o 21 2
V4-242 \jzﬁ(ﬁ—l) 22

akkor ebbdl azonnal adéddik, hogy sin22,5°= —2;—\5—, igy cos 22,5° gyor-

Ha észrevessziik, hogy sin22,5°=

sabban meghatarozhato.
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Ha a lejté 12%-os, akkor a megadott meghatdrozas szerint a lejt6 emelkedési szd-
gére igaz: tgoc = 0,12, vagyis & = 6,84° Ha 6,2 km hosszan haladt tefelé, akkor ez
a lejté hossza, egy derékszogii haromszdg dtfogoja, kerdés a tengerszint irdnydba

valo f elmozdulas, ami a haromszdg e-val szemkozti befogdja: sine = ok
.2 kim

ahonnan i = 6,2 km - sin 6,84° = 0,739 km, azaz 739 métert haladt lefele {vélhets-
en egy komolyabb hagorol).

2°36' = 2,6°
tg 2,6° = (,0454
A lejt6 emelkedése kb. 4,5%-o0s.

Ha a térképen az egyenes 1t hossza 13 mm, akkor a megadott 1éptek alapjan a va-
16sagban ez 13 - 30 000 = 390 000 (mm = 390 m}. Ha az autd valdjaban 400 m-t
tett meg, akkor az emelkedésre adddik, hogy a 400 m merdleges vetiilete 390 m.
Innen cose = @ = 0,975, ahonnan « = 12,84° azaz ez az emelkedés szoge.

tg e = 0,228, ami 22,8%-o0s emelkedest jelentene. Ennyi biztosan nincs, tehat pon-
tatlan lehetett a mérés.

A ké 3,1 s alatt esett le, ezért a megtett utja:
m
9,81 —
5= —ZL -(3,15)* ~ 47,14 m. Ekkor az abra

alapjan g o = % =10, 475, ahonnan a szbg kb.

47,14 m

84,5%0s, vagyis a’fﬁggélegestél vald eltérése ennek
kiegészitd szbge: 5,5°. Azaz a torony kb, 5,5%-ot dél a
fiiggdlegeshez képest.

A hegy magassaga az ABC egyenlé sza-

ra derékszigli haromszog befogdja
2

W2

2
A déli lejté alapsikkal bezart szoge a
BDC derékszagi haromszdg D-nél le-

ﬂ%ﬁ

v & szOge, amelyre sind = %— =0 igy 8= 25
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25,25
o= "2 = 07204 = w = 358°

1,75
tgf = ¥:0,05=> p=29°
A kérdezett latoszog o + § = 38,7°

2192.| Az épiilettdl valod tavolsagunk x méter.

19,4
teeoso— 24 o 194
X tg6,833°

Az épiilettd] valod tavolsag kb. 162 m.

2193. A hajo a parttol (a vilagitotorony atja-
tol) y méter tavolsigra van.
tg4°40'= 3 =y= _¥_

¥ tg 4° 40'
A hajo a parttol kb, 429 méter tavol van.

= 428,8

2194, A folyo d = 30 - tg 81° = 189,4 méter
széles.

A palya hosszusdga x meter.
sin4°48'= 328 = x = 3919,8
A fogaskerelfﬁ palydjanak hossza kb.
3920 méter.
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. . 5
a) Az dbra szerint simec = -—-—. ahonnan « = 9,6°.

=7

Tehat a létra a fallal 9,6°-0s szdget zar be.

DRSNS

Jétra

b) Az abra szerinti i érték a kérdes. Lehet szogfiige- 112
vénnyel is szamolni, vagy a Pitagorasz-tétellel: p=A™
B%=9-025 = 8,75, amibdl A= 2,96 m. Azaz
alig rovidebb, mint a létra hossza. Ez nagyon me- T 05m

redek helyzet; igaz, biztosan nem csuszik ki alétra

laba. z
¢) Legyen a létra alja s tivolsagban a faltol. /
Ha legaldbb 70° a talajjal bezart szog, akkor al létra

Im

cos70°= % ahonnan s =~ 1,03 m. Vagyis legfel-

jebb kb. 1 méterre lehet a l&tra alja a faltdl, kiilon-
16nben fellép a kicstszas veszelye. P

A legnagyobb tavolsig egy téglalap alalt helységben a testatio, tehat a horgaszbotot
legfeljebb 425+ 16 -9 = v/50 = 52 = 7,07 méterre lehet kinyitni. Ekkor a fal-
sikokkal bezart szoge a kérdés. A falsikokra vald vetiiletével bezart szoge adja a va-
laszi, tehat meg kell hatdrozni a hérom lapatld hosszat: (L v9+16 = \/_2'5 =5

(2) J9+25=+34=583 (3 J25+16 = 41 = 6,4

majd ezutén a harom kiilonbozé szog koszinuszara adodik:

(1) cose= ——5— ebbdl o = 45°%;
V50

{2} cosf = —\@‘i

V50

(3) cosy= %, ebbdl p = 25,107,

Azaz a testatl iranyt horgészbotnak a hirom lappal bezart szoge rendre a kisza-
molt 45°, 34,45° ¢és 25,10°

ebbdl g = 34,45°;

Az egymasra merSleges Fy es F, téglalapot Nfeszit”
ki. Ennek a kdzos kezddpontbol,

A-bol indulé atloja az eredbvektor, F.

Hosszat Pitagorasz-tétellel szamitjuk ki.

|¥|? = 8607+ 9307 = |F| = 1266,7N

coS ot = —860— = (0,6789 = or = 47,24°
1266,7
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d . 1
a)—=sm3°:>£: - = }9,1

X d sin3°
Arisztarkhosz szerint tehat a Fold—
Nap tavolsag 19,1-szer akkora, mint

a Fold—Hold tavolsagnal. N

b) 19,1 - 384 000 = 7,33 - 10° km, azaz kb. 7,3 millid km.
. 5

¢) A kérdéses szoget o-val jeldlve siner = d_ —Sﬁ—l%
x 1,510

(tehat igen kicsi sz0grél van sz, amit nehéz pontosan megmerni).

0,0026, amibdl & = §,15°

ACB egyenld szari haromszog, igy
AC = BC, F felezépont (sulyvonal
miatt), igy AC = 2CF = 2x, ACF de-
rékszogli haromszigre Pitagorasz-tétel
miatt x2 + (20)° = AF? = AF = x5,
Thalész tétele miatt APB derékszogli
haromszdg, ACF A ~ BPF A, mert két-
két szogik egyenld (derékszog, F-nél
leve csticsszogek) = megfeleld olda-
lainak aranya egyenld.
idi£:f’E:z:}PF:y,PB=2y, S

CF PF 1

FB = yv/5. Mivel F felezbpont, FB = x = yv/5 = AP = AF 4 FP = 5+ y=
(yW/3W5 +y = 6y = 3PB.

. . .. .2 . .
Mivel minden & szogre sin” & + cos®e = |, ezért cosar = =1 — sin® .
Behelyettesitve:

a) cosw = £0,6; b)cose =108 c¢)cosx = +1; d) ilyen szég nincs.

Mivel minden & szdgre sin” & + cos” e = 1, ezért sinw = £y1— cos” &,
Behelyettesitve:

242

. . . 3 . .
a) sine = iT; b) sine = 0; ¢) siner = i—?_—; d) ilyen szdg nincs.

. . N .2 2 C I
Mivel minden o szbgre sin” o +cos o = 1, ezért sinee = £yl ~ cos” .

Tovibbia (olyan szogekre, amelyekre Iétezik) ctgar =~ = & cosx
. sinec mz N
Behelyettesitve:
4 3
a) ctgoc =3 b) ctger =+ —.
) ctger 3 ) ctgo ;
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2204.| 2) Mivel cos 17° = sin 73° és sin 17° = cos 73°, ezért
cos 17%-sin 73° + cos 73° - sin 17° = sin 73° - sin 73° + cos 73 - cos 73° =
= sin> 73° + cos” 73° = 1. (Més megoldési lehetdség: a megfeleld addicios képlet
alapjan cos 17° - sin 73° + cos 73° - sin 17° = sin (73° + 17°) = sin 90° = 1.}
2 2
V3l 3 1 1
A tort érigke tg 135°= -1, cos”30°= |- | == &s1g”30°=| —=| =—.
b) A tort ericke tg (ZJ 1 g {\E} 3
. L 31 5
Ezeket felhasznilva a kiildnbség ertéke —1 — 23 = e
Megjegvzés:

cos” 30° - tg?30° = sin” 30°= i felhasznalasaval gyorsabban is célhoz érhetiink,

¢) Mivel 1 +ctg 135° = 1 =1 = 0, ezért a négytényezds szorzat eértéke is .

2205, a) 3-3/3Ew1+(1)+2-§:2\@—2.

cos’oe = 1 —sin“a = 1-0,64 = 0,36, tehit
coser = 0,6 vagy cosax = —0,6,

Sin & [
tgo = , amibél
cos o

tgor = 2 vagy tgu = —=
o , V .
g 3 gy 1g 3

‘ ~

ctgo = , amibdl

24

ctgo =

-hluadg

3
, va clgor = ——.
gy clg 4

¢) cos”20° - g’ 20° = sin® 20° = cos” 70° és ctg 50° - tg 50° = 1 felhasznalaséval az
Osszeg igy irhato: cos> 70° + 1 + sin® 70°,
Mivel cos” 70° + sin” 70° = 1, ezért az Osszeg pontosan 2-vel egyenld.

Eri—

2206.| a) =4

V2 A2
7k

b) Mivel sin & = cos (90° — o) és sin” & + cos” o = 1, barmekkora szOg 1s az o, igy
cos 75° = sin 15° és sin 75° = cos 15% tovabba az (a — b} a + D) = a’—b* azo-
nossag fethasznalasaval a kifejezés a kdvetkezdképpen alakithato at:

(1 —sin 15 (1 + sin 15°) + cos 15° sin 15% cos 15° =
= 1 —sin”15°+ cos” 5% sin 15° = 1 —sin” 15° + (1—sin”15°)sin 15° =
= (1 - sin*15%) (] + sin 15°).
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A megadott érteket behelyettesitve:

I—Piiazﬁ+£;ﬁ}ﬁ+£+ﬁ+wg
4 .

4 16

Hatgo > 0, igy ecaz L és a IIL. siknegyedben lehet, tehat szinusza és koszinusza

egyarant lehet pozitiv és negativ is (azonos eléjeliiek).
2

1
ctger = — = 0,4; =1+ ctgzrx = sin“ o =0,8021 = sing =0, 9285

teo sin” o

.2 2 2
sin“x+cos k=1 Yae R = cos

o = 0,1379 = coser = £0,3713

Mivel cos € = sin{90° — &), czért v

sin 4e = sin [90° — (o — 10%)]. L He
Altaldnosan: sin o = sin £, ha - Sin e sin
o= f+k-360° (ke Z)vagy TR W Ve
e+ f=180°+n-360° (neZ). ; %
fey 4o = 100° - + k- 360° (ke Z) = ! I x

e =20°+k-72° (ke Z)vagy

4o+ 100° - = 180°+n-360° (nel) =
a=207"+nr-120° (n e Z).

Mivel a feltétel szerint & hegyesszdg, ezért o = 20°, @, = 26,7°.

cos 72° = cos (2 - 36%) = cos” 36° — sin” 36° = cos” 36° - (1 — cos” 36°) =

= 2cos” 36° - 1. 5
\/5+1J L6125 2V5-2 A5-1
4 N 8 '

1

8

Ezt telhasznalva: cos72%= 2 { 3

V5 1 all.

A letakart részen

Az abra jeldlései alapjan § = 38°.

A beirt kor kdzéppontja a szdgtelezdk
metszéspontja.

Az érintési pontoknak a csucsoktdl
mért tavolsaga x, y, r.

Loigle = x= ~17,4
x tg19°

F ¥
—=1g26° = y= =12,3
Y & Y tg 26°

a=x+r=234 b=y+r=183 c¢=x+y=297
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Mdsik megoldds:
a+b—c

2

(a képlet a korhoz kiilsd pontbdl htizott érintdszakaszok egyenldsége alapjan — lasd
a7 1697. a) feladat megoldasat — bizonyithatd).

Ha az a > b és a befogokat a megadott szoggel, es az atfogoval kifejezziik,

4 =c-sin52°% b= c-cos52° és ezeket beirjuk a megadott egvenletbe

12 = ¢(sin 52°+c0s 52°-1) = ¢ = 297 cm; a = 234cm; b= 133 cm.

A szokasos jeloléssel a derékszogl haromszdgbe irhatd kor sugara r =

A derékszogli haromszogben a szokasos jeloléseket bevezetve, a feliétel miatt
a+b=c+35 (haa>b)

a=c-sin70% b=c-cosT® = c=177Tcm; a= 166 ecm; b =16,1cm
hosszisaguak a haromszog oldalai.

A kor keriileténck felosztasival nyert A, B és C pon-
tokat Gsszekotjiik a kor O kozéppontjaval is. Az igy
nyert kézéppontl szogek ardnya is 2:3 4. Egy részre

igy jut, azaz a szdgek 80°, 120° és 160°-0sak.

Az ABC A T teriiletét a kapott 3 kis haromszdg terii-
absiny

letének Osszegeként kapjuk a r= képlet

alapjan. Kiemelve a kizos tényezdt:

T = %(sin80°+sin]20"+sin]60°) ~ %-2,1929 = 27,41.

Az ABC A teriilete T = 27,41 cm?.

A négyzet (mint rombusz!) tertilete ki-
szamithatd az atlok szorzatanak fele-
ként is. Vagyis ekkor a négyzet (es a

15° T J
églalap) terlilete = - = 112,5 (cm?2). - R

A téglalapot tléi négy azonos terliletil haromszogre bontjak. Ugyanis mindegyik
egyenlé szari (a szarak hossza az atlo fele), és a szarszogek egyenlok (szemkdzti ha-
absiny
2
képlet alapjan — és mivel kiegészité szdgek szinusza azonos — mind a négy esetben
ugyanazt az eredményt kapjuk. (Vagy masképpen: a téglalapot az atloja felezi, hi-
szen két egybevagd részre bontja; a masik aild pedig mindkét darabot tovabb felezi,
mivel sulyvonala a két haromszognek. Ezért negy egyenlé teriiletli haromszoget ka-
12,5

T

romszogek), illetve kiegészitdk (szomszedos haromszogek). Ekkora T =

punk.) Egy ilyen haromszag teriilete most = 28,123, és az idézett keplet sze-
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) m ¥
2

ge. Kapjuk tehat, hogy siny =

rint modon szamolhatd, ahol p épp a keresett szdg, az atlok hajlasszo-

2.28,125 L
T = 0,3086, amibély = 17,98° (a visszake-

resés egyéb lehetséges eredményei most nem johetnek szoba).

Ha a paralelogramma oldalai a és b, az

elbbihez tartozo magassdga m, akkor ¢

K=2a+b)=208s T =am=123.

A 60°%-0s szig miatt fennall még:

m:bsin60°:—3-b. -l
2 B

Egyszeriisitések utdn ket egyenletiink ekkor: a + b = 10 és ab = 24. A Vigte-formu-

l1ak miatt ekkor a és b a kivetkezd masodfokn egyenlet gyokei: 2= 10x+24 = 0.
{(Megoldhato a fenti két egyenletb6l allo egyenletrendszer pl. a behelyettesitd mod-
szerrel, de abbdl két 1épés utan ugyanerre az egyenletre jutunk.) Megoldva az egyen-
letet (vagy akar csak jobban ranézve: két olyan szamot keresilink, amelyek Gsszege
10, szorzata 24) a gyokok 6 és 4, abrank mérete szerinti betlizésben a = 6, b = 4.
Az AED és a BFC haromszdg nevezetes: a 30°-60°-90-0s. Bzétt AE = BF = 2 (s igy
EB=4, AF=8é m=DE=CF= 243. A paralelogramma atl6i most mar meg-
hatirozhatdk, mint derékszdgl haromszogek atfogoi. '

(Persze az oldalak es azok szdgének ismeretében akar koszinusztétellel is, de éppen
azt mutatjuk meg, hogy erre az ismeretre nincs sziikség a feladat megoldasdhoz.)

A DEB A-b8Ll: DB = /4% +(243)% = 428 = 2/7(= 5,29),
az AFC Abél: AC = 8% + (243)? = 476 = 24/19(= 8,72).

A{ parale.!.ogramma. atldi felezik egymadst és a paralelogrammat négy azonos teriilett

hiromszogre bontjik. (L. az elézé feladat megoldasat.) Egy ilyen hiromszog terii-

KB-KC-siny \E\/Esin'y

' R ’ 2 - 2

szamolhatoﬁol v épp a keresett sz0g, az atlok hajlasszoge. Azt kapjuk tehat, hogy
. 63

siny = J7e 0,9011, amib8l p ~ 64,31° (a visszakeresés cgyéb lehetséges

123
lete most 1 = 3\/§(= 520y, esa T = médon

eredményei most nem johetnek szdba).
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Az ABCD paralelogrammat az e €s f,

egymést K pontban metsz§ atloja, négy
haromszogre bontja. (A szemkdzti hd-
romszogek egybevagoak.) A szomszé-
dos haromszdgek egyenld teriiletiiek,
mert pl. az ABC A terilletét a BK suly-

vonal felezi. Ezért a négy haromszdg teriilete egyenld. Alkalmazzuk a 2212-es meg-

oldasban szerepld teriiletképletet. o 3
Ha(e, /)4 = & (< 90° az egyenesek hajlasszdgeének definicioja alapjan),
e f .
5 g SE 4. fosing
Tepk = 2 = 8

A paralelogramma teriilete ennek megfeleléen
e-f-sine i 2T ico 2-42 0.7172.

Lapep = Hope = SME= 70" 7139906

Az 4tlék Altal bezart sz0g, ¢ = 45,8.°

A trapéz magassaga c

m=73-sin70° = 2,82.

A rovidebbik alap a szimmetria
miatt 20 —- 2x, ahol

x = 3-cos 70° = 1,03. 200 |

Ekkor ¢ = 17,95, a trapéz teriilete pedig ~ 20

T= ”;“sz 20+17,95 5 g5 . 53 490,

A hosszabbik alapon fekvé szdgek ek- 15

kor 80°-o0sak. A szimmetria miatt x a
két alap kiilonbségének fele:

m
25-15 = 5, és a merdlegesseg

xXx=

2 80°Y |, a

m -
miatt fenméall: tg80°= g x 25

A trapéz magassaga tehat m = 5 - tg 80° = 28,36.

“;C LB o8 a6~ 5671

A trapéz teriilete pedig T =
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A megadott adatok miatt a trapéz C-
bél induld magassaga épp felezi az AB
alapot. Mivel BCE egyenld szaru de-
rekszogll haromszdg, AECD négyzet, a
ezért az AC atlo az alappal 45°-0s szd-

get zar be. Az ABD derékszogli ha- 4 I

romszdgben a BD atld alappal bezart £ a
1

szogére tg f= > az ABD derékszdgill haromszégben, igy f = 26,6°

Ekkor az atlok altal bezart ¢ szog 180°—45° — f = 108,4°,

Huzzunk parhuzamost a D csucson ke-
resziiil a BC szarral. Bz a trapézt egy
10 c¢m oldaiu rombuszra ¢s egy egyen-
16 szari haromszagre (DAB,) bontja. E
haromszdg 10 cm hosszi alapjahoz
tartozo magassigat meghtzva olyan de-

rekszogl hiromszoget kapunk (AFB;),

amelynek egyik hegyesszoge a trapéz B csucsandl fekvo szoggel (§), a masik hegyes-

szbge pedig a trapéz A csucsanal fekvd szog felével (%-vel) egyenld.

5
sf= =025 = f=7552°.
cos fi 0 B

Ebbdl % =00° - f=14,48°, vagyis or = 28,96°,

A trapez szdgei tehat o = 28,96°, f = 75,52°, 180°— & = 151,04° és

180° — f = 104,48°,

Az AD-t parhuzamosan eltoljuk C-be,

. . D 26
ezzel a trapézt egy paralelogrammara
és egy haromszogre bontjuk. Ez utdb- d d b
binak harom adatat ismerjiik (egy ol- 50° 60°\ 16 40°
dalt és a rajta fekvé két szoget). A har- A 2

madik szdg () kiszamitdsa utin alkal-
mazhato a szinusztétel. & = 180° — 100° = §0°.

} g o . o
b _sme0® o, _I6sin60" 4 o7
16 sin80° gin 80°
4 _sind0® o, J16sind0° o
16  sin80° sin 80°
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2321} A BAD derékszigili hiromszdgbdl ma-
gassagtétellel x = v2-8 =4, tehat
MA =4 cmés MC = 6 cm.
Pitagorasz-tétellel is megkaphatjuk az
oldalak hosszat:
a=~20 = 4,47 (cm),

b = 40 = 6,32 (cm),

¢ =+/100 =10 (cm) €s

d = /80 = 8,94 (cm).

A négyszig keriilete tehat
k=a+h+c+d=2973(cm).

A négyszOg szdgel:

tudjuk, hogy o = 90°. A f szoget két

4 o .
részletben kapjuk meg: tg f = g =3 =2, amibél p; = 63,43%
te B, = Qzlf - —Z— = 3,igy B, = T1,57°. Tehdt § = f + B = 135"

I3

Mivel BD = CD = 10 ¢m, ezért a BDC haromszog egyenld szarl, ezért a négyszog

y szibge fp-vel egyenld: y = T1,57°.

Az ACD haromszog is egyenld szars (AC = CD = 10 cm), ezért 8 = CAD 4.

f = 63,43°
A négyszog szogei tehat: o = 90°, g =135°, y =71,57°¢s & = 63,43°,
(Ellenérzes: 90 + 135+ 71,57 + 63,43 = 360, tehat a megadott szogek lehetnek egy

A CAD X és f, merdleges szard hegyesszogek, ezért egyenlok: 6 =

négyszog szdgel.)

Megjegyzés:

A négyszog negyedik sz0get a negyszog belsé szdgeinek Ssszegébol is kiszamithat-

juk.

2222 Az dbra alapjan a rombusz teriilete

24° sin 15° cos 15°, ami a feladat sz0-

vege szerint 1 cm?-rel egyenld.
1

Ezért g = ——————— =2 (cm?),
Z @ = e Sesls

amib0l ¢ > 0 miatt a = «/5 = 1,41 (cm)
adodik.

Masik megoldds:

Jelsljiik a rombusz oldalat a-val és a hegyesszdgét ec-val.
Ekkor a teriilete T = a’sin &, az adatokat figyelembe veve:

2: 1 :2 =% a:\/a(cm).
sin 30°
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a= 3,2 cm.

A rombusz atldi szogfelezdk, felezik
egymast és merdlegesek egymasra, igy
PAD 4 = 15°

APD derékszogil haromszdgben
x=asin 15° = 0,8 (cm); y = acos 153° = 3.1 (cm).

Tehit a rombusz atléi 1,6 cm illetve 6,2 cm, oldala 3,2 cm hosszu.

A rombusz atloit e-vel és f-fel jeldlve az
e+ f=50

1
L ef = 560
2

egyenletrendszer adodik, ennek azonban nincs megoldasa, tehat ilyen kert nem lé-
tezik.

A szabalyos 6tszig atloi egyenldk.
. N . . (p=20N80°
A szabilyos n-szig egy belso szbge ————,
n

ebbdl kapjuk meg az 6tszog belsd szdget.
Kétféle egyenld szard haromszog keletkezik.

I. Az ABC A szogel: f = 108°, o =y = 36°

Az AC szakasz felez6pontja F. Az ABF derékszo-
gii haromszogh6! szamithaio ki b.

cos o = % — AF = ABcos & = acos 36° =

AF = 0,81a, b =2AF = 1,62a.
Az ABC A oldalai g, a, b. Keriilete 2a(1 + cos 36°) = 3,62a.

IL Az ACE A szbgei: £ = @ = 108°-36° = 72°, & = 180°-2¢& = 36",
A szdgek tehat 72°, 727, 36°,
Az ACE A oldalai a, b, b. Keriilete a + 2b = a(l + 4cos 36°) = 4,24a.

a) A csticsokba futd sugarak egyenld szari harom- A

szdgekre bontjak az Gtszoget, amelyek szara 5 cm,
A . 360° o
szarszbge pedig =72°.
5 B E

A szarszOg felezbje egyuttal az alap felezémerdle-

gese is, igy sin36°= = amibdl az Otszdg oldala

AB = 2AF = 10 - sin 36° = 5,88 {cm). Az Otszig
teriilete az 6t egybevagd egyenld szari haromszog c b
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5:5:8IN72° 5 a4 (cm?).

teriiletének dsszege, azaz Ty s, =5

b) A KAC hiromszdg szintén egyenld szaru, szarai 5 cm-esek, szarszige 2 - 72° =

= 144°. A KB sugér felezi a szarszdget és (merSlegesen) az AC atlot is. Ekkor
AC

§in 72° = %— amib6l AC = 10 sin 72° = 9,51 (cm).

¢) AK egyenese szimmetriatengelye az Otszdgnek,
180° -144°

igy a csillagnak is. A KAC 4 = — - 18°,
ezért CAD ¥ =36° és a csillag tobbi hegyesszbge
is ekkora. A konkav szbgeit teljesszdgge kiegészi-
t6 kiilsé szogek (pl. AGB 4) pedig csicsszogei a
beliil keletkezett kisebb szabalyos &tszdg szigei-

-2
nek, amelyek §5— 180°= 108°-0sak, s igy a csil-

lag konkav szogei 360° — 108° = 252%-0sak.

(Utdbbiakat onnan is megkaphatjuk, hogy a csillag geomeiriai értelemben egy
konkav tizszdg, amelynek szogosszege (10— 2)180° = 1440°, ebbdl az 6t he-
gyesszog 5 - 36° = 180°-ot tesz ki, a tobbi 1260°-on pedig az ot konkav szog 0sz-

a

tozik, tehat egy = 252°-0s.) A csillag teriiletét megkapjuk, ha a nagy ot-
sz0g (az a)-ban mar kiszamolt) teriiletébdl elhagyjuk az Gt egybevagd (pl. AGB)
haromszog teriiletét. Az AFG derékszdgli haromszogbGl sin54° = % amibdl
~ AF  5-sin36°

sin 54° cos 36°
romszog teriilete igy Tygp =
=5 Theg = 28,06 (cm?).

= 5-1g36°= 3,63 (cm). Az AGB egyenld szari ha-

2 . 0
AG” -sin108° 6,28, a csillag teriilete pedig

Tcsillag = Ti)‘tszég
d) Barmely két szabilyos otszdg hasonld egymashoz, hasonlosaguk aranya oldal-
hosszuk hanyadosa. A belso kis otszog egy oldalanak hossza:
GH = BE - BG — HE = BE - 2BG = AC - 2AG, felhasznalva a csillag t0bb
szimmetriajat (szabalyossagat). A koribbi eredményeket beirva kapjuk:
GH = 10(sin 72° — tg 36°) = 2,25 (cm). A két 6tszog oldalhosszanak aranya:
AB sin 36° . L
2 2t =2 62, (Megjegyzés: a szogfiiggvenyek pontos, irracio-
GH ~ sin72° tg36° (Megjegy giggvenyeicp

J5+3

nalis értékeével szamolva ez ) A hasonldsag centruma természetesen K,

de figyelembe véve a két dtszég egymasnak megfeleld csucsainak (pl. G és D)
elhelyezkedését K két oldalan, a hasonlosag ardnya (kb.) —2,62.
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e) A keletkezett harom szakasz; JF, FI, ID.
Az EID derékszigit haromszoghdl 1D = ED - cos 54°.
Mivel ED = AB, ezt igy is irhatjuk: 7D = 10 - sin 36° - cos 54° = 10 - sin” 36° =
= 3,45. Az FI-t FG + GI médon 4llitjuk el6.
Az EIG derékszdgll hiromszoghdl GI = EG - cos 54° = (EB — BG) - sin 36° =
= {(AC - AG) - sin 36° = (10 - sin 72° - 5 - tg 36°) - sin 36° = 3,45. (Nem véletle-
nii! ~hasonlit” /D-re, hanem egzaktul vgyanannyi. Ugyanis AC || ED és BE |lcp,
ezert a CDEG negyszog paralelogramma - sét, atloinak merdlegessége miatt
rombusz —, tehat atloi felezik egymast, ezért GI = ID.) Az AFG derékszdgii ha-
romszoghdl FG = AG - cos 54° = 5 - tg 36° - sin 36° = 2,14.
Osszeadva igy: FT = 10 - sin 72° - sin 36° = 20 - sin® 36° - cos 36° = 5,59.
Végll JF = JD — (FI+ ID) = 0,95.
A hdrom szakasz aranya tehat: JF: FI: 1D = 0,95:5,59:3,45 = 1:5,85: 3,62,
Megjegyzés:
L A szogfiiggvények pontos, irraciondlis értékeivel végigszamolva mindent, az

utolsé pontban eredményiil 2:(5+3v5):(5++/5) ariny adodik.
2. A megoldas soran sokszor alkalmazhato a koszinusziéel is; de épp a kozolt val-
tozat mutatja, hogy a feladat enélkiil is megoldhato.

Az R = 6 cm sugart korbe irt szabalyos 8tszdg (1), és az r = 5 cm sugarh kdrbe irt

s R'sin72°
szabalyos hatszog teriileténck (7) aranya L 2 = Osin72" = 1,318
T ‘. r’sin60°  Ssin60° T
2
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2228, a) Pitagorasz-tétellel felirhatjuk a hét-
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szdg atloinak hosszat.

Az abra szerint egyrészl f = 45°,
masrészta p, 6, ¢, @ hegyesszdgekre:
tgy =2, tgd=+3,

tge =2, tgeg = \/E tehat

B =45 <y<dce<p<ar
Ebbol mar lathatd, hogy a hétszog
legnagyobb szbge az E vagy az O
csicsandl van. Az E-nél fekvé szog 90° + & = 90° + 63,43° = 153,43,

Az O-ndl fekvé szbg: 45° + (90° — ) + (90° - 6) + (90 — &+ (90— ) =~

= 45% 4 35,26° + 30° + 26,57° + 24,09° = 160,92°,

A hétszdg legnagyobb szige tehat 160,920 nagysagu €s az O csicsnal fekszik,

b) A hétszig kerillete 6 ++/6 =~ 8,45 (dm),
1
teriflete - (1+ V2 443 +244/5) =~ 419 (dm?).

A nyoleszdg O kozéppontjat a szomszédos A, B csiicsokkal 8sszekitve egy OAB
cgyenld szari hiromszég adoddik, melynek alapja A F B

10 cm, a szarak altal bezért szége pedig 45°. A nyolc- W]

sz0g kore irt kor sugara a haromszog széraval, a beirt

kér sugara pedig a hdromszog alaphoz tartozé ma-

gassigaval egyezik meg.

Ezt behizva kapjuk az OAF derékszogl haromszéget, o

amelyben OA = = 13,07 (cm) és

§in22,5°
OF =5 - ctg 22,5° = 12,07 (cm).

Tehat a nyoleszog koré irt kor sugara: R =~ 13,07 cm,
a beirt kér sugara pedig: r = 12,07 cm.

2230, a) A csticsokba futé sugarak olyan egyenld szard haromszogekre bontjik a tizszoget,

0 =36°.

A szdrszdg felezdje egytital az alap felezémerdie-

amelyek szdra 5 cm, szarszdge pedig L_4

. . AL o
gese s, igy sinl8°= FE amibol a tizszog oldala €

AB =2AL =10 -sin 18° = 3,09 (cm). A tizszog
terlilete a tiz egybevigo egyenld szara hiromszég p
teriiletének Osszege, azaz

5.-5.41 o
T, . =10- —S—Z‘Q = 73,47 (cm2).

Lizsuzdg
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b) A KAD haromszog szintén egyenld szaru, szarai 5 cm-esek, szarszbge 3 - 36° =
= 108°. A szarszdg felezdje egyuttal merblegesen felezi az AD 4tlot is. Ekkor
AD

sin 54°= -g— amibsl AD = 10 sin 54° = 8,09 (cm).

¢) AK egyenese szimmetriatengelye a tizszognek, igy
. 180°-108°
a csillagnak is. A KAD 4 = — - 36°,
ezért HAD 4 = 72° és a csillag tobbi hegyesszo-
ge 1s ekkora. A konkav szdgeit onnan kapjuk meg,
hogy a csillag geometriai értelemben egy konkav
huszszdg, amelynek szdgdsszege (20— 2)180° =
= 3240°, ebb0l a tiz hegyesszog 10 - 72° = 7200t
tesz ki, a tobbi 2520°-on pedig a tiz konkav szig
osztozik, tehat egy 252°-0s. (Erdekes, hogy az 6t-
agn csillag konkav szdgei is elkorak, 1. 2226.-0s
feladat.) A késGbbiek kedvéért rogzitsiik, hogy tehat a (konvex) APB < = 108°. A
csillag teriiletét megkapjuk, ha a nagy tizszog (az a)-ban mar kiszamolt) teriileté-
bol elhagyjuk a tiz egybevago (pl. APB) haromszog teriiletét. Az ALP derékszégi
AL 5-5in18° _
, =— = 1,91 {cm).
8in 54° sin 54°
2 : o
Az APB egyenlé szard haromszog teriilete igy 7T,pp = Aizmﬂ =173, a

AL o
haromszogh6l sin54°= AP amibdl AP =

a csillag teriilete pedig 7,y = tizszog — 10 - Typp = 56,13 (cm?2).
d) Barmely két szabalyos tizszdg hasonlo egymashoz, a hasonldség centruma most
természetesen K, és a }% hanyados megadja az aranyt. A KCN derékszogi

haromszogben K-nal 1,5 - 36° = 54°-0s szég van (hiszen CKB 4 a tizszoget fel-
epitd 36°-os ,cikkek” egyike, BKQ 4 pedig egy ugyanilyennek a fele), ezért
innen KN = KC - cos 34° = 5 - cos 54° = 2,94, Hasonloan a BKL derékszogii ha-
romszOgh6l KL = KB - cos 18° = 5 - cos 18° = 4,76. A hasonlésag ardnya tehat

& = o8 I8 = 1,62 (pontosan \/g hl 1).
KN coss4°

e) A keletkezett négy szakasz: QL, LN, NK, KM. Utdbbi a kér sugara, 5.
NK-t az el6z4 pontban kiszamoltuk: 5 - cos 54° =~ 2,94,
LN = LK —NK = 5(cos 18° — cos 54°) =~ 1,82.
OL = QK- LK = 5(1 —cos 18°) = 0,24
A négy szakasz ardnya tehat:
QLLN:NK:KM = 024:1,82:2,94:5, avagy 1:7,42:12,01:20,43.
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Megjegyzés:
1. A szdgfiiggvények pontos, irraciondlis értékeivel végigszamolva mindent, gy
utolso pontban a szomszédos szakaszok aranyaira a kdvetkezoket kapjuk:

LN _ V104295 ~542V5 +y5-2J5  NK 5+l

oL 410+ 245 N2
KM 4
NK  J10-245

2. A megoldas soran sokszor alkalmazhat6 a koszinusztétel is; de epp a kizolt vi.
tozat mutatja, hogy a feladat enélkiil is megoldhato.)

Bontsuk fel a szabalyos sokszoget 32 db egybevagd, egyenld szard haromszogre,

a) A sokszig keriilete 32 cm. A koriilirt kor sugara az
A OA; egyenl6 szaru haromszdg szaraval egyenld

hosszisdgua, A
1
R=—2__ ~5101 (cm) a koriilirt kor kerii-
11,25
smmn———-
2
lete K = 2Rm= ——— = 32,052 (cm).
sin 3,625° —_—
Ez a 32 cm-nek 100,16%-a, azaz 0,16%-0s hibét AL TTem - A

kovetiink el.

b) A beirt kir sugara az A OA4, egyenld szdri hdromszdg alaphoz tartozd magassaga;.
1

- 2 -
r= 11.25° 5,077 (cm),
tg———

2
a beirt kor keriilete k = 2rm = ——— = 31,897 .
tg5,625° (em)

Ez a 32 cm-nek 99,68%-a, azaz 0,32%-o0s hibat kivetiink el.

Hasznailjuk az el6z6 feladat abrajat és eredményeit.

Az adott szabalyos 32-sz6g teritlete 32 - 171’ =16r = 81,225 (cm?).

a) A koriilirt kor teriilete R 27 = 81,750 (cm?), ami a 32-sz0g teriiletének 100,65%-
a. Tehdt 0,65%-os hibat kévetiink el, ha a koriilirt kor tertiletével szamolunk.

b) A beirt kér teriilete 7’7 ~ 80,964 (cm?), ami a 32-szog teriiletének 99,68%-a.
Tehat 0.32%-os hibdt kévetiink el, ha a beirt kir teriiletével szamolunk.
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Bontsuk fel a szabilyos sokszdget 64 db egybevagd, egyenld szar haromszogre,

a) Az adott sokszdg keriilete 64 cm. A koriitirt kor 0
sugara az egyenld szard A, OA, hiromszog szara-
val egyenld hosszisagu.

1

3 2 B b -
R= 3607 10,190 (cm), a kordilirt kor kertle

128

te K = 2Rz =~ 64,026 (cm).

Ez a 64 cm-nek 100,04%-a, azaz 0,04%-0s hibat
kovetiink el,

360°%64

sin

= —_

Al TTem A2

b) A beirt kor sugara az egyenld szaria A;OA, haromszog alaphoz tartozé magassaga:
1

_73260° ~ 10,178 (cm), a beirt kor keriilete k = 2rar ~ 63,949 (cm).
[}
£7128

Ez a 64 cm-nek 99,92%-a, azaz 0,08%-o0s hibat kovetiink el.

=

2234.| Hasznaljuk az eldzé feladat abrajat és eredményeit.
: .
A szabalyos 64-sz6g terlilete 64 - Tr =32r = 325,687 {cm?).
a) A koriilirt kor teriilete Rz = 326,211 (cm2), ami a 64-sz5g teriiletének 100,16%-
a. Tehat 0,16%-0s hibat kivetiink el, ha a koriilirt k¥6r teriiletével szamolunk.

b) A beirt kor teriilete Fim = 325,426 (cm2), ami a 64-szog teriiletének 99,92%-a.
Tehat 0,08%-o0s hibat kovetiink el, ha a beirt kor terliletével szamoiunk.

2238) a) A testatld és egy él dltal bezart szo-

=

get az abran satirozott deré}(szﬁgﬁ L‘S/\C\\ -
haromszoghdl lehet szamolni, még- P . T
pedig ha a koszinuszat szeretnénk, / _y . \/ RN
az mindig az ¢l és a testatlo hossza- S S Tl
nak aranya. (A berajzolt szogeketa €| + oo '/\'\'(n'\
. , (1 i/ - -
feladat b) részében hasznaljuk). A o .E/“ \f b
: a - —
Tehat coso = —————-. a
Va* + b + 7 :
- b .
Hasonloan a masik két szdgre adodik: cosf= ———=—=——, illetve
2 .2, 2
a +b " +c

[

CoOSy= —o-—
Na* + b7 +¢?

. Ebbél azonnal adodik, hogy cos” a + cos” f + cos’yp =
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a’ b? c? - @t +b*+ ¢t

5 = 1, amit igazol-

= + + =
Fabrrd bt b+ b te
nunk kellett.
b) A lapdtlok esetén a szog koszinusza egy lapatlo és a testatld hosszinak hanyadosa
lesz, tehat peldaul cosd = ﬁ (lasd az abrat a feladat a) részeben).
a +b" +e

Hasonldan adodik a masik két szog koszinuszara:
vat +b* ) ve' +d’
cose = —————— illetve cos{ = —
Nal +b* + ¢t Vo +b +c
b* +c? a’ + b
at+b* ¢t A+ b+t

Ebbé] adddik, hogy cos” 8 + cos® & + cos® { =
et +a? _ 2a° +2h% + 267
a’ +b* vt @ +bt et
2236. A szabdlyos gula magassaganak talp-
pontja az alaplap kézéppontja, ez a ha-

romszdg S sulypontja.
A feladat feltéiele szerint

T, )
Tapp =2 ASBC =2Typs ™.

Az ABD A és ABS A kozos oldala AB,
ehhez az oldalhoz tartozd magassaguk

-DF
DF, illetve SF, Ty, = 48 -DF

2
AB - SF . Bzeket behelyettesit-

=2, és éppen ezt akartuk bizonyitani.

El

F

Taps =
ve a *-0s Osszefliggésbe, kapjuk, hogy DF = 25F. Az SFD tehat olyan derékszogi
haromsz6g, amely atfogdjanak hossza az egyik befogo kétszerese. Ez azt jelent,
hogy az altaluk bezart DFS 4 = 60°o0s.

E szerint az oldallap és alaplap hajlasszigének nagysaga (DF, FS) 4 = 60°.

2237.| Legyen a szabalyos glla alaplapjanak teriilete T, egy oldallapjanak terdlete 7T,
m egy oldallapnak az alaphoz tartoz¢ magassaga, m,, az alaplap magassaga.

2

a m; T, = i
2
szabalyos haromszdg. Mivel a gila szabalyos, a D csucspont alaplapra esé merdle-
ges vetiilete a szabdlyos haromszdg § silypontja.
1 | a\g av3

foev FS=-"m =—.—"—— ="'
gy 3"’”“ 3 9 6

4 . .
A feltétel szerint 3 Tr,=T , mert a gula alaplapja

ar

ahol T, =
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Az oldallapnak az alaplappal bezart szige a DSF derék- D
U FS a 3 ‘
szigl hadromszdgben ¢, cose = —— = — - —_ (%)

FD m 6
2
A feltétel miaq 4.0 _ V3 a8
3 2 4 m

2

3
L , 4
Ezt az értéket (+)-ba helyettesitve cose = 9’

Tehat az oldallap és az alaplap altal bezdrt szog
g = 63,6%

A testmagassdg az alaplapot annak sulypontjaban éri
el. A keresett szdg egy oldallap-magassag és az alap-
lap magassaga kozott talathatd: az alaplap-magassig
egyharmada, az oldallap-magassag és a testmagassag
altal alkotott derékszogli haromszogbdl egyszerll
visszakereséssel meghatarozhato. Az alaplap mint
egy 5 egység oldali szabalyos haromszog magassa-

54/3
ga: T ennek harmada: x = ig— =1, 443.

Ekkor a keresett szog tangense:

6 36 o
2o 2= 2% 2 2.4y/3 (= 4,157), amibdl a szog maga kb. 76,47°.

x 53 53
6

a} Az oldallapot a szimmetriatengelyére illeszkedd /
m magassaga két (egybevagd) derékszogl harom- “ b=10
szogre bontja. Ebbdl az oldalél és az alapél szogé-

a

re: cose = 2 = ~4_ amibdl e =~ 66,42°.

b} A testmagassag az alaplapot annak sulypontjaban
éri el. A keresett szbg egy oldalél és az alaplap
magassaga kozott talalhatd: az alaplap-magassag
kétharmada, az oldalél és a testmagassag altal al-
kotott derekszoglh haromszogbdl egyszeril visszakereséssel meghatdrozhatd. Az

a=28

alaplap mint egy 8 egység oldalui szabilyos haromszég magassaga: %, ennek

8\/5 2x 8\/5

kétharmada: 2x = 5 = 4,62, Ekkor cosfi= > = 50 = {), 4619, amibdl
£ = 62,49°.
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c) Ez a sz0g egy oldaliap-magassag és az alaplap magassaga kozott talathato. az
alaplap-magassig egyharmada, az oldallap-magassig és a testmagassag dlta] 4] ;

kotott derékszogii haromszégh6! egyszerii visszakereséssel meghatarozhatd,

Az oldallap-magassagot Pitagorasz-tételle] kiszdmitjuk az alapél felébél és az ol-

dalélbol: m = 10° — 47 = /84 = 9 165.
4 2
Ekkor cosy = ~ = 43 = —— =0,2520, amibél y ~ 75 41°.
mo 384 37

Ekkor a lapok mint sikok metszésvonaldra (ez a kozos oldalél) mindkét lapon
merdlegest dllitunk — ez célszerfien az oldallap-haromszog oldalélhez tartozy
magassiga (m’) lehet. Ekkor az ezek 4ltal bezart sz0g az oldallapok szdge. Bz 0. .-

hat sikmetszetben egy olyan egyenld szdni haromszég szarszoge, amelynek alap.
Ja a, szarai pedig m' hossziisagiak. Az m' szakaszt legegyszeriibben az oldallap

2 b
884

. _ooam m', a
terliletéhé] szamithatjuk ki: ez egyreszt 5 masreszt ——, igy m'= "

0 - 1,6+/21 = 7,332. Egy egyenld szér hiromszog szarszégének felezs.

je merdlegesen felezi az alapot s, igy a keresett szog felére:
a

sin =2« % _ 0 5455, amibéil 8 = 66,12°.
2 m 16421

2240.] a) Az oldallapot a szimmetriatengely-

re illeszkedd m magassiga két {egy-

bevagd) derékszogli haromszégre

bontja. Ebbd! az oldailél és az alapél
a

szogeére: cosegr =

o = 06,42°.

T [t |

= i , amibol
10

b) A testmagassdg az alaplapot annak
kozéppontjaban éri el. A keresett
sz0g egy oldalél és az alaplap atloja
kozott talalhatod: az atl6 fele, az ol-
dalél és a testmagassag aital alkotott

derékszogli haromszégbdl egyszerll visszakereséssel meghatirozhato, Az alaplap

mint egy 8 egység oldald négyzet atloja; 82 , ennek fele: x = 44/2 ~ 5,657.

Ekkor cos = S ﬂﬁ
b 10

¢) Bz a szog az m oldallap-magassag és az alaplap kozépvonala kozétt talalhatd: a
kézépvonal fele, az oldallap-magassig és a testmagassag altal alkotott derékszo-
gl hdromszogbdl egyszerli visszakereséssel meghatarozhato.

a=8

= 0,5657, amib6l § =~ 55,55°,
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Az oldallap-magassagot Pitagorasz-iétellel kiszamitjuk az alapel felébdl €s az ol-

dalélbdl: m =107 — 4% = /84 = 9,17.

[
BKKor o8 = 2 = 2 = 0,4364, amibél y = 64,12
f121

Ta4

Ekkor a lapok mint sikok metszésvonalara (ezla ki)’zijf oldalél? mindkeét lzfpon me-
r6legest allitunk — ez célszerlien az oldallap-l?_aromszog oldalelh?z tartozo llln'ag;’ili-
saga (m") lehet. Ekkor az ezek altal bezart 8208 az olflall{a‘pok szbge. EE tei at sik-
metszetben egy olyan egyenld szar haromszdg szarszoge, amelynek alapja az,

alaplap atloja (2x = \Ea), szarai pedig m' hosszusaguak. Az m'szakaszt legegy-

am .
T . . -
szertibben az oldallap teriiletébd! szamithatjuk ki: ez egyrészt B masr

bm’ gy m'= am - @ = 1,6\5 ~ 7,33. Egy egyenlt szar haromszog
2 , b 10 . I3 aa v .
szarszogének felezdje merdlegesen felezi az alapot is, igy a keresett szig felére:

0 X 4\/5

T W T Leval

a) Az oldallapot magassaga ket (?gy~
bevagd) derékszoglh haromszigre
bonija. Ebbdl az oldalél és az alapél

= 0,7715, amibdl d = 100,98°.

szigére: coso =
o = 66,42°

b) A testmagassag az alaplapot annak
kozéppontjaban éni el. A szabalyos
hatszégr6l tudjuk, hogy a kozép-

jat egy csuccsal Osszekotd sza- .
iggzt]z;p gaj; oldalaval egyenld. A keresett sz0g egy f{)ldalél’és’az alaplap egy ’11y§:ln
szakasza kozott talalhato: ezen szakasz, a megfelelo oldalel’ ésa testmag’assag al-
tal alkotott derékszogli hiromszogbdél egyszeril visszakereséssel meghatarozhato.

Ekkor cos fi= % amibdl § = 36,87°.

(Bar nem kérdés, de rogtdn lathato, hogy a testmagassag ekkor 6; hiszen 6, 8, 10
a jol ismert, pitagoraszi szamharmas.)

oo &

= d , amibdl
10

¢) Ez a sz0g egy oldallap-magassag és az alaplap kfizéppontja’tt amegfeleld Oldale]:;_
lez&pontjaval Gsszekotd szakasz kozott talélhat9: e szal!<as%, az oldallnap-'rnag;,iz]l(se l‘eg_
és a (estmagassag altal alkotott derékszdgl haromszog‘gol egyszer vissz. e
séssel meghatarozhatd. A szoban forgd szakasz egy szabalyos haromszog mag
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shgn, vagyis x = LZFJ; 8= 443 = 6,93. Az oldallap-magassagot pedig Pitago. " : metszetben egy olyan egyenld szara haromszog szarszoge, amelynek alapja az
.k alaplap #tloja (\/Ea) szarai pedig m' hosszisaguiak.

rasz-tétellel kiszamitjuk az alapél felébdl és az oldalelbdl: Y . . .
x4 El6szor kiszamitjuk a szimmetriatengelyre illesszkedd m, oldallap-magassagot

m=vI10® — 4% = /84 =~ 9,17. Ekkor cos y=—= E = 0,7559, amibd] _ : Pitagorasz-tétellel a testmagassagbol és a kbzépvonal (alapél) felébii:
n
B A 2

v = 40,89". m, = mf2+[g) =277 +15° = /954 ~ 30,89,

Ekkor a lapok mint sikok metszésvonalara (ez a kdzos oldalél) mindkét lapon IR
merdlegest allitunk — ez célszerlien az oldallap-hdromszdg oldalélhez tartozg '
magassaga (m') lehet. Ekkor az ezek altal bezart sz6g az oldallapok szége. Ezte. - 7|
hat stkmetszetben egy olyan egyenld szar haromszog szarszége, amelynek alap- | at
ja az alaplap egy olyan atloja, amely egydttal két szemkozti oldal tavolsaga, va. -} b= m, + (EJ =954 +15" = 1179 = 34,34.
gyis a kozéppont és egy oldalfelezd pont tdvolsaganak kétszerese (2x), szérai pe- '
dig m'hosszusdguak. Az m'szakaszt legegyszerlibben az oldallap teriletébd] szz-

Ezutan ugyancsak Pitagorasz-tétellel kiszdmitjuk az oldalélt az m,, oldallap-ma-
gassaghol ¢és az alapél felébol:

Az m’ szakaszt legegyszerlibben az oldallap teriiletébdl szamithatjuk ki: ez egy-

U . ; am - bm' ,_ am 8v84 . részt e , masrészt L o A 30954 = 106 =
mithatjuk ki: ez egyrészt > masreszt - igy m'= e = —10——2 2 e 2 1gy m b m 30 31 26,99.
—1,6+21 =~ 7,33. Egy egyenld szért hiromszdg szarszogének felezdje merble- - 5 Egy egyenl6 szart haromszég szarszdgének felezbje merSlegesen felezi az ala-
esen felezi az alapot is, igy a keresett szog felére: siné =X 43 = S E iiﬁ V2
i pot s, 18y g 2 m 16val o pot is, igy a keresett szig felére: sint =2 A2 _1 \/E = {},7861
= 0,9449, amib6l & = 141,79°. | 2 \/@ 2Vs53 T
: 131

amibdl y = 103,64°,

2242.| a) A testmagassig az alaplapot annak

kozeéppontjdban éri el. A keresett
szog egy oldallap alapélhez tartozo
m, magassaga és az alaplap kdzép-
vonala kozott talathato: a kozépvo-
nal fele, az m,, oldallap-magassag és
a testmagassag altal alkotott derék-
sz0gl haromszogh6l egyszerl visz-

szakereséssel meghatarozhatd: m

tgor = LU gz =1,8, amibél
a 15
2 X
o = 60,95° S
12

b) [z a sz0g két szemkozti oldallap alapélhez tartozd magassaga kozott talalhato: a
két oldallap-magassag és az alaplap-kézépvonal dltal alkotott egyenlfszara hé-
romszig szarszdge, Mint ilyen, konnyen meghatarozhato az el6z6 pontheli ered- Iy
mény segitségével: f = 180° - 2er = 58,11°, ' tg64°= ¢+ ahonnan M = 12,30 méter.

{f\z abra alapjén, felhasznalva, hogy a szabalyos négyoldalt giila alapja négyzet,
és csicsanak vetiilete éppen a négyzet kozéppontja:

Ekkor a lapok mint sikok metszésvonalara (ez a kozis oldalél) mindkét lapon me-
rélegest dllitunk — ez célszerlien az oldallap-haromszog oldalélhez tartozo magas-
saga (m") lehet. Ekkor az ezek dltal bezdrt szég az oldallapok szége. Bz tehat sik-

b) Az oldallapok szdgét az dbran satirozott és kiforgatott haromszogbél szamolhat-
juk. Ehhez sziikséges az x-szel jelblt szakasz hossza. Ami az oldallapbél két ha-
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L 6 . . .
sonlo hiaromszog alapjan: X =2 Kellene m és e. Az els6 egy Pitagorasz-téte].
m e

bél: 62 + M2 = m?, felhasznilva az a) rész eredményét: m ~ 13,69 méter.

Innen egy misik Pitagorasz-tételbSl mér e is szamolhato: m?+6%=¢? ahon-
nan ¢ = 14,94 méter. Eszerint: x = 5,496 méter.

32

Utolso 1épésiink sing =~"2 = (,7721, ahonnan y = 2 - 50,5°. Tehdt az oldal-
X
lapok altal bezart szog ebben a szabdlyos négyoldalu gulaban kb. 101°-0s.

Az ivhossz és a sugdr hanyadosa a (ra-
dianban mért) kézépponti szog:

it 30K 60470 (rad ~
R 6378 km
= 2.695%. A ,még éppen latszik” azt
jelenti, hogy a horizonton, vagyis viz-
szintesen (tehat geometriailag: a Fold
mint gémb érintéje iranyaba) nézve
latjuk a csucsot. Ezért az abran lathatd
derdkszogl haromszogbol:

Cosox =

R
PR amibél adodik, hogy a
R(1—cos )
cos ¢

hegy h= = 7,062 (km, azaz 7062 m) magas.

A bura O kézéppontjatol 3,2 m tdvol-
sagra 1év6 megfigyelési pont P. Az
adott szdg a P-bll a gémb alaka lam-
paburahoz hiizhaté érintdk altal meg-
hatérozott forgaskip nyilasszoge.

(Az érintészakaszok a P csucspontil
forgasknp palastjat alkotjak.) Az dbran
a kip tengelymetszetét jelenitettiik meg. OP = 3,2; 20=6% 2r =7

Az AOP A derékszogl, mert az érintd merdleges az érintési ponthoz tartozo sugarra.
Az APO X = &, r = 3,2sin3° = 0,1675 (m). A bura atmérGje 2r = 33,5 cm.

a) Az 3, illetve 16%-o0s emelkedésli hegyoldal szoge a meghatdrozas szerint:
tg or, = 0,05, illetve tger = 0,16, ahonnan o = 2,9°% illetve o, = 9,17
Tehat a két lejtd 2,9, illetve 9,1 fokos.

b) Ha tg & = 0,03, akkor & =~ 1,72°. Ha 7 km-t haladtunk, ez az atfogdja egy derek-
szbgl haromszdgnek, amelynek az 1,72°-0s szoggel szemkozti befogojat keres-
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o h .
silk, tehat sin 1,72°= e azaz h = 0,21 km, vagyis kb. 210 méterrel keriil-
m

tiink ezen az emelkedén magasabbra.

¢) Ha nem lehet 10%-nal meredekebb az emelkedés, es 400 métert kell emelkedni,
akkor a legrovidebb a legmeredekebb szerpentin, tehat: sing = &?m—, ahol/a

minimalis szerpentin uthossz, a szdgre pedig tudjuk, hogy tga = 0,1.
Ebb&l [ > 4020 méter, azaz (0bb, mint 4 km hosszi szerpentin kell.

a) Az abra alapjan sin9°= 2
5

ahonnan s = 57,532 km. 9 km
Mivel a sebessége 250 k—l?]— ezért 9

57,532 . , L. -
kb. = 0,23 (6ra = 13 perc 49 masodperc) alatt éri el a kivant magassagot.

b) Bzzel kezdtiik az a)-beli szamitast, 57,532 km-t tesz meg ezalatt.

Készitsiink abrat és hasznaljuk az abra A 10 BxC

jeloléseit! :

Az AB-vel jellt mozivaszon az ¢ls6 |5

sor szélét jeldld P pontbol 30°-0s szog- Q

ben latszik. Legyen C a P-nek a mozi- PL8 Q
vaszon sikjara esd merdleges vetiilete-

nek talppontja. A BCP derékszogl hdromszdgben legyen BC = x, BPC 4 = w.

A terem szélessége: (10 + 2x +2 - 1.8) m, amelynek meghatarozasahoz x értékere

van sziikségiink,

Az APC derékszogit haromszogben: tg (30°+ ) = 10; T,
A BPC derékszdgi haromszdgben: tger = % (2).
. tg30°+t [ S+t
Mivel (g(30°+) = —B20 F1E ooy @30 0P X s
1-tg30° tge 1-tg30° - tgor 5

felirhaté.

. o, . .
Felhasznalva, hogy tg30°= ﬁ éstge = —;C— x-re a kovetkezd egyenletet kapjuk:

1
=
V3

X
5 10+x
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5 10x  x*

=104+ 5 —
B3 5B 53

X +10x+25-5043 = 0.

Ez utdbbi masodfokn egyenlet gyokei kozelitbleg 4,31 és —14,31.
Mivel x > 0, igy x = 4,31.

Tehat a mozi terem szélessége: 10+2 - 431 +2- 1,8 = 22,22 (m).

a) Az abrdra a Fold egy keresztmetszetét rajzoltuk s
fel. A 47°28 szélességi kar jelentése is az abran —R
lathatd. A kérdés a h-val jeldlt, tengelytdl valo ta- A Bp
volsag.
h
cos 48°28’= —— ahonnan A = 4229 km adddik. 47°28

6378 egyenlitd
b) Budapest keriileti sebességét abbdl kaphatjuk
meg, hogy egy 4229 km sugar kor kerdiletet

km
23,93 Ora alatt teszi meg. Azaz v =1110 Y se-

besség adodik, ami kiozel a hang sebessége a levegbben! Azért nem érezziik ezt
a siivitd sebességet, mert a 1égkir is 1ényegében egyiitt forog a Folddel. (Szél ak-
kor van, ha eltér a 1égkor sebessége a [oldetdl, de ez joval kisebb sebesség, még
komoly viharok esetén is csak maximum 100-as nagysagrendii.)

Az abran e-val jelolt szdget keressuk,
ahol ABCD a kapu, P atizenegyes pont.
Ekkor a PBC derékszdgli hromszdg
PB oldala kiszamithaté a PBF derék-
szogl haromszighGl Pitagorasz-tétel- .
lel: BP = 11,5 m, innen

2,5
tgoe = —— = 0,2, azaz o« = 12,2°.

11,5
Az abran C jeloli a hegy csicsat, I? a torony tetejét és D
B pontbol nézziik a tornyot. Ha A a C pont merdleges 33
vetiilete az alapsikon, akkor az dbra jeldléseit hasz- ¢
nalva a kovetkezd Osszefliggéseket irhatjuk fel az B S
ABC és ABD derékszogii haromszogekben: R
13°
* g1, x+35:tg14,5°. A ¥ B
¥
2 e 35-tg13° L
Az egyenletrendszerbdl y kikiiszobolésével x = =201 adodik.

tgl14,5° —tg13°
Tehat a hegy kozehtéleg 291 m magas.
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Az abran A jeldli a kémény aljat, C a tetejét ¢s B C
pontbol nézziik a kéményt. Ekkor az abra jeloléseit
hasznalva a kivetkezd Osszefiiggéseket irhatjuk fel y
az ABD és BCD derékszdgli haromszdgekben: L
[ e ; b IS B
2 =tpl, 5%, = tg8°, amibdl y = 38,6 m, igy a 72 :

X X A

kémény magassaga kozelitbleg 45,8 m.

A hegycstcsnak a vélgyhoz viszonyitott magassaga AE = BD = 45 + x (meter).

ABC derékszogli haromszogben P

X
tg21°=—.

ABD derekszogi haromszogben

+ 45
tg25°= ad .

Epbgl —— = *tH
@2l°  1g25°

x = 210 (m).
Tehat a hegycsiicsnak a volgyhoz viszonyitott magassiga kb. 255 m.

Az dbran A, B a hid ket végpontja, C
pont jelSli a helyet, ahol allunk, és D
ennek az alapsikra esé merdleges vetil- &
lete. Ekkor ACD és BCD derékszigh 43 &
haromszogek C-nél levo szdgei 80°42

és 84°36', ezért ng =g 80”42 és D x A
x+y

= tg 84°36', amibdl x = 262,6 mésy = 192,3 m.
Tehét a hid hossza kozelitéleg 192,3 m.

a) Lasd az abrat!

b) Az abran A-val jel6lt repiilési ma-
gassdg a kérdés. Keét egyenletet le-
het a szdgket hasznalva felirni:

x A 25km

h
(1) tgd8°=—
X

b
2) e20°= —1—
(2) 1820"= 75
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. hoo h
(1)-bol x = yro ¢s ezzel (2) tg20°= — ahonnan
E 25+
20° tg 48° 4"
po DB g o3k,
tg 48° —tg20°
Azaz a repiilégép 13,53 km magasan repiil.
2256, Az abran P pont a hegycsicsot, F a felh6t, F' a felhd F
tiikorképét jeloli. Ekkor az abra jeldléseit hasznalva
PTF &s PF'T derékszigil haromszdgekben: 60 x
1340 + A
X tg60° és % = 1970, amibl .
¥ P Sl T
v = 1320 m és x = 2290 m, tehat a felhd a csdes fe- V2 _ 670
lett 2290 m magasan van. 0
670+ x
P

&) P pont a turista helyzetét, H a hegycsucsot, H' annak tiikorképét, e pedig a t0 sik-
jat jeloli. Ekkor a megadott tengerszint feletti ma- H

gassagok alapjan H az e-t6l 1250 m tavolsagra van,
11g23:5 ()PTH és PHT deréks?g'%i(i) haromszogekben: /(f 19501
—_ + Il 1 R
IVX _gameor, R E L a3y, Pl Lty
497307 ¥
amibél y = 1560,3 m és x = 577 m, tehdt a turista € *
tengerszint feletti magassaga kozelitdleg 1177 m.
b) A PH tavolsag meghatarozasira a PTH derékszogi 1250
haromszoghdl az eldbb kiszdmitott v segitségével:
= —2 _~1699,2 (m).
cos23°20' H
2258.| a) Bés E jeloli a kerités aljat és tetejét, C és F a hdz- F
fal aljat és a parkanyt.
Ekkor az 4bra jeldléseit hasznalva ABC derékszo-
gii haromszoghél: DY g
x=12-5in 14° = 2,9 (m) és
y =12 cos 14° = 11,6 (m). C 12 1.4
e
A y B
14°
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Mivel FC = 8 m és F
EB = AD = 1,4 m, valamint

AC = x=29m > 1,4 m, ezért C pont a £ {olott
van, am ettdl fiiggetlentil DEF derékszogl harom-
szdgben:

DF =8 +x— 1,4 =95 (m) és : .
DE =y = 11,6 m, ekkor a keresett EF tavolsag 4 lB
Piiagorasz-tétellel kiszamithato: EF = 15 m.
b} x és vy értéke ugyanannyi, mint az a) __F
feladatban, de most
DF=8—-x-14=37(m),igya gl D E L4
Pitagorasz-tételbdl: EF =~ 12,2 m. { 1 R
! {2 !
C }i A
C
150 -y
|
T X E
¥ ¥
A 576 —x D X B

A jeloli a palya aljat, C a tetejét és T pontban torik meg.
Ekkor ABC derékszogil haromszégben
AB = 150 - ctg 14°36' = 576, igy ADT és TEC derékszdgl hiromszogekben:
150 -
Y grread g 20
576 —x x . o
Innen kiszamithatd az ATC térottvonal, vagyis a kitélpalya hossza:

AT =395 m, TC = 201 m, tehdt a palya hossza kozelitdleg 596 m.

=tg20°54’, amibdlx = 188 mesy ~ 78 m.

A torony aljat C, a tetejét B jeloli, A és
D a két nézépont. Ekkor az abra jelslé-
sei szerint a BDC és BAC derékszogl
hiromszodgekben:

X x
—=tg27° es =tgl9°,

y B U T

amibdl x = 233,6 m, tehat a torony ko-
zelitbleg 234 m magas.

220
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/’r—\\
F
\___________/
.f B
noo Al
T
4.5%)
A C i
C=A

A csavarvonal ugy jon létre, hogy az dbran lathato derékszogd haromsziget egy
hengerre csavarjuk fel. A esavar becsavarasanak iranyat is feltiintettiik. Egy fordyla
alatt C-bdl B-be jut a csavar. Az ABC A AC oldala éppen a csavar (henger) alapks-
rének keriilete, azaz AC = 2rw.

Feladatunk az ABC A BC = h magassaganak meghatirozasa
h=2ratgd,5°=1236 = h=12mmn.

ACB g = CAD 3 =T7°12

(valtoszogek).

ABC derekszgil haromszdgben
52

tg7°12'= o = x = 411,6 (m).

Tehat a hajd a vilagitdtoronytol kb.
412 m tavolsdgra van.

ABC derékszogli haromszogben
12

tgw = = o =30°58"

14/ 20 o

ABD deréksziglt haromszidgben
& = o +2°10" = 33°§";

1g33°8 = x+12

= x=1,05.

Tehat a szobor kb. 1 méter magas.

A torony magassaga igy 40 - tg 56,31° = 60 (),
a kereszttel egyiitt mért magassaga pedig

40 - tg (56,31° + 2,47%) = 40 - tg 58,78° = 66 (m).
A kereszt tehat 6 m magas.
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a) Jelolje az abran lathatd s a csonak
parttdl vald tavolsagat, ekkor a fel-

. 47
tételek szerint: tg26°= —,
5

ahonnan § = 96,4 méter.

K3 csonak

b} Ha keétszer ilyen messze van a csonak, akkor kb. 192,7 méterre van, ekkor

tgor = 127" ahonnan e ~ 13,7°. Bz tehat a kétszer olyan messze levé csonak
depresszioszoge a toronybol.

4
¢) Ha 44°-0s a depresszioszog, akkor a parttdl valod ¢ tavolsagra: tgdd°= P

ahonnan ¢ = 48,7 méter.
Tehat fél perc = 30 s alatt megtett a csonak 06,4 — 48,7 = 47,7 métert, azaz se-

A2.7m | sq T 5 qp X
s S

bessége, ha egyenletesen haladt: v =

ARBC derékszdgli hiromszigben A
50
=—— =« =648,
B g T
ABD derékszogi haromszogben
t 53,7 =e="T18 419
E=— = .
87 19 ’

Mivel e— er = 30" és szemiink felbontoképessége kb.
1', igy szemiink érzékelhette a kérdéses autot.

Legyen FQ = x. Az OPL, illetve az
OFB derékszogl haromszdgben Pita-
gorasz-tétel miatt

L (R-x+1,52)"+34" =R’

I (R—x)" +40° = R*

Az elsd egyenletbdl kivonva a masodi-
kat 3,04(R —x) = 40% - 347 - 1,527,
amelyb6l R — x = 145; R = 150 m;
x=5m.
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Mdsik megoldds:

AB=80m, KB=6m, KL=152m = AK =74 m.

A kertileti és kizépponti szdgek tétele szerint az R sugari kbrben az LB ivheyz tg,.
tozd LOB kozéppont szog (2¢) kétszer akkora, mint az ugyanahhoz az ivhez targg.
20 LAB keriileti sz8g ().

‘ e w1 .. KL
Igy LKA derékszogili haromszdgben tgeg = AK =@ =118°.
LKB derékszogli haromszOgben Pitagorasz-tétel miatt:

LB® = KL + KB*; LB = 6,19.
LOB hiromszbg egyenldszaru, az LB alaphoz tartozd OF magassig felezi az alapot

¢s a szarszoget. Az OFEFB derékszogii haromszogben sing = 3 = R =150,

Az AB hurra merdleges dtmérd felezi a htiet, igy F felezbpont, az OFB derékszﬁgii
héromszoégben Pitagorasz-tétel miatt OF 2= R*-FB* = OF = 145.

Tehdt a tartoszerkezet kérivének sugara kb, 150 m,

a legnagyobb magassag F() = R - OF = 5m.

Az dbrarol leolvashatd,

D

hogy az A és D pont kizét-
ti szintkiilonbség WD
h=x-y+z B - N
x = 170 %in 5°42' = 16,88; r“\\: Y 5°56\

; v T
y = 154 sin 4°48' = 12,53; a2 X c
z = 3155in 5°56' = 32,56, 4 ey

£4°40"

h =369,
Az ut végpentja a kiinduldpontnal kb. 36,9 méterrel van magasabban.

Az dbran feltiintetett adatok és jelslé-
sek szerint a keresett hegymagassag
CG=a+b

Az ABD A-ben g = 450 sin 12°,

Az ABF A-ben ¢ = 450 sin 24°,

Az EBC A-ben y| = 90° - 56° = 34°.

Az ACG A-ben y + y; = 90° - 36° = 54°,
innen y = 54° —34° = 2(°,

Az FBC A-ben sin20°= g

¢ 450sin24°
sin20°  sin20°
A hegy magassaga CG = 537 m.

450 sin 24° sin 56°
sin 20°

innen d = , b=dsin56°= = 443, 7.
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a) A magassdg az dbran lithato derékszogii , fiiggdle-
ges metszet” haromszogben h-val jelolt szakasz.

Mivel a haromszog alapja az alapél fele, 115 m, .

h .
st te51,9°= —— . ahonnan A =~ 146,7 mcier,
ezert ig 1 '
azaz kb. ilyen magas a Kheopsz-piramis.
b) Az abran ¢ jeldli a keresett oldalel-alaplap szOget, @

ire t 146,7 azaz ¢ = 42°
amire (gg = , = 42°,
11542

¢) Az oldalél hossza pl. egy Pitagorasz-iételbdl adodik:

146,72 + (1152)" = ¢*, ahonnan ¢ = 219 méter.
Tehat az oldalélek kb. 219 méter hossziak.
(Kicsit rovidebbek, mint az alapnégyzei €le.)

Vizsgaljuk eldszor azokat az ABCD négy-
szdgeket, amelyek tartalmazzak a kor O k-
zéppontjat. Ezek felbonthatok negy egyen-
16 szard haromszdgre, amelyek szdrai r
hosszuak, a szarak altal bezart szogek pedig
&, By, 0nagysaguak.

A négyszog teriilete felirhatd a haromszo-
gek teriiletének Osszegeként, amit sin ¢ < 1
egyenldtlenség felhasznalasaval feliilrdl be-
csiiive:

1 I . 'y
T = %rz sinoc+-1wr2 sinﬂJr—r2 siny+§r2 sind < 2¢2 adddik.

Tehat barmely szoba jovo négyszog terlilete maximum 2t amio= f=p=0=90°
esetén &s csak ekkor valosul meg, azaz ha ABCD négyszig egy neégyzet.
Azok a négyszogek, amelyek O-t nem tartalmazzak a félkoron belill vannak, ezert

teriiletiik kisebb — %z -nél, tehat 2r%-nél is, igy a maximalis teriileti negyszog a

negyzet.

Feltétel: AB || A'B', ezért AB = A'B".
AB illeszkedik az S-re, az A'B" az S'-re.
S és S' metszésvonala (ha van) e,
(5,89 =e

Az ABC A-nek az 8'-re esé merdleges
vetlilete A'B'C" A
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Az ABC A AB-hez tartozd magassiga m.
Az A'B'C'A A'B-hdz tartozo magassaga m'.
1. Ha S| 8, akkor az 4llités nyilvanvaldan igaz, hiszen ekkor m = m'és ¢ = g
miattcos ¢ = 1, #'=1¢
II. Ha S {'S', akkor a C-re illeszkedd, AB-re meréleges (un. vetitd-) sik illeszkedik
C're is és a két haromszogbdl az m, illetve m' magassagot metszi ki,
Ezért m' = m cos ¢, tovibba
. A'B"m'  AB-mcosg¢ AB-m
fape™ 2 2 2

COSQ = £ 450 COS O

Megjegyzés:

Abrankon a haromszdg teljes egészében az S' sik altal kettéosztott tér egyikében van,
Minden més esetben is igaz az Osszefliggés, mert az §' sik dnmagaval pathuzamosan
eltolhatod tovabba a parhuzamos eltolds nem valtoztatja meg a vetiilet teriiletét,
Ennek ismeretében a bizonyitast lehet azzal a specidlis esettel kezdeni, amikor AB
egybeesik A'B'-vel, azaz a két sik ¢ metszésvonaldra esik.

a) A haromszég szamos teriilet-képlete

kozott van ilyen 1s:

T =2R? sine- sinff-siny, ahol az
egyes paraméterek épp a most ismert
adatokat jelentik. Tehat

T =2-87-5in 33° . sin 62° - sin 65° =
= 81,80 (cm?).

Mdsik megoldds:

Kassiik ossze a haromszég csticsait a
koréirt kor kdzéppontjaval. Mivel a ha-
romszog szigei 53°, 62°, 65°, a hozzdjuk tartozo kzépponti szdgek rendben 106°,
124°, 130° a keriileti-kozépponti szodgek tétele miatt. A behlizott sugarak az

ABC A-et harom egyenlGszard haromszégre bontjak, amelyek tertiletenek Osszege:
2

R
TAB’C = TBCO+ TCAO+ TABO = —2— (Si]l 1060+Siﬂ1240+siﬂ1300) = 81,80 (sz).

b) A keriileti szogek tétele és a Thalész-tétel miatt minden haromszég minden ol-
dalara igaz, hogy az a koriilirt kér atmérdjének és a szemkozti sz0g szinuszanak
szorzata, Igy a = 2R - sin & = 16 - 8in 53° = 12,78 (cm),

b=2R sin f=16-5in62° = 1413 (cm),
c=2R siny = 16 -5in 63° =~ 14,50 (cm).

c) A beirhato kor » sugara is szamos teriilet-képletben szerepel, talan itt most a leg-
célszeriibb: T = Rr (sin o + sin f + sin ). Egyenlévé téve ezt az a)-ban hasznalt-

21‘? ~singe : sinfi - §in vy _ '1? -gin 53": sin 62°- §i11 65° - 3,95 (cm).

sineg + sinf -+ sin y sin 53° +sin 62° +s8in 65°

tal, kapjuk: r =
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absiny o
, masreszt a

Tudjuk, hogy két oldal és a kdzbezart sz0g ismeretében ¢ =

- 2 . .
08 Erekbdl adodik 1= CBPSY w B g képlet ak-
sin o 2sine

kor alkalmazhato, ha adott a haromszog egy oldala és két szdge. A harmadik szdget
kell elébb a két ismertbdl kiszamitani.

i2,5%sin71,2°sin 36,67°
- 25in72,13°

gzinusztételbdl b =a

t = 40,4 (cm?).

3275, El6bb a harmadik szdget szamitjuk ki. Lasd a 2274. feladat megoldasaban a *-gal
jelolt képlet levezetéseének gondolatmenetét!

2276, Legyen a < b < c. A hiromszog leghosszabb oldalara felirjuk a koszinusztételt:
162 =8%2+10%-2-8-10-cosy => cosp = —0,575 = p = 125,1°
A haromszdg egy masik szdge pl. szinusztétellel szamolhato:
B INY e = 0.4091 = o~ 24,10,
16 sinl25,1°
Mivel y > 90°, igy « csak hegyesszog lehet. § = 180°— o —y = 30.8°.

2271.| a) A legnagyobb oldallal szemkozti széget meghatarozzuk koszinusztétellel (mert
a koszinusz visszakeresése a szdba johetd 0°—180° tartomanyban egyértelmil):

2, .2 2
2 2 p) " b+¢ —a
a“=b"+c¢"—2bc-cos g, amibdl cospr = ——— , most

) . ) 2be
$7+3,3 10 - . .. R ,
T 5.8.a33 =—0,46, ezert o = 117,82°. Egy kiivetkezd sziget meghataro-
zunk szinusziétellel (itt a visszakeresésnek mar csak a hegyesszog-eredménye
jbhet szdba, hiszen egy haromszbgnek a nem legnagyobb szdge mas nem lehet):
s i ooer b - sl 8-sin117,82° ,
%ﬁ = smrx’ amibdl sin f= S o , most SELLLLLL N 0,7075, ezért

a

B = 45,04° Végiil a harmadik szdget a sz0gisszegbdl szamoljuk ki:
y = 180° —  — f = 17,15° (A kerekitett értékekre nem ,stimmel” a szigisszeg;
de ez eléfordulhat, hiszen a szdmologépen végig a — gép szamabrazolasi hatara-
ig, altalaban 9-10 jegyig — ,,pontos” értékekkel szamoltunk, felhasznalva annak
memoridjat/memoriait, a felirdsban azonban kevesebb értékes jeggyel is beértiik.)

2 2 2
. “+bh —c
b) Vagy az eléz6 ponthoz hasonloan jarunk el (most cosy = E"WL =
a
10° +24° - 26 .y NP N
= — " = (), vagy ranézésre felismerjlik a pitagoraszi szamharmast,

2-10-24 b o
mindenesetre ¥ = 90°. Ekkor egyszerii visszakereséssel (pl.) sinf=—= =

c - 26°
amibél f = 67,38°, és a szogisszeghdl o = 180°— f—p = 22,62°
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¢) Végigszamolhatjuk az a)-ban ismertetett modszerrel; de szellemesebb, igénye.
sebb felismerni, hogy ez a haromszog hasonlo az a)-belihez: ugyan forditott sor.
rendben, de minden oldal haromszorosa az ottaninak. Akkor a szdgei ugyanak.
kordk, bar szintén forditott sorrendben: o = 17,15°, f§ = 45,04°, y = 117,820

+b% = 2
dy Ennek is nekiallhatunk az a)-ban megismert modon (most cosy = —z—ab—i -
2 2
= E_Q_i,ziz__fi = —1,14375, ami lehetetlen) vagy ranezésre felismerjiik, hogy
210

nem teljesiil a haromszdg-egyenlétlenség (10 + 24 < 35}, mindenesetre ilyen hg-
romszog mnes.

2278.] Mindhirom esetben (a, b és ¢) a szinusztételt alkalmazzuk.

ay — a :%ﬁazw=l9,58; a =~ 19,6 cm;
9,2  sin26,2° sin26,2°
f=180°—(110°+26,2°) = 43,8°
i_ sin43,8 e p= 9,2.s1n43,8 - 14,42; b~ 14,4 cm.
9,2 sin26,2° sin 26, 2°
sinf_ 1,2 — sinfi= 1,2sin72 ~ 0,5435
sin72° 2 1 2,1

A nem lehet tompaszog, mert 1,2 < 2,1 =5 < 72° ezeért f = 32,92°
o = 180°— (72°+ 32,92°) = 75,08°

i_sin’;’S,OS”:ba:2,ls‘m75,08 ~2.13 4 ~2.13 dm
2,1 sin 72° sin 72°

c) o = 180°—(34° + 45,3°) = 100,7"
b _sin34 32638 e b ~18,2 cm
32 sinl00,7° sin 100, 7°
£ o_sind53 o 32sind33 s ¢ = 2315 em
32 sinl00,7° sin 100, 7°

2279. Mind az a), mind a b) esetben a koszinusztételle] kezdjiik a szamitast, majd folytat-
hatjuk a szinusztétellel.

a)a’=70"+467-2-7,0-46c0s72° = 5026 a=708 a=71lcm
sin 7 . 7sin72°
- o sinfi=——— =0,9391 = 70°
sin72° 7,089 p 7,089 4
A finem lehet tompaszdg, ti. 7 < 7,089 miatt § < 72° ( Nagyobb oldallal szem-
ben nagyobb szdg van.)

p = 180°—(72° + 70°) =~ 38°
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b) Célszerl eldszdr a legnagyobb szdget meghatirozni (ez a leghosszabb oldallal
van szemben), mert ezzel elddl, hogy a haromszig hegyes- vagy tompaszogii-e.
Ez a koszinusztétellel dllapithatd meg. (Ha a szdg koszinusza negativ, akkor a
sz0g tompaszdg.)

8,4:2 =6,7°+4,9° -2.6,7-4,9cos ¢t =
6,7° +4,9° - 8,4°

cos & = = —0,0253 = « = 91,45°
2.6,7-4,9
sinff 6,7 6,7sin91,45°
—r = ——— = (},7974 =~ 52,88°
sin91,45° 8.4 8,4 d

A B hegyesszdg, mert van mar a haromszégnek tompaszége (o > 90°)
p = 180°—(91,45° + 52,88°) = 35,67°

2280, Vigyazzunk, mert két oldal és a rovidebbikkel szemkézti szog adott, tehat nem fel-
tétlentil van (vagy nem egyértelmil a) megoldas — de ha tobbfélét kapunk sem biz-
tos, hogy mindegyik lehetséges, meg is valosul. A szinusztételt felirva:
sin  siny a-siny 6 - sin 50° ,

=" —— = 00,9193, ezért

, amibdl sine = , most
a (o C

o = 06,82° vagy o = 113,18° (Kiegészitd szdgek szinusza azonos, ezért a vissza-

keresés nem egyértelmil.) Ekkor a szigésszeghGl f; = 63,18° vagy £, = 16,82°

smﬁ siny (figyelem, ahol csak lehet, az eredetileg meg-

Egy ujabb szinusztétellel:
adott értckekkel dolgozunk — ¢, y — nem az altalunk kodzben kiszamoltakkal — o —,
c SN st by = 5,83 vagy by = 1,89, Ellens-
siny

rizniink kell, hogy mindkét eredménysor lehetséges-e! A szogdsszeg mindkét eset-
ben ,,stimmel” {persze, hiszen felhasznaltuk a megoldas soran), és teljesiil a ,,nagyobb
szdggel szemlkdzt nagyobb oldal van” tulajdonsag is. Egyszeri sziiréssel tehat nem ta-
laltunk hamis eredményt. Szamszerten ellendrizni kell (mégpedig az alkalmazotthoz
képest masik modszerrel), hogy megvaldsulhat-e mindkét haromszig.

mert azt elrontharttuk!), amibol b =

Felirva a koszinusztételt: b2 = a” + ¢ — 2ac - cos B, amibe beirva f két lehetséges
értéket, valoban a b-re mar kijétt eredményeket kapjuk, tehat mindkét eredménysor
létez6 haromsziget takar,

a=6 | b=5383 c=5
o~ 66,82° | f~6318 | p=50

a = 6 b = 1189 C = 5
o =~ 113,18°| B =~ 16,82° p = 50°
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2281) a) Vigydzzunk, mert két oldal és a révidebbikkel szemkozti szog adott, tehat nemy

feltétlenii] van (vagy nem egyértelmii a) megoldas — de ha tébbfélet kapunk ser,
biztos, hogy mindegyik lehetséges, meg is valdsul.

(Lasd elozd feladat! Most egy kicsit mas megoldasi utat mutatunk,)

sing _ siny a-siny

, amibdl sing =
a C [

Egy szinusztételt felirva: , most

7:5in40° = (),7499, ezért o = 48,58° vagy o, = 131,42°.

Ekkor a szogosszegh0l f§; = 91,42° vagy f, = 8,58°.
Felirunk egy koszinusztételt:

2

. 2
c :a2+b272ab-cosy, amit rendezve: b m2a-cosy-b+a2—c2

=0

Ez egy masodfoku egyenlet b-re, BRI -
konkrétan (kerekitett elsdfoku c=6
egylitthatoval): R
p%-10,72b +13 = 0.

9, 33 c = 6
Megoldva: &, ., = )
. 2T p = 40°

Ellendrizniink kell, hogy mindkét eredménysor lehetséges-e. A sz8gisszeg mind-
két esetben ,,stimmel” (persze, hiszen felhasznaltuk a megoldas sordn), és teljesiil
a ,nagyobb szdggel szemkozt nagyobb oldal van” tulajdonsag is. Egyszerd szii-
réssel tehat nem talaltunk hamis eredményt. Szamszeriien ellendrizni kell (még-
pedig az alkalmazotthoz képest masik modszerrel), hogy megvalosulhat-e mind-

két haromszdg,.
¢-sinfi

sin 5in o

—ﬁ = y’ amibdl b = —
¢ siny

lehetséges értékét, valoban a b-re mar kijott eredményeket kapjuk, tehat mindkét

eredménysor 1étezd haromszoget takar.

Felirva egy szinusztételt: , amibe beirva fkét

ab -siny

Kétféleképp felirva egy haromszog teriiletét: T = = rs (ahol s a f¢él ke-

ab-siny _ ab-siny . Beirva az adatoka,
25 atb+c

riilet), kapjuk a beirt kor sugarara: » =
kapjuk: ; = 1,88 vagy r, = 0,44,
@Bérmely haromszégben egy oldalra, a szemkozti szdgre és a koriilirt kor sugarara:

¢ = 2R - sin y (1. pl. 2273. megoldas). Ekkor R = 5 SL; = 4,67 — mindkét ha-
-siny

romszdg esetén.
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b-si o
T= ‘bﬂ amibél y = 51,38 vagy 128,62°.

2284,

Barmelyik esetben a 24-es oldalhoz tar- C
tozo magassag m = 150:12 = 12,5, NS d
ebb8l CT =16 —m* =9,99. A T g
Az elsé esetben ekkor
Hiy

Br=24—-CT= 14,0185 tgff= —

gh= &
révén f = 41,74° a szbgbsszeg miatt B
pedig o = 86,88° — ez a hiromszog

nem tompaszogi!
A masik eset mar p miatt biztosan tompaszogt, itt BT = 24 + CT = 33,99, igy

tg f= % réven f§ == 20,19°, a szdgdsszeg miatt pedig o = 31,19°.

Ekkor koszinusztétellel ¢ = a’ + 5> —2ab - cos P,
amibdl ¢ = 112 = 10,58, ezutdn a haromszig te-
a-b-siny

2 kl

ritletét két modon felirva: Cr;" = amely-

b8l m. — absiny

[+

=7,856.

c
A stilyvonal meghatarozasahoz egészitsiik ki harom-
szdgiinket paralelogrammava, ennek egyik atléja 2s,..
Koszinusztetellel az ADC A-b6l
2sc=\/82+122—2-8-12-003120°=v304zl7,44, Y
ahonnan s, =76 = §,72.

Héiromszogiinket paralelogrammava kiegészitve, annak egyik atloja épp az ismert
stulyvonal kétszerese. A BCD A-ben felirva a koszinusztételt:

(25.)% = a® + b* - 2ab - cos (180° — p), amibél

2 c 180°—
Sp =N
C

Az eredeti, ABC A-ben felirva egy masik koszinusz- 4~ LB

tételt: ¢* = a” + b” - 2ab - cos p. Felhasznalva, hogy e

45 —a* — b* ezt gy ir- b
2ab ’
hatjuk: ¢> = 2 + 262 — 45,2 =2-5%+2-3% 4.22% = 4864,
Ezért ¢ = /48,64 =~ 6,97. (L. még a 3587.-es megoldast!)

cosy = —cos (180°—y) =
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Hasznaljuk az abra jeldlcseit!
Tiikrozzik a haromszog A csiucsit a
ezemkozti oldal F felezbponijara (A')!
AA' = 25, = 26. A keletkezett ACA'B
négyszog a tiikrozés miatt paralelo-
gramma. Az AA'C haromszogben ko-
szinusztétellel kiszamoljuk a leghosz- AL
szabb oldallal, AA‘-vel szemkozti szoget.
262 = 142+ 17%-2-14-17 -cos ¢ = cos & = —0,4013 = &= 113,7°. Mivel a
paralelogramma egy oldalon fekvd szogei egymast 180°ra egészitik ki, ezért az ere-
deti haromszdgben o = 180° — & = 66,3°.

A haromszog harmadik oldala koszinusztctellel:

a2 =142 4+17%-2. 1417 - cos 66,3° = a = 17,1 cm. Mivel ez a haromszog leg-
nagyobb oldala, ezért a haromszdg masik szdgét pl. szinusztétellel szamithatjuk (a
szog o-ndl biztos kisebb lesz, mert egy haromszdghen nagyobb oldallal szemben
nagyobb szbg fekszik).

14 SIS Gnp=0,7497 = f=48.6°

17,1 sin66,3°

p=180°- o - § = 63,1°

A 15-6s oldallal szemkozti szogre egy koszinuszié-

2 2 2
n _ 5
u = —. Mivel ez egy

telbél: cosy = 1314 3

12
hegyesszdg, szinusza: siny =4/l — cos” p = T A
12
ab-siny 13'14']5
haromszog teriilete: T = 5 = 5 = 84

(Vagy masképpen a Héron-képlettel: T = \/ s(s —a)(s — b)(s — c), ahol s a keriilet
fele, most: s = 13_+%+_1§ =21 fey T = 58-7-6 = \/7056 =354.) A kere

sett kor kdzéppontja a 15-6s oldal és a szemkozti szog felezdjének metszéspontja.
Ez a szdgfelezd két haromszogre vagja az eredetit, amelyek teriilete (,,alapszor

14 13 L .
magassag per kettd” képlettel) Tr és —zi Ezek tsszege az eredeti haromszog

teriilete, 84: és igy kapjuk: r = ~59—6 =6,2.
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Egy lehetséges terv az abra jeldléseit hasznalva:

1. ¢ kiszamitasa a KLM haromsz6gbdl szinusztétellel;

2. & =120°— ¢;

3. MP kiszamitasa a KPM hiromszog-
bdl koszinusztétellel;

4, KMP ¢ kiszamitasa szinusztétellel
a KMP haromszogbdl;

5. M( kiszamitasa a KMQ harom-
szdghbl koszinuszictellel;

6. KM & kiszamitasa szinusziétellel
a KMQ haromszighé!;

7. PMO ¥ = EMQ ¢ — KMP 4;

8. LMQ 4 = 60°- KMO 4.

A terv megvaldsitdsa:
18

1. sing = —-sin60°= ﬂ
21 7

2.8 = 72,07%

3. MP = \/182 +7%2-2.18-7-¢c0s72,07° = 17,19 (cm),

. 7 .
4, sinKMP g = 719 .5in72,07° = 0,3874 = KMP 4

El

= 0,7423 = ¢ = 47,93° (hiszen ¢ < 60°);

= 22,80

MQ = \HSZ +14% —2.18-14-cos72,07° = 19,10 (cm);

5,
14
6. sin KM =
Q3 19,10
7. PMQ g =~ 44,22° 22 B(° = 21,42%

8. LMQ ¥ = 60°—44,22° = 15,78°.
A keresett szogek tehat: 22,80°, 21,42° és 15,78°

BCD derékszogl haromszdgben

-5in72,07° = 0,6974 = KMQ 4 = 44,227,

e
TZ@\ )

A

CD
tgl5°= - = CD = 0,536 = 0,5 (cm).
BCE derékszogll haromszogben E

EC
tg30°= ES = EC = 1,155 = 1,2 (cm).
. Dl
gy az osztasvonalak a befogot T
CD = 0,5 cm-es, DE = 0,7 cm-es, \
FEA = 0,8 cm-es szakaszokra osztjak. c

g
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A
La
)
5
Y/ R sy
P 0
Z = 39008
3
A PO szakasz koszinusztétellel: PO = \/52 +7*—2-5-7-c0s39°28 = 4,47 {cm).

sin¢

= amib8l @ < 90° mj
Sin30°08 4,47 CRPOLE Tiait

Az AQP haromszoghdl szinuszicicllel:

@ = 45,32° = 45°19".
Az ABC haromszog f és p sz0ge most mar kinnyen meghatarozhato.

, . . o o
Mivel ¢ kiilsé szoge az AQC haromszignek, ezért ¢ =y + 3 amibdl

y = <p~—% =5°51" ésigy ff = 180°— @ —y = 55°45.

A hiromszdg oldalainak meghatdrozasahoz eldszir a BP és a QC szakaszokat cél-
szerli meghatérozni, végiil a hdromszog AB és AC oldalanak hosszat. A szbgek is-
meretében mindegyik esetben szamolhatunk szinusztétellel is.

in %
sin 5-5in39°28'

3. amibél BP = 2= — 3,84 (cm),
sin 55° 45

BP
Az ABP haromszigbdl — = —;
AP sin
Hasonld modon kapjuk az ACQ hiromszogbdl, hogy

co = Ln;f;;lz_s = 43,65 (cm) és igy BC = 3,84 + 4,47 + 43,65 = 51,96 (cm).
sin
i sin5° 51"
Az ABC haromszogbdl A2 — 307 ivgl ap = 212080 66 (em),
_ BC sing ) sin118°24'
Metve A€ _ S0 nibgl ac = 2120 SINOTAST _ e ea o),
BC sine sinl18°24'

Az ABC haromszog oldalai tehat 51,96 cm, 48,83 cm és 6,02 cm hosszaak, az ol-
dalakkal szemben rendre 118°24', 55°45' és 5°51' nagysagu szogek vannak.

Az ¢ és f atlot koszinusziétellel szamitjuk ki,

¢’ =582+747-2-58 74 cos 48°18' = 31,30 e~ 56cm

A masik 4tlé meghatarozasahoz el&bb ki kell szamitani a vele szemkdzti szdget (a
paralelogramma masik szogét) is. f = 180° - 48°18' = 131°42'
FP=747+58%-2.58-74cos 131°42' = 145,50 f=12,1 cm

Megjegyzés:
A fkiszamitasa nélkiil is cél érthetd, ti. cos f = —cos 48°18".
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Ha az ABC haromszoget az AB-re tiikr6zziik, akkor a két haromszog egyiitt éppen sza-
balyos haromszdget alkot (mindharom oldala 8 egység hosszii), tehat CAB & = 30°,
Mivel AC és BD szdge 75°, ezért ABD 4 szintén 75°, mivel a haromszogek (és igy
az A, B ¢és az atok metszéspontja alkotta haromszog) szogosszege 180°. Ekkor
azonban a DBC 4 = 90° - 75° = 15°, és mivel BC = CD = 4, ezért a BDC & is 15°,
Ekkor a BCD J-re a szigosszegb6l 150° adodik. BCA ¢ viszont 60°, tehat a DCA ¥

, 4
is 90°. Eszerint tgo = § = 0,5, ahonnan & = 26,6°.

Az F ered6t megszerkeszthetjiik a vektordsszeadas valamelyik szabalya (paralelo-
gramma- vagy haromszog-szabaly) szerint. Az ered erd hossza egy olyan harom-
sz0g oldalahosszisaga, amelynek két oldala 400, illetve 600 egység, az ezek 4ltal
kozbezart szdg 180° — 105° = 75°. Koszinusztételt alkalmazunk.

|F|? = 4007 + 6007 -2 - 400 - 600 cos 75° = 395 800 |¥| = 629,1.
Az eredd eré nagységa |F| =~ 629 N.
A vektordsszeadds szabﬁf‘y_f;ﬁf'megfe]elé abra fel- 3
tlinteti, hogy a két dsszetevd, S ®

: « P . « S )
Fy, F,, ¢s az eredd F erdt jelképezd vektorok ha- 'S /370

romszbget zarnak be. Az Fy 8sszetev nagysagat ko- £
szinusztetetlel szamitjuk ki.
| ¥, |* = 600,07 + 4500° - 2 - 600,0 - 4500 cos 32° = 16 030 540.
A keresett Osszetevo | F, [ = 4 004 N.
Az ¢ = (F [, F) & szinusztétellel szamithato ki.
sine 600,0 600, 0sin32°
= p— - = == o
Sn32° —4004 sine 2004 0,0794 = £=4,6°.
Az ¢ nem lehet tompaszdg, ti. a haromszdgben kisebb oldallal szemben kisebb szog
fekszik, (600,0 < 4004 miatt & < 32°).

Fy

A délnyugati iranya |F;| =50 N és a
délkeleti irinyt | Fy| = 70 N erd 90°-o0s
szdget zdr be egymassal. Ezek ereddje
F' nagysagat Pitagorasz tétellel szamit-
juk ki az AKB A-héL

|F'|” = 502 + 70% = 7400

|F'| = 86,02.

Az F' és F, altal bezart sziog e, derék-

sz0gl haromszogho6l szamitjuk ki.
te—@~07143 = 35,54°
g 70 £ = 35,54°.

F3 és F' dltal bezart szog @ =~ 45° + 35,54° = 80,54°.
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Az Fy, F, és F; kereseit ereddje F. Ennek meghatarozasahoz elébb kiszamitjuk
kiegészit6 szoget: 180° — 80,54° = 99,46°. A F eredS hosszdt az AKC haromszig.
b6l hatarozzuk meg koszinusztétellel.

|F|* = 60°+86,02° -2 - 60 - 86,02 cos 99,46° = 12 696
A hirom adott erd eredtjének nagysaga tehat 1127 N.

A F eredonek a 3 adott (Fy, F,, Fs) vektorral bezirt szbge kiszamithato, ha megha-
tarozzuk meég az F' és F altal bezart 0 szbget. A koszinusztételt alkalmazzuk,

7400 + 12 696 — 3600
607 = |F'|? + |F|*-2|F'||F 5 5= -
[+ [ 2] ']l cos 5 cosd = 228050 — 0, s0g
8 = 31,70°.

Ennek alapjan a keresett szogek:

Az Fy és I altal bezart szog ¢ = 90° - + § = 86,16°
Az F, és F altal bezart sz0g ¢; = ¢ — & = 3,84°,

Az F5 és F éltal bezart szdg @3 = w — & ~ 48,84°,

|F|= 1127

Megjegyzés:
Az F eredbnek a 3 adott (Fy, ¥y, ¥3) vektorral bezart szdge masként is kiszamithato,
Az AKC A-re felirjuk a szinusztételt:
sing, _ |F] o Fsin 99, 46°
sin99.46° | . T T TN
Ebbél (F3, F) 4 = 5 = 48,85° (g, nem lehet tompaszdg),
(F3, F) 3 = @ = 3 — 45" = 3,85°,
Fr. FY3 =, = 90°— ¢, = 86,15°

= 0,7530.

Az eredd erd az Gsszetevak altal | kife-
szitett” paralelogramma azon atldja,
amely az Gsszetevok kozos kezddpont-
jabol indul. Az dsszetevdk nagysaga
kiszamithato szinusztétellel, ha ismer-
jiik az dbra szerint az adott eredévek-
torral szemkozti szoget.
g = 180° - (21° + 58°) = 101~

|Fy|  sin58° 4500sin 58°
) S vl ‘FII — a0

4500  sin101° sniore 5876,
IF,|  sin21° 4500 sin 21°

2l el = IR 16408,
4500 sinl01° | sin101° -8

A két OsszetevO nagysiga kb. 3888 N és kb. 1643 N.
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0 4rakor a nagymuiato, g, és a kismutatd, b, merdle-
gesek egymasra, 4 orakor az altaluk bezart szog 120°.
A mutatok hosszanak kiszamitasahoz ezért hasznal-
hatjuk a Pitagorasz-tételt és a koszinusztetelt.

L o +b° =225
IL o +b*—2abcos]20°=324

Iit ¢ > b, mert a az 6ra nagymutaioja.
{cos 120° = - 0,5)

Az I egyenlet jobb oldalat behelyettesitjiik a IL-ba és kifejezziik ab-t
1. ab = 324-225=99,

Ebbél a b-t kifejezziik &= 2 és az I.-be behelyettesitjlik:
a

a + 98?1 =225.
a

A nevezdvel az egyenlet mindkét oldalat megszorozva egy masodfokiira vissszave-
zethetd negyedfoka egyenletet kapunk, amit rendezve:

a* -225a% + 9801 = 0.

Ez az a*-ben masodfoky.

7 2254 +/225% — 49801 _225%106,87

Gp =

: 2 2
a; =129 ay = 1,7 {Az Oramultatok hossza csak pozitiv lehet.)
Minthogy az egyenletrendszer a-ban és b-ben szimmetrikus, b-re ugyanezek az ér-
tékek adodnak, forditott sorrendben. Az @ > b miatt a nagymutatd hossza 12,9 cm,
a kismutat6 hossza 7,7 cm.

a? = 1659  a, =591

Megjegyzés:

Az 1-11I. egyenletrendszert masként is megoldhatjuk.

L+2IL: (a+h)2=225+198=423 = a+b=2057 (Ha+b>0)
L-2TL: (a-8)*=225-198=27 = a-b=520 (t.a-b>0)
Innena = 129 cm, b= 7,7 cm.

Lasd a 2296-0s feladat megoldasanak gondolatmenetét!
A nagymutatd hossza kb. 16,2 cm, a kismutatd hossza kb. 7,9 cim.

Adott a haromszog egy oldala, (AB) és a rajta fekvd két szdg. Az A csucsponttal
szemkozti a = BC oldal, az AB-vel szemkozti szog kiszamitasa utan, szinusztétellel
hatarozhatd meg. y = 180° - 115° = 65°.

a sin 50°
A S L —BC~3043m.
360  sin6s® | - m
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Megjegvzés:

A y szbg kiszamitdsa utdn kideriil, hogy az ABC A egyenl8sziri (AC = AB). Ezt oy
A-bol indulo magassag két (egybevigd) derékszogii haromszogre bontja. Igy a szi.
nusztétel helyett elég a koszinusz szogfiiggveny alkaimazasa a BC = 2x meghats-
rozasahoz.

c0s65°= =3 x=360c0s65;

BC = 304,3 m.
360

A sematikus dbra alapjan az erdmil, a
falu (pontszeriinek képzelve), és a tu-
ristahdz haromszdgében hirom ada-
tunk van, ket oldal (5, illetve 7 km) &s
a bezart szog 30°. A koszinusztételbdl
adodik, hogy a keresett s tavolsdgra:

§% =25+ 49 —70cos30°=
= 74 —35+/3 ~ 13,38, ahonnan
s = 3,7 km. Tehat a falutdl (pontosab-

ban a falu azon helyétél, ahova befut a
tavvezeték) a turistahaz kb. 3,7 kim-re van légvonalban.

szélerbmi

turistahaz

Az egyik hajo 46 L scbességgel 2 ora 20 perc alatt = 107,3 km-t tesz meg,

A masik hajo 62 Ehm sebességgel 2 dra 20 perc alatt = 144,7 km-t tesz meg.

A Kkét oldal és kbzbezart szig ismeretében a harmadik oldal a koszinusztétellel szi-
mithato ki.

a’=1073%+ 14477 —2.107,3 - 144,7 - cos 109° = 42 560

a = 206,3

A két hajo 2 6ra 20 perc malva kb. 206,3 km-re lesz egymastol.

Megjegyzés:

Mais megoldasi lehetdség: Egy ora alatt az egyik hajo 46 km-t, a masik 62 km-t tett
meg. Ekkor b tavolsagra voltak egymastol, ami koszinusztétellel szamithato ki.

b* =467 +62° -2 46 - 62 cos 109° = 7T817; b= 88,41;

1 7
2+ 173 oOra alatt % - 88,4 = 206,3 tavolsagra jutottak egymastol.
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Mivel a kelet-északkeli irany 22,5%ot zar be a keleti
irannyal, igy az utvonalat az abran lathato haromszog
adja. Ennek x-szel jelolt AC oldalat a koszinusztétel-
lel hatarozhatjuk meg:

x*=5%4107-2-5-10- cos 112,5°, amibd]

x = 12,8, tehdt légvonalban koriilbeliil 12.8 km-re
van egymastol a két haz.

Ekkor a kiindulasi hely, az iranyvaltoztatas helye és
a végsd hely olyan haromszdget alkotnak, amelynek
két szomszédos oldala 40 és 32, s az ezek altal bezart
szbg 165°. Igy egy egyszerli koszinusztétellel a kér-

déses tavolsag: 40
¥ =407 £ 327 —2.40-32-cos165° = 71,39 (km).
X
+15°
&

Az abran C jeldli az elagazast, A az el-
s6, B a masodik épiiletet. A megadott
szogek segitségével az abran jel6lt Osz-
szes szOget meghatirozhatjuk, igy:
CDA 4 = 25°, DAC<q = 123°,
BAD 3 =57, DBA ¢ = 73°
Ekkor az dbra jeldléseivel ACD és BAD
haromszogekben szinusztételeket felir- 400 D
b sin32° x  sin50°

va, — = geg — =

400  sinl23° y  sin73°
sdga korilbeliil 202 m.

, amibdl x = 202 m, vagyis a két épitlet tavol-

a) Koszinusztétellel: ¢ = \/52 +9% —2.5.9.¢c0897,8° = 10,87 (km).

b) Az € és a @ hegyesszogek meghata-
rozédsa a feladat. Szinusziétellel:
sine 9
sin97,8° 10,87
sin & = 0,8203, tehdt £ ~ 55,1°.
o = 180°-97,8°—-55,1° = 27.1°

, amibol
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Osszelitkdzés azt jelenti, hogy x dra
alatt a lopott gépkocsival éppen AK, a
masik gépkocsival pedig pontosan BK
utat tesznek meg, vagyis km-ben mér-
ve AK = 140x, BK = 120x hosszusa-
g szakasz.

Az AKB haromszog AB oldalira felir-

va a koszinusztételt:4,5% = (140x)° + (120x)% 2 - (140x) - (120%) - cos 30°,

Ebbél 20,25 = 4901,55x2, vagyis x = 0,064 (x > 0).
A jar8rnek tehat 0,064 ora, azaz (4,064 - 60 = 3,84 perc (= 231 mésodpere) all ren-
delkezésere a kozbeavatkozasra.

a) Szélcsendben az AB uton repiil a km B
gép. Szélben az AC uton haladna 900 o
,,6ner§5b61”, &s CRB iranyt képvisel a szél |V
szel. Igy jon léire az ABC vektorha- A 15° e
romsz'dg. 900 k_m

b) Szerkeszteni azért lehet, mert 60°-
bol két felezéssel lehet 15°-ot kapni, és a 900 % -t pl. 9 cm-rel jeldljiik. Ekkor
(f'? lesz a szélvektor.

c) Az ABC A A-bd] induld magassiga (az egyenld szarasdg miatt) felezi a BC ol-

v
dalt, igy az egyik derékszdgl haromszoghdl: sin7,5°= 2 L, ahonna
B 8z cgy g 8 900 ~ 1800 "

v =235 _tT ami igen viharos szelet jelent.

Jeloljiik a kévetkezOképpen a haromszdg oldalait:

k= a2+a+l, m=2a+1, n:= a-1.

Megvizsgaljuk, melyik a haromszig legnagyobb oldala.

k—n=a+2>3,ezértk > n.

k-m=a’—a= afa-1) > 0, merta > 1, ezért k > m is igaz.

Tehat barmelyik 1-nél nagyobb szamot irjuk az a helyébe, mindig k lesz a legna-
gyobb oldal.

Trjuk fel a haromszog k oldalara a koszinusztételt: k% = m?* + n* — 2mn cos ¢, ahol
¢ a k oldallal szemkdzti szog.

Beirva az a-val kifejezett alakokat:

@ +a+1D%= Qa+ D%+ @ - D?-2Qa+ Da® - cos ¢.

e
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Flvégezve a négyzetre emeléseket, a szorzast €s a lehetséges Ssszevonasokat:
a'+2a%+3a%+2a+ 1 =a*+2a° +4a+2-202a° +a® - 2a— ycos .
Rendezve: 2a° +a”—2a 1= -2Qa’ +a” - 2a - 1)cos ¢.

Mivel 2a° +a?—2a—1=a’2a+ 1)~ Qa+1) = 2a+ 1)(a” - 1) # 0, hiszen
a > 1, ezért ezzel a kifejezéssel az egyenlet mindkeét oldalat eloszthatjuk.

1 = —2cos ¢, vagyis cosg = —_;-, amibdl a haromszégben ¢ = 120° adédik. Ezt

kellett bizonyitani.

Az ABC A-bOl koszinusztétellel

a= \/«Ez +\62 w2\/§x/5cos75° =

= 1,93, majd szinusztétellel

i i ) -sinex
Sme smy, amib6l siny = ¢ ,
a J_C a
3 -sin75°
most ————— = (},8660, ezért
1,93

y = 60°, és a szhgbsszeg miatt § = 45°
(Kés6bb majd latjuk, hogy egzakt
egyenldség 4ll fenn, nemesak kdzelitd.)
A keriileti szogek tétele miatt

BCD Y = BAD 4 = 30°és CBD ¢ = CAD 4 = 45°. Ekkor az ABD és az ACD ha-
romszdg is derékszogil, tehat a Thalész-tétel miatt kozos atfogojuk, AD a kor atme-
r8je. Barmelyik derékszogi haromszogbd! kiszamithatjuk, példaul

AB NEY

D=———=—7=12.
cos30° 43
2 .
{Ekkor az ABD A a nevezetes 30%-60°-90°-0s haromszog, oldalai 1, \/5 , 2; mig az
ACD A a nevezetes 45°-45°-90°-0s hdromszog, oldalai \E , \E , 2. E két harom-
szget az atfogojanal dsszeilleszive valoban a kiindulasi haromszdg jon létre, tehat

a szdgek értéke pontos.)

Az § salypont az ismert mddon harma-
dolja a sulyvonalakat. Tegyiik fel, hogy
a 9 egység hosszisagu sulyvonal a B-
bo! indul.

A BSF, haromszogbdl koszinuszietel-
lel: 52 =6°+2%-2.6-2-cos o
Ebbdl cose = -g— =0,625, igy

o= 51,32°
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5
A CSF), hiromszogbd! koszinusztétellel: CF, = \/32 +4*-2.3-4. <= V10 =3 14

egység, ezért AC = 2CF, = 6,32 egyscg.

. . 5
A BSC héromszigb6l koszinusziétellel: BC = \/ 6°+4>-2.6-4- (— 8] =82 =
= 9,06 egység (felhasznaltuk, hogy cos (180° — @) = —cos ¢).
- " . abe . i
A korilirt kér sugardt az R = AT Osszefiiggéshol hatarozzuk meg.

Az ABC hiromszdg teriilete a BSC hdromszdg teriiletének pontosan 3-szorosa:

T=73- 6-4- sm;lSO —¢) = 36-8in51,32°= 28,1, ezért a koriilirt kor sugara
R= 9,06:6,52:19 = 5,00 egység (felhasznaltuk, hogy sin (180° — ¢) = sin o),

4.28,1
A haromszog kérdezett oldatai, ha a 9 egységnyi stulyvonal a BC oldalhoz tartozik,
AC = 6,32 és BC = 9,06 egység hosszlak, a koriilirt korének sugara 5,09 egység,

Megjegyzés:
Mis megoldasok ellendrzéséhez megadjuk az ABC haromszdg szogeit:
78.91°, 62,76° és 38,33°

A csonakot az A kiindulasi pontbdl a viz sedra 1 sec
alatt 1,2 m-re, B-be vinné. Ha allovizben eveznének,
a csonak 1 sec alatt A-tol 3.5 m-re C-be érne. Az
— — —_, =
|AB| =12, |AC]| = 3.,5. Az AB és AC vektorok ere-
d8je AD. Az dbran a vektorosszeadisnak megfele-
16 paralelogramma szerepel.
Ebben ismert még a BAD 4 = 45°.
Adott az ABD A-nek két oldala és a nagyobbikkal
szemkozti szdge. Az dbran o«-val jelolt szdget 4 B
szinusztétellel szamitjuk ki

sino 1,2 B 1,2 sin 45°
sin45° 3,5 -3,
paszdg, ti. kisebb oldallal szemben kisebb szdg van: 1,2 < 3,5, ezért & < 45°

a folyo

R
folyasirdnya

= (,2424 o =14°, Az ecnem lehet tom-

y meghatarozhatd OAB haromszdgben a koszinuszié-
telbél: y° = 57+ 8% -2-5-8 - cos 60° amibs]
y=7.

Ekkor ugyanitt a szinusztetelt felirva kapjuk az A-nal

- X _ E igy sin & = 0,62, azaz
sin6Q° 7
o = 38° (o nyilvan hegyesszig).

levd o szdget:
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Innen y = 22° és az OAC haromszogben felirt szinusztételbdl adodik x:

3 380 .
Lo s.m , azaz x =~ 13,1, tehat OAC haromszig teriilete:
8 sin22°

1
T = 5 13,1 8-5in120°= 45,4 teriiletegység.

A KEP haromszog E-nél derékszogl,
ezért coser = —.
d

A KMP haromszdgben a szinusztétel

. sinf d

szerimt —— = —.,
siny  r

.. COS-sin sin

Tehat ,—ﬁ=cosa- - p =
sinp sin ¥
r d . , .
= 77 =1, ami bizonyitando volt.
-

A feltétel miatt ¢ = s, igy BAD ha-
romszdg egyenldszari, BD alaphoz
tartoz magassdga felezi a BD alapot.

fgy BE = BTC =1,25=ED.

AEC, illetve BEA derekszigi harom- g
szogekre Pitagorasz tételét alkalmazva:
3,75 +m,* = 4°

1,25 +m, =¢’ }

A két egyenletet kivonva egymasbol, rendezés utan ¢ = +/3,5 = 1,87.
Tehat a keresett harmadik oldal 1,87 m hosszi.

Mdsik megoldds:
A feltétel miatt ¢ = 5,. Legyen a BCA 4 = p.
A koszinusztétel szerint:

az ABC A-ben: 02=52+42—2-5-4-cosy
az ADC A-ben: ¢?=25"+47-2.25 4cosy
20cos y = 18,75

¢’ = 2,52+42—20cosy

¢ =+/3.5 = 1,87 (m).

kivonva, atrendezve:
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.

stel szerint AB = 8,4 cm,
= AC, = 5,2 cm, a haromszog te-  _ €l Cy
_atete 13 ¢m2.

T = ”CS;“”, ebbél

2-13
sin o 5.2.8.4 0,5952
igy o = 143,5% o = 36,5°
ay, illetve a, koszmusztetellel kiszamithato a = b* + ¢ - 2bc - cos .
A megfelel6 értékeket behelyettesitve kapjuk: a; = 13 cm; a; = 5,2 cm.

A #1601 masképp: a szbgek kikeresése nélkiil coser = 241 — sin” o = +0,8035,
amely kdzvetlentil helyettesithetd a koszinusztételbe.

A haromszdg belsd szdgfelezdje a
szemkozti oldalt a szomszédos oldalak
ardnyaban metszi. Az abra jeloléseit
6_3
8

hasznalva: 2 =—=—

c 4
Ennek megfeleléen b = 3x, ¢ = 4x
alakban irhato. Az ABC A-re alkalmaz-

zuk a koszinusztételt:
(3x)% + (4x)> — 2 - 3x - 4x - cos 60° = 147,

13x* = 196
x:\/ﬁzi:m\/ﬁ
13 13 13
BC=a=14
AB=c= ff~1553
AC=b=3x="2_ 1165
5 =1L

A szOgeket szinusztétellel szamitjuk ki:
42
sinfi JE_ 3 ., 3sin60° o
Snels - 14 "5 = sinf= w/E =0,7206 = f=~46,1°;
p = 180° - (60°+46,1°) = 73,9°.
A haromszdg oldalai: 14 cm, kb.15,5 cm, kb.11,6 cm, az ezekkel szemkozti szogek
nagysaga: 60° kb. 73,9° és kb. 46,1°.
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A szogfelezdtétel miatt

BP: PA = 1:2, ha tehat BP hosszat x
jelsli, akkor PA hossza 2x.

Huzzunk P-n keresztiil a BC oldallal
parhuzamost; metssze ez az AC oldalt
a O pontban.

A péarhuzamos huzasa miatt CPQ ¥ =

=PCB4

A CQOP haromszdg CP oldalén fekvé két szoge tehat egyenld, ezért a hiromszog
egyenld szaru, igy QC = QF.

=Y (mert valtosztgek).

. PB !
A parhuzamos szeldk tételét az o szig szdraira alkalmazva oc =2 -,
AC AB 3x 3
1

tehat OC = gAC = -2% s termeészetesen ugyanekkora a QP szar is.
A PCQ hiromszogben a PC alaphoz tartozé magassag meghuzasaval kapott derek-
3

y_ S50 3 . ¥ _ o
szdgll haromszoghdl: cos2 200 = igy 7 = 41,41°.

A BCP egyenlé szaru héromszégben a BP alaphoz tartozd magassag meghuzasaval
kapott derékszogl haromszdgbol: 5 =100 sz 100 - sin20,71° = 35,36, 1
AB = 3x = 212,16.

Szintén a BCP haromszdgbdl f= 90° —% = 69,29°, ezért az ABC haromszogben

o = 180° — f —p = 180° — 69,29° — 82,82° = 27,89°.

Az ABC haromszdg szigei tehat: & = 27,89°, f = 69,29°, y = 82,82° az AB ol-
dalanak hossza pedig kb. 212,16.

Madsik megoldds:

Fejezziik ki cos—;i~t koszinusztétellel az ACP, illetve a BCP haromszigbdi is:

y  100% +200° —(2x)® 12500 —x’ y _100° +100° - X2
cos— = = , llletve cos—
2 2.100 - 200 10000 2 2-100-100
20000 — x* ) 12500 — x> 20000 — x*
= ———— Igaz tehat, hogy =
20000 10000 20000

Ebbdl x2 = 5000, vagyis x > 0 miatt x = /5000 = 5042 = 70,71, tehat
AB = 3x = 212,13,

A szdgek meghatarozasihoz eloszor helyettesitsiik vissza cos% egyik kifejezésé-

y 12500 - 5000

be x* értekét: COSE = 10000 = (), 75, amib&l az elsé megoldasban kapott
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% = 41,41°, azaz y = 82,827 adédik. A tovibbiakban egy szinusziétellel kiszdmir.

hatjuk pl. e ertekét, majd a haromszog szégdsszegére vonatkozé képlethsl Bt kap-
juk meg.

Mesik megoldds:

Tapc =3 - Tapc
(az alapok aranya 3: 1, és a két haromszig magassaga ugyanaz).

Tehdt 100200 siny = 3- 1002 sing;

. . ¥
2siny =3-sin—
v 2

4~sin£cosZ = BSin—Ji.
2772 2
Mivel sin % = 0, ezért cost = >: L= 41410,
2 2 4 2
A BPC A-b3l B ~ 69,29° az ABC A-b8l o = 27.89°.

Behizva a BPC A C-b6l induld magassagat a kapott derékszogli haromszdghen
x

cosfi= 1_(%6 = 2—36 amelybdl x = 70,7, tehat az AB = 3x = 212.

b 3
A szdgfelezdtéte]l miatt — = 8 = E tehat alkalmas A
c 48 24

x hosszisagegységgel mérve b = 19x és ¢ = 24x.
Irjuk fel a koszinusztételt az ABC haromszog BC ol-
dalara:
86% = (19x)% + (24x)* —~ 2 - (19x) - (24x) - cos 59,6°.
Ezzel ekvivalens: 7396 = 475,50)«:2, amibdl
x=3944 (x>0, a
b =19 = 74,94 cm és ¢ = 24x = 94,66 cm.
A fhegyesszdget szinusztételle] is kiszamithatjuk:

sinfi 74,94 oo .

= » amibdl sin § = 0,7516, vagyis f = 48,73°.

sin59,6 86
y=180°—w— g = 7167

A beirt kor K kézéppontjat megkaphatjuk pl. a fiés a
y szogfelezOjének metszéspontjakent is (abra).
Az E érintési pont két részre osztja az a oldalt:

5, Y
BE =r-ctg = és EC =r ctg ~,
82 r g2

r-otg §+ r-ctg g = 86 (m), amib3l r = 23,94 cm.
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A haromszog oldalai: 86 cm, 74,94 cm és 94,66 cm hossziak, szigei 59,6°, 48.73°
és 71,67° nagysaguak, a beirt kor sugara 23,94 ¢m hosszu.

A szogfelezdtetel szerint a haromszig belsd szdgfe-
lezéje a szemkozti oldalt a szdgfelezdi ozrefogo ol-
dalak aranyaban osztja.

. D B
fgy >+ _AD _AB = AB = 27x; BC = 19x.
38 DC BC
ABC haromszigre a koszinusztételt alkalmazva:
AC* = AB® + BC? —2AB - BC - cos 63°. A
Behelyettesitve:

92% = (27x)” + (19x)% =2 - 27x - 19x - cos 63° = x% = 13,56.

Mivel x >0 = x =368, AB=994cm, BC = 69,9 cm.

S BC = sineg = 0,6770.
sin63® AC

Barmely haromszdgben nagyobb oldallal szemben nagyobb szdg van.

Mivel BC < AC, ezért or < 63° = o« = 42,6°.

A hdromszog belsd szogeinek Osszege 180°, ezért p = 74,4°.

Szamoljuk ki szinusztétellel az o szoget!

a) Az ABC A alapszogei 80%-osak, ezért ALB ¢ = 180° - 80° - 50° = 50°, igy az
ABL haromszog egyenld szar. Tehat BL = 10 cm.

C
b) K
s X
A 10 B L

Az ABL egyenld szard haromszdghdl
AL = 2-10 - cos 50° = 12,86 (cm). 0
Az ABK haromszdgbdl szinusztétellel: \
BK  sin80° o A ﬁ @ B
— = , amibdl BK = 15,32 cm. 10
10 sin 40° :

c) A BKL haromszoghol koszinusztétellel:

K
KL:\/15,322+10272-15,32-10-c0320° N l L

. , Sif ¢ 10
= 6,84 .S tételiel: = ,
6,84 (cm). Szinusztételie sn20°  6.84

amibdl sin ¢ = 0,5000, vagyis ¢ = 30,00° (hi-
szen ¢ nyilvan hegyesszog). a B
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Megjegyzés:
Az addicios tételek ismereiében bizonyithato, hogy ¢ pontosan 30°. (A bizonyitas
soran minden hossziisagot cm-ben adunk meg.)
Allitsunk merdlegest L-b8l BK-ra, a merdleges talp-
pontja legyen 7. A keletkezd BT1 deréksz6gil harom-
szdgbol TL = 10 - sin 20° és TB = 10 - cos 20°.

BK in 80° _
A b) részben lattuk, hogy — = s.m , amibol
) 10 sin40°
BK:10-2-51n40 -cos 40 20 cos 40° A

sin 40°
A TK szakasz tehit BK — 7B = 20 - cos 40° — 10 - cos 20° hossziisagu.
Alakitsuk at ezt a kifejezést. ElGszor emeljiink ki 20-at:

1
20 cos40°—10 cos 20°= 20- [cos 40° — 3 cos 20"}. (1
Tudjuk, hogy cos 40° = cos (60° — 20°) = cos 60° - cos 20° + sin 60° - sin 20°, to-

V3

1
1bba °= — és sin60°= —.
vabba cos 60 > és sin >

Ezek felhasznalasaval az (1) kifejezés gy is irhatd;

20-(%-cosZO“ﬁ-—@-sinZO“—%-00520"]: 20-§-sin20°= 10-«6-5in20°.

Tehat TK =10 -~/3 - sin 20°, igy a KTL derékszdgii haromszdghdl
L _10sin20° 1 ﬁ vagyis ¢ = 30°, ami bizonyitandé vol.

t - = T
77K 1043 -5m20° N3 3

a) Szamoljuk ki koszinusztétellel a leghosszabb oldallal szemkdzti szdget!

22%=177+127-2-12-17 -cosy = cosp = 0,125 = p = 97,18°

] 12-17 - 8in 97,18°
Igy a haromszog teriilete T = 321n =101,2 (m2).

Megjegyzeés:

A haromszdg teriilete a szog kiszi-
mitdsa nélkiil a Héron-képlettel is
kiszamolhato:

T = ys(s — a)(s — b)(s — ), ahol

5 a keriilet fele.

b) A haromszog koré irt kir sugara:
¢ 22
~ 2siny  2sin97,18°
= 11,09 (méter).
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A park kore tervezett 1,5 méter széles korgytirtl belsé korének sugara 11,09 m,
keriilete K = 2Rw = 69,68 (m), kiils§ kérének sugara R'=11,09 + 1,5 =
= 12,59 (m), keriilete K’ = 2R’ = 79,11 ().

Készitsiink abrat! b © i

A szOveg szerint nem lehetséges, hogy -7

a K-val jelslt pont a CD oldalon le- -0

gyen. Ekkor ugyanis az ADK derék- Al 20° £ B
szogll haromszog alaki rész jutna a -
legkisebb testvérnek és igy nem létez-

ne az AK-val 30%o0s sziget bezird D /L c
olyan félegyenes, amelyik kettévigja e

az ABCK négyszoget. P = K:c\;
fgy csak a masodik abra szerinti eset b PR 2
lehetséges. 0% 3% LT S
Az ABK derékszogli haromszoghdl 4 T ’203\ 1, 5

egyrészt BK = 2750 - tg 20°, mésrészt 2750
a szOveg szerint ennek a haromszdg-
nek a teriilete a téglalap teriilletének harmada:

2750% -1g20° _ 2750b
2 - .
Ebbél b =

teljes folddarab teriilete pedig T = 2750 - 1501 = 4,128 - 10° (m?) (kb. 413 hektar).
Az ADL derékszogli hdromszégben DI = 1501 - tg 40° = 1260 (m), igy a legna-

1501-126
DOL-1260 0,946-10° (m2); ez kisebb a

3
3-2750-tg20°
——z—g— = 1501, tehat a téglalap masik oldala 1501 m hosszi, a

gyobb fitnak jutd félddarab teriilete

teljes teriilet harmadanal (ami 1,376 - 10° m2),
A kozépsd fid kapta a legnagyobb folddarabot (kb. 180 hektart), a legidésebb fin pe-
dig a legkisebbet (kb. 95 hektart),

K¢t eset lehetséges a rendelkezésiinkre allo adatok alapjan.

1. eset D X M C
Az ABK derékszdgli hiromszoég alakd ’
foldrész jut a legkisebb fitinak. Ennek e
2 ° L K

teriilete 7 = M = 0,935 (km?). 4 -7

b ! -
A teljes foldteriilet a feladat szévege sze- L/ \ I
rint T'=3f=3-0,935=2805 (km?), . AN 1.8 tg 30°
ezért 1,8b = 2,805, amibdl & ~ 1,56 km. E/ o

// - 300 | f
A 18 B
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Mindegyik fitnak ugyanakkora teriilet jut, ezért az ADM hiromszog teniletére
, bx 1,56x
fennall; 0,935 = 7 =
tehat ¢ =~ 37,6° ¢és 60° — ¢ = 22,4°

A masodiknak meghuzott félegyenes az elstvel 22,4°-0s szdget zar be.

e . x 1,20
,amibdl x = 1,20 km. Igy tgp = — = —— =
gy tge b 1.56 0,7692,

2. eset ) o ’ . ) D btg 60° K C
Az ADK derekszogl haromszog alaku P
foldrész jut a legkisebb fitnak. Ennek ) - (;\ M
b” - tg 60° ) PN N
terillete r = ——————. A szdveg sze- 60> - "P‘X - *
A B
1.8

rint ez a teljes teriilet harmada:

b -1g60°  1,8b 2-1,8 1,2
2 3 3.tg60° 3

A teljes f6ldteriilet 7 = 1,8 - 0,69 = 1,242 (km?}), ennek harmada jut mindegyik fig-

nak. Ezért az ABM derékszdgi hiromszog teriiletére fennall: % _ 124

bl x = 0,46 km.

; 0,46 , ;

Igy tge = rxg" = 18 = (,2556, tehat p = 14,3° és 30° — ¢ =~ [5,7°

A masodiknak megﬁﬁzott félegyenes az elsdvel 15,7%-0s szdget zar be.

. vagyis b = =0,4-+3 = 0,69 (km).

, ami-

2323.] a) Az AC atloval két részre vagjuk a négyszoget. D

Az ABC haromszdg teriilete:

30-20-sin95°
= —2551—9—— ~ 298.9 (m2).
Az ACD haromszog teriiletének meghatirozasa-
hoz kiszadmitjuk az e atlo hosszat (az ABC harom-
szOghdl), tovabba az e szoget. Koszinusztétellel:

e =307 +20% —2.30-20 - cos 95° = 37,5 (m). A
Szinusziétellel: 08— 30 o mibél sin @ = 0,7970,
sin95° 37,5

Mivel ¢ hegyesszbg, ezért ¢ = 52,84°
£= 97°— ¢ = 44,16°, tehat az ACD haromszog teriilete:
37,5-30-sin44,16°
) = ;m 8 3910 (m2).
A telek teriilete £ + £, =~ 298,9 + 391,9 = 690,8 (m?2).

Megjegyzés:

A BD atlo berajzolasdval is kezdhetjiik a feladat megoldasat. A BD tld hossza
38,0 m, a BCD haromszdg ismeretlen szogeire 31,53°, illetve 31,47°, az ABD ha-
romszog szogeire 84,71°, 43.47° és 51,82° adddik.
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b) Az ACD hiromszogbdl koszinusztétellel:
d= \/37,52 +30% —=2-37,5-30-cos 44,16° = 26,3 (m), a telek keriilete tehat
230+ 20+ 26,3 = 106,3 (m). Ennyi kerités kell (legalabb).

A kérdezett adatok — a mellékelt dbra c

jel6léseit hasznilva — a kovetkezd terv

megvalositasaval is kiszamithatok:

1. e atlo koszinusziétellel a BCD ha-
romszigbdl

2. B szinusztétellel a BCD harom-

sz0ghdl

. &; és f kivonassal

4, d oldal az ABD haromszdghdl ko-
szinusztétellel

5. o szinusztétellel az ABD haromszégbdl

6. d;, majd végiil 8

[S]

Megvalositas:
I e=+8,42+62—-2.84.6-cos70,3° = 852,
sinff,
" sin70,3° 8,52
Mivel f) hegyesszdg, ezért ; = 41,53°.
3. 6, = 180° = 70,3° - 41,53° = 68,17% f, = 87,4°—41,53° = 45 87°.

4. d=+8,52% +122 —2.8,52-12-c0s 45,87° ~ 8,61,
5 s e 852 o0
sind5,87° 4 8,61
Mivel o hegyesszog (pl. e < 12 miatt), ezért o =~ 45,26°.

6. & = 180°~ o — f; = 88,87% 8 =48 +d, = 68,17°+ 88,87° = 157,04°.

. amibdl sin ) = 0,6630,

A négyszdg negyedik oldala 8,6 cm hosszi, a masik két szoge pedig 45,26°, illetve
157.04° nagysag.

Megjegvzés:

Természetesen a masik atlo berajzolasaval is kezdhetjitk a feladat megoldasat. Ek-
kor a masik atlo hosszara 14,3 cm, az ABC haromszig két ismeretlen szogére 35,84°
€8 56,76°, az ACD haromszog szégeire pedig 13,54°, 9,42° és 157,04° adodik.

355
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Az ABC A ¢, teriiletének kiszamitasa-
hoz eldbb meghatarozzuk koszinuszté- 16 20

tellel az e szdget. 18
400 = 324 + 1024 -2 - 18 - 32 cos ; - 2
948 A
= ——=0,8229 =~ 34,62°; 32
COs ¢ 1152 = «

18-325sin34,62°

[2 = —_—
2

A térképen mért teriilet 7 = 7 + £, = 235,6 mm?2,

= 163,6 (mm?2).

a) Az 1:25 000-es méretaranyt figyelembe véve, a teriilet valodi nagysaga
T,=25000%t=147-10" (mm2 = 0,147 km? = 14,7 ha).

b Az 1:50 000-es méretaranyt figyelembe véve, a teriilet valodi nagysaga
T,=4-T,~ 0,589 (km? = 58,9 ha).

2326.) a) Az AC atloval két részre vagjuk a C

négyszoget. 63 @
Az ABC haromszog teriilete:

25-32-8in95°
= I 398,5 (m?2). 3
Az ACD haromszég teriiletének d
meghatarozasahoz kiszamitjuk az e
atlé hosszat (az ABC haromszog-
bol), tovabba az € szdget.

Koszinusztétellel: ¢ = \/ 257 +32% -2.25.32-¢0895° =~ 42,3 (m).

25
0P .22 amibél sin ¢ = 0,5888,
sin95° 42,3

Mivel @ hegyesszig, ezért ¢ = 36,07°,

A 25

Szinusztétellel

€= 75"~ ¢ = 38,93° tehat az ACD haromszog teriilete:
', = 42.3-65 -Zsin38,93° ~ 863.9 (m2).
A telek teriilete ¢, + &, = 398,5 + 863,9 = 1262,4 m?, jelenlegi értéke pedig
1,262 107 - 1,5-10% = 1,893 - 107 Ft , azaz kb. 19 milli6 forint.
b} Az ACD haromszdgbdl koszinusztétellel:

AD = 42,3 + 65% —2-42,3-65-c0838,93° = 41,7 (m), a telek keriilete tehdt
25+ 32 +65+41,7 = 163,7 (m). Ez a beszerzett mennyiség 96%-a, tehat kb.
170.5 métert kell vasarolni.
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Megjegvzés:

A BD atlo berajzolasaval is kezdhetjiik a feladat megoldasat. A BD atld hossza
64,6 m, a BCD haromszdg ismeretlen szdgeire 76,417, illetve 28,59°, az ABD ha-
romszog szdgeire 150,39°, 18,59° és 11,03° adodik.

) A telek teriiletének fele 631,2 m2. Az ekkora alapteriiletfi, négyzet alapu épiilet

alapéle: 4/631,2 = 25,12 m.

Azt is megvizsgaljuk, hogy egy ekkora épiilet egyaltalan elhelyezhetd-¢ ezen a
folddarabon, Ezt pontos szerkesztéssel és méréssel, vagy — ahogyan az alabbiak-

ban — szamitasokkal is megmutathatjuk. 750
Allitsunk a BC oldalra egy olyan 0 C
BPQR téglalapot, amelynek BP ol- 68
dala 25,12 méter hosszd, ésa Q csi-  p B N
csa a CD szakaszon van (abra),

Ekkor a CPQ derékszdgi harom- 25,12
szogbdl a téglalap maésik oldala: B ]

x =68 1tg75° = 2538 (m) > 25,12 (m). A 25

Megmutatjuk, hogy a BR szakasz egyenese-

nek a négyszog belsejébe esd szakasza nagyobb 25,38 m-nél (azaz R valoban a

négyszdgin beliil van, ahogyan az eldz8 abra mutatja).

Metssze a BR egyenese az AD oldalt

az § pontban (dbra).

ABS4 =5° BAS<q = 150,39°

(1d. a b) végén talalhaté megjegy-

zést), ezert ASB 4 = 24,61°. 3

Az ASB haromszoghdl szinusztétel- A 25
BS  sin150,39°

lel: — = ————,

25  sin24,61°

belsé pontja. _

Az ABCD filddarabon tehat elhelyezhetd egy olyan négyzet alapu éptilet, amely-

nek alapéle 25,2 m hosszu. Mivel 25,2 * = 635,0 > 631,2 ezért olyan négyzet ala-
pu épiilet is elhelyezhetd, amelynek alapteriilete a folddarab tertiletének 50%-a.

B

amibol BS = 29,7 m; az R pont tehat az ABCD négyszig

haromszig egyenl szarl, mert két egyenld szige van.

Ezért d = 2 = 9,93 (m), az ADC haromszdg
cos 25°

2 o o
teriilete pedig 7, = % =378 (m?).

Az ABC haromszigben szinusztétellel:

sin ¢ 15,45 L
——= , 1 = (,8291.
Sin75° T amibol sin ¢ 9
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Mivel ¢ hegyesszog, ezért ¢ = 56,0°, igy £ = 180° - 75°-56,0° = 49,0°,
18-13,45-5in49,0°
2

Az ABC haromszig teriilete ¢, = = 104,9 (m32), tehit az ABCD

négyszog terilete #, + 1, = 142,7 (m?2),

Koszinusztétellel a = \/182 +15,45% —2-18-15,45 - c0s49,0° = 14,06 (m), igya
négyszog keriilete 14,06 + 15,45 +2 - 9,93 = 49,37 (m).

Ha a négyszdg konkav, akkor keriilete ugyanakkora, mint a konvex esetben, terii-
lete pedig: ¢, — ¢; = 67,1 (m?).

2328.] a) A masik atlo az abra szerint az ABC

haromszéghdl a koszinusztétellel
szdmithato ki:
e?=16+36-48 - cos 45° =

=52 - 24«5 , ahonnan

e = 4,25 egyseg.

b) Elészor BCD haromszidgben egy szinusztétellel kiszamitjuk CDB J-et:

sin o = E, ahonnan § = 40,5° (vagy 139,5°, de ez most a BCD A sz6gdssze-

sin120° 8
ge miatt nem lehetséges). Ekkor CBD ¢ = 180° — 120°— 40,5° = 19,5°
Azaz b = % ahonnan a keresett CD oldal hossza: kb. 3,1 egység.
8 sin120°
¢) DBA & = 45°—-19,5° = 25,5° azaz ismét egy koszinusztételbdl adodik AD hosz-
sza: AD? = 16 + 64 — 64 - cos 25,5° = 80 — 64 - cos 25,5° = 22,2, amibdl
AD = 4.7 egység hosszil.

2329.| a) Két eset van, €, és C, jeldli a viz-

tarold két lehetséges helyzetét a le-
iras alapjan.

Mindkéi esetben megadjuk CD
hosszat.

Az elsé 1épésként BD-re felirjuk a
koszinusztételt (ez mindkeét esetben
azonas, utana jon majd az eltérés):
BD? =4 +25-20cos 30° =
=29 -104/3 ~ 11,7, ahonnan

BD = 3.4 km hosszu.

Ezutan az elsé esetben a koszinusz-
tétellel: 5% = 2% +3,4° — c
—2-2-34 -cos ABD 4,

a58
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amibédl ABD & = 133° Ezzel C,BD 4 = 3° Ezutan BDCy A-ben egy koszinusz-

tételbdl adodik a keresett €D hossz: C1D2 =11,68 +49-47,84-cos3° =

= 60,68 — 47,78 = 12,90, azaz C,D kb. 3,59 k.

A miésodik esetben hasonléoan ABD ¢ = 133°, és igy

CoBD 4 = 360° - 130° - 133° = 97°.

Ennek kell a koszinusza, amivel ezuttal: C2D2 = 11,68 +49 47,84 - cos 97° =
= 60,68 + 5,84 = 60,52, amib6l C.D kb. 8,16 km. Tehat az abran lathato két ki-
emelt tavolsag: a viztorony illetve a gyarkémény tavolsaga (C1D és C,I) kb. 3,59,
illetve 8,16 km.

a) Mivel a toltés magas- D c 5m
saga 2,5 m, ezért D Sy B
pont alapra es6 merd- : 55 m M
leges vetiiletének (D7) . T
tavolsaga A-tol; A D’ C T A

l

A
ctg30° = 3 SD , ahonnan D’A = 4,33 m. Ezzel megegyezik C'A’ szakasz hossza
m

2

is, mivel a toltés egyenl6szard trapéz keresztmetszetdl.
Igy az alap AA" = 4,33 + 10 + 4,33 = 18,66 (m).

b) Mivel 15%-0s lejtd, ezért tg BAA' ¢ = 0,15, ahonnan a szég: §,53°.
Ekkor ABA' ¢-re adddik: 180°—30° - 8,5° = 141,5°.

Ezutan a szinusztétel szerint: .sm 30 = AB , ahonnan AB = 14,98 m.
sinl41,5° 18,66
10 +18,66

c) A toltés keresztmetszet-teriilete: -2,5=35,8 (m2).

d) DAB 3§ = 30° — 8,53° = 21,47° (I. a b)-beli eredményt). Elszor kiszamoljuk AD-t,
és D tavolsaga AB-t6l ekkor: AD - sin 21,47°. AD éppen 5 méter, mivel ADD' A
egy szabdlyos haromszog fele, és DD’ = 2,5, ami a fél oldal. Azaz D az AB
alaptol 5 - sin 21,47° = 1,83 méter tdvolsagra van. C tavolsagahoz eldszér BC
hossza kell. Az abra alapjan: BT = AB - sin 8,53° = 2,22 (m). Ekkor 4,44 m lesz
BA'hossza, mivel az A'BT A a nevezetes 30-60-90 fokos haromszég.

Tehat BC = 5 — 4,44 = 0,56 (m). A keresett CM szakasz hossza meglenne, ha
tudndnk CBM vagy MCB szogek egyikét. MBC 4 azonban kiils6 szoge A'BA ha-
romszignek, tehat MCB 4 =~ 30° + 8,53° = 38,53°.

Innen MC = 0,56 - sin 38,53° = (1,35 (m).

Tehat a C csics az G (dltésalaptol minddssze 35 cm-re van.
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ltalinos haromszog, teriiletiik aranya
4:3,1igy

4
Tysp = 3000 m?,

3
Tpcp = 3000 2 m?,
Egy a oldaly szabalyos haromszog te-

2 2
rilete T = #, tehat & f = 3000 -g, ebbdl 2 = 62,92 (m). A trapéz egy sz4-
ron fekvé szogel egymast 180°-ra egészitik ki, igy DAB = 60°, ADC Y = 1200,
A szabalyos haromsziog miatt ADB & = 60°, ezért CDB & = 60°.

- ¢5in60° 3
BCD hiromszdg teriilete: % =3000- =, ebbdl ¢ = 47,19 (m).

BCD haromszdg b oldalara felirjuk a koszinusztételt:
b2 = a® + ¢’ = 2accos 60°.
A megfeleld értékeket behelyettesitve: b = 56,72 (m).

Mivel c < b = a BCD haromszdgben ¢ < 60°, a szinusztételt alkalmazva;
sing C

- = —, ebbdl ¢ = 46,1°

sin60® b

Igy a trapéz szdgei: 60° 120°; 106,1°% 73,9%
oldalai: 62,92 m: 62,92 m; 47,19 m; 56,72 m.

Toljuk el a trapéz AD oldaldt CE-be! A keletkezett p 16 ¢
EB(C haromszdg oldalaira a koszinusztételt alkalmaz-
var42=35"429"-2.35-29 cos ¢ =

cos ¢ = (,2296 &= 76,73°.

Tehat a meredekebb oldalon a toltés délési szige
76,73°.

A BAFE haromszig egyenld szar, ezért
BE =2-31-cos36° = 5,02 (cm).

A szabalyos 0tszog szimmetridja miatt
az EPA haromszég is egyenld szard,
. 3.1

igy EP 3 s 367 1,92 (cim).

EP = BQ, tehat PQ = BE-2- EP =
= 5,02-2-1,92 = 1,18 (cm).
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Az elézd dbra jeldléseit hasznalva most AB = 54 cm, BE =2-54-cos 36° =
5,4 :
= 8,74 (cm), EP = ———— = 3,34 (cm), PQ = 8,74 -2 - 3,34 = 2,06 (cm).
2. co0s536°

A 2,06 cm oldala szabélyos Otszdg teriiletét kiszamithatjuk ot egybevago egyenld
sz4ri haromszog teriiletének Gsszegeként is:
t=5- 2,06 1’(2)3 1g54° 7,30 (cm?).

Terv:

1. APB 4 kiszamitasa.

2. AB hossza.

3. ACB 4.

4. AC és BC szakaszok hosszanak kiszamitasa.

1. A P pont koriili sz6gek koziil harmat

koszinusztétellel is kiszamithatunk: c
7P+6° -5 5 -
CoOsAPQY =—— =" = - 3
276 7 T NI
APQ g = 44,427, A~ 235 35 .
2 I A B
67435 -8 43

cos QPR 4 =
QPR 3 2-6-3,5

_ ‘% — QPR =~ 112,022

107,18°
P
44,42°a 96,38°

3,5°+4,5°-6"
2-3,5-4,5 8

- _u;_ 5 RPB & = 96,38°.

APB 3 = 360° — (44.42° + 112,02° + 96,38%) = 107,18°,

cos RPB 4 =

2. Koszinusztétellel az APE haromszogbol:

AB=T* +4,5% ~2.7-4,5-c0s107,18° = 9,37 (km).

3. ACB ¢ = 180°-23,5°-35" = 121,5°

4. Szinusztéteiekkel az ABC haromszoghol:

AC in 35° B in 23, 5°
_ .sm35 = AC = 6,30 (km): C _ s.m 3,5

9,37 sinl21,5° 9,37 sinl2l,5°

Az ABC haromsz0Og oldalainak hossza: 9,37 km, 6,30 km és 4,38 km.

= BC = 4,38 (km).
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Kassik eldszor a kecskét az (-ben le-
vert karéhoz, majd mikor lelegelte a
fiivet kossiik O,-be. Ekkor a satirozott
teriiletet keressiik. Ismert a korok su-
gara: r = 10 m, és a kér kdzéppont ta-
volsaga: 10 m. A keresett teriiletet
megkapjuk, ha a kér teriiletébdl az
O ,AB korszelet kétszeres teriiletét ki-
vonjuk. Ennek meghatirozasahoz a
BO\A <-et kell meghatarozni.

Mivel az O,(-8 haromszdg egyenld oldaly, ezért a BOA & = 120° amibé! a kér-
szelet teriilete kizelit6leg: 61,4 m?, igy a kecske altal még lelegelhetd teriilet nagy-
saga koriilbeliil 191 m2,

a) Oy kozeptl, 6 m sugani kort locsol be az egyik és (), kozepi, 4 m suganit a masik
Ontdzo.
A mindketté dltal 6ntdzott teriilet az ACD korszelet és a BDC korszelet. Ezek te-
riiletének kiszamitasdhoz DO|C és CO,D szogek nagysigat kell meghatdroz-
nunk, amelyek az 4 FD és az O,DF derékszigi haromszigek a-val és f-val je-
lolt hegyesszdgeinek a kétszeresei. & és f kiszamithato a 4, 6, 8 egység olda-
lakkal rendelkezd O 0.D haromszogben felirt koszinusztételekbdl:
4°=6"+8"-2-6-8cos m amibdl & =~ 29° és
6°=47+87-2-4-8cos f, amibsl f =~ 47°.
Igy a keresett kzépponti szogek: DO,C ¥ = 58° és CO.D & =~ 94°.
Ekkor a két korszelet egyiittes teriiletét megkapjuk, ha a megfeleld korcikkek te-
riiletét Gsszeadjuk és kivonjuk beldle az O, 0,D haromszdg teriiletének a kétsze-
resét, tehat a keresett teriilet: £ ~ 18,2 + 13,1 - 23,3 = § (m?2).

b) A keresett teriiletek nagysagat kapjuk ha az egyes korok teriiletéb6l levonjuk az
a) feladatban meghatdrozott teriiletet, igy: #; = 105 m2; 1, = 42 m2.
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a) Lasd a mellékelt rajzot.
A koriv sugara az ABQ egyenld szd-
ri haromszoghdl:
240
= 2~ 446,7 (m).
"7 §in32,5° (m)

b) A meli¢kelt dbra szerint most a he-
gyesszOgl tartomanyba kell egy
érinté kort rajzolni, aminek leg-
alabb 300 méter a sugara.

rQ

—2__ in57,5°,
300
ahonnan PQ legalabb 506 méter.

Azaz, ha PQ legalabb 506 méter, és
merdleges a 65°-o0s sz0g felezdjére,
akkor az iv gorbiileti sugara is leg-
alabb 300 méter lesz.

A tortaszelet mennyiségét az alapterii-
lete meghatdrozza.
A kdrcikk alapu tortaszelet alapteriile-

115°
te: 10° 7 - 60~ 100,4 (cm?2). o D P
A korszelet alapu torta alapjanak terii- 10 3 60° 10
lete a QKP korcikk és a QKP egyenld
szarl haromszdg terilletének kiildnb- K

ségeként is megkaphatd.
A QKP haromszog az alapjahoz tartozé K magassaganak meghtzasaval két olyan
egybevago derékszogii haromszogre darabolhatd, amelyekbdl egy 10 cm oldali sza-

10243

= 43,3 {cm?).
1 {cm?)

A QKP korcikk kozépponti szoge az eldzdek miatt 120°, ezért a korcikk teriilete a

balyos haromszdg rakhatd Gssze, ezért teriilete:

kor teriiletének harmada: % 10% 7 = 104,7 (cm2).

A korszelet teriilete: 104,7 — 43,3 = 61,4 (cm?).
A korcikk alapu torta kedvezébb valasztis, mint a kdrszelet alapu (annak, aki sze-
reti a csokitortat),
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E

Keresztezett szijhajtas esetén a szij 7 hossza a két kijr kizis belsé érintdinek és a
korok érintési pontjai kozotti ,.kiils6” koriveinek hosszabdl tevédik Ossze, azaz
t = E\Es + EoE5 + E\KEy(iv) + EsLE,(iv).

Mivel a kor érintéje merdleges az érintési pontba huzott sugirra, ezért O\E, L E\B;
Ok, L E\B. Toljuk ¢l az EJE, érint6t O,M-be, igy a keletkezett E;MO,E, négy-
sz0g egy téglalap = a belsd érintd hossza kiszamithato az O,MQ, derékszdgi hi-

romszéghél Pitagorasz tétele segitségével: 767 + (M0O,)? =265 =5 MO, = 2539.
Az O\MO, derékszogii hdromszoghdl: cose = % = &=7373".

O.E\B A = O,E,B A, mert két-két oldal és az oldalak kéziil a nagyobbakkal szem-
kozti szog egyenld (sugar, OB kozos, és a derékszog) —> megfeleld szdgeik is
egyenldk = E\KE, ivhez és ugyanigy az E;LE, ivhez tartozd kdzépponti szog

o =360°—2¢ = 213 4°

Mivel O\BE| 4 = E,BO, ¥ (cstcsszbgek) = OEBA ~ O,E,B A, mert két-két
szbglik egyenld. A keresett ivek:

213, 4

EKE,(iv}y=2 557 204,8 213.4
V)= 4- T 2 Oy
e 360

E.LE,(iv) =221 222 L 78,0,
sLE, (V) 77360

t=2048+78,2+2-2539 =790,8.
A sziiks€ges szij hossza kb. 790,8 cm.

Mivel KF =12 = FO =12-R. AzAOB egyenl$ K
szart haromszog = alaphoz tartozé magassaga fele- /// ! ’\‘\\
zi az alapot = AFQ derékszdgl haromszogre Pitago- /' |
rasz tételét alkalmazva: :R
2 2 2 169 |
5+(12-Ry* =R R= > =~ 7,04 (m}. 0: 12-R
£l

Az AFO derékszogli haromszogben

5
ing=—— = 45,25°.
sing 704 = ¢
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Az AOB haromszog teriilete: 10-d2-8) = 24,8 (m?).
2
oo R T . 2 360 -2¢
Az AKB korivhez tartozd kircikk terilete: T,y = R°7 60 116,56 (m2),

Az AKB korivhez tartozd korszelet teriilete:
Tk&jrszelct = Tki‘)rcikk + TAOB = 116,56 + 24,8 = 141,36 (mz).

A kitermelt kézet térfogata V = Tisgeie - M =~ 141,36 - 525 = 74214 (m?).

Mivel 1 m? kézet tdmege 2,5 tonna, ezért a kitermelt kézet tomege
m = 74214 - 2,5 = 185 535 (tonna).

185535
1

Mivel egy teherautod teherbirdsa 16 tonna = =11595,93, azaz 11596 te-

herauté tudja elszallitani a kitermelt kézetet.

Atto] fiiggden, hogy a szamitdsokban milyen kerekitéssel, hany tizedesjeggyel dol-
gozunk, tovibbid a gyakorlatban el6fordulé szallitasi koriilmények miatt (nem pon-
tosan ugyanannyi mennyiség keriil mindegyik teherautora) a tényleges teherauto-
sziikséglet a kiszamolt szamnal 0,5%-kal (kb. 60) is eltérhet.

&
cD= %150 =125, (OC=0B =175); OD = 50, T
D
Az ODB deré¢kszogii haromszdgben: = ; =
cosszﬂ:—z- = ¢~48,2° = 2e£=96,4°, o .
7503

Az AGB ivhez tartozo AOB korcikk teriilete:
96,4

Taoskorcick =757 360 4732 (cm?).

Az AOB haromszog teriilete:

75° 5in 96, 4°

Toonn = = 2795 (cm?).

Az ABG kirszelet tenilete:
Tapc = Taos worcie — Taop 4 = 1937 (cm?).
Az ACB ivhez tartoz0 korszelet teriilete: Ty — Tape = 757 — 1937 = 15 734 (cm?).

A kazinban levé viz mennyisége:
V= 15734 - 600 = 9 440 400 (cm3) = 9,44 (m3).
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2345.
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A szinezett rész teriiletét megkaphat-
juk ugy is, hogy az ABC haromszdg te-
rilletéb6l kivonjuk az e, B, illetve y
kozépponti szdgll korcikkek teriiletet
(abra). A felsorolt szégeket az ABC ha-
romszog oldalainak ismeretében ko-
szinusztétellel is kiszamithatjuk:

5 +8° -7 1
cosa=—m“~—=5:>oc=60°;
cosfi= i%%_ﬁi = % = f=~38,21° p=180"-x—-f = y = 81,79°,
Az o kozépponti szdgil korcikk teriilete: 7, = 326£ = 471 (cm?); a p kozépponti
szogil korcikk teriilete: 7; = % = 8,34 (cm?); a y kézépponti szogl kor-
cikk teriilete: i, = W = 2,86 (cm?); az ABC haromszdg teriilete pedig
t= 8:3:5in607 = 17,32 (cm?).

A szinezett rész terulete:
t—(t,+tg+ ty) = 17,32 - (4,71 + 8,34 + 2,86) = 1,41 (cm?).

A feladat megoldasanak gondolatmenetét lasd a 2343. feladatnal.
A keresett teriilet kb. 7,7 cm?2.

A kup tengelymetszete,
az ABC A, a megadott
60°-0s nyilasszdg miatt
szabdlyos, tehat az alkotd
hossza egyenld az alap-
kor atmérbjének hossza-
val, 2rrel. A kiteritett
kippalast ivével azonos
az alapkér keriilete, hosz-
sza ezért 2rm. A palast sugara, R, a kup alkotdjaval azonos, tehat R = a = 2r.

Az ABC A magassaga 3 =10 = rzl(l = R:Q.

V3 3

A Xiteritett palast teriilete: ¢ = gra= 2r° 7T,

t= 2-%;1: 209,44,
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A palast teriilete 209,44 cm?.

o 2rm ¥ 1 :>' 150°
= = ——— o =

360° 2Rm  2r 2 )

A kiteritett palast kozépponti szbge o

A koreikk sugara a kup alkotdja lesz, a korcikk ivének hossza pedig a kup alapké-
rének keriiletével azonos. Jeldlje az alkotot a, az alapkér sugarat r.

1 .
a=21lcmés 2rm= 5-2(13‘5, vagyis r = ga.

1
Ha a kup nyilasszoge w, akkor sin% I 7 amibél % = 19,47°,
a
A kup nyilasszoge tehat kb. 38,94°,

A kip forgastengelyére illeszkedd sik
a kupot egy 84° szarszogl egyenld sza-
i1 haromszégben, a beirt, illetve koriil-
irt gdmbét pedig a haromszog beirt, il-
letve koriilirt korében metszi.

a) A beirt gémb sugara:
r=18-1tg 24° = §,01 {cm).

b) Az AFK derékszdgii hdromszogben
KAF & =48°-42° = 6° hiszen az
AKC haromszig egyenld szari és
ezért KAC 4 = 42° (K az ABC ha-
romszog koriilirt kérének kozép-
pontja, a koriilirt kor sugara R).

Igy R = 18 {ami 13 kal
&Y cos6° sin 84"
egyenld), vagyis R = 18,10 cm.

A csonkakupot a tengelyére illeszkedd sikkal metsz- B 6 E3 D3 A
ve a mellekelt abrahoz jutunk. K az érint6kor kozép-
pontja, r a kér sugara (a labda sugara).

A DDA derékszdgli haromszogbol

tger = 3 4, ahonnan o = 75,96°
A BEK derékszdgli haromszogbél:
y= 6-tgg = 6.tg37,98°= 4,7 (cm).

A labda atmér&je tehat 9,4 cm.

367




TRIGONOMETRIA

2349.] a) Az adbra szerint cos49°= %, ahol

R = 6378 km, innen r = 4184,3 km.
Tehat a 45°-0s szélességi kor sugara
4184,3 km.

b) Eppen a kér f&l keriilete:
4184,37 = 13 145,5 km.
(Az abran AA’ pontok atellenesek.)

¢) A hosszusagi kér mentén az északi
sarkon at a rovidebb iv, amelynek
hossza az Féld-keriilet hosszanak
2.41° [ 2-6378-m-82
360° esze 360 = 9128 (km).

d) Ez a hosszabb titnak 69,4%-a. Ezért a repiildgépek nem a szélességi kor, hanem

a mindig rovidebb fokérok (jelen esetben az északi sark felett, egy h 1sagi
kor) mentén haladnak. oY Tossse

2350,

a) Az I sik szige a tetd haromszog-keresztmetszetén (lasd dbra) latszik:

’

tg o = = 0,8367, ahonnan & = 39,9°, alIlsik vizszintessel bezart ff szogére

4,1
,1
b) A Il lap magassdga az dbran m, amire m = — = 5.14 (m)
’ ' ' . sin52,9° 7 '
Ezutén a g €] hosszdra a Pitagorasz-tétellel kapunk egyenletet:

2
g°=m’+49% = 5043, tehat g = 7,1 méter hossza,

(30 cm-rel hosszabb, mint az f felsé gerincél.)

H

az abrabol: tg f= , ahonnan ff = 52,9°,

|78}
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@Az I és a 11 sik metszetéhez a kozos élikkre merdleges sikmetszetet kell készitent,

mert ott lehet valodi méretében lati a bezart szdgiliket. Ebhez a tet feliilnézeti
képén bal felsd sarokbol — jeldljiik A-val — hizzunk merSlegest az 1 és 11 met-
szésvonalara, ami a Il haromszdgben a szarhoz tartozo m' magassag.

Ennek hosszat kiszamolhatjuk, ha a terliletre tanult két osszefiiggest egyenlove
tessziik, azaz: 9,8 - m = g - m', azaz m' = 7,093, Ezenkiviil a g hosszusag szarat

az m' a csicstdl a Pitagorasz-tétel szerint: d = Jg© —m? =0,3394m tivol-
sdgban metszi.

Ahol ez a magassig eléri a Il lap a
szintén g hosszusagu szarat, ott kell
merdlegest allitani erre az I trapéz-
ban, legyen ez az M pont. Ahol ez a
merbleges metszi a trapéz alapjanak
egyenesét, lasd az dbrat, az legyen a : T

T pont. AT hosszat ki tudjuk sza- 15,52

molni abbol, hogy hol metszi a trapéz oldalélére allitott meréleges az alapot. Eb-
bél pedig a két lap kizds élére bocsatott merdleges sikban fekvd AMT harom-
szg harom oldalanak ismeretében megkaphatjuk a koszinusztételbdl a keresett
szoget.

A

48
9,8 &

. 3 ——
A trapéz alapon fekvd szbgére igaz, hogy cosy = ——, masreszt ha x jelol a tra-
g

péz alapjan milyen messze lesz a T pont: cosy = g

, ahonnan x = 15,49 m.

Lkkor MT” = x* - (g — d)*, azaz MT = 13,94 m.
Végiil AT tAvolsag a padlas padlosikjaban ismet Pitagorasz-tétellel:

AT? = 9,82 + x2, ahonnan AT = 18,33 m.
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2351.) Floszor az alaplapot vizsgaljuk. A tra-
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Azaz az AMT hiromszogben: AM = m' = 7,093; MT = 13,94, AT = 18,33,
Innen koszinusztétellel a keresett AMT szbgre:

32 218,332
cosAMT<I:7’09 +13,94 8,33 ~ —0,4625,
2.7,093-13,94

azaz a keresett hajlasszég 117,55°

19
57, SZATA a = = 5,08 {cm ,
pez “ c0553 8° (cm), a/ im
magassaga:
my =3 -1g53,8°= 4,10 (cm).
a) A hasab alapteriilete: ;fi/

25+19

T = -4,10 = 90,20 (cm?),

az alaplap kertilete pedig k = 2 - 5,08 + 25 + 19 = 54,16 (cm).
Mivel a hasab magassdgam = 10 cm, ezért felszine A = 27 + km = 722,0 (cm?),
térfogata pedig V = Tm = 902,0 cm3.

b) El6szor is megallapithatjuk, hogy a
négy testatld mindegyike egy-egy
olyan derékszigll haromszdg atfo- E
goja, amelynek egyik befogdja a ha-
sab egy oldaléle, masik befogoja pe-
dig az EFGH szimmetrikus trapéz
valamelyik atloja (dbra). Mivel a ha-
sab oldalélei mind 10 cm-esek és a
szimmetrikus trapéz atloi egyenld c
hosszdak, ezért a testatlok is egyen- D
1& hossznak. A trapéz atloja a meg-

oldas elején kozolt abra alapjan /(25 —3)? +m,” =~ 22,38 (cm), ezért a testatlok

hossza +/22,38% + 10> = 24,51 (cm).

Megjegyzések:

I. A hasib mindegyik testatloja a masik harom testatls kdziil pontosan kettét metsz,
a harmadikhoz képest pedig kitérd helyzetil. A metszést pl. az AG testatld eseté-
ben a kivetkezéképpen is belathatjuk:

— Az ACGE négyszog téglalap, amelynek AG és CE atldi metszik egymast (a K
pontban, amelyik mindkét atlonak felezdpontja).

—Az ABGH négyszog szimmetrikus trapéz, melynek AG és BH atloi metszik egy-
mast. Az L metszéspont mindkét atlot 19: 25 ardnyban osztja ketté, tehat L # K.

2. A KLMN negyszdg csucsai nincsenek egy sikban, a négyszog torznégyszog.
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AD DE  EB . "
—+——+—. Legyen D és F merdleges ve-

5 3 5
tillete az AB szakaszon D' és E',

Az ABC hiromszdg szimmetriatengelyét meghtizva a
hasonld haromszogek alapjan felirhatjuk:

AD AD’ AD_IO-AD . ﬁzBi
10 C c 10 c
10- BE' . 10-AD" DE 10 BE'
BE = , tehat r= +—+ =
¢ 5¢ 3 5c
_ 2AD'+BE") +Q£ _ 2(AD'+EB") . 2DE
a ¢ 3 ¢ 6

A vetités miatt DE > D'E’, és jeldlje a c, illetve a 6 (km) koziil a nagyobbik értéket x.
2AD'+EB")y 2D'E' _2(AD'+EB') 2D'FE'
Ekkor ¢ = + > + —

c 6 X X
_2(AD'+D'E'+EB’) 2AB
a x Tox
Hirom eset van:
2AB AB

Ha ¢ < 6, akkor a minimalis id§ ¢ = = - , A-bOl egyenesen B-be a terepen
at. (Ez az id6 AB = 2¢ miatt bizonyosan révidebb, mint 4 éra.)

2AB _ 3¢ _ 4 (6ra), A-b6] C-be, on-
C

Ha viszont 6 < ¢, akkor a minimalis idé ¢ =
c

nan B-be, végig az uton,

Végiil, ha ¢ = 6, minden olyan ADEB ut jo, amire DE = D'E’, vagyis DE | D'E’, az-

az AD = EB (beleertve magat a kizvetlen AB utat, illetve az ACB utat is — ez az idd

is pontosan 4 Ora).

Kis tdvolsagon beliil a napsugarakat pdrhuzamosnak vehetjiik, igy BC || EF. A viz-
szintes talajon all6 AB = x magassagu ember arnyéka a testmagassaginak 72%-a,
igy AC = 0,72x, ABC derékszégii ha-
romszdgben tge = 0,72 =

=358 = DEF4 =g = 358"
Mivel EDF ¢ =70° =

DFEq = p = 180°— (70 + &) = 74,2°,
A feltétel szerint a DE =: & magassagu
fa DF arnyéka a lejtén 1,5 méter hosz-
sz, h nagysagat a DEF haromszigben
szinusztétellel meghatarozhatjuk:

§.1n_g = -“—"—Sl,n 74,2 = L3 = h = 2,47. Tehat a lejtdn alld fa kb. 2,47 méter magas.
sme sin35,8° 1,5

A 072 C
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A ¢&s B jeloli a két elagazast, C és D pedig
a telepiiléseket.

Ekkor az ABC haromszogben a koszi-
nusztételt felirva kapjuk y-t, majd ismét
koszinusztétellel -t is kiszamitjuk:

y> =407 +257-2-40-25 - cos 40°,
innen y = 26,3 és

407 =257 +26,3%-2-25-263 - cos &,
innen o =~ 102°

Ekkor a CBRD 4 = 108°, igy a CBD ha-
romszigben a koszinusztétel segitségével
a keresett x thvolsag meghatdrozhatd: x” = 26.3% +30%—2-26,3 - 30 - cos 108°,
amibdl x = 45,6 adodik, a két telepiilés tavolsiga tehat kdzelitdleg 45,6 km.

Az AB tavolsag kiszamitasahoz az B

aldbbi 1épések elvégzésével jutunk. 4

1) Az ACK A-bol koszinusztétellel AC K 3 c 250\
kiszamitasa. K

2y Az ACK A-b0l szinusztétellel p ki-
szamitasa.

3y Az ACB 4 = 180°— 9+ 25° kisza-
mitasa.

4} Az ABC A-bol koszinusziétellel AR kiszamitisa.

A megoldas részletezése:

HAC? =3%2+45%-2.3.45.cos 32° = 6,353; (AC = 2,52).
siny 4,5 )
ik A = ~ 09461 = p, = 71,1° = 108,9°.
sin32°  AC Sy Y VaEY V2

Az ezekhez tartozd harmadik szdget is kiszamitva o; = 70,9°, illetve o = 39,1°
Kideriil, hogy ACK 4 = p, = 108,9°, ti. csak igy teljesiil, hogy az ACK A-ben a
legnagyobb oldallal szemben van a legnagyobb szig.

3YACB 4 = 180°-108,9° + 25° = 96,1°

4)AB® = 2,527 +47 - 2-4-2,52 - c0s 96,1° = 24,5. EbbSl AB = 4.9.
Az A falu és B kdzség 4,9 km-re van egymastol.

Megjegvyzés:
Ha a 2)-es lépésben koszinusztétellel dolgozunk, akkor kbzvetleniil adodik, hogy
cos y < 0. Ez azt jelenti, hogy y tompaszdg. Igy sziikségtelenné valik az o szogek
kiszadmitasa.
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Mdsik megoldds:

A feladat megoldhato a kévetkezd 1épések alkalmazasaval is:

1) KCB 4 = 180° - 25° = 155°

2} KCB A-bdl koszinusziétellel BK kiszamitdsa {BK = 6,84)

3) KCB A-bél szinusztétellel BEC ¢ = ¢ kiszamitdsa (BKC 4 = 14,3%)
4)AKB ¥ =32°+ ¢

3) AKB A-bol koszinusztételle]l AB kiszamitasa.

A

B és C kbzségek tavolsagat keressiik.
Az ADB haromszogben BD, ezutan az ADB J (az egyértelmiiség miatt) is koszi-
nusztétellel szamolhato:

BD* =307 +18%-2.30- 18 - cos 32°12' = BD =~ 17,61

30 =182 +17,612-2-18-17,61 -cos ¢ = e~ 114,8°

A keresett BC tavolsig a BCD haromszdgben koszinusztétellel szamolhato:
BDC < = 180°— 114,8° + 26° = 91,2°
BC?=17612+12%2-2-1761-12-cos 91,2°

BC =~ 21,52

Tehat a két kdzség tdvolsaga kb. 21,52 km.

Az dbra szerinti x és y tdvolsagokat
kell meghatarozni. A hajd az AB sza-
kasz mentén haladt 1 orat, tehat AB =
=54 km. A szdgeket berajzoltuk az
abraba, ezek vagy adottak, vagy egy-
szerd alaptulajdonsagokbol adddnak
(egyallasu szbgek egyenldsége, egye-
nesszoget vagy haromszoget alkoto
szigek Gsszege).
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) . . x  sin73° .
Eszerint a szimusztétel a TAB A-ben; — = ——— ebbdl: x = 60,2 km.
54  sin59°

Hasonldan, szintén a szinuszictelbdl (vagy akar mindkét esetben koszinusziételbé]);
y _ sin48°
54 sin59°’ ,

hajétol, amikor megpillantottak, majd } ora mulva mar csak 46,8 km-re.

ahonnan y = 46,8 kim. Tehat a vilagitotorony kb. 60,2 km-re volt

A hajo sebességének kiszamitasahoz az aldbbi lepé-

sek soran jutunk el.

1y Az ABC A x oldalat szinusztétellel,

2y az ACD A v oldalat koszinusz szogfiiggvénnyel
szamitjuk ki.

A megoldas részletezése:

A feladat szovegének értelmeében AC felezi a

BCD & = 45%0s szdget, tehat ACBY = 22,5°.
X sin 45 £ = 7021,

H—=— =
38 sin22,5°

2) cos22,5°=% =
X
A hajo egy dra alatt 64,9 ki utat tett meg, sebessége tehat 04,9 km/ora.

y=x-cos22.5% = 64,87

Megjegyzés:
Mas megoldas is lehetséges, amivel elkeriiljiik a szinusztétel alkalmazasat.
13 BCD A egyenld szard, ezért y = 38 + z.

2)ACD Aben £ =1tg22,5°= 7=y 1g22,5°
¥

3y BCD A 1) és 2)-bol allé egyenletrendszer megoldasabol y meghatarozasa.
v—38 = ytg 22,5° ebbdl y{(1-1g22,5%) =38
38
= ————— = 64,87,
1-tg22,5°
Mdsik megoldds:
A szdgfelezdtétel alkalmazasaval is megoldhatd a feladat.

A BCD A oldalai y, y, yv2.
Mivel a szbgfelezdtétel szerint barmely haromszigben egy belsé szog szogfelezdje
a szemkdzti oldalt a szomszédos oldalak aranyaban osztja két részre,

DA
=Y pa=28 L1902, y=DA+38= 1902 +2) = 64,87,

ERERe V2

¥
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a) A megadott szogekbol: A AL H & = 52,1° + 22,8° = 74,9%
A HA; ¢ = 109,5° - 52,1° = 57.4°

b) Az A HA, haromszdg harmadik szoge A,A I § = 180" — 57,47 - 74,9° = 47,7°,
Szinusztétellel mindkét adotol valo tivolsdg kiszamithato:

HA; _ SinT497 - mibol HA, = 573 km:
50 sin57,4°
in47,7°

HAy _ sind7. 7 - mibél HA, = 43,9 km.
50 sin 57,4°

c) Az egyik eljaris a szdgek A A, szakaszra toirténd felmérése lehet. Ekkor két
szbgszar metszéspontjaként adodik a hajo helyzete a térképen. A szamolas és a
tavolsagok méretardnyos felmérése szintén célhoz vezet, de az elfzénél lassubb
eljaras.

Az abra szerint a hajo olyan tavolra
mehet, hogy max. 35 km-re legyen az
adotol. Ez a szélsé helyzet a hajo je-
lenlegi helyzetével és az addval olyan
haromszoget alkot, amelynek oldalai:
0,3 km, 35km, xkm,ésa 35 km-rel
szemkézti szoge: 121°,

A koszinusztétel szerint:

352 = 9,37 + x” - 18,6x - cos 121°,
Tnnen 0 = x” +9,58x — 1138,51.
Ennck gyikei 29,29 es —38,87.

Ebbél a pozitiv gydk jelenti a megol-
dast, ami x = 29,29 km. A hajo tchat
legfeljebb 29,29 k-t haladhat a megadott irdnyba, ha nem akar kikeriilni az adé ha-
tosugarabol. (A masik, negativ gySknek is van jelentése. Ha a hajo ugyanezen egye-
nes mentén, de az ellenkezo, tehat kb. északkeleti iranyban haladna 38,87 km-t, ak-
kor érné el szintén az ad6 hatosugaranak hatrdt.)

A PQ tavolsagot kell meghatarozni.
Induljunk ki az ABQ haromszdgbdl, ahol ABQ ¢ = 180° — 499 - 56° = 75°,

AQ _ ST b6l AQ = 2.3 km. Az ABP hirom-
AB  sin49°
.. . . , ] PA  sin34°
sz0ghen szintén a szinusztétel szerint; — = ———
AB  sin32°
Most mér lehet az APQ haromszogre térni, hiszen AP és AQ ismert, mar csak a koz-

bezart szogiik kell, és a koszinusztételbd] kijon a keresett PQ.
BAP 4 = 180°—32°-34° = [14°.
Ebbol kell QAR <-et levonni, ami 56°, tehat QAP & = 114° - 56° = 58°

A szinusztétel szerint ekkor

, ahonnan PA = 1,9 km.
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Utolsé Iépésiink tehat: PQ% = 1,92 +2,3%-2.1,9- 2,3 - cos 58° = 4.3, shonnan
PQ = 2,1 km.
A keresett, kdzvetlenul nem meérhetd tdvolsag tehat kb. 2,1 kilométer.

B és A pontok jelolik a hegy csucsat és B
annak merdleges vetliletét az alapsi-
kon, C és I a két helység.

ABC és ADC derékszigli haromszo-
gekbol kiszamithatdé BC és BD szaka-
szok hossza, majd BCD haromszégben
a koszinusztétellel kiszamitjuk a kere-

sett €D tavolsigot:

x=ﬂ—=3848 és y:'_SO_L
sin7° 28" sin 642’

Tehat z° = 38487 + 42867 - 2 - 3848 - 4286 - cos 72°18', azaz 7 = 4811 vagyis a ket
helység tavolsaga koriilbeliil 4800 m.

= 4286,

A feladatot az eldz8h6z hasonldan old-
juk meg: az ABC és az ADB derékszo-
glt haromszoghil x = 1043, y = 1275,
majd a BCD haromszdgben a koszi-
nusztételt felirva adodik: z = 1423,
vagyis az litszakasz hossza kériiibeliil
1423 m.

Meéterben szamolva:

500

Az AC'C derckszogl hiaromszoghdl b = - = 4223,

a BC'C derékszogii haromszoghdl a = ,5 - = 3882

sin 7,
Az ABC haromszdgbél koszinusztétellel:
X = 42237 + 38827 —2.4223 3882 - c0s 70,3°, amibil x = 4675.
A két falu tdvolsaga kb. 4,7 km.
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C és D a torony két végpontja, ekkor a BCD
és a CAD derékszogl haromszogekbol:

x =300 - tg 44° = 290 ¢s

y = 300 - tg 52° = 384.

Igy az ABC haromszdgben felirva a koszi-
nusztételt:

22 =290%+384% -2.290 - 384 - cos 78°,
amelybdl a keresett tavolsag koriilbelitf
430 m.

Ha elébb az A, késdbb a B pontban al- D
lunk, akkor D pont jeldli a hegy csu-
csat, € pedig annak az alapsikra es6
merdleges vetiiletét. [-]
Jeldljiik x-szel a hegy magassagat, k-
kor AC = x - ctg 22° és

BC = x-ctg 18,5°,
igy az ABC haromszégben a Pitagorasz-tételt felirva:
(x-ctg 18,5%7 = 1,5% + (x - ctg 22°)% amibdl x ~ 0,9 adédik, igy

= ,0’9 =2,4 és BD= —(i— =~ 2,8,

sin 22° sin18, 5°

Vagyis a hegy magassaga 900 m, a két pontnak a csticstol valé tavolsaga 2,4 km és

2,8 km.

Az abran lathatjuk az elbeszélt helyzet rajzat. Egy
hdromszog alapu gilank van, amelynek egyik oldal-
éle merdleges az alapsikra, Adoft a magassiga,
180 méter és harom szig nagysaga. Az autd altal
megtett x utat kell kiszamitani, amibd] a sebesség
mar adodik, hiszen tudjuk, hogy egy perc alatt tette
meg. Az auto két tdvolsagara egyszeriien szogliigg-
vényekkel lehet kivetkeztetni. Az els6 helyzetben az

autd tavolsaga tdliink = 526,3 méter;

a masodikban 180
sin

Autdl

in 20°

o 653 méter, Ezutan mar a koszinusztétellel megkapjuk az
autd elmozdulasat, hiszen a két tdvolsag kozti elfordulas szoge 30°.

Azaz x* = 526,37 + 6537 —2 . 526,3 - 653 - cos 30° = 108 154, ahonnan
x = 328,9 m. Tehat 60 s alatt haladt 328,9 m-t. Ebb6l az autd sebessége:

3,48 L. 19,7 kTm A gépkocsi tehat elég lassan halad.
]
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A BTL derékszogll haromszog egyenld I
szary, ezért a = m.
Az ATL derékszogli haromszdgbol:

b=m-tg53°
Az ATEB derékszigil haromszighen a
Pitagorasz-tételt felirva: &
2 2 2
m” + (m - tg 53°)° = 5007, ﬁ/ B
500° 500 0
Ebbél m” = ———— =~ 90 545, A
1+ tg53°

tehat (m > 0 miatt) m = 90 545 = 300,9 (m).
A léggdmb koriilbeliil 300 méter magasan lebeg a sik terep folét.

Ha az M pont az AB szakaszon volna, akkor az ABN haromszignek két tompaszige
lenne. Ez lehetetlen, ezért az A pont az
AB szakaszon kiviil van (abra). Ekkor
az AB tavolsag 6 m és az ANB harom-
szbg szogei kiszdmithatdk:

BAN & = 50°és ANB 4 = 21°,

igy a szinusztételt felirva:

y  sinl(9°

6 sin21°’
Ezutdn x adodik az AMN hiaromszogben felirt koszinusztételbdi:

x*=54%4158%-2.54.15,8 - cos 130° innen x =~ 65,3.
Tehat az M és az N tereppont tavolsaga kériilbelil 65,3 m.

amibdl y = 15,8,

a) Lasd a mellékelt abrat!
{Az ABT A-ben a szbgdsszeg miatt
BAT ¢ = 90°)

b) A torony magassdgahoz elészdr ki
kell szdmolni az A pontnak a torony
aljatél valo tavolsigat. Az ABT ha-
romszoghen:

T
tg30°= A—, ahonnan

200 m

AT = 115,5 m. Ezutan az ATC A-ben:

tg30° = & = ——(L, ahonnan CT = 66,7 méter.
AT 115,5m

Tehat a torony magassaga kb. 66,7 méter.

¢) A B-bdl valo latoszig kiszamitasahoz kell a BT tavolsag, s azutan a keresett szog
tangense a torony magassaganak és a talppont B ponttd] valo tavolsdganak ha-
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nyadosa. BT = 2AT (szabilyos haromszdg ,fele” az ABT hiromszog), vagyis |

BT = 231 méter, és akkor tge = —626—3’11 =~ {,2887, ahonnan & = 16,1°, |

Az abra szerinti ABC haromszdgben
ismert két szég és az AB oldal hossza.
Ebbél szinusztétellel kiszamoljuk az
AC tavolsagot, majd az ACD derékszi-
git haromszigben az adott szég és AC
segitségével megkapjuk a torony CD
magassagat. Tehat elészor az ABC A
520g0sszegeb0l ACB ¢ = 51,51° majd A
AC  sin46,77°
90  sinS1,51°°
AC = 83,8 méter.

Bzutin 1g47,83°= <2
83

D
A

ahonnan

, ahonnan CD = 92,5 méter.
Tehat a torony magass:{lga kb. 92,5 méter.

A megoldis 1épései:

1) Az ACD A derékszdgi, ebbsl AC tangens szogfiiggvénnyel szamithato.
2) AzACB & = 180° - (11,5° + 18,7°) = 149.8°.

3) Az ABC A x oldalat a szinusztétellel szamithatjuk ki.

A megoldas részletezése:

1y AC = = 156,9
tgl6°
2) p = 149,8°
X siny 156,95in149,8°
) [ L S = 7 e
AC  sinl8,7° sin18,7° 246,2
A két megfigyelépont tavolsaga kb, 246.2 m. A
Az ATC derékszogli haromszogben:
t t
(gld°22'=— = x=—"_ .3 .
x tg14°22" 9041,
BTC derékszogli haromszdgben:
t
tg8731'=— = y= = 6,678 1.
¥ Y tg8°31 ' ’
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BAT haromszogben a koszinusztételt alkalmazva:
y2=300%+x%-2-300-x- cos 100°

(6,678 - 52 = 3002 + (3,904 - 7 -2 - 300 - 3,904t - cos 100°
29,3541 — 406,753t —90 000 = 0; ¢* —13,86¢ - 3066 = 0
A masodfokd egyenlet pozitiv megoldasa kb. 62,73.

A torony magassaga kb. 62,7 méter.

A DC torony € csucsanak a talajtol valo CE = m tavolsagat es a torony & dlési

szdgét keressiik.
ABC haromszdgben a szinusztételt al-

kalmazva:
AC _sin7S A ~843,
50  sin35°

AEC derékszdgl haromszdgben:

m
in70°=— = m=79,2.
sin 0

Tehat a torony C csucsanak a talajtol
vald tavolsaga kb. 79 méter. 25m 25m
Hatirozzuk meg a BEC derékszogii haromszogben BE tavolsagot!

75 = —— = BE~21,2.
BE

A torony ddlési szoge CED derékszdgli haromszogben:

tge = ———— =~ 20,84 = &~ 87,2°.
25— BE

Jelolje D a P csucs merdleges vetiiletét az alapsikon
és x a hegy magassagat. Ekkor a megfeleld derékszo-
gl haromszdgekbol:

AD = x - ctg 26,5° = 2x,

BD =x-ctg27,6° = 1,9x,

CD = x-ctg 25,3° = 2,1x.

Ezutan irjunk fel egy-egy koszinusztételt az ABD ¢és
BCD haromszigekben a B-nél levo szdgekre (2. dbra):
(2x)% = 200” + (1,96)" =2 - 200 - 1,9x - cos ¢
(2,16)% = 3002 + (1,9 -

—2:300 1,9x - cos (180° — ¢).

Az elsé egyenletet 3-mal, a masodikat 2-vel szoroz-
va, ha Osszeadjuk Oket, a cos (180° - ¢) = —cos ¢
Osszefiiggeés miatt x kiszamithatéd a kapott egyenlet-
bol: x = 329.

Tehat a hegy kb. 329 m magas.
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El6szor is a valtsuk at a két sebességet: az autoé 15 —, a futéé 5 —. Harom-
S 8
szor olyan gyors az auto, tehat ha egyszerre indulnak, éppen hiaromszor annyi

utat tesz meg; fiiggetleniil att6l, merre fut a kaszkad6r. Ha éppen az titon talal-

15¢ i
koznak, akkor a szinusztételbdl: & =3 = s‘mﬁ ., ahol f a keresett szog, és a
S
) 100 o
megadott adatok szerint sing = —— = 0,1. Tehdt sin # = 0,3, ahonnan § kb.

17,5% vagy 180°— 17,5 = 162,5°, Azaz tuthat a kocsi felé, vagy egy masik irdny-
ban is, lasd a két szaggatott vonalat az abran.

Induljon §-bol az autd és legyen A-ban, amikor a kaszkaddr indul K-bol. Ha P-

ben ,talalkoznak”, akkor a KAP hiromszogbdl szinusztétellel:
. 3x .
sinf = —sine = 3sina.
X

Az AQK derékszégi haromszdgbdl: sin e = l% tehat sinfl = %

3x A S

b 1000

A talalkozas akkor valosulhat meg, ha sin§ < 1, tehat 2 > 300 méter.
Ha a kaszkadér indulasa pillanatidban % = 300 méter (és igy sinf = 1, azaz

£ =90, akkor sine = % azaz o = 19,47° (és ekkor PKQ 4 = & = 1947° is

teljesiil) és AQ = hcos o0 = 283 méter.
Ha az aut6 az § ponbol indult, akkor KS = 1000 m miatt az A pontig

SA = yKS? — KQ® — AQ = +1000> —100% — 283 ~ 712 méter utat tett meg,

ami kb. 47,5 masodpercig tartott.
Tehit a jeladastol szamitva legkésébb 47,5 masodperc mulva el kell indulnia a
kaszkaddrnek.
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Megjegyzés:
. 100
Ha £ > 300 méter, akkor AQ > m
g 19, ) ,
indulési helyéidl az A pontig 712 méternél révidebb utat tesz meg, ami 47,5 ma-
sodpercnel kevesebb ideig tart. Ilyen esetekben tehat 47,5 masodpercnél keve-

sebb id6 All rendelkezésre a kaszkaddrnek az induldshoz (viszont sin £ < 1 miatt
ket lehetdsége is van a feladatanak megoldasara).

=300 -cos 19,47°, ezért az autd az

liyen pont a hiromsz&gon kiviil nem lehet, mert ha pl. az a oldal egy P pontbdl ¢
sz0g alatt latszik, a b oldal p szog alatt latszik, akkor a ¢ oldal & + 0 szog alatt 1at-
szik, €s a harom oldal a P pontb6l nem lenne ugyanolyan szog alatt lathato. Ugyan-
1gy nem lehet a haromszdg semelyik oldalin sem a keresett pont.
A haromsz6g belsejében levd K pontbdl a haromszég oldalai egyenld, 120%o0s szog
alatt latszanak. Legyen KBC ¥ = ¢, igy KCB 4 = 60° — o, ACK9 =30°+ ¢,
CAK 4 = 30°— o, CK =x.
CKB, illetve az AKC haromszdgre a szinusztételt felirva:

X sing

1. =
300  sinl20°
L - sin (30° —¢)

200 sin120°
Mindkét egyenletbdl az x-et kifejezve, ezeket az eredménycket egyenlévé téve, egy-
szerlisités utan: 3 sin ¢ = 2 sin (30° - ¢).
A fiiggvénytablazatbol a megfelel azonossagot €s az ismert szdgfliggvények érté-
ket behelyettesitve:
3 sin ¢ = 2(sin 30° cos ¢ — cos 30° sin @)

. 1 3. N A
3sing =2 uz—cos @~ 7smcp 0sszevonas utan

3+ «/g)singo = Cosg@
P . 2
Mivel sing és cos @ nem lehet egyszerre 0, mert nem teljesiilne a sin > p+cos =1

osszefiiggés, ezért oszthatunk cos ¢-vel: 3+ V3 g =1, @=1193°,
Ezt (1.)-be visszahelyettesitve: x =~ 71,62 m.
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A szogfelezdtétel szerint a haromszog C

belsd szogfelezbje a szemkozti oldalt a
szogfelez6t kozrefogo oldalak arinya-

ban osztja fel. | 3_AD _AC
a . T = — =
Y ST DR T B
AD = 3x; DB = 5x. A 3x D S5x B

ACD, illetve BCD haromszdgekre koszinusztételt alkalmazva;

L (3x)? :32+22-2-3-2-cos~;—

L (5x) =52+22—2-5-2vcos%

A (IL) egyenlet 3-szorosabol vonjuk ki az (L) egyenlet 5-sz6rosét!

30x% = 22 = (x>0 x=0,856, ezt pl. (1.)-be helyettesitve y = 115,54°

. . . . . sin o 3
A hiromsz6g o szége szinusztétellel: — =
sinll5,54° 6,85

Mivel a haromszig tompaszogl, ezért o csak hegyesszog lehet, igy o =~ 41,18°, ezért
8 =23,28°

A haromszog kétszeres teriilete
2T=a-ma:b-mb:c-mc:>

10a = 126 = 15¢

Adott teriiletii hiromszog oldala és
magassaga kozétt forditott aranyossig
van, a leghosszabb oldalhoz tartozik a
legrévidebb magassag, igy a keresett
hdromszdgben a 10 cm-es magassag-
hoz tartozo (legyen a) oldal a leghosz-
szabb. Fejezzitk ki a haromszog olda-
lait a-val és irjunk fel erre az oldalra egy koszinusziételt!

2 2
5
b=—q, c=ga, a® = ga + za —Z-Eagacoscx.
6 3 o 3 6 3

a’-tel egyszerlsithetiink (nem nulla), o ~ 82,8°. Mivel ez a haromszog legnagyobb
szoge, (mert nagyobb oldalial szemben nagyobb szdg van) a héromszég hegyesszigii.

Az ACE derékszogii haromszdgben sin g = % =b=151=a=18,1, ¢c=~121.

Az ADB derckszogli hiromszdgben sinf= " = . 55,8° = 5 = 41 4°.
[

(Mivel a haromszog hegyesszogli, fegyértelmii. A haromszdg belsé szdgeinek sz-
szege 180°) A hiromszég teriilete 7 = 90,5 cm?, oldalai kb. 18,1 cm, 15,1 cm,
12,1 cm hosszdak, szogei 82,8%  55,8% 4] 4°.
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Toljuk el a trapéz AL szdrat CE-be, igy

EC=AD =d, ¢s D ¢ C
DAB 4 = CEB 4 =532°
Az EGC derékszogii haromszdgben:

i
sin 53,2°= — =
sin .

g
sin 53,2°

BGC derékszégl haromszdgben:
m

= 1,2489 - m.

§in 42,59 = = b= — o =1, 4802 - m.
sin42,5°
A trapéz terlilete: T = (it;)—m

Mivel az adott trapéz érinténegyszdg, ezért a szemkozti oldalainak Ssszege egyenld,
azaz a + ¢ = b+ d. Ennek segitségével a trapéz teriilete:

1,4802 - m +1,2489 - ) -
3= ¢ m 5 omym 508,

Mivel m = 2R, a beirt kor sugara kb. 2,6 cm.,

Mdstk megoldds:

Kossitk Ossze a kor kbzéppontjdt a tra-
péz csucsaival és az érintési pontokkal,
Mivel a korhoz egy kiilsé ponthdl hi-
zott érintdszakaszok egyenlék, a meg-
feleld szakaszok egyenlék. Masrészt a
trapéz egy-egy szdaran 1évé két belsé
szig Osszege 180°, ezért a kiovetkezd

abrat kapjuk.

Az abra jeldléseit hasznalva:

o = 26,6° 90° - = 63,4°
g =21.25° 90°— § = 68,75".

A trapéz teriilete: T = are

2R=(a+c)R=(x+y+z+u)R.

A keletkezett derékszogli haromszogekbdl:

x = Retg26,6% y = Rctg21,25% z = Rctg68,75% u = Rctg63,4°, vagyis
38=R 2(ctg 26,6°+ ctg21,25° + ctg 68,75° + ctg 63,4%), amibdl R = 2.64 (cm).
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Azt a 7 egyseg hosszu hur folé irt lehetd legnagyobb D
szOgll 1atokort keressiik, amelynek van kozds pontja

BC oldallal.

Ha a kor sugara r, akkor ez, mivel « kertileti szdg, a

_ S . oo 3,5 . ,
kozépponti szdg felével egyenld: siner = —, amu /
: r
nyilvan annal nagyobb, minél kisebb az r.

megy a ket kapufa altal meghatarozott pontokon és

, , P
Tehat a maximalis 1atoszoget az a kor adja, amely at- \ /
Al e
65 Nara!
I

érinti a 5C oldalt. Ennek sugara r = 5 igy a kere- A ‘

2
sett sz0g: o = 6,18%és BP = [625) (3,5)* = 32,3 (m).

Hizzuk meg a paralelo- D N A0 M

gramma AM, BN, CK,
DL szdgfelezoit! Az czek
altal  hatarolt EFGH
negyszog teriiletét keres-

stk. e 7

A szogek felezése miatt Al Sem K L15cm B
DAH 4 = 20 N e e

ADH § = 70°, tehit . a ,

AHD 4 = 90°, a

Ugyanigy belathatd, hogy
KEL 4 = 90° = a parhuzamossag miatt EFGH négyszig téglalap.
Mivel ADL 4 = ALD 4 =70° = a DAL A egyenlGszara = AD = AL = a.
Ugyanigy: a KBC A egyenlészart = KB=BC=a = AK=1LB=15cm.
Huzzunk parhuzamost -en keresztiil CK-val! Az LOB derékszbgii A-ben

L
cos20°= % = LO =1,5¢c0s20°.
Hizzunk p;irhuzamost K-n keresztiil LD-vel! = Az APK derékszdgili A-ben
sin20°= % = PK =1,5sin20°.

Igy az EF GH téglalap teriilete:
EH.-EF = PK -LQ =1,55in20°-1,5 cos 20° = (,723.
Tehat a keresett négyszog tertilete kb. 0,7 cm?2.

Megjegyzés:
A keresett teriilet fiiggetlen az g-tol.
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Az ABC haromszég BC oldala koszi- B
nusztételbdl szamithato ki
a’=10>+15"-2-10-15 - cos 35°,
ebbdl & = 8,9 cm.

Egy korben a hur, a hozza tartozd ke- c
riileti szdg és a kér sugara kozitti dsz-

szefliggés alapjan a = 2R sin e, igy

R =78 cm.

A bizonyitando allitds: abvV4R” —c* = R(a* + b* — 7).

aby4R* — ¢*
R .
Ez utobbi tortet 2-vel bdvitve, a 2R nevezdt a gydkjel ala vive kapjuk:

12 2
2ab | Zab\/: .
4R AR

Tudjuk (1. pl. 2273.b)), hogy egy haromszig oldalara, szemkézti szogére és a koriil-

R-rel osztva, a bal oldalt athozva, c2et atvive: c=at+ b -

irt kdr sugarara: ¢ = 2R - sin p, vagyis siny = i Ekkor — nem tompaszogrdl 1é-

2R
szigre felirt koszinusztétel,

2
ven szo — cosy = |1 — (—] ., vagyis az igazolandé allitas egyszeriien a harom-

a) Lasd az abrat! B
miiholdak”

b) Eppen beldtjik a Foldet, ha a négy miihold altal
meghatdrozott tetraéder beirt gdmbje a Féld. Mi-
vel a foldfelszin feletti magassaguk azonos, ezért
a tetra¢der szabalyos. Meg kell hataroznunk a mfi-
holdak magassagat a Fold felett. Mivel a beirt
gbmb sugara adott (ez a Fold sugara), valamint is-
mert, hogy szabalyos tetraéderben a siltypont, a
beirt és koriilirt gomb kozéppontja egybeesik, tovabba a silypont 3 : 1 ardnyban
osztja a sulyvonalat, ami egyben magassag is, ebbdl a beirt gtmb atmérdje éppen
a magassag (sulyvonal) felezGpontig terjedd szakasz. Tehat a csics (a mihold
pozicidja) €s a beirt gomb tivolsdga a magassag fele, ami az Atmérdvel egyenld.
Tehat 2 - 6378 km = 12 756 km. Vagyis legalibb ilyen magasan kel) keringenie
a negy mitholdnak, hogy éppen beldssak a Féld teljes felszinét.
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A ketszeres sz0g szinuszara vonatkozo képlet szerint ekkor:

- . 2 .
sin® & sin” sin’ y

2-siné-cosee  2-sinfi-cosf 2-siny-cosy
Egy haromszig barmely szige 0° és 180° kdzotti, ezeknek a szinusza sosem 0, igy

mindhdrom tortet egyszerlsithetjiik: s __sinp DL LY
2-cosor 2-cosfi 2-cosy
Mindegyik tortet 2-vel szorozva, és az ismert Gsszefiiggést alkalmazva kapjuk:
tg & = tg f = tg y. Mivel a 0° és 180° kozotti szbgekre a tangens kdlcsondsen egy-
értelmii, ez csak Ugy lehet, ha maguk a szogek is egyenldk, azaz a haromszog sza-

balyos.

AKC 4 = 45° + EKF 4 + 45°, a milvelet soran 90° és 180° kdzott valtozik, a BKD 4
EKFq AKCq-90°
2 2 B

pedig 90° és 0° kozott. Jeldlje o = EKG & =
_AKCY BKD ¥
2 2
igy ha £K = g, akkor BK = \/Ea. Az EGK (szintén derékszdgli) haromszoghdl
GK = a - cos & A BGK A szintén egyenld szérd, ebbél (az egyébként V2a hosszi-
sagu) BK = 2 - GK - cos f = 2a - cos i - cos f, igy

~45% ¢ f=BKG g = - BEK A derékszdgil és egyenld szam,

BKD g =28=12- arccos—@ﬂ— = 2. arccos AII(C .
\E-cos( > 3 —45°J

- Cos o
(A fuggvény grafikonja hasonlit egy negyedkérre, de mégsem az, annal kicsit , k-
vérebb™.)

9~ — === - -

5o |

AKCH

C150° 180°

387



KOORDINATA-GEOMETRIA ; KOORDINATA-GEOMETRIA

4.5 Koordinéta—geometria a) A felezOpont koordindtai szimtani kézepei a két pont megfelelé koordinatainak,

2388.| Egy ilyen sokszog keriilete csak paros lehet. Hiszen vissza kell térniink az otigdba,
vagyis Osszesen ugyanannyit haladtunk jobbra mint balra, fel mint le. Vagyis 2005
egyseg keriiletd sokszog nincs, igy persze a 2004 egység keriiletiinek nagyobb g te-

riilete.

a) AB = V62 1 3% = /45 = 35,

b)) CD =+3%+4% =5,

azaz F(-0,5; 4).

b) A felezOmerdleges atmegy az F ponton, és Rormdlvektora a BA {5; 4) vektor.
Egyenlete tehat: Sx+4y =5 - (0,5 +4-4 = 13,5.

c¢) Ennek a P pontnak a koordinatai kielégitik a felezdmerdleges egyenletét, mivel
egyenld tavol van A és B-t6l. Masrészt pl. az A-t6] 5 egységre 1évS pontok egy A
kbzéppontd, 5 egység sugaril kérvonalon vannak.

. A megoldandd egyenletrendszer:

(1) Sx+4y=13,5
(2 (x=2)" +(y~6)" =25
(1)-bét x = 2,7 — 0,8y, amit (2)-be beirva: (0,7 — O,Sy)2 + (y— 6)2 = 25.

, _AB_AB | Rendezve: 1,64y% — 13,12y + 11,49 = 0.
2390.; A feltétel szerint BD - Ac > y : Innen y, = 7, y, = 1. Eszerint x; = =2,9; x, ~ 1,9.
igy a szakasz harmadolopontja (vagy 8 | Tehat kozelitdleg a Py(-2,9; 7), illetve a P5(1,9; 1) a keresett pontok.
osztdpont) segitségével felirhatd: 6
2d, +3 : 2393, Az adott egyenes egyik normalvektora O
—5 =7 . 4 az n = (2;-3). Az crre az egyenesre ¥ [ |
2d, +2 . merdleges, P-n atmend egyenes egyen- ‘ :
3 T ) I : N ] : lete igy
ebbld, = 9, dy = -55;, D(9;-55. 4 20 8 10 12 Bx+2y=3-(=5)+2-13 =11
5 L2 Sy o A két egyenes metszéspontjat a két
e +7 . (B -3) .
3 " 3 ul N egyenletet rendszerként megoldva
B : o kapjuk meg:
26, +(=3) +3( ) _, A I‘;)(d“id?) 2x-3y=3
ebbblc; = 1; ¢, = 4,5; C(1;4,5). 3x+2y=11]
Az elsébbl x = 1,5y + 1,3, ezt beirva a
2391.| Az A uikorképe a B-re A'(x); v)), igy oy T mdsodikba: 4,5y + 4,5 + 2y = 11, azaz
AA" felezbpontja B, B-nek az A-ra vo- Lol 6,5y = 6,5, tehat y = 1. Visszairva:
natkozd tiikrképe B'(x,; y»), igy BB’ : 1 x =73 E%or a l;cft egyenes metszés—
felezdpontja A. B b T pontja M(3; 1). A P pontot az adott
Az abrdn is jelzett adatok alapjan: ]‘ I( lb) egyenesre tilkrézni ugyanaz, mint a
x +1 5 5 3 2 1Y most megkapott metszéspontra — ez pe-
P =2 -1 . . 4
o ! | dig ugyanaz, mint M-et eltolni a PM -ral.
y =1 o e ~2 Ennek koordinatai:
y T TEEwET AGY). - (3= (=5) 1-13) = (8 ~12), igy végii
Ehhez hasonlan N P'= (3 D+ -12) = (11;-11),
+3 :
xzz =1=x =1 (
¥z =2

=-1=y,=0, B'(-1; 0).

jgs
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a) Terv:

I. Allitsunk merdlegest P-bdl az
e: 10x+ 8y + 35 = 0 egyenesre (¢').
2. Hatdrozzuk meg a két egyenes
metszéspontjat (M-et).

3. A PP'szakasznak M a felezOpont-
ja; ebbd! mar P’ meghatarozhato.

Megvaldsitds:

1. Az e egyenletéhdl kiolvashato
egy normalvektora: n.{10;8), ez
egyallasu az (5; 4) vekiorral, ezért
az e’ egyik norméalvektora mg(4; - 5).

Igy a keresett egyenlet: e dx— 5y +2 = 0.

2. Megoldando a

10x+8y+5=0 egyenletrendszer.
Ax-5y+2=0
M(_OQS; 0)'

3. P'(-3;-2).
b) A négyzet O, illetve R csiicsaba mu-
—— —
tatd OQ. illetve OR helyvektorok
koordinatdl megegyeznek a vég-

pontjaik koordinataival. A helyvek-
torok. meghatirozdsahoz sziikség
— —

van az M, illetve az MR koordina-
taira 1s.

— — .,
Az MQ az MP +90°-0s elforgata-
saval is megkaphato, ezért elGszor
—
MP -t hatdrozzuk meg:

— — — — - e

MP = OP — OM = (2;2) - (-0.5; 0), azaz MP(2,5; 2). ey MO(=2; 2.5).
—

00 = OM + MQ = (=0,5, 0) + (-2: 2.,5) = (—2.,5: 2,5), azaz O(-2.5: 2.5).

— — —
MR = -MQ, ezért MR (2; -2,5);

— — —
OR = OM + MR = (-0,5; 0) + (2; =2,3) = (1,5, -2.5), azaz R(1,5;-2,3).
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2395.) P(a; b) tiikdrképe az x .

tengelyre P,(a;—b), en- y .
nek tlikérképe az origora 4
Py(—a; b), ennek tiikor- Py £ (“i"b) e x=3
képe az y = x egyenesre
Ps(b;—a), ennek tikér- 1 7
képe az x = 3 egyenesre, re N
Py(6 - b; —a). Ny 3 X
e —1 . -PB i
e o K Py
Py
o f
2396, : ' SRR
: ) * )
Aflaa) 8T @/
% : - ¢
s T -?,*’
A [N
. \“\ : na F‘,-'
R ~. o /
N ~ &
~ o Ly
"\ PR
\\ / T4 o f
SN : /‘ T3 sl
. B'(b], bz)\\!‘ 12 . T
: : : - :
| . 1A  AGD)
' ; - S BeND -
A A s e e S
-6 -5 -4 -¥ -2 12 3 4 5 6 x

Tiikrozziik az A €s a B pontot az ¢ egyenesre (A% B'). A beesé fénysugir az AB’, a
visszavert fénysugar az A'B egyenes.

Az A pontbél, illetve a B-bdl az e-re allitott merSleges egyenes meredeksége —%;

ezek a merdlegesek illeszkednek az A-ra, illetve a B-re.
Az egyenes y = mx + b egyenletét haszndlva:

1
f y=ogx+b = AG D), gy
1 9 1 9
2=——.5+b;, b==_azAA egyenlete y= ——y + 2.
]2 > gyenleic y TR
g y=f-ix+b' - B(-1; 1), igy

1 1 1 1
I===(-1)+b"; b'==,aBB'e lete y= - x+-.
2( ) 2 gyenlete y 2x 3
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Az AA’ () és az e egyenes metszéspontja P; j @ Ha a két egyenes metszéspontjat O-val jeloljiik, akkor a keresett egyik iranyvektor
: —
y=2x+5 | lehet a PQ is. A @ pont koordinatait a 2x + 3y = 7; 5x + y = —2 egyenletrendszer
R —
yeo 1.2 P(-0,2; 4,6). ; megoldasaként kapjuk: Q(-1; 3). Tehit PQ = (-133) ~(Z 1) = (=3;2).
2 2 !

Az AA" szakasz felezbpontja P; A'lay; a2); : A ket egyenes metszésponija a ket egyenletbdl allo rendszer kozos megoldisa:
oy + 5 ' Sy—dy = 14 és 2x -3y = 3. Vegylk az egyenld egyiitthatok modszerét, az els§
—-——==-02 ! egyenletet 2-vel, a masodikat 5-tel szorozva: 10x — 8y = 28 &s 10x - 15y = 15.

2 A'(-5,4; 7.2). 4
4+2 46 | Kivonva egymasbol: 7y = 13, amibdl y = =,

‘ 39 21 30

A BB' és az ¢ egyenes meiszéspontja O Ekkor a masodik eredeti egyenletbe visszairva: 2x — Tl ahonnan x = Ex

y=2x+5 ﬂ
. | . 30 1 . . ,

y=- 1 T+ 1 01,8 1.4). | Tehat a metszéspont M (jjq, 73) A masik pont P (5; 2). A két adott ponton atme-

2 2 |
A BB' szakasz felezOpontja (; B'(by; ba): ‘ 5 13 1

| :
b+l _1.8 ‘ né egyenes egyenlete: y — 2 = m(x — 5), ahol m = 3—’6 = % = % =Q,2
. B'(-2,6; 1,8). | -5
—2—=14 % Atrendezve: 5y — 10 = x ~ 5, ahonnan x — 5y +5 = 0.
—

A beesé fénysugir AB egyenes: [egy iranyvektora AB'(-7.6; —0.,2)] ' Py Adott P4 1), v(=2 1). A P(xg; ton Atmend . oy Ktort
v(38; 1); adott pont A(5; 2). A beesd fénysugar egyenlete: x — 38y = —71 2401, egy(:enes Eegy’enli’te vg(x :Vl; - vgx(;ql, V)i ())20'1;’0“ on dtmend, v{(v;; vz} Iranyvektoru

A visszavert fénysugar A'B egyenes [egy iranyvektora BA "(—4.4; 6,2)]
v'(~22; 31), adott pont B(-1; 1). A visszaver( fénysugar egyenlete: 31x + 22y = -9

A két egyenes ¢ hajlasszoge meghatarozhat6 az egyenesek egy-egy normalvektora-
nak hajlasszogébdl. Az egyenesek egy-egy pormélvektora pl. ng(2; —1); na(5; 2).
A két vektor skalarszorzatt kétféleképpen kiszamolva:
ng-ny=2-5+(-1)-2=38

nl-n2=|n1| |y -cose = ﬁ-@-coss.

Ebbél cose =~ 0,6644 = ¢= 48,36 a ket egyenes hajlasszoge.

N

w2 :
A g egyenes meredeksege az egyenletébol 3 azaz = N

2
az x tengellyel bezart szoge & tge = 3 =& ~7337°.

A masik egyenes meredeksége a megadott két pont-
jibol: =20y '
T s
Tehat ez az egyenes parhuzamos a L negyed szogfe-
lezbjével, azaz —45°-0s szbget zar be az x tengellyel.

A két egyenes szoge tehdt 33,7° + 45° = 78,7°.
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Ext felhasznalva a kérdéses egyenes egyenlete x + 2y = -2.

Egy pont akkor és csak akkor illeszkedik valamely egyenesre, ha a pont koordinatai
kiclégitik az egyenes egyenletét (a pont koordinatait behelyetiesitve az egyenes
egyenletébe, azonossagot kapunk).

Ennek alapjén A (—-2; 0) és C(6; —4)illeszkedik az egyenesre, B {1; —5) nincs az egye-
nesen.

AB = (4; 4), igy AB egyenesének egy
normalvektora (1; — 1), egyenlete ezért:
x-y=-4

—

BC = (3; —6), igy BC egyenesének egy
normalvektora (2; 1), egyenlete ezért:
2x+y=4.

—_—

AC = (7;-2), igy AC egyenesenek egy
normalvektora (2; 7), egyenlete ezert:
2x+ 7y = -8,
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Adott P(=3;2), v(1;-5). Az egyenes egyenlete (a 2401. feladat mintajara)
Sx+y=-13.

a) A 2 abszcisszajit pont: (2; —23).

b) A 7 ordinataju pont: (—4; 7).

e: y=2x+3; fi y=ax+35

a) ellf & a=2(ugyanaz a két egyenes iranytangense és itt e - f).

1 , - .
Melf & a= ~3 (a két egyenes irdnytangensének szorzata —1).

Egy pont akkor és csak alkkor illeszkedik egy egyenesre, ha a pont koordinatait az
egyenes egyenletébe helyettesitve teljesiil az egyenloség. Jeloljiik a keresett egye-
nest e-vel!

Pee o 1?IA+SB=—2

Qe & lA+1B=72
2 3

Az egyenletrendszer megoldasa: A = 10, B = -3, tehat a keresett egyenes egyen-
lete: 10x — 3y = 2.

s : &
mx+2y=m-1. \\‘ L R /f
N o ) = ——
Példaul: N 2x
ha m = 0, akkor az egyenes egyenlete e ’\\\ S
L Lo/ : :
2y =—1; y=——; P !
’ i o s/ 2w
ha m = 1, akkor az egyenes egyenlete " ¥ : 1 ;
l pm —— £ \‘-\\ [
_x+2y = 0; y:_-..z—x’ ¥ 2-—1*’ . f_.r‘ \\\ T = 2){ .
_ _ I A
ha m = 2, akkor az egyenes egyenlete 7 }\ N
1 S Y A N
2+ 2y =13 )’=*X+5; 2;"!. 7 **3 \‘\\.
Do AN :
ha m = —4, akkor az egyenes egyenlete ‘ f,-‘ - ‘ \\

—4x+2y = -5; y:2x—§.

1 o p
Az abrazolt egyenesek k$z0s pontja az (1; - EJ pont. E pont koordinatai tetszd-

leges m esetén kielégitik az mx + 2y = m — 1 egyenletet.
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Két ilyen egyenes van:
x+y=3ésy—x =3,
vagy masként
y=—x+3ésy=x+3.

Az egyik félegvenes ( f) meredeksége
a szdveg alapjan 1,

a masike (g) pedig — 1.

Mindkettének pontja a P(-2; 1) pont,
igy egyenleteik (figyelembe véve,
hogy félegyenesekrél van sxzd!):

fioy=x+3 y=1
g y=—x—-1 y=1

[

A(2;5), B(5;-3), C(10;-8).
Szakasz felezépontjanak koordinatdi a végpontok megfeleld koordinatainak szdm-
tani kdzepe,

Az AB felezOpontja: Cl(%; 1};

a BC felezépontja: A, [?, - 12—1}

a CA felezépontja: B, (6; - 2}

A P,(x,; ¥,) ponton atmend v(v|; v,) irdnyvektora egyenes egyenlete
VaX=WV1¥ = VaX, — Vi ¥,
A C\A, llaC egyenes egyik iranyvektora (8; —13).

. 107
Igy a C)A| egyenes egyenlete: 13x+ 8y = - azaz 26x + 16y = 107.
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Az A,B, || AB egyenes egyik irdnyvektora (—3; 8).
. 87
Igy az A\ B, egyenes egyenlete: 8x+ 3y = EX azaz 16x + 6y = §7.

A C,B, || CB egyenes egyik irinyvektora (—3; 3), illetve (=1; 1).
. 9
Igy a C, B egyenes egyenlete x+y = 5 azaz 2x + 2y = 9,

Az AB és az AC szakasz felezémerole- R .

gesének metszéspontja (P) ilyen pont. '

A szakaszfelezd pontok:

F.(5;6), Fu(9;7).

A felezOmer6legesek normalvektorai:
N —

n, =AF.(=3;1); m, =AF,(1;2);

egyenleteik: m.: —3x+ v = -9, illetve

Gl 9)

My X+ 2y = 23
A ket egyenes metszéspontja a
“3x+y=-9; x+2y=123

60
egyenletrendszer megoldasa alapjan: P{Aj ]

Készitslink véazlatot! Az Abra jelGlései
szerint a g, illetve az f egyenes egyen-
letét kell felirnunk.
Az abra segitségével kivethetdk a meg-
oldas egyes 1épései:
. Az adott e egyenes egy pontja:
C(L; 1),
2. Ckozeppontd, 3 egység sugarh & kor
egyenlete: (x — D2+ - H2=09.
3. C-n athaladd, e-re merbleges m
egyenes egyenlete:
Sx+4y =9,
4. k és m metszéspontjait az

=D +(y-1)"=9
S5x+4y=9

41412441 41-15V41) . 411241 41+15ya1
P ; , illetve ¢ ; .

41 ’ 41 41 41

} egyenletrendszer megoldasai adjak:

5. A P ponton atmend, e-vel parhuzamos f egyenes egyenlete: 4x - 5y = 341 — 1.
6. A ¢ ponton atmend, e-vel parhuzamos g egyenes egyenlete: 4x — 5y = —3v41 -1.
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arra mérjiink fel 5 egységet.

A g normalvektora (4; =3), ennek hosz-
sza pontosan 5. Igy P(2; 0) 5 egységre
fekvo ,.parjai™:

Pi(2+4;0-3) = (6;-3), illetve
Py(2—-4;0+3)=(-2;3)

Az elsét behelyettesitve 4x -3y = ¢
egyenletbe: 24 + 9 = 33; a masikat:
—-8§-9 = —17. A keresett két egyenes
4x -3y =33¢és4x-3y=-17. L :
A 2458, megoldasban altalanosan, pardmeteresen belatjuk hogy ket parhummos

le-af

egyenes, Ax + By = (; és Ax+ By = (, tavolsiga \/g
A+ B

Ezzel visszafelé

szdmolva szintén konnyen adodik, hogy |¢—8| =55 = 25, és akkor ¢ = 8§ +25.
Masik megoldds:

Egy egyenestdl adott tdvolsagban levé egyenes parhuzamos kell legyen az adott
egyenessel, azaz irany- és normalvektoraik azonosak. Mivel a g egyenes egyenlete
adott: 4x — 3y = 8, a keresett egyenesek egyenlete 4x — 3y = ¢, ahol a konstans érté-
két abbol kell meghatarozni, hogy éppen 5 egységre vannak az adott egyenestdl. Ve-
gyik a P(2; 0) pontot, amely a g egyik pontja. Egy ilyen kozépponty, 5 egység su-
garu kor éppen érinti a keresett egyeneseket, azaz az egyenletrendszernek pontosan
1 megoldésa lehet. Ez ad majd egy feltételt c-re: (x —2)* + y2 = 25 és 4x — Iy=c¢
egyenletrendszernek csak egy megoldasa lehet. 4x — ¢ = 3y, ahonnan

9y% = 16x° — 8xc + ¢2; ezt beirva a kor egyenletének 9-szeresébe:

9x-2)7 + 16x° - 8xc + ¢ = 225.

Rendezve: 25x° — 4x(2¢ + 9) + ¢ — 189 = 0. Ennek egy megoldasa akkor van, ha
a diszkriminans 0, azaz: 16(2c + 9)2 ~ 100 (02 —189) =

Felbontva: —36¢ > + 576¢ + 20196 = 0.

Osszunk le —36-tal: ¢ — 16¢ — 361 = 0, azaz ¢; = 33; ¢, = —17.

Tehat a keresett két egyenes: 4x — 3y = 33, illetve 4x — 3y = —17.

Adott: P(1;9)ése: 3x—4dy+8 =10.

Adott £ pontnak adott e egyenesiél valo tavolsagat meghatarozhatjuk ugy, hogy a P
ponton at az ¢ egyenesre merdlegest (f} allitunk. E két egyenes metszéspontjanak és
az adott pontnak a tavolsagat hatarozzuk meg.

A P-n dtmend, e-re merdleges fegyenes egyenlete: 4x + 3y = 31,
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A két egyenes, e €s f M metszéspontjat az egyenletrendszer megoldasa adja:

e 3x—dy =-§;

frodx+3y =31

Az elsé egyenlet 3-szorosahoz a mdsodik egyenlet 4-szeresét adjuk, ekkor kapjuk;
25x = 100, innen x = 4.

Ezt az egyik egyenletbe helyettesitve adodik: y = 5, M4, 5).

A keresett tavolsag: PM = /3% + 4% = 5.

Meisik megoldds:
Az e. Ax+ By + C = 0 egyenletl egyenes és Py(x,, yg) pont tivolsiga
|Axg + By, + (|

vA? + B?

3-1-4-9+8
Feladatunkban e: 3x—4y+8 =0, P(l; 9, tehat = ’—m—

5

= 5.

Két ilyen pont van: P az AB szakasz A-

hoz kozelebbi harmadolopontja és Q,

amelyet annak alapjan kapunk meg Al6; B)
kénnyen, hogy a BQ szakasz felez6- P
ponjta A.

AB = (3; 6); ﬁ:%ﬁ:(l; -2)

tehit P koordinatai: 6 + 1 = 7; 8§ -2 = 6, vagyis P(7; 6).
Jeloljiik @ koordinatait g,-gyel, illetve g,-vel.

2+ .
Ekkor 2% =6 g =3 illetve “TI2 28 4, =14, vagyis 0(3; 14).

B(9; 2)

Q

Masik megoldds:

Az AB egycnes egyenlete: 2x + y = 20. Ennek az egyenesnek olyan P (p; ¢) pontjat
keressiik, melyre igaz, hogy PB = 2PA.

P rajta van a 2x + y = 20 egyenletii egyenesen, ezért igaz, hogy 2p + ¢ = 20.

Mivel PB = (p—9)> +(q—-2)" és PA=1/(p—6) +(q—8)°, crért igaz az s,

hogy +(p—9Y +(g—2)% = 2{(p—6)* + (g 8)°.
Megoldando tehat a

V(=92 +(g=2) = 2¢(p-6) +(q-8)?
2p+g=20

} egyenletrendszer.

Az elsé egyenletbdl ekvivalens dtalakitassal: p° + g~ — 10p — 20g + 105 = 0 ado-
dik, a masodik egyenletbdl pedig g = 20— 2p.

Behelyettesités utdn az sz —50p + 105 = 0, ebbdl ap2 —10p + 21 = 0 egyenlet-
hez jutunk,
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Megoldokeplettel: p;, = 7, p, = 3.
Ezekbdl: g = 20-2p, = 6, g, =20 - 2p, = 14.
Két pont felel meg a feltételeknek: P (7; 6) és P3(3; 14).

Ellendrzés:
P,A VI+4 =15 és PB=+4+16 =20 = 245, tehit P,B = 2P A:
=9+36 = V45 =35 és P,B =36+ 144 = +/180 6\/_, tehat

= 2P,A.

Mdsik megoldas:

A kereset[ pontot P(p q)-val jeldlve igaz, hogy PB 2PA vagy PB = “2PA.

PA = (6-p; 8- q) PE = (9 —p;2—q), ezért a PB = 2PA lehetSséghbdl

9 -p= 2(6 ~p)es2—q=2(8 ¢, azaz p = 3 és ¢ = 14 adodik, mig a
PE=_2PA lehetOségbbl 9 —p = —2(6-p)és2 —g=-2(8 — q),azazp = 7 és

g = 6. 1smét az elsé megoldasban mar megadott P,(7; 6) és P5(3; 14) pontokat kap-
tuk eredményiil.

2415, a) A hélrom pont pontosan akkor van egy egvenesen, _ R
ha PQ egyallasu a PRral (abra). TP
PQ 00 - OP_(—SS 92) (5,5:-4,8) = Q=

= (-11;-4,4), PR = OR — 0P = (15;-1)-(5,5; -4.8) = (9,5; 3.8)
(ahol O az origd).
El kell tehéat donteni, hogy a (—11; —4,4) és a (9,5; 3,8) vektorok egydllasiak-e.

9,5 95 19 3 8 38 19
Mivel — g ——=—-"—=_"" ezért
-11 110 ) —4.4 44 22

1 19
(9.5, 3,8y = -—9 -(—11; —4,4), azaz PR = 3 PQ tehat a PQ egyallasa a

PR -ral, igy a P Q R pontok egy egyenesen vannak.

b} A feladatot megoldhatjuk ugy is,
hogy meghatarozzuk a keresett pon-
tokba mutatd helyvektorok koordi-
natdit (O az origd, R, és R, a kere-
sett pontok).

A feladat szivege szerint

— —

PRl =3. PQ =3-(-11;-44) = (-33;,-13,2) és

PR2 = —3 PQ =-3-(-11;-44) = (33; 13,2).

ORl = OF +PR1 = (5,5, -4,8) + (~33; -13,2) = (-27,5: - 18), azaz
Ry(-275; -18);

— —

OR, = OPF + PR, = (5,5; -4,8) + (33; 13,2) = (38,5; 8,4), azaz R»(38,5; 8,4).
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2416., A harmadolopontok helyvektorai:

— _23+b

. ahol hy az AB

szakasz A-hoz kozelebbi harmadold-
pontjanak helyvektora;

+2b
OH, =h, = a—g—— ahol hy az AB
szakasz B-hez kozelebbi harmadolo-
pontjanak helyvektora.
Innen a harmadol6pontok:
H(2; 2) és Hy(; 5).

Két ilyen pont van, P és P". P az AR
szakasz belsd pontja, P¥ az AR egyene-
sén, az AR szakaszon kiviil, a B pont-
hoz kizelebb helyezkedik el.

A keresett pontok koordinatdit egy
szakasz osztopontjaira vonatkozo Osz-
szefiiggeés alapjan szamithatjuk ki.

7b+ 4
p= 1] a , ez koordinatikra lebont-
va: ha P(p,; py), akkor

_76+4-2

P 50 7
11

= Pl—; —|.

_T-544-(T) (11 11}

P2 11
Ehhez hasonldan:

3p +4
b=E T koordinatikra le-
bontva: ha P*{p,*; p5™), akkor
Ap +4:2 :
b="7— 34
= p*| ;21
s 3P H4-(D) 3
7
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2418.] A P pontrajta van az A és B pontok altal meghatarozott egyenesen.

— —

AP(6; 4), PB(3;2)

— —

AP =2PB

Tehat P rajta van az A és B pontokra illeszked$ egyenesen. P az AB szakasz B-hez
kozelebbi harmadolopontja,

Az A és B pontok 4ltal meghatarozott egyenes egyenlete x + 2y = 5. Ebbe az egyen-
letbe P koordinatiit behelyettesitve a—1 + 2 - 3 = 5 igaz kijelentést kapjuk, tehat P
rajta van az AB szakasz egyenesén.

— — — —
AP = (6;-3), PB = (4;-2), ezért AF = — PB.
Tehat AP : PB =3 :2.

[\ OS]

Megjegyzés:
Az AP = EPB feleslegesse teszi a fenti megoldas elsd részét, hiszen ez az dssze-

figgés mar elégséges feltétele annak, hogy A, P és B egy egyenesen legyen.

A CB befogovektor a CA (4; —2) befogdvektor 90°-0s elforgatottjanak 1,5-szeresé-
vel egyenld.

CA befogovektor +90°-os elforgatottja: (2; 4), —90°-os elforgatottja; (—2; —4), tehat
— —
CB(3; 6) vagy CB(-3; —6).
— —_—  — —
A B csticsba mutatd helyvektor OB = OC + CB, tehat OB = (3; 1) +(3; 6) = (6; 7)
—
vagy OB = (3; 1)+ (-3:-6) = (0; -5).
A feladatnak két megoldasa van: B(6; 7), illetve B{0; -5).
Mdsik megoldds:
. .
A CA(4; -2) vektor a CB befogd egyenesének egy olyan normalvektora, melynek
hossza 2+/5.

A CB befogd egyenesének egyenlete 2x—y = 5, a B cstics pedig %2«/_ =35
tavolsdgra van C-t6l. A B csiics ezért rajta van a C kézépponti, 3«5 sugartl koron

is. A kor egyenlete: (x—3)7 + (y— 1)? = 45,

Az

-+ (y-1? =45 e
(2x ) S(y ) } egyenletrendszer megoldésa adja a B csucs koordinatait.
xX—-y=

Mivel az egyenletrendszer megolddsai a (6; 7) és (0; —5) rendezett szampdrok, ezért
az els0 megoldasban leirt két lehetséges esetet kaptuk ismét.
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Ekkor az atfogo felezépontja

F=(ﬂ; ‘2+—4J: (6; 3), az ﬁ 6
2 2

pedig (6 —4;3-2) =(2;1).ACcsiics 57

Jehetséges helyeit ugy (is) kaphatjuk, 1

hogy AF 90°-0s elforgatottjat felmér-

jilk F-bél. Mivel ket ilyen elforgatott |

van (+90°% —90°, két C adodik. 24 ;
Hﬂ%a = (—1; 2), ezért 14 :
C=(0;3)+(=1;2) = (5;5); -
ﬁ_gov =(1;-2), ezért U 23

Co=(6:3)+(1;-2)=(7; 1).

A két merdleges egyenes legyen a koordinata-rendszer x és v tengelye. A két pont
induljon az origotol a tengelyeken pozitiv iranyban.

a) A két pont sebességének abszolut-
hosszegység. gy a ket

sec
pont a derékszdg két szaran 2 sec

mulva O-t6l 2v hosszegység tavol-
sagra van. A két pont tavolsaga

d =22 hosszegység.

értéke: v

b) A két pontoi Osszekotd szakasz te-
lezépontjanak koordinatai egyen-
16k, tehat a felezdpont az y = x
egyenesen helyezkedik el (x = ().

Hatdrozzuk meg az

a Tx-2v=22¢s

b: 5x—-8y =42 egyenesek M met-
szeéspontjat! (Az egyenletrendszer meg-
oldasay M(2; —4),

Tiikrozziik az M pontot P-re, legyen a
tlikdrkép Mx;; y), a tikrozés miatt
P(7; 2) az MM’ szakasz felezOpontja,
igy:
2+ x,

=7

2 :
= M'(12; 8).
_4+)’1:2 ( )

2
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Hiizzunk parhuzamost Mn keresztil b-vel, illetve a-val! (b, illetve a’) A parhuza-
mossdg miatt a, b, ' és b’ egy paralelogramma oldalegyenesei, e paralelogramma
kozéppontja F.

A paralelogramma atloi felezik egymast, igy a keresett szel6 a paralelogramma M-en
at nem halado atloja.

Mivel b [l 5 M°(12;8) = b7 5x -8y = 4.

Hatdrozzuk meg az a: Tx -2y =22 és b" Sx—8y = -4 egyenesek O metszés-
pontjat! (Az egyenletrendszer megoldasa) Q(4; 3).

A keresett szeld a paralelogramma QP atldja.

v=0P@3:; 1) = x-3y=-4-3.3.

A keresett szel6 egyenlete: x + 3y = 13.

(A megoldashoz a’ egyenletének meghatarozasa nem sziikséges.)

X
; >
RE A
~5 A .
K 3
=N
Ry
1\\_\
—lO T ?-\\‘ ‘\‘\
N Nt T

Keressiik a £(3; 2) ponton dtmend egyenesek kéziil azt, amelyiknek az e és fegye-
nesek kézé esd szakaszanak az x tengelyre esé vetiilete adott hosszisagit szakasz.
A P-re illeszked8, m meredekségii g egyenes egyenlete: y — 2 = m{x - 3).

Az m-et keressik.

Meghatirozzok g-nek az ¢ és f egyenessel vald metszéspontjat E(x;; y;)-et €s
F(x,; y,)-t. E két pont abszcisszai kiilonbségének abszohitértéke kell, hogy a) 2, 1l-
letve b) 3 legyen. (*)
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e 2+3y=3 }
g v=mx-3m+2

A g egyenletébdl y-t behelyettesitjiik az e-be:
2x+3(mx—~3m+2)=73

(B3m+2x=9m-3

Om —3 2
X = m#E——

3m+2 3
fr 2x+3y=-1

A g egyenletébdl y-t behelyettesitjiik az f~be:
2x 4+ 3(mx—3m+2) = -1
Bm+2)x=9m-7

O -7

Im+2

Xq =
9m—3 9m-7 4
3m+2 3m+2| Pm+2
A *-gal jelolt megjegyzésnek megfelelden erre a tértre igaz, hogy

A ket abszcissza kiilonbségének abszolitériéke:

a) szerint i 2, innen m = 0. Az egyenes egyenlete g+ y = 2,
illetve o -2, innen m = —%, az egyenes egyenlete g”: y = —%x + 6.
b) szerint =3, innen m= —2, az egyenes egyenlete g y=—-—x+ —
3m+2 9 9 3’
ill. = -3, inpen m = _1o az egyenes egyenlete g"'" y = —Ex + 16
3m+2 9° 9 3

Tehat a megoldas két-két egvenes.
Az a) feladat masik megolddsa:
Kiindulunk a 2x+ 3y = 3 egyenesen 1év6 E(0; 1) pontbdl, megkeressiik a masik
egyenes -2, illetve 2 abszcisszaju pontjat: A, (-2; 1); A, (2; - :]
Az EA| meredeksége m) = 0, a P-re illeszkedd, m; meredekségii egyenes egyenle-
tey = 2.

1+2

3
2

4
nes egyenlete y — 2 = —E(x —3); 4x+3y=18.

Az EA; meredeksége m, = — =g 4 P-re illeszkedd m, meredekségli egye-
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2425 Haa C(1;-3) pontot osszekotjiik az adott e egyenes egy tetszéleges P(xy; y,) pont-

javal és vesszilk az igy keletkezett CP szakasz C- tol tavolabbi P (x4 y’) harmadolo_

ontjat, akkor teljesiil: ez S .
poriy ! CcP 3 o ; A B
Tehat a keresett P’ pontokat egy C ko- RE f 6+ N /{

zépponti A = 3 aranyl kdzéppontos

kicsinyitéssel kapjuk. A kdzéppontos
hasonlosag a kozépponton at nem hala-
ddé egyeneshez egy vele parhuzamos
egyenest rendel. Igy elegendd az adott SRR _ _ :
e egyenes egy P(xg; vo) pontjdnak ako- | ot C(l- -3
zéppontos megfeleldjét megkeresni, és : :
ezen keresztill pArhuzamost hazni az eredeti egyenessel. Peldaul FP(1; 4) pont rajta
van az adott e egyenesen, Mivel a C pont abszcisszdja is 1, ezért a keletkezett CP|
szakasz hossza leolvashatd a pontok 2. koordinataibél. A szakasz 7 egység, igy a

CP, szakasz C-t6] tavolabbi harmadolépontja P’ (1; —;-J Ezen a ponton athaladd,

g-vel parhuzamos egyenes egyenlete: 3y — x = %—1 = 3Jy—-x=4

2426 A mozgés palyajanak egy iranyvektoraa PQ = OQ0 — OF = (7.3:0,5) - (2,3 6,5) =
= (5; —6) vektor. A palya egyenesének egyenlete tehat e: 6x + 5y = 46,3.
Az abszcisszatengelyt az M(m; 0) pontban metszi az e, ezért 6m+ 50 = 46,3,

60
Az ordinatatengelyt az N0, n\pontban metszi az ¢, ezért 6 - 0 + 5n = 46,3, amibél

n="0 tehit N o; 22,
50 50

Maszk megoldds:

A PQ vektor parhuzamos a PM vek—
torral, ezért (m — 2,3; —-6,5) =

= k- (5;~6) = (5k; —6k).

Ebbdl egyrészt —6k = —6,5, ezért

amib&l m = f{%b‘— teha EM[463 OJ.

P(2,3;6,9)

ezert k= E, masrészt m — 2,3 = 5k, 41
amibdl m = 5k +2,3 = 65 3 463, 2
]2 10 60

0(7.3: 0.3)

tehat M| —— 463, OJ.
60’
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A ]@ vektor parhuzamos a PTC’ vektorral, vagyis (-2.3; n-6,5) =
=p- (5 -6) = (5p; —6p). .
Ebbdl egyrészt Sp = —2,3, vagyis p= ~30’ masrészt 1 — 6,5 = —6p, amibol

138 65 463 463
=—6p+6,5=——+-—=— tehat N 0; — |,
n=op 5010 so oo [ SOJ

Helyezziink el koordinata-rendszert ugy, hogy origdja az A varos, abszcisszatenge-
lye NY—K irdnyu, ordinatatengelve pedig D-E irany\ legyen. Az egység hossza a
tengelyeken | km. Ilyen feltételek mellett az agyi helyét a G(5; 3) a masik varos he-
lyét pedig a B(3; 6) pont jelzi.

A G kdzéppontd, 3,2 sugard kér egyenlete: (x — 5)° + (y - 3)* = 10,24, az AB egye-
nesének egyenlete pedig 2x —y = 0. Ha a kir és az egyenes egyenletébdl alkotott
egyenletrendszernek nines valds megoldisa, akkor a két varos kozott halado egye-
nes Ut biztonsagos.

(x=5 +(y—3"=10,24

y=2x

A 2. egyenletet az clsébe helyettesitve, majd a négyzetre emeléseket és Gsszevona-
sokat elvégezve az 5x° — 22x + 23,76 = 0 masodfoki egyenletet kapjuk. Ennek disz-
krimindnsa 227 ~4 - 5 - 23,76 = 8,8 > 0, tehdt az egyenletnek (és igy az egyenlet-
rendszernek is) két megoldasa van. Az AR egyenesének egy szakasza tehat nem biz-
tonsagos.

Az egyenletrendszer megoldasai: (1,90; 3,81) és (2,50; 4,99). Mindkét megoldas-
nak megfeleld pont az AB szakasz belsd pontja, ezért maga az AB szakasz sem biz-
tonsAgos.

Masik megolddas:

Hatarozzuk meg, hogy az AB egyeneséneck melyik (P} pontja van legkdzelebb az
agyuhoz. Ehhez allitsunk G-bdl merdlegest (n1) az AB egyenesére (¢}, majd hataroz-
zuk meg a két egyenes melszéspontjat.

AB (3, 6) az e-nek egy irdnyvekiora, m-nek pedig egy normalvektora.

e egyenlete: 2x —y = 0, m egyenlete: x + 2y = 11. Metszéspontjukat a

2x—yv=0

r+2y =11 } egyenletrendszer megoldasabol kapjuk: P(2.2; 4.4).

A P pont az AB szakasz belsd pontja, tovabba GP = +/2,8* +1,4% = /9,8
9,8 < 3,2, tehat az AB szakasz nem biztonsagos.
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2428, a) Lasd az abrat, ahol felhasznaljuk, j B
I o .

hogy cos 45°= sin45°= 5

A keresett pontok: “ENy 2 K|

h 1 .
’ f.D

3 3 A !
K2-—7; —| : I
V27 42 Ny : AN K
33 50 2 a9
D[.’Zﬁ—; ——lj. . S
V2' 2
b) Mivel az origdbdl indult, végiil is OD szakasz hossza a kérdés, aminek a négy-

2 2

3 3 _

zete: | 2— | +| = —1] =85-632+55-3v2 = 14— 92 =~1,272;
( V2] (VZ ]

azaz OD = 1,13 (km), mivel minden tavolsidg km-ben volt megadva.
Osszesen tehat 6 km-t haladt, de a kezdéponttdl csak 1,13 km-re jutott a vitorlas.

ENy[_i;

oy
S

[

2429, Legkozelebb a két négyzet P-vel, illetve (-val jelolt A B C D E
csiicsa van: eltérésiik vizszintesen 8 cm, fiiggdlege- :

sen 12 cm, azaz a tdvolsaguk a térképen:

V64 +144 = 4208 ~ 14,4 (cm). 3

Mivel a térkép léptéke 1 25 000, ezért ez 361 000 cm

lesz a valosagban, azaz kb. 3,6 kim legaldbb a két utca 4

légvonalbeli tavolsiga. 5 20
A Kkét atellenes csucs tavolsdga: vizszintesen 16 cm,

fliggdlegesen 20 cm, azaz légvonalban a térképen: 6

256 + 400 = V656 = 25,6 (cm), .
ami 640 000 ¢m, kb. 6,4 km a valosdghan.

Tehat kilométerben mérve a [3.6; 6,4] intervallumban

lesz a két utca tavolsiga légvonalban.

2430. a) A két egyenes metszéspontja a varhato atlépési hely. o
Eztapontotazx—3y+ 14 =0 A 3x+y- 18 = 0egyenletrendszer megoldasa-

val kaphatjuk meg: M(4; 6).

b) A kérdezett helyeket az e: x — 3y + 14 = 0 egyenes és az M(4; 6) kdzeéppontu,
30 sugaru kér metszéspontjal adjak.
Megoldandé tehataz x —3y+ 14 =0 A (x—4) 2y (y—6) 2 = 307 egyenletrend-
SZET.
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Ez ekvivalens a kovetkezdkkel:

x=3y-14; By -18)"+(y-6)° = 900

x=3y— 14 100y - 6)% = 900

x=3y-14 (y-6)°=90

x=3y—14; (y=-3,5 vagy y = 15,5)

(x = =245, y=-3,5) vagy (x= 32,5, y=15,5)

Tehit a H(-24.5; -3,5), illetve a H,(32,5; 15,5) hatarpontig be kell jelenteni a

repiilést (hogy konkrétan melyik pontig, az attol fligg, melyik pont van az orszag
teriiletén kiviil),

2431, a) Félegyenesek egyenletét kell felirni!

2432,

firy==2: x=1

Az fy irényszi)‘ge 60°, tehat iranytangense «6 ezert

Ja \/5(.7& —1)—2; x <1, ami mas alakban irhato igy is:
y= \/_ 3x-2- \/— x =<1,

Az f3 iranyszdge —60°, tehat irAnytangense —3, ezért
firoy= —\f(x —1)-2; x <1, ami més alakban irhato igy is:

yw—\fx 2+xf x <1,

b) Csak az f; félegyenesnek van 4 ordindtajui pontja. A P(p; 4) pont Hieszkedik az
fara, ezért 4 = —\/5]7 —2+4/3.
Rendezve: 3 ip= 3 - 6, amibél p=1-23 (ez teljesiti a p < 1 feltételt is).

A jelzett pont abszeisszdja tehat 1 — 23 3 (azionizalasa P(l - 2\/_ 4) pontban
tértént),

Az AB szakasz felezépontja R N R
-2+6 -1-9

F= P | = (20 =5),
(25 e

az AF pedig (2 - (-2); -5 (~1)) =
= (4; ~4). A C cstics lehetséges helyeit
tgy (is) kaphatjuk, hogy AF 90°os el-

forgatottjanak «E -szorosat felmérjiik
F-bol, hiszen a szabdlyos haromszdg

magassaga az oldal felének +/3 -szo-
rosa. Mivel két ilyen elforgatott van
(+90% -90°), két C adddik.

V3 AF g = V3(4; 4), ezént
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= 5+ (43; 443) = 2+ 4435 5+ 443) = (8,93; 1,93;),

«/— AFgo —-\/_( 4; —4), ezért

C, = (2: =5) + (=4/3; —43) = (2~ 443} =5 — 44/3) = (—4,93; —11,93),

AB =8 +4% = /30 = 8,94,
AC =37 + 9% = /90 = 9,49;
BC = 4/(=5)* + 5% = /50 = 7,07.

Egy koszinusztételbdl: .
AB” +AC" -BC*

cosCAB < = = 1
2. AB AC ;
80+90 >0 —==, ami miatt |
2480490 «/_
CAB 4 =457,
Mdsodik megoldds:

AB = (8; 4), irdnytangense tgo = — = 0,5 (iranyszoge igy kb. 26,57°);

‘\Doo[,p

= (3;9), irAnytangense tgﬁ— =3 (irdnyszdge igy kb. 71,57°).

Sziikségiink van a f§— o szdgre. (A kozelitd eredményekbdl; 71,57° —26,57° =
= 45°% kérdés, mennyire azonosak a két szdg tizedesei.)

tgf—t 3-0,5 2,5 .
Addicios tétel: tg(f— o) gh-tger _ =——=1, ezért a kere-

T l4tgfotgx 1+3-0,5 2,5

sett szGg pontosan 45°,

b} Keressiik meg az alapok kozos felezd merdlegesét. AB felez6pontja:

272
mélvektora (2; 1), egyenlete pedig: 2x+y =2 -4 + (-2) = 6. Hazzunk C-n it
parhuzamost AB-vel, ez lesz a masik alap egyenese. Ennek egy normalvektora az
eldzének 90°-os elforgatottja, (1; —2), egyenlete igy: x -2y =3-2-5=-T7. A
két egyenes metszéspontja a CD felezdpontja, E. Rendszerként megoldva:
2x+v=06
x=2y=-7]

A masodikbdl x = 2y — 7, beirva az els6be: 2(2y — 7) + y = 6, ahonnan 5y = 20,
azaz v = 4. Visszairva: x = 2 -4 -7 = 1, tehat £ = (1; 4).
—
Dt megkapjuk, ha E-bél felmérjik a CE-t:
(1-3;4-5)=(-2;-1),ezért D =(1; )+ (-2, -1} = (-1, 3).

F= (m ﬂ] =(4; -2), AB = (8; 4) ezért a felezOmerdleges egyik nor-
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et

4_-
CA=v3+4* =425 =5 | A
34
CB=+5"+3" =34 = 5,83. - g
A koszinusztéielbl meghatirozzuk 2T : §B
a legnagyobb szdget, ami természe- 14 : ’
tesen a legnagyobb oldallal szemben | I A
van (lasd pl. 2277.-es megoldds): O 1 21/ 4 5 6 17 8 x
AB? + AC* - BC? -1 . : b
cosCAB § = AB +ACT = BCT C
2-AB-AC 27 '
_5+25-34

———=——= —0,1789, ami miatt CAB g = 100,30°. Szinusztétellel megha-
2-4/5.5 ¥ &

sin ABCJ  sinCABY

tarozunk egy kdvetkezd szdget: = , amibdl
AC 3 i 30 be
. -sin CAB -sin100,30°
sin ABC § = 2L SMCABY 5 s = 0,8437, ezért ABC & ~ 57,53
BC V34

Végiil a harmadik szdget a szogosszeghdl szamoljuk ki:
ACBY = 180° - CAB ¥ -~ ABC & =~ 22,17°.

AB-AC -sinCABy  /5-5-sinl00,30°
2 2

{(Jobb szadmologéppel szamolva, a megkapott értékeket a memoriiba mentve pon-

tosan 5,5 jon ki; kérdés, valoban egzaktul ennyi-e a teriilet. Ennek eldéntésére

szolgal a masik megoldas.)

by T =

= 5,5.

Masik megoldds:

Foglaljuk téglalapba haromszdgiinket, és a téglalap teriiletébdl hagyjuk el a ki-
marado (derékszogil!) haromszdgek teriiletét. Mivel minden lényeges pont koor-
dinataja egész, most egyszerl leolvasassal ezt megtehetjiik. A téglalap teriilete
{mindig ,,vizszintes méretszer fiigg6leges méret” sorrendben felsorolva az adato-
kat) 5 - 4 = 20 egység. Ebbdl elhagyandd az AC oldalra illeszkedd (,,bal felsd™)

3
haromszog terlilete: — = 6; az AR oldalra illeszkedd (,,jobb felsé™) harom-
2-1
sz0g teriilete: EN =1; ésa BC oldalra illeszkedd (,,jobb alsd™) haromszog te-

5.3
rillete; — =7,5.
2

Az ABC A teriilete tehat 20-0—1 - 7.5 = 5,5 (valoban pontosan).
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yl
10T
b
8_
6_
4_
-
—16 —\4 7I2/ ] | 1 I : -
a0 1012 14 16\ 18 20 X
4+ o : E
-6+
&+
~10+ B
- AP _3 AQ S
a) Két ilyen pont is van P25 0B 3
(5(-2)+3-6 5-(_1)+3'(ﬁ9))=(1. 4 s
Ekkorp_[ 503 553 ’
(- - (=D +5-(-9
0- 3.(-2)45 6; 3-(-1+5-¢( )):(3;%)_
3+5 345

b) C_ﬁ = (6—1;-9-3) = (5; —12). Ennek +90%0s elforgatottjait kell felmérni B-
b6l és C-bol, hogy megkapjuk a négyzet csicsait. Az elforgatolt vekt})r: (12; 5),
ezt C-bél felmérve: (1; 3) + (12; 5) = (13; 8) = D, illetve B-bdl felmerve:

(6; =N+ (12, 5) = (18; -4) = E.

2436 a) A stlypont mindkét koordinatdja a csicsok megfeleld koordinatainak szamtani

kozepe, igy:

(24641 —1-943) g__z]
5= 37 3 3" 3)

O J— )
b) Mivel A_ﬁ = AC)+ CB>, gy maga ﬁ = (3:4) és CB = (5;-12) a keresett ket
dsszetevo.
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c) Legyen AC felerPO;tja : | ; AB =32 +2% =13 = 3,61 és AC =3AB = /39 ~ 6,24,
-2+1 -1+ : L :
- : (0.5 - 13 -+/341
F—( > 2 ]( 0.5 1. A teriilet tehat T_‘/E—Z‘E*/Ezs,sﬁzn,zé.

Innen felmérve az AF +90°-0s el-
forgatottjanak /3 -szorosat, kapjuk
a haromszog G csucsat. (Hiszen egy
szabdlyos haromszdg magassaga
xE -szorosa az oldal felének.)
Mivel

AF=(-05-(2);1~-(-1)) =

= (1,5; 2), ezért

V3 AP 4 = (=243; 1,5V3).

Ezt felmérve F-bol, kapjuk:

Megfegyzés:
Ha a koriiljardsi irdny pozitiv voltat nem kétjiik meg, természetesen C-nek, illet-
ve S-nek AB-re tiikrozott képei is megoldisok.

a) E hdromszdg harmadik, C csucsat
az el6zd feladatban kerestilk meg,
lasd ott. A Thalész-tétel miatt a ké-
riilirhatd kér kozéppontja a BC atfo-
go felezépontja:

F_[5+2-2«/§_1—1+3«E}_

G = (=05 D+(-23; 1,5V3) = 2 2
= (-0,5-243; 1+1,5V3) = =(3,5-+3; L5v3) = (1,77; 2,60).
= (=3,96; 3,60}, Megjegyzés: :
Természetesen az AB egyenesre va-
2437.| a) Ez tehat a nevezetes 30°-60°-90°-0s ¥ T - 16 tiikrkép is megoldasa a feladat-
hiromszog. AC oldala v3-szorosa . st L nak.

AB-nek, igy C-t megkapjuk, ha A-
bol felmérjiik az AB +90°-0s elfor-
gatottjanak /3 -szorosat.

Mivel AB = (3: 2), ezért

V3 - AB g = (=243; 343),

Ezt felmérve A-bdl, kapjuk:

C=(2 D+ (-2v3; 33) =
=(2-2v3; 4+3V3) =

A kériilirhatd kor sugara (pl.) az FB szakasz, hossza:
R=(15+3)2 +(1-15V3) =

— 2,25+ 3v3 +3+1-3v3 4+ 6,75 = V13 = 3.61.
(Maskepp az atfogé fele a sugdr, de az a haromszog nevezetes volta miatt épp a

rovidebbik befogo, igy R = AB = V13, 1asd elézé feladat megoldasa.) A beir-
haté kor sugarat a haromszég teriiletén keresztiil hatarozzuk meg. Ez egyrészt a
! befogok szorzatanak fele (az el6z6 feladat c) részében meghataroztuk); masrészt
rs, ahol s a fel kertilet. Lévén a haromszog nevezetes, 4tfogdja a révidebb befogd

= (=1,46; 4,20). - o o | kétszerese: BC = 2AB = 2413 = 7,21.
b) A stlypont mindkét koordinataja a csicsok megfeleld koordinatainak szamtani ko- A 6l keriilet: 5 = V13 443413 + 2413 _ B3+ NE) )xfﬁ 853
, 245+2-243 -1+1-1+3/3 243 1 : 2 2
Zepe, igy: S = ; =|3-——:; ~—+\/§ = i , . . T 6,5«/5-2 \@
3 3 3 3 j A beirhato kor sugara igy r=—= = =1,32.
= (1,85; 1,40). | 5 B+V3INWI3 3443

¢) Derékszogii haromszog teriilete a befogdk szorzatinak fele. Lévén a haromszog !
nevezetes, hosszabbik befogdja \3-szorosa a rovidebbiknek:
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2439, A haromszdg § sulypontja a CO stly- ' yA
vonal (-hoz kozelebbi harmadold a4t
pontja. O(0; 0} rogzitett, : '

C az y = 3 egyenes tetszéleges pontja. — )
(b6 a hozzatartozd S-hez ugy jutunk, 24
1 : -
: T : y=

hogy egy O kizépponti, 3 aranyu ha-

j I

sonlosdgot alkalmazunk. Ez az y =3 —
egyenest az y = 1 egyenesbe viszi at. -4 ACZO)

Megfordirva:

Az y = 1 egyenes tetszoleges 5™ pontja egy, a feladatban szereplé ABC A silypont-
ja. Az O kézéppontd, 3 ardnyu hasonlosag S*-ot olyan C* pontba viszi, amelynek
ordinataja 3.

Tehat a keresett ponthalmaz az y = 1 egyenes.

2440.) A haromszog csiicsaiba mutatd helyvek-
torok:

a=e+FG=(1;3)+(-3-2)= (-2 1)
b=e+GF=(1:3)+(3:2) = (45
C:f+ET;): (5’ ])+(l:_4):(6,—3)

Irjuk fel a héromszdg a oldalanak ~ ;- ey
egyenletét egy pontja — B(2;7) —és i 5
normalvektora — AM (8; —4) — segitsé-
gével!

a 8x—dy=-12; 2x—y=-3,
Mivel m, merbleges az x tengelyre,
ezért b oldalegyenes parhuzamos az x
tengellyel, és illeszkedik az A pontra,
egyenlete: &, y = 3.

A haromszog C csucspontja az a és b o
egyvenesek metszéspontjaként adodik: C(0; 3).
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2442.| a) irjuk fel a haromszdg a oldalanak

egyenletét egy pontja - G(2; ~1) —
és egy iranyvektora — FE (9;5)—se-
gitségevel!

Az egyenes iranyvektoros egyenle-
[ VoX — VY = VpXg— V| Vg

a: 5x—9y =19

Irjuk fel a haromszég b oldaldnak
egyenletét egy pontja — F(-4,2) -
&s egy irdnyvektora — G_E> (3; 8) — se-
gitségével!

b: 8x-3y=-38

frjuk fel a haromszég ¢ oldalanak
egyenletét egy pontja — E(5; 7) — és

¥
A110) |

ﬂ 1;4)

egy iranyvektora — FG (6; —3) — segitségével!

¢ x+2y=19

b) A haromszog cstcsaiba mutatd helyvektorok:
a=e+GF =57 +(=6;3) = (~1: 10)
b=etFG=(57 +(6-3)=(11:4)
c=g+EF = (2-1)+(=9;=5) = (-7; —6)

Megjegyzés:

a6 8 100 x
/G(z;_l)

A, B, C pontok koordinatdit az oldalegyenesek metszéspontjaként is meghatdroz-

hatjuk (ez terjedelmesebb).

1. eset:

Az AB felezbébmerdlegese (f) kimetszi
az adott egyenesbdl a keresett harma-
dik csacsot (C-t).

AB felezbpontja F{(-5; 5), az f felezd-
merdleges egyik normalvektora az
FA(2; 1) vektor.

Fentiek alapjan f: 2x+y = -5,
Ennek 2 ordinataju pontja a Cic; 2),
tehat 2¢ + 2 = —5. Ebbll ¢ = -3 5, te-
hat a haromszog harmadik csicsa a
C(-3,5; 2) pont.
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2443.; Az AB szakasz lehet az egyenld szarl haromszog alapja (1. eset) vagy szdra (2. eset).

. ACHE)

. 6t

5._

4.ﬁ

3_.

Clc; 23\\
A 1+
AY
—_—
8 -7 6 -5 4 32 19 =
. 5 '
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2. eset: Poen : - : !
Ezen az eseten beliil két o ' A3 a
lehetdség is van, hiszen a
hiaromszég  alapjanak
egyik végpontja lehet az
A vagy a B pont is. &
Ezekben az esetekben -~ = 7
egy-egy A, illetve B ko-
zéppontd, AB sugary kor c,
€s a megadott egyenes . c
kozds pontja lehet a ha- N SR N N
romszdg harmadik cs-  -11-10 9 -8- =7 =6 -5 4 3 2 1 0 =«
csa (ibra), R T LA -
Az AB szakasz hossza /20 , 1gy a k| kér egyenlete: (x+3)% + (y—6)" =20, a ks
kér egyenlete: (x + 7) + (y-4)% = 20.

Ak és az y = 2 egyenes metszéspontjait az (x + 3)2 + -6)"=20; y=2
egyenletrendszer megoldasai adjak: C 1=5;2), Cy(=1;2).

Ak, ésazy = 2 egyenes metszéspontjait az (x + 7)° + (y-4)% = 20, ¥y=2
egyenletrendszer megoldasai adjak: C3(=3;2), Cu(-11;2).

Négy pontot kaptunk, azonban a C,4 pont nem ad megoldast, hiszen a C1A szakasz-
nak B éppen a felezGpontja, igy az ABC, hiromszdg nem létezik.

A feladatnak Gsszesen négy megolddsa van:

a keresett harmadik csics lehet a (-3.5;2),a(-5;2),a(-1; 2) és a(-3; 2) pont is.
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Az adott a: x—3y = 14 oldalegyenes és a megfelelé magassagok egyenesének
metszeéspontja adja a haromszig két csucspontjat:
armm, ={B a: x—=3y=14
» = 1B Y — B(—4; —6).
M, X-—y=72
amnm, ={C} x—3y=14
m. 3x+5y=14
B csucsponton atmend, m,-re merdleges a haromszig ¢ oldal egyenese, ennek egy
iranyvektora v(3; 5) = ¢ 5x 3y =-2.
C csucsponton atmend, my,-re meréleges a haromszog b oldal egyenese, ennek egy
iranyvektora v¥*(1; 1) = b x+y=06.
bre={A} b:
¢ S5x—-3y=-2

} = (8 -2).

Xty=060
= A(2; 4).

Az adott A(-1; -2) pont nem illeszke-
dik az adott egyenesre, mert A koordi-
natai nem elégitik ki az egyenes egyen-
fetét: 2-(-1)-(-2)+6=0 = je-
16ljiik az adott egyenest g-val!

A haromszdg B csticsponija illeszke-
dik az a egyenesre, a feltétel szerint B
pont abszcisszaja 2 =
2:2-y+46=0 = y=10 =

B(2; 10).

Allitsunk A-bél merlegest a-ra, a ka-
pott egyenes (&) lesz a hdromszog ma-
sik befogdjanak egyenese. Mivel a két :
befogd merdleges egymasra, ezért R A e ‘
n,(2; —1) = v,(2;-1) b egyenes egy irdnyvektora, egy pontja: A(—1; —2)
WX =YY = Vg - VYo = —x—2y = —(-1) -2 (=2),

igy b egyenlete: x + 2y = -3,

a ¢s b egyenes metszéspontja a haromszdg C csucspontja.

a 2x-y=-6

b: x+2y=-5

Az egyenletrendszert megoldva kapjuk: C(-3,4; —0(,8).

: f.___;.4:..3 i
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abszcisszajabdol meghatarozzuk ordina-
tdjar: 2 - 143y = -7, amibdl y = -3,
tehat A = (1; —3). Innen tovabb

Elsé megoldds:

Az alap egyik csucsa B, a masik ennek
tiikorképe az adott szdgfelezore. Allit-
sunk merdlegest B-bol a szdgtelezdre:
3x-2y=3-2-2-1=4 Az egyen-
letrendszert megoldva az M metszés-
pont koordinatait kapjuk:

2x+3y=-7
3x-2y=4 |
Az elsd misfélszeresébdl kivonva a masodikat x kiesik, kapjuk: 6,5y = —14,5, azaz

y= —l. Atalakitva pl. az els6 egyenletet: x = —1,5y — 3,5, befrva v-t; x = —%.

2 29 — - p -
_ﬁ; G/ Ha a BM -t felmérjiik az M-bdl, megkapjuk a C-t.
Q
A R T R P
13 13 13 13

2 29 28 42 30 71
C=|-—i—-—— +|-——=; ——|=|-——; —— |
37 13 13 13 137 13

Ekkor a felirando egyenes egy iranyvektora
30 71 43 32
CA=l1-]-= i —3-|——1||=]-—=; — | egy normalvektora pl. {(32; —43),
() o 04
egyenlete pedig 32x — 43y =32 - 1 - 43 - (=3) = 161.
Mdsik megolddas:

— — . i
Az AB ¢és AC vektorok dsszege épp az adott szogfelez( irdnyaba mutat, mivel a ha-
romszog egyenlo szaru. A szégfelez6 egyenleébdl leolvassuk egyik iranyvektorat:
(3; —2) — ennek valahinyszorosa a két oldalvektor Osszege.

—-
AB = (2-1;1—(=3)) = (1; 4), a még ismeretlen AC = (x; ), igy
(1 4) + (x:y) = (3, -2), ahol ¢ paraméter. A két koordinatira kiilén felirva az
Osszefiiggest: 1 +x =3¢, 4+y=-2r Bkkorx =3r—1ésy = -2/ 4.
Mivel a két oldalvektor egyforma hosszu:

AB=AP +4% =17 = AC = \x? +y2 = JGr =1 1 (2 —47.
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Bkkor 17 = 31~ 1)* + (-2t~ 4" = 97 — 6+ 1 + 4 4 161+ 16 =
= 13¢% + 107+ 17, vagyis 0 = 13¢” + 10¢. Mivel ezittal + # 0 (ekkor AB és AC sz

szege nullvektor volna, de akkor nem alkotnanak hdromszoget), ¢ = —%.
10 43 10 32

Vagyis x =3 —— |—-1=—— ¢ =2 | =d =,

B X ( 13J i3 7 ( 13] 13

.- 43 32 : .
Tehat AC = _ﬁ; BETY ekkor egyenesének egy normalvektora pl. (32; —43),
egyenlete pedig 32x — 43y = 321 -43 - (-3) = 161.
Tiikrozziik az A(2; 5) pontot az y = x y _ .
egyenesre (a pont koordinatai felcseré- D A2 5)
5 y=x

l6dnek): A(S; 2). A haromszog oldal-
egyenesének egyik pontjat a szdgfele- 41
zére tikrozve a masik oldal egyvenesé-
nek egyik pontjat kapjuk. Igy A'illesz- 27 EOsaNE
kedik az a oldal egyenesére, sa Bés A" 2{ e A
pontok altal meghatirozott a oldal- SOy A
egyenes &s az y = x szbgfelezd met- _

széspontja adja a haromszdg C cstcs- zU — :
pontjat. 12 3 4 5 6 7 8 x
Mivel A" ¢és B pontok masodik koordinatija 2, BA' egyenes egyenlete y = 2. Ezért a
haromszbg harmadik estcspontja: C(2; 2).

(o8]

- B(&; 2):

Legyen A = (x;y) és B = (b; 0), mivel : ¥y
az x tengelyen van. A silypont mind-
ket koordinataja a csticsok megfeleld
koordinatainak szamtani kbzepe, igy:
=03 2)m(x+b—l; y+0+.10}
3 3

Az abszcisszakbol x+ b = 10 (%), az
ordinatakbol pedig y = —4.

AZAB = (b=x,0— (-4)) = (h—x: 4)
parhuzamos az x—-2v+6 =0 egye-
nessel, vagyis annak irdnyvektordval,
pl. a (2; 1) vektorral. Parthuzamos vek-
torok megfelel6 koordindtdinak hanya-

- 4
dosa egyenld, igy 3{% = 1 azaz 67

b —x = 8. Hozzdadva ezt u (+) egyenlethez x kiesik, és kapjuk 25 = 18, azaz b = 9.
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Visszairva (+)-ba: x = 1. Tehat A = (1; —4) és B = (9; 0). (A megoldashoz magihoz
nem kell abra, persze befejezésiil rajzolhatunk egyet, hogy szemléletesen is meg-
gy6zédjiink az eredmények hihetdségeérdl.)

Egy tetszdleges () pontbol inditsunk
helyvektorokat az egyes pontokhoz az
abra szerint. Legyen § az ABC harom-
sz0g sulypontja.

A tanult tételek szerint

(ﬁ:aer%-c, :a+2b’
3 3
b+ 2e¢ c+2a
q = 3 25 =
A PQOR haromszog sulypontjat §;-gyel

p+q+r

jeldlve igaz, hogy O_S}l =

Az elobbi dsszefiiggések felhasznalasaval:
a+2b b+2¢c c+2a

pra+r "~ 3 T3 '

_3a+3b+3¢c a+b+c
- 9 3

Igaz tehat, hogy OS = 05|, vagyis § = §,, azaz a két hiromszog silypontja meg-

egyezik. Ezzel a feladat allitasat bizonyitottuk.

—_—
0S, =

| : Y . :
om0

Nasth

I N 6(36; 0)
40 302010 9 cNp B0 30" 40 x
o e N

A haromszdg belsO szigfelezdi a szemkézi oldalt a szogfelezdt kozrefogd oldalak
aranyaban osztja. Szamitsuk ki a haromszdg oldalainak hosszat!

— —_— 5 2
BC(56, —33) = a=|BC|=+36"+(-33) = 65;

— — 3 7
ACQ20; 15) = b=|AC|=+v20"+15" =25

AB(-36; 48) = ¢ = |AB| = /(=36)* + 48 = 60.
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Az A csticsbol indulé szogfelezd a szemkozti @ oldalt A', B csucsbdl induld szog-
felez® a szemkozti b oldalt B', € csucsbdl induld szdgfelezd a szemkozti ¢ oldalt
C' pontban metszi. Igy az osztopontra vonatkozo Osszefligges alapjan:

BA' AB 60 12 (12:36-+5-(—20) 12-0+5-33
A'C AC 25 5 17 17

A'(19,5: 9,7);

AB' _AB_60 12 o, 12-36+13-16  12-0+13-(-15)
B'C BC 65 13 25 ’ 25

B'(25,6; —7,8);

BC' BC 65 13

C'A _AC 25 5

5
c [6, 3].
Az a; x+y=2¢és b x—3y=-10 egyeneseck metszéspontja (az egyenletrend-
szer megoldasa) adja a haromszog C csicspontjat = C(—1; 3).
A haromszig sulypontja a sulyvonalak :
cstestol tavolabbi harmadold pontja,
ezért § a CF szakasz F-hez kozelebbi
harmadolé pontja. gy a harmadold-
pontra vonatkozo Gsszefliggés alapjan
ki tudjuk szamitani az AB oldal
F(fy; f») felezOpontjanak koordinatdit:

= 13-16+5-(—20); 13-(-15)+5-33 N
18 13

L N G

2+ 8 t Ty
3 . | I
2, +3 = F(4,5; 1,5). | A T
- 2 i ' [ _6 A
3 .
Jelsljiik a csucspontok koordinatait A(ay; ay), illetve B(b,; by)-vel!
a, +b
x o 12 =45 L a+b=9
Az F pont az AB szakasz felezopontja, 1gy )
ag—'l'b_z_:15 IL a,+b,=3
2 3

Mivel az A(a,; a,) pont illeszkedik & egyenesre, ezért koordinatai kielégitik a b egye-
nes egyenletét: a, — 3a, = —10 (IfL).

Mivel a B(b;; b,) pont illeszkedik az a egyenesre, ezért koordinatai kielegitik az a
egyenes egyenletét: by + by, = 2 (IV.).

Az (1) és a (I1.) egyenletet 8sszeadva, ebbe (IV.)-et behelyettesitve kapjuk:

ay+a, = 10 (V.)
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(IT1.) és (V.) egyenletekbdl allo egyenletrendszert megoldva: A(5; 5), ezt a megfele-
16 (1), illetve (IL) egyenletbe helyettesitve kapjuk a haromszdg B csticspontjanak

koordinatait: B(4; -2).

DERAN £

Az a: x+y=-2¢és b x-y= 6 egyenesek metszéspontja (az egyenletrendszer
megoldasa) adja a haromszdg C csucspontjit = C(2; -4).

Aza, x+y=-2¢éc: x—3y =2 egyenesek metszéspontja {az egyenletrendszer
megoldasa) adja a haromszdg B csuicspontjat = B(—1; -1).

A b x—y=6¢és c: x—3y=2 egyenesek metszéspontja (az egyenletrendszer
megoldasa) adja a haromszdg A csucspontjat = A(8; 2).

Az a oldalegvenes meredeksége —1, b oldalegyenes meredeksége 1, a két egyenes
meredekségének szorzata -1 = a és b egymasra meréleges egyenesek = ABC
derékszogll haromszdg, C cstcsnal van a derékszoge.

A derékszdgll haromszég teriilete kiszamithatd pl. befogdikbol. Az egyszerliscg
kedvéért jeldljiik a haromszég oldalait: AB = ¢, AC = b, BC = a-val. Igy a ha-

romszog terillete T = N

A feladat feltétele szerint & hiromszdg belsejében keresniink kell olyan P pontot,
amelyet a csticsokkal 9sszekotve harom egyenld (77) teriiletll haromszdget kapunk
a
pT_Lab_3" 3
3 3 2 2 2

b s G
Tehat a keresett P pont az a oldal egyenesetd] 3 b oldal egyenesetd] — tavolsagra

4
3

b , .
van. Az a oldal egyenesétdl 3 tavolsagra haladd egyenes AC oldalt is harmadolja,

422

KOORDINATA-GEOMETRIA

ugyanigy b oldal egyenesétdl % tavolsagra haladd egyenes BC oldalt is harmadol-

ja. Keressiik meg BC, illetve AC oldal C-hez kézelebbi A, illetve B’ harmadolo-
pontjat!

A,(2-2+1~(—1); 2'(_4”1'(')) = A4'(1 -3);
3 3
B{z-z;l-S; 2-(—4;+1'2J = B'(4 -2).

Huizzunk parhuzamost A', illetve B’ pontokon keresztiil b-vel (b1, illetve a-val (a”)!
Ezek metszéspontja (az egyenletrendszer megolddsa) adja a keresett P pontot.

a't x+y=2

= P(3; ).
b x—yv=4
Mesik megoldas:

Ha egy hdromszdg sdlypontjat dssze-
kitjiik a haromszdg csucsaival, akkor
harom egyenld teriiletii haromszdget
kapunk. Ez kovetkezik abbdl, hogy a
sulypont a silyvonal (csacstol tdvolab-
bi) oldalhoz kézelebbi harmadolopont-
ja, s igy a hdromszdg oldalatdl vald ta-
volsdga az oldalhoz tartozéd magassag
harmada.

Az is kénnyen belathato, hogy egyediil a sulypont rendelkezik ezzel a teriilet har-
madolo tulajdonsiggal.

Igy a feladat a csacspont koordinatainak kiszamitdsa utan a silypont koordindtainak
kiszamitasara egyszerisodik.

P illeszkedik az AB-re, ;
() illeszkedik az OB-re. L y
A feladat szdvege szerint OP és PQ :
egyenes az JAB haromszdget harom
egyenld teriiletii részre bontja az ABC
haromszdg teriiletét.

Mivel T(OAP)= %T(OAB) és a hi-

A2

romszogek AP, illetve AB oldalahoz
tartozd magassaga azonos, ezért

1
AP = 3 AB, tehat P az AB oldal A-hoz

kozelebbi harmadolépontja.
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A POB A teriiletét PO-nak feleznie kell. Ez csak akkor teljesiilhet, ha @ az OB sza-
P(0; 4),

— — = 1 -

kasz felezépontja. AB = (6;-3), OP = OA+ EAB =(0; 4), a2 1)
Az dbran lathatd modon @ L y
két kiilonboz6 eset lehet: . Lt
hogy AB atfogd, vagy be-
fogo. Utobbi  esetben
kapjuk C3, C4, CS, Cé
pontokat, mig ha atfogo,
akkor C-et és Co-1. A
koordinatak meghatdro-
zasa: AB =10 egység.
Ekkor 5, C, pontok B-
t0l 10 egységre vannak,
mig Cs, Cg pontok pedig
A-tol 10 egységnyire.
.
BA = (-8; 6), akkor
90 fokos elforgatottjai
{—6; —8), illetve (6; 8).
Ezzel
Cy4-6;-3-8) =
= (-2; -11), illetve
C,(4+6,-3+8)= e ' oo '

= (10; 5). Hasonloan Cj, 1lletve C6 az A bol 1ndu1va (—4 6 3- 8) = (- 10 5)
illetve (~4 + 6; 3 + 8) = (2; 11). Marad a masik eset, ha AB az atfogo, llyenkor az
% AB = {4; =3) vektorok +90%o0s és -90°-0s elforgatottjat kell felmérmi az origdhdl,

tehét C| (=3; —4), illetve C,(3; 4).

Vazlaton tiintessiik fel az adatokat és a kérdezett objektumokat.

a) A B(C oldal egyenese (a haromszdig a oldalegyene-
se) az F(1; 2) ponton athaladd, m,-ra merdleges
egyenes. Az m, egyenes egyenletébdl kiolvashatd
normdlvektora a (3; 7) vektor, ez az a egyenesnek
irdnyvektora,

Az a egyenes egyenlete tehat: 7x— 3y = 1.

A BC oldal felezbmerdlegese (az f, egyenes) par-
huzamos az m, egyenessel, igy egvenlete:
3x+ Ty =17
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b) Megoidando az a és az m, egyene-
sek egyenletéhol alkotott egyenlet-

rendszer:
3x+Ty=1
Tx~3y=1

A megoldas utén kapjuk, hogy a

f———

metszéspont P| — S, 2
29 29

2456.) Mind a négy feladatnak két megoldasa van.

a ¥
) G_T___h_(‘“ﬁ) ;0”7 (8;0)
' X
1)) m
(0; 0) (8:0) x T 4;-6)
b) \
)}
(0: 0 6
| x
|
|
|
m i
A (6;-4)
0 -8
¢)
by
46 g 4:6) 4 ol 4 &
. | : !
| . | i
!
: m ‘ : :
. | i ” !
| o | f
| ! )
4 0 4 x (-4-6) -6 4:-6)
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d}) . y _ by

X
(3;-1)

(-9 -1) E-D-l o ExeD

rd

a) A(l;2), B(3;-2), C(=3;0)
Az A-bol induld salyvonal atmegy a P 4l
BC oldal F felezépontjan, F(O; —1). : ' i
A sulyvonal egyik irdnyvektora:
AF = {(—1; =3), egvenlete
Jx—y=1 azazy=3x-1.

Ez az x tengelyt az [% OJ, az y

tengelyt a (0; — 1) pontban metszi.

by A B-bdl induld magassigvonal me-
—_—
roleges a CA vektorra. Ez tehat a magassdgvonal normalvektora, CA = (4; 2).
A B-bol induld magassagvonal egyenlete 2x +y = 4,
Ez az egyenes az x tengelyt a (2; 0), az y tengelyt a ((; 4) pontban metszi.

Megjegyzés:
my, éppen az AB.

A két adott egyenes persze parhuzamos (masként nem is volna egyértelmilen megha-
tarozott a kérdéses négyzet), egyforma alakra hozva ket ez jol latszik: 3x— 5y =4
és 3x — 5y = 3. Egy rajuk merdleges, tetszleges egyenessel valo metszéspontjaik ta-
volsaga a négyzet oldala. Ha mar lehet6ségiink van, valasszunk kényelmesen szamol-
hato merdlegest: azt, amely az origon halad at: 5x + 3y = 0. A parhuzamosok egyen-
letének jobb oldali konstansat jeldljiik ¢-vel az egyszerre szimolhatosag érdekében:

3x~-5y=¢
5x+3y=0]
Az elséd haromszorosat és a masodik Otszordset Gsszeadva y kiesik, és kapjuk:

34x = 3¢, azaz x = S—C
34
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Atalakitva a masodik egyenletet: y= —gx, beirva: y = —%.

" . 12 20
Az elsd egyenesen tehat | ==; —— | a meltszéspont, a masodikon E —E .
347 34 347 34
15 12)° (25 [ 20\Y
Ezek tavolsdaga a négyzet oldala; — | =] - =
sa anegy (34 34) [ 3 [ 34]]

:(3)2+Miz_\/9+25_\/£_“_‘
34 34) V1156 V1156 V34 J3q

A négyzet teriilete eszerint EVE (Ha paraméteresen végigkavetjik az iménti szami-

tast, kideriil, hogy az Ax + By = C| és az Ax + By = C, parhuzamos egyenesek t4-

C, —C

volsaga |I—2—' )
A* + B

Mdsik megoldds:

3 4
Az adott egyenesek egyenlete y = 3 X — 3 illetve y = %x —1 alakba irhato, tehat
az y tengelyt a s illetve a —1 jelzésti pontjaban metszik. E két pont tavolsaga %

A KLM derékszogl haromszog KM ol-
dala a keresett négyzet oldalaval
egyenld, A KLM A ~ AOL A (L-nél 1é-
v6 szoglik kozos ¢s van derékszégiik),
ezert a megfelelé befogdik ardnya

2

egvenld, mégpedig 3:5, mert % az .

adott egyenesek irdnytangense. :
Jelljiik a KM szakasz hosszat a-val, 7]2 M

ekkor LM = %a.
Felirjuk a KLM A-re a Pitagorasz-tételt:

3 1Y |
@A+ Zal == : 25a2+9a2=1; at=—,
5 3 34

s ez éppen az a oldald négyzet keresell teriilete.
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2459. Ekkor az AB 90%os elforgatottjanak
felét felmérve B-b6l, kapjuk C-t. Mivel

két ilyen elforgatott van (+90°, —90°),
két eredmény adodik.

AB = (7— 1,7 —(=3)) = (6; 10).
%f—@wo“ = (=5; 3), ezért
Co= (7, T+ (=5,3) = (2; 10}

%EB’W = (5, -3), ezért

Cy=(T; 1)+ (5:-3) = (12; 4).
Az atlok metszéspontja egyuttal a fele-
zOpontjuk is, igy

(1+2 -3+10
Fo=|—5;

?

=(1,5; 3,5) ¢s F=(
> 5 J ( 2

(Ugyanigy megoldhato a feladat a D csiicsok és BD felezdpontok meghatarozasaval.)

Masik megoldas:

Az AB szakasz F(4; 2) felezOpontjabol felmérjiik

+90°%-0s és —90°-o0s elforgatottjat:
OF, = OF +(~2.5; 1,5) = (1,5; 3.5);

Huzzunk parhuzamost az adott P(9; 2)
ponton keresztiil AB-vel! Ennek az
egyenesnek egy irdnyvektora példaul
E(—& 0) vagy v(-1; 2)
= e 2x+y=120.

Allitsunk merélegest AB-re az A, illet-
ve a B pontban! E merdlegeseket jeldl-

1412 —3+4
202

J =(6,5; 0,5).

az iIB’:a,s; 2,5) vektor

je f.illetve g; egy normalvektoruk pl. ~ 4.

n{—3; 6) vagy n*(—1; 2)
= f —x+2y=-10

g —x+2y=25 : 1 ;
A megfelel$ egyenesek metszéspontja adja a téglalap hidnyz6 cstcsait:
en f=1{D) = Zig;ﬁ:o} = D(10; 0).
eng={C) = ii;;ﬁg} = (7 6).
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2461 A két adott pont legyen A(—1; 4) és B(2; -2).

A B(2; -2) pont koordindtai elégitik ki az atlo egyenletét, ezért a ‘te’glalap atldja at-
megy a B ponton.
Az AD egyenes egyik normalvektora E (3; =6 ), illetve (1; -2). Az AD egyenes
egyenlete x — 2y = -9,
A D estcspontot az alabbi egyenletrendszer megolddsa adja meg.
AD oldal egyenese: x -2y = -9
DB atlo egyenese:  y = 3x— 8
Ebbél: D(5; 7).

- . 75
A DB szakasz felez6pontja F 5; Sy
Ez egyuttal a masik atlo, AC felezé-
pontja is. Ezt felhasznalva kapjuk meg
a C(¢|; ¢3) csucspontot is.

-1

“ =z = ¢ =8
2 2

W+ 4

62—=§ = ¢, =1,
2 2 -

Tehat C(8; 1).

Megjegyzés:

A feladatot természetesen (Gbbfélekép-
pen is megoldhatjuk. D meghatarozasa c / B
utén, B-b81 mérjiik fel az AD -t. SR A
— — —

OC = OB +AD = (2;-2) +(6; 3) = (8; 1); tehat C(8; 1).

2462.] a) A trapézban az 4tlok (metszéspontjuk: M) két hasonld hiromszoget hoznak 1étre:

ABM A ~ CDM A. A trapéz atli e két haromszog hasonlésaganak ardnyaban
osztjak egymdst, ami pedig a két alap aranydval U REPTE A B T

egyenld. Ezért AB = v8” + 4% = /80 ~ 8, o4,
Dczm:mz&éﬁ, aranyuk:
b n_fm i s

AB g0 V8o V4 2

Tehat az atlok is 1:2 ardnyban osztjak egymést.
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b) Az atlok metszéspontja megkaphato az AC és a BD egyenesek metszéspontjaként
—de joval egyszerlibb az eldzd pont szerint megkeresni az AC (vagy BD) szakasz

1-(f2)+2-1; 1-(~—3)+2-6)_(0; 3
1+2 1+2

,felsd” harmadold pontjat. Ez M = [

¢) A wrapéz atloi egyenldk, hosszusaguk AC = BD = m = m )

A két atlo merdleges egymadsra, mert az M_C) (1;3)az M_D>(—-3; 1)-nek a 90°-o0s el-
BD - AM N BD -MC _

2

forgatottja. Bzért T,ppeyy = Tagpn + Tpep =

BD 90
—ED—(AM +MC)= o AC= S r «/_———
Mdsik megoldds:

¢ m, amibol a két alapot mar ismerjlk (1. a) pont).

Egy trapéz teriilete: T = at
A magassighoz sziikség van a két alap mint parhuzamos egyenesek tavolsigira,
1. 2458.-as megoldas. AB = (8;4), igy ABegyenese: x—2y=1-6-2-1=4;a
vele parhuzamos CD egyenes pedig: x — 2y =1-1-2-6=-11.

l4— (=11

Tavolsaguk igy m = ———— =3/5.
1?4 (22)? «/—
\/_;\/_3\]— 3\/_ 345 = 9V10

=45,

A terillet igy: T =

2463., A rombusz csicsaiba mutatd helyvekiorok (¢s igy
maguk a ¢csucsok is) kdnnyen megadhatdk.

—(3 -2 D=1 1.
KC =— ={=1; 1.
KB a KA +90°-0s elforgatottjanak kétszerese:
— — f—
KB=2-(_1;1)=(22), KD=_KB=(2-2).
— — —
OB =0K+ KB =(2;1)+(-2;,2) = (0; 3),
— —  — ,
OC=0K+KC=2:D+1:-T)=(1;0) és
— 4 —
OD = OK +KD = (2; 1)+ (2;-2) = (4; 1),
Tehat a rombusz hidnyzo cstcsai: B{0; 3), C(1; 0) és D(4; —1).
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— —_— —_— —
OK =0B+BK=0B+AC =

(5 3)+(] 3)—(6 6) :> K(6; 6)
OD OA -+-AD OA +BC =
=22+ (2,2)=(0:4) = D04
— — — — —
OL=0A+AL=0A+CB =
=2:D+2-2)=40) = L40)
Harom kiilénb6z6 megoldds van.

Barmely pontbdl felmérve a mésik két
pontot (barmilyen sorrendben) 6ssze-
két6 vektort, alkalmas pontot kapunk, : _
Nincs azonban 3-2 =6 megoldas, : 12‘/‘ o
mert mindegyik kétféle modon is eldall,
tehat 3 alkalmas pont van.
HaAd=(2;1), B=(4;3)¢s
C=(-39); akkor AB = (6; 4), és
0D =(=3,9-(6:4) = (-9;5),
—

OD; ={=3; 9+ (6;4) = (3; 13).
Tovibba CB = (7,-4), és L

OD; = (-2 1) +(T;=4) = (5;-3). 10 —583—;6'—4—2'0\7% 6
Mindhdrom paralelogramma teriilete = - ;‘2" o :

az ABC A teriilstének kétszerese, amit ' : 4+ Dy
pedig (egész koordindtiju csticsokrol L
léveén sz0) legkényelmesebben taldn a ,befoglald téglalap” modszerével szamitha-
tunk ki (1. 2434.-es megoldas).
Ekkor a téglalap teriilete 7 - 8 = 56, az elhagyandé haromszdgek tertilete pedig rendre
1- 4 .
—8=4, 1—:14, 6——4=12.

2 2 2
Az ABC A teriilete igy 56 —4 — 14 — 12 = 26,

a paralelogramma(k)é pedig 2 - 26 = 52.
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Hasznaljuk az dbra jelbléseit! A paralelogramma A csucsat a megadott egyenesek
metszéspontja adja:

x—2y=9 }

2x+3y=4

megoldasa (5; —2), tehat A(S; —2).

Az A csucsot a paralelogramma K kdzéppontjara tiikrézve kapjuk a C csicsot.

A felezdpont koordinatairdl tanultak alapjan C(1; 4).

A C ponton atmend, g-val parhuzamos ¢ oldalegyenes egyenlete: x — 2y = -7,

A b ¢és a ¢ oldalegyenes metszéspontjaként kapjuk a B csucsot:

2x+3y=4
x=2y=-7]"

13 18
Ennek megoldasa a (—?; %,8—} rendezett szampar, tehat B(—7; 7}

A B csices K-ra vonatkozod tiikérképe a paralelogramma D cstcsa:

13 18 , 55 4
3| -—|; 2-1-— |, tehat D| —; ——|.
D[23 ( 7),2 7) eha [7 _J

.. 13 18 ) 55 4
A paralelogramma csicsai: A(5; —2), B —7; =) C(; 4) és D 7; 7
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szédos oldalanak felezpontja £(2; 4), G(0; 6).

Az A, F, K, G paralelogrammat hataroz meg, melynek
atloi felezik egymast. Ezért, ha FG-nek M felezdpont-
Jara tiikrozziik K-t, megkapjuk A-t. Az eredeti parale-
logramma B, C, illetve D csticspontja hasonloan kap-
hato meg, ha A-t tikrozziik G-re, K-ra, illetve F-re.
FG felezOpontja M(1; 5) egyuttal AK felezdpontja is.

at+k

m= = a = 2m — k, ennck megfelelGen A(2; 8).

+b
AB felezépontja G g = 92— =b=2g a
ennck megfeleléen B(-2; 4).
AC felezépontja K k = 226

= ¢ = 2K —a, ennek megfeleléen C(—2; —4).

o d
AD felezépontja F £ = 3} = d=2f a, ennek megfelelden D (2: 0).

. . — —
Ellendrzésként megvizsgaljuk, hogy pl. AD = BC.
— —
AD = (0; -8), BC =(0;-8)
(Természetesen e feladat masként is megoldhaté, pl a paralelogramma mas megha-
tarozd tulajdonsagainak felhasznalasaval.)

Allitasunkat igazoljuk pl. vektorokkal!
Legyenek a koordinata-rendszeriink
kezdSpontjibol az ABCD négyszog
csucsaiba mutatd helyvektorok rendre
a, b, ¢, d. Ekkor az ABCD négyszig
AB oldaldnak K felezdpontjiba mutatd

helyvektor %, BC oldalénak 1. fe-

, . b+
lez6pontjaba mutaté helyvektor > ¢ ,

CD oldalanak M felez6pontjaba muta-

a+d

+d
t6 helyvektor ¢ , AD oldalanak N felezSpontjaba mutato helyvektor

Irjuk fel a KM szakasz F, illetve az LN szakasz F" felezpontjaba mutatéd helyvek-
torokat!

a+h c+d
Fbe mutatd helyvektor: —2 2 _ath Z c+d .
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b+c a+d
Ty T _a+b+e+d
2 4 '
Belattuk, hogy KM szakasz, illetve az LN szakasz felezpontjdha mutatd helyvek-
torok egyenldk, azaz a két felezOpont egybeesik, tehat a két szakasz felezi egymast.

F'"-be mutato helyvektor:

a) Az O a BD szakasz felezbpontja, il-
letve az AC szakasz A-hoz kbzeleb-
bi harmadolé pontja. gy O rajta van
a BD és az AC egyenesen.

b) Legyen F a CO felez6pontja. DF az
OCD A silyvonala, tehat felezi a
haromszdg teriiletét, masrészt
OFD A = OAB A (O-ra vonatkozo
tilkdrképek), ezért Tocp = 2 Tous.

A3 2)

RIS

B(3-2)

Megjegyzés: C(-6:-4):
A feladat b) része természetesen S 64
megoldhaté mas teriiletszamitasi P

. . 4 —_— , — e , , , , . , . w
modszerekkel is OC = 204 és QD = OB tovabba a két haromszig O-ndl 1évi
szogei csucsszbgek, ezért a haromszdg trigonometriai teritletképletébdl adadik,
hogy Tpep = 2Tpup.

A sulypont koordinatait ugy is lehet
képezni, hogy elébb AC atlé felezd-
pontjat vesszilk, majd a BD atloét, és
ezen szakasz felezdpontja lesz a sily-
pont, hiszen az x koordinatak esetén
igaz, hogy X4+ xg -;xc TXp _ \’;‘\1-._,\\\ F

X4+ Xo + %8 +Xp \\ MI*\\S‘

Dixp; yD),

= 2 2 ; €3 hasonldan

2 '
az y koordinatdkra is. Azaz az atlok fe- \\,/l
lezOpontjait dsszekdtd szakasz felezd- AGias v)
pontja a sulypont. Ha ez az atlok met-
széspontja is egyben, akkor az atlok felezik egymadst, tehat paralelogrammardl van
sz0. Forditva, ha paralelogramma, akkor az atlok felezik egymast, tehat metszés-
pontjuk egyben a stlypont is. Ezzel belattuk az allitasi.
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. 1, -
2471 ABD A ~ AHK A (2-2 oldal aranya 3 cs az A-ndl 1évé szogiik egyenld), az arany

. I ,
3:1. tehitt HK = = BD, és HK || BD. Hasonléan BCD A ~ ICJ A, az arény 3:2, te-

2
hit 1] = —BD és 17| BD. Ezek szerint HK || I7 és 17 = 2HK.

KHM A -~ IJM A (megfelel6 szégeik egyenldk). Az arany 1:2, tehit a keresett sza-
kaszok 1:2 aranyban osztjak egymast.

Masik megoldds:
. HM . o
A kérdésa 5T arany. A harmadolé pontok koordindtait fel tudjuk irni, igy a négy

pont A, I, J, K megadhato a csicsok koordinataival. Ezutan HJ és K7 egyenesek
metszespontja az M pont. Megmutatjuk, hogy a KT szakasz K-hoz kozelebbi harma-
doloponjta, és a HJ szakasz H-hoz kézelebbi harmadolopontja egybeesik, ez tehat
az M pont. Az elsd lépés:

H(ZxA +xp 2y, +y3]

?

3 3
I 2xg +xc . 2y + e
3 ’ 3 ’
7 2x9+xc. 2y + e
3 ’ 3 ’
K] 2xs+xp . 2y, yp
3 ’ 3 )

KT szakasz K-hoz kozelebbi harmadolopontja:
2xA+xD+2xB+xC 22yA+yD+M
3 3 . 3
3 ’ 3

2

_ (4xA +2xp + X0+ 2%, 4y, + 2y, +yC +2yp |
9 3

HJ H-hoz kbzelebbi harmadol6pontja:
22xA + Xy +72xD+xQ 22yA+y1B 2yp +yCJ

3 3 ) 3

_ (4xA +2x5 + X0 +2x, Ay, + 2y, +yC 2y
9 k]
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A két harmadolépont koordinatai azonosak, tehdt ez az M pont, ami eszerint harma-

dolja a két szakaszt: g = L[ KM
o;aaeszaasz.MJ—z— r )

Azaz a HJ szakaszt az IK szakasz 1:2 aranyban osztja.

Tovdabbi megoldds:

Helyezziink A-ba egy 4, B-be egy 2, C-be egy 1, és D-be egy 2 egyscgnyi tomeget.
Kétféleképpen fogjuk kiszamitani a rendszer tdmegkdzéppontjat, amely éppen az M
pont lesz. ElSszor AB és CD tomegkdzéppontjat hatarozzuk meg, majd ezekbdl az
egészét, Masodszor AD és BC tomegkozéppontjaival kezdiink, majd ezekébél ado-
dik az egészé. A két modszernek ugyanoda kell vezetnie, a rendszer tomegkdzép-
pontjahoz. A és B tomegkozéppontja a 2: 1 tdmegarany miatt H lesz, C és D-¢ pedig
J. Mivel H-ban kétszer akkora tomeg van, mint J-ben, hiszen 4 + 2 éppen kétszerese
2 + 1-nek, ezért a rendszer témegkdzéppontja ezen az uton HJ H-hoz kdzelebbi
harmadold pontja. Hasonldan a masik aton A és D tomegkdzéppontja K, B és C-¢
pedig 1. ismét K-ban kétszer akkora tdmeg van, mint I-ben, tehat KI K-hoz koze-
lebbi harmadold pontja lesz a rendszer tOmegkdzéppontja. Mivel a két modszer
ugyanoda vezet, ezért HJ és KI harmadoljak egymast.

A 3y—4x—8 =0 egyenletll egyenes egy pontja
A(=2; 0. Ebbd] merdlegest allitunk az adott egyene-
sekre: 3x+4y =-6. Ez a 4x—3y =5 egyenletil
egyenest a B pontban metszi. B-t, a 3x+4y = -6;
4x — 3y = 5 egyenletrendszerbdl kapjuk meg:

B-z—; —Q.
25 25

A két adott egyenes tavolsdga:

2 2
a-az=[22] +(2] -2
25 25

Egy szabalyos hatszog két szemkdzti oldalanak tdvolsaga az oldalél /3 -szorosa.
{A hatsziget alkoto szabalyos haromszdgek magassaganak kétszerese.)
Egy szabalyos hatszog teriilete 6 db szabalyos haromszdg teriiletével egyenld:

T=6" ?az (L. pl. 1943.-as megoldas).

436

R —————SSSS,

KOORDINATA-GEOMETRIA

A megoldas elejének masik lehetséges modja:

Lasd a 2458.-as feladat megold4sat!

A ket egyenes parhuzamos: 4x— 3y = 5 és 4x - 3y = —8.
5-c8) _13

VA (=32

A szabalyos hatszogek csiicspontjainak koordinatai leolvashatok a két abrarol.
Meghatarozasuknal kihasznaltuk, hogy az a oldali szabalyos haromszogek magas-

a3
saga ——.

Ekkor tavolsaguk o = =2,6.

—

¥y
-3 3V3) | 333

(-6: 0) 9’ x
/f

(=3, =343y | (3 -3/3)

~ (343 3)

X
(-343; —3) 343 - 3)

A POQ, P,y P, hatszdg oldalainak
hossza rendre

22, 2, 242, 442, 242, 2.

A hatszdg keriilete: 4+ 1042,

A hatszog teriiletet megkaphatjuk az
APO0,B téglalap és két egybevagd
egyenlé szaru derékszogi haromszog
tertiletének kiilonbségeként (1. abra).
A téglalap terillete (44/2)-(3v2) = 24,
a ket egyenld szara derékszielt harom-
szg egyiittes teriitlete pedig (xE ¥ =2
A hatszdg terlilete tehat 24 — 2 = 22.

f_;g”

Az x” + y2 +4x+ 10y + a = 0 egyenletet teljes négyzetté kiegészitéssel
2
(x—u)" + (y— v)2 = r? alakra hozzuk , ahol a kor kozéppontja, K(u; v), sugara r.

(r+2)2+(y+5)7 = —a+4+25ahol r* = —q+4+25, ezért 29 —a > 0.
Tehat az adott egyenlet akkor és csak akkor kér egyenlete, ha a < 29.
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A masodfoki kétismeretlenes egyenlet akkor és esak akkor allit elé kort, ha
a) négyzetes tagjaik egylitthatoja egyenld, igy A = 4;

b) az egyenlet nem tartalmaz xy-os tagot, igy B = 0;

c) {x— u)2 +(y— v)2 = r? alakra frva r* > 0 teljesiil, tehat:

dx? o+ dy® =32+ 24y + C = 0
osszuk el 4-gyel

x2+y2—8x+6y+%=0;

(x— 47 +(y+3)* :16+9-%.

Ez a (4; —3) kdzépponti r = /25— % sugaru kor egyenlete, ha 25 —% >0 igy
C < 100.

Ha egy kor kbzéppontja az y tengelyen van, akkor a kézéppontja K(0; v), v € R.
Minthogy r = 15, a kérsk egyenlete x* + (y — )~ = 225.

Minthogy d(AB) = @ = Sxﬁ , tehat AB hossza a kor sugaranak x/E -szorose,
gy az AB 4tméréjli k Thalész-kor - és AB  f felezOmerélegesének metszéspontja
adja a keresett korok kdzéppontjat.

Az AB szakasz felez6pontja F [%, ;J, az erre illeszkedd f egyenes normalvekto-

ra egyenld az AB egyenes iranyvektoraval: ny= (7; - 1).
Ebbdl f egyenlete 7x —y = 15.
52

AB
A k Thalész-kor kdzéppontja F, sugara EEEIE

2 2
: 5 5 25
Igy k ki let -=| t|ly-—=| =—=.
gy k kor egyenlete (x 2} (y 2) 5

Neégyzetre emelés s rendezés utan kapjuk: P4yt 5x—5y=0.
Az f-re és a k-ra felirt egyenletbdl allo egyenletrendszer megoldasa: K(3; 6), illetve
Ky(2; —1). {(Abra)
A feladatnak két megoldasa van: (x—3) + (y — 6)° = 25,
(x—-2)%+ (y+ )% = 25.
Megjegyzés:
A kor kézéppontja és sugara ismeretében felirhato a kor egyenlete. Ha a sugdr adott,
a kozéppontot kell meghataroznunk.
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A feladat tObbféle modon oldhatd meg.

1) Az A kézéppontu, 5 egység sugari kor és az AB felez6merSlegesének metszés-
pontjai megadjak a keresett korok kdzéppontjat. (dbra)

2) Az A és a B kdzéppontt, 5 egység sugard kér metszéspontjaként szamitjuk ki a
kérdk kdzéppontjat,

2479.) a) Az elsé egyenletben nincs x*-es tag, ez nem lehet kir (hanem parabola). A ma-

sodik ¢s harmadik egyenletben nem egyenlé x” s y2 egylitthatdja, ezek sem ko-
18k (hanem ellipszis, illetve hiperbola). Az 6tédik egyenletben vegyes tag (xy)
szerepel, ez sem kir (s6t, az egyenletnek a koordinatasik egyetlen pontja sem fe-
lel meg).

A negyedik egyenletet viszont rendezve: 2x° + 2y2 —8x+4y—-40 =0,
2-vel végigosztva: x~ -+ y2 —dx+2y-20= 0,

dtalakitva: (x—2)* ~d+(y+ HDZ—1-20 = 0,

megielelden rendezve: (x — 2)2 + (v + 1)2 = 25 — ez valaban kér.

b) Az elz8 pontban kapott végsé egyenletbdl leolvassuk, hogy a kér kézéppontja
(2, —1), sugara 5.

2480.] 2a) Az els egyenletben nincs x -es tag, ez nem lehet kor (hanem parabola). A har-

madik és 6tdik egyenletben nem egyenltd x> és ¥ 2 egylitthatdja, ezek sem korok
{hanem hiperbola, illetve ellipszis). A negyedik egyenletben vegyes tag (xy) sze-
repel, ez sem kor (hanem két parhuzamos egyenes).

A masodik egyenletben teljes négyzetté alakitunk:

(=207 4+ (=D —1-4=0,azaz (x - 2>+ (y = )% = 9 — ez kor:
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a hatodik egyenletet 2-vel végigosztva: P y2 - 18x— 16y + 80 =10,
teljes négyzeti¢ alakitva: (x—9)% - 81 + (y - 8)* - 64 + 80 = 0,
megfelelden rendezve: (x — 9)2 + (y - 8)2 = 65 — ez is kir,
b) Az el6zd pontban kapott végsé egyenletekbdl leolvassuk, hogy az elsé kor ko-
zéppontja (2; 1), sugara 3: a masodike (9 8), illetve x/% (= 8,06).

A kor kozéppontja a KM szakasz felezépontja: C(—639; —308,5). A kér sugara a CM

szakasz hossza: r = \/(—78 +639)* + (-588 + 308,5)° = /392 841,25.
Mekkora a CL tavolsag?

CL = \/(—752 +639) + (308 + 308,5)* = /392841,25,
azaz CI = r. Az L pont tehat rajta van a CM atmérdjl kordn.

Masik megoldds:

A kor kizéppontjanak és sugardnak meghatirozasa utin a kor egyenlete:

(x+ 639)2 +(y+ 308,5)2 = 392 841,25, Az L pont koordinatait behelyettesitve:
(~752 + 639)” + (308 + 308,5)% = 392 841,25, ami igaz kijelentés; az L pont tehat
a kér pontja.

A P, O, S pontok nincsenek egy egyenesen; a POS haromszog koriilirt kdrének
egyenletet kell tehat felirni.
A kor kdzéppontjat két oldalfelezd merdleges metszéspontjaként kaphatjuk meg.

33
A PQ oldal felezdpontja (E’ E], PO = (5; 1) normalvektora a PQ oldal felezd-

merdlegesének, ezért a felez6merbleges egyenlete: Sx+y = 9.
—

A QS oldal felezdpontja (4; — 1), Q8 = (0; —6), igy a (0; 1) vektor a OF oldal felezd-
merdlegesének normalvektora; a felezGmerdleges egyenlete: y = —1 (ezt révidebb
uton is megkaphatjuk, ha az adatok alapjan felfedezziik, hogy a haromszég QS ol-
dala parhuzamos az y tengellyel. igy a QS felezémerélegese természetesen parhu-
zamos 4z x tengeltyel). A két felezOmerdleges metszéspontja a C(2; —1) pont. A kor
sugardt megkaphatjuk példaul a CP szakasz hosszaként is: r = NI (-2 = m .
A keresett kor egyenlete: (x — 2)2 + (v + 1)2 = 13.

Az elbz6 feladatban is bemutatott uton eljuthatunk az ABC haromszog koriilirt ko-
rénck egyenletéhez.
AB felezOmerdlegesének egyenlete: x + v = 3, BC felezdmerdlegese: x = 2,

A koriilirt kér kozéppontja a C(2; 1) pont, a kdr sugara » = V20 , egyenlete pedig:
-2+ -1)% = 20.
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Ez a kor az ordinatatengelyt a P(0); p) pontban metszi. Mivel P a kérnek is pontja
ezért igaz a kévetkezd kijelentés: (0 — 2)” + (p-1%=20. |
Bz ekvivalens a p* — 2p — 15 = 0 masodfoky egyenlettel, amelynek gyokei a —3 és

az 5. A kor tehat két pontban metszi az ordinatatengelyt, a Py(0; =3) és a P5(0; 5)
pontban.

A kor kizéppontjat tiikrozziik, a sugar valtozatlan marad.
) x+ 1D+ +H =136 by (x—1)7+ (y -4 = 36

L.y A : : :
: y S E : : : A

1 .1;2 : : o

) (x-D7+(y+H% =36

b

.
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A kézéppontot a két egyenes metszes-
pontjaként kapjuk meg. A két egyenle- : ¥

tet rendszerként megoldva: L +10
x+2y= 12} ol A

x—y=0

a masodikbal: y = x, beirva az elsdbe: | »
¥+ 2x =12, ahonnan: x =4, ezért K
y = 4. A kir kozéppontja tehata K(4: 4) Cr20

pont, s ha a kor atmegy az origon, su- N L
gara e két pont tavolsdga:

az OK szakasz hossza: 4\/5 .
A kir egyenlete igy:

(x— 42+ (y— 42 = 32, vagy felbontva; x” +y” —8x — 8y = 0.

a) A kor az x tengelyt a (—1; 0) pont-
ban érinti, r = 5, K(-1;-5),
egyenlete: (x + D2+ (y+ 5)% = 25.

b) A kor az y tengelyt a (0; —5) pont-
ban érinti, ¥ = 1, K(-1; -3),

egyenlete: (x + ])2+(y+5)2 = 1.

Mivel a keresett kor mindkét koordina-
ta-tengelyt érinti, és P az 1. siknegyed-
ben van, igy a kor kizéppontja is az L.
siknegyedben van, kézéppontja C(r, #).
A kor egyenlete (ha kozéppontja
C(u; v), sugara r).

(x- u)z + (ygv)2 = ¢

Mivel P(6; 1) illeszkedik a korre, igy
koordinatai kielégitik a kor egyenletét:
G-r2+(l-n’=r O 2 4 6 8 10 12 14.16%
Ebbél r* — 14r + 37 = 0 egyenlet megoldasai:

n=T+233=10,5 (R); n=7-23 =35 (.

A feladatnak két megoldasa van:

(x—T=2430 +(y— 7= 243 = (T+243)%;

(x=7+ 243 +(y =T+ 243)* = (T=24/3)".
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A keresett kor sugardt jeloljik rrel. A kor C kdzéppontja mindkét koordinataten-
gelytdl r tavolsagra van, ezért mindkeét koordinatajanak abszolutértéke r.

A fentiek miatt C{r; —r), hiszen a kor biztosan a negyedik siknegyedben van.

A kor egyenlete: (x — N+ + n*=r

A P(9; -2) pont rajta van a koron, tehdt a (9; —2) rendezett szampar megoldasa a
kor egyenletének: (9 — r)2 +{(-2+ r)2 =7

A négyzetre emelések elvégzése és rendezés utan: ¥2-22r+85=0.
Ennek megoldasai az 5 és a 17.

Két megfelels kir van tehit: (x — 5)% + (y + 5)” = 25, illetve
=17+ (y+17)% = 280.

Ha a kor kbzéppontja a C(0; 5) pont, akkor egyenlete: x4+ v— 5)% = r%. Bz érinti
az 5x + 3y = — 19 egyenletii egyenest. Azaz olyan r kell, amelyre a rendszernek
csak 1 megolddsa van. Egyszeriibb azonban, ha meghatirozzuk a C pont tivolsagat
az egyenestdl, mert érintés esetén az lesz a sugar. C-b8l merélegest allitunk az adott
egyenesre: 3x — 5y = =25, Ez az eredeti egyenest az M(-5; 2) pontban metszi.

A keresett kor sugara: r = CM = W = m .
A kor egyenlete tehat: ¥4 (y-57% =34,

Csak egy ilyen négyzetet kell megadnunk, nyilvan ¥y
végtelen sok van, mivel az origd koriil lehet forgatni. B Il A

A kor sugara 17, mivel 177 = 289, kozéppontja az
origd. Emiatt az a legegyszertibb négyzet, amelynek !
oldalai parhuzamosak a tengelyekkel;
AQ7 17y, B(-17,17), C-17;-17), DQT,-17). yd
Lasd az abrat! c D

17 x

a) Legyen a kozéppont K = (—1; y) és
B = {x; 0). Mivel atellenes pontok-
6l van sz0, AB felez6pontja K.
T+x 440
Ekkor (—1; y) = ; .
=L w [ 5 > J
Ebbél (a tulajdonképpen két egyen-
letbdl): x = —9 és y = 2. A kozép-
pontigy K = (=1; 2), asugarpedig  g{ « .o (|
példiul KA =8 +27 =68, -10\8 614 2 |
A kor egyenlete tehat: NG
G+ 1) +(-2)" = 68.
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b) Ezeket megkapjuk, ha K-bol felmérjik a KA 90°-os elforgatottjait.
ﬂwoa = {-2; 8), ezért
OC = (-1:2) +(-2:8) = (-3: 10);
KA o = (2;—8), ezért OD = (~1;2) + (2, -8) = (L; —6).
Tehit C(=3; 10) és D(1; —6).

Az adott kir kézépponti egyenlete K(2; —3), r = 3 ismeretében:
-2+ (y+52%=09 ’
A keresett ponthalmaz egyenlete K(2; —5), r = 34/2 ismeretében:
-2+ (v+5)7% =18,

Megjegyzés:

Ha r < OP < r2 » a kor latdszdge P pontbdl 90°-ndl nagyobb.
Ha OP > r2, akér latészdge P pontbol 90°-nél kisebb.

A Thalész-tétel szerint azok a pontok, = "y
amelyekbdl az AB szakasz derékszig- S "
ben latszik, egy AB dtmérdji kort al-
kotnak (A és B kivételével).

2494.] ElGsz6r meghatarozzuk a kdrdk kozép-

pontjat,

Ezért az AB atmér6ji k kor és az adott
egyenleti e egyenes kizds pontjai le-
hetnek csak a keresett pontok (abra).

A e

Az elsd egvenletet Atalakitva;
-2 +(-1)%=9;
a masodikat pedig:

2

sugaranak négyzete: i ' : >

2 2 = |
P = 5_3 + 84E zﬂzz_s- S
2 2 4 2

. . 3 15 ' :
A k kézéppontja C(z, ], (x—9)2+(y*8)2:65. L6l
A ket kiozéppont tehata K} = (2; 1) és | L
aky =(%8).AK\K,szakaszaramint 4]
atmérore rajzolt Thalész-kor pontjaibol | f7 .
ldtszik derékszogben. Amnak kozép- 4L .

3\ 152 25 pontja a szakasz felezdpontja, (
Akoregyenlete: i x —— | +|y——| =—. 2+9 1+8 A
2 2) 2 | F=[222 270 = 5,5 4,5, NCE —~
A kor és az egyenes metszéspontjainak elsd koordinataja 4, ezért masodik koordi- ! 2 2 A ‘
sugara pedig a szakasz hosszdnak fele, =2-

vagyis pl. az FK, szakasz hossza:

R= \/(9—5,5)2 +(8-4,5)% = /3,52 + 3,57 = 24,5,

A Thalész-kor egyenlete tehit: (x — 5,5)% + (y — 4,5)> = 24.5.

Keressiik ennek az abszcisszatengelyen 16v6 pontjat, vagyis amire y = 0.
Ekkor (x - 5,5)% + (-4,5)% = 24,5, amib8] (x—5,5)% = 4,25 = %, ezért

17 11417 7,56
__—2_~<

x=55+t— .
2 3,44
Mdsik megoldds:
Ha a keresett pont P(p; 0), akkor @; 1 I—?z} végyis I?,? . 1?; =0,
P-2-1)-9-p;8)=0; p-2)9-p)-8=0.

Atrendezve:
1441212104 11+417

2 2

2

Rendezve: y~ - 15y + 50 = 0. Megoldoképlettel kapjuk: y = 5 vagy y = 10.
A keresett pontok tehat P(4; 5) és Q(4; 10), s ezek valoban meg is felelnek a meg-
fogalmazott kivetelmeényeknek.

2 2
2
natdikat a [4 - %J + [y - EJ = —2§ egyenlet megoldasai adjdk.

Egy kor valamely kiilsd P pontbol e szégben 1atszik,
ha a P-bél hdzott érintdszakaszok hajlasszige o Ha
e szbg derékszog, akkor PEOF négyszog négyzet.
Egy kor derékszogben latszik azokbdl és csak azok-
boi a pontokbol, amely pontok az adott kérrel kon-
centrikus kordn vannak és sugaruk az adott kér + su-

garanak w/i—szerese, azaz PO = r«/g .
Ha P-t az O koriil korbeforgatjuk, P kort ir le, mely-
nek minden pontjabol a kor derékszdgben latszik.

Tehat a keresett ponthalmaz @ kézéppontu, 2 sugaru kor.

pP-1lp-26=0; p;, =
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i ik kér kozé jat s at leolvassuk az egyenletbdl:

2495, A kisebbik koi kl()Zﬁ‘Pli’OmJﬁlt es sugarat leolvassuk az cgy 2497, Keressiik a kort (x— ) + (y - v)? = RZ 4
K16 3), Ry =1 . alakban. A hirom feltétel a kivetkezd Y
a) A nagyitas centruma C(7; 4). A nagyobb kor K, kézéppontjara: hidrom egyenlet felirasat teszi lehetévé:

CKy=5CK, =5 (6-T:3-4) = M Q2w +(-1-v? =R

=5-(—1;-1)=(-5; -5), ezért _

OK, = (T 4) +(=5;=5) = (2:-1). I =R

Termeszetesen R, = SR = 5. (1D u—v=2

A nagyitott kor egyenlete tehat: (Mivel a kordn 1évé (2; —1) pont a IV,

-2+ @+ DH2=25 siknegyedben, azaz az ordinatatengely-

_ tol ,jobbra” van, ezért e tengelyt érinté;

y o _ kor egésze, ¢és igy kdzéppontja is erre

van. Ezért a (1I) egyenletben u eldjele is
pozitiv, ezért magaval R-rel egyenld.
Ha ezt az elhelyezkedést nem tudnank, ugy az érintés csak az |u| = R egyenletet je-
lentené.) A (II)-t beirva (IlI)-ba, és dtrendezve: v = R —2; ezt és (ID-t beirva ([)-be:
Q=R+ (-1-(R-2)"=R% azaz: 2-R)>+ (1 - B = R2.

Felbontva: 4 —-’4R +R 41~ 2R+R* = Rz, rendezve: R° — 6R + 5 = 0, megoldva:
R=35vagy l.Igyu=5vagy 1ésv =3 vagy — 1. Két megfeleld kort kaptunk tehar,

egyenletik: (x - 5)% + (y - 3) = 25, illetve (x— 1)+ (y+ )2 = 1.

2498.) Alakitsuk 4t az adott (k) kor egyenletét! ' )
(x—2)2+(y~3)2 = 25, igy ennek ki- :
zéppontja és sugara C(2: 3), illetve
r=23,

) , ) 5 5 E kor legkisebb abszcissziji pontja : _

Az elsé egyenletet atalakitva; x” — 12x + y° — 6y = —44, ) ’ ’ E(=3;3), ez a keresett (k) kér eey E |-

a masodikat: x* — 4x +y? + 2y = 20. Kivonva ebbél az elsdt, a maSOdfOkl}' tag'(.)k olyan pontja is, melyben érinti az adott . =

kiesnek: 8x + 8y = 64. Ebbdl v = 8 —x. Beirva ezt barmelyik (pl. az els6) kor- k kot E :

egyenletbe: (x— 6) + (8 —x-3)* = L azaz (x- 6)* + (5 f;c)z = 1. - Az érintési pont és 2 2 ké;; k-.]?épgoig_a 64

Felbontva: x* — 12x + 36 + 25 — 10x + x° = 1, rendezve: 2x” — 22x + 60 = 0. gy egyenesen vam, 1gy 11“-’0r 1 KO- L

Mecoldva: x, = 6 Xy = 5; visszairva: ¥y = 8—x= 2; Y2 = 3. zeppontjfmak 2. l](OOrdI?lata‘]:l 3. EP a ) 4{ .. : s - .

A k": K6 kl .. ’ont'ai tehét: (6: 2) és (5: 3) k; kor harja. A hir (f) felezémerdlegese atmegy a kor kdzéppontjan. Igy a C, ko-
et kor kozos pont] T T zéppont az [ és az y = 3 egyenes metszéspontija.

a2 St EP felezbpontja F(2,5; 2,5) egy normalvektora (11, —1), egyenlete
2496, I x" +y" =25 _ A

IL x*+y° —14x+17=0 lix—y =25, hay=3, x=1
Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa adja a kértk metszéspontjait. o . 28 - ¢
L -1 14x =42, innen: x = 3. Ezt - be helyettesitve y, = 4, y, = —4. | A keresett kor kdzéppontja C, H; 3] sugara r=C\E = T +3= 51_]_
A metszéspontok: (3; 4) és (3; —4). e ) i ]

: Al 6 e x = 3, a kdzos hur hossza 8, 2
A metszéspontokon dtmend egyenes egyvenlete x a kozos A kbt egyenlete: (x ) 2_18 J o3 = [ % ] |
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Megjegyzés:
Az adott feltételek miatt a keresett kr az adott kort csak kiviiled! érintheti.

A keresett érinté kordk kézéppontja a
K(0; -3) pont, az érintett kir (k) ko-
zéppontja az L(2; 3) pont, sugara pedig /

R = 136. /x’
Mivel KL = 2% + 6% = /40 < R, 1

ezért K az R sugart koron beliil van. “‘.\
Ismert, hogy az érintkezé korsk kozép- \
pontjainak tavolsiga a sugaraik Sssze- N,
ge, vagy kiildnbsége. A sugarak ssze- S
ge csak akkor lehetséges, ha az érint6

kor kdzéppontja az érintett kéron kiviil

van. Most tehat csak KL = |R - rl le-

hetséges.

Har <R, akkor KL = R -7, tehél r= R - KL = 136 — /40,

Ha r > R, akkor KL = F—R,azaz r =KL+ R = 136 + 40,
Két érintd kér van tehat:

ki X7 +(y+3) = (V136 — V40)2, illetve ky:

Megjegyzés:

A feladat megoldhaté a fent vazoltnal kevesebb geometriai megfontolast tartalmazo

utakon is.

— Az egyik lehetséges tton szitkség lehet arra a geometriai ismeretre, hogy az
érintkezd kérok centralisanak egyenesen (a mindkét kor kdzéppontjan dthalado
egyenesen) rajta van az érintési pontjuk. Ebben az esetben az érintési pontokat
egy egyenes (Ui. a centralis egyenese) és a k metszéspontjaként kapjuk meg.

(A KL egyenes egyenlete: 3x- y = 3, az érintési pontok

10++340  15+3-4/340 | 10 -+340  15-3.+/340
El—r— —————] & E ; )
5 5 5 5
— Egy masik lehetséges 1it, ha a keresett €rint6 kér egyenletét x° + (y+3)* = P
alakban irjuk fel és algebrai feltételt adunk az, érintkezésre:
A p (pozitiv) paraméter értékét ugy kell meghatirozni, hogy az
Xt (y+3Y =p
(x-2 +(y=32 =136
egyenletrendszernek egyetlen rendezett szdmpar legyen a megoldasa.
Ebbol a feltételbs] végiil arra a kivvetkeztetésre Jutunk, hogy p lehetséges értékeit

ap®— 352p + 9216 = 0 masodfokn egyenlet gyokei szolgaltatjak.
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X +(y+3)* = (V136 + V40)2,
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Ezt az utat (amely a leginkabb »Koordinata-geometriai”-nak nevezhetd) csak ak-
kor érdemes valasztanunk, ha kellSen jaratosak vagyunk masodfokd egyenlet-
rendszerek megoldasaban és az algebrai kifejezések | kezeléséhen”,

A megadott e egyenes O abszcisszaji
ponija a P{0; 2) pont.

A keresett érinté korok kozéppontja
rajta van az e-t P-ben metszd, e-re me-
rbleges f egyenesen, mert az érintési
pontba vezetd sugdr merdleges az érin-
tre. Masrészt az érinté kérok sugara 5
egyseg, ezért a korok kézéppontja a P-
t0l 5 egységnyire, vagyis a P kdzéppon-
td, 5 egység sugani k kérén van (abra).
Az érint6 korok kozéppontja ezek sze-
rint eleme az f~ k halmaznak.

Az e egyenes (3; 4) normalvektora az f
egyenesnek egy irdnyvektora, igy f
egyenlete: 4x -3y =—-6. A P kozép- .
pont, 5 egység sugart kor egyenlete: x> + (y—-2)* =25,

A metszéspontok koordindtdit a 4x— 3y = -6 A x>+ (y-2)*=25 egyenletrend-
szer megoldashalmaza szolgaltatja: C|(3; 6) és Cy(—3; —2).

Két érinté kor van (az abran &, és k), ezek egyenlete: (x—3)% + (y—6)° = 25, il-
letve (x +3)% + (y + 2)% = 25.

A KOr AB hirja két kirszeletet hoz 16t-
re, ezek teriiletét kell meghatarozni.
Az egyenes ¢és a kor metszéspontjait az
Ix+y=12
=4’ +(y-5"=5
egyenletrendszer megoldasai adjak:
A(2:6), B(3;3).
o —
Mivel KA = (-2; 1) és KB = (—1;-2),
—> — . .
ezért KA - KB = 0, vagyis az o kdzép-
ponti szog pontosan 90°,
A kisebbik korszelet teriilete megkap-

hato tehat egy negyedkor és egy egyen-
16 szdrd deréksz6gl haromszédg
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1 e _3@=2)
> (+5)? = 7 1,43,

A nagyobbik korszelet tertiletét megkapjuk, ha a telfes kir teriiletébdl levonjuk az
5-m-2) 5-Gm+2) 14,28

4

) 1
teriiletének kiilonbségeként is: 7, = 2 (\/5 Y om—

imént kiszamitott teriiletet: , = (+/5)%7 —

A feladat elsé reszének megoldasihoz azt kell megmutatnunk, hogy az egyenes és
a kor egyenietébol alkotott

y=x

(x=2)" +(y~10)*
Az els6 egyenletbd] kifejezett y-t beirva a mdsodikba: (x ~2)% + (x - 10) = 18,
amib6l x% — 12x + 43 = 0 adodik. Ennek a diszkriminansa: 144 — 172 < (), tehat a

masodfoku egyenletnek és igy az egyenletrendszernek sincs megoldasa.
A kornek ¢s az egyenesnek tehat valdban nincs kdzis pontja.

Az adott egyeneshez legkdzelebbi (4) :
és attol legtavolabbi (B) pontot a kor \J’
kozeppontjabol (K-bol) az egyenesre | p
allitott merGleges (m) metszi ki a kor-
bol (1d. a vazlatot),
m: x+y =12, tehat a metszésponto-
kataz x+y=12

(x=2)" +(y-10)* =18
egyenletrendszer megoldasabol kapjuk.
A megoldasok (5;7) és (—1; 13).
Az m egyenes a (6; 6) pontban metszi N A
az y = x egyenletii egyenest, tehat a _?2!..,»-"0 2 4
kornek az y = x egyenletli egyeneshez e :
legkizelebbi pontja A(5; 7), a legtdvolabbi pedig B(-1; 13)

} egyenletrendszernek nincs valés megoldasa.

) (x-2)2:+(y710.)2=18 s

A kor érintéje merbleges az érintési ponthoz tartozo sugarra.
xP+y” =25 P-4;-3).
-~
Az érintd normalvektora OP (—4; ~3).
A kor ¢rintdjének egyenlete: —4x — 3y = 25, azaz 4x + 3y + 25 = 0.

Az x4+ y2 = 100 egyenleti kor 6 ordinataju pontjai F,(8; 6), E,(-8; 6).
Az E,-hez tartozo érinté egyik normélvektora OF 1(8; 6).
Az ¢rinté egyenlete 8x + 6y = 100.

Az Ey-hoz tartozo érintd egyik normalvektora 0?2(—8; 6).
Az ¢erintd egyenlete —-8x + 6y = 100.
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x2—10x+y27 10v + 40 = 0, azaz
(x—5)7-25+(y-5)°~25+40 =0,

tehdt (x - 5%+ (y- 5% = 10. _ o
Leolvassuk a kézéppontjit: K = (5; 5). : :
Meghatarozzuk a 4 abszcisszaju pont- ~47

jait (4-5%+ =57 = 10, vagyis

(ny)2:9, tehat y =53, azaz 8 4+ :

vagy 2. A két érintési pont tehat -6 -4 -2 0
By =(4:8)és E; = (4 2). '

Az ezen pontokbeli érinték normalvektora KEI ={4-58-35) =(-1; 3, illetve

KEg =(4-5,2-5) = (-1;,-3). Az érinték egyenlete tehat:

—x+3y=~4+3-8=20,illetve -x-3y=-4-3.2=_10,

(Vagy, ami ugyanaz, x - 3y = =20, illetve x + 3y = 10.)

Az 1 irdnytangensii egyenesek egyenlete: 1. y = x+b.
Az egyenes érinti a kort, ha egy kozds pontjuk van.
I x*+y%+2x—8=0.
Az L-b8] y-t a TL-be helyettesitve: x> + (x+ b)) +2x-8 =0,
Ebbol: T 20" +2(b+ x+h> -8 =0
Az egyenletrendszernek egy megolddsa van, ha a 111 egyenlet diszkriminansa nulla:
D=d4(b+1)"—8(b>—8) = 0. Innen —b>+2b + 17 = 0.
Ennek gydkei: b, = 1+ 32
by =1-342,
A két érintd egyenlete: y = x + 1+ 342

y=x+1—3\/§. yT

A kort metszd egyeneseket kapunk, ha az 1. és IL-b61 177
allo egyenletrendszernek, illetve a TII. masodfoki
egyenletnek két gyoke (megoldasa) van, azaz D > 0.

Az 7 D-re kapott mdsodfoki fliggvény vézlatos gra-

fikonjat a zérushelyek ismeretében készitettiik el. A
fliggvény maximummal rendelkezik, mert a masod-
foku tag eldjele negativ. Ebbél allapithaté meg, hogy
b mely értéke esetén lesz D > Q. Ez akkor kévetkezik
be, ha y = x + b egyenes egyenletében x

1-3v2 < b <1+342. 1_/3@ 0 | 1+3‘/§\_’
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a) A kor sugara a két pont tdvolsiga, mivel P rajta van a korvonalon. Innen

PC (~4; 4), azaz a tavolsig (~4)* + 4" = V32 =442 , ennyi lesz a kdr sugara.
b) A kor egyenlete: (x + D2+ (y-2)%=32.

c) A P_)C {(—4; 4) az érintd normélvektora, tehat az egyenlet:
—dx 4y =—-4-3+4.(-2)=-20.
Egyszeriibb alakban: x —y = 5.

Huzzunk a kir O(0; 0) kdzéppontjan keresztiil az adott g egyenesre meréleges f
egyenest! Ennek egy iranyvektora: v(4; -3) = f: 3x+4y =0,
Az fegyenes és az adott kor metszéspontja adja a keresett érintési pontokat:
3x+4y=10 y=-0,75x
2 +y2 =36 X' +(—0,75x)" =36 = x=1+438.
Tehat az érintési pontok: E(4,8; —3,6), illetve E'(—4,8; 3,6).
A keresett érintdk parhuzamosak az eredeti g: 4x — 3y = 7 egyenessel.
igy egyenletiik: e: dx -3y =4-48-3-(-3,6) = e 4x—3y =30

e dx-3y=4.(-48)-3-36 = e 4x-3y=-30.

easse,/ M
: y e |
o ; :J/// P
I i ;/ﬁ PR

s
“12-10 48 s —4 -2V
“12-10,4% 6 ~4.-2 )

-
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2509.] Atrendezziik a kiregyenletet:

x? - 10x+y2 ~ 10y + 40 = 0, azaz
(x=5)%—254(y-5)%-25+40 = 0, tehat
x=-5%+(@y-357%=10.

Leolvassuk kdzéppontjat &s sugarat:

K(5;5), R=40. ol N
Akomnek a 3x —y = — 1 egyenessel parhuzamos érin- N

tokkel vald kozds pontjaiba a kézéppontbol az egye- 'AO_ 2 : 4 - ?/ g T
nesre merdleges, V10 hosszi vektorok mutatnak. Az -2l
egyenes egy normalvektora a (3; - 1) vektor, az egyenesre merdleges vektorok mind
ennek szamszorosai. A (3; —1) maga alkalmas az egyik ilyen vektornak, hiszen
hossza éppen V10, A két érintési pont egymas atellenese a korin, tehdt a kozép-
pontbol ezekbe mutat6 vektorok egymas ellentettjei. Igy az érintési pontok
—

E)E): G:5)+(3;~1)=(84) és OE, = (5; 5) +(-3; 1) = (2; 6). A megfelelé
érinték egyenlete pedig: 3x -y = 3-8 -4 = 20 és Ix-y=3-2-6=0,

I S | SR L
4

-2 2220 -1} =1

6.-14 -12.=10, -8

10t

| }12{-'-

&

Az x +y* =8 egyenletll kor kozéppontja az origd, sugara 2+/2. Ennek az
x —y = O egyenessel parhuzamos érintéivel valo kizos pontjaiba a kozéppontbodl az

egyenesre merdleges, 2\/5 hosszi vektorok mutatnak. Az egyenes egy normalvek-
tora az (1; —1) vektor, az egyenesre merSleges vektorok mind ennek szamszorosai.

Az(1;-1) hossza 2, igy a(2; —2) alkalmas az egyik ilyen vektornak, hiszen hosz-
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sza 2+/2. A kétérintési pont egymas atellenese a koron, tehat a kdzéppontbol ezek-
be mutatd vektorok egymas ellentettjei. [gy az érintési pontok:
OF, = (0; 0) + (25 -2) = (2 -2) és OF, = (0, 0) + (=2; 2) = (=2; 2).
A megfelelé érintk egyenlete pedig: x—y =2 -(~2) =4 ésx—y=-2-2 = -4
A C(=12; 0) kdzéppontl, r sugaru kér egyenlete (x + 12)% + y2 = »2, aminek a fen-
1i egyenesek valamelyike akkor érintGje, ha azzal egy kizds pontja van, azaz kette-
jiik egyenletét rendszerként megoldva egy megoldas adodik.
Az elsé érintd esetén a rendszer; x —y = 4 }
(x+12+y* =¢" |

Az elsébdl y = x — 4, ezt beirva a masodikba: (x + 12)* + (x — 4)% = r°,
Felbontva, rendezve: 2x° + 16x + 160 —r” = 0.
Ennek egy gydke van, ha diszkriminansa 0, azaz 162 -4-2-(160 - r?) = 0.
Rendezve: 8 = 1024, amibél (figvelembe véve, hogy a kor sugara nem lehet ne-
gativ) r =82 =11,31.
A masodik érint6 esetén a rendszer: x ~y = -4 }

(x+12)* +y* =4 |’
Az elsOGbdl y = x + 4, ezt beirva a masodikba: (x + 127+ (x+4)” = r,
Felbontva, rendezve: 2x” + 32x + 160 — r* = 0.
Ennek egy gytke van, ha diszkriminansa 0, azaz 322 — 4.2 . (160 - r*) = 0.
Rendezve: 8r° = 256, amibdl (figyelembe véve, hogy a kér sugara nem lehet nega-

tiv) r = 4‘\.6 = 5, 006.

Masik megoldds:

Azx’ + y2 = § egyenletil kor kézéppontja az origo, sugara r = \/g = 2\/5. )
Az y = x egyenes irinyszige 43°, ezért a rd merdleges E,E, egyenes is 45°0s 520-
get alkot az x tengellyel, vagyis az OF,P A egyenloszan és derékszogl, atfogoja
V2E,0 = +J2r = 4. Ezért CP = 8. |

CKP A ~ OE,P A (szdgeik 45°, 45°, 90°) a nagyitasi ardny CP: PO = 8:4 =2,
vagyis a keresett kirdk kozil a kisebbiknek a sugara OK = 2r = 4«/5 -
Hasonloéan: CLO A ~ CKP A, a nagyitasi arany CQ:CP = 16:8 = 2, ezért a na-
gyabbik kér sugara CL = 2CK = 8+/2. (CQ = 16, mert 0Q = OP = 4).
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1ds utan: (x— 2)2 + y2 = 4, tehat a kor
kozéppontja és sugara: K(2; 0), r = 2.
Az e0 y=mx+35 egyenletli egyene-
sek mindegyike az y tengelyt +5-ben
metszi. Az ezen a ponton dthaladd
egyenesek koziil az y tengely érintbje a
kornek (ennek az egyenesnek azonban
ninecs meredeksége, rehdr a feladatnak
nem megolddsa), mivel a masik érintd
is ezen a ponton megy at, a két kiilss
erintd metszéspontja (0; 3).

Egy korhoz egy kiilsd pontbdl hizott érintd szakaszok egyenlok (ez itt 5 egység),
¢s a kiilsé pontot a kér kiszéppontjaval sszekitd egyenes felezi az érint6k haj-
lasszoget, ezért o és &, tovibba ebbél a meredekség kiszdmithatd. *

2
ACK derékszogli haromszéigben tgor = 5 = =~21,8°.

¢ az ABC haromszdg kiilsé szige, tehit & = 90° + 24 = 133,6°
Tehit m = tge = tg 133,6° = —1,05.

Masilk megoldds:
*-t0l: ACO derékszogli haromszogben
2
2.2
2 2-t
tor = — = g0 = g:c: 52:§
5 I -tg"m 2 21
5
; BC 20 AC 2]
Igy ACB derékszogl ha Ogben tgl2a = — = — tgfi=— = —,
gy erckszoglt haromszogben tg2e C - = tgff BC ~ 70

21
ezért a keresett egyenes meredeksége m = tg(180°—f) = —tg f= 30" -1,05.

A kor egyenlete teljes négyzetté alaki-
tas utan (xﬁ3)2+ (y»Z)2 =36 > a
kor kézéppontja K(3; 2), sugara r = 6.
Mivel a korhoz egy kiilsé pontbol hi-
zott érinté szakaszok egyenldk, ezért
az érintési pontokat tsszekotd hir sza-
kaszfelezd merGlegese atmegy az érin-
6k metszéspontjan és a kor kozép-
pontjin. (APCK deltoid, 4tl6i meréle-
gesek egymasra, a szimmetriatengelye
— PK atlo — felezi a masik atlot.)
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Hatdrozzuk meg az érintési pontokon dtmend szeld és a kdr metszéspontjat!

2x—-y=-2 y=2x+2

2 2 = = 2 2 =
(x=3)" +(y—2)" =30 (x—3) +(2x) =36
x =3 x,=-L8
Az érintési pontok: A(-1,8; -1,6); C(3; 8).
Mivel CK parhuzamos az y tengellyel, ezért a C-ben huzhat érinté parhuzamos az
x tengellyel, egyenlete: e: y = 8.
A keresett P kiilsé pontot az érintd és AC szakaszfelezd (f) mer6legesének (amely
itmegy a kbzeépponton) metszéspontja adja.

—

£ egy normalvekiora pl. AC(4.8; 9,6) vagy n(1; 2) = f: x+2y=7.

enf=1{Ph e y=8 } ~ P(=9: 8),
frox+2y=7

A P(3; 1) pont az
x2+y7—2x+2y—14 = 0 egyenletii
kor belsé pontja.

Egy kirben a parhuzamos hirok koziil
az a hur a rovidebb, amelyik a kir ké-
zéppontjatdl tavolabb van.

Ha a két hir parhuzamos, akkor ez
nyilvanvalo. Mas esetben, ha valame-
lyik hirt a kor kézéppontja koriil elfor-
gatjuk, a két hir parhuzamos helyzetbe
hozhato.

A P pontra illeszkedd hirok koziil az a legrovidebb, amelyik merdleges PO-ra.

(P az AB hor felez6pontja).

Ez belathatd az dbra segitségével. Legyen egy P-re illeszkedd tetszdleges hir CD.
Az O kézéppontbol a hurra dllitott merdleges talppontja £ (Ez egyuttal a hur fele-
zopontja). Az OPF derékszogl haromszignek atfogoja az OP, tehat OP > OF. Te-
hat a P-re illeszkedd harok koziil valoban AB a legrividebb,

Az adott kér kézéppont egyenlete: (x— D) + (y+ D = 16;  O(1; -1).

A félhir hosszat az OPB derékszdgi haromszdghdl szamithatjuk ki:

OP =8, r=4, %AB:«M@ = 8.

Innen a hur hossza AB = 4\5 .
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2514,) Az ismert kor egyenletét dtrendezve: (x — 2)° + (v + 1)? = 25, amibél K = (2;-1)

R = 5. Az ismeretlen kort keressiik (x ~ u)2 + (v - v)2 = R? alakban. A harom fel-
tetel a kivetkezd harom egyenlet felirasat teszi lehetéve:

M 2w +(—l—v) =5-R
I |u|=r
(I 6u—7v=-2

(Két kor akkor érinti beliilré] egymdst,
ha kozéppontjaik tivolsiga a sugarak
kiilénbségével egyenld.) Két eset van
aszerint, hogy a kir az ordindtaten-
gelyt pozitiv oldalrdl (az L és IV. sik-
negyed feldl, ,,jobbrol”), vagy negativ
oldalrol (a IL. és III. siknegyed feldl,
,»balrol”) érinti — ekkor a (IT) egyenlet:
u =R, illetve u =-R. Kezelhetjiik
egyben is ¢ két esetet: u = R, és csak
akkor valasztjuk szét Sket, amikor mar feltétleniil sziikséges.

N
-6

Beirva ezt a (Ill)-ba: +6R — 7v = —2, innen: y = E@z—”—
2
Beirva mindkettdt az (I)-be: \/(2 ¥ R)2 + (4 - MJ =5-R.

Elvégezhetjiik a négyzetre emelést, ha kikotjiik, hogy R < 5 (ami a beliilrdl érintés
miatt amugy is kdvetelmeény), ekkor (a masodik tagban a Ichetséges Gsszevondsokat

— 2
mar végrehajiva): (2 F R)* + (:%@EJ = (5~ R)%.

2
Felbontva: 4T 4R + g° + OL 4 108k 36R

_ +
L 49 49 49 .
jel koziil vagy csak a felsdk, vagy csak az alsok érvényesek. Osszevonva és 49-cel
szorozva: 36R” + (490 T83)R — 948 = 0. A 6156 el6jel (,,jobbrol” érintés) esetén a
36R” + 402R — 948 = 0 egyenlet gydkei: 2 és - 13,16, az alsé eldjel (, balrol” érin-
tés) esetén a 36R” + 578R — 948 = 0 egyenlet gydkei: 1,5 és — 17,5 — mindkét eset-
ben a pozitiv gyok lehetséges, a negativ nem. Ekkor az elsd esetben u = R = 2 és

6R+2
V=

=25-—-10R + R?, ahol a két-két el§-

= 2, tehat az alkalmas kor egyenlete: (x — 2)2 +{y— 2)? = 4: a méso-
—-6R+2

dik esetben 4 = —R = —1,5és v =

= —1, tehat a masik alkalmas kor

egyenlete: (x + 1,5)2 + v+ l)2 = 2,25,
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(x=2)% + (v + 1)? = 25, amibdl
K=02;-1), R=5
A PK szakaszra mint atmérére Tha-
1ész-kort rajzolunk, megkeressiik a két
kér metszéspontjait, ezek lesznek az
érintési pontok, és ezeken és P-n at
egyenest fektetiink. A PK felezOpontja
a Thalész-kor kdzéppontja:
2 2 . . ‘
a Thalész-kér sugara » = KF = \/(5,5 =2 (1,5 (-1 =412,5, egvenlete
igy: (= 5,5)7 + (v + 1,57 = 12,5. Felbontva: x> + y* — 11x + 3y = ~20.
Kivonva ezt a masik kor eredeti egyenletébdl a masodfoka tagok kiesnek, és kapjuk:
7x—y = 40. Ebb6l y = 7x — 40, amit beirva az eredeti kor atalakitott egyenietebe:

(=22 + (Tx =40+ 1)? = 25. Osszevonas utan felbontva:

x> dx + 4 +49x% — 546x + 1521 = 25, rendezve: 50x” — 550x + 1500 = 0.

Ennek gydkei: 6 és 5, visszahelyettesitve: y = 7x—40 ; y; =2; y, = 5. A két
érintési pont tehat £y = (6; 2) és £; = (5, -5). P;E>1 =(6-92~-=2=(-34),
igy a PE| érintd egyenlete: 4x+ 3y =4-6+3 -2 = 30;

PE2 = (5 — 9, -5 - (_2)) = (_4a _‘3)3

igy a PE, érinté egyenlete: 3x—4y =3 -5-4-(-5) = 35.

Megjegyzés:
Mint a normalvektorokbdl lathato, a két érinté merdleges egymdsra.

Masik megoldds:

Irjuk fel az dsszes P-n atmend egyenes egyenletét paraméteresen y = a(x - 9) — 2
alakban. A ,flggdleges”, vagyis az y tengellyel parthuzamos egyenest ugyan nem
tudjuk ilyen alakban felirni, de az adatokbol ki- (vagy az abrarol le-)olvashatd — P
abszcisszaja nagyobb, mint K-¢ plusz a sugdr —, hogy jelen esetben nem lehet ilyen
érintérdl szd. Keressiik ezen egyenesek koziil azokat, amelyeknek a kirrel egy ko-
zis pontjuk van, vagyis amelyekre a két egyenletbdl allo rendszernek egy gyodke
van. Beirva az egyenes egyenletébdl mar ugyis kifejezett y-t a kor egyenletcbe:

(x—=2)%+ (a(x—9) =2 + 1)? = 25, bsszevonva: (x — 2)° + (ax—9a— 1)* = 25.
Felbontva: x” —4x+ 4 +a’x” +8la” + 1 — 18a”x — 2ax + 18a = 25, rendezve:
(c12 + l)x2 - (1842 + 2a + 4)x + 81a” + 18a—20 = 0. Ennek egy gybtke van, ha
diszkriminansa nulla: (18« 120+ 4) 2 4-(4:1[2 + 1)} 81a 2+ 18a-20) = 0.
Felbontva: 324a® + 4a” + 16 + 72a° + 144a° + 16a - 324a* — 72a° + 80a” -
~324a” ~72a + 80 = 0. Rendezéskor a negyed- &s harmadfoku tagok kiesnek (eb-
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ben a megoldastipusban mindig), és kapjuk: —96a” — 56a + 96 = 0. Ennek gyokei:

4 3 . o .
_5 és 2 Az ilyen meredekségii, P-n itmend egyeneseknek van tehat egy kizds

pontjulz a korrel, vagyis ezek az érintSk. Visszairva a paraméteres alakba:

4
y= —E(x -9)-2= —§x+ 10, illetve y = %(x -9)-2= %x - 8,75.
Megjegyzés:
E,Z a megoldastipus a i6bbi masodrendii gérbe — ellipszis, hiperbola, parabola - ese-
tén is ugyanigy alkalmazhato a kiilsé pontbdl hizott érinték meghatérozaséra.

L. siknegyed:

x20 y20, x+y=4 (y=-x+4). - by

IL. siknegyed: A x|+ ]y =4

€0, y20; —x+y=4; (y=x+4). ' : ;

IIL. siknegyed: : |

x20; y<0; —x—-y=4; (y=—-x-4). —— o —

IV. siknegyed: _ :*4 1 : *

x20; y<0; x-y=4; (y=x-4). 5 N '

A keresett pontok egy négyzet hatarold vonaldt alkot- B IR -

jak. :

L siknegyed: B ry :

x20; y20, x+y<4, (v<-x+4). C : :

L. siknegyed: R ANEI R R

xS0, y20 —x+y<d; (y<x+4) LT N

I. siknegyed: LA cU

x<0; y20; —x-y<4d; (y>-—x—4). —f4\\_ 0 //:1 x

IV. siknegyed: o T

x>0 y<0; x-y<4, (y>x-4). u ad

x-3NG+5<0 (U

I. x-3<0 e :
y+520 SR T IR P
x<3ésy=-35 . 2 '

I x-320 N B W B
y+35<0 8 6429214 ¢ 8=
x23ésy<-5 Co R SR

ot =-5
ol
8+
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Lasd az abrat! Egy 4 egység sugari kor belseje és hatara az egyik equnlétlenség a) A H, ponthalmaz csak olyaq ponto- - IRy
megoldasa, mig egy forditott parabola feletti rész a masiké, igy a megoldashalmaz a kat tmalmazhat, amelyek két felté- T , f vy
kbzos rész. ' telnek is megfelelnek (az . 68" miat). =, -~ CeT
L S TR Az elsé feltétel szerint csak olyan | - 1 e
Y ' o pontok tartozhatnak hozza a H,- = . A1 . R
I o - hez, amelyeknek elsé koordinatajat -~ - & 21 R
négyzetre emelve legalabb 9-et ka- = @ 70| i R T
punk. Ez mindazokra a P(x; y) pon- . _g ¢ 4 NN g x.
tokra teljesiil, amelyeckre |x| = 3, S 2 A R
azaz x 2 3 vagy x < -3. Ezeket a R N
pontokat az elsé dbra szemiélteti. SRS R
A masodik feltétel szerint csak = 7 oo by
olyan pontok tartozhatnak hozzd a ..l gl
H)-hez, amelyeknek masodik koor- - e
dinatdjat négyzetre emelve legalabb . i AT
1 4-et kapunk. Ez mindazokra a S S SR N
| P(x; y) pontokra teljesiil, amelyekre | ¢ 0

|yJ 22, azaz y 2 2 vagy y < -2,
Ezeket a pontokat a masodik dbra
szemlélteti.

Lisd az dbrat! Egy abszolttérték-fiige-
veny képe feletti, és egy parabola alat-
ti tartomany kozos része (az abran ré-
zsaszinnel jel6lt) a megoldashalmaza a
két egyenlStlenségbdl allo rendszer-
nek. (A hatarolovonalak nem tartoznak
a megoldashoz, a ponthalmaz nyilt.)

A H, halmazhoz a mindkét elébbi
halmazhoz hozzd tartozd pontok,
azaz a két halmaz metszetének ele-
mei alkotjdk (az dbrin mindkét
iranyban vonalkazott sikrészek).

b} A H, ponthalmaz azokat a pontokat
tartalmazza, amelyek két feltétel
koziil legaldbb az egyiknek megfe-
lelnek (a ,,vagy” miatt).

i Az a) részben leirtakhoz hasonlo
! gondolatmenettel kapjuk, hogy a H,
a mellekelt abra szerinti pontok hal-
maza.
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a)y > |x| b)y <-x+3 Ox*+y?<25  dyz= 1 +4

A 2521. feladat a) részének megoldasa mutatja, hogy az x> = 1; y2 > | egyenldt-
lenségrendszernek éppen az adott ponthalmaz felel meg.
Részletetben konnyebb megadni a ponthalmazt.

, 3
Az vz %Ix[ egyenlétlenseg megadja a ponthalmaz ,felsG” részét, az v < 5 \xJ
egyenlétlenség pedig az ,,alsot”.

3 .
A két rész unidjat az v = %M vy < —5 fo feltételrendszerrel adhatjuk meg.

Megjegyzés:
. 3 ,, . 9
A feltételrendszerrel ekvivalens az \y‘ P 5 |x| egyenlbtlenség, de az y* > 7 x*

egyenltlenseg is, ezért ezek is a megadott ponthalmaz egy-egy algebrai leirsat ad-
jak.

Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha ‘ b y
valamelyik tényez6je 0. - S
wy+1)2=0 o T ey R
JC:OVy:OVy=ﬁ1 ; : ; : 31 : :
Mivel (v + 1)> 2 0 Vy e Resetén =  y=g : _
xy = 0, ha x és y azonos elSjelii. g
4 23 1 2 3 4 x
: . . 'y=*]
: ‘ x=0
..... H3__. Sl

N RV
RV Vi AR SRV

-
) s S ' )

p - I VN | 5 AL I
: .

3_2\‘:‘ .

+
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balyos haromszOg szimmetrikus bar-
mely magassagvonalanak egyenesére.
Mivel a keresett haromszog egyik csu-
csa az origd, a szimmetria miatt a ha-
romszog egyik magassidgvonala az x
tengely, az origdn atmend két oldala
egyenesének iranyszdge +30°, illetve

N

-3(°, meredekségiik m, = tg30°= 5

illetve m, = 1g(-30°y= ——, az ol-
3 SLE6 -243)
dalegyenesek egyenlete: Nl
3 illetve V3 x =51 ‘
= —ux, - — ¥,
) Y=

A kor és az oldalegyenesek metszéspontja adja a keresett hiromszig csticspontjait.

_3 _ 4B
Ezekaz ¥~ 3 * , illetve ¥ T T 757
(x-4°+y* =16

(x—4)" +y* =16
megfeleld megoldasa,

egyenletrendszerek

Az egyenletrendszerek elsé egyenleteit négyzetre emelve behelyettesitjiik yzﬁet a

masodik egyenletbe,

igy kapott masodfoki egyenlet mindkét esetben: (x— 4)2 + % X =16.

Ennek megoldasai 0, illetve 6, a megfelel$ egyenletrendszerekbe visszahelyettesit-
ve a haromszog cstcspontjai: A(0; 0); B(6; 2\/5); C(6; ﬁ2x/§).
Mivel a B és C csticspontok abszcisszdja megegyezik, tavolsaguk kézvetleniil leol-
vashato, a haromszog oldalanak hossza: @ = BC = 4+/3.
A hiromszdg kertilete: K = 3a —\/1_2\6 (hossziusdgegység).

a3

4

A haromszdg teriilete; T = =12+3 (teriiletegyseég).

Masik megoldds:

Egy a oldahi szabélyos haromszog magassdga a

2a\/§ a

2
3 , a koriilirt kér sugara ennek 3

a
része: r = —.—— = —— . Feladatunkban a kor sugara 4, ezért 4= —, g= 4\/5 .
32 T £ ]
2 433
A haromszog keriilete: 3g = 12\/5, teriilete; 2 f = ( 4) = ]2\/5.
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2) AB = OB — OA = (-0,8; -4.8) - (- 1,8;0,2) = (1; -5);
AC=0C—0A = (92:-2,8)—(-1,8:0.2) = (11; -3);
BC=0C 0B = (9,2;-2,8)~ (-0,8; —4,8) = (10; 2).
A merSlegesség igazolasidhoz a skalaris szorzas alkalmazasa kinalkozik:
ﬁ - EE = (1;-5)(10; 2) = 10 + (- 10) = 0, tehiat AB és BC merdleges szakaszok.
Az ABC haromszdg tehat a B cstesandl derékszogi.

b) Az A csucsnal fekvd o hegyesszig mindegyik szdgfiiggvénye kiszamithato,

2 2
BC _ WIOT+27 103 o mibél o = 63,430,

A1d 4 1 == —— =
Példaul tgex 1B o (_5}2 %

A masik hegyesszdg 26,57° nagysagu.

¢) A derékszdgil haromszdg kdre irhatd kor kézéppontja az atfogd (most az AC sza-
kasz) felezbpontja: F(3,7; —1,3).

A kor sugara az atfogo hosszanak fele: r = FA = /5,5% +(=1,5)" =+/32,5.

A koriilirt kér egyenlete tehat: (x—3,7)" + (v + 1,3) = 32,5.

a) Vektorokkal dolgozunk. A hdromszdg harmadik ¥ : o
cstcsanak meghatdrozasahoz elegendd az ebbe a2 127 D
csucsba mutatd helyvektor koordinatait megadni. ad
A feladat szdvege szerint a harmadik csics meg-
kaphato gy is, hogy az A csucsot 90°-kal elforgat-
juk a € csics koriil, majd az elforgatassal kapott
pontot C-bdl a harmadira kicsinyitjiik. Mivel a
forgatas kétféle irdnyban is torténhet, ezért a fel-
adatnak két megolddsa van. Mi a +90°-0s forga-
tassal adodo megoldast részletezziik (dbra).

CA =04 -0C = (6:2)— (1;7) = (5; —3),
—
ennck +90°-0s elforgatottja a CD(5; 5) vektor.

m—_ 5 5
CD=—--(558)=|-; =|
3( ) (3 3J

. e, — 1
Ezt C-b6l harmadara kicsinyitve: CB, = 3

_, 5 5y (8 26
A B, pontba mutatd helyvektor: OB, = OC + CB, = (I; 7)+ (— ] = ( J

33)7\3° 3
A helyvektor koordinatidl megegyeznek a végpontjanak koordinataival, ezért a

2
harmadik csics; Bl[g; %3]
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A —90°%-o0s elforgatashoz tartozo lépések:

1 1 5 5
By ==y B=—365 5)*(‘5’ ‘5]’

o 5 5\ (2 16 2 16
OB, = OC+CBy = (L, T +(~>; ~2 |=|~Z; 22|, tehat B, =[ -2, 16).
=00 oo 35 ) ()

Az AB|C haromszog silypontja Sl(%; %—3),

az AB,(C héromszog silypontja S, [g, %)

Megjegyzés:
Vektorok nélkiil is dolgozhatunk. Felirjuk az AC-re merdleges, C-n athaladé egye-

nes egyenletét: x -y = —6. Felitjuk a C kézépponti, %AC sugaru kor egyen-
. 50 . . . e
letétis: (x -1 +(y-7)? = 3 majd megoldjuk a két alakzat egyenletébél al-

263 2 16
| ds | —— = .
3 33

b) DerékszOgli haromszog koriilirt korének kézéppontja az dtfogé felezdpontja, su-
gara pedig az atfog6 hosszanak fele,

kotoit egyenletrendszert.

A megoldasként adodo rendezett szampérok (g

) 2
Az AB,C haromszog kériilirt korének egyenlete; (x — }:?J + (y _— ?J = %,

2 2
az AB,C haromszogé pedig: (x — %J + (y — %J = %

C a kor tetsz0leges (A-t0l és B-t61 ki- @ ¢ = c
16nb62z6) pontja. Az ABCA S suly- Ty
pontja az OC szakasz O-hoz kdzelebbi ;. L

pontd, 3 ardnyu kicsinyitéssel jutha-

tunk. Az O kozéppontd, r = 3 sugari

kor 3 aranyu kicsinyitett képe az O

kozeéppontu, egységsugari kér. E kor-
nek az x tengelyen 1évd pontjain kiviil
minden pontja a keresett ponthalmaz-
hoz tartozik, ui., ha § az O kézéppon-

465



KOORDINATA-GEOMETRIA

t0, egységsugary koron van, akkor az O kozeéppontd, 3 ardnyu nagyitas az eredeti
kor egy pontjaba viszi at.

Tehat a sulypontok halmaza az x+ y2 = | kér, elhagyvaebbdl a (—1;0) ésa (1; 0)
pontot.

a) Az abran g-val jeldlt szakaszra fel-

irva a Pitagorasz-tételt: (2a)” =
10
= 10% +a*, ahonnan a = E = 5,8,

Tehat Ggy célszer( felvenni a harom
telepiilést a koordinata-rendszerben
{gondolva a b) részre is, ahol leg- o
jobb, ha a koér kizéppontja az origo!), hogy A(-5,8; 0), C(5,8; 0), és végiil a B
pont koordinataira az abra alapjan (2,9; 5) adodik. Ezt abrazoljuk.

100
b) A Thalész-kér egyenlete: x* +y° = ——, azaz 3x” + 3y® = 100.

Masik lehetség az elhelyezésre, ha a
deréksziget tesziik az origdba, az ol-
dalakat pedig a tengelyekre, pl. igy:

A(0; 10); B(0; 0); ekkor C{%; OJ.

A kor egyenlete most:
100

2
5 » _ 100
(x——@] +(y-=5)y = 3

BC oldal C-hez kozelebbi H harmadolopontja: R
H(7;9), CD oldal F felezdpontja F(3; 11) Ay
; e G 12)
7+5 3+11 121 7 B
BF felezdpontja: K(—Z_; —2—J = K6, 7). Clparoy T
o+ LA R .
AH szakasz H-hoz kizelebbi negyedeldpontja: .58. ' Ay H(79)
. 3.7+1.3; 3-9+1-1) _ e . 1o s
Tehat K és L egybeesik, vagyis AH felezi BF-et,és BF 41 BE RN
negyedeli AH-t. 2l By f?(7'_=3)
A(31) : L
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BP 2 2-7+3-5 2-3+43-0

— == P ; 5,8, 1,2).
PC 3 ( 5 5 } = 2
D és P pontokon dtmend egyenes

egyenlete: egy irdnyvektora ¥y
v = DP(3,8; - 1,8) és athalad

D(2; 3) ponton, egyenlete:
L8x+38v=18-2+38-3
09x+ 19y =735,

Ez az egyenes az AB egyenesét (az
X tengelyt) ott metszi, ahol

25 :
y=0 = x:?:&?).

Tehdt DP egyenes AB egyenesét az
M(8,3: () pontban metszi.

Mdsik megoldds:
BPM A ~ ADM A, mert két-két szogiik egyenl§ = megfelel§ oldalaik aranya egyen-

. BP _BM 2 0 .. i
1&: = = k= 3= 3,3, igy AM szakasz hossza 8,3.

6 —="—"— —=—
AD  AM 5 S5+k

Tehdt DP egyenes AB egyenesét az M(8,3; 0) pontban metszi.

a) Vektorokkal dolgozunk.
A téglalap hidnyzé csu- D i Al
csanak meghatarozasa-
hoz elegendd az ebbe a
csticsba mutato helyvek- | o
tor koordinatait megad- A(=3.8; 4.5) )
ni. ;

A feladat szivege sze- J

rint a C cstics megkap- B(2.4:2,1)
hatd agy is, hogy az A
csucsot —90°-kal elfor- 1 = 1 t f = 1 >
gatjuk a B cstics koriil, off0-0)
majd az elforgatassal kapott pontot B-bél a felére kicsinyitjiik:

BA = OA — OB = (-3,8:4,5) - (24; 2,1) = (_6,2; 2.4), ennek ~90°-0s elforga-
toftja a Eél) "= (24, 6,2) vektor. Ezt B-bél felére kicsinyitve:

— 1

BC = E-EX': %-(2,4; 6,2) = (1,2; 3,1).

A C pontba mutato helyvektor:

— —s  —
0 OB +BC = (24;2,1) + (1,2, 3,1) = (3,6; 5,2).
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A helyvektor koordinitai megegyeznek a végpontjanak koordinatiival, ezért a
harmadik csucs: C(3,6; 5,2).

A téglalap D csucsdba mutato helyvektor:

— — - -_ —

OD = 0OA +AD = OA + BC = (-3,8;4,5)+ (1,2: 3,1) = (- 2.6, 7.6).

A helyvektor koordinatai megegyeznek a végpontjanak koordinatiival, ezért a ne-
gyedik cstics: [{-2,6; 7,6).

Megjegyzés:
Vektorok nélkiil is dolgozhatunk. Felirjuk az AB-re mer6leges, B-n athalado egye-

1
nes egyenletét: 3,1x — 1,2y = 4,92, Felifjuk a B kozéppont, EAB sugam kor

egyenletét is: (x— 24)*+ (y-2,1)7 = 11,05, majd megoldjuk a két alakzat
egyenletébdl alkotott egyenletrendszert. A megoldasként adodo rendezett szam-
parok: (3,6; 5,2) és (1,2; —1). A téglalap pozitiv koriiljarasu, ezért csak a
(3,6; 5,2) rendezett szampar felel meg. Tehat C(3,6; 5,2). A téglalap kozéppontja
az AC atlo6 felezdpontja: F(—0,1; 4,85). Mivel a BD atlénak ugyancsak F a fele-
zdpontja, ebbdl mar D meghatarozhatd: D(-2,6; 7,6).

b) Az AB szakasz hossza /44,2, a BC oldal hossza ennek a fele, tehat a téglalap
44,2
= 22,1.
2

keriilete 3-+/44,2 = 19,94, teriilete pedig

¢) A koriilirt kor kézéppontja az AC atlo felez8pontja: F(-0,1; 4,85), a kor tmérdje
az ACatl6. AC* = AB* + BC* = 44,2 + % -44,2 = 55,25, tehat a koriilirt kor te-
55,257

riilete = 43,39.

Vegyiink fel gy egy koordinata-rend-
szert, hogy abban az AB szakasz egyik
végpontja az origd, masik végpontja
pedig az abszcisszatengely pontja le- 1+
gyen: A(0;0), B(8; ().

5/ e

A sik egy tetszblegesen kivalasztott

P(x; y) pontja pontosan akkor tartozik ~I7 ‘

hozza a keresett halmazhoz, ha a4 TPOGY) b
AP? + BP? = 40, | o

A tanult tavolsagképlet felhasznalasaval: x” + yZ + (8 —x)> + y 2 = 40.

Rendezés utan: 2x° + 2y — 16x + 24 = 0, illetve (x ~4)% + y? = 4 alakba irhaté.
Ez a keresett ponthalmaz egy egyenlete.

A keresett pontok halmaza tehat a (4; 0) kézéppontu, 2 sugarti kor.

(Az alkalmazott atalakitisok mind megfordithaték voltak, ezért a megadott kir
minden pontja valdban hozza tartozik a keresett halmazhoz.)
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2536., Alkalmazzuk az elézé feladat modszerét! A felvett koordinata-rendszerben a sza-

kasz végpontjai: A(0; 0) és B(6; 0).
A sik egy tetszblegesen kivalasztott P(x; ¥) ponija pontosan akkor tartozik hozza a

keresett halmazhoz, ha PA = 2PB, azaz igaz, hogy Nt y2 = Zm i

Ez t:ahét a keres’ett pontok halmazanak egy egyenlete. A penthalmaz tulajdonsigait
ebbd! az alakbol nem latjuk, ezért az egyenletét ekvivalens dtalakitasokkal mas
alakra hozzuk:

2
Wy = a-6 4y o 3%+ 3y 4B+ 144 = 0 x4yt - 16x+48 = 0,
E_; e’kvivalf':ns az (x - 8)% + y *=16 egyenlettel, tehdt a keresett ponthalmaz a (8; 0)
kozéppontd, 4 sugari kor. (Az alkalmazott atalakitdsok mind megfordithatok vol-

tak, ezért a megadott kor minden pontja valdban hozz4 tartozik a keresett halmaz-
hoz.)

a) Az A(0;2) és a B(0;—4) ponttol P Lo
egyenlo tavolsdgra lévé pontok hal- = i1y §
maza az AB szakasz felezémerdle- ‘ '

A(0:2) 4 2
gese. Ennek egyenlete: y = 1. i ) ‘
: P 20 4
b) A P(x; y) pont pontosan akkor van A A — —>
kétszer akkora tavolsigra A-t6l, 3 42 Cior o - &
mint B-t51, ha O O A « T ,)f '

(=20 =24x 4 (44,
Minthogy az egyenlet mindkét olda-
la pozitiv, ezért az egyenlet ekviva-
lens az

A== 4+ (v + 47
egyenlettel.

GK

Ezt atrendezve

3" + 93 + 36y + 60 = 0 és 3-mal
osztva jutunk az alabbi egyenlethez: . :
x?+y% + 12y +20 = 20. E kér kézépponi egyenlete x° + (y + 6)° = 16.

E kér minden pontja megfelel, mert veégig ekvivalens lépésekkel dolgoztunk.
A keresett ponthalmaz a K(0; —6) kizépponta, 4 egység sugary kor.

Do:-10)

¢) P(x; v} pont feleakkora tavolsagra van A-tol, mint B-tél pontosan akkor, ha
VXD (y =20 = %+ (y+ 4.
A b) pontban leirt uton {ekvivalens atalakitasokkal) a kivetkezd kor egyenleté-
hez jutunk: x% + (y — 4)? = 16.
A keresett ponthalmaz tehat egy O(0; 4) kdzéppontu, 4 egység sugarii kor.
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Megjegyzés: , '
Altaldban is igaz, hogy ha adott A és B pont és A > 0 (4 # 1) valos szam, akkor
azon P pontok halmaza, amelyekre PA = APB egy kor. Ezt a kirt Apolloniosz-

féle kdrnek nevezik.

Vegyiink fel egy derékszdgii koordina- = 4 yf
ta-rendszert, amelyben Cuki a C(0; 0),  { =~
Szotyi pedig az S(60; 0) pontban van,
A gazda az eledelt az E(x; y) pontba

tette, tehat Cukitdl CE = +/x* + y*

tavolsagra, Szotyitol pedig

ES = 4/(x — 60)* + y* tavolsagra.

A szbveg szerint a kutydk egyszerre ér-
keznek az eledelhez, ezért CE = 2 - SE,
vagyis az E(x;y) koordinataira igaz,

hogy yx% +y> = 2-+/(x — 60) + 2.

Ez a kétismeretlenes egyenlet ekvivalens a kivetkezdkkel:
X2 +y2 =4- (ng 120x + 3600 +y2)

3x% + 3y% — 480x + 14400 = 0

x5+ y? — 160x + 4800 = 0

(x - 80)* + y? = 1600,

Az eledel tehat barmelyik olyan E(x; ¥) pontban lehet, amelynek koordinatai igazza
teszik az utolsdnak kapott egyenletet. Ezek a pontok egy olyan kort alkotmak, amely-
nek kézéppontja a P(80; 0} pont, sugara pedig 40 (méter).

Hatirozzuk meg a kir kdzéppontjat:
osszuk el az egyenletet 4-gyel és ala-
kitsunk teljes négyzetté! A kor egyen-
lete: (x +2)* + (y—4)? = 31.

Igy a kor kdzéppontja C(-2; 4). *
Allitsunk (f) merdlegest C-bél az adott
(e) egyenesre. E két egyenes P met-
széspontjanak és C-nek a tavolsdgat
kell meghatarozni.

Mivel f merdleges e-re, meredekségeik
szorzata —1, ¢ meredeksége 1 = f
meredeksége — 1 és filleszkedik C-re
= fi y=-x+2.
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en f={P} e y=x+3

P y=x+2} = P(-0,5; 2,5).

342

C ¢s e tavolsiga, azaz a CP tavolsag: \/(72 +0,5° + (42,57 = —
Madsik megoldds:

*-tol: A pont és egyenes tavolsigképletébe C koordindtait behelyettesitve:
x-y+3| |2-4+43 3 32

T e N RN R T

a) A szabalyos haromsz0g kériilict kdrének sugara a haromszdg magassaginak két
harmada: » = 2 . M =4,
3 2
b) A nagyitott kor kbzéppontja a C\(2; 4) pont, sugara r; = 8, tehdt a kér egyenlete:
=27+ -4 = 64.
¢) Az eredeti kdrbe irt szabalyos hdromszdg teriiletének négyszerese:

4 (@343
4

d=

= 48+/3 = §3,14.

A két alakzat egyenlete:

ki y=+d-3x* és f: y=g(x+2).

A k alakzat egy origd kozépponti fél-
kor, melynek sugara 2.

Az f alakzat egy egyenes, mely az x
tengelyt az A(-2; 0) poniban metszi,

meredeksége m = tgo = ?

Az egyenes pozitiv iranyszige tehat 30°. Egy pontja és iranya ismeretében az egye-
nes megszerkeszthetS. A rajziol leolvashatok a két kiszos pont koordinatdi (az egyik
ertek csak kozelitleg): (—2; 0), (1; 1,7).

Ha kiegészitjiik az abrat, akkor a létrejott COB I = 60°, mert ez az AOC egyenld
szarli haromszog kiilsd szoge, tovabba OC = OB, ezért a COB A egyenl6 oldalu, A

BOC szabalyos haromszg magassaga V3. Ez egyuttal a C ordinataja. Igy a € ma-
sodik koordindtdja is pontosan megéllapithato.

Az egyenletrendszer megoldasai: A(-2; 0), €(l; «E ).
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Ezt megoldva, majd a kapott gyokoket visszahelyetiesitve adodik az egyenletrend-

szer megoldashalmaza:

y [15+3\/E‘ —25-+15] (15-3V15 -25+415

10 10 ’ 0 10
Harom tizedesjegyre kerekitve a kizOs pontok koordinatai tehat:
P(2,602; -2,887), P,(0,338; ~2,113).

N

A K kézépponti kor P pontbeli érintdjének normalvektora KP.
—

Az adott kornél K(—4; -3, P{-1;1), KP = (3;4).

Az érint6 egyenlete 3x + 4y = 1.

P-bil indulva ezen az egyenesen mozog tovabb a pont.

A korpalya kozéppontja C(3; 4), suga-
ra 3, a kor egyenlete:

(x=3)+@y-4)=

A kor az y tengelyt ott meiszi, ahol L B0 8)
x=0. = A metszéspontok: i o /
A(0: 0), B(O; B). BRI
Az A pontbeli érinté egy normélvek- f-rﬂ/‘"f"‘-

— , Do
tora AC(3;4) és athalad az A(Q; 0) P
ponton, igy az érintd egyenlete: L

e: 3x+4y=_0.“ ] , 86 4.2 A T 6 8
A B pontbeli érinté egy normalvek- . | T2
tora BC(3:—4) és athalad a BO;8) Ll e

ponton, igy az érintd egyenlete:
et 3x-dy=3-0-4.8 = 3x—-4y=-32

2548.0 a) A korpalya kizéppontja az origd, sugara pedig 0,5 méter.

A megadott képletbe helyettesitve:
19
:I’BQ=0,52'1,610 _ 1,6 108:9,5811072
m 1,67-107 1,67 s
(azaz a fénysebességnek kb. 32%-a).
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Az OF| P derékszdgl haromszoghol

0 P b
tge = ;Szl, tehidt & = 18,435°, - ryo

15 3 Bl Pus0s .
sing = (,800.

Az OF,P derékszogli hiromszogbdl
%ﬂs_ 1 51
.S B |
Tehit E,(0,300; —0,400) a mdsik ¥ L
pont, ahol a proton elhagyhatta a -
palyat,

© +2e = 90° vagyis
p =90°-2¢ = 53,13
Ezért cos ¢ = 0,600 és

Masik megoldds:
Az OP atmérdjl kor kimetszi a kor-
palyabol mindkét érintési pontot
{Thalész-tétel).
Az OP szakasz felezdpontja
F(0.75;0,25),
OF% = 0,757 + 0,252 = 0,625,
igy a Thalész-kor egyenlete:
(x— 0,757 + (y-0,25)* = 0,625,
ami étaldkitva
x2 4 y -15x-05y =0
A két kér metszéspontjait az egyenletelkbol alkotott egyenletrendszer rnegolda—
saval kaphaljuk meg.
4y =0,25 ?+y?=0,25 Pyt =
i yﬁ o Tty \ o x“+y 0,25
X +y —1L5x-0,5y=0 0,25-1,5x-0,5y=0 y=0,5-3x
x”+(0,5-3x)7% = 0,25 10x° =3x =0 x(10x-3y=0
S = =
y=0,5-3x y=0,5-3x y=0,5-3x

Ebbél a (0; 0,5) és a (0,3; —0,4) rendezett szampar adodik az egyenletrendszer
megoldasakent. A kSrpalyat a proton az E|(0; 0,5) vagy az E,(0,3; —0,4) poniban
hagyhatta el.

Elsé' megoldds:
Az adatok alapjan vildgos, hogy az egyik pont az £,(0; 0,5) lehet. Az E; koordi-
natait az abra alapjan is megallapithatjuk az OFE, atfogdji, ¢ hegyesszigi derék-
szbgll haromszog segitségével: £.(0,5cos ¢; —0,5sin ¢).

2549.) Az a keérdes, hogy a két alakzatnak van-e kézos pontja. Ha van ilyen, akkor az {it-
kozeés lehetséges.

A két alakzat egyenletébdl alkotott egyenletrendszer (az egyenletek Atalakitasa utdn):

Az dbran e-nal jeldlt szogek valoban egyenldk, egyrészt az OF egyeneseére vo- ' x4yt = 1
natkozo szimumetria miatt, masrészt pedig amiatt, mert PE| parhuzamos az absz- ! 6 14
cisszatengellyel, igy az origonal fekvé xOP sz6g és a P-nét tekvs OPE, szdg val- = 2¥ +
toszogek. 12
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Bebhelycttesités utan:

2 a

16y +1 , 1
+yt ==
( 12 J YTy

16y+1
T
Az elsé egyenletben a négyzetre emelést elvégezve és 144-gyel mindkét oldalat
$ZOrozZVva:
256y + 32y + 1+ 144y* = 36 400y* +32y-35=0
16y +1 = x=16y+1
12 12

Mivel az y-ban masodfoku egyenlet diszkrimindnsa (322 + 4 - 400 - 35) pozitiv,
ezért az egyenletnek van megoldasa (két kiilonb6zd), igy az egyenletrendszernek is
van megoldasa, vagyis a két alakzatnak (a kornek és az egyenesnek) is van kdzds
pontja. A foton tehat eltalalhatja részecskét.

(A megoldishoz ugyan nem tartozik hozza, de megadjuk a kozds pontokat is:
P(0,428; 0,258), P,(-0,368;-0,338).)

a) A C-n atmend, A-tdl és B-t6l egyen-

16 tavolsagra két egyenes van:

1. C-re és AB felezOpontjara, F-te
illeszked6 egyenes.

2, C-reilleszked, AB-vel parhuza-
Mos egyenes.

Minthogy az autobusz-jaratnak a két
falu kOzott kell haladnia, ezert csak
az 1. esetnek megfeleld ¢ egyenes a
feladat megoldasa.

Részletezve:

Fr 2| fé=(= 5].
2 2

Az FC irdnyvektord, C-re illeszkedd ¢ egyenes egyenlete

§x+4y = —g+16, illetve 5x+ 8y = 17 (e).

b) Az autodbusz allomast F-ben épitik fel.

c) Ha az e 0t megépitése utan két buszallomas is épithetd, s ezeknek A-hoz, illetve
B-hez is a lehetd legkozelebb kell lenniiik, a két dllomas helyét az A-bal, illetve
B-bél az e-re dllitott merdlegeseknek, a-nak és b-nek, az e-vel valé metszéspont-
ja, A’ és B' adja meg.
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Az A-ra illeszkedd, e-re meréleges

a egyenes egyenlete: —8x + 5y = 11 ‘
e egyenes egyenlete: Sx + 8y = 17

Ezen egyenletrendszer megolddsa adja az egyik buszallomas, A’ koordinatait.
3
X =-——(=-0,034
= 30 ( )

191
y= 20 (= 2,13).
Az egyik buszallomas helye A'(-0,03; 2,15).
A B-re illeszkedd, e-re meréleges
b egyenes egyenlete: —8x + 5y = — 12,
€ egyenes egyenlete: Sx + 8y = 17,
Ezen egyenletrendszer megoldasa adja a busz mésik megalléjanak, B’ koordinatait:

181
=— (=~ 2,03),
x=y )

76
=— (= 0,85).
Y= 49 { )
A masik buszallomas helye B'(2,03; 0.85).

2551 Vegyiink fel egy alkalmas koordinata-rendszert. Illeszkedjen az e egyenesre az
abszcisszatengely és legyen az A pont az ordinatatengelyen: A(0; @), legyen tovabba
B(b; c). Mivel az ¢ egyenes és a két pont adottak voltak, ez az algebra nyelvén azt
jelenti, hogy az a, b és ¢ valds szamok adottak,

Vegyiink fel egy tetszdleges pontot az ¢ egyenesen (az abszcisszatengelyen): P(x: 0).
Erre a pontra nézve:

PA*= x-0)2 4 (0-a) =x"+4d°,

PB® = (x—b)"+(0-¢)* = x> 2bx + b2 + ¢, tehit

PA®+ PB® = 2x” —2bx+a* + b* + ¢

Ha az e egyenes dsszes pontjara képeztiik ezt az Ssszeget, akkor a feladat kérdése
igy is megfogalmazhato:

~Melyik szamot irjuk az x helyébe, hogy 2x% = 2bx +a® + b2 + ¢ a masodfoku po-
linom helyettesitési értéke a legkisebb legyen?”.

Alakitsuk at a masodfoku polinomot a teljes négyzetté kiegészités modszerével:
2t —2bx+al+ b+t =207 b)) + @l b 4 ol =

2 2
= Z[x—gj —%*-!-a2 + 5% +¢?, tehat

2 2
2x* = 2bx +a” + b2 + P :2[x—§] +a2+%+cz.
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2
Mivel (x - gj z 0, ezért a legkisebb

2
b
értéket akkor kapjuk, ha (x - ZJ =0,

b .
vagyis ha az x helyébe a 2 szdmot irjuk.

A PA%+ PB* Osszeg tehat az abszcisz-

szatengely P[g; O] pontjara minimalis.

Megjegyzés:

A minimum-tulajdonsaggal rendelkezd P[g; OJ pont az AB szakasz F felezdpont-

janak a merdleges vetiilete az ¢ egyenesen.

a) Lasd az abrat!

]

b) ¢) Az also befogd egyenese a egység ,,vizszintes’ 0 1)

haladas alatt & egységet siillyed ,fiiggdlegesen”,
tehat meredeksége ——, az ordinatatengelyen Ié-
a

vO metszete a létrehozas miatt b, tehat egyenlete:

(0; 6

AN
! E x

b
y=——x+h
a

Erre meréleges, mésik befogdnak alkalmas egye-
nes (mivel meréleges egyenesek meredekségének

Ya-, 0 (.0

szorzata —1)az v = %x +b. Ennek azx + y = 1 egyenletii atfogoval valé met-

széspontjat megkapjuk a két egyenlet rendszerként vald megoldasaval.
A befogo egyenletében mar kifejezett y-t beirjuk az atfogd egyenletébe:

x+—g~x+b =1, amibdl [l-ﬁ-g}c =1-4, azutin: x =

b-b" a+b-(b-b")

1-b  bh-p

Coath

a+b?

Visszairva: y=1-x=1- =
a+b a+b

b—b® a+h’
at+b’ a+bh

A metszéspont tehat P

a+b

J. A befogok akkor egyenldk, ha a vég-

pontok koordinatai kiilonbségének négyzetosszegei egyenidk, azaz:

b-p2Y f(a+p® Y
@F b = 27 ).
a+b at+h
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A jobb oldal 4talakitva:

2 2 ’
b—h° N a+ b’ —ab—b> _ b—b? 2+ a —ab 2_
a+h a+b “la+b a+b )

_ {b(l—b) P laa—m)Y
S\ a+b J +( a+b J
Négyzetre emelve, a nevezdvel atszorozva:
@ +b%a+b)” = b7(1-b)2+a’(1-b)>
A jobb oldalon (1 - b) *_et kiemelve, az egyenlet — a nyilvén nem nulla —a” + b
tel eloszthato, és igy: (a + b)* = (1 — b)°.
Felbontva: ¢ + 2ab+ b> = 1 =2b + b?, arendezve: 2ab+ 2b = 1 — a’, vagyis
b 1-4a* _(+a(-a)
2a+2 2a+1)
Mivel a megadott hatirok miatt a # ~ 1, egyszertisithetiink, és igy kapjuk:

b= %ﬂi. (Avagy: a+2b=1)

d) Mivel mindkét befogo hossza +a” + b7, a teriilet:

2

2 (1=a 1-2a+a’

a + : 2. :
a2+b2_ ( 2 _a * 4 ﬁ5a2—2a+1_

2 2 2 8
= 0,6254% — 0,25a + 0,125.

T =

¢) Az iménti eredmenyt atalakitva kapjuk: T = 0,625(a 2 0,4a +0,2) =

= 0,625(((.! — 0,2):2 - 0,04 +0,2) = 0,625(a - 0,2)2 + 0,1, aminek van minimuma,
mégpedig akkor, ha @ = 0,2. Ekkor b = l%a = 0,4, a teriilet pedig 0,1 (vagyis
az eredeti haromszdg teriiletének 6tode).

Mdsik megoldds:

2
—2a+1 e e e e
T = Sa —2a+l minimalis, ha 5% — 2a minimalis.

54° - 2q = a(Sa —2), ez minimalis az a = 0,2 esetén (az a > a(5a - 2) flge-
vény két zérushelyének a szamtani kozepével). Ekkor b = %a = 0.4, a teriilet

pedig 0,1 (vagyis az eredeti haromszog teriiletének Stode).
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A palya az y tengelyt az x = 0 helyen, azaz az y = —4 pontban metszi. Az x tengelyt
pedig ott, ahol y = 0, tehat a x4+ 8x-4=0 egyenlet gySkeiben.

—2-vel vald osztas utdn: 2 - 4x+2 = 0, ahonnan x, =2+ \/5 = 3,41 és

X, =2~ N2 = 0,59 helyeken.

Az dbra szerinti jel6lést hasznaljuk (el-
ienorizhets, hogy a megadott g egye-
nesnck és a parabolanak nincs kozos
pontja és g nem parhuzamos a parabo-
la tengelyével).

A g egyeneshez a parabolanak az az E
pontja van legk&zelebb, amelyben a g-
vel parhuzamos e egyenes érinti.

Az y = 4x + ¢ egyenletii egyenes pon-
tosan akkor érinti a paraboldt, amikor ¢
értékét gy valasztjuk meg, hogy az
egyenes ¢és a parabola egyenletébdl alkotott

=dx+c
Y 2x2 } egyenletrendszermnek egyetlen valds szampar megoldasa van.
y =
y=dxtel 22 =dx+ec - 2% —dx—c=0
y=2x y=2x" y=2x" .

Az utolsénak kapott egyenletrendszer ekvivalens az eredetivel, és pontosan akkor

van egy megoldasa, ha a 2x* — 4x - ¢ = 0 masodfoka egyenletnek egy valos meg-
oldasa van, vagyis az egyenlet diszkriminansa nulla: 16 + 8¢ = 0, azaz ¢ = -2.
=4x-2

Az e egyenes egyenlete tehat y = 4x — 2, és ez a parabolat az Y 02 } egyen-
y=ax

letrendszer egyetlen megoldasanak megfelelé E(1; 2) pontban érinti.

E(1;2) és a g egyenes tavolsdga kiszamithato pl. az E-n athaladd merdleges segit-

ségével is.

A merSleges egyenlete y = —lx + 2, ennek metszéspontja az y = 4x — 10 egye-
¥ p) 2 gy

nessela G jjrg; 26 pont.
1717
A keresett legkisebb tavolsag tehat
G \/[17—49]2 +(34—26T _322+8 Y1088 _ 817

17 17 17* V17 17

= 1,94.
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5. STATISZTIKA, VALOSZINUSEG

5.1. Statisztika

2555, ) [Gegy ()| 1 2 3 1 5
dbiny | 4 3 6 5 )

b) Az atlag:
- Xt X+t s 1-4+2.3+3-6+4-5+5-2 :5_8=2 o
My + Ry R 4+3+6+5+2 20 77

—\2 —\7 —
Lz . X —=x)ym+ix, - x +...+{x —X) R
a szoras pedig o= G =X m +(x, —X)°m, (xs —%x)"ns _
Ay Ry R

=\;(1—2,9)2 4+(2-2,9" 3+(3-2,97 -6+(4-2,97 5+(5-2,9"-2 _
443+6+5+2 B

31
= —20—8 =+/1,59 = 1,26.

2556, Azahgi:{ﬁm+xw2+m+Xﬂ5:16+157+u}8+}9+110:7ﬁ'
r ottt 30

A pontszamok minimuma 6, maximuma 10, tehat a terjedelem 4,

(x =X + (0, =5 ny +.. 4 (x5 — %) n

= (1,8406.

A szoras: o=
mt+nt...+tns

Az atlagos abszolut eltérés:

‘x[ —Jf’nl +|JC2 —f’nz +|x3 —J_cln3 +’x4 —f‘m +!x5 —f‘ns

S (x) = = 0,7067.

Bt Hy + R+ g+

2557, a)[yor | 21] 22 23 24| 251 26] 271 28| 26 30] 31 32

ab | 1ol 2l 1] 3{4]2{4[3  1]2][3
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2559 a) étel hamburger | palacsinta | réntott hus pizza " _hot dog '

valasz (db) 8 4 ] 6 3 4

D . i D b) 8§ - 5 - e
21 22 23 24 25 20 v :‘ e L I
_ C e [n D D ‘G 4 e : — e I
27 28 29 30 31 32 s
4 -
3 .
= X R Xy R Xy, :mzz'? 35 2
b) Az atlag x = [, 26 J -
)2 - 7)> o — X0 s 149994 0 -
4 szOMAS o = () =2+ (x = X)"ny +. + (x5 —X) 0y, - \/71’ = hamburger palacsinta réntott his ~ pizza hot dog
IR o A U S 26
[5769 2,92; a sokasagnak két modusza van: 26 és 28 (ezek fordulnak eld ‘ 2560. A grafikon havi adatokat kozél, A viszonyitasi alap ekkor az Ossznépesség .1 ho-
=] = L, N s N . . ] o H i ) o
676 . . _ . napra juto része”, azaz kb. M = 833 ezer 16. (Pontosabban székéévben a 31
a leggyakrabban, egyarant 4-szer); a median pedig 27,5. (Ha felsoroljuk nagysag o)
szerint rendezve mind a 26 adatot, a paros szamossag miatt ,,kozépsd” nincs, a napos 847 ezer, a 30 napos 820 ezer, a 29 napos 792 ezer (792,3). Nem sz6kdévben
13. adat 27, a 14. pedig 28, ezek atlaga most a median.) a 31 napos 850 ezer (849,3), a 30 napos 822 ezer, a 28 napos 767 ezer f4).
: a) 2000 februdrjaban kb. 792 - 0,004 =~ 3,2 ezerrel cskkent az Ossznépesség,
2558, a),c) virdg rozsa | tulipan | szegfii | ibolya | ndrcisz b) Egyikben sem.
vélasz (db) 7 4 5 2 2

¢) Mindegyikben.

narcisz - - -- ‘ d) Gyors becsléshez nem megfelelé mind a 19 havi adat kiszdmitasa és ezek Ossze-
; adasa. Ehhez célszerii inkabb egy atlagos havi cstkkenési iitemet valasztani
—esetiinkben ez kb. 3,5 ezrelék - és ezzel szamolni.

A becsiilt érték igy: 833 - 0,0035 - 19 = 554 ezer. Kdriilbeliil ennyi fével csok-
kent az orszag népessége a vizsgalt iddszakban.

Megjegyzés:

Ovatosabb kézelitést adhatunk alsé és fels6 becslések segitségével. A havi csik-
kenési iitem atlaga 3 ezreléknéi nagyobb volt, hiszen a 19 honap koziil ,,rinézés-
re” is minddssze 5-6-ban volt kisebb (de nem jelentésen kisebb) a csékkends iite-
me. A 4 ezrelék hasonld okoskodassal feliilrGl becsli az dtlagos havi csokkenés
itemét, gy azt mondhatjuk, hogy a vizsgalt 19 honap alait a népesség csdkkené-

o tlipan se 833-0,003-19 = 47,5 ezer és 833 - 0,004 - 19 = 63,3 ezer {6 kordit volr. A

b) Az egyes valaszok gyakorisaga épp a fenti tabldzat alsé soraban lathatd. grafikon szerint inkdbb a 47,5 ezerhez lehetett kozelebb a valddi érték (ami

A relativ gyakorisagot ezekbdl a szamokbol kapjuk, az Osszes valasz szamdval : egyébként 54,5 ezer volt).

7+4+5+2+2 = 20) vald osztas utan. €) A maximum értéke kb. —2.2, ezrelék, ami a 2001. VIT. héna hoz tartozik.

( 4 5 2 2 b 20

. 7 -1 = _ Ez azt jelenti, hogy a vizsgalt hénapok kozitt a né esség csikkenése 2001 jiliu-

Lo o —=0,2; —=0,25 —=01; =0,1. J » NogY 4 p Pesseg J
Tey ezek rendre: 20 0,35 20 0.2, 20 20 20 saban volt a legkisebb aranyu. (adatforras: www.ksh.hu)
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1090 . : ; d) Finnorszagban 1985 és 1990 kozitt; 11 ezer USD-rél 27 ezerre kb. 2
: 5 ] . - —— = 1040, kérdezett férfiak sza- g ; , azaz kb. 2.45-
2561.| a) A megkérdezett ndk szama kb. 2000 2090 ameg szorésére ndit a mutato értéke.
ma pedig kb. 960 5 volt.
b) 1040 - 0,111 = 115. A megkérdezett n6k koziil koriilbeliil ennyien szoktak le a _ (2564.| a) Magyarorszagon a vizsgalt 28 éves idétartam alatt a sziiletéskor varhato élettar-
dohényz,é Srol. : tam gyakorlatilag vaitozatlan maradt: 1993-t6] kismértékii (de elég nagy ,,sebes-
¢) A megkérdezett 2000 felnStt kdzdtt kb. 1040 - 0,236 + 960 - 0,4 ~ 630 rendsze- segl”) ndvekedés figyclhetd meg, ez azonban 1998-ban megtorpan.

A masik négy orszagban a sziiletéskor varhatd élettartam a vizsgalt 28 év alatt

; ' int. tati It, akkor a 8,1 millio feln6tt ko-
resen dohanyzd volt. Ha a minta reprezentativ vo 48 évet nvekedots 1 logtGbber Portugdlidban, anol 1976 is i » e

zott ugyanolyan aranyban voltak a rendszeresen dohényzok, mint a 2000 meg- ' szaginal is alacsonyabb értékek voltak.
630 , rre s , Finnorszagban 70,4-r61 76,8 évre nivekedett a sziiletéskor varhat6 élettartam.
kerdezett kozott. 8,1- 2000 = 2,55, tehat kb. 2.55 milli rendszeres dohdnyos 1982-ig szinte egyenletes, atlagosan évi 0,37 éves névekedés volt, ez 1982—90
volt 1995-ben Magyarorszigon (a feln6tt lakossag 31,5%-a). kozott évi 0,1-re cstkkent, majd 1990—96 kazott évi 0,33 évre nétt, Magyaror-
, szagon mindvégig 70 év koriil maradt a szitletéskor varhato €lettartam, 1995-re
a) Sziiletési ardnyszamok ezrelékben: azonban mar 7 évvel maradt el ez az ériék a finnorszagitol, holott 1970-ben még
csak 1 év volt a ,,lemaradas™.

1970 [ 1975 ] 1980 | 1985 | 1990 | 1995 o . ' o
Magyarorszdg | 14,7 | 184 | 139 | 124 | 12,1 | 11,0 b) A sziiletéskor varhaté élettartammal szemben a 45 éves kort megertek élethossz-

- - ; kilatasai romlottak Magyarorszagon a vizsgdlt idészakban, Mig 1970-ben egy
132 | 12,8 { 132 | 124 : i , es " = > . X
Flonorszdg M 14 45 éves ember még tovabbi 29,5 év életre szamithatott, addig 1993-ban mér csak
tovabbi 27,8 évre, de 1998-ban is csak tovabbi 28,9 évre,
A bemutatott orszdgok koziil csak Magyarorszagon romlottak a 45 éves kort

Halalozasi aranyszamok ezrelékben:

1970 | 1975 | 1980} 1985 | 1990 | 1995 megerick tovabbi élethossz-kilatasai, a tébbi orszaghan 2,5—4 évet nétt ez a mu-

Magyarorszag | 11,6 | 12,4 | 136 | 139 | 14,1 | 14,2 ; tato: 1996-ban a 45 évet megért emberek atlagosan 78-80 éves korukig fognak
Finmorszag 96 | 94| 93] 87|10 9.7 élni, szemben a magyarok kb. 74 évével.

b) 1970 | 1975 | 1980 | 1985 | 1990 ; 1995 a) Magyarorszagon 1977-ig kismértékben csokkent, majd 1980-ra tjra az eredeti

Magyarorszag | 3.1 | 6 03 | -15 | 20 32 | szintre emelkedett a mutatoszam, Csak 1985-ben indult meg jelentdsebb csokke-

Finnorszag 441 46| 39| 31| 32| 27 nés; 1995-re 6 ezrelék ala keriilt a keringési betegségben elhunytak teljes népes-

séghez viszonyitott aranya (az Gsszes elhalalozasok teljes népességhez viszonyi-
tott aranya 14 ezrelék koriil volt a vizsgalt idészakban, tehat ennek igen jelentGs
a) 1990 | 1091 ] 1992 ] 1993 | 1994 | 1595 | 1996 1997 | 1998 | hanyada a keringési betegségben clhunytak arinya). e o

- 200 | 3500 | 3800 | 2000 | 4100 | 4300 | 2600 | 4500 A magyarorszagi mutatok mind tendencia, mind abszolttérték szempontjabol 1é-
Magyamrs,zag 3200 | 3 500 nyegesen kedvezdilenebbek, mint a mésik négy orszagban, ahol mindeniitt 3,5 cz-
Grogorszdg | 8000 | 8500 | 9000 | 8500 | 9000 [11000 12000 1 0 b relek ala keriilt a mutatoszam. Gorogorszag kivételt jelent abbél a szempontbol,
% 40 38 39 45 44 3 36 2 hogy — az &sszes kozbtt a legalacsonyabbrél induléd — mutatéd 1987-ig ndvekedett,
s bar a tendencia ekkor megfordult és kb. a magyarorszigival megegyezd mériéki
cstkkenés mutatkozott, a kezdeti értéknél magasabb maradt.

b) 1989-ben kb. 3000, 1998-ban kb. 4900 USD volt,

z 49003000 100% =~ 63%-0s novekedést jelent. b) A 0-64 éves korban (tehat viszonylag fiatalon) keringési betegségben elhunytak
3000 adatai Magyarorszag szempontjabél még az elézénél is kedvezdtlenebb képet mu-
¢) A Magyarorszagra megadott grafikon cltoldssal leginkabb a Portugalidra meg- ; tatnak. Mig a t6bbi vizsgilt orszdgban 1996-ra sikeriilt ezt a mutatot 5-7 ezrelék
adott grafikon 1973 és 1982 kozotti részével hozhaté fedésbe. Ha a magyarorsza- koriili értékre leszoritani, addig Magyarorszégon a kezdeti 14 ezrelékrdl 16 ezre-

gi értekeket tekintjik, akkor ezek a megfelelé portugiliai értékekhez képest lékre ndit dgy, hogy kozben évekig még 18 ezrelék felett is volt.

mintegy 10 éves ,késésben” vannak.
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2566. a) Szazalékban megadott értekek:

18—24 | 25—29| 30—39| 4049 | 5059 | 60—69| 69—
DDP 30 28 29 21 23 16 19
DLP 13 17 20 27 30 36 26
b) Nem.

Az egyes életkori csoportok létszama nem ismert, ezért a tdmogatok 1étszama
sem allapithaté meg a szdzalékos adatokbai.

¢) Az ,,apak” (kb. 40 évt6]) koziil tobben a DLP, mig a fiik (18—39 évesek) koziil
tobben a DDP parttal szimpatizalnak.

Elelmiszer Szénhidrit (gramm) gramm Szénhidrat
Alma 7,2 35 1
Dis 12 10
Mogyoro 9
Geszienye 31,8 259 -
P
15 4
10 e RSB L
5 =
0 T — !
mogyord  gesztenye
2568. 100 g élelmiszerben
Elelmiszer Kaloria
Buzaliszt 345
Buzadara 340
Rizs 345
Fehérkenyér 257
Zsurkenyér 303
Keétszersiilt 388
Szaraz teszta 382
A felsorolt élelmiszerek kaldriatartalmanak atlaga: 337,14,
medidnja: 345,
» 2(345 - 337,14)% + (340 — 337,14)* + ...+ (382 —337,14)°
szorasa: 7 = 41,93,
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A normalis szivirekvencia (pulzusszam) minimuménak atlaga: 85,
medianja; 80.
A normdlis szivirekvencia maximumanak atlaga: 154,
medianja: 160.

2570.| a} A kérdiagram szerint a miivelt teriilet 1200 km2, egyittal 160°-0s cikk. Eszerint
2
%0 = 7.5 (km2).

]

mivel a szog a teriilettel aranyos, ezért 1°-nak megfelel
Eszerint az erdd, amely a diagramon 88°-0s cikk, 660 km? teriiletii.

. .. .30 . .
b) Mivel a lakott teritfet 30 km?, ezért — =4 fokos szbg reprezentalja.

]

c) A korzet teljes teriilete 360 - 7,5 = 2700 (km?2).

Az elsd és masodik sor kozott van atfedés: 5,6%, ez 32 000-es létszam esetén 1792

f0. Az egyes sorokat megjeldlék szazalékos aranyat tszdmitva létszémra, sorban

27 200, 3136, 3008, 448 £6 adodik. A kétszer szamolt 1792 tanulod felét az elsé, felét

! a masodik sorbol fogjuk elhagyni, igy ott 26 304 és 2240 165 létszammal szamolunk.

a) Eszerint 1-es jegyet szerzett:
az elsd sorban (26 304 - 0,001 =) 26,
a masodikban (2240 - 0,007 =) 16,
! a harmadikban (3008 - 0,01 =) 30
€s a negyedikben (448 - 0,023 =) 10 8, tsszesen 82 tanulo,
Hasonloan 2-es jegyet 5471 + 1284 + 2106 + 303, dsszesen tehat 9164 tanulo
szerzett. Ugyanigy 3-as jegyet 7786 + 735 + 761 + 118 = 9400; 4-es jegyet:
6129 + 159 + 93 + 16 = 6397; és végiil 5-t: 6892 +47 + 18 + 1 = 6958 tanuld
kapott. (Ha ezeket dsszeadjuk, 32001-et kapunk osszegiil, mert bar mindenki
pontosan egyszer, valamelyik sorban, valamelyik jegynél szerepel, de a kereki-
€¢sbél adodik ennyi eltérés.)
b} A harmas jegyet szerz8k négy kategdria (sor) szerinti megoszlasa: 7786; 735;
i 761; 118, Ez szazalékosan: 83%, 8%, 8%, 1%.

gop 1% ©) 100% ~
- 90% I -
809% 4—
70%
60% 1—
50% -
40% P S
30% 4
20% -
0%-
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Az elégtelenek megoszlasa: 26; 16; 30; 10 (31,7%; 19,5%; 36,6%; 12,2%), a je-
leseknél: 6892; 47; 18; 1 (99,1%: 0,7%: 0,3%; 0,0%) — az utébbinal 1ényegében
biztos, hogy egyetemre, fGiskolara mendé a jeles, hiszen 1%-ot tesz ki az Osszes

tobbi!

a) A legnagyobb létszdmi kisebbsegek: Ukrajndban az oroszok, Spanyolorszagban
a katalanok, Roméniaban a magyarok és Jugoszlaviaban az albdnok. (Az orszd-
gok eltér$ Osszlakossaga miatt nem biztos, hogy ugyanezek, vagy ugyanebben a
sorrendben a legnagyobb ardnyi Kisebbségek. Az adatokboél ez azonban nem vé-
laszolhatd meg.)

b) Mert itt rajzolodott 4t a térkép a Szovjetunio és Jugoszlavia felbomlasaval. Ez a
magyarazata a sok ukran orosznak €s jugoszlav albinnak. A magyarkérdés még
az elsé vilaghabort utanra vezethetd vissza, amikor nagy magyarlakta teriiletek
is a szomszédos orszagokhoz kertiltek.

Megjegyzés:

A feladat jol mutatja a statisztika alkalmazasanal mindig fellépd tantargyi integr-
ciot. Igaz, itt a b) kérdés inkabb torténelem, mint matematika, ezért vizsgan vagy
dolgozatban természetesen €z igy nem adhato fel, legalabbis amig 6nallé matema-
tika-érettségi van.

100 4~
o
e 809
%D .
E60__..,
w
&
8 401
20 4 — ———— — _ -
|
0 IlIIEIIIIIIIIIII'\|1
o-c\lmvr\n\or-oomo—‘t\lmtrmuorxoo
OOOOGOOOOOOOOODOQODOO\G\C\G\O\O\G\O\O\
G\G\O’\O\G\O\O\O’\O\O\O\O\O\O\O\G\O\O\G\
—1v—4v—1ww—1‘—4v—4v—<v—lv—1v—1pﬂv—iv—1v—"-—1v—4|—1——<

b) 1996-ban volt a maximum; ebben az évben volt tehat a rendelkezésre allo (ter-
melt + importalt) és felhasznalt energiamennyiség kiilonbsége a legnagyobb,
ugyanez a kiilonbség 1991-ben volt a legkisebb. Ebben az évben sikeriilt legjob-
ban elére megbecsiilni az energiafethasznalds mértekeét,
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a) 16 e e e e e L

I
12

Moszkva Szoul Barcelona Atlanta Sydney

b) Moszkvaban 7 + 10 + 15 = 32, Szoéulban 11 + 6 + 6 = 23,
Barcelonaban 11 + 12 4 7 = 30, Atlantaban 7 + 4 + 10 = 21,
Sydneyben 8 + 6 + 3 = 17 érmet nyertiink.

32+23430+21+17 123
5 :?:24,6.

c) Az ar.gnyérmek szama Osszesen 7+ 11 + 11 4+ 7 + 8 = 44,
az ezistoke 10+ 6+ 12+4 +6 = 38, abronzoké 15+ 6+ 7+ 10+ 3 = 41.
Ezek atlaga rendre 8,8; 7,6; 8,2.
(Ezen atlagok &sszege természetesen megegyezik a b) pontbeli eredménnyel.)

2575 Dlegy[ 11 21 3 4] 3

db 6 7 2 3 2

Ezen adatok atlaga:

Az Gsszesitést a tablazat tartalmazza, diagrambol mutatunk kétfélét is.

. - 4 34,8
b . — - . r ’ ’ o 3
) Az dtlag x % 2,4; a szoras pedig ¢ = 20 = /1,74 = 1,32,
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12576, a)[gel | o0 | 1 [ 2 [ 3 4567

I.
< [l
-
w0
-

BORC
456

7

by A golok atlaga ¥ = % = 2,36; a modusz 2 (ez fordul el6 leggyakrabban, 15-

5z0r), a median 2 (ha felsoroljuk nagysag szerint rendezve mind az 50 adatot, a pa-
ros szamossag miatt ,.kdzépsd” nincs, de a 25. és a 26. is ez lesz).
2577.) a) A 12 csapat mindegyike 22 meccset jatszott, de mindegyiken 2 csapat vett részt,
= =132, -

igy a merk6zések szdma

b) A gyGzelmek (vagy vereségek) oszlopaban dsszeadva a szamokat, 98-at kapunk
eredményiil — ennyi meccs végzddott valamelyik csapat gydzelmével, ez a mecs-

4 —
csek % = gg ={),742 része. A t&bbi (132 — 98) = 34 meccs dontetlenill veg-
z6doH, ez a mecesek 34 17 0,257 része.
132 66

(A dontetlenek oszlopéaban a szamok 8sszege 68, annak megfelelden, hogy mind
a 34 dontetlen meccs mind a két résztvevé csapat ,elszamolasaban” feltdnik.)

¢) Ha Osszeadjuk a megszerzett pontok oszlopanak szamait, 362 az eredmeény, igy

s 362 181 .
a 12 csapat altal megszerzett pontok csapatonkénti atlaga: -6 30,16;
_n 362 181 —
a 132 meccsen megszerzett pontok meccsenkenti atlaga: EET) =6 2,742,

{ &) Minden elddlt meccsen 3 + 0, azaz 3, és minden dontetlenil végz6dotton 1 + 1, az-
az 2 pont ,talal gazdara”, ezért a megszerzett pontok Osszege 3 - 98 + 2 - 34 = 362
— amibdl barmelyik fenti atlag ugyanigy kiszamithato. A meccsenkénti még koz-

vetlenebhbiil kijon: a mérkdzések T6€ részén 3, g részén 2 pont keril kiosztas-

49 17 181

d th’tc Atlag: 3“'““"‘27:7

ra, tenat az atlag 66 66 66
4190

f/ﬁ—w—————‘_‘i—
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2578.] a) Amint azt akdr a rigott, akar a kapott golok oszlopanak dsszegzésével megkap-
hatjuk, 398 gol sziiletett Gsszesen az szi szezonban, ez a 132 meccsen (1. elézé
398 199 —
megoldas a) ré itlaghan —— = —— = 3,015 goltj .
ot ) része) atlagban 132~ 66 20l jelent
. . . L 398 199 .
b) A 12 csapat 4ltal rogott 398 g0l csapatonként atlagban e 33,16 golt
jele'nt.

c) Mivel a kapott golok dsszege ugyancsak 398, ez az atlag az el6zével megegyezik.
{Ami természetes is, hiszen minden bertigott golt be is kapott valamely csapat.)

D09 T 10-19 [ 2029 [ 3039 | 40-49 | Koz golt
0 0 5 4 3
0 1 3 3 5

csapat rigott

csapat kapott

2579.) a) Naponta 20 + 40 + 60 = 120 kazetta késziil. (Az elsd oszlop szamainak dsszege. )

b} A pincében naponta 20 + 40 + 10 = 70 hanghordozo késziil. (Az elsé sor sza-
mainak dsszege.)

¢) CD-bol 40 + 40 + 80 = 160, minidiszkbé! 10 + 0 + 30 = 40 késziil naponta - ez
az a) pont eredmenyével egyiitt azt jelenti, hogy CD-bél a legnagyobb a napi ter-
melés.

d) A sufniban 40 +40 + 0 = 80, a garazsban 60 + 80 + 30 = 170 hanghordozo a
napi termelés — ez a b) pont eredményével egyiitt azt jelenti, hogy a pincében a
legkisebb a napi termelés.

a) A haszon az eladasi ar és a koltségek (nyersanyag, munkabér, egyéb) kiilénbsége.
Ez egy kazetta esetén 100 — (20 + 20 + 3) = 57,
egy CD esetén 300 — (40 + 13 + 4) = 243,
egy minidiszk esetén 200 — (150 + 30 + 1) = 19 picula.
Tehat a CD haszna a legnagyobb darabonként.

b) Az Gsszes napi haszon a darabonkénti hasznok és a darabszdmok szorzatanak
Osszege, azaz 57 + 120 + 243 - 160 + 19 - 40 = 46 480 picula.

2581 a) 4g jukaték [ vazték | kelei | nyugati
nyelvek szdma 4 2 13 13
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b) 14 i : b) -
—_— |
124 £ N
g !
104 v
¥ jukaték ?
84~ o
(w9
64— vaziék 5
m .
4 7 s B [ ] keleti 10
2- .......... [ i}]yugati \ |3|4|5 6|7I
L T T ) 2 alkalmak szama
jukatek wvaztek  keleti nyugati gﬁ?
| &
2582 a) kizds kéliség | fiités '
M. 7 644 10 234
I 2756 3 706 ’ a) Az dssztermelés 85,2 millio mazsa.
E. > 096 7412 szazalék | kbzépponti szdg
5. 8 034 10 030 Spanyolorszag| 29,3 105,5°
P 2470 2618 Olaszorszag | 230 | - 82.8°
b) Az Osszes befizetéseket egyrészt a fenti tablazat oszlopainak 8sszegzésével sza- g[ ariOliko 99); ;g}o
mithatjuk ki — masrészt, mivel minden szazalékra 260, illetve 340 Ft befizetés 230 LU PO S S 2
. , . , . , . i tobbi orszag | 17,67 1~ - 634%
Jut, termeszetesen az dsszes befizetés, vagyis a 100% szdzszor ennyi, tehat
26 000, illetve 34 000 Ft.
¢) Mindkét oszlopban az aranyok atlaga 20%, hiszen az dsszest, vagyis a 100%-ot !
osztjuk 5 felé, tobbi orszag ---,
| s~~~ Spanyolorszag
2583, Kezdjiik azzal, hogy tablazatba foglaljuk az egyes produkciok szerepléseinek szamat. {
Gerendas Péter 6 | Kérddjel 1 { Al Capone 1 .
Mozaik 7 | B. Bird Zoltan 3 | Benko Laszld 1 Egyiptom -
JazzConsort 1 | Bach Szilvia 1 Képvisel6 Funk 1
Vas-Bocskai 1 | Géczy Frika 1
a) A produkciok egyszeril megszamlalasaval: 11. ' Marokko -~
“7~---- Olaszorszag
Izrael ---°
[ b) 51%, illetve 33%. (I tonna = 10 mazsa)
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D g —

I -

1204 - — _ 3/_&—“_._.,_____&_,_-»—-’ _"T':&:v-:m.__ma.;‘ -
_ 100 4 4= S . > &—um————
=
E 80 4 —— —
5
= 04 — - — RN [ ze]
§ —&— Magyarorszag
- 407 T | —— Nagy-Britannia

20 i S JUT — P N

1992 | 1993 1994 1995 = 1996 1997
ev
b) Magyarorszag: 1,225 1,188 - 1,282 - 1,236« 1,183 =~ 2,728, tehat az 1992-héz
viszonyitott arszinvonal 272.8% volt.
Nagy-Britannia: 1,016 - 1,025 - 1,034 - 1,025 - 1,031 = 1,138, tehat az 1992-hoz
viszonyitott rszinvonal 113,8% volt.

c) Magyarorszag: x> = 2,728, amibdl x = 1,222. Atlagosan évi 22,2%-o0s volt az
arszinvonal emelkedése.
Nagy-Britannia: y5 = 1,138, amibél y = 1,026. Atlagosan évi 2,6%-0s volt az
arszinvonal emelkedése.

a) 450 : o

400 4 ; } e e
350 i U R
- _ i 77 = S —] ]
1501 — S | —
10041 | = ol [ l—
504 | i e e

tamogatottsag (ezer 1)

18—24 2529  30-30 40-49 5059 60—69 69—
korcsoport {€v)

b) A teljes szavazdkori népesség 7,89 millio £6.

ZXY tamogatottsdga 1,954 millié 6 (24,8%),
XYZ timogatottsaga 1,864 millio 6 (23,6%).
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1990 1999 a ndvekedes %-ban kifejezve:
termeészettudomany 4803 | 13281 176,51
miszaki tudoméany 16512 | 36486 120,97
orvostudomadny 1482 6 346 328,21
agrartudomany 3567 9429 164,34
tarsadalomtudomany 1955 | 10613 442 86
egyéb 1 599 értelmetlen
b) Tudomanyos kutatasra forditott Gsszegek
40000 - o T
35000
= 30 000 -
o 25000
= 20000
515000
10 000
5000 ~
0 - ;
b§
&
&
&7
&
1990 2000 a valtozds { szazalékban kifejezve
miszaki 18136 | 42831 24 695 136,17
mezdgazdasagi 4524 11127 6 603 145,95
kozgazdasagtudomanyi 7184 | 28073 20 889 290,77
orvosi 6 464 7573 1109 17,16
gydgyszerészi 1193 1401 208 17,44
egyeh egészségiigyi 1 430 4 807 3377 236,15
allatorvosi 517 928 411 79,50
bolcsészettudomanyi 5712 24 563 18 851 330,02
jogtudoményi és dllamigazgatasi | 3 594 10 303 6 709 186,67
természettudomanyi 4 99] 11537 6 546 131,16
tanarképzé féiskolai 9 836 12 992 3136 31,82
tanitoképzo foiskolai 5 607 8513 2906 51,83
ovodapedagogusi 1 597 2030 433 27,11
testnevelési 472 723 251 53,18
mivészeti 2156 3107 951 44,11
hittudomanyi 1 068 3731 2 663 249,34
egyéb 2100 | 1964 ~136 —6,48
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a) Az ,egyéb” tanulmanyi dgban tapasztalhato csak csdkkenés.
b) Létszamban a legnagyobb ndvekedés a miiszaki teriileten tapasztalhato.

¢) %o-0san legnagyobb ndvekedés a bolcsészettudomanyi dgban volt. Ezt kdveti a
koézgazdasagtudomanyi és a hittudomanyi agban tanulok szamanak szazalékos
nivekedése.

4 30000 ;- e
25000 4~ | |
- 20 000 T ] kibzgazdasdgtudoméanyi
- 15 000 - ‘ bélesészettudomanyi
10 000 - + ] hittudomdnyi
5000 4
0 1

1990 ' 2000

A kordiagram készitésekor az egyes termékeknek megfeleld kozépponti szbget
megkapjuk, ha a megadott szazalékérték szazad részével megszorozzuk a teljes szo-
get. Példaul; a feldolgozott termékeknek megfeleld kdzépponti szdg az elsd abran
0,353 - 360° = 127°.
Behozatal Kivitel
elelmiszer, __ élelmiszer,

ital, dohany N nyersanyag -+, ¢~ ital, dohany

1 ¢

fetletitl)rllgﬁgﬁtt feldolgozott
il : termekek
szallito- ; /

eszkbzok
‘

gépek és

szallito-

eszkozik
energia- __/ nyersanyag energia-
hordozé hordozd

a)y A kordiagram készitéséhez a teljes sziget — 360°-ot — a kiilonféle iskolatipusba
jarok aranyaban osztjuk fel.
PL.: Kozép-Magyarorszagon (241 000 + 22 000 + 109 000 + 49 000 =) 421 000

241 000
tanuld jar iskolaba. Fggo— 360°= 0,5724 - 360° = 206°, igy az altalanos is-

kolasokat szemlélteté korcikk kozépponti szoge =~ 206°,
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Kézép-Magyarorszig

[] alt. isk.
B szakiskola

[] kézépiskola

egyetem,
O féiskola

Nyugat-Dunantil

[] alt. isk.

B8 szakiskola
[] kozépiskola

egyetem,
L fiekola

Eszak-Magyarorszég

[] alt. isk.
B szakiskola

[] kézépiskola

egyetem,
[ féiskola

Dél -Alfsld

{7 alt. isk.
zakiskola

7] kézépiskola

egyetem,
] féiskola
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Kozép-Dundntitl

[ alt. isk.

szakiskola
[] kozépiskola

egyetem,
L féiskola

Dél-Dundntul

[7] 4l isk.

Be szakiskola

[] kozépiskola

egyetem,
1 foiskola

Eszak-Alfold

[] 4l isk.

B szakiskola

[} kozépiskola

egyetem,
[ foiskola
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Betdltetlen allashelyek z fdvirosban

Betltetlen alldshelyek a fovdrosban

b)

szakiskola

altalanos iskola
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2503, a) 39,5 - - e .

g’j 3¢ - ———1. /_\\ _— ,,‘
E 38,5 d- P A —— s __|
—d :
-%’ 38 4 - ,,,/._..__.. [ __\
§ 3754~ T ]
37 ¥ T T T T 1
0 4 8 12 16 20 24
idé (Ora)
b) A szomszédos pontokat Gsszekotd szakasz pentjaihoz nem tartozik tényleges laz-
eérték.

c) A lazgérbe alapjan nem allapithaté meg, hogy déli 12 érakor mennyi volt a tény-
leges hémeérséklet. PL: lehet, hogy felugrott a ldza, de az is lehet, hogy lazcsilla-

pito hatdsara alacsonyabb lett a beteg hémérséklete anndl, mint ami a grafikonrol
leolvashatd.

2594. killfoldi | belfildi | osszesen

|6sszesen | 10514 | 7857 | 18371

a) Az Gsszes kereskedelmi szallashelyen t6ltott vendégéjszakik 57,2%-4t foglaltak
el kiilfoldiek.

b)

A vendégéjszakak szama

4500 54270

kiilfsldi
[ belfoldi

¢) Kozép-Magyarorszagon jelentSsen tobb, Dundntilon pedig tobb &jszakat tolte-
nek el a kiilfoldi turistak, mint a hazaiak, a mdsik harom régtoban viszont a ma-

gyar vendégek a gyakoribb latogatok. Ez leginkabb Eszak—Magyarorszzigra jel-
lemzd.
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900 - — — —_— e . P

800 1
700 4

600
500
400
300
200
100

ezer £

10—19 2029 30—39 4049 50—59 60—69 70—79 8086 90—
av

0—9

b) A notdbblet alakuldsa az egyes korcsoportokban:

c)

250
200
150

ev

Az Bsszlakossdg szazalékos
megoszlisa
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2596. 1990 2000
70% 70% -
60% - - — 60% -
50% - - 50% -
40% - - 40% -
30% - e 30%
W% e 209 4
- Il e i
0 T 0 - ;
‘e‘?g} ‘e“e} e‘%} éﬁ"g}& ‘e}‘e& e}d‘}%
N o & NS ob &
0&0 &’6& & . & &\'\& &o":‘
1, (‘) 4,
N q’_e-"'@ .‘is\\'b NS '1»-%19 %7&\\\%
1950 2000
ill. ... egy¢éb egyéb f oo
‘gn:rlgi(;s L 1.0 % 3 N szénféle-
19% - villamos ! ségek
' —emmmmTTT energia ---- 13%
szénféleségek 16%
19%
szénhid-
nhid rogének
SZC’ 10~ 69%
""" rogének e !
6l% T T T
2597 @ Hgmm
140 1
130 +
120+ systolés vérnyomds
110+ diastolés vérnyomis
100 +
90 1
80+
70
-’\’>
0 f t
0—6 7—9 1012 13—15 16—18
éves éves éves éves éves
b) systolés vérnyomas (Hgmm) ! diastolés vérnyomads (Hgmm)
atlag 125 30
medidn 125 80

502

STATISZTIKA

a) 140 - . : e —

120

100 1

energia

60 . - PR —— e —
40 . PR —

0 T T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10 11

b) Az energiasziikséglet (kcal/kg/nap) dtlaga: 103
szorasa: 8,8
medidnja; 99,5,

c) A szereplo szamsokasagnak 2 modusza van, a 99 és a 95.

d) Egy csecsemd energiasziikségletének dtlagos havi valtozasa (kcal/kg/nap):
Jeloljiik d;-vel az i-dik és az (i — 1)-dik honap kézétti valtozast! (1 < i < 11)
di=116-124=-8 dy =109 -116 = -7
d3;=103-109 = -6 dy=99-103 =4
ds=96,5-99 =-235 dg=95-96,5=-15
d; =945-95=-0,5 dg=95-945=03
dg=99-95=4 dig=100-99 =1

dyy =104,5-100 = 4,5
11

24,

. [ - [= _]- »
Az atlagos havi valtozas: % = 7~91—5 =—1,77 (kcal/kg/nap).
2599.| a) Hollandia teriilete 31 800 kmZ2,
b)

[ ] Drenthe "] Noordholland
[] Friesland 4 Overdjsel

M Groningen B Utreche

D Gelderland ! Zeeland

[ Limburg Zuidholland

|:| Noordbrabant

¢) Egy holland tartomany atlagosan 31 800 : 11 = 2890 (km?2).
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2600, a) A nevesitett 37 automarkahoz tartozo eladasi darabszdmok atlaga:
(174 303 — 179) : 37 = 4706.

b) Az atlagto! vald eltéres a kovetkezd autdmarkak esetén:
Renault: 13 319, Seai: 414, Porsche: 4691.

c¢) Az elsd 5 marka ertékesitése fedi le az eladott darabszam felét.

2601 a) ___ Afrika ___ Afrika

4% : STT122%
Eurdpa Eurdpa :
39.7% 43,6%
T Amerika e ;
20,3% Amerika
14.9%
) Azsi “n ~ Azsia
S B 29,3%

b) A masodik évben az Gsszbevétel cskkent, hdromnegyedére esett vissza, ezt je-
leztiik a kisebb korrel. Atrendezédés folyt az egyes kontinensek kozott: Burdpa
részesedése ndtt, hasonloan Azsiaé is, bar csak aranyaiban, hiszen mindenhol ke-
vesebb a beveétel, Amerikaban zuhant vissza a legjobban.

2602., a) A kordiagramon a ha- egyéb
todik az egyeb katego- Tejes 5 __ L 6%
ria. 8% -

Tejes 4
12%

Tejes 3 _
19%

b) 2,6 milli6 literbél 94% a felsorolt 5 cég, 6% az egyéb. Azaz 156 000 liter az
egyeb, Tejes 1 806 000 liter; Tejes 2 624 (000 liter; Tejes 3 494 000 liter; Tejes 4
312 000 liter; végiil Tejes 5 208 000 literrel részesedik a napi fogyasztasbol.

¢) A vezetd cég Tejes 1 806 000 literrel. Mivel Tejes 2 részesedése 624 000 liter,
ezért 182 000 literrel tébbet kell megszereznie a tobblet 600 000 literbél, mint
Tejes 1-nek, ha utol akarja érni. Ezért a tobbletbdl 30,3%-kal tobbet kell megsze-
reznie, mint Tejes 1-nek. Azaz, ha Tejes 1 megszerez pl. 15%-ot, 90 000 litert,
akkor Tejes 2-nek 90 000 + 182 000 = 272 000 litert kell megszereznie, ami ép-
pen 30,3%-kal tobh, mint a 13, tehat 45,3%.
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a) atlag: 2,62

szoras: 1,0
median: 2
modusz; 2
b) 14

12 4

™ egyéni

aranyérem

- T - T T
torna  okdlvivas birkozas  loveszet

vivas 118748

2604.] a) A sportagankénti sszes érmes helyezések atlaga: 23,1
medianja: 16.
A szamsokasag kétmoduszu: moduszai 1 és 20

szérasa: 23.
b) Az elsd 6t sporiag az eziistérmek szama szerinti sorrendben:
kajak-kenu
vivas
uszas
birkozas

torna vagy atlétika
Az elsd Ot sportdg a bronzérmek szama szerinti sorrendben:
vivas
kajak-kenu
birkodzas
atlétika (az elozovel felcserélhetd)
uszas

Az elsd Ot sportag az Osszes érmek szama szerinii sorrendben:

vivas
kajak-kenu
uszas
birkozas
torna
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2606.
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a) Antarktisz __ _._ Eurdpa
0% ! T%

Ausztralia __ _

6% Azsia

30%
0% 20% 40% 60% B80% 100%

Ame;iika [ Eurdpa B Azsia [] Afrika
27% < Afiika

21% [7] Amerika [l Auszerdlia [] Antarktisz

b) A Fold teljes felszinét a gombbel vald kozelitésbol kapjuk:

F = 4R*7 = 5,112 - 10° km2,

A megadott foldrész-teriiletek rend-
re, ugyancsak 10® km?2-ben: 0,105;
0,449, (,303; 0,398; 0,088; 0,133.
Ezek Gsszege 1,476 - 10% km2,
Mivel a teljes felszin

5112 108 km?2, ezért a tengerre
adddik 3,636 - 108 km?Z, aranyaban
70%.

A kordiagram a tengereckkel egyiitt:

a) Oszlop, illetve vonaldiagram

gyakorisag
20 e

tengerek 2% 7 ¢ 9%

Eurdpa i Azsia

70%

'
v
'

Antéu‘ktisz
3%

20

=110;

15 15 4
104 - 10
5 5
0= i e TR o e
70 80 90 1001110120 130 140 150 70 80 90 100 110 120 130 140 150
b) ¥ = 70-2+80-3+90-6+100-12+...+130-8+140-1+150-2

70

16;

g \/2.(110,43-70)2 +3-(110,43-80)" +...+2-(150 - 110,43)" _
N 70

o

= 0,147. (Az eredményeket egy zsebszamologép statisztikai lizemmadjaval

némi jartassaggal ki lehet szamitani, a fenti képletek végigszamolasdhoz pedig

tiirelem sziikséges.)
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Jarmiieloszlas 1997-ben,

teherautd autobusz
17,9% \ 1,6%
motorkerékpar

0.2%

0 500 1000 1500 2000

_______ &) személyautod W (cherauto
személyautd L] autobusz [} motorkerékpar
80,3%
b) Jarmlieloszlds 2002-ben Tammiieloszlas 2002-ben
teherautd - ault Olb,;‘l}sz
17,3% ~~ H ?

motorkerékpar
0,4%

T T T T 1
0 500 1000 1500 2000 2500

személyautd W tcherauto
81,2%

[ autobusz ] motorkerékpar

¢) Latszik, hogy a forgalom az Ordnkénti 2000 koriili (pontosan 2012) értékrél 2500
koriilire (2482) nétt. Ez kozel 25%-os novekedés. Ez az elsé észrevétel. A maso-
dik az Gsszetételre vonatkozik, ahol a omegkozlekedés aranya 2%-rol kb. a felé-
re, 1%-ra esett vissza. Ez rossz jel, mert ezzel a terhelés és a kémyezetszennye-
7€s tovabb né. A motorkerékpérok szama tobb, mint kétszeresére, 125%-kal nétt,
mig az autok kb. a forgalom névekedésének ardnydban ndttek, a teherautdk kissé
alatta. A buszok szama viszont csékkent 15,2%-kal! Az alabbi szazalékos valto-
zas adhatd meg a négy jarmiitipusra:

személyautd teherauto autobusz motorkerékpar Osszesen:
24,3% 194% -152% 125% 23,4%

Az utolsd szém az dsszes farmit létszamnovekedése szazalékban az 5 év alatt.

Megjegyids:
Az egyes szazalékos nbvekedések dtlaga nem adja meg a 23,4%-ot, mert nem azo-
nos sulyokkal szerepelnek!
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STATISZTIKA
2608 a) megye tertilet (km?) | lakossag (ezer f8) | népsiriség (lakos/km?2)
Bacs-Kiskun 8362 539,7 64,54
Békés 5632 402,5 71,47
Csongrad 4263 427,1 100,19
Hajdu-Bihar 6212 549,7 88,49
Pest 6393 685,1 154,09
Szabolcs-Szatméar 5937 5724 96,41
Szolnok 5608 420,7 75,02
) ‘ [§ Bécs-Kiskun
3 L] Békeés
] Csongrad
. [] Hajdu-Bihar
] Pest
1 ] Szabolcs-Szatmar
B 5zolnok
0 1000 2000 3000 4000 5000

A felsé szalagdiagramon a lakossag, az alson a terlilet eloszlas lathatd. Pest esetén
kis teriileten aranyaiban sok lakos, mig forditva: Bacs-Kiskunban nagyobb teriileten
ardnyaiban kisebb a lakossag. Tehat a népslirtiség minimuma az dbra szerint Bics-
Kiskun, mig a maximuma Pest. Ezt természetesen az a)-ban megadott népstirliség-
adatok is jelzik. Minel jobban felfelé nyilik a két vonal ott nagyobb a népsliriiség.

Iégszennyezés-eloszids
Olaszorszag --- Spanyolorszdg
5% % ; 5%

Franciaorszdg
3% T

Nagy-Britannia .
% T 57%

Németorszag
% T
Kanada  _

8%

Japan __,~”
4%
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900 - — -
800
700 -+
600 -
500 4
400 4
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Szilardhulladék-eloszlds

300 1

200
100+

&

¢) A legnagyobb szemetel6 az USA, bar egy fére jutd szilard szemétben Japan alig
marad le, hiszen joval kevesebb emberre jut ez a mennyiség. Kanada példaul élre
ugrik, hiszen a legkisebb lakossiga van a felsorolt orszagok kozétt. Figyelembe
veéve a lakossagot: légszennyezésben Kanada, USA, Nagy-Britannia a sorrend;
szilard szennyezd anyagokban pedig: USA, JTapan, Kanada,

25000 4 -——m——— —— 22 000 ————-— - ——————
200004 o o 22500 - -
3 B 21 000 -
15 000 -+
5 205004 — ———
10 600 15
20 000 - e e _
53000 448 : 195004 - ] b
04 1{« & l | o8 19 000 - ’ !::. § i: r ‘ i
— e N WD 0 D L g B o Vg TR v= T o+ B s S e
= =] DD DR D
288983858 § 222858288 ¢g

Az els6 grafikon a lényegében valtozatlan, vagy csak alig nivekvé 1élekszdm mel-
lett érvelSk fegyvere lehet (radikalis sziu ,,nacionalistak”; ,lJam, a gonosz tébbségi
fehér tarsadalom elnyomja a kisebbségeket, elszivia népiink erejét, romlasba és
nemzethalalba taszit” stb.); a masodik épp ellenkezdleg, a dinamikus fejlddést 1ato-
ke (,,az allam nagyvonald gondoskodasa lendiiletes gyarapodést eredményez”; s6t
ennek veszélyeit is felnagyithatja egy tobbségi szélsdséges: ,,a mi pénziinkén soka-
sodnak, és majd kiszoritanak innen benniinket™). Mindkét tilzdssal szemben ajan-
latos a jozansag: hiszen ugyanarrdl az adatsorrol beszélnek! Fontos lenne az egész
(USA-beli, illetve kanadai) népesség novekedésének ismerete is, hogy azzal egybe-
vetve mit mutat ez a ndvekedes.
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b)

a)
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10811 1982 F 19837 1984 | 1985 | 1986 | 1987 ] 1988 | 1989

123.1] 122,17 121,5] 121,7] 122,21 123.2| 1254 1275] 129.9

Az elsé grafikon alkalmas olyan szubjektiv benyomas keltésére, hogy nagymer-
tékii valtozasok torténtek (erGteljes csokkenést sugall 1981—83-ban, erdteljes
nivekedést 1984—89 kozott). Az eredmények, illetve hidnyossdgok szandéekos
felnagyitasara alkalmas tehat ez a grafikon.

A masodik grafikon az allandésag, illetve kismértékil emelkedés szubjektiv ér-
zetét keltheti, tehat alkalmas lehet az elért eredmények lekicsinylesére.

Az elsé grafikon elénye, hogy a vizsgalt idStartamra jo ittekintést ad. Megalla-
pithaté beléle, hogy a politikus népszerliségenck enyhe csOkkenése a £6 tenden-
cia a 12 hét soran. Hatranya, hogy a részleteket, az ingadozisokat és a pontos ér-
tékeket nem lehet leolvasni.

A masodik grafikon elénye a pontos leolvashatosig, a rovid idStartami valtoza-
sok jo megfigyelhetdsége. Hatranya, hogy a valtozasokat felnagyitva manipula-
tiv célokra hasznalhato.

b) A politikust timogatdként azt lehet sugallni, hogy a népszeriisége gyakorlatilag

a)

valtozatlan, mig ellenzékiként a masodik grafikon szubjektiv hatasara alapozva
egyenletes és erdteljes csokkenést lehet sugallni a nem kellden figyelmes olvaso
szamara. A csbkkenésen nem lehet vitatkozni, csupan annak mérteken.

18 000 |
= 16000 -- - = —
=
o 14000
=
= 120001
fé 10 000 4— -

)

£ 8000
Q .
E 6300

4 000

2 000 -

O T T T T T T T T T T T
< — o (3] < o) el r~ 0 = =} —
0 oo %) 0 [rel o0 0 &0 co 0 D o
§ & 2 ¢ & & & 2 2 2 2 2

ev
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c)

d)

STATISZTIKA

1 8 000 - - m———— e o S— e
16 000 1 ‘
14 000 +
12 0004
16 000
80001
P ¢ —
4000 4 e e e
20004 et s e

bortermelés (£000 hl}

1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991

18 000 e e e e
16 000
14 000
12 000
10 000 4~
8 000
6 000
4 000 d—_—
2000

bortermelés (1000 hly

1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991

év

Az a)-beli diagram a bortermelés alakulasat torzitatlanul mutatja €évrdl évre. A
b)-beli diagram alapjin a bortermelés folyamatos novekedését, a c)-beli alapjan
pedig folyamatos csdkkenését lehet sugallni manipulativ céllal.
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élvesziiletések szama (ezer 6)
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c) A skalan mulik minden, honnan indul, és milyen egységek vannak rajta (1épték).

b)

510 600 -
480 000
470 000 +
450000 | -
430000 -
410000 +
390 000
370 000 +

STATISZTIKA

Artir kiemelkedik

350000

kicsi ettérések
500000 4 — -

400 000
300000 4| |-
200 000 -
100000 —| |— —

0 et e L

1400 -

1200 -+

1000 { — -

800 1~

1962 -

1984 1

400 4

200 1

1960

Tovabb lehet ,.¢lezni” a kiilonbségeket, ha nem 0-nal kezdjiik az y tengely beosz-

tasat.

1962 -

1964 -
1966 -
1968
1970 4
1972 1
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2617,

D

STATISZTIKA

a) [ids '93.09.]'95.03. '96.01.'97.01.97.11.1'98.08.'99.01.| 2000.01. | 2000.08.
jegyar | 25 | 35 | 50 [ 60 | 70 | 75 | 90 95 100
bérlet | 1140 [ 1500 | 1950 | 2460 | 2800 | 3000 | 3400 | 3600 3800

b) Az a probléma, hogy az idét nem egyenletesen mutatja, van olyan két datum,
amelyek kozott csak 5 honap telt el, s van olyan, amelyek kizott mastél év, illet-
ve tobbszor egy év, Ezért a valtozas meredeksége csaloka.

¢) Mintha a ndvekedese az utolso idSkben lelassult volna, de ez a rossz Iépték miatt
van. A grafikon els§ részében altalaban egy-mastél év tavolsagu pontok vannak,
mig a végén van 7 hdnapos is.

d) Nem helyes, zavard a kettd egyiitt, mert mas egység van megadva, az egyiknél
10 Ft; a mdsikndl 500 Ft az egység. Az azért leolvashatd, hogy a bérletarakndl
erdteljesebben emelkedtek a vonaljegydrak.

a) Azt tudjuk leolvasni, hogy az egyes EU orszagokban egy év alatt dtlagosan hany
szdl cigarettat szivtak el 1997-ben. Ismerve a lakosok szdmat, ebbdl meg lehet
mondani, hogy hany szal cigaretta fogyott az egyes orszagokban.

b) Zavaro a ferde oszlopdiagram, amit a cigarettas doboz még cl is takar, a vége pe-
dig feleslegesen felkunkorodik —, nem lehet tudni, hogy az oszlopok csak a fehér
vagy a fekete veggel egyiitt értend6k. Ardnytalan az oszlopok hossza, valamint
az sem lathato, hogy 0 szint hol van. Az sem vilagos, mit jelent a csillag Luxem-
burg es Finnorszag esetében,

c) Bgy korrekt abra;

Egy fére juté cigarettafogyasztas az EU (agdllamaiban, db (1997)

Finnorszdyg |
Svédorszag |
Hollandia |
Franciaorszag
Nagy-Britannia
Olaszorszig
Belgium
Portugdlia [EETs
Ausztria £
frorszag |
Dénia |

Németorszag [
Spanyolorszdg T
Luxemburg |
Gordgorszag [

0 500 IOIOO 15IOO ZObO 25|00 3060 3560

o ‘ T |

=]
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vagy talan még jobb: A
Egy fre jutd cigarettafogyasztds az EU tagillamaiban, db {1997)

3500 - . . e —

3000

g

; 3 A ) : [
O.J ¥ e il =
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N 2 N N = N e =2 N g N = N N
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w z.

d) Az atlagos egy fére juté cigarettafogyasztas lehet a silyozott szamtani kézép, ha
ismerjilk az orszagok lakosainak szamat. Enélkiil nem lehet a kérdésre valaszol-
ni. (Az orszagok kézott a kbzéps6 — medidn — Portugdlia 1681 szdilal, mert az a
kozépso orszdg, hiszen a grafikonon mar nagysag szerint sorba vannak rakva az
orszagok.)

2619.] a) A kenGpénzek nagysdgat akarja a rendSrség kiilonbozé rang vezetdi esetén db-

razolni. Nem deriil ki azonban, hogy ez egy tigyre, vagy egy bizonyos iddszakra
vetitett Osszeg. A szamok 130 renddér megkérdezésébd] szarmaznak. Teljesen
megbizhatatlan adat, rdadasul nem tudjuk, mire vonatkoznak a szamok. Talan az
egyetlen kovetkeztetés, hogy a minisztériumi vezeték kendpénzei legaldbb egy
nagysagrenddel nagyobbak az orszagos vezetSkénél, és a kisembereké 600-ad
része a legmagasabb kenépénzeknek.

b) Hiba, hogy a pénzoszlopok magassaga nem ardnyos az értékiikkel. Raadasul tel-
jesen feleslegesen girbe-gurbak, példaul ha a 25 000 Fit egy pénzérme, akkor
100 000 Ft nem 3, hanem 4 darab, mig az 500 000 mar 20 darab (az abran talan
4), az 1 500 000 pedig mar 60 darab (az dbran 6), végil a legmagasabb 600 darab
lenne (az dbran talan 38, nehéz megszamolni). A térbeliség is zavard lehet, bar
nem ez a o hiba.

Egy helyes abra, az adatok alapjan:
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2621, a) Eldszor is nem vilagos, mi a munkanélkiiliségi rita. Az sem vildgos, hogy a
246 300 munkanelkiilibe mar beszamitotték, vagy még hozza kell adni a 135 000

Rendori korrupeid becsiilt mértéke

16 000 000 e B S — tartos munkanélkiilit. Ha beszamitottak, akkor a 3 978 000 foglalkoztatott mellett
‘ , 246300 , . \
14 000 000 -- — — e . az arany 246300 < 3078000 0,058, tehat 5,8%. Ha még hozza kell adnunk a
12 000 000 - e - tartosan munkanélkiilieket, akkor 0,0875, azaz 8,75% lenne az arany. Ez schogy
sem stimmel. A cikk szivege szerint egyébként bele kell érteni a 246 300-ba a
10 000 000 4 135 000 fot, amire a szovegben megadott arany 49,5%, ez sem jo, hiszen valoja-
ban 54,8%! Azaz a tartos munkanélkiiliek ardnya még magasabb.
§ 000 000 T b} Az abran a férfi és ndi rata viszonyait tiintettiik fef,
6000 000 1- amir0l a szévegben egy sort sem irnak, raaddsul a
megadott 6,7% kb. az 5,8 és a 7,5 szamtani kbze-
4000 000 - e e S i pe. Jobb lenne kirdiagram a térbeli ,.sajt-> (ellip-
szis) diagramnal, ami pont a szOgeket torziga, igy
2 000 000 +- e nem lehet leolvasni helyesen az aranyokat.
A pontos diagramnal kicsit nagyobbat sugall az

. ljsag dbréja. Emellett inkébb a munkanélkiili nok

. ,&6& ¢és férfiak szamat kellett volna dbrazolni, az tébbet
~ > mondana.
K & o
: ﬁo -{&o Megjegvzés:
& Itt nyilvan azt prébaltak dbrazolni, hogy a ndk kirében 5,8%-os, a férfiak kbzott

7,5%-o0s a munkanélkiiliség — de mit jelent igy ez a diagram? Minek az eloszlasa

ez? Semminek. Viszont a 44%-56% valdban valami eloszlast jelent — itt viszont
, {adatok hijin; s6t ismerve a nemek megoszlasat, kifejezetten az adatok ellenére)
; az a hatterfeltételezés, hogy ugyanannyi a ndi és a férfi munkavallald (munkaké-
i pes stb.), ami nem igaz.

2620.) a) Mert nem 0-tol indul a tengely, igy a kiilénbségek felnagyitva latszanak. Emellett
pontatlan is, hiszen pl. 1994 és 1995 kozott 0,03 a kiilonbség, ami nagyobbnak
latszik, mint 1996 és 1997 kozott, ahol pedig mar 0,04 a kiilonbség,

b) Egy helyesebb dbrazolas:
2622, a) Az elsd ket hasdb nem a képzeletbeli kezddvonalrdl indul; felesleges a térbeli-

1992 i L L . PR : . \
1693 : seg; zavaro a hajo es a felfestett viz az als6 téglan, mivel az éppen a személyauto-
1994 kat abrazolja; nem vilagos, mi az a, és mi a b, megjegyzés; miért all majdnem
1905 minden adat két szambol (milyen tél-ig hatarokat abrazolnak?); a két szdm me-
1996 lyikét akarja jelezni a téglak hossza; amely egyébként messze nem ardnyos a fel-
i ' tiintetett koitségekke! (egyik szammal sem).
997 i g gy
}ggz | b) Az alsé tengelyen 1évd szamok millidrd Ft-ot jelentenek, az dgazatokat dtlagaron
o vettiik, pl. autébusz: 172+232 _ 202, ami persze nem biztos, hogy jo, mert
0 2 oo 6 8 10 » Pl : 2 » amp » HOEY 1O,
irasbeli dolgozatok dtlaga (pont) nem tudni, mit jelent a keét érték!
¢) Nyilvan nem csak a tanulok szinvonala valtozott ilyen mértékben, hanem a fel- :

veteli dolgozatok nehézsége is. Emellett nem tudjuk, melyik targyra vonatkozik

az dbra. Azaz lényegében semmit nem mond, rdad4sul minden évben lehetett ma-

sik tantargy, amibdl a maximalis pontszamot elérték.
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Tervezett kbzlekedésfejlesztesi €s -fenntartasi
beruhdzdsok Magyarorszagon (1994—2000)

repililégép B

(milliard Ft)

G Z(I)O 460 6(I)0 860 1 0100 1 ZIOD 1400
2623, a) A gyakorisdgokat épp a feladat tablizataban szereplé adatok jelentik. A relativ
gyakorisdgokat ¢bbdl az Osszes eset szamaval 2+ 1+0+1+3+0+ 142 = 10)

vald osztds révén kapjuk:

E JE J JH H BH B BE
0,2 0,1 0 0,1 0,3 0 0,1 0,2

&
U3
]

b) A diagramon a relativ
gyakorisagok lathatok;
a gyakorisagok diag-
ramja ugyanilyen, csak
a felvett értékek 10-
szer ekkorak.

o
[Rv]
L

e
—
1

relativ gyakorisag

]
I

E JE J JH H BH B BE
foiranyok

E I I S AT N I RS T
régi 10,11 10,11 |021005(|0,06| 0 |0,12] 0 {0,02] 0 (0,16] 0 |[007] O
g 10,170,11]10,32(0,040,i3] 0 |0,11| © 0 10,02/008] 0 1002] 0
............. Drégi
Hy |
Iﬁ T [_]\ \::I I—lﬁl j
6 6 6 w0 U i
maganhangzok
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dobds i 2 3 4 5 6 .
gyakorisig 6 8 12 13 7 14
relativ gyakorisdg | 0,100 | 0,133 | 0,200 | 0,217 | 0,117 | 0,233

b) A leggyakrabban a hatos fordult elé.

c)

[2626] o

1'4 [ O
124 - e

5010 -
- ——
64 . R

gyakorisa

—

0 1 T 2 T 3 T

4 5

dobokocka pontjainak szama

relativ gyakorisag

b) Szamolds:

=1+1
3=1+2
d=1+3=2+2
5=14+4=2+3
6=1+5=2+4=3+3
T=1+6=2+5=3+4
83=2+6=3+5=4+4
9=3+6=4+5
10=4+6=5+5
11=5+6
12=06+6

pontisszeg

1 lehetdség
2 lehetOseg
3 lehetdség
4 lehetdség
5 lehetdség
0 lehetdség
5 lehetéség
4 lehetdség
3 lehetbség
2 lehetdség
1 lehetdseg
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b) 1,000 —_ ——— e
0,900 4 g ?Orﬁ R
<] I

= 0,800 1 - .
:E ]
25 07001 -
g
= 05004 o -
o4 26 -
T g 0,400 4~ e N
2T 03007 -
= 0,200 1 e e

0,100 —t =i

0,000 ‘ : . . .

15 24 29 39 49 59 64
életkor

¢) Ez éppen a kumulalt relativ gyakorisdggal egyenld, tehat a kérdezett gyakorisa-
gok 0,668, illetve (,576.

a)  12-

10 i i e . ——e . |

2 8+

B

o 6 [N SN [

E

8 47

2 e RN - -
12—13 13—14 14—15 15—16 16—1
mm
b) osztalyhatirok mm-ben | gyakorisag | relativ gyakorisig

12—13 2 0,08
13—14 4 0,17
14—15 12 0,50
15—16 5 0,21
16—17 { 0.04

¢) A minéségi el6irasok szerint kell, hogy a tavolsag legalabb 14,5 - 1,5 = 13 (mm)
és legfejebb 14,5 + 1,5 = 16 (mm) legyen. Ez 21 alkalommatl fordul elé, ez az &sz-

szes esetnek % = 0,875 része (87,5%-a).
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2631, a) K:észits'iink téb]éz’atot az el‘c”)f’or’du’lc’) hibak szama relativ gyakorisag
hibaszamok relativ gyakorisagarol: 0 036 — 0.360
i 1 074-036= 07380
2 0915-0,74 = 0,175
3 0,975 - (0,915 = 0,060
4 0,995 - 0,975 = 0,020
5 0,999 — 0,995 = 0,004
6 1,000 - 0,999 = 0,001
>7 0= 0,000
A grafikon:
)
=
=]
E
e
b
-
=]
=
B
T 4 T 5 T 6 T > 7
hibdk szama
. . . 360 -0+380-1+175-2460-3+20-4+4-5+1-6
b) Atlagos hibaszam = =1,016.
1000
2632.| a) életrartam gyakorisag
850—900 10
900—950 16
950—1000 28
1000—1050 40
1050—1100 60
1100—1150 45
1150-—1200 25
1200—1250 17
1250—1300 9

b} Az atlagos élettartam a varhatd élettartamnak jo becslése:
, . 875-10+925-16+...+1275-9 ,
atlagos élettartam = 250 = 1075 (ora).
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) [ Az izzo dlettartama | relativ gyakorisaga 2634 W) 30- e S
legfeljebb (bra} 54 .
900 0,040 =
950 0,104 204
1000 0,216 ' R [ ——
1050 0,376 10 4o
1100 0,616 | <]
1150 0,796 | ]
1200 0,896 i 0+
1250 0,964 magszam
1300 1,000 ) ,
b) Az atlagos magszam:
A grafikon: 1.0 N . X—0.2+1'1+2'3+3'9+4']9+5'26+6-2]+7'12+8'7*%—506'

0,84 — kerekitve mondhatunk kb. 5 magot.
0!7 - - J i

ool |- | I //T’ | 2414319410426+ 21+12+7 =100

¢} A median az 50. és 51. mag itlaga, mindketté 5, tehat 5. A modusz a leggyako-

ribb magszam, a gyakorisagi diagramon jol lathatoan ez is 5.

relativ gyakorisag
&= Le
oG

= 16,816,

0,4 S e e // Ty ‘ S a) Az egyes ,munkaidéoszialy” atlagok rendre: 12: 15,5; 17; 18; 20; 22 — ahonnan
03+ _— / ' T a 30 dolgozat atlagos munkaideje a gyakorisagokkal silyozott kdzepe a felsorolt
0,24 | / ................ — | 6 szAmmak: 12-5+415,5-7+17-4+18-7+20-6+22-1 504,5

0,14 ‘r// i - . . | SZAINNaK: =

30 30

0.0 ? ' ' E — ' 1 tehét az atlagos, egy dolgozatra esé munkaidd becsiilt értéke: 16 perc 49 sec.
900 950 1000 1050 1100 1150 1200 1250 130 )
izz0 élettartama legfeljebb (éra) b) A pontosabb atlag az osztalyba sorolas elétti adatokbol: 16,86 perc, azaz 16 perc
52 masodperc, 3 masodperccel hosszabb. Az eliérés onnan van, hogy az osz-
I - . r A . -
2633.| a-b) P F Z Iglly(;l?ban nem egvenletesen szerepelnek az értekek, igy az osztdlykdzép csak
ecslés.
gyakorisag 14 22 14
relativ gyakorisag| 0,28 | 044 | 028 @Az elsd tablizat alap- T — e oo

|
|
& jan a hisztogram: a
c) A fehér szin fordult el a leggyakrabban. 10—14 5 egység szé-
d) . les, 15—16 2 egység

& séles, a 1921 hé- N
rom egyseg széles, a

(109,8")
magassagoknil a gya-
korisagot kell osztani
az osztalyszélesség-
gel, ez adja a hisztog- 3 ]
ram teglalapjai magas- 10-14 15-16 17 18 1921 22
sagat. munkaidd (perc)

i tobbi egységnyi. A

gyakorisag/osztilyszélesség

i
i :
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c) Mivel egyszerre 5 pénzt dobtak fel, 1000 kisérlet 5000 dobast jelent, tehat a re-

350
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A fejek szamanak gyakorisdga

300 4 -

2501
200 ~

150 -
100 4

50

0

o 1 2 3 4 3
b) Az Osszes fejek szama: 148 +2-312+3.303+4-165+5-34 =

= 148 + 624 + 909 + 660 + 170 = 2511,

2511
lativ gyakorisag: —— = 0,5022.

5000
2637, A kerekitett értékeket tartalmazé tablazat:
3,7 3,3 3,7 3,5 3,5
3,6 3,6 3,9 3.8 3,6
3,7 3,6 39 3,5 3.8
3,7 3,6 3,3 3,7 3,7

A gyakorisagot és relativ gyakorisagot tartalmazd tablazat:

adat | pgyakorisag | relativ gvakorisdg

3.3 1 0,05

34 0 0,00

3,5 4 0,20

3,6 5 0,25

3,7 6 0,30

38 2 0,10

3.9 2 0,10

a) adat | gyakorisdg | relativ gyakorisig

20 2 0,20
25 2 3,20
31 4 0,40
32 1 0,10
55 1 0,10
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b) 040 — — I
7o) ——
S 025- -
?B 0,20 4 - -
z 015 =
% 0,10 1+ - —
=005 1 - -
0,00 - T —— T
20 25 31 32 55
12_—@;_-' ) [ 15000 107
5001—10 000 8§
10 001--15 000 2
15 001—20 000 0
2000125 000 2
25 001—30 000 1
kizitti 1etszdmban | nyetvet beszélnek
10
100 4 |
90 -
80 4
70 1
60 .......
so - w0
40 +- -
30
20 - |
10
0o . S |
15000 5001— 10001— 15 001— 20001— 25001—
10 000 15000 20 000 25 000 30 000
30 000 . .
b) A legnagyobb nyelv 232300 0,13 részt jelent. Az 6t legnagyobb nyelv be-
(s . N 103 000 C ;
szélbinek egyiittes létszama 103 000, ez ———— = 0,44 részt jelent. A tiz leg-
151 000 232 300
nagyobbé pedig 151000, ez 32300 0,05 rész.
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¢) Az osztalykdzepek: 4,5; 14,5; 24,5; 34,5; 44,5. Ezekkel szimolva az 6sszeg; A gyakorisdgok: hosszisdg | S51—39 | 60—68 | 69—77 | 7886 | 87—95
3-45+11-145+22-245+11-345+3-445 = gyakorisig 5 7 11 11 6

=3-49+11-49+ 22245 = 1225,
E A diagram:

Borsohiively-hosszok
osztalygyakorisaga

25 —
az atlag pedig: li—o = 24,5 (természetesen, a szimmetria miatt).

Az eltérés oka az, hogy az osztalygyakorisagi tablazatbol mar elveszett, hogy az
egyes osztalyokon beliil milyen a pontszamok eloszlasa, azt csak becsiilni tudjuk
egy atlagértékkel, az osztalykdzéppel.

a) Ujoncok szdma

707 ) o
_é 50+ - r"’ ‘
2 404 S ‘: 51-59 6068 69—77 78—86 8795
% 30 E b) A pontos atlag az eredeti adatok alapjan: ¥ = 74,625 = 74,6 mm, az osztalykoze-
= 2 ' | o, 55.5+64-7+73-11+82-114+91:6

10 B U O A N { pekkel szamolt atlag: = 74,35 (mm).

0 ‘ ‘I 40

D o D & P ' & ' Az eltérés oka a 2643. ¢) megolddsban mar ismertetett kerekités.
SN N ST N

S
4 s s
& e 2646, ) —— 55

2
magassag (cm) 31—60 13
b) Az atlagos magassagot csak becsiilni lehet az osztalykdzépértékekkel: 61--90 7
168-18+17’3-3’)’+1’}’8-60+183-65-{~1{-38A48+193-22u181 08 01120 5
250 ’ 121—150 2
tehat kb. 180 cm az ujoncok atlagmagassaga. 151—180 4
i
c) A szorast is csak becslilni lehet, az eltérésnégyzet-tsszegek atlaga: 9 ;2_;&118 ?
2 2 2 2 - 2 —
127184+ 77 -37+2 602—;-03 65+8° -48+13 22:48,08, A1—270 1
St szamt oiida | 1o 1
tehdt a szoras ennek a négyzetgyoke: 6,9. Sbat et el [ eeneben sespe
Megjegyzés: b) lg - - e I i
N | ' — S P . s e _— S |
Ha valaki nem tizesre kerekit, akkor a 181-es atlaggal ez /46,9 = 6, 85. , }1 4 - - ‘
d) A legmagasabb 40 tjoncbol 22 191—195 em kozotti, 18 pedig 186—190 cm ké- 18 |
zOtti. A kozéps6 20. és 21. elemek atlaga méar a 191—195 osztalyban van. Azaz : 8+ o
biztos az utolsd osztilyba esik. ' g 1 B i
|
5 l
a) Az osztalyba sorolashoz 5 egyforma széles osztaly kell, tehdt a legkisebb (52 mum) 44
¢s a legnagyobb (93 mm) adat tavolsagat kell 5 egyenld részre osztani. 2 1
93 — 52 = 41, ennek 6tode kb. 8, tehit az osztalyok: 14
51—59; 60—68; 69—77; 78--86; 8795, 0 '
Ezek 9 adatot tartalmazé osztalyok, ugyan 8 egység szélesek, de mindkét végiik \/'56
szamit.
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¢) Mint megszamolhatd, 39 fejezet van. Az osztalykozepekkel szorozva az egyes
osztalyok létszamat, a kivetkez6 atlagot kapjuk:
15,5-2+455-13+755-7+...+225,5-1+255,5-1 3874,5

39 39

~ 99,35,

3804 . o
d) Az igazi atlag —3—3— = 99,85, Az eltérés a c)-beli eredmeénytdl minddssze 0,5
példa, ami most egyuttal (a 100-hoz igen kozeli eredmény miatt) kb. 0,5%, igen
csekély. (Nyilvan altalaban az osztalyszélességek cstkkentése a hibat is csik-
kenti, ndvelése pedig noveli.)

a} A legkevesebb betegszabadsagon toltétt nap a 0, a legtdbb a 41. Ez Gsszesen 42-
féle adat, ezt példaul 6 db hetes csoportba lehet osztani, igy: 0—6; 7—13;
14—20; 21—-27; 28—34; 35—41. (Lehetne még 3 db 14-es, vagy 7 db 6 egység
szeles osztaly, a 14 db 3 egység széles mar til sok, a 2 db 21-es, illetve a 21 db
2 egység széles sem il hasznalhatd.) A kivant tablazat tehat:

osztily 0—6 | 7—13 | 14-20 [ 21-27 | 2834 | 35-41
gyakorisag 9 | 14 8 7 6 | &

A hozza tartozé abrazolas pedig:
Egyenletes osztdlykdz gyakorisagi diagram
15

10

Ll nnn

0—6 7—13 1420 21-27 28—34 35—

Egy mas osztalyozas, ahol — mivel egy hét altalaban 5 munkanap —
legfeljebb egy hetet (0—5 napot) hidnyzok: 7 £6,
legalabb egy, legfeljebb harom hetet (6—135 napot) hianyzok: 18 £,
legalabb harom, legfeljebb &t hetet (16—25 napot) hidanyzok: 11 16,
legalabb &t, legteljebb nyolc hetet (26—40 napot) hianyzok; 13 16,
nyelc hétnél (40 napnal) t6bbet hidnyzok: 1 6.

Ennek dbrazolisa hisztogrammal:

Betegszabadsagi hisztogram

0—5 615 1625 | 26—40 40—45
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[ ¢))Az jitasok utdn a tiblizat az ij adatokkal, a b)-beli osztélyokkal

betcgnapok 0—35 | 615 | 1625 26410] 41—45
gyakorisdg 17 17 7 5] ' 3

Ennek a hisztogrammja:

, Uj betegszabadsagi eloszlas
20 4
15 4
[0 1

5 =
- 7
0 . ; | ; : ! .
0-5 6—15 16—25 26—40 4045

Bér a két 1épték nem azonos, kevesbé szembetiing, de még igy is latszik a valto-
zds. Jelentdsen csokkent a betegnapok szama. Az elsé esethben x; = 17.6,
g, = 11,5; a masodik esetben x, = 13,2, o, = 12,2; — azaz a sz6ras nem valto-
zott jelentdsen, de az atlagos betegszabadsagon 1616t id6 igen, hiszen az tébb
mint 4 nappal, kb. 25%-kal csokkent. Tébb lett a révidebb betegszabadsag,

4+ 3+5+4 +4+5
2648 a) F= 3+4+5+ +2+3+44+5+5 ~§:4,00_

14 14
b) osztalyzat 1 2 3 4 5
gyakorisag 0 1 3 5 5
relativ gyakorisé, 0 L~007i~021 —§~~036 i~-036
graonnas TRl NS 7 S TR

Megjegyzés:

Ezekkel az adatokkal a fentieknél egyszeriibben is lehet atlagot szamitani, hiszen
2:-1+3-3+4.5+5-5 56 1 3 5 5 56

— lletve 2-—+3-—4+4-—+5 — =",
1+3+5+5 14 14 14 14 14

14
2 _ 2 _ 2, _ 2
C)G:J(z—.@ 14G-D’ 3+(@-4P 5+(5-47 5 /gzﬁzw%
1 4 V7

2649, Mindharom jellemzot kéinnyebben kiszamoljuk, ha készitiink egy gyakorisigi tab-
lazatot:

osztalyzat 1 2 3 4 5
gyakorisag 5 2 4 5 3
1:5+2-2+3-4+4.5+5-3 56

= — = 2,95 a(két) modusz 1 és 4
5+24+4+5+3 19

Az atlag ekkor
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(ezek az eredmények fordulnak eld a leggyakrabban); a median 3 (ha felsoroljuk
nagysag szerint rendezve mind a 19 adatot, a 10. a kozéps6, ez most egy hdrmas).

Legyen # szamu osztélyza, dsszegiik s (mindket paraméter természetes szam). Ki-
. s )
vanalom tehat, hogy 4,5 < — < 4,51, Ezt 2n-nel szorozva, 9n-et kivonva:
[

0<2s-9n<0,02n ()
Mivel 25— 9n egész, a fentivel egyenértékii, hogy: 1 < 25— 9n < 0,027, amibél
1 < 0,02n, azaz 50 < n; 1évén n egész, tehat legalabb 51.

Megjegyzések:

1. Ennyi jegy ritkan jon dssze!

2. n = 51 esetén valoban eléfordulhat a kivant eset, pl. 26 db 5-6s és 25 db 4-es at-
laga kb. 4,5098.

3. Nem jo minden, 50-nél nagyobb #; hiszen ha paros, akkor 2s — On is paros, igy a
(*) azzal egyenértéki, hogy 2 < 25 — 9n < 0,02n, amib6l 100 < n. A teljes meg-
oldas tehat: az 50-nél nagyobb paratlan és a 100-nal nagyobb paros szamok.

5-1+4-26+3-2017+2-52154 110468

= = 2,038,
1426+ 2017 + 52154 54198
by 5:1+4-26+3.2017+ 252154 +1-582147(+0-1876042) _ 692615 _ ..
2512387 Toos12387 0

¢) A talalatok modusza természetesen 0 (ez a leggyakrabban eléfordulo eset), me-
didnja szintén O (mivel a szelvények joval tbb mint fele O-tallatos, a talalatok
szama szerinti felsoroldsban a kézépsd szelvény még bdven ilyen).

%0

o 10+11+12+..+99 1095 g
Az atlag = =
90 90 2
(Ha felsoroljuk nagysag szerint rendezve mind a 90 szamot, a paros szdmossag mi-
att , kozéps6” nincs, a 45. szam az 54, a 46. pedig az 55, ezek atlaga most a median.)
Mivel minden ,,adat” ugyanannyiszor (nevezetesen egyszer) fordul eld, e sokasagnak
nincs modusza.

= 54, 5, a medidn ugyanennyi.

Megjegyzés:
Minden, egyenletesen viltozd adatsor — azaz szamtani sorozat — atlaga és medianja
megegyezik; és — hacsak nem 0 a differencia — nincs modusza.)

1 16
2653] 2) Az atlag 7+14+18+17+15+33 + +9+32+14—l§—5~=18,5.

10 10
A median meghatarozasahoz soroljuk fel nagysag szerint rendezve a 10 adatot:
9, 14, 14, 15, 16, 17, 17, 18, 32, 33. A paros szamossag miatt , kdzépsd” adat
nincs, az 5. adat 16, a 6, pedig 17, ezek atlaga, 16,5 a medidn.

534

STATISZTIKA

b} Atlag: ha valaki mindegyik koncerten ott volt, atlagban ennyi dalt hallott; ha va-
laki a 10 koncert valamelyikére véletlenszeriien ment el, ennyi dalra szamitha-
tott; az atlag és koncertek szamdnak ismeretében konnyen megmondhaté az 6sz-
szes elhangzott dal szdma. Median: a koncertek felében ennél kevesebb, felében

enne! tobb dal hangzott el.

2654, a) Lasd a tdblazatot!

guarani 3003 000
b) Az sszeg (egyszerli Osszeadas révén) 3 167 500. csirigvano 100 000
Mivel 12 nyelvrdl van sz0, az atlag terena 25 000
: 3167 500 ., ) o . asuslaj 15 000
% B = 263 958. A median pedig a tdblazathol csiripa 10000
‘ konnyen kiolvashato: a paros szamossag miatt ,ko- | mbiia 5000
zepsd” adat nincs, a felsorolasban 6. adat 5000, a | szanapana 3 600
7. 3000 - ezek atlaga, 4000 a median. angaite 2000
- . , . aszkoj 2 00
c) Az eltérés oka a sok , kis™ adat, és az egy nagyon , ki- l;lajak? 1 008
16g0” nagy. (A guarani létszam egyediil kb, 95%-a az suajkuru 1000
dsszegnek!) Ez az atlagot igen megemeli (annyira, Kaszkiha 500

| hogy az az Gsszes tébbi adatnal nagyobb!), mikézben

a median az adatszamok zdmét alkotd , kis” tartomanyban marad.

2655 ;

-
Pluto 0,0025 Plitd 0,15
Merkur 0,05 Merkur 0,38
Mars 0,1 Mars 0,53
Vénusz 0,81 Vénusz 0,94
Fold i Fald 1
Urdnusz 14,54 Neptunusz 3,88
Neptunusz 17,23 Uranusz 4,1
Szaturnusz 95,14 Szaturnusz 9,44
Jupiter 317,89 Jupiter 11,27

o d
Szaturnusz 0,65 Jupiter 9,84 ora
Uradnusz 1,19 Szaturnusz 10,23 ora
Jupiter 1,31 Uranusz 15,50 ora
Neptunusz 1,66 Neptunusz 15,80 dora
Pluto 2 Fold 23,93 ora
Mars 3,94 Mars 24,62 6ra
Vénusz 5,25 Pluto 6,38 nap
Merkar 542 Merkir 58,65 nap
Fold 5,52 Vénusz 243,01 nap
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b) A témeg (m) és sugar (r) szerinti sorrend szinte megegyezik; és ezek er6sen ha-
sonloak a masik két szempont (slirliség, g; tengelyforgas ideje, ) szerinti fordi-
tott sorrendhez. A , konnyli” bolygok egyuttal . kicsik”, ami viszonylag kdnnyen
érthetd — annak dacdra, hogy a ,,nagyok” stiriisége jellemzé modon joval kisebb
a ,kicsikénél”. Tovabba a ,,nagyok” joval gyorsabban forognak tengelyiik koriil,
mint a , kicsik”. E két utobbi szempontra kénny(, feliiletes magyarazat nincs is.
(Nem sziikséges tudni, bar f6ldrajzi vagy fizikai tanulmanyainkbol tudhato, hogy
a Naprendszer bolygoi éppen ezen jellemz6k szerint oszthatok két csoportra: az
tn. Fold-tipusuakra [,.koénnytik, kicsik”, nagy siiriségiiek, lassabban forognak},
és a Jupiter-tipusuakra [,,nagyok, nehezek”, kis siiriiségiiek, gyorsabban forog-
nak]. Elébbick kézetekbél, fémekbdl; utobbiak folyékony hidrogénbdl és hé-
liumbdl épiilnek fel — ez magyarazza siiriiségiik kiilonbségét. A PIutd kivételével
raadasul a Naptol valo tavolsaguk is jellemzé a csoportok tagjaira — de ez mar
igazan messzire, a keletkezési elmeletekhez vezet.)

¢) Megadjuk mind a négy eredményt, hogy barmelyik kivalasztott ellencrizhetd
legyen:

m r o d
atlag 49,64 | 3,52 | 3,00 | 34,69 nap
szoras | 99,13 3,93 | 1,90 | 75,80 nap

7 880

R 047 ,
a) Osszesen = 947 fizetd nézd volt az ¢vadban, ami atlagban SER 73 la-

togatot jelent estenként.
9 980

b) Egy belépore L = 21 Ft palyazati tamogatéas jutott (tehat a belépd kifize-

tett ardhoz képest még kb. 50%).

a) Az adatok Osszege 1251.

b) Az atlag kb. 74, a szoras kb. 39 (1¢vén Iétszamrol szo, nincs értelme az cgésznel
kisebb helyiértékeknek, az egészeknél nagyobb pontossignak e jellemzdk ese-
tén). Két modusz van, 60 és 78 — ezek fordulnak eld kétszer-kétszer, minden mas
adat csak egyszer. A median pedig 62 {(ha felsoroljuk nagysag szerint rendezve
mind a 17 adatot, a 9. a kdzépsd, ez most 62).

c) A teljes bevételt a 60 + 25 Ft és az Gsszlétszam szorzatanak, valamint az 1500 Ft

és az estek szdma szorzatinak Osszege adja:
(60 +25) - 1251 + 1500 - 17 = 131 835 (Ft).

280-2000+120-1200
400

a) Atlagos jegyar = = 1760 (batka).
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b) Az adott szinhdzban nincs 1760 batkas jegy, ezért az atlagos jegyarnak ilyen

konkrét jelentése nincs. Onmagaban, a szinhizjegyek dranak eloszlasa nélkiil, az
1760 batka igen kevés tajékoztatast ad a valodi jegydrakrol. Biztosan csak annyit
tudhatunk meg ebb6l az egy szambdl, hogy nem lehet minden jegy olcsébb 1760
batkanal és az sem lehet, hogy minden jegy ennél drigabb.
Mire hasznéalhato? Nem til sok mindenre. Az adott szinhaz esetében gyorsan ki-
szdmithaté a telthazas arbevétel (400 - 1760 = 704 000 batka), vagy egy masik
szinhaz atlagos jegyaraval Osszehasonlitva az el6zé bekezdésben emlitettekhez
hasonlé megallapitasokat tehetiink, vagy ha kibéreljiik az egész szinhazat, ennyi
lehet a jegy egységara.

2659.| a) A megadott pontszamok atlaga:

3-100 +1-63+1-62+1-60+2-12+1-6+1-2+1-0
11

=47, tehat a tanuld ez-
zel a jellemzdvel érvelt.

b) A legtéhbszdr eléforduld eredmény 100 pont, a tandr tehat a moduszt valasztotta.

c) Az igazgald a sorba rendezett adatok koziil a kdzépsot, a mediant valasztotta.

d) Az eddig megadott statisztikai jellemzOokhoz vegyiik még hozza a szorist is:
\/3-532 +16% +15° +13% +2-35% + 417 + 45% 4+ 477

= 39,8,
il

Csupan ezekkel a statisztikai jellemzokkel nem lehet megallapitani (f6leg nem
koziillik egyetlen egynek a kiragadasaval), hogy valdban ,rendkiviili” voli-e a
teszt eredménye. Ennek egyszeriien az az oka, hogy a ,rendkiviili” fogalma szi-
munkra most nincs pontosan meghatarozva.

Legfeljebb hasonlokat tudunk mondani:

Ha az eddigi tesztek eredményei atlagban, eloszlasban ,,nagy” eltérést mutatnak
a mostanihoz képest (pl. korabban mindenki legalabb 90 pontot, vagy mondjuk
legieljebb 20 pontot ért el, vagy éppen a szoras minden esetben a mostaninal jo-
val kisebb volt, sth.), akkor lehet rendkiviilinek (szokatlannak) mindsiteni a mos-
tani eredményt.

A fentiek miatt nem tudunk ,,igazsagot tenni” a kérdésben még akkor sem, ha a

39,8
relativ szoras ? ~ 0,847 (azaz 84,7%), ami meglehetdsen nagynak tinik.

2660.] Vilagos, hogy az osztalyzatokbol alkotott szamsokasdgnak nincs modusza, a me-

dianja és atlaga is 3.

2 12.z.02
A szords: \/10 z “(2)51 500 214t
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a) Peldaul: 7db 2-es.

b) A 7 szam osszege 7 - 4,3 = 30,1, ezért megfelel példaul a kovetkezo:
0; 0; 0; 0; 0; O; 30,1.

¢) A legnagyobb és a legkisebb adat kiilonbségének abszolutértéke 0,8.
Példaul; —0,8; —-0,8; -0,8; 0, 0; 0; 0.

d) A széras csak akkor lehet 0, ha mindegyik adat az 4tlaggal egyenl6, azaz minden
adat ugyanaz. Példaul: 5; 5: 5; 5; 5; 5; 5.

a) Az életkorok Atlaga 31,83 év, a fizetéseké 9395,8 fabatka.

b) Eletkor: terjedelem = 28 év, szdras = 8,74 év;
fizetés: terjedelem = 8000 fabatka, szords = 1707,7 fabatka.

¢) Kiilonhézé mennyiségek szorodasat a relativ szorasuk segitségével is dsszeha-
sonlithatjuk.

4
Az életkorok relativ szorasa: = 0,2746 (27,46%),
1707,7

9395,8
tehat az életkorok ,jobban szdrodnak”, mint a fizetések.

a fizetések relativ szorasa; = 0,1818 (18,18%),

a} Mindkét csoportban 5,5 az adott pontszamok atlaga, Csak ennek az adatnak az
ismerete igen kevés messzemend kovetkeztetések levonasara, az azonban talan
varhato, hogy a termék nem arat majd osztatlan sikert. Elképzelhetd, hogy szinte
mindenki k6zepes mindsitést ad majd a termékre (azaz nem lesz tdl kelendd), de
az is, hogy két partra szakadnak a fogyasztok, ¢s akar 50%-uk is lelkes vasarloja
lehet a terméknek (ez a gyarto szamara joval kedvezSbb lenne, mint az elozé val-
tozat).

b) Az E csoportban a szoras 0,764, az M csoportban 4,052. Ez alapjan az E-beli

tesztalanyok legalabb 75%-a az [5.5 2 -0,764; 5,5+ 2 - 0,764] intervallumba
esd pontszamokat adott, azaz leginkabb 4-7 kozotti pontok lehettek a csoportban
{a d-et és a 7-et is beleértve).
Az M csoportban tapasztalt szoras olyan nagy, hogy ez csak igen polarizalt (a ket
wvéglet” koriil csoportosuld) adatok esetén johetett létre. A csoportban tébben lel-
kesedhettek a termékért, de majdnem ugyanennyien elutasitottak azt. A két cso-
port eredményénck ismeretében tehat inkabb a gyenge-kézepes mindsités varhato
a termék altalanos fogadtatsat illetGen.

c) A teszteredmények nem nevezhetOk igazan kedvezdnek, ezért csak ,,manipula-
cidval” lehet jo benyomast kelteni.
Az M csoportndl egyérteimilen a moduszt célszeril kiemelni (a legtobben maxi-
malis pontra értékeliék a terméket), és ,,bolcsen hallgatni kell” példaul a median-
rél vagy az atlagrél (5, illetve 5,5). Az E csoportnal természetesen a maximalis
értéket (ez 7 pont, ami még jonak mondhatd) és mellé az alacsony szorast lehet
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kiemelni (ezzel a feliiletes szemlélSben azt a benyomast lehet kelteni, mintha a
szdrds a 7 ponthoz tartozna, tehat mintha az E csoport ,,inkabb jo”-ra mindsitette
volna a termeéket).

2664. A vclemeny nagymértékben fiigg attdl, hogy a ,,gyogyhatds” milyen betegségnél

mutatkozik.

Ha pl. egy eddig gyogyithatatlan korrdl van szo, akkor mindkét esetben bizonyitott-
nak tekinthetd a gyogyhatas, ha azonban olyan betegségrdl, amelyb6l spontan mo-
don is nagy szamban (pl. 60%-ban) gyogyulnak fel az emberek, akkor csak a ma-
sodik esetben mondhatd meggy6zdnek a készitmény gyogyito hatasa.

a) P

L
I

b2
1

gyakorisig

V3

20,27 2046 2047 2048 2049

témeg (gramm)

205 2051 2052

b) ¥ = 20,48 gramm; o = 0,051 gramm.
¢) 19 mérés, ami az dsszesnek 95%-a.

A miésodszorra kifogott 200 ponty 9%-a megjeldlt. Becslésnek megfelel, ha feltéte-
lezziik, hogy a to teljes pontyallomanyanak szintén 9%-a (azaz 200 darab)van meg-

2
jeldlve. A teljes pontyallomany tehat 2.0 2,2 ezer koriilire becsiilhet6.

(Természetesen, hallgatdlagosan feltételéztiik, hogy a halastéban nem vaitozott meg
ket hét alatt a pontyallomany szama pl. lehaldszds vagy 0j telepités kivetkeztében,
tovabba azt is, hogy a két hét alatt nagy valdszinliséggel egyenletesen elkeveredett
a megjeldlt 200 ponty a t&bbi kizétt.)

Ha # tanul¢ irt dolgozatot, akkor az osztilyzatok dtlaga a feladat szerint 78 =3,25.
"

Innen n = 24, tehat 24 tanulé irt dolgozatot. (=)

A feltetel szerint nem volt elégtelen. Tegyiik fel, hogy x tanulé irt jeles dolgozatot.
Ha a tobbiek dolgozatat mind elégségesnek tekintjiik, a dolgozatokra kapott osztaly-
zatok Osszege biztosan nem lehetett 78-nil nagyobb, azaz x - 5+ (24 —x) - 2 < 78.
Ebbdl x < 10 adodik. Tehat a jeles dolgozatok szama legfeljebb 10 lehetett. Ekkor
az osztaly tdbbi tanuldja valoban elégségest ért el, mert 10- 5 + 14 -2 = 78.
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Megjegyzés:

A *.tol az alabbi kivetkeztetessel 1s megoldhato a feladat: Ha mindenki jelest irt
volna, az osztalyzatok Osszege 5 - 24 = 120 lenne. Ha egy 5t6st kettesre cseréliink,
az dsszeg 3-mal cstkken. 120 — 78 = 42, ezért 42-vel kell csokkenteni az Osszeget,

ezt % = 14 cserével lehet elérni.

A leggyakrabban eléfordulo szam, a médusz a 31, ami 58-szor szerepelt.

Az Hsszesen 1624 darab (48 + 45 + 56 + ... + 53 + 47 = 1624) kihtizott szamot nd-
vekvo sorba rendezve, a kdzépso kettd atlaga a szimhalmaz medidnja (paros szamu
elem esetén). A 8§12. és a 813, szam is a 18, ezért a megadott szdmhalmaz medi:an-
jaals.

januar jalius

a kozéph&mérsékletek atlaga -1,11°C 22,0°C
modusz(ok) -1,2°C 21,6°C;224°C
az atlag eltérése a moduszto] 0,09 °C 037°C;043°C
median -1,1°C 22,0°C
az tlag eltérése a medijntod 0,01°C. | 003°C

1997. 1908, 1999, 2000. atlag SzOras
a csapadek mennyisége 304 mm | 644 mm | 842 mm | 389 mm | 545 mm | 212,4mm
a csapadékos napok szama 104 109 135 104 £13 12,9
arlagos csapadék a 29mm | 59mm | 62mm | 3.7 mm
csapadékos napokon

Példaul: a csapadékos napok szdrisa:
104 - 113)* + (109 - 113)* + (135-113)* 1132
D(m):\/( 04— 113)? + (109~ 113) 2(35 3 £ (104113 _ %2_

= 12,9.

Budapesten 1997—2000 években a napsiitéses orak dtlaga 2076 dra, szérdsa
83,90 ora. 1997 és 2000 kozott a napsiitéses orak szamanak atlaga 120 oraval volt
alacsonyabb, mint a 40-es évek masodik felében. Bz a kiilonbség az utdbbi szorasa-
nal is nagyobb érték. Csak egy évben volt tébbh a napsiitéses Orak szama, mint az at-
lag 1946 és 1950 kozott.
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oszfalyzat | 1 IR 3 modusz tlag szorhs |
1. osztaly 0 0 24 0 0 3 3 0,000
2. osztdly 0 7 0] 7 0 3 3 0,764
Josztaly | 7] o) 8V 0] 7] 3 3 1,595

Az adatok moduszat (a leggyakrabban eléforduld értékek): 32 ezer és 33 ezer lakos;
medianja: 34 ezer f6. mert a szimsokasagot nagysag szerint rendezve a két kzéps6
elem, a 12.: 33 ezer f6 és a 13.; 35 ezer £4, atlaga 34 ezer 6.

kertvarosban | nagy hazak kdzte | lakésban

7 érakor 11°C 13°C | 18°C

10 6rakor 12°C 14°C 20°C

13 drakor 16 °C 17°C 20°C

16 érakor 16°C 17°C 21°C

19 orakor 15°C 16 °C 20°C

atlag 14,0°C 154 °C 19,8 ?‘
mediin 15°C 16 °C 20 °C

mbdusz 16 °C 17 °C 20°C

a vasarlok | - R T R R A

\ A | B cC. D E F- I G Gsszesen
viragok . T : . :

drvicska 16 20 24 30 24 26 24 164
barsonyvirag | 12 | 12 [ 10 [ 18 [ 20 | 24 | 12 [ 108
SZAZSZOISZED 20 16 24 24 16 16 18 134
Narcisz 8 10 12 16 12 18 20 96
tlipan 2l 1wl 1] 4] 14| 16| 14 96
kankalin 10 14 14 10 12 14 14 88 |
avirdgok dra | 5040 | 5760 | 6880 | 7760 | 6800 | 7760 | 6800

Jsszesen (Ft)

dtlag |- modusz | median

arvacska 23,4 24 24

barsonyvirdg 154 | 12 12

SZAZSZOISZED 19,1 \ 16 18

narcisz 13,7 12 12

tlipin 13,7 14 14

kankalin 12,6 14 14

Arvacskibol fogyott a legtobb, kankalinbol a legkevesebb. A felsorolt vasarlok ko-
zitl D és F fizetett legtdbbet a viragokért.
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2676, Az érettségizOk matematika dtlaga:

26-3,27+30-3,43+24-3,83 _ 279,84

=3,498 = 3,50,
26 +30+24 80

a) Ha a 16 sz4m dtlaga 3,25, akkor az dsszegiik 16 - 3,25 = 52. A medidn 3, ezért a
szdmokat nagysag szerint rendezve, a két kozépséd szam atlaga 3 kell hogy le-
gyen. Mivel az 5 szamjegy mindegyike kell hogy szerepeljen, ezert a két kozépso
szam a 3. A mddusz is a harom, ezért a 3 a legldbbszor szerepld szam.

A feltételeknek megfeleld szdmsor:

pl:1,2,3,3,3,3,3,3,3,3,3,3,4, 5,5, 5 vagy
1,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4, 5,5, 5 vagy
1,2,2,2,3,3,3,3,3,3,4,4,4,5, 5 5 vagy
1,1,2.2,3,3,3,3,3,3,4,4,5,5,5, 5 sth.

> Ly

b) A szamok Gsszege: 54, a szamok modusza 4, igy a 4-esb6l lesz a legtobb. A sza-
mok mediinja 3,5, ezért a nagysag szerint rendezett szamsorban a két kozépsé
szam a 3 &s a 4. A feltételeknek eleget tevd szamsor:
pl:1,2,3,3,3,3,3,3,4,4,4, 4,4, 4, 4,5 vagy

1,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4, 4,5, 5 sth.

¢) a szords az a) feladatbeli szamsoroknal: 1,03, illetve 1,09, illetve 1,15, illetve
1.30, a b) feladatbeli példaknal pedig: 0,93, illetve 1,05.

a) Az osztalylétszamok atlaga 29,6, a median 29,5, a modusz 27.

b) 3
204 | | I L

s L L

w0 |- | O I O O B ,
5] ,

0 [ . . - . ; \

létszam (10

osztaly

2679.| Példaul a fizetések ndvekvd sorrendben: 35¢e, 45e, 43¢, 45¢e, 45¢, 43¢, 50e, 535¢e, 55¢,
55e, 55e, 60e, 60e forint.

A téblézatbeli szémsokasig dtlaga: 27,86 = 28,
szorasa: 6,6,
medianja: 29,
a tablazatbeli szamsokasagnak nincs modusza.
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2681.| a) Az egyes ¢clelmiszerek decemberi ardnak atlaga a megadott harom évben:

élelmiszer atlag (Ft/kg)
sertéscomb 855,33
bontott csirke 469,67
napraforgo étolaj (liter) 261,33
kristalycukor 160,67
fehér kenyér 129,00
rizs 171,67
tej (liter, 2,8%-05) 123,00
burgonya 57,33
alma 107,33
citrom 269,33
Narancs 199,33

b) Az egyes élelmiszerek aranak valtozdsa 1999 és 2001 decembere kdzoit és a val-
tozas csdkkend mértéke szerinti sorrend;

élelmiszer valtozas (%)
sertéscomb 52,51
tej (liter, 2,8%-05) 44,55
kristalycukor 33,09
fehér kenyér 30,36
bontott csirke 19,44
burgonya 12,00
citrom 5,14
narancs 4,04
alma 3,57
napraforgo étolaj (liter) 2,56
rizs 3,62

Az egyes tizéves idszakok alatt a kivetkezd volt a népességszam-novekedés (ezer
foben; ezeket a tablazat szomszédos adatainak kiilnbségeként kapjuk meg):
100, 110, 120, 120, 120, 430, 440, 610, 650. Ezen adatok atlaga:
100 + 110 +120 + 120 + 120 + 430 + 440 + 610 + 650 _ 2700 - 300

9
tehat haromszazezer 6 a tizéves népességszam-novekedések atlaga.

Masik megoldds (itletesebb):
A tabldzat utolso ¢s elsd adatanak kiilonbsége (3000 — 300 = 2700) éppen az utolsd
¢s €ls6 év népességének kiilonbsége (ezer f8ben). Mivel kézben 1990 — 1900 = 90 év

telt el, ez éppen kilenc darab tizéves idészakot jelent, tehat az atlag

27—900 = 300 (ezer o).
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2683, a) A nyari olimpiai jatckokon induit magyar versenyzok szdmanak atlaga: 139,

2685/

szorasa: 76.
(21 olimpiat figyelembe véve)
b) Az atlagtol valo eltérés 1896-ban: 132,
1996-ban: 73,

c) A IL vilaghabord utdni olimpidkon résztvevd versenyzdk szamanak atlaga: 188.

a) A sportolok dsszes olimpiai bajnoksagai szamanak atlaga: 4
szorasa: 1,3
medidnja: 3,5
maodusza: 3.

b) Az egyéni aranyak sportigankénti megoszlasabol készitett kirdiagram:

Egyéni aranyak

I

! vivas
B Uszds
|:] torna
[] okolvivas

7 6ttusa

9

Atlagosan (19,86) 20 érmet szereztiink olimpianként,
Az érmek szamanak medianja: 21.

a) X, =3423;, o, =79, me = 36.
b)

16alatt | 1624 | 25-33 | 34—41 | 41 felet
3 4 | 18 29 10

Az osztalykozepek: 0—16 esetén 8, 1624 esetén 20, 25—33 esetén 29, 34—41
esetén 37,5; végiil a legnagyobb érték 53, tehat az utolsé osztaly 42—53, ennek
kdzepe: 47,5.
8§ 3+20-4+29-18+37,5-29+ 47,51 .

o 0 = 34,20 oOra;
csak egy kicsit kevesebb, mint a részletes adatokbol szamolt 34,23!

26,2% -34+14,2% .4 +5,2%. 2. 2.
+5, 6418+3,3 29+13,3 10:84196,

ahonnan a szoras: 9,2 (6ra). Ez mar jobban eltér a pontosan szamolt 7.9 oratol.

Ezzel az dtlag:

A szorasnégyzet:
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¢) Az Gsszehasonlitast mdr b)-ben megtettik: a kétféle dtlag alig tér el, a szorast vi-
szont megndvelte az osztalyba sorolds. De osztalyba sorolaskor barmilyen irany-
ban lehet elterés.

a) Napok szdma
30 U
20 i T R
O T - T . . T T T T . . T T T :
0—1 1-2 2—3 34 45 5-6 6—7 7—8 g9

b) A napos 0Orak atlagos szama az osztalykozéppel szamolva:
0,5-12 . 5-1 5-22+...+8,5 .
3 12+1,5-6+42,5:17+3, 892 _ 59875 (kb. 3.29) ora.

80

c) A szordsnégyzet:
2,79 12+ 1,79% .6+ 0,79% .17+ 0,21 - 22 +1,21% - 11+...+ 5,217 . 2

80
ahonnan a széras: 1,89 (kb, 1,9) dra.

=3,57;

a) A magassagatlag: 165,125 (cm), kb, 163 (cm); szdrasa: 5,6 (cm).

b) A tGmeg medidnja (sorba rendezve a 8. és a 9. adat, vagyis 57 és 539 kg sziamtani
kozepe): 58 kg. Az also negyedeld a 4. és 5. adat atlaga: (54 és 55-b6l) 34,5 kg;
a felsd negyedeld a 12. és 13. adat atlaga: (62 és 66-bol) 64 kg.

c) A cipdméret modusza (leggyakoribb értéke): 39, terjedelme 3 - hiszen a legna-
gyobb értek 39, a legkisebb 36, és 39 - 36 = 3,

d) Nehany kiugrastol eltekintve altaliban a magasabbnak a ldba is nagyobb, de ez
csak trend, nem cgzakt Gsszefiigges.

40— e

9d . . g -

AR e . s & . ;

37 . e - o !

364 - . - w SR

35 T T T \ )
155 160 165 170 175 180

2689, a) Atlagos napi mennyiség: 111,

b) A szoras: 7,82,

Az atlag koriili kétszorasnyi intervallumban kb, 95% eséllyel benne lesz a napi

varhato mennyiség (ha normalis eloszlast kdvetnek a napi tojasszamok): [95; 127],
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azaz naponta legalabb 95 es legfeljebb 127 tojast varhat. Ezzel a heti minimum:
665, a varhaté maximum pedig 889 tojds,

Ha a normalis eloszlastol nagyon eltér a tojasszdm, akkor a Csebisev egyenldt-
lenséghdl az atlag kdriili haromszoérasnyi intervallumban tébb, mint 89%-ban
lesznek a tojasok, ekkor még szélesebb intervallam adodik: [87; 135], amibdl a
minimdlis ¢s maximalis tojasszam eltérése még nagyobb lesz, a heti 609 és 945
kozdott mozog kozel 90%-os eséllyel.

2690.] a) A 29 alkalmazott fizetésének az atlaga: 63 966 Ft. Ez elég rossz jellemzd, hiszen

harom kivételével mindenki kevesebbet keres. A hirom kiugro érték felviszi az
Atlagot.

b} A median: 46 000 Ft. Ez jél jellemzi, hogy kb. milyen fizetést varhat egy alkal-

mazott. A vezetOk pénze ebbél nem deriil ki, de az a szdmtani kozépbdl sem. A
modusz, a leggyakoribb fizetés szintén 46 000 Frt.
A szamtani kdzép elénye, hogy a teljes bérkidramlast, igy pl. ebbdl az allam TB-
bevételeit konnyen ki lehet szdmolni. Ezt a mésik kett6bé1 nem lehet. Nem in-
formativ viszont egy munkavallalo szamara. Arra a medidn jobb. A médusz arra
Jo, hogy a leggyakoribb fizetéskategoriat tudjuk meg belble, de ez sem az allam-
nak, sem a munkavallalénak nem til informativ.

2691.) a) A szdmtani kbzép: 156 kg; a median: 91 kg, mert a kozépen allo szarvasmarha-

tomeg pontosan ennyi, a tiblazatban mar sorban vannak a tomegek, igy vizuili-
san €ppen a kozépsot kell kivalasztani.

b) Mindegyik jol jellemzi, mas-mds szempontbol. Ha a gazda az egész allomanyt el
akarna adni, a kilénkénti dr ismeretében rogtén tudna, mennyit ¢r, Azonban az
ebbdl nem derdil ki, hogy sok kis tdmegii (vélhetéen fiatal) borji van, ¢s néhany
fejlett nagy példany. A median szerint az dllomany t&bb mint a fele nem éri el az
1 mazsat. llyenkor tébbet mond a mdsodik adat, anyagilag inkabb az elsé a hasz-
nosabb.

2692.; a) Joska magassiga nem tekinthetd atlagosnak, hiszen a maximalis magassag eddig

192 ¢cm volt, aminél 13 cm-rel magasabb Joska. A szamtani kézépnél (azaz az at-
lagnal) meg még joval tobb.
b) A modusz marad: 164 cm (kilenc férfi magassdga is ennyi, elég kis ndvésiiek te-

164 +172

lepiilése!); a median =168 (cm) volt, ami a 33. elem hozzavételével

172 ecm-re, tehit 4 cm-rel né. A szamtani kozeép eredetileg: 170,31 (cm) volt, Jos-
kaval: 171,36 (cm) lett. Tehat ebben az esetben ez a kézép sem valtozott sokat;
(56t kevesebbet, mint a medidn, ami pedig ritka, altalaban kiugrd adatra a szam-
tani kozép érzékenyebben reagal).
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Az dtlagos koncentracio (szamtani kozép): 27,1 (mikrogramm/m?3). A medidn 26,
mert az a 16. adat, ha sorba rendezziik a 31 darab értcket. (Megjegvzés: ki lehet ta-
lalni, mikor volt szeles idd, esetleg csapadékkal, mert akkor mindig leesik az érték,
K&dos, csendes iddben pedig né. Igy inkabb december elején lehetett valtozéko-
nyabb id6, és az utolsé héten inkdbb csendes.)

a) A 42 kiraly atlagos uralkodasi ideje: 22,3 év.

b) A szoras: 16,9 év. Igen nagy szoras, majdnem akkora, mint az atlag (a relativ
szords: 0,76, ami elég nagy.) Az ok a sok rdvid, és a néhany igen hosszu uralko-
dasi id6. Még Erzsébet sem vezet a (2002-ben) 50 évével, hiszen 56, 59 s6t 63
éves uralkodas is van. (Ez utobbi Viktoria kiralynée.)

a) Atevéeldttoltteorak | 0 | 05| 1 i5)] 2125 3 |35] 4
tizenevesek szama 4 8 14 8 11 6 3 4 2

Az atlag 1,63 dra, azaz kicsif tébb, mint masfél ora. Mellesleg a leggyakoribl:.)- az
1 dra, ez kézel 25%-ban fordul elé. A median 1,5 6ra. Tehat a gyerekeknek tébb
mint a fele legfeljebb 1,5 ora tévét nez.

b) Minden relativ, attdl fiigg, mit neveziink soknak. Egy atlagfilm mésffél-kfét ora,
egy focimeces szintén, igy ez az adat napi egy ilyet jelent (vagy z?n’et, pl'reke,t,
és egyebet). Az elgondolkoztatd inkabb az, hogy 25% legalabb 2,5 (l)rat nézi a té-
vét, ami mar tényleg soknak tlinik, kiilonésen annak a 6-nak az esetében, aki leg-
aldbb 3,5 orat tévézik. Az eloszlast grafikusan 1s szemléltethetjiik kor-, illetve
oszlopdiagramon. Az elébbin jol latszik, hogy legfeljebb két drat a gyerek.ek
75%-a néz, és 3 oranal tdbbet kevesebb, mint 10%. Tehat talan még nem annyira
ijesztd az eredmény, bar ismerni kellene azt is, hogy mit néznek. Hiszen van sok
értelmes, ismeretterjesztd vagy milivészi produkcio is, a tilnyomorészt felszines,
silany miisorok kozott.

Tévéndzési id0 eloszlasa félorara kerekitve

149 e

Gyakorisag

4 0
3 7% 3% 7%
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2696., a) 3,58 az atlag, (chat atlagosan kevesebb, mint 4 knyvet olvasott ez az 50 ember az

260]

elmiilt évben. A mediin 4, és a modusz is 4. It mindharom jellemzd kdzel egyenld.
b) A szoras: kb. 2,16.

a) 1,16: azaz kb. | testvér van atlagosan, a kétgyerckes csalidmodell az atlagos eb-
ben az osztalyban.

b} 1,16 - 31 = 36 a testvérek szdma, ehhez jon a 31 osztdlyba jard gyermek, tehat
ebben a 31 csaladban Osszesen 67 gyermek van. (Megjegyzés: az egy csaladra
esé gyerekszam tehat 2,16, Ebbdl az orszagos szdmra, ami sajnos joval 2 alatt
van, azért nem lehet kivetkeztetni, mert ahol nincs gyermek, az nem is jar isko-
laba, igy nem keriil egy ilven mintaba!)

a) A negy csoport atlagat azzal kell stilyozni, hogy milyen aranyban szerepelnek a
32000 tanulo kozét: 2,93-041+4,01-0,18+3,65-0,31+2,91-0,1 =
= 3,3456, azaz kerekitve 3,35 a matematika-érettségi orszigos atlaga. Ugyis sza-
molhattunk volna, hogy a négy csoport létszamat kiszamoljuk a 32 000-es dssz-
létszambol €s a %-os aranyokbol. Ezutin ezekkel a szamokkal szorozzuk meg a
csoportatlagokat, és végiil 32 000-rel osztunk.

b) Ezalatt teljesitett az 1. csoport (elsdsorban a human tirgyakat kedveldk) és a 4.
csoport (akinek nincsenek kedvenc tantargyai). A masik ketid felette, nyilvan
akik a realt szeretik inkabb, vagy mind a real, mind a human targyakat. Ez elég
logikus eredmény egyébként.

c) A redl tdrgyakat kedveldk matematika jegyei annyival jobbak, hogy a humin, il-
letve a kedvenc tantargyat nem megjeldlok atlaga még az egyszorasnyi kdmyeze-
ten is kiviil esnek, tehat a 2. csoport és az 1. és 4, csoport viszonylag élesen ket-
t¢ valik. A 3. csoport viszont semelyik tdbortdl nem valik ilyen élesen el. Kicsit
kézelebb all a 2. csoporthoz, mint a masik kettohoz, de az egységnyinél nagyobb
szoras miatt itt az atlag a legkevésbé jellemzi a teljesitményt. Azaz azt is megfo-
galmazhatjuk, hogy a humén-red! erdeklédéstiek esetén szorddnak a legjobban az
eredmények, igaz ez a masodik legnagyobb csoport. Az elsd a legnagyobb létsza-
mU, mégis a legkisebb szdrodasn, tehdt viszonylag megbizhatéan gyenge ered-
ményt érnek el a human érdeklédésiek a matematika-érettségin.

a) Az atlagok egyszerlien a szazalékokkal (azaz szdzadrészekkel) sillyozott osztaly-
zatok, €s ekkor sehol nincs kiirandd nevezd, mert az végig 1:
egyetem, fGiskola: 0,001 - 1 + 0,208 - 2 + 0,296 - 3+ 0,233 - 4 + 0,262 - 5 = 3,55;
felséoka szakmai: 0,007 - 1 +0,573 -2+ 0,328 - 34+ 0,071- 4 + 0,021 - 5 =
= 2,53;
kézépfoku szakmai: 0,01 - 1+ 0,7-2+ 0,253 -3+ 0,031 - 4+ 0,006 - 5 = 2,32;
nem tanul tovabb: 0,023 - 1 + 0,677 -2 + 0,263 - 3+ 0,035 -4 + 0,002 - 5 = 2,32,
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b}y A szdrasok ugyanigy:
egyetem, foiskola:

J0,001-2,55% + 0,208 -1,55° £ 0,296 -0,557 + 0,233-0,45% + 0,262 1,45 ~
~ 1,09
felsdfoktt szakmai;

\/0,007*-1,532 +0,573-0,53% +0,328-0,47° + 0,071 1,477 + 0,021 - 2, 47>
= 0,73;

kozépfoku szakmai:

J0,01 -1,32% +0,7-0,32% + 0,253 0,68 + 0,031-1,68% + 0,006 2,68” ~

= (,38;
nem tanul tovabb:

0,023-1,327 + 0,677-0,32% +0,263- 0,682 + 0,035-1,68% + 0,002 - 2, 682
= (),59.

Az elsd csoport szorasa a legnagyobb, de ott kb. 10-szer annyi tanuld van, mint
a 2. vagy 3.-ban, és majdnem 60-szor annyi, mint a 4.-ben.

i

i

c) A 2., 3., 4. csoport szorasa azért lett kisebb, most a 1étszamokat nem nézve, mert
a nagy tdmeg ugyanazt a jegyet (a kettest) szerezte. Az egyetemnre igyekvok ko-
z5tt négy jegy 1s hasonld mértékben fordul eld, ezert lesz nagy a szoras. Ezzel
egyiitt nyilvan az 6 eredményiik a legjobb. Utana a felsGfokd szakmai jon, és az
utolso kettd kozott gyakorlatilag nincs kiillonbség. Egyforman gyenge mind a két
csoport, szinte azonos atlaggal és szdrassal.

2700, a) A megyel atlagok kiszdmitasa soronkent torténik, a jegyeket a szazalékok szerint

sulyozva és dsszeadva, példaul Budapest:
0,002-1+0235-240,302-3+0,214-4+0,247-5=347.
A teljes tablazat a kovetkezd:

Budapest 3,47 | Nograd 3,31
Baranya 3,23 Pest 3,39
Bacs-Kiskun 344 | Somogy 3,22
Békés 2,99 Szabolcs-Szatmar-Bereg 3,20
Borsod-Abaij-Zemplén 3,28 | Jasz-Nagykun-Szolnok 322
Csongrad 3,40 Tolna 3,25
Fejér 3,26 Vas 3,49
Gydr-Moson-Sopron 3,50 | Veszprém 3,31
Hajdi-Bibar 3,33 {Zala 3,55
Heves 3,41 megyék atlaga 3,32
Komarom-Esztergom 3,15 | orszagos atlag 3,35

b) Azért nem egyezik meg a kétféle atlag, mert a megyékben nem azonos a tanulo-
1¢tszam, gy ezzel sulyozni kellene.
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¢) Minden sor szazalékos szamainak az orszdgos atlagtol valo eltérései abszolit ér-
tékének Osszegét kell Ottel osztani. Amelyik sorban ez a szam kisebb az jobban
reprezentdlja az orszagos atlagot. Ebben az 6sszehasonlitisban Csongrad megye
a legreprezentativabb, hiszen 0,98% jon ki. Alig rosszabb Veszprém, Hajdu-Bihar
és Pest, egyforman 1,16%-kal. A legnagyobb az eltérés Békés esetében: 5,70%,
ez kozel hatszorosa Csongradénak.

d) Ebben az esetben az eltérések négyzettsszege atlaganak gySke kell. Varhatoan
az elbzb szempontbodl reprezentativ megy€k itt sem lehetnek nagyon rosszak és
forditva. Itt is Csongrad vezet 1,157%-kal, utana Hajdi-Bihar 1,384%, Veszprém
1,485% és az utolso itt is Békés 7,134%-kal.

A 24 novény magassaganak szamtani kdzepe: 74.5 cm. A median 91 és 91 szdmta-
ni kozepe (mivel paros szamu adat esetén nincs kozépsd, a képzeletbeli kozépsd
melletti két elem atlaga a medidn ilyenkor), azaz 91 cm. A novények 75% elerte
vagy meghaladta az elvart 85 cm-es atlagos magassagot. A szamtani kdzép ilyenkor
nem til informativ, mert ha néhdany ndvény elpusztul (ezek adjak a 6, 7 cm-es ma-
gassagokat), nagyon leviszi a szamtani kizepet. Igazat adnék ezért az iizletnek, hi-
szen ha az elsd négy (nyilvan elhalt) ndveényt kihagyjuk, akkor 87,95 (kb. 88) cm
lesz a megmarado 20 nGévény atlaga. A cég tehdt igazat allitott, bar talan hozza kel-
lett volna tennie, hogy feltéve, ha a ndvény élethen marad, amire ilyen és ilyen sza-
zalékos esély van.

a) A modusz 2, akkor ez a leggyakoribb, tehat a hidnyzd adat maximum 10 lehet.

b) Ha a median 2, akkor a kozéps6 elem a 2 — viszont ha 36 vagy annal tébb elem
van, akkor a kizépsd sorszama mar nagyobb, mint 18. Tehat mar nem 2 lenne az
értéke. Azaz ekkor is 10 lehet a maximum. (11-nél mar a 2 és a 3 szamtani
kézepe a median: 2,5.)

1-7+2-11+3-7+4.-x 7

7
c) Ha az atlagos utas-szam -, akkor —, ahonnan a
3 25+ x 3

150 + 12x = 175 + 7x egyenlet adodik, tehat Sx = 25, azaz a hianyzo negyedik
adat értéke 5.

Az A eljaras esetén:

2 AP+ 402 +27 407 437 452
%, =23, JA=\/2 T+ +0 : = 3,5 =1,87.

A B eljaras esetén:

O+ + P41 437+ + 47+ 4

2 =+9,5 = 3,08.
A varhaté élettartam megegyezik a két minta esetén, csak a masodik szordsa na-
gyobb. Ezért egyenletessége miatt talan megbizhatobb az A eljaras. A legfontosabb

Xg =23, 6p=
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megjegyzés azonban az, hogy joval nagyobb mintit kellene megvizsgalni igazin
megalapozott déntéshez. ‘

Nyilvan az ellendrzés alapjan az a jobb gyartas, ahol az atlag kdzelebb van a célzott
25 mm-hez, és a szoras is kicsi, tehat kevés a selejt. Az A gyartdsor esetén az atlag:
25,008 (mm) a szoras: 0,047 (mm), a B gyartdsor esetén az atlag: 25,000 (mm) a
széras: 0,067 (mm). Erdekes helyzet, az atlag szerint jobb a B sor, az A-ndl viszont
kisebb a szoras, ,egyformabbak” az eredményiil kapott alkatrészek. Mivel azonban
az atlagnal az eltérés csak az ezred milliméter, tehat mikromeéter tartomanyban van,
a szorasnal viszont 2 szdzad, ezért talin mégis az A sort talalnank jobbnak.
Példaul tudjuk, hogy az alkatrészek 95%-a az atlag koriili 2 szérdsnyi intervallum-
ban van, mivel altalaban gyari termékek méreteloszlisa normalis.

Ezért ez A-nal: [24,914; 25,102], tizedpontossaggal [24,9; 25,1]; mig a B sor esetén
[24,866; 25,134], ami szélesebb intervallum, mint a masik, noha egy tizedesre ke-
rekitve ekkor is [24.9; 25,1] adodik, azaz nincs jelentds kiilonbség a két sor kozétt.
Ismét (az eléz6 feladathoz hasonldan) nagyobb mintét kellene kérni a dontéshez.

a) Az atlag; 276 méter;
a median (a kdzépsd, 23. adat a sorba rendezésben): 200 méter;
a modusz: 200 méter.

b} Gyakorisag
15 - SR

54

wd |

100 200 300 400 560 600 700 800

13 633-17 840 +23 91215 920 +10 100 -
2 9 920 +10100-12260 . o (kg]

13633+ 23 912+ 10 100 ha

17 840 —15 690

b} Dunantul: 100% = +13, 7%;

15 690
AIf51d; 15920-15690 100% = +1,5%;
15 690
] 12 260 —15 690
Eszak-M qg: ————~ 7 = -21,9%.
SZ BEyarorszag 15 690 00% 9%
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2707) 2) Andrgs: £ 512:4+3:543.4 55

- == =458
Zoli: 2-5+3~4+3-5+3-5:_5_%~47}

]1 ]I = H
Béla: M:ﬁ_—_q.z]__

10 10

b) Zoli, Andras, Béla.

, atlag szt')rzisl

1. dolgozat | 2,63 1,27

2. dolgozat

12

tehit 4-es osztalyzatot kap a tanulé,

Megjeoyzés:
Az, értékszorzé” nem 47Zonos a

sulyozissal. Ha ezek a szorzok egyben siilyok is

akk{)razét]ag: 1,4-(2-5+2-4+2-3)+2+3+5+0,8-(2-3+4)

tanulé csak kdzepest kap! Melle
gyobb atlagot is el lehet émnj.

a) 93,1 ezer Fr.
b} 10 ezer Fi-tal ng.
¢) 10%-kal (9310 Ft-tal) né,

a) 53 perc.

1,4-6+3+0,83 ™74, tehita

sleg | értékszorzo™ alkalmazasaval akgr 5-nél na-

b) Rendezziik az adatokat nagysag szerint névekvg sorba:

A sorban 14. adai 4 mediin: 16,

352

©) perc | gyakorisig
0—10 5
1120 12
2130 6
3140 2
41-50 !
51—60 1
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A legtsbb elem a ,,11—20” osztalyban van.

Rendezziik célszertien az adatokat egy tablazatba:

Varos boltT] bolt2| bolt3| bolt4| bolt3| dtlag| helyezés | medidn | helyezés | médusz| helyezés
Budapest | 254 | 257 | 257 | 259 | 268 | 259 1-—3. 257 3—4. 257 1.
Miskolc 252 | 254 | 255 | 267 | 207 | 259 | 1-3. 255 1—2. 267 3—4,
Szeged 2551 256 | 257 | 266| 266 | 260 4, 257 3d, 266 2.
Gyor 252 | 254 2535 | 267 | 267 259 | 13, 255 1—2. 267 3—4,

(Az alacsonyabb érték ,.elfkeldbb” helyezést jelent.)

A sorba rendezett adatok kozott 50. helyen az 51, az 51. helyen az 52 all, tehat a
median 51,5, A leggyakrabban kihiizott szdm az 54 volt (4-szer).

Megjegvzés:

3-szor huiztak ki:

25, 26, 42,50, 51, 52, 60,72,

2-szer huztak ki:

5,6,11,19,27, 28, 31, 56, 63, 66, 69, 70, 77, 79, 81, 84, 85, 88, 89.

1-szer hoztak ki;

1,2, 4,8, 12, 14, 15, 16, 20, 21, 22, 23, 24, 32, 34, 36, 40, 43, 43, 47, 48, 533, 55,
58, 62,67, 71,74, 75, 76, 78, 82, 83, 90.

1-szer sem huztak ki;

3,7,9,10, 13, 17, 18, 29, 30, 33, 35, 37, 38, 39, 41, 44, 46, 49, 57, 539, 61, 64, 65,
68, 73, 80, 86, 87.

2714, a) Terjedelem: 188 — 65 = 123 (eFt);

atlag: 80,9 elit;
atlagos abszolit eltérés (eFt-ban):
8-’65 -80,9+5- 72 —80,9|+4-’80—80,9|+2-|115-80,9j+1-‘188—80,9| )

20

=17.53
szoras: 28,48 elt.
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b) Az atlagfizetéstSl vald ,tavolsagok™ valtozatlanok maradtak, ezért a szorodasi

C)

ans] o

b)

a)

b)

mutatok sem valtoztak.

Az atlagfizetéstdl valo ,tavolsagok™ 1,1-szeresre ndttek, ezért a szérddasi muta-
tok is 1,1-szeresiikre valtoziak.

id6tartam | relativ gyakorisag
0 0,500
2 0,100
o3 b 0,033
4 0233
7 0,133
0
2
(73
B
17

Atlag: 2,17 nap az elsé félévben,
széras: 2,50 nap,

terjedelem: 7 nap,

atlagos abszolut eltérés: 2,2 nap.

A megadott adathalmaz medidnja 0, modusza 0, tehat legfeljebb a szdmtani ko-

zép lehet 6,5 cm, ami teljesiil is: % =6,5.

Megjegyzés:

Elég értelmetlen, hogy a ki nem kelteket is bekalkuldljak az atlagba, hiszen itt
vagy nincs novényem, vagy kb. 20 cim-es lesz, tehat a szamtani kozép semmit-
mondo, 6,5 cm-es atlagnovény nem lesz. A masik két kizép azt mutatja, hogy a
névények tébb mint a fele ki sem kel!

13,5 +15,5° +16,5° + 7 6,5°
10

A sz0ras nagyobb, mint az étlagérték, a relativ szoras 1,53, tehat 153%-0s. Azaz
ez az atlag semmitmondo.

A szoras; .\/ = 9,95 (cm).
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2717, Az 6t szam szamtani kdzepe: 23+ N

négy szamhoz képest hol helyezkedik el.

Ha N <5, akkor a median 5, tehdt 23 + N = 25, azaz N = 2, ami tehat megoldas,
Ha 5 £ N £7, akkor a median maga N. Ekkor 23 + N = 5N, ahonnan 4N = 23, te-
hat N = 5,75, ami szintén lehet, mert 5 és 7 kozé esik. (Ha N csak egész szam le-
hetne, akkor ebbdl nem adodna megoldas!)

Ha 7 < N, akkor a median 7. Ekkor végiil 23 + N = 35, ahonnan N = 12. Ez is jo,
tehat harom megoldas van: N = 2; N=5,75, N=12.

, a median attol fiigg, hogy N a megadott

2718.f a) 26,2
b) [smertek:
o, szords;

n: adatok szama;
Minx: a legkisebb adat;
Maxx: a legnagyobb adat;

S.(X — %)*: az atlagtol valo eltérések négyzetének Gsszege, masként négyze-
tes eltérés (= n- o).

Nem ismertek:
Kvrlx: alsé negyedeld, masként alséd kvartilis; ez a sorba rendezett adatok

koziil az g-edik adat, ennek hidnyaban, ahogy a mostani példaban is, két

kozrefogd adat szamtani kozepe;
Kvr3x: felso negyedeld, masként felsd kvartilis; ez a sorba rendezett adatok

koziil a %{3 -edik adat, ennek hidnydban, ahogy a mostani példban is, két

kézrefogo adat szamtani kdzepe.

=2
o 0m |2X-T
n

2719

csapat ugrdk szama [median (cm)| modusz (cm) | atlag (cm)| szords {cm)| relativ szdras
Szdcskék 10 125 125 126 5,83 0,046
Brekik 3 125 120 128,75 9,92 0,077

b) Fontos tudni, milyen feltételekkel irtdk ki a csapatversenyt. Nyilvan nem sok ér-
telme lenne csapatversenyrél beszélni, ha a legnagyobb magassagot ugro ember
csapatat hirdetnek ki gydztesnek. A kirasi feltételek alapjan mérlegelhetd, mi-
Iyen dsszedllitasu csapat inditdsa célszeril (a csupa 240 cm felett ugrokbol allo
csapat persze nehezen verhetd),

Nem egyenld létszamu csapatok inditdsa esetén az atlageredmeény nem igazsagos
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mérdészam. A nagy ltszamu csapatnal a , kdzepes” t0bbség szinte elenyészdve te-
heti a kimagasloan jo, vagy nagyon gyenge eredmények dtlagra gyakorolt hatasat,
mig egy kis [étszamii csapatban éppen forditva: egy kimagasloan jo teljesitmény
az atlagot magasba szikkenti, egy-egy igen gyenge teljesitmény pedig alaposan
lehiizhatja. Célszeril tehat azonos létszamu csapatok szamara kiirnl a versenyt, il-
letve meghatarozni, hogy a kiirt létszamnal nagyobb induldszam esetén mely
eredményeket veszik figyelembe. A jelenlegi adatok esetén kitizhetd példaul csa-
patverseny a legjobb 8 ugrd dtlagara. Ebben az esetben a nagyobb létszammal in-
duld csapat elényben van, hiszen a rossz formit kifogd versenyzdinek eredménye
(részben legalabbis) hatastalanithatd. Ilyen feltételek mellett is a Brekik csapata
nyerne azonban, hiszen a legjobb 8 ,,Szdcske™ atlaga is csak 127,35 cm.
Elképzelheté példaul, hogy a kizépsd 6 eredményeit veszik figyelembe, kisziirve
ezzel a ,,szé)sOségeket”, erdsitve a verseny csapat jellegét. Ekkor a Szocskék atla-
ga 125 om, a Brekik atlaga pedig 127.5 cm lenne. Ez megerdsiti azt a benyoma-
sunkat, hogy a Brekik csapatban jobb teljesitményt nydjtottak, mint a Szocskék,

a) Az atlag: délutin 4,28 pont (75 16); este 2,8 pont (90 {6).

b) Modusz: délutan 3, este 3; median: délutan 3, este 3.

¢) Szoras: delutan 1,03, este 1,30; relativ szoras: délutan 23%, este 46%.
Az egyesitett lista mutatdi: modusz 5, median 4, atlag 3,47, szoras 1,395, relativ
szoras 40%.
Az elemzes elkészitéséhez segitseget, Stleteket adhat a 2663. feladat megoldasa is.

A viszonylag nagy szoras (relativ szoras) az atlagtol vald nagyobb eliérések gyakori

fellépésere utal. Az atlag mindkét osztalyban kozel van a kozepeshez, a B osztaly-

ban azonban a relativ szoras kb. 55%, szemben az A osztalybeli 32%-kal. Bz azt sej-
teti, hogy a B osztalyra lehet inkabb jellemz6 a tobb jo—jeles, illetve elégséges—elég-
telen.

Az alabbiakban felhasznaljuk azt a tényt, hogy a szordsra igaz, hogy n - ¢ megadja

a négyzetes eltérések Bsszegét.

a) Ha az A osztalyban 10-nél tébb 4-es lenne, akkor ezek négyzetes eltérésének 6sz-
szege legalabb 11 - (4 —2,84) % = 14,80 lenne, azaz a tibbi 14 osztalyzat négyze-
tes cltérésének dsszege legfeljebb 25 - 0,927 — 14,8 = 6,36 lehetne.

Vegyiik még figyelembe, hogy a jeles négyzetes eltérése (5 — 2,84)% = 4,67,
a kGzepesé (3 - 2,84)2 = (1L,0256, az elégségesé (2 - 2,84)2 = 0,71,

az elégtelend (1 —2,84)% = 3,39.

A negyestdl killonbdzd 14 osztalyzat Bsszege 25 - 2,84 - 114 =71 —44 = 27,
Ezekbol lathato, hogy a 14 osztdlyzat legkisebb négyzetes eltérés-sszegét tgy
kaphatjuk, ha a lehetd legkisebb négyzetes eltérésiibdl a lehetd legtobbet valaszt-
juk (a kbzepes négyzetes eltérésének minden mds osztélyzat négyzetes eltérése
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legalibb 27-szerese!). Kozepesbél legfeliebb 6 valaszthatd, hiszen 7 kézepes
esetén a masik 7 osztalyzat 6sszege 6 lenne, ami nyilvan lehetetlen.

A 6 kézepes melle tehdt még 8 osztilyzatot kell valasztani Ggy, hogy azok Sssze-
ge 10, negyzetes eltéréseik dsszege legfeljebb 6,36 — 6 - 0,0256 = 6,21 legyen.
Vildgos, hogy a nyolc osztalyzat kozott nem lehet sem 4-es, sem 5-0s, hiszen ek-
kor a masik 7 osztdlyzat dsszege 7-nél kevesebb lenne, ami nyilvan nem lehetsé-
ges.

Elégségesbél ugyanezért nem lehet kettd (vagy t&bb). Az egyetlen lehetséges
eset tehat, hogy 1 db elégségesnek és 7 db elégtelennek kell lennie:

5 4 3 2 |
0 11 6 1 7

Ennek az eredménynek a szérasa azonban 1,25, ezért nem lehetséges az A osz-
talyban, A 4-esek szaménak novelésével a szoras csak ndvekedhet, hiszen a 2,84-
es atlag megmaradasa miatt egyidejilleg a kozepesbl elégségesre vagy elégsé-
gesrdl elégtelenre kell vattoztatni egy vagy t6bb osztalyzatot. Tlyen médon azon-
ban a négyzetes eltéres tovabb novekszik.

Az A osztalyban tehat nem lehetett 10-nél t6bb j6 eredményfi teszt, ez csak a B
osztalyban fordulhatott el6. A feladat szovege szerint tehat 10 vagy még tobb ki~
zepes volt az A-ban ¢€s a kozepes volt a modusz, 10-nél tbb jo volt a B-ben és ott
a4-es volt a modusz. A kézepes osztdlyzat tehat az A osztilyban volt jellemzé.

@Becsﬁ]jﬁk meg, legalibb hany elégtelen lehetett a B osztalyban!

A 28 osztalyzat négyzetes eltérésénck dsszege 28 - 1,57% = 69,02, az osztalyza-
tok Osszege pedig 80. ‘
Az osztilyzatok kozott volt legalabb 11 db 4-es, ezek négyzetes eltérésének dsz-

szege [1 - 1,14% = 1430. Tegyiik fel, hogy pontosan 11 db 4-es volt. Ekkor a
t6bbi 17 osztdlyzat Ssszegére 36, négyzetes eltérésitk Gsszegére pedig kb. 54,72
marad.

A jeles négyzetes eliérése 4,67, a négyesé 1,30, a kozepesé 0,02, az elégségesé
0,74, az elégtelené pedig 3,39.

Megmutatjuk, hogy legalabb 10 elégtelen osztalyzat volt a B-ben.

A 17 osztalyzat Ssszege 36, ezért ,nil sok” jeles nem lehetett, konkrétan legfel-
Jebb 4. Ha ugyanis a jelesek szdma 5 (vagy t6bb) lenne, akkor a 12 masik osz-
talyzat dsszege 11 (vagy kevesebb) lenne, ami nyilvan lehetetlen. A legfeljebb
négy jeles négyzetes eltérése egyiitt legfeljebb kb. 18,32, tehat a 13 masik osz-
talyzate egyiitt legalabb 54,72 — 18,32 = 36,4, Ha az elégtelenek szama legfel-
jebb 9 lenne, akkor ezek négyzetes eltérése §sszesen legfeljebb kb. 31,14, vagyis
a 4 masik osztdlyzaté egyiitt legalibb kb. 5,36. Ez azonban lehetetlen, hiszen a
lehetseges osztilyzatok kozil a 4-es a legnagyobb négyzetes eltérést, am
4 - 1,30 < 5,36. Ezzel belattuk, hogy a B-ben legalabb 10 elégtelen dolgozat volt,
ha a jok szama 11.
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Ha B-ben 11-nél tibb 4-es volt, akkor az elégtelenek szamara vonatkozo also
becslésiinket a fenti gondolat megismétlésével bizonyithatjuk. (A 2,86-os atlag-
bol adédik, hogy a 4-esek szdma biztosan kevesebb 17-nél, a szdras felhasznala-
séval ezt az éricket még lejjebb is szorithatnank, Ennek most nincs gyakorlati je-
lentdsége, hiszen a kozolt bizonyitds konnyen megismetelhetd a megmaradt 4
esetben.)

Ha az A-ban legaldbb 10 elégtelen dolgozat van, akkor a kdzepesek szama leg-
alabb 11. Ennek a 21 osztalyzatnak az Osszege 43, ami azt jelenti, hogy a meg-
maradd 4 osztalyzat 6sszege 28 (a 2,84-es atlag miatt), Ez nyilvdn lehetetlen,
ezért az A-ban 10-nél kevesebb elégtelen volt (ha volt egyaltalan).

Megjegyzés:
Az aldbbi tablazatban egy, a feladat szovegének megfeleld eloszlas lathato.

5 | 4 3 2 1 atlag | szoras
Al 30 0ol 0] 0 284 | 092
Bl 3 | 13 ] o 1 11 | 2,8 | 157

2722.0 a) A kapott golok szama alapjan X jobbnak 1atszik,

b) A kapott golok szaméanak eloszlasa X-nél egvenletes, Y-nal hullimzo teljesit-

meényre utal, tehat inkabb megerdsiti az X melletti dontést.

A kozolt thblazat természetesen nem dont6 érv X mellett, hiszen a kapus teljesit-
ménye nem énmagaban, hanem a csapataval egyiitt mérhet6. Sokat szamit az is,
milyen erdsségii ellenfelekkel kiizdottek az egyes kapusok csapatai. Elképzelhe-
t6 peéldaul, hogy X csapatanak csupa ,.konnyl”, mig Y csapatanak igen kemény
ellenfelei voltak, Ez esetben akar meg is fordulhat az a)-beli informacid alapjan
meghozott (,elsietett”) dontés, hiszen Y javuld formdt mutatott, mig X inkdbb
hanyatlot.
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. . . 176 ,
a) Mivel A eredményessége: EYe) = 0.73; mig B eredményessége: % = (), 65,
ezért a bitntetSt A-val dobatnam.

b) Feltéve, hogy ezek a relativ gyakorisagok mint a bedobas esélyei szerepelnek,
valamint, hogy az egyes dobasok sikeressége nem befolyasolja a dobo allapotat
(ami sajnos nem igaz), a két arany 6t6dik hatvanyat kell venni. Azaz 0,20, illetve
0,12 eséllyel dobna be 4, illetve B egymads utan 6t biintetSt.

a) A minimum 118, a maximum pedig 166 liter, a kiilonbség 48 liter. Ekkor az
egyenld, 5 literes tartomédnyok 10 osztalyt jelenthetnek, mondjuk 117-t51 167-ig:
117—121; 122—126; 127—131; 132—136; 137--141; 142--146; 147—151,
152—156; 157—161; és 162—166-ig.

b) A holstein-friz esetében a gyakorisag eloszlasa:

N B \ 6 N 6
A NV A\ ND A AN A3 4D \b \©
RO AR R LU UGN R LN

A magyar tarka esetében a gyakorisag eloszlasa:
Gyakorisag

Az elsé csapat atlagpontszama: 30,04, a masodik csapat atlagpontszama: 26,61.
A kiilonbség 3,43,

a) A harmadik vizsgan, hiszen a masik kettén az atlagnal alacsonyabb teljesitményt 0
nyujtott, mig a harmadikon 5 ponttal jobbat. Feltéve, hogy az atlag kériili szoras-
nyi intervallumon beliil kb. az adatok 65%-a talalhatd normalis eloszlast feltéte-
lezve, a maradék fele alatta, fele felette van, akkor a felsé 17,5%-ban van a tel-
Jjesitménye (a masik két esetben ugyanez az als6 17,5%-kal igaz!)

N Ty b 6 \ o
\b VY 3% D AN AN A e A
W gy @ @Y W W @ 8V @

o \66

c¢) Az Gsszehasonlitashoz néhany jellemz6 szam: atlagok, medidnok, szorasok, min-
denhol a pér elsd tagja a holstein-friz, a masodik a magyar tarka:

b) A masodik vizsga teljesitménye jobb volt, mint az elsd; mind a teljes évfolya- 4tlagok {145; 145}, medianok {146; 145}, szorasok {13.,6; 11,1}.

mon, mind X tanulo esetében, bar nala csupan 1 ponttal, ami nem jelent8s, Az at-
lagpontszam viszont 5-tel magasabb, mig az els6 szdrasa csak 3 volt, tehat tome-
gesen jobb eredmények kellett, hogy sziilessenek, igaz a szdras is megndtt, azaz
maradt gyenge is. Mégis az atlag 5 pontot javult.

558

Nagyon kicsi a kiilénbség, bar tendencidzusan az elsé egy kicsit jobb, még a szo-
rasndl is, mert ott figyelembe kell venni, hogy t6bb adat van, és mégsem nagyobb
a szorasa. Ebbdl azért nehéz lenne dinteni a két fajta tenyésztése kozott, ha csak
a tejhozamért tartjuk.
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27274 Legyenek a sokasag elemei x,, x, ... x,. Tudjuk, hogy az atlaguk 56, es mondjuk

x; = 68, valamint azt is, hogy ez tGbbsz0r nem fordul eld, azaz ha i > 1, akkor
x; # 68. A 68 nélkil a maradék szamok atlaga 55. Elkor ezen szdmok Osszege
55(n— 1). Ehhez hozzavéve a 68-at, az atlag 56 lesz, tchat 55(n — 1) + 68 = 56n,
ahonnan r = 13 kovetkezik. Ha 12 pozitiv elem dtlaga 55, akkor a legkisebb szoba
jové elem az 1. Akkor lesz a maximum a legnagyobb, ha 11 darab 1-est vesziink.
Mivel a szdmok Osszege 660, ha 11 db 1-est vesziink, akkor 649 a legnagyobh. Min-
den mds esethben kisebb a legnagyobb elem, tehit a keresett maximum legfeljebb
649, (Es legalabb 55, ha mind a 12 szam egyforma.)

2728.] a) A nagyobb iétszamii osztalyban jobb jellemz6 az atlag, mert annak ellenére, hogy

tobb elem van, mégis kisebb a szords, az elemek kevésbhé térnek el a 168 cm-16l,

@A kisebb osztalyban, mert ott ez az eredmeny az atlagtol haromszoros szorasnal
messzebb lévé elemeket jelenti, tehdt meg a durva Csebisev-egyenlétlenség sze-

rint is az esély -é—nél (0,111) kisebb, mig a masik osztalyban a 15-8s eltérés

: roi 15 , :
majdnem a szOras négyszerese, pontosan Z = 3,75-szorosa. Tehat a Csebisev-

egyenlbilenség szerint az esély kisebb, mint XLz = (3,071, Igy a kisebb osz-

- tAlyban a nagyobb szOras miatt mégis valosziniibb ez az eset.

Mivel a gybztes csapat testmagassagai jol lathatoan két csoportba oszthatdk:
144—152 intervaliumban van 7 t6, majdnem a csapat fele, mig a masik csoport mi-
nimuma 180, maximuma 198, tehat 9 {6 pedig a 180198 intervallumban van. A
csapat atlagos testmagassaga 173 cm, a szérasa: 21,8 cm. Mivel ,.,normalis esetben”
az atlag koriil vannak a jatékosok magassagai, mig itt az atlag a ,.senkt foldjén” van,
nagy eséllyel mondhatjuk, hogy ez a ,,T'orpek és oriasok” csapata lehet, tehat 6k
gyoztek, feltéve, hogy az ellenfél egy normalis, nem egy masik ,, Torpe és orias”
csapat.

a) A keresett atlagok rendre: 953,9; 8,8; 18,6; 0,11. Magyarorszag (bar ,,atjard™ or-

szag) mindenbeu jelentSsen lemaradt, még az atlag harmadat sem éri el! Ez je-
lentds utfejlesztést igényel a kdzeljovdben.

b) A terjedelmek rendre: 1873; 24,24; 53,9; 0,24. Igen nagyok, f6leg az els6 harom,
amelyek az dtlag két-haromszorosai, ezt mutatjdk az alabb megadott szérdsok is.
(Bar ezek kiszamitasa nem volt kérdés: 627; 6,27; 17,22; 0,06. A relattv szordsok
—0,66; ,71; 0,93; 0,55 — még jobban mutaipik, milyen nagy killénbségek vannak.)

¢) Példau] gy, hogy az dtlag alattiak vagy felettiek. Lehet persze, hogy egy-egy or-
szag az egyik szempont szerint az atlag ala, a masik szerint folé esik. Minden-
képpen nagyon jo kozlekedésti az az orszag, amelyik minden szempontbol atlag
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feletti: pl. Luxemburg kimagaslik, igaz nagyon kicsi teritletd, raaddsul tranzitor-
szag. Dinia haromban folétte, egyben éppen csak alatta van, hasonléan Hollan-
dia, Franciaorszag. Mindenképpen a gyengén ,,behdlozott” orszagok kozé tarto-
zik: Portugalia (igaz, ,végorszag”), Gordgorszig, illetve sajnos Magyarorszag is
verseng az elébbi kettével a lemaradasban (kdzitban Gorbgorszag megeldzi, de
ket autdpalyaban ,,verjilk”, Portugatiaval éppen forditott a helyzetiink: ott keve-
sebb a kozlt, de jobb az autopalya-mutato.)

d) Mérjiik az eltérést azzal, hogy az atlag hany szazaléka a magyar adat. Ezek rend-
re: 34%, 33%, 20%, 31%. Ezek koziill a 20%, az 1000 km?-re esé autopalyahossz
a legrosszabb adatunk.

[2731' a) A osztdly jegyei
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matematika-¢rdemjegy
Az osztaly eredménye atlagos, a tobb kettest, mint négyest a jelesek szép szama
ellenstlyozza, megbizhatd tomeg a kézép, a tanulok kb. harmada kozepes. Az at-
lag egyébként 3,14, ami matematikdbol egész ,rendesnek” mondhatd, mig a 570-
ras: 1,12.
b) Elészor itt is egy grafikon, majd a jellemzdk kiszamitasa utan hasonlitjuk &ssze
a két osztalyt:
B osztaly jegyei
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Minden jellemzé kiszamitasa nélkil is Tatszik a 10 kiilonbseg, hogy a B osztdly-
ban szinte nincs kozépmezény, sok a gyenge (igaz. nincs elégtelen, csak kettes), es
sok jelcs van, Az atlag itt: 3,31, ami jobb az A osztalyenal, viszont a szoras: 1,29.
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Az dsszehasonlitas tehat a kovetkezd: a B osztalyban 16bb jo eredmény sziiletett,
de nagyobb a szorodis, t6leg azért, mert kisebb a kdzepmezony. A szokasos 0sz-
szehasonlitas szerint (dtlag) a B osztaly lenne a ,nyer6”. A median egyébként
azonos (3). A modusz viszont az A osztalyban jobb: 3, mig a B-ben csak 2.

2732.1 a) Akkor clég, ha egy napra legfeljebb 999 fiu, illetve ugyanennyi lany sziiletése

esik. Mivel minden évben 95 000 és 280 000 kozott volt az djsziilottek szama,
aminek kb, a fele fiii és tany. Mivel az eltérés legfeljebb 5%, vegyiik példaul a 14-
nyokat nagyobbnak (a legszélsGségesebb escl: 52,5% ldny és 47,5% fin): 49 8§75
¢s 147 000 kozé esik az egy évben szilletett lanyok szama. Most a felsd hatar az
érdekes, 147 000-b6l egy napra 402.7 jut atlagosan. Mivel a 999 ennek tobb,
mint keétszerese, ezért varhatoan altalaban elegendd a személyi szam. Nagy rit-
kan persze el6fordulhat extrém eset.

b) Mivel 8-szor annyian vannak, ha a sziilctések szdma is ardnyos, akkor napi 3222

73] @

b)

).

lany varhato dtlagosan, igy biztosan nem lenne jO ez a rendszer, ott egayel nével-
ni kellene a jegyek szamat,

Hagyomanyos alma: atlag 119,75 (g), median 120 (g); modusz 120 (g). Bioalma:
atlag 115,3 (g) median 115 (g), modusz 115 (g).

Alma témeg eloszlisa
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—o&— hagyoményos
—— bicalma gyakorisag

A bioalma szordddsa nagyobb, és kisebb hullamzast mutatnak a gyakorisdgok, a
hagyomanyos alma jobban hasonlit egy normalis eloszlas harangjara, kisebb a
szorodas. Hasonlosag nemigen ldtszik az abrén.

b) Az elsd oszlop valamilyen nyilvantartisbol szarmazhat, az adott allamban
bejelentett gépkocsik szama, valoszintleg tobbé-kevésbé megbizhatd. Ugyanez
mondhato ef a harmadik oszloprol is, ahol az adott allamban bekdvetkezett hala-
los balesetek aldozatainak a szdmat talaljuk. A misodik oszlop az adott 4llamban
velhetden a megjeldlt szamu gépkocsik altal megtett Hsszes 0t hossza mérfoldben
kifejezve. Ez az adat tinik a legkérdésesebbnek. Honnan tudja a sofér pontosan,
hogy az adott allamban, ahel be van jelentve gépkocsija, pontosan mennyit ha-
ladt, s mennyit mas allamokban. Ezzel egyiitt ez az adat kétséges biztonsdg.
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¢) Tobb szemponiot is figyelembe vehetiink, pl. hol a legkisebb az egy autora esé

balesetek szama, vagy hol minimalis az | mérféld megtett utra esd balesetek sza-
ma. Esetleg a ketté kombiniciojakent kiszamoljuk az egy autora eséd mérltldsza-
mot, s ezzel osztjuk a haldlesetek szamat. A harom kiilénboz6 modell szerinti
eredmény:

‘allam egy autora esd egy mérfoldre csd egy autdra esd
halesetszam balesetszam mérféldszam
Alaszka 0,000 218 0,600 000 0279 0,013 36
Kalifornia 0,000 172 0,000 000 0145 0.32275
@ri da 0,000 242 0,000000 0217 0,222 01
| New York 0,000 184 0,000 000 0164 0,160 18
Rhode Island 0,000 127 0,000 000 0103 0,006 38

Az elsd szerinti biztonsagi sorrend: 1. Rhode Island, 2. Kalifornia, 3. New York,
4. Alaszka, 5. Florida,

A masodik szerint: 1. Rhode Island, 2. Kalifornia, 3. New York, 4. Florida, 5.
Alaszka. Tehat csak a végeén van egy helycsere.

A harmadik azonban nagyon széthizza a mezényt, itt az egy autdra esé mérfold-
szdm a nevezd, a haldlesetek szdma pedig 4 szamidld: 1. Rhode Island, 2. Alasz-
ka, 3. New York, 4. Florida, 5. Kalifornia. Mindenképpen Rhode Island a leg-
jobb, New York kézépen van, Florida pedig a lista masodik felében.

2735.| a) Az eloszlishoz eldszor meghatarozzuk az egyes csoportok létszamat:

humdan: 13 120; real: 5760; human és redl: 9920 és végiil nincs irdnyulisiga:
3200 tanuldnak. (Az adatok nem teljesen pontosak, hiszen nem pontosan 32 000
tanulé van.) Eszerint elégtelent kapott: 39 human (0,3%), 6 real, 10 human-real
iranyultsagn és 16 iranyultsag nélkiili, dsszesen: 71 tanulo.
Hasonlo madszerrel elégséges: 5130 + 622 + 1845 + 1382 = §979 tanuld,
kibzepes: 4736 + 1192 + 2718 + 1002 = 9648 tanulo,
jO: 2152 + 1405 + 2381 + 483 = 6421,
jeles: 1063 + 2534 + 2966 + 317 = 6380.
Oszlopdiagramon az orszagos closzlas:

Tegyek orszigos closzlisa

8 000
6 000
4 000
2000

0
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b) Az orszagos eloszlas szazalékos aranya: 0,2%; 28,1%; 30,2%: 20,1%; 21,5%.
A legkdzelebb a harmadik sor (human-real) van chhez, ugyanis az abszolut elté-
0,01+10L0+59+37+13,4

resek atlaga az elsé csoportnal: S = 6,8 (%),
a masodik csoportnal: 014173+ 9’: *4,3+22,5 =10,7 (%),

a harmadik csoportndi: O.1+9,5+ 2:;8 t39+8,4 = 4.9 (%),

a negyedik csoportnal: 0.3+ 15,1+ 1"51 +3.0+11.6 = 6,6 (%)

Eza Iegkisebb a human-redl csoportnal. Egészében tehit ez a legreprezentativabb
csoporya az orszagos dtlagnak. Atlagos négyzetes eltéréssel szamolva is ez az
eredmény,

c) Aho]'a JO jegyekben tiihbet, a rosszban kevesebbet produkaltak, az a jobb az 4t-
lagnal. Eszerint a Jegjobb, egyébként ez az atlagbdl is litszik, a masodik (redl)
csoport. A human-redl van legkgzelebb az atlaghoz, de attél felfelé tér el. Az ira-
nyullts:,ég nélkiili €s a humdn dtlag alatti, és egymashoz kepest kicsi a kiilsnbség,
Az iranyulisdg nélkiliek a leggyengébbek, de ali £ jobb a human csoport. Az 4i-
lago]fc haman: 2.93; real: 4,01; human-redl: 3,65; iranyultsag nélkiili: 2,91, Az
Orszagos atlag: 3,35. Azaz, ahogyan mondtuk, atlag feletti a misodik és a’harma:
_dlk csoport, atlag alatti az els§ és a negyedik, kozel egyforman gyenge, de picivel
Jjobb a human, ahogy éreztiik az eloszlishol is. ,

i_}ﬁ a) Az elso eloszlis 32 000-bél 57%-nyi, azaz 18 240 tanuléra,
a mz’t::.odik closzlas 14%-nyi, azaz 4480 tanuldra vonatkozik,
eszerint a gyakorisagokbol Ssszesen 22 720 tanuléra vonatkozo eloszlas:
18 240-b61 55, 4480-bol 9 elégtelen, azaz Gsszesen: 64 elégtelen.
Hasoni6 megfontolissal:
elégseéges: 6056 + 408 = 6464 tanulé;
kézepes: 6220 + 802 = 7022 tanuld;
Jo: 3502 + 1151 = 4653 tanulo;
Jeles: 2408 + 2110 = 4518 tanulé.

Matcmatika érettségi jegyek 1 2 3 174 5

3 duds gyakorisdg 55 | 8056 | 6220 J 3502 | 2408

5 oris gyakorisig 9 | 408 | 802 | 1151 | 2110
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b) Matematika jegyek eloszldsa a 3 és
5 draban tanuloké egylittesen

] 2 3 4 5

c) A bal oldali, 3 6rds eloszlashoz hasonlit a kép jobban, mert azok a didkok tobb,
mint 4-szer annyian vannak, igy a silyozott kizépben mindig 4-szer olyan silyt
jelentenek.

a) A térképrdl leolvashatjuk, hogy az egyes megyékben szazezer fore hany the-s jut.
Ezt a tabldzatbdl kiolvashatd lakossagszammal szorozva megkapjuk az egyes me-
gyékben, illetve Budapesten a tbe-sek szamat. Ezt osztva az dsszlakossaggal, ki-
jén, hogy 100 000 fbre hany the-s jut, Ez valojdban a lakossag eloszlasa szerinti
sulyozott kizepe a tbe-s aranyszamoknak (nem egyszerd szamtani kzeép, ami
rossz megoldas!). Tehat pl. Bacs-Kiskun megyében a térkép szerint 9,73 the-s jut
100 000 lakosra, amit szorozni kell 5,31-dal, mert ennyi szazezerben a lakosséag-
szam. Kapjuk, hogy ebben a megyeben 51,6663 the-s beteg van. Hasonloan kap-
juk a betegek szamat a tObbi megye esetében, és ez osztandod a lakossdgszamok
Osszegével (100,44), ami az dsszlakossag 100 000-ben (tehat 10 044 000 f6 a ke~
rekitett tsszlakossag). A szamlalohoz beirjuk a térkép adatait a megadott tabla-
zatban egy beszurt sorba (a sorok végén Gsszegeztlik a lakossag-, illetve beteg-

sZamot):
B-K Ba Bé B-A-Z Bp. Cso Fe Hsszesen
531 401 392 729 1815 418 426 4712
9,73 10,18 17,61 21,65 21,65 14,75 8,45
51,6663 | 40,8218 | 69,0312 | 157,8285 | 3929475 | 61,655 35,997 | 809,9473
Gy-M-8 H-B He J-N-Sz K-E No Pe Osszesen
424 542 323 411 309 216 1032 3257
8,49 30,71 10,49 11,58 0,77 13,31 22
35,9976 | 166,4482 | 33,8827 | 47,5938 | 20,9193 | 28,7496 227,04 | 560,6312
So S5z-8z-B To Va Ve Za (sszesen
330 569 244 266 373 293 2075
6,92 19,24 12,23 2,601 4,8 4.06
22,836 | 109,4756 | 29,8412 | 69426 17,904 | 11,8958 [ 198,8952

Az Bsszes betegek szama 1569,474; ezt osztva 100,44-gvel megkapjuk a keresett
ardnyt, tehdt az orszdgos atlag: 15,63 thc-s 100 000 lakosra. Latszik, hogy nagy
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a szoras, hiszen van 30,71-o0s érték, majdnem kétszerese, és 2,61, ami csak hato-

b) Ugyanazt, amit az a)-ban is tudni kellett volna, nevezetesen az egyes korosztalyok
da az atlagnak.

létszamat. Elofordulhatna, pl. ha 1994-ben a vizsgalt korosztalyokba tartozo ndk
szdama tObb, mint kétszerese az 1930-asnak. Ez elég valosziniitlen (nem is igy van)!

2739 a) 1005 - -

Megjegyzés:
Az tjsag adatai nem teljesen pontosak, mert egész szamu betegnek kell lennie az
egyes megyekben, s az ezekkel az adatokkal nem teljesiilhet. Hiszen pl. B-K ese-

tében a 5,31 szazezer lakos ¢és a 9,73 aranyszam egyiitt biztosan nem lehet j6. Ha 90 -+ — —m—em
az adott évben 51 tbe-s volt a megyében, akkor 531 000 lakos mellett ez 9,60-0s 80 A _
ardny; ha viszont 52 beteg volt, az meg 9,79. Viszont 51,6663 beteg meg nem le- 704 mt— Mexiké -
het! PO S — ~-—o— Svédorszag
50 4—
b) Elszor sziikségiink van a tbe-s betegek megyénkénti szdmara, s ezt kell a régiok 40
szerint 6sszegezni, ami az el6z6 tablazat beszirt ,,szorzatsorainak” az egészre ke- K —
rekitett szdmai, azaz a hiisz szAm rendre: 52; 41; 69; 158; 393; 62; 36; 36; 166; 20 4
34; 48; 21; 29; 227; 23; 109; 30; 7; 18; 12. Bz a régidk szerint: K-M: 620; K-Dt; ' 10 - |
75; Ny-Dt: 55; D-Dt: 94; EMZE!EA 323; D-A: 183, 04 :

Oszlopdiagramon abrazolva: —14 1559 60—69 70—

TBC-s betegek eloszlisa régiénként b) Az egész népességre vonatkozo halalozasi mutatohoz Ssszegezziik, hogy héanyan

[ T - o o haltak meg 1998-ban kiilon-kiilon a két orszagban: Mexiko esetén a négy adat
600 - Osszege: 446 448 6, Svédorszag esetén 90 330 £6. Minden a lakossag méretétél
500 4 fiigg: Mexiko Gsszlakossaga 91,53 millid, Svédorszagé 8,66 millid. Ebbdl Mexi-
: kéban kisebb mégis a halalozasi mutato: 4,9 ezrelék, Svédorszagban 10,4 ezrelék,
400 ; Az dsszlakossag a halalozasi ardnyszamokbol kiszamithato, hiszen pl. a 110 471
300 1 \ halott gyermek 0,33%-a a 14 év alatti gyerekeknek, ahonnan ez a 1étszdm
i 33 476 061, lasd a tablazat elsé sor masodik oszlopat.
2001 Hasonléan kaptuk a t6bbi elemét is a tablazatnak.
1007, J Mexiko Svédorszag
: e LA : , | 14 33 476 061 1506 667
KM KD Ny:Dto DDt EM E-A DA 1559 | 50940000 | 5091579
c) A régiok kozott keressiik az abszolut szam, illetve az ardny maximumat, ez tehat 28:69 ‘11 ;g 23(7; L ;g 221 .
egy uJabb Osszesitést igenyel a megyei tiblazatbol, illetve az eléz6 pontbeli diag- ‘ 5 o1 534 ‘902 2 665 868’
ram révén. Az abszolit szam lathatéan Kézép- -Magyarorszag esetében a legna- : -
gyobb (620), az aranyhoz kellenck a lakossdgszamok, ez (szazezrekben) az arany 49 104

egyes régiokban rendre 28,47; 11,08; 9,83, 9,75; 12,68: 15,22; 13.41. Az ardnyok
igy: 21,78; 6,77; 5,60; 9,64; 17,43; 21,22; 13,65. Tehat — ha altg 0,5-del is — szin-
tén Kozép- Magyarorszag a listavezet6 az aranyok tekintetében is, amely régist
szorosan koveti az Eszak-Alféld régio, majd Eszak~Magyarorszag, a legjobb
helyzet a nyugat-dunantili régidban van, ahol csak 5,6 ez az ardnyszam.

¢) A paradox jelenség oka, hogy Mexiko nagyon ,.fiatal orszdg™: tébb, mint 30%-a

14 év alatti gyerek, mig Svédorszighban a gyerekek aranya 17%; alig tébb, mint
a fele. A k6zépkorosztaly Mexikoban 57%, Svédorszagban 59%; ¢és a £6 kiilonb-
seég, hogy az Gregek aranya Mexikoban csak 12%, mig a svédeknél kb. kétszere-
se, 24%. Tehat eloregedettebb a svéd tarsadalom. Kevesebb gyerek sziiletik, vi-
szont azok tovabb élnek.

2738, a) Az egyes csbkkendsek 1930-at véve 100%-nak: 17.8%, 28,1%, 27,3%, 54,7%,

77.0%, 87,3%. Ezek atlagat, amibé] valaszolhatnank a kérdésre nem mdjuk ki-

szamitani, mivel nem ismerjiik, hogy hény né esett az egyes osztalyokba, és itt
sulyozott kozép kell!
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a) A félévi harom legjobb: Sz. Tamas 4,30, B. Déra 3,85, F. Réka 3,22,

b) Az év végi harom legjobb: javitds | félévi jegy | év végi jegy
Sz. Tamas 3,70, F. Réka 3,25, B. Déra —0,65 4 3
B. Dé6ra 3,20. D. Rozsa 0,01 2 2

¢) A hirom legtobbet javits (mint |[F-Reka 0,03 3 3
az a mellékelt tiblazathol kiol- | F-Andrés | 0.97 2 3
vashato): F. Andras 0,97, H Liszlé | 045 2 3
R. Gyérgy 0,63, L. Péter 0,56, [ Peter 0.56 2 3

, o R. Gyorgy 0,63 1 2

d) Lésd a tablazatot! Sz Tamis | —0.60 i i

e) Az atlagok atlaga félévkor 2,56, [z Gabor | -0.36 5 5
¢v végen 2,64, T. Borbala | -0,16 3 3
ajegyek atlaga félévkor 2,50, év  Iatap 250 2.80
végen 2,80,

a)-b)

Sipi | Cilké | Times| Bazsa| Péter | Addm/ Zoz6 | Laci | Katus| Maci
szereplésszam 40 | 124 | 118 | 71 64 | 55 { 51 | 21 17 9
relativ gvakorisig 1,00 | 0,89 | 0,841 051 | 046 0391036 0,151 0,12 | 0,06

A relativ gyakorisdgokat az elsd sorbeli gyakorisagok 140-nel (az Gsszes koncert
szamaval) valo osztdsaval kapjuk.

c) A szereplések szamdnak nincs modusza, mert minden adat csak egyszer fordul
elé. A median a nagysag szerinti felsorolasban a ,kdzepsd”, illetve most a paros
55+ 64
=59,5.

szami adat miatt a kég kizépso atlaga,

d) Ha 140 koncert mindegyikén 5 zenész szerepelt, akkor 9sszesen 140 - 5 = 700
szereplés tortént. A tablazatbeli szereplések szamanak Gsszege 670, igy 30 sze-
replési alkalom nincs feltlintetve.

a) Lasd a tablazatot! MTK 33

b) A golkiilonbségek atlaga 0. ZD:IJ“Ealijvams fg

c¢) Mivel minden beragott golt be is kapott valamely csapat, I )
ezért ugyanannyi az Osszes rugott gol, mint amennyi a ka- Videston 3
pott. A golkiilonbségek Gsszege igy természetesen 0, tehat —Uj;é;——_l-
az aFlag.uk is. Debrecen -

d) Egyik ilyen lehetdség éppen az elozé pontban emlitett: [ Sopron -9
megegyezik-e a ragott es kapott golok szima? Egy masik: | Kispest 11
ugyanannyi-e a gyéztes mérkézések szdma, mint a vesz- | Gygr ~11
teseké; a dontetlenek osszes szama pedig paros-e. A nyer- | vagas _20
tes, vesztes és dontetlen meccsek szamanak Gsszege meg | Haladas 11
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keil egyezzék a lejatszott meccsek szamaval — csapatonkeént kiilon-kiilén, és a tab-
lazat Gsszesitésében is. A ,,gydzelmek szama™ - 3 + ,,dontetlenek szama” - 1 meg
kell egyezzék a pontok szamaval — szintén csapatonként és Ssszesitésben is.

a) Lasd a tablazatot; a népsiriiséget

népsiiriiség
fé/km? egységben adtuk meg. Europa 56
b) A kapott népsiriiségek atlaga, mint | Azsia 74
lathatd, 27 f&/km?. (Ha Antarktisz | Afrika 22
nullas adatat figyelmen kiviil hagy- | Eszak- és Kozép-Amerika 19
juk, akkor 32 f6/km2.) Ugyanakkor |Dél-Amerika 17
a lakott szarazfoldek teljes teriilete | Ausztrilia és Ocednia 3
134 millio 300 ezer km?2, Osszlakos- | Antarktisz 0
saga 5 milliard 341 milli 16 (a fel- | adag 27

adatgyiijtemeénybeli tablizat megte-

lel6 oszlopainak dsszegzésével), Az ezek hanyadosaként kapott atlagos népsirii-
ség 40 f6/km?. (Ha a gyakorlatilag lakatlan Antarktisz teriiletét is beszamitjuk, az
dsszteriilet 147 millié 600 ezer km?, az atlagos népsiriiség pedig 36 f6/km? lesz.)
Akdr a 27-36, akar a 32-40 parost vizsgaljuk, a kiilonbség jelentds. (Marpedig
csak ezeket lehet Osszevetni Antarktisz figyelembe vétele vagy nem vétele miatt.)
Ennek oka, hogy a foldrészek teriilete kiilonbozik. A népsiirdségek atlagaban
mindegyik kontinens népsirisége azonos sillyal esik latba, a kicsi és ritkan lakott
Ausztraliaé ugyanigy, mint a nagy és siirlin lakott Azsiaé — a teljes atlagos nép-
stirliségben viszont tulajdonképpen a teriilettel sulyozva atlagoljuk a kontinensek
népsiriiségét. (Ellendrizze egy fiktiv adatsorral: ha azonos lenne minden fldrész
tertilete, a kétféle médon szamitott 4tlag megegyezne. Erdekes lenne a helyzet egy
forditott ,,szereposztasban™ nagy, de ritkdn lakott és kicsi, de siir(in lakott konti-
nensek esetén a kétféle atlag nagysagi viszonya akar forditott is lehetne.)

¢) A teriilet szerinti sorrend: Azsia, Afrika, E-K-Amerika, D-Amerika, Antarktisz,
Eurdpa, Ausztralia-Oceénia; a lakossag szerinti: Azsia, Afrika, Eurdpa, F-K-Ame-
rika, D-Amerika, Ausztralia-Oceania; Antarktisz; a népsiiriség szerinti: Azsia,
Eurdpa, Afrika, E-K-Amerika, D-Amerika, Ausztralia-Ocednia, Antarktisz.

d) A szarazfoldek Osszteriilete 147,6 millid km? (lasd b) rész), ez az 510 millid km?2-
es Osszfeliiletnek 29%-a, tehat 71%-ot borit viz.

a) A tablazatban 12 piros szinnel jeldlt (tehat kecsua) nyelv talalhaté.
b) A 12 adat 6sszegzésével: 7 millio 589 ezer.

¢) Ehhez 6ssze kell adni mind a 44 1étszam-adatot, az dsszeg: & 744 275,

A két létszam hanyadosa: 7589 000 = (},78.
9744 275
d) A most sziikséges hanyados: 2744275 = 0,49, azaz kb. 49%.
20 000 000
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2745.0 a) A csikitano, 20 000 beszeldvel. b) A hazassdgban ¢l6k szdmanak valtozasa megkaphatd a hazassdgok szaménak
b) Az 5000 (hiromszor: baure, csimane, zamuko). novekedese (hazassigkotések szdma) és cstkkenése (megsziint hazassagok sza-
ma) kiilénbségeként.
2746.. a) t&szilardsa 1980 1990 1996 1997 1998
szakitdszilardsag
(10 000 N/m?) 470480 | 480490 1 490300 | 500510 | 510520 | 520-530 hizassigkotések szama 80331 | 66405 | 48930 | 46905 | 45500
gyakorisaga 1 4 10 10 4 2 megszlint hazassagok szdma 98 221 89 817 82 863 84 193 85 000
hazassagok szdmanak véltozasa | —17 890 | ~23 412 | ~33 933 | —37 288 | —40 000
b) Vonalgrafikonon szemléltetve:
A szakitbszilirdsig 1980 1990 1996 1997 1998
legfeljebb 480 490 500 510 520 530 0 J! L -
{10 G600 N/m?2) —5000 —— .. NI ‘
1 2 2 31 ‘
relativ gyakorisaga L 0,032 S 0,161 15 0,484 ESI 0,806 2. 0,935 — =1 ; ~10 000 A : e '
31 31 31 31 31 31 !
15000 - Ao b e i
A grafikon: -20 000 -
1,0 ~ e e g e - 25 000 J-reoe
09 . e 30000 4 -
‘%0 0,8 - . [ S ~350004- - i
E 0,7 g4 : PN W . = - ~40.000 2 i
% 0,6 . : i i .
054 R R ¢} A megadott tablazat megfeleld sorait valasziva:
2 04
2 03l 1980 1990 1996 1997 1998
z 0’2 1 ) hazassagkotések szdma 80 331 66 405 48 930 46 905 45 500
0’ i - o valas kvetkeztében megsziint 27 797 24 888 22590 24 992 25 500
0’0 . 1 : i i Ezer hizassagkitésre jutd vilas 346.,0 374.8 461,7 532.,8 5604
480 4?0’ N 590 o 510 520 N 330 d) A tablazat utolso el6tti sora megadja, hogy az adott évben fenndllé hazassagok
szakitbszilardsag legfeljebb (10 000 N/m®) hany ezrelékével egyenld az adott évi valasok szama. Mivel a véaldsok szama is-
mert, ezért a fennalld hdzassdgok szamal egy osztissal kaphatjuk meg, Példaul
2747.) ) 100000 C s : : 27 797 6 e , _
‘ ! | 1980-ban: = 2,81-10", tehat a fennalld hazassagok szama kb. 2,81 mil-
90 000 4 P S RO U . . 0.0099
e —— & . ’
80 000 b lio volt.
70 000 4-— \ ! =
60 000 - - - R e | | et DA ZASSAE — — 1980 1990 1996 1997 1998
50 000 ' megsziint megszint harassagolc szAma {57 907 | 94888 | 22590 | 24992 | 25 500
40 000 : i | hazassag : valds kdvetkeztében
20 000 4. | I R ezer fenndllo hdzassigra 9,9 9.9 9,7 10,9 11,3
juto valas
20 000 - e
10000 b — Lol fenndllo hazassagok 281 251 233 229 226
| szdma (millio)
0 T T ii .I T 1
1980 1990 1996 1997 1998
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2748, a) A telitalalatos sorsoldsokon szerepld szdmok Osszege 259 = 37 - 7, ezért eddig
37 sorsolason talaltak telitalalatos szelvényt,

b) Nandinak van igaza,

2149]

22,2%

jazz, tinczene

komolyzene, opera

11,1%

operett, musical
3 1
15,6% 18,9%

4
14,4%
2
24,4%
3
26,7%
népdal, ciganyzene
5
16,7% 1
23,3%
4
16,7% :
: 2
o 15,6%
n
27.8%

b)

STATISZTIKA
atlag szOras
komolyzene, opera 2,92 1,39
operett, musical 2,83 1,32
jazz, tAnczene 3,51 1,37
népdal, cigdnyzene 2,88 1,38
egyéb 2,86 1,49

A szamitds modjat a jazz, tnczene kategoriaval kapcsolatban részletezziik:

28-5+25-4+12-3+15-2+10-1

x=

90

=3,51.

. (5 — 2 N7 2 -3, 12
D(3,51)=\F3 (53,50 +25-(4-3,51)* +...+10- (1 -3,51)" _

168
- w = 1’37_
V 90

90

Bebizonyithatd, hogy a szords az alabbi egyszerlibb modon is kiszamithato:

28.52 +25-42 +12.32 +15-22 +10-1°

D(3,51) = \/

90

=4/14,2 -12,3279 =~ 1,37,

Megjegyzés:

A 100%-t6] valo eltérés a kerekitésekbol adadik.

*
2750.; a) Testmagassag:

150
140 4
130
120 -
110 1
100 4
90 -
804
70 1
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Toémeg:
35,00 - e

25,00 1

20,00 -

fiik tomege (kg)
lanyck témege (kg)

15,00

10,00

5,00

_\\

0,00

sziiletéskor
1 éves
2 éves
3 eves
4 gvesg
3 éves
6 éves
7 eves
8 éves
9 éves

b} Egy év alait egy fid tdmegének valtozdsa:
Jeldljiik d;-vel az i-edik és az (i — 1)-edik év kozot valtozast! 1 < i< 10
d; = 10,07 - 3,40 = 6,67
dr = 12,56 -10,07 = 2,49
dy = 14,61 — 12,56 = 2,05
dy = 16,50 - 14,61 = 1,89
ds = 18,37 - 16,50 = 1,87
de = 21,90 18,37 = 3,53
dy = 24,54 - 21,90 = 2,64
dg =27.26-24,54 = 2,72
dg =129,94 -27726 = 2,68
dig=32,60-2994 = 266

10
E di

. . . - 29,2
Az éves viltozas atlaga: &L = 220 _ 2
g 10 10 92 (kg).

Az éves valtozas kiszdmolasanak masik médja: a 10 éves kori tomegbsl kivonjuk
32,6 -3,4 29,2

o0 =0 - 2,92 (kg).
Egy év alatt egy fiu magassaganak valtozasa: (a fenti gondolatmenetet kivetve):
8.97cm ~ 9 cm.
Egy ev alatt egy ldny tomege, illetve magassaga atlagosan 2,85 kg-ot,
illetve 8,78 cm ~ 9 cm-t névekszik.

a sziileteskori tomeget és atlagolunk:
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¢) A %-o0s ndvekedés sziiletéstd! 10 éves korig fitk eseteben:
s tomeg: 858,82% (3,4 kg-rol 32,6 kg-ra tortént a ndvekedes, tehat a valto-
zds 292 kg)
» magassag: 177,27%.
A %-o0s novekedés szilletésidl 10 éves korig lanyok esetében:
- tomeg: 849,4%
"+ magassag: 174,9%

A f8 gazdasigi teriiletek gyakorisag eloszlasa a
vilag 30 legnagyobb véllalkozasa alapjin

2751] W

postaipar tavkozles
elektronika 3% T "," T 3% olsjipar

TR Vo T 0%

biztositas
7% .

gépipar___ jérmitipar
27%

3% T

élelmiszeripar .-
3%

informatika .- T
7% :
villamosipar __/
3%

’
v

" kereskedelem
o 27%

b) Az osztalyok legyenck egyenletesen megadva:
a legnagyobb létszamot (1 140 000) figyelembe véve legyenek 100 000 szélesek,
tehat 1—100 000; 100 001—200 000; ... 1 100 001—1 200 000.

Eszerint a gyakorisagok:

foglalkoztatotiak szama | gyakorisdg
1—1060 000 9

100 001—200 000
200 001—300 000
300 001—400 000
400 001-—500 000
500 001—600 000
600 001—700 000
700 001—800 000
300 001—900 000
900 001-—1 000 000
1000 001—1 100 000
1100 001—1 200 000

=[S — | Do |~ W co
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A pyakorisagi diagram:

Foglakoztatottak szama szerinti gyakorisig closzlasa

c) A cégek atlagos bevétele az 6todik oszlopban 1évd szamok atlaga: 98,97 (azaz
kb. 99) milliard dollér.

Megjegyzés:
A szoras: 37,7 millidrd, a relativ szoras (0,38, A medidn 83,9 milliard, ez a sorban
a 15. és 16. villalat atlaga, mert nincs kozépsd.

d) Az 6t6dik oszlop és a negyedik oszlopban 1év6 szamok hanyadosa az egy fére es6
bevétel. Excel-ben kénnyen sorba rakhatok a vallalatok ezen mutatd szerint.
Enélkiil is megéllapithatok az ebben a tekintetben élen allok. Nyilvan azok vezet-
nek, ahol nagy bevétel kevés foglalkoztatottra esik. Az Itochuban, a Marubeniben
és a NISSHO IWAI-ban mindGssze 5 800 ember alkalmazott, a Sumomitoban
8 500, de a Mitsuinal és a Mitsubishinél is csak 11 000, illetve 11 700. A 6bbick
joval, akar egy nagysagrenddel tSbb embert alkalmaznak, a kivetkezd a City-
group is 38 300, s aztan mar 82, illetve 87 ezer jon, a tobbi 100 000 feletti. Mivel
a bevételek kozott nincs ilyen nagysigrendi kiilonbség, ezért ezek a felsoroltak
fognak vezetni az egy fére esd jovedelemben, A legkisebb létszami Itochu a be-
vételben ugyan csak 9., de el6tte két 11 000 alkalmazotta van, amelyek nem for-
galmaztak legalabb kétszer annyit, tehit elsd az Itochu az egy fére esd 19,43 mil-
lio dollarjaval! A Marubeni és a NISSHO szintén 5800 fovel 98, ill. 75,9 milliar-
dot forgalmaz, naluk ez a mutatd 16,9, ill. 13,09 millio dollar egy fére. A Sumo-
mitonal 11 millid dollar, és a Mitsuinal és Mitsubishinél ez a mutatd: 12,47 mil-
lio, illetve 9,67 milli¢ dollar. A Citygroup mar ,.csak™ 2,1 milli6 dollar egy fére
es0 bevetellel bir. A tobbi biztosan kevesebb. Tehat a sorrend: Ttochu, Marubent,
NISSHO, Mitsui, Sumomito, Mitsubishi. A nevek alapjan mind a hat japan cég,
5 kereskedéssel foglalkozik, az egyetlen ,,termeld™ a Mitsubishi, itt nyilvan a ro-
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botiz4cié magas foka az ok, a t6bbi 6tnél az elektronika, az e-kereskedelem roha-
mos fejlédése lehet a kevés emberi munkaerd-igény oka.

152 000

—— " ~),58, ennyied rész, vagyis 38% volt
262 400

a) Az dsszesitett adatok hanyadosa
még nyelvhasznalo.

b) A hdrom legnagyobb besz&l5i létszam: ki 58 000, ozsibva 40 000, csipevej 9300
A harom legnépesebb etnikum: ozsibva 95 000, kri 60 000, mikmak 13 000.

¢) A legnagyobb aranyban beszélt nyelv a nitinat (7 a 7-bél, 100%), ezt koveti a csij
pevéj (9800 a 10 000-bol, 98%). A harmadik helyen Lholtversenyben”™ a kri
(58 000 a 60 000-bol) és az ecsaottin (1450 az 1500-bol, egyarant 97%).

a) Az A valtozat szerint: 15 + 46 = 61 16 fizetne 600 Fi-ot,
mig 35 + 4 = 39 £6 1000 Ft-ot.

_— 61- 600 +39-1000 Ft
Akkor az atlagos egy f6re esé bevetel: 00 =750 —|.

O
b) A B valtozat szerint a bevételek: 15 £6 fizetne 350 Fr-ot, 46 16 600 Ft-ot, 35-en
850 Ft-ot, végiil 4-en 1250 Ft-os napijegyet. Ez 6sszesen: 67 600 Ft, tehat 1 f6re
676 Ft esik.

c) Az elsd véltozat szordsnégyzete:
61-156% +39-244°
100

= 38 064, igy kb. 195 Ft a szords,

15.326% + 46767 + 351747 +4.574° _
100
= 472 374; igy kb. 206 Ft a szords. Tehat a finomabb rendszer szorasa nagyobb.

a masodik valtozat szorasnégyzete:

d) Az elsét, mert nagyobb a bevételem és a szoras is kisebb, tehat megbizhatobb.

Az egyes iskolafokozatokon az egy pedagogusra juto diakszam atlaga az OECD or-
szagokban:

ovoda | altalanos iskela | kozépiskola
[adag | 17,37 18,63 14,81

Az atlagokhoz legkozelebb allo orszagok:

» dvoda esetében az Egyesiilt Allamok és Spanyolorszag, )

« altalanos iskola esetében a Cseh Koztdrsasag és az Egyesiilt Allamok,
- kozépiskola esetében a Cseh Koztarsasag és Németorszag.
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