
A tankönyv engedélyszároa: TTI-39839-1314-KTI20

Bírálók: dr. Korányi Erzsébet

dr. Megyesi László

Alkotószerkesztö: Környei László

,t) Hortobágyi István, Marosvári Péter, Nagyné Pálmay Piroska, Pálmay Lóránt Pósfai Péter,
Stpess András, Vancsó Ödön, Windisch Klára, Konsept-H Könyvkiadó

Minden jog fenntartva. A kiadó írásbeli hozzájárulása nélkül sem a teljes mű, sem annak része
semmítéle formában nem sokszorosítható és terjeszthető.

Konsept-H Kiadó
2081 Piliscsaba, Fő út 197.
Tel./fax: 06 26 373-367
E-maiI: konseptcekonsept.hu
Internet cím: www.krmsept.hu

2, kiadás
Felelős kiadó: Simon István
Tipográfiai terv: Biró Mária
Műszaki szerkesztés: Dreamworks Bt.
Szamitógépes grafika: Dreamworks Bt.
Nyomás és kötés: Széchenyi Nyomda Kft., Győr
Felelős vezető: Nemere Zsolt ügyvezető igazgató
Teljedelcm: 47,3 A/5 ív

•

.

11473J

SOROZATOK

3.5. Sorozatok

rt+ I 1
a) Un 0= __ 0=1+_

n n

4
e) c" :;=2-(n-l)-.. . 9

a) Nem lehet. A sorozat első ket tagja egycnlő. Számtani sorozat esetén ez O diffe­
renciat, vagyis konstans sorozatot jelent, ami most nem teljesül.

b) Nem lehet. A sorozat első két tagja egyenlő. Mértani sorozat eseten ez 1 bánya­
dost. vagyis konstans sorozatot jelent. Ez rnost nem teljesül.

c) Igen, lehel. Ha az ábrázolt sorozat első két tagja l, akkor a harmadik tagja az ábra
szerint 2, II negyedik tagja 3, a további tagok rendre 5, 8 ésl3. Ellenőrizhető,
hogy éppen él Ftbonacci-sorozat első 7 tagjának felelnek meg ezek a számok.
Az ábrázolt sorozat tehát lehet píbonaccí-sorozat.

d) A Píbonaccl-sorozat 8. tagja: ag 0= a-i + a(, =" 13 + 8 =" 21,
9. tagja: a9 ;= ag + a7 0= 21 + 13 =: 34.

a) Ha kezdetben 1000 egyed volt, akkor ao =: 1000. A rekurziós formulát használva
adódik, hogy al =: 1000; as =: 1005; a3 0= 1015; a: =" 1030; as =: 10S0;
a6 =: 1075; a

7
0= 1105; ag =: 1I4D; ag =: 1180ésvégülakeresettalO =: 1225.

Azaz 1225 baktérium lesz 10 óra múlva a feltétel szerint.

~ [ . 5n(n-l)
(b))a"o=o()+S O+I+2+ ... +(n-1)]o=ao + ,
'-.J 2

ahol telhasználtuk. hogy az első n tennészetes szám összege egy számtani soro­
zat összegeként kapható meg. Ebből természetesen az a) kérdésre közvetlen vá­

S ·10·9
laszt is kaphatunk, ha rt =" 10, akkor ulO :;= 1000 + 2 =" 1225.

a) a15 értéket egyszerű végigszámlálással is megkaphatjuk. 3; 5; 8; 12; 17; 23; 30;
38; 47; 57; 68; 80; 93: lü7; l22. Másként: lásd a b) megoldást, amiből:

15·16 ..,
a

l5
0= aj +---1 0= 12.....

2

]
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,.-.., n(n+l) n(n+l)
1\....~~la" == aj +(2+3+ ... +n)= al + 2 -l = 2+ 2 .

12
(Ez a képlet aj-re is igaz, hiszen aj = a] + ----;:;- -I.)

"1~)O 100 .... _. _ ' _1[100 100]
~ '\' '\' l I(l + l) \ ".2 v .13 ~ai = B al +~-1)=100aJ-100+ 2 f:(l + ~I =

( . '
I lIOOo[O] 0201 100101)_171900=200+- + - .
2 6 2 /

A termelés növekedése 1991-ben p%-os, 1992-ben (p+ 10%)-os volt. A szöveg

alapján tehát 10 [1 + L)[I + p + "lOJ\ == 21.
100 100

p2 21p
--+--+11=21
10 OOO 1000 ' ,

p2 +21Op-to OOO == O
A másodfokú egyenlet gyökei -250 és 40. A feladat szövege miatt csak a második
gyök lehet megoldás.
A termelés 1991-ben 40%-kal, 1992-ben SO%-kal emelkedett.

Ellenőrzés;

1991-ben 14 tonnás termelés volt, ami 1992-re a rnasfélszeresére, 21 tonnára nőtt.

Ez megfelel a szövegben leírtaknak.

a) A feltétel szerinr a következőképpen alakultak a bevételek: 11,2; 12,4; 13,6;
9,6; (9,6, l.I =) 10,56; (10,56,1,1 =) 11,616; (11,616, J.I =) 12,778;
(12.778, 1,1 ") 14,056; 04,056, 0,6") 8,434; (8.434 + 2,5 =) 10,934;
00,934 + 2,5 =) 13,434. A második visszaesés előtt 14,056 millió Ft bevételük
volt, ami több, mim az első előtti 13,6 milfió Ft.

b) Az utolsó éves bevétel: 13,434 millió Ft.

c) Ha a kezdeti, évi 1,2 milliós növekedés maradt volna és nincs semmi visszaesés,
akkor II 13,6 milliótól számítva 8 éven át évi 1,2 millióval nőtt volna a bevétel,
tehát: 13,6 + 9,6 == 23,2 millió Ft lett volna a bevételuk. Ez közel to millióval
lett volna több, mint ami a feltételek szerint valójában volt.

A feltétel szerint a múzeum látogatóinak száma kezdetben 165 OOO fő volt. Ha az
első évben d fővel nőtt, akkor a következő évben d + 14 500-zal, a rákövetkezőben

d + 29 OOO-rel, végül a negyedik évben d + 43 500-zal nőtt. Tehát a 4. évben
([O 65 OOO + á) + d + 14500] + d + 29 OOO} + d + 43 500 = 165 OOO + 87 OOO + 4-d
látogatójuk volt, ami 252 OOO + 4d. Mivel csak a növekedés növekménye (a 14500)
volt megadva, a d értéke nem, ezért számszeríi választ nem lehet adni.

4
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a) A sorozat úgy indul. hogy 5; 7; 12; 20; 31; 45; 62; 82; 105; 131;
a különbségsorozat 2 S 8 II 14 17 20 23 26
a különbségsorozat differenciaja 3 3 3 3 3 3 3 3
Itt a 10. tagig ábrazoltuk a folyamatot, még két lépés van: előbb 29-et, majd 32-t
kell adni a]O-hez, azaz ali = 160, és a keresett an = 192.

b) Az első 20 tag összegéhez még a hiányzó 8 tagot au-tól G2Wig meg kell határoz­
ni, s aztán ősszeadni. Így először 35-öt, aztán 38-at. majd 41-et, 44-et, 47-et, 50­
et, 53-at, 56-ot kell adni az előző elemhez. Tehát al3 = 227; majd 265; 306; 350;
397; 447; 500; a20 = 556. Ezután a keresett 20 elem összege pl. zsebszámoló­
géppel összeadva. 3900.

G::~Ha a felrajzolt struktúrát nézzük, akkor a2 = 5 + ,2; ~3 ,= (5 + 2) ~ (~ + 3);
- a4 = aJ + 2 + 2 . 3 = 5 + 3 . 2 + O + 2) . 3. Nem nehéz lámt, hogy nundig 2-t,

valamint az index minusz kétszer 3-at kell hozzáadni az előző elemhez. azaz
(k- 7)(k-1)

alc = S + (k - 1)·2 + (1 + 2 + ... + k-2)· 3 = 3 + 2k + - 2 ·3.

Ellenőrzés:

Például a12 == 3 + 24 + 165 == 192. (Egyébként ezzel a b) kérdésre is lehetne ke­
vesebb számolással választ adni, csak a fenti formulaból ki kell fejezni az első n
L1.g összegét:

" (1(k-2)(k-1») 3~' . )
{;1\3+2k+' 2 ==3n+n(n+1)+2-6(Y-3k+2 ==

== nl + 4n + ~(n(n+ 1)(2n + 1) _ 3n(n + l) + 2nJ' =
2'-. 6 2

l n(n+l)(2n+l) 9n(n+1) r 2n
2+3n+l

9n+91_
=n -7n+ - =n n+7+ --- -

4 4 4 4, ,

= n(4<>+28+2n' :3n+I-9n-9]= "[2n' -~n+20]= n(n' -2
n+ 10),

Ellenőrzés, például az első 5 tag összege: eszerint 75, ami valóban stimmel.
Eszerint az első 20 tag összege egyszerűbbenadódik: 10· 390 == 3900.

L' " L' l" :1 'L' " L" ,n(" + 1)(2n + 1) n(n + 1)1(31 + I) == 31- + 1 ==.) l- + l =.J 6 -.-, ==. ' "
i=l i=j i=j /=1

n(n+l) _~
== - 2 (2n + 2) == n(n + Ir.
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tagú, 2 differenciájú sorozat első 45 tagjának összege, vagyis: 45. Il + 99 = 2475.
2

Első (favágó) megoldas: ekkor x := 10 + 12 + 14 + ... + 98; vagyis a 10 kezdótagú,
2 differenciájú számtani sorozat első 45 tagjának összegéről van szó. Ez a képlet

szerint: 45 10 + 98 := 2430. Hasonlóan y = 11 + [3 + 15 + ... + 99: ez a II kezdő­
2

Vagyis most , Ss ~, és kérdés Sü , ,Átrendezve az egyenletet:
SIO - Ss - S20 - Sw

455 == SIO' Felírva mindegytket aj-gye1 és d-vel: <Sal + 5;
4

d) = lOal + 10~ 9 d,

rendezés után: 2aj := d. Ezt visszairva: SIO:= IOOal" Pelírjuk még:
20.19 , . IOGa l

5'0 := 20a[ +-- d := 400a j . Ekkor a kérdéses aram l
- 2 - 400a] - lOOal 3

II II "o ~ n(n -i-l)(2n + l) n(n -'-l)
Li(4i+3)=2:(4i2+3i)=4L/+3",,",i=4 +3 '1 :=

;=1 ;=] i=i i=l 6 "'"'

n(n+1)[. . l n(n+l)(8n+13)
:= 4~2n+ 1)+9 := .6 . 6

(1482)* Ha 100 kecskével kezdett, és az: első évre a növekedés d kecske, akkor az első év
végére 100 + d kecskéje lesz, a következő évben pedig már
(lOO+d)+d+4:= lOO+2d+4:= 104+2dkecskéje.
A harmadik évben hasonlóan: (104 + 2d) + (d + 4 +4) := 112 + 3d.
A negyedik évben már 124 + 4d, és végül az ötödik évben 140 + Sd kecskéje lesz.
Erre azt mondja a feladat, hogy ez 265 kecske. 140 + Sd == 265, d = 25. Tehát a
15. év végén 955 kecskéje lesz.

, a k+a kAllitás: II n+:= a•.2 ,.

B
· .. a,,-(k-l)d+a,,+(k-l)d kii löl .. ] k clvéazé , dizonyttas: a lJC o t muve ete c végzese utan ere -

2
ményül a,,-ct kapunk. Az állitás igaz, de csak a második tagtól kezdve. Az első tag­
nak ugyanis nincs mindkét oldalon szomszédja.

Legyenek az oldalak ekkor a - d, a, a + d. A Pitagorasz-tétel miarr:
(a _ d) 2 + a 2

:= (a + d) 2. Felbontva, rendezve: a 2 = 4ad. Mivel nyilván a #- O, tehát

d = E:.. Az oldalak ekkor 0,75a, a, 1,25a; a háromszög területe pedig: O, 75a· a =
4 - 2

= T = 150. Ebből a = 20 (a formailag szintén adódó -20 nyilván értelmetlen a fel­
adat szempontiából), így a háromszög oldalai: 15 cm, 20 cm, 25 cm.

Ha most a} := 3az, .ugyanakkor általánosan. a3 = ai + d, akkor d:= 2a2' továbbá
a[ = a2 - d:= r oz- Igy viszont 02 = -{/j, d = -2al és a} := -3a]. Ha S" := 4ŰlI},

akkor Sil := -120a].
Mé .. "1' iltalá n(n-l) n(n-l)iv asreszro Viszont a raíanosan: S" :=na, + 2 d, azaz nal + 2 (-2a]) :=

= nal _(n 2_n)aj = (_n 2+2n)aj' Tehát-120 = _n 2 + 2n, amiből fl = 12 (vagy
-10, de ez most értelmetlen). Ki kell tehát fejeznünk un-t, ami: au = a] + lld :=

= al + 11(-2a[) = -21al'

. a7-(/s -
a7 := as + 2d, ezért d:= := -3,).

2

Viszont as = a l + 4d, ezért a[ := os - 4d = 31. Továbbá
8·7

S8 = 8al + 2 d := 150,

Vagyis y nagyobb x-nél, 45-lel.

Másik (oko.~) megoldas:
A két összeg tagjai között kölcsönösen egyértelmű megfeleltetest Iétesithetünlc

r= 10+12+14+ +98 Akc .. k . 4-·. . "cl osszegne ugyanannYI, nevezetesen ) tagja van,
y:=11+13+15+ +99
és y-ban mlnden tag pontosan l-gyel nagyobb, mint a megfelelője x-ben. Tehát y a
nagyobb, mégpedig 45-tel.

900 db háromjegyű szám van, ebből450 páros és 450 páratlan szám. Állítsuk párba
az egymás után következő páros, illetve páratlan számokat.
100; 102; 104; 996; 998
101; 103; 105; 997; 999
Minden páratlan szám I-gyel nagyobb a természetes számsorban előtte álló páros

számnál.
Mivel 450 db ilyen pár van, ezért a háromjegyű páratlan számok összege 450-nel
nagyobb, mint a háromjegyű páros számok összege.

Másik megoklás:
A háromjegyű páros, illetve páratlan számok számtani sorozatot alkotnak, melyek
különbsége (differenciája) 2.

, ,,' . .. . _ 450· (lOD + 998) _ 'l ~
A paros számok osszege. Spiro' - 2 - ....47 0)0.

. ... 450· (lü] + 999)
A paratlan számok összege: S~arH(Ln := 2 := 247 500.

Sparatlan - Spáro, := 450.
Tehát a háromjegyű páratlan számok összege 450-nel nagyobb a háromjegyű páros
számok összegénél.

• 7
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(L)

(IL)

al +d+al +7d= 2 l
aj ,Sd -(aj + 2d) = 24f'

Legyen a sorozat kezdőtagjaaj, differenciája d.
A páros indexű tagok (1I-J., a4, .,., a6D) tekinthetők egy olyan sorozatnak, amelynek
kezdőtagja al + d és differencíája 2d. E sorozat 30 tagjának összege így:

30,29
30(a

j
+ d) +-2- . 2d == 30a j + 900d == 2760 (I).

A hárommal osztható indexű tagok (a3, aC" ... , (60) tekinthetőkegy olyan sorozat­
nak, amelynek kezdőtagja al + 2d és differenciája 'sd. E sorozat első 20 tagjának

20·19
összege így: 20(a

l
+ 2d) + -2-' 3d == 20a l + 610d == 1870 (II).

uj + 30d == 9= l,
Az (lj-et 30-cal, a (U)-t 20-szal osztva: _.. r

o, + 30,)d == 9.:1,5;

A két egyenlet különbségéből d = 3, amit visszairva (például) az elsőbe: aj = 2.

60·59 "
Ekkor SilO == 60 . 2 +---·3 == 54.:10.

2

Számtani sorozat páratlan számu szomszédos tagjának átlaga épp a középső tag,

V
- al + 02 + ao

agyra . == -4 == "i
3

Írjuk fel a szorzator így: (a2 - d)a2(U2 + d) =(-4 - d) (-4) (-4 + d) =80.

Felbontva, rendezve: 4d
2

- l44 = O, amiből d == ±6.
A kérdéses három tag tehát (növekvő indexele szerinü - IO~ -4; 2 vagy 2; -4; -lo.

•

Tekintsük ezt az összeget egy számtani sorozat l l szomszédos tagja ősszegének.
Bármely egész z lehet a .jcezdőtag'', és l a differencia. Képeznünk kell Su-et:

l lz -'-- II ;10'1 == l1(z + 5). Mivel z+ 5 is egész, el bíztosan többszöröse ll-nek

(avagy osztható l l-gyel). Viszont 12 eseterr 5]2 == 12z + 1\II ·1 == 12(2 + 5,5)

bizrosan nem osztható Iz-vel, hiszen z + 5,5 nem egész.
(Vagy másként átalakttva: S12 == 12(z + 5) + 6, azaz lz-vel osztva 6 a maradék.)

2a,,8d==2 1

rendezve: 6d == 24J'
A második egyenletből d == 4, beírva az elsőbe: aj == -15.

10,9
Ekkor SiO == lOa j + --d == -150+ 45· 4 == 30.

2

Míndent felírva al és d segítségével:

•

llen -l)
S,,=na

J
-'- 2 d=na l+O,25n(n-l)=38.

Hasonlóan 5,,+4 ;= (n + 4)(/1 + 0,25 (n + 4) (n + 3) =: 69.

Mtndkét egyenletet 4-gye! szorozva és rendezve:

n 2 + (4a1 - l)n - 152 = O, illetve n 2 + (4a( + 7)/1. + 16al - 264 = O.
Egyenlővé téve a bal oldalakat egymással, szamos tag kiesik, rendezés után:
n == 14-2al'

Visszairva ezt S,,-bc, rendezés után: -aj
2 + 0,5al + 7,5 = O,

-2,5 19
amiből al =< 3 ' és így n =< 8' Mindkét megoldáspár jó.

Másik: megoldás.
A két összeg közett a,,+ 1+ a,,+2 + a"+3 + a,,+4 a különbség.

Ez an+l + (a,,+ 1+ 0,5) + (a,,+ 1+ 2' 0,5) + (a,,+l + 3·0,5) = 40"+1 + 3, ami

69,---38=31.
Ebből a,,+ I = 7 (és másképpen felírva G,,+ l == al + n . 0,5, amíből a, = 7 - 0,511),
A O,S-es differencia miatt ekkor a" = 6,5.
"Visszafelé" felirva az összeg tagjait, tekinthetjük ezt kezdőtagnak. és -O,S-nek a

diff "38 6 n(n -1)
l erenciat: =n· ,5+ 2 (-O,5)=6,5n-O,2Sn(n-l).

Rendezve: -0,25n 2 +6,75n-38 = O, amiböl n =< 19, és igy al =<-2,5.
8 3

Mindkét megoldáspár jó.

A számtani sorozat n-edik tagja all = al + (n - l)d, az első fl tag összege

S = nea] +a"l.
" 2

Ígyn=aj+(n-l)5

-56;= nea] + n)

2
Az (1.) egyenletből al = 5 -4n, behelyettesitvc a (ll.) egyenlétbe

3n 2 ---; 5n _ 112 = Omásodfokú egyenletet kapjuk, melynek pozitív egész megoldá­
sa 7; Igy aj = -23
A sorozat első 7 tagja: -23; -18; -13; -8; -3; 2; 7, ezek összege -56; és a 7.
tag 7.

n(n-I) , tlen-l) ~
S" ;= nal + 2 d=:: n- + 2 4;= 96. Rendezve: 3n"" - ln - 96 = 0, amiből

n ;= 6 (vagy -5,3, de ez most értelmetlen). (Ellenőrzés: ekkor az első tag 6, és az el­
ső hat tag összege: 6 + 10 + 14 + 18 + 22 + 26 valóban 96.)
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Ha a hét egymást követő tag közül a középsőt a-val, a díffercnciar pedig d-vel je­
löljük, akkor az egyes tagok rendre:
a-3d; a-2d; a-d; a; a+d; a+2d; a+3d.
E hét szám összege 7a, ezért a szövcg alapján 'Ia = 700, vagyis a = lOD.
A megadott információkból tehát megállapítható, hogy ft 100 szerepel a számtani
sorozat tagjai között.

(n E N-).

Az első n db pozitiv páros szám összege
( ) 'J-'---1)n a, +a". n·t__11 ( l)

2-r-4+ ... ,2n=· = =-nn+
2 2

Az első n db pozitiv páratlan szám összege
n(1+2n-l) 2

1+3+ ... +211-\= =11.
2

. . n(n+t) 101 "
A feltetel szennt 2 = -; ebbol II = 100.

n I (){)
Tehát az e1ső 100 pozitiv páros szám és az első 100 pozitiv páratlan szám összege­

IUl
nek hányadosa 100 .

SOROZATOK

összegük 36

A 3-mal osztva 2 maradékot adó pozitív egesz számok 2; 5; 8; ... olyan számtani
sorozatot alkotnak, melyek első tagja 2, különbsége (differenciája) 3.
A 2005-nél kisebb 2004 db pozitiv egész közül rumden harmadik szám 3-mal oszt­

2004
va 2 maradékot ad, tehát -3- = 668 db ilyen szám van.

aW I =- al + 667d =- 2003.
668(2 + 20031

Ezek összege: S668 = ,., . = 669 670.

Legyenek a háromjcgyű szám számjegyet: a - d; a; a + cl
(a E N+; 1 s; a s 9; -4 s d s 4; d E Z).
Az eredeti szám 100 (a - d) + LOu + a + d = Illa - 99d.
A számjegyek összege a - d + a + a + d = 3a.
, 2(1110 - 99d)
Igy o o 41 (l),

,a
A felcserélt szám számjegyei a; a - d; a + d.
A felcserélt szám 1000+ lO(a-d) +a+d = 111a-9d.
Ezért 1110-99d+270 = 111a-9d (Il.)
Ebből d = 3, ezt behetyettesitve (Lj-be a = 6.
Így az eredeti háromjcgyű szám 369, a felcserélt 639 (270-nel több, a szám kétsze­
rese a számjegyek összegével osztva 41-et ad).

Számtani sorozatra
S" =- al + (az +a3 + ' .. +a"_l)+a,, =- -190+36+202 = 48.

M' J S nea) + (l,,) bből 8tve =- ,eon=.
" 2

Így a sorozat 8. tagja 202.
as = al + Td, melyből d =- 56.
A sorozat első 8 tagja: -190; -134; -78; -22; 34; 90; 146; 202.

1150~

a: +3d.
~

a,

,
Célszerű először a tőrt nevezőjét gyökteíemtent: ---d-- =- S(-v2 -1) =- 5(·"/"2 - 1).

'\12+1 2-1
Az összegképlet szerint igy

S~" =- (2a] ..,..19d)·20 =20a
1
+ 190d =100(;12 -1)+190·,/2 = 290',/2 -100.

"" 2
Az első húsz tag összege pontosan 290,,/2 -toO.

A számtani sorozat elemei:
a4 - 3d; a4 - 2d; ll" - d; a4 ; at,. + d; a4 + 2d;
~.r-' '----.---' ~ ~ '--v--'

a, ~ a3 aSa6

Ezek összege S7 = 704 = 7· 15 = toS.
PI: csökkenő sorozat (d = - 3)
24; 21; 18; 15; 12; 9; 6; S7 =- 105;
növekvő sorozat (d = 2)
9; ll; 13; 15; 17; 19; 21; S7 = lOS.

Ha egy számtani sorozat páratlan számú szomszédos (vagy a középsőre szímmerri­
kus sorszámú) tagjainak összege adott, akkor érdemes a középső tagot jelölni egy
betűvel, legyen rnost a3 = a. Itt az a E Z és a többi tag is egész a feladat szövege
ezerint. Ekkor d is egész. (a - ld) + (a - d) + a + Ca + a) + (a + 2d) = 65.
Ebből a = 13.
Felírható még: (a - 2á)(a - d)a(a + d) (a + 2á) = 129 168.

Felhasználva, hogy a =- 13, átírható így is: (169 - 4d 2)(169 - d2) = 9936.
A szorzés elvégzése után d-ben negyedfokú egyenletet kapunk, mely másodfokura
visszavezethető.

Legyen x = d 2
• Ez a 4x 2

- 845x +18 625 = Oegyenlerre vezet. Mi x-szel egy egész
szám négyzetet jelöltük, tehát csak olyan x érték felel meg, ami egy egész szám
négyzete. Az egyenlet egyik gyöke nem is egész, a másik: 2S. Ebből cl2' =- S és
d2" = -S adódik.

Figyelembe véve azt is, hogya = a3 = 13, meghatározható a keresett két sorozat:
az első tag 3, a különbség 5, illetve az első tag 23, a különbség -5.
Ellenőrzéskéntfelírjuk a keresen sorozatok első öt tagját: 3, 8, 13, 18, 23, illetve
23, 18, 13, 8, 3. Ezek a feltételeknek eleget tesznek.

10 11



..

SOROZATOK SOROZATOK

A konvex ötszög belső szegeinek összege 540° (az ötszög bármely csúcsából húzorr
átlókkal3 háromszögre bontható). A középső nagyságú szöget jelöljük a-val, ekkor
a szögösszeg:
(a + 20) + (o: + ó) + o: + (IX - O) + (o: - 20) = 540", amiből IX = 10So.
Tehát megállapítható az egyik, éppen a középsé nagyságú szög pontos értéke,

A derékszögű háromszög hosszabb befogóját jelöhük a-val (ez ugyanis a három ol­
dal kozűl a középső hosszúságú). Minthogy az oldalak csak pozitivak lehetnek, az
adott d = 3 miatt a > 3. A háromszög derékszögű, felírható nl Pitagorasz tétele:

(a - 3)2 + a 2 = (a + 3)2, Ennek pozitív gyöke a = 12 (> 3 teljesül), a háromszög
3

oldalai: 9 cm, 12 cm, 15 cm. cos/x =~, amiből oc = 53,13°; fl = 36,87°.

Egy n oldalú (n E N+; n;:: 3) konvex sokszög belső szögeinek összege (n - 2) 180°.

M' IS n(n+a,,) , ( ')180 n(122,5+177,5) 'b"j 12
1 rve fl = 2 ' 19y n - "" = 2 ' ami o n = .

A sokszög 12 oldalú, ezért 177,5 ;= 122,5 + II d; ebből d = 5.
A sokszög szögei 122" 30'-től 50 -onként nőnek, a legnagyobb szöge 177,5°.

Legyen az első kiválaszton természetes szám k (k E N)
J;..,; W; W; ...; ~+(f~ (nE~+ésn>[)

al a2 (/3 a"
Ezek számtani sorozat egymást követő tagjai, összegük

"[2k+(n-l)·3] 0493.
2

Ebből 2nk = 3n - 3n1 + 986,

986
2k=3-3n+-.

"Mive12k: 3, 3n egészek, tehát 986 -nek is egész számnak kell lennie, vagyis fl 1986
n

986 pozitív oszrói: l; 2: 17; 29; 34: 58; 493; 986.
Ezek közül fl = 2 esetén k = 245,

fl = 17 esetén z= 5.
A többi n értékre k negativ lenne.
Tehát két számot választottunk ki és az elsö szám 245; vagy 17 számot választot­
tunk ki és az első szám 5, az utolsó 53.

A háromszög szögei fokban mérve legyenek a - d: a; a + d (a E N+; d E N).
Mivel cc - d + o: + (;( + d = ] 80, ezért o: = 60".
L d = O. Ebben az esetben a háromszög egy 1 cm oldalú szabályos háromszög.
2. d > O. Ekkor a legrövidebb, l cm-es oldallal szemben van a háromszög legkisebb
szöge, ami o: - d. Mivel d E {I: 2; 3; ... ; 59 J, ezért 59 ilyen háromszög van.
Összesen tehát 60-féle háromszög felel meg a feladat szövegének.

A háromszög oldalainak hossza legyen a - d, a és a + d, ahol a > O, d > Oés a > d.
Mivel a háromszög kerülete 300, ezért a = 100, a másik két oldal pedig 100 - d, il­
letve 100 + d hosszúságú.
A háromszög 120"-of> szöge a leghosszabb oldallal, tehát a 100 + d hosszúságúval
szemben van, Erre felírva a koszinuszrérclr:

(100+d)2 = 100 2 + (100-d)2- 200(l00-d)cos120".

A négyzetre emeléseket elvégezve és felhasználva, hogy cos 120"= -~:

1002+200d+d2 = 3· 100 2-300d+d z. Ebből d = 40.
A háromszög oldalainak hossza tehát: 60, 100, illetve 140.
A 60 hosszúságú oldallal szemköztes szöget fJ-valjelölve, színusztérellel:
~p @ _. . ..'--"::2= ~ --o Ebbol sm{J == 0,3712, s mivel fJhegvesszog, ezert fJ = 21.79°.

sin 120" 140 •
A háromszög harmadik szöge 60° _ fJ == 38,21°.

.

Mivel a terület 5000 m2 nagyságú, akkor 10 OOO m2 lenne, ha kiegészítenénk négy­
zerté, azaz az oldalak 100 m hosszúak. Ha erre 75 cm-enként akarunk fát ültetni, ak-

kor 100 (illetve ennek egészrésze), tehát 133 fa fér el az első oszlopra. A má-
0.75

sedikra 132 fa, és igy tovább, az utolsóra már csak 1 fa, tehát szükségünk van a
133 + 132 + ... + 2 + 1 összegre. Ez az első 133 szám összege, számtani sorozat

.. ké dódík 133·134 8911 f ··1 h .. Iosszege Fent a o 1 : == acsemetc II tet eto e .
2

}vlegjegyzés: a számolás során az első fa oszlopot a telekhatáron vettük fel. Ha a ha­
rárra nem lehet ültetni, akkor rcrmészeresen kevesebb lesz a facsemeték száma.

most 2 ev múlva 4 év múlva 6 év múlva
(eredeti élték)

a) szerinti érték 2MFt 1,8 MFt 1,6 MFt 1,4 IVIFt

b) szerinti érték 2MFt l,411Ft 0,8 MFt 0,2 MFt

lSí3J Az egyes polcokon levő könyvek száma egy (-3) differenciajú számtani sorozal 7
egymás! követő tagja.

57 = 102 +~. (-3) .7 = 294, a könyvszekrényben tehát 294 db könyv van.

Megjegyzés: a legfelső polcon 51 - 18 = 33 könyv van,

(

"
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Nem lehet minden polcan prímszámnyí könyv. Ha aj := 17; és minden polcán az elő­

zőhöz képest d-vel (d E Nl nő a könyvek száma, a 18. sorban levő könyvek száma:
alS := 17 + I7d:= 17(1 + d), amely 17-né1 nagyobb és 17-tel osztható, így nem prim.

A naponként elolvasoLl oldalak száma számtani sorozat szomszédos tagjai

n[2a,-(n-l)d] . n[38+(n-I)IR]
S := Igy 379 := _"-C--C:---C--1
" 2' 2'

Ebből 9n 2 + IOn - 379 := 0, az egyenlet pozitiv gyöke 5,96.
Tehát 6 nap alatt (1 héten belül) sikerül elolvasni a könyvet.

aj =" 3000; d=" -200; SJ! = 15 OOO; n:=:?

Az u" =" al + (n - l)· d és S" :=: aj ~ un n képletek alkalmazásával az

11
2

_ 31n + ISO :=: Oegyenlethez jutunk.
A gyökök közül csak az n :=: fi felel meg a feladat szövegének. Az ft :=: 25 ugyanis
nem megoldas, mert ekkor an-re negativ érték adódik.

MegjeíD'zes:
A feladat képletek nélkül is megoldható. Erre akkor érdemes gondolni, ha n elég kis
értékű, mint itt is. (3000 + 2800 + 2600 + 2400 + 2200 + 2000 :=: 15 OOO).

-(

~~~~.~~

I I {} {}

~

3dm

Lom
~

It~I "' o:I I ( I: c B
\\1 \ I i )""1" 'n
l'.,.' / /

B

j dm
0{}{}{} I

~ ~

3dm 3dm

c2Udm

Ezekből megállapítható: d:=: 6; (l13:=: 148,4; S13:=: 1753,2.

A megtett út az első alkalommal 1753,2 dm :=: 175,32 m.

b)S'6:=:?

b j =" 2 (20,2 + 9) :=: 58,4 (dm),

bl = 76,4 (dm).

Ezekből megállapítható: d':=: 18; bG:=: 148,4; S'6:=: 620,4.
A megtett út a második alkalommal 620 dm = 62,0 m.

A felcsavart szőnyeg külső rétegének
keruletét kell ísmemünk ahhoz, hogy
megállapíthassuk, müyen hosszú zsi­
neg szükséges az átkötéséhez. A réte­
gek közelitőleg koncentrikus koröknek
tekinthetők. Az első, legbelső réteg
külső felületéhez tartozó átmérő 4 cm,
a következöé 5 cm stb. számtani soro­
zat egymás utáni tagjai, ezért a kerüle­
tek is al :=: 4n: a2:=: 5n.

a) Sj8 =" ? Az oda-vissza utat egy tagnak számítva:

al = 2(20,2 + 3) :=: 46,4 (dm),

a2 = 52,4 (dm).

A kislánya virágágyás sarkáig az AB utat teszi meg. Ennek hosszát decimctérben
az ABC derékszögűháromszögre felirt Pitagorasz-tétellel számítjuk ki.

AB2 :=: 409, ebből AB :=: 20,2.

l
29 - az ötödik

6'

db cipót kapott ősz-100- 25 = 175
2 2

101, a harmadik 20, a neuvetlik
6 -

szesen.

2
Az első ember 13 , a második

pedig 38 l cipót kapjon.
3.

Ellenőrzés:

Az öt szám összege vajóban 100,
2 5 25

1"3+ 1°6 = 2' ezért a másik három ember

175 ~ 25.
-2- = I . 2 Igaz, tehát a megadott öt szám megfelel a feladat szövegének.

Az egyes nyeremények egy 450 diffcrenciájú számtani sorozat szomszédos tagjai.
A szőveg szerinr: an = 3600 és Sil = 9900 + 3600 = 13 500.
S = al +a".n = aj,' -(n-l)d+a".n = 2a" -(n-l)d "Il.

It 2 2 2
7?OO-(n-l)·4'iO

A megadott számokkal: 13 500 = - - ~. n amit rendezve az
2 '

fl, 2 _ 17n + 60 = O egyenlethez jutunk. Ennek gyökei 5 és 12, A 12 nem felel meg,
hiszen ekkor a .nyeremények" közett negativ összeg is szercpelne (pl. a sorozat el­
ső tagja -1350 lenne).
Tehát öten nyertek az agárversenyen rendre 3600; 3150; 2700; 2250, illetve 1800
tallért.

Ellenőrzés:

3150 + 2700 + 2250 + 1800 =" 9900, ami a feladat szövegének megfelel.

A harmadik ember a db cipót kapjon, a negyedik a + d darabot.
Az egyes emberek a szőveg szerint ekkor a - ld; a - d; a; a + d: a + 2d darab
cipót kapnak. a-2d+a-d+a+a+d+a+2d:= 100, amiből a:= 20. A szövcg
szerint még az is teljesül, hogy 20 + 20 + d + 20 + 2d := 7 . (20 - 2d + 20 - á), ami-

l
bőld=9-.

6

'4 ..
,
=
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A tányérok átmerői egy számtani sorozat egymás utáni tagjai.
Ctl = 12; d == 0,5; an = 30; 30 = 12 + (n-l)· 0,5.
Ezekből adódik, hogy egy toronyba 37 tányér kerül.

A naponta elmosott üvegek száma egy számtani sorozat egymás utáni tagjai.

al == 40; d = 10; S" = 500.
A napok száma: fl, erre felírható egyenlet: n 2 + 7n - 100 = O.
Ennek pozitív megoldása = 7,09. Ez azt jelenti, hogy az 500. üveg a 8. napon ke-

rült sorra.

Legyen a legfelső sorban al doboz, és lefelé minden következőbend-vel több. Ek­

kor SlO ;=.l és SIS = 375; kérdés al és d. Az első egyenletből 3S\O = S20,

S20 -S[() 2

(

10,9 l 2019
felírva al-gyel és d-vel: 3 10a

l
+ Td);= 20a1 +~d, rendezve: al = S,5d.

15·14 O d 37" B Iriuk többi
A második egyenlet: (SI5;=)lSCtI+~d==15al+1 5 == .J. eirju azeo I

eredményt; 15 . 5,5d + 105d = 187,Sd == 375. Ebből d = 2, és így al == ll.

Az egyes sarok ülőhelyeinek száma egy számtani sorozat egymás utáni tagjai.

al = 40; d = 4; S" = 240.
Al ct és S -re vonatkozó kepletekből.meghatározható,hogya nézők 11== 5 sorban

."" "
éppen elférnek.

JHegjegyzés:
A feladat egyszerű számolással is megoldható: 40 + 44 + 48 + 52 + 56 = 240.

Az egyes sorok ülőhelyeinek száma egy számtani sorozat egymás utáni tagjai.

al == 60: d =8; (/20 ='t
Ezekbő] adódik, hogy a 20. sorban 212 embernek van helye.

Az előzőhöz hasonló feladat, de most nem tudjuk, hogy hány sor van. Először ezt

kell kiszámolni.
Minden sor 35 cm-rel van magasabban, és az utolsó 14 m == 1400 cm-rel van ma-
gasabban. mint az első. Ekkor a "lépcsők", az emelkedések száma 1400: 35 = 40,
tehát az elsővel együtt 41 sor van. Az elsőben 80 hely van, és minden sorban a-gyer
több, akkor a 41., utolsó sorban: 80 + (41 - 1)·4::: 240 hely van. Ekkor egy szek-

(80 -I--- 240)·41
torban az űlőhe1veksúma: 80--7-84+ ... +240 == .;= 160·41;= 6560,

~ 2

8 szektorban g-szor ennyi: 52480.

1;1527.\

n Kati által bejárt lépcsők száma Zsófi által bejárt
lépcsők száma (6n)

~

2 2+2 4 < 6·2 ]2

4 2+2+4+4 12 < 6·4=24

6 2+2+4+4+6+6

-

24 < 6, 6 - 36
,

8 2+2+4+4+6+6+8+8 40 < 6,8 48

10 2+2+4+4+6+6+8+8+10+10 60
,

- 6,10=60 ezj.'L-

]2 2+2+ ' .- + 12 + 12 84 > 6·12 72

A-1egjegyzés: Egyenlet nélkü] is megoldható a feladat. A gondolatmenet az alábbi
táblázat alapján követhető. A lépcsők száma n

Ezek szerint 10 fokos lépcsőn járkáltak a gyerekek.

11522] a) Az első sorban 18, a következőben 21, aztán 24 hely van, a 24. sorban:
18 + (24 - 1)·3 == 87 hely van. Ekkor a szinház férőhelyeinek száma ezen szá­
mok összege: 18 + 21 + ... + 87.

E
" ké l h ']' (18+87)'24z az osszeg ep et aszna ataval: == 1260 hely2 '

b) Mlvel minden sor 20 cm-rel van magasabban, mint az előző, és 24 sor van, az utol­
só 23 . 20 = 460 cm-rel van magasabban, mint az első, tehát a válasz 4.6 méter.

Ezekből megállapítható, hogy d == n, al! = 4;JT + (n - l)n = 3n + nn:
A íurószönyeg hossza a rétegek kerületének összegéből adódik: SI! = 400.
Az összegképletből következik:

(7+n)nn== 800, ebből: n2 +7n- 800 = O; O< n::: 13 (= 12,8).
x

A külső réteg kerülete aB = 41f + 12n ::: 16n "" 50,26.
Ezek szermt az 50 cm hosszúságú zsineg körül sem éti a szönycg-hengert.

i152~1 A lépcsők száma pozitív egész. Kati páros számu lépcsőn halad fel is, le is. Zsófi 3­
szor teszi meg az utat föl-Ie, tehát az általa végigjárt összes lépcső száma 3-mal
osztható.
Kati által bejártlépcsőfokok száma: 2,2, 4, 4, 6,6, ... , rt, n.
~só~l által bejártlépcsők sáma 3 . 2n, ugyanis ő 3-szor megy a teljes lépcsősoron

fel es le.
'Ekkor felírhatjuk: 2(2 + 4 + 6 + ... + n) ;= 6n.
Ebből a zárójelben lévő kifejezés számtani sorozat szomszédos tagjainak az összege:

(2 + n) ft
2-------Z-"2 == 6n, azaz n(n + 2) = 12n. Az II *- Omiau oszthatunk n-nel: fl + 2 == 12.

Ebből n = 10.

,. 17
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12· (40 + 95) = 810 cm.
2

b) 12-től 20S-ig a páros számok összege
10 791 + 99 = "Jű 890 a szemközti oldalon levő hazszámok összege.

A létra elkészíthető 2 db 4,2 m-es lécből is.
Az egyik lécből 95 cm; 90 cm; 85 cm; 80 cm; 70 cm-est vágunk, a többit a másik­
ból, így is marad 30 cm felesleg.

a) A házszámok olyan számtani sorozatot alkotnak, melynek differenciaja 2.

99 [2a, +98·2J ...
10791= 2,amlbolal=11;u99=11+98.2=207.

Tehát a l] -es számu ház elől indultnnk és a 207-es számu ház elé értünk.

(d > O)

[V.

x-dx

10.

a) Mivel minden réteg 80 cm magas, és a zárókő teteje 40 ill = 4000 cm magasan
van, ezért 4000 : 80 = 50 rétegből áll a piramis, tehát 50 kőtömbréteg van egy­
más felett.

b) A piramisnak minden rétege egy kőtömbbei rövidebb oldalú négyzetet képez.
Ezért, ha a legfelső réteg egy, a második 2 ·2 = 4, akkor az alsó, 50. réteg éppen
50 . SO = 2500 kőtömbből áll.

Első megoldas:
A piramis egy oldallapján 1 + 2 + 3 + ... + 50 = 51 ·25 = 1275 kőtömböt lehet
megszámolni. Mivel négy oldallap van, ezért ennek négyszeresét, 5100 kőtömböt

számlál unk. A szélső kőtömböket (amik a piramis oldaléleinél vannak beépítve)
azonban kétszer is megszámoljuk. ezek száma minden oldalé]~ 50, tehát
4· 50 = 200 kőtömböt kétszer számolunk, ezeket le kell vonni. Ekkor azonban a
legfelső egyetlen zárókövet négyszer is megszámoltuk. négyszer is kivontuk,
vagyis eredményükhöz még l-et hozzá kell adni, hogy azt is megszámoljuk. Így
végül 5100 - 200 + 1 = 4901 különböző kőtömböt látunk a felületen.

A helyczési sorrend: 1. II.

A pontok száma: ~(X + d) x + d.,
/4 \ 4

l- + 31x +-d = 59. Ebböl13x = 177 -4d; 13x = 169 + 8-4d.
3 ) 3

A pontszámok pozitiv egészek, ezért 177 - 4d osztható 13-mal. Az áralakitásbóllát­
szik, hogya 8 - 4d = 4(2 - d) szorzatról kell megállapítani, hogy mely pozitiv d
eserén osztható lő-mal. Ez d = 2 esetében teljesül. Ekkor 13x = 169. Ebből x = 13.
A fent említett 13-mal való oszthatóságnak d = 15,28 ... is megfelel, de ekkor már
x - d negativ lenne, ami a feladat szövegének nem felel meg. A feladat egyetlen
megoldása: x = 13, cl = 2.
Az egyes csapatok pontszáma. 20, 15, 13, 11.
A megoldás a feladatban leirt feltételeknek eleget tesz.

legrövidebb 95 cm - II . 5 cm = 40 cm. Ezek összhossza:

A létrák fokai: 95 cm; 90 cm; 85 cm; 80 cm; 75 cm

1
425cm=4- m

4
70 cm; 65 cm; 60 cm: 55 cm; 50 cm; 45 cm; 40 cm

4..!- ill":" 3S5 cm = 810 cm. Ha a leghosszabb létrafok 95 cm; 12 fokú létra eseten a
4

385 cm

másodfokú egyenlet. Ennek pozitív gyöke vezet II megoldáshoz. ebből n = 7,26.
Ezek szerint a 30. golyó a nyolcadik sorba kerül.
Az eredmény cllenőrizhetöpl. úgy, hogy kiszámítjuk. hogy az első 7 sorba együtt

hány aolvó fér. S_== 1+ JI n, ennek mesfclelőenS7 ::: 28. Ebből megállapítható,
~ - l, 2 - .

hogy a fent kapott eredmény megfelel a feladat követelményeinek.

Megjegyzés: Képletek nélkül is eredményre juthatunk, minimális matematikai
ismerenel is. Összeadjuk az egyes sorokban lévő golyók számát, amig az összeg
meg nem közeliti az adott 30-as értéket. 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 28. Ebből

látható, hogy a 30. golyó a következő, a 8. sorba kerül.
1+10

b)a,=l; d=l; alO=10; n=IO. 810 = - 2- 10 = 55.

Tehát 55 golyóra van szükség.

Az első változatban a naponta elszállított szénmennyíség számtani sorozat egymást
követő tagjai alkotják. al = 8; d = 0,5; n = ?
Ha napi 10 torinát szallitanak el, akkor n nap alatt IOn tonnáL. Így

[16 + (n -1)0 S]n
!"'~'.:::c'''::~'T = IOn, ennek a pozitiv gyöké: 9.

2
Tehát 9 nap alatt szállították el a szénkészletet.

Megiegyrés: Képlet nélkül ü, megoldható a feladat, ami egyébként ellenőrzésnek is
megfelel: S+8,5+9+9,5+ 10+ 10,5 + II + 11,5+ 12 = 90 = 10·9.

A soronként elhelyezett golyók száma számtani sorozatot alkot.
{Il == 1; d == 1; Sj! == 30.

n(2a[ + (n -IV]
a) Az n meghatározásához az S,,;;= 2 képlétet alkalmazzuk, ebből

. cl + n)n 30· fü . E . I ki dc dik 2 60 Okapjuk az == ossze uggesr. zt ata a tva a o I al JI + n - . ==
2

hosszúak.

18
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1+ 2 -'- 3 + ...+ 72 = 72(1+ 72) := 2628 (S = n(1Ij --;- a" ))
2 l n 2

Ha bármelyik x (>: E .:'\1+; l ~ x::; 72) szám előjelet ellentétesre változtatj uk, az
összeg Ze-szel, azaz paros értékkel csökken (változik).
A.z. eredeti összeg paros, két páros szám különbsége is paros, így a 2005-ös páratlan
érték sosem érhető el.

Egy számtani sorozatban bármely (nem első) tag a szomszédainak számtani közepe.

h ~ sin2x+ cos Zr ből vsi ~. ? '")Te át sin- x = ,eb o ~ sm "x = 2S111X·COSX+cos-x-sm-x.
2

Mindkét oldalhoz 2 gin2x-et adva a jobb oldalon teljes négyzetet állithatunk elő:

4 sin l x = (sin x + cos.c) 2.Ebből ±2 sin.r = sin.c + cosx, amiből kettéágazás után:
sinx = cos x vagy -3 sin.c = cos.r. Mivel egyik eset sem tud bekövetkezni, ha

. . [ v· -,-cos x = O, ezt kizárva osztunk vele, es kapjuk, hogy tgx = 1 vagy -"3' isszase-

A feltétel szerint sinai =sin(al +d) = sin (al +2á) = ... = sin (al +(n-l)á).Az
első egyenlőségből egyrészt d = 2k:Jr, ahol k E Z; tehát a sorozat differenciája O
(konstans sorozat), vagy 2n egész számú többszöröse, és ekkor al tetszőleges - ez
a többi egyenlőséget is kielégíti. Másrészt, ba aj = n - (aj + d) + 2mn, akkor
d = (2m + l)n - 2a]. Ezt beírva a második és harmadik tag egyenlóségébe, vagy
-al + (2m + l)n = - 3al + 2(2m + 1):rr + 2n:rrkövetkezik, ahonnan
2al = (2m + l)n + 2nn (m, n E Z); vagy
-al + (2m + l)n := n - (-3al +2(2m + l);t) + 2nnkövetkezik, ahonnan
ckl l = -n+3(2m+ 1)n+2mr, vagyis lal = (3m+ 1+n)n (m,n E Z).
Visszaírva ezeket d kifejezésébe, az első esetben d = 21'1/4 a másodikban

" \
d = n(n + m) adódik. Az ai az első esetben lm + n + l jn alakú (bár d itt is n pá-

ros számu többszöröse, mint a másik ágon kaptuk legelőször, de ez mégsem tekint­
hető amaz speciálls esetének, mert itt a sorozat szomszédos tagjainakpótszögekként
egyenlő a szlnuszuk; vagy csupa L, vagy csupa -I értékben'); a másodikban pedig

! (Jm + n + l Irz alakú (és ekkor d a sr-nek páratlan szémú többszöröse - mivel itt a
2
sorozat mínden tagja a többszöröse, a szinuszok mindíg nullák.)

vagy -0,3218 + ksi (k E Z).

Q-P
d = -r-r-r-: , Beírva ezt a, kifel'ezésébe, rendezés után:

2S00

n
x = -+ kn

4

Ekkor Q - p = 2500d, így

149P - 49Q
a] = SOOD

resve a gyökök:

Másik megoldás.
A piramis minden réteget négyzetszámnyi kőtömb alkotja felülról lefelé: 1,4,
9, ... ,2500. Ezek közül a felületen láthatá: 1, 4, 9-l = 8, 16-4 = 12 stb.
Hiszen egy, 2 tömbnél több oldalú négyzet eserén körben a szélső l sornyi kő lát­
ható kívülről, a többi nem - ezek pedig éppen az oldalhossznál 2-vel kevesebb

élíl négyzetet alkotnak. Vagyis afralénosan. felülról az i-dik rétegből i2
- (i _ 2)2

tömb látható kivülről (2 < i). Ezek összege:

1 +4+(9-1)+ ([6-4) + ... + (50'-481 =

= }2 +22 + 32 + ... + 502 _ (12 + 22 + ... +48 2) = 49 2 + 502 = 4901.

a) Folytatva a sorozat tagjainak felírását. os = 6 = p . al + q . al = 4p + 2q,
a4 = 8 = p. a"J + q. a2 = 6p + 4q.

Az első egyenletet 2-vel, a másodikat 4-gye1 osztva: 2p + q = 3}.

1,5p-'-q=2

Különbségűkbőlp = 2, ezt visszairva bármelyikbe, kapjuk: q = -l.

b) Egy számtani sorozatban bármely (nem első) tag a szomszédainak számtani kö-

zepe. Tehát a: = an_1 + a'H] 'b ··1 2" 2' ami o an+1 = a,,-a,,_l'

Ezértp=2ésq=-1.
(Természetesen ez a megoldás jó az a) ponthoz is.)

p = Ssü = 5Da] + 50~49 d = 50a] + 1225d (amiből a: = p - ~~25d , ez később

kell majd);

( [0099 '( 50·49 \
Q=SIOO-SSO = llOOaj + 2 dJ- 50al+~d)=S01Ij-3725d.

a) A napi veszteségek (dollárban kifejezve) egy 3 differenciájú számtani sorozat
szomszédos tagjai. A sorozat első tagja If).
Keressük azt a legnagyobb n tennészetes számot amelyre igaz, hogy
20 + (n -1)·3

2 n~IOOOOO.

,
Rendezve: 31'1 - + 171'1 - 200 OOO ~ O. Ennek megoldashalmaza a valós számok
halmazári a [-261,048; 255,381J intervallum. A megoldáshalmaz legnagyobb
pozitív egész eleme a 255, tehát legfeljebb 255 napig játszhetott a könnyelmű

fiatalember.

b) alO = 10+9'3 = 37; a200 = 10+ 199·3 = 607: a255 = 10+254· 3 = 772.
10 + 772

c) S2..';" = 2 . 255 = 997 705, tehát a 100 ezer dollárból még maradt 295.

20 21
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, q12_l _ (;:;: ..J2:t -l 1,5-63 94,5(-1+-.,1'2)
Végül S12 == Ul --- = 1,J' =. '- - --'--~--'

q-l ±-,fl-l -l±'\I2 l-2

(
' 1:':) /228,14

=94,5 1±"IJ2 »<: .', . -....... -39,14

,
,I

l
!'I

a, 24 -24 0,375 -0,3~~

q -0,5 0,5 - 2 2

a, -12 -12 -0,75 -0,75

a3 6 -6 1,5 -1,5

"4 -3 -3 -3 -3

a5 1,5 -1'5~
-6

_~.!L-+-0,75 -0,75 -12 -12

f--a3aS 9 it=.- 9 9
9

(12+ a6 T=-12,n -12,75 -12,75 -12.75

Egy mértani sorozatban bármely (nem első) tag négyzete a swmszédainak szorzara.

Tehát al = a3· a5 ;=: 9, amiből a4 = ±3,

isik felté I l' 75 a4 2 ±3+" 'b "I d' 'A masi - le terei: ot. + a6 = -~, == 2 + a 4q = -2 - ;,q~ , arm o ren ezes utan:
q q

O ::= ±q4- + 4,25q 2 ± I, Ennek gyökei a ,,+" jel esetén: Q2 = -0,25 vagy -4 (ezek le­

hetetlenek); a ,,_" jel eserén: q2 ;=: 0,25 vagy 4. Vagyis q lehet±O,5 vagy ±2, viszont
a

ac csak -3 lehet. Ebből visszaszámolva al = ---t értéke +24 vagy +0,375 lehet. Az
q

összetartozó értékpárokat táblázatba foglalva. egyúttal az ellenőrzést is elvégezzük:

Egyrészt 04 - a2 ::= alq3 - alq = alq(q2 - 1) == -6.
'I" , 2 ., (I '61~ ásrészt a2 + a3 +a4 o:: C11Q+alQ + aj Q- ;=: atq . +q + q );=: - .

Elosztva egymással a két egyenjetet, alq (ami itt nem O) kiesik, és kapjuk:

, lq - o = 1. Rendezés után q ::= -2, Ezt visszaírva bármelyik eredeti egyenletbec

l-i- q + q-
al = 1. A sorozat első négy tagja: 1, -2, 4, -8. Most valóban -8 - (-2) ::= -6, va-

lamint -2 + 4 + (-8) = -6.

IVI
, a, 3
ásreszr al == - = ±---=

q -.,/2
. ~')W

v
, "1 S qiO_l, 3 t±-.J2 -l..., 3·31 _ 93(2±-.J"2)
egu 10 == a! --- = ==--r=- -

q-l 0,)2 ±,i2-1 2+,12 4-2

= 46,5( 2 ± "JI2) ""'<----- 158,76_
. -........~27,24

A ' dik fl' 0"'1 Smasc l e tétel: al' a2 . a3 = _. °2 ' a2q == 02 == 729. Ebből a-z = 9.
q

Az első feltétel pedig: a: + a
2

+ as = a2 + a2 + ot.q == a:, ( l + 1+ q) = 39, beírva az
q \q

, " d' l 13· 2 10írnenn ere menyt: - + 1+ q = -. Atrendezve: q - - q +1 = 0, amiből q == 3
q 3 3

Ivagy -. Az első esetben a mértani sorozat első három tagja 3, 9, 27; a másodikban
3

27,9,3.

1154!J A keresett mértani sorozat tagjai: al' !l2, a3' G4' as, «e- a-i.

Az első három tag összege: al +a,q+a!q2 = 21.
, I' h' .- 4 5 6Az utotso árom rag osszegerc.q +alq +alq =336.
Mindkét egyenletbőlkiemeljük a közös tényezőt:

. ,
(l.) tfl(1+q+q-)=21

I
• . ,

(L) avq (I+q+q )=336

(lJ.: 1.) q4 =16, ebből q == 2 vagy q =-2

Ezeket beheJyettesitjük l-be: q = 2 => al(1 + 2 + 4) = 21 :=;. al = 3
q = -2 :=;. tfl(l- 2 + 4) = 21 :=;. al = 7

Két sorozatot kaptunk: 3,6, 12, 24, 48, 96,192.

7,-14,28, -56,112,-224,448.
A feladat feltételei teljesülnek a kapott értékekre.

A sorozat tagjai a l' a2,

a3 + a4 = 80
aj-a3 = 240

Innen

-,-------------
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o ,
alq~ + alq- := 80

ale/ - alq2 = 240

Kiemeljük a közős tényezőket:

L alq2(l + q) =80

II. alq2(q2 - l) := 240

II : I q - l := 3 =? q := 4. Ezt behelyettesítjük az L-be, kapjuk al := l.
A sorozat első öt tagja tehát: l, 4, 16,64,256. A feltételek teljesülnek.

al := 3, a,,:= 729, 5,,:= 1092. A mértam sorozat első öt tagját keressük.
Az (J,,-re és S,,-re vonatkozó összefüggések szerinr:

3q,,-1 := 729, ezt 3-mal osztjuk e/,-l := 243 r.
" 13~1· := 1092, ezt 3-mal osztjuk, (q - Ij-gyel szorozzuk. q" - l =364 (q -1) II.
q-

Ha az L-es egyenletet q-val szorozzuk, akkor az így adódó q" := 243q értéket a
II.-be helyettesitve rendezés után kapjuk, 121q := 363, ahonnét q := 3.

A sorozat első öt tagja: 3, 9, 27, 81 és 243. A feladat követelményei teljesülnek, ui.:

3,,-1 := 243, innen n:= 6 és 3 + 9 + 27 + 81 + 243 + 729:= 1092.

Legyen a mérrani sorozat első tagja "a", hányadosa q.
A kltételeknek megfelelően;

I. a6+a7:= 96

U. ag-a6:= 96
. 6

L aq;)+aq :=96

ll. aq7 _ aq 3 := 96

Emeljünk ki rnindkét egyenletből aq5 -t, alkalmazzuk q2 - l := (q - 1) (q + l) azo­

nosságot!
A két egyenletet egymással elosztva q := 2 értéket kapjuk. (q :;t: ± 1, mert ebben az
esetben valamelyik egyenlet ellentmondásra vezetne.)
Visszahelyettesítve bármelyik egyenletbe, a := l adódik.

"-lJ"-1
19y 5,,:= a q

q
_

l
' ha e se l,azaz 1023:= 1· -2-1' ebből n:= 10.

A sorozat tagjai: ati =25; a7:= 26; ag:= 27 n:= 10.
Ezekre az értékekre teljesül az eredeti feltétel.

o C'" 1)
a) 3+9+27+ ... +3""° = _1·.J - =1,077.1024

•
3-1

b) 31 .32.3] ..... 3 50 := 31+2+h ...+50 := 3 1273 = 2,136 .1O
lios

.

l'

Első hajtáskor két rétegjön létre. Minden további hajtáskor a rétegek száma kétsze­

reződik, az n-edik hajtás után a rétegek száma 2'~ lesz,

a) 8 hajtás esetén 2 li := 256 réteget kapok.
b) 2 k := 64, ebből k "" 6, tehát a 6. hajtás után keletkezik 64 réteg.

. .

+ma - 16 := O,

Mivel4: a; ma ebben a sorrendben egy mértant so­

rozat három egymást követő tagja: a
2

= 4ma (l)
Egyenlő szárú háromszögben az alaphoz tartozó ma­
gasság felezi az alapot. Így ADC derékszögű három­
szögre Pitagorasz tétele szerint:
( \'
! !!.- I +m2 = 16 (LI.) B'--"-"'---'
\2) "
Az (l) egyenletből a 2-et kifejezve, a (ll.)-be behelyettesitve nl,7

.J65 - 1
melynek pozitiv megoldása ma = "1 .

"
. ,~

Igy m" = 3,5 cm; cl := 2(-v'65 -l), mivel a> O
hosszú az egyenlő szárú háromszög alapja.

Ha a hét egymást követő tag közül a középsöt a-val, a hányadost pedig q-valjeJöl­

íük. akk k,,_ a a a ")]Jll, or az egyes tago renurc: 3; -2; -; a, aq, aq"; aqcr q q
E hét szám szorzata a 7, ezért a szöveg alapján a 7 := 700, vagyis a> 7,/700.
A megadott információkból tehát megállapítható, hogy a mértani sorozat tagjai kö-

zött a 7,/700 is szerepel.

11550.1 Legyen a mérrani sorozat három egymást követő eleme a; oq: aq2 Ca ;f. O)

A feltétel szerint a + aq +al := 105 (L)
---.!!!L- a := 15 _ __(ll--.l

Emeljünk ki mindkét egyenletből "a" -t és osszuk el a két egyenletet egymással.

l+q+l
~ 7 (III.)

q-l
q e l, mert akkor a (ll.) egyenlet ellentmondás lenne.
A (111.) egyenletet rendezve kapjuk:

q2 _ 6q + 8 := O, melynek gyökei ql "" 2; Cll:= 4.

A felteteleknek megfelelő két sorozat:
ha q := 4; a:= 5, elemek: 5; 20; 80,
ha q := 2; a:= 15, elemek: 15; 30; 60.

14
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0,999 9990, azaz az l m oldalú

A
Isö hé .. r::3 rl l 1\ 3·7,--- 211­zeso árom tag osszege: 3"\1 +~+-1=--"'./3=-·~3.

" 2 4) 4 4

"l
A C B

S-
2

D

a a ~

Az ábrán a vonalkázott háromszög egy 2" oldalú négyzet fele, ezért a2 == 2"--v2, a

kockázott háromszög oldala oz előbbi minrajára as =a; -fi =a(~J (= ~a).
A négyzetek oldalai egy olyan mértani sorozat egymás utáni tagjai, melynek első tag­

. . h' d "'./2J31: a = al, anya osa 2'

(
,1215 ,12

A kérdezett hatodik oldal hossza a6 = a _., = -a ("" 0,18at2 ) 8 .

lI2.
Az első kör átmérője éppen az első négyzet oldalhosszával egyenlő, tehát

1 l l '\1'2 1 1 r·\I2"I'
", = _ a (*), a másedik kör sugara r~ == - Q, = - - a, r~ = - ao =:: - - a"

2 ~2-22 "2-'22, ~ ~

1. -n
A körök sugarai mértani sorozatot alkotnak, ennek első tagja 2"a, hányadosa 2'

A kérdezett hatodik kör sugara z, = !a('12Y= ·li a.
2 2) 16

Megjegyzés: ró értéke megállapítható a rnérrani sorozat képlete nélkül is. A "-os

1 l ,12 "';2
összefüggés alapján az rri = 2" a6 == "28 a =16 a.

A körök kerülete:

k't. k'l' k'3' k'4' k's, k'ó·

E kerületek összege: K'.

l/l.

A körök sugarai:

rI' r2, r3' r4' rs. ró·

A négyzetek kerülete:
kl' kl, k3, k4• ks, ~.

E kerületek összege: K.

[1564.] A négyzetek oldalai:
a = al' ab a3' a4' aj, aó'

:~---D

(
F--mJi:~---1
\

a) Az n-edik felezés után befestésre kerülö téglalap területe rns-ben mérve:

l (l )

(
1'1" 'q~-l I

t" = 2"/ ,az összesen befestett terület pedig Tn = ~ 1- = l - r'
- -l
2

1 127
Ha n = 7, akkor t: = 1 - 27=:: 128 =0,9922, azaz az 1 m oldalú négyzet terii-

letének 99,22%-a van befestve.
I 1023

Ha n = 10, akkor Tw = 1- w = -- = 0.9990, azaz az 1 m oldalú négyzet
2 1024 .

területének 99,90%-a van befestve.
1 1 048 575

Ha n = 20, akkor T",o = l - ----;;o =
" 2" I 048 576

négyzet területének 99,999 90%-a van befestve (gyakorlatilag az egész négyzet).
l

Ha n = 50, akkor T50 =:: 1- 250 . Ez matematikailag az l-nél (8,88 . 10- 16-nal)

kisebb szám, gyakorlatilag 1 m2 a befesrett terület.

l
Mivel OB 'C' A - DAB' II és az arány -, ennekmeg-

2
felelőerr B'C = 1,5>/3 és CD' = 0,75,,/3.

Ezek összege: (3 + l, 5 + 0,75»13 = 5,25",/3.

A töröttvonal hossza: 5,25>/3 cm "" 9,09 cm.

Megjt:.g)'zés: A szóban forgó három szakasz hossza egy mértani sorozat egymás utá­

" "" l k l" . '" e3 h" d lIII tagjai, me yne e so tagja .J'\I , anya osa -.
2

11562.!* Ha észrevesszük, hogy azA-ból induló átmérő azo­
nos a D-ből indulóval, a törörrvonal három szakasz­
ból tevődik össze.
Az ábra jelöléseit figyelembe véve az OAB 't. egy CM.

oldalú szabályos háromszög fele, ezért AB'= 3",/3.
(Itt tejhasználtuk. hogy az a oldalú szabályos három-

a ~

szög magassága --../3).
2

b) Rendre 0,0078 m2, 0,0010 ml (10 cml), 0,000 OOLD ml (l mmt), O.

c) Rendre 19 844 s, 19 980 s. 20 OOO s, 20 OOO s.

28
i

29

I ..
I.
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o 512
(a, t = 710 == 0,86 (terülcregység).

c) Az első hét négyzet kerületének összege:

[ l',' (5)' (5" (5 ) ' (sj' (5"] (H -1
4·7 t r e.J+:; + -I + - +1-1 + -I =28"-'-1.·-

7, \' \7) \,7 ,,7/ ,J) 5_1
7

b) A hetedik négyzet területe

57_7' .'"
= 28 (, = 88,70 (hosszúságegységj.

-2·7
v- 11,95a).

7("\1'2 + 2)
K= a

2

( fl'
=4a

l
l + T +

UlI.
K = kl +k2 + k] + k4 + k5 +k(, = 4aj +4a2 +4a3 +4a4 +4as +4a(, =

(~/2" (,

+ ['_'~_2J'] = 4a \-i) -J = 4a'~:~-_'_ = 4a ,--- ~ =

~- ~~-1 ~2-2 ~2-2
2 2 2

7
- i"')

4 4 =4,,7(2+~j2)
= a r:;

2-\12 8

A hat négyzet kerületének összege = 11,95a egység hosszu.

IU2.
K' = k'l + k'2 + k'3 + k'4 + k's + k'6 = 2rlJ( + 2r2:Jt + 2r;:rt + .. + 2r6;[ =
= 2n(rl + r2 +. ,. + re,).

Minthogy a kor átmérője a köréirr négyzet oldalával egyenlő, kerülete 2rlJ( = an.

A hat kör kerületének összege: K' = 2n(r] + r2 + ... + r6) = n(a] + a2 + ... + a,;].
Ennek a zárójeles kifejezésnek az értékét (azaz a négyzetek oldalának összegét) a
lUI "v-os kifejezésben már megkaptuk.

, 7(2+ ,(i)
K=J( 8 a=9,4a.

Ezek szerint a körök kerületének összege: = 9,4a egység hosszú.

== 63,36 (hosszúság-

1

9

1-[.81' r8'"
\9" = 1__ I = 0.445, azaz

l_8 ,,9)
9

kb. 44,5'1i:-a az eredeti négyzetnek. 1 m2-es induló terület eseten ez kb. 0,445 111 2 .

egység).

l 26 1
41 Az első lépésben - rész a Ivuk. A második lépésben a maradék rész. - 27 . 27 27

26 26 [.
része lyuk. A következő lépésben a 27 rész maradék 27 részének 27 tesze

lyuk. A lyukak térfogata (illetve azok aránya a kiinduló térfogathoz képest) tehát

euv .l.. kezdőtagú 26 hányadosú mérraní sorozatot alkot. Tíz lépésig tehát
O-27 '27

Az első lépésben befesti a négyzet kilenced részét. A következő lépésben a maradék

%rész kilenced részét festi be, mcrt mind a nyolc fehér négyzetet kilenc egyenlő

négyzetre bontja ezzel a harmadolasi eljárással. s; abból pontosan egyet fest be. A
harmadik lépésben 8 . 8 = 64 kis fehér négyzetet bont fel kilenc részre, s ennek egy
kilenced részét festi be. Látható, hogy mínden lépésben az előző lépésben befestett

8
terület "9 részét festi be. Tehát az öt lépésben befesrert rész:

Megjegyzés: A feladat szövege megengedi azt az értelmezést is, hogy első négyzet­
nek a kiinduló négyzet után elsőként szerkesztett négyzetet tekintjük. Ekkor al = 5,

< (5"1' -1

(

'l u 7 5' _77
a] = 5 ~J ' a kerületek összege: 4·5 '. j = 20 _2.76

--1
7

3

4

D

4c3Az ábra alapján felirt Pitagorasz téte- it B
lekből megállapítható, hogy ha .,---"--.J'<---"-----<;
az első négyzet oldala AB = 7,

a másodiké CD = 7.~ = 5,
7

a harmadiké EF = 5 . %' .. ,stb.

Ezek szerint a négyzetoldalak inertani
sorozatot alkotnak. melynek első tagja

- h' d 5I, anya asa "7

a) Ennek alapján a hetedik négyzet 0]­

dala a, = 7 (%r(távolságegység)

= 0,93 (távolsagegység).

.0

l



indulás l. év 2. év I 3. év 4. év 5.év 6.év 17.év

ElvI (100/0) 80 88 96,8 106,5 [17,1 128,8 141,7 155,9

KÜ (6%) 100 106 112,4T119,1 126,2 133,8 141,9 1 150,4,

SOROZATOK

Ha a könyvek ára egy mértani sorozat egymást követő tagjai, akkor áruk:
, ' ,

a; oq; aq", Ha q > 1, akkor a < aq < aq", igy

(1.) a+aq+ aq 2 ;= 7280 l
(II.) ~+ aq > aq2 + 1520 J
(L) a(l + q + q2) = 7280 }

(II.) ~(l+q_q2)=1520

Osszuk el a két egyenletet egymással:

1+q+q2 =~
1+q_q2 19

Rendezés után: 55q2 - 36q - 36 ;= O.
Ennek pozitiv gyöke q = 1,2, igya = 2000. , '
Tehát a legolcsóbb könyv 2000 Ft, a középsé 2400 FL a legdragabb 2880 Ft.

Foglaljuk táblázatba mindkét üzem termelésé~a 80, illetve 1,00eg~'séges in~ulistól
kezdve. az adott mértékű növekedéssel (egy tizedesre kerekítve), es keressuk meg,
mikor ~álnak (kb.I egyenlővé. Láthatólag ez 6 év rnúlvn következik be.

Másik megoídás: .... .
Legyen a Kiváló Üzem induló évi termelése 10, az ~gyes~1t Mu~'eke e~ = O,~k().
Míndkét üzem évi termelése mértani sorozat szennt növekszik. II ev mul va

k -I 06" illetve e . l l" lesz. Egyenletünk tehát ko . 1.06" = O,8ko . 1, l ", amiből

(

O 'J'" o,.. (1.06'1
1,06 = 0,8. Véve mindkét (pozitiv) oldallogaritmusát: fl -Ig 11 ;= IgO, 8,

\ 1,1 \ ' /

arniből n '" 6.

2

2

-J2 1
-==----r:;
2 'v 2

l

27
összesen

SOROZATOK

a) Az eljárással mtnden lépésben az előző négyzet területét megfelezzük. tehát a te-

"lk 111""11"" ,.ru ete sorozata l. -r- , -" -0-' ,.'""l. teru ete c osszegere a merram sorozat
. 2 2~' i'.)

l
összegképletét alkalmazva 2 -""""iiiO adódik. ami kb. 2 egység.

2
l

b) A kerületek minden lépésben """""E -ed részre
,2

csökkennek, mivel minden sarokban az ábra

ezerint ~ egység hosszú két háromszög-oldal-

ból ..'/2 l h " ld II Ek-- = -r osszu negyzet-o a esz. -
2 ..,,12

kor is egy mértani sorozatot kell összegezni,
csak a hányados változott. és a kezdőtag 4 egy­
ség keriiletű. Azaz az összeg:

(

'16 \ 10

--1- 1
2 ,"

27~ ;= l _ (~J = 0,314 36 rész, vagyis a szívacs térfo-
2 27
--l
27

gatának kb. 31,44'!/c-a lyuk.

(b)]Ha ezt a végtelenségig folytatnánk. akkor a lyuk térfogata a teljes saivacshoz tar­
~ tana, mivel l-nél kisebb szám egyre nagyobb hatvanyai O-hoz közelitenek, és igy

l-ből egyre kevesebbet kell levonni, tehát közelitünk az l-hez. Vagyis az egész
szivacs lyuk lenne, ami lényegesen más eredmény az előzőhöz képest.

=

== 13,657.

c) A terület minden lépés után, igaz egyre kevesebbel, dc kisebb, mint 2 egység-
I

négyzet teriilete: az ar-beli eredmény szerint k lépés után 2 - 2!' Azaz nagyobb

sohasem lehet.

Megjegyzés: Ha a feladat szövege alapján az első négyzet kerületét. illetve terü­
letét nem számolja bele a tanuló, akkor is elfogadható a megoldas, tehát a terü­
letnél 2 helyett 1 egység, illetve a kerületné113,657 helyett 9,657 is elfogadható.

most 2 év múlva 4 év múlva 6 év múlva

(év végén)

a) szelinti érték 2MFt 1,445 rvIFt 1,044MFt 0,7543 MFt
--

--

b) szerinti érték 2MFt 1,125 MFt 0,6328 MFt 0,3560 MPt

32
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SOROZATOK

tn = 200 OOO; p = 20, t4= lJ1- L]4 (értékcsökkenés)
\ 100 J

14 = 200000 ,0,8 4 = 81920. Négy év múlva St 92ü ft a gép értéke.
A gép értéke n év múlva csökken az eredeti érték harmadára.

200 OOO = 200 OOO, O. 8",
3 .

200 OOO-rel való osztás után mindkét oldal lg-ét vesszük, majd n-et kifejezzük.

n=-lg3",,492
19O,8 ,.

Az. ötödik év folyamán csökken a gép értéke egyharmadara.

a) Ha mértani sorozat ezerint nőtt a terméshozam, akkor az első evit lOO%-nak,

azaz l-nek véve, a második évben q, a harmadik évben q2, az ötödik évben q4
lett a terméshozam. Tudjuk, hogy ez 180%, azaz l.Bezorosa az első évbeli ter­

mésnek, tehát: f/ == 1,8, ahonnan q "" 1,1583, tehát kb. 15,8% évi növekedést

produkált a farmer. igyaközbülső három évben 115,8%, (f/ "" 1,342 :::::}) 134,2%

és (q3 = 1,554 <c) 155,4% volt a terméshozam.

b) Al első évi bevétel 14,2 millió Ft, utána mindig I, 1583-szoros a termés, de az ár
is nő 6%-kal, tehát még 1.Oó-dal is kell szorozni az árnövekedés miatt. Ekkor az
évenkénti arbevétel növekedési aránya (1,1583 . 1,06 -) 1,2278, és van egy mér­
tani sorozat 5 egymást követő tagja: hl =14,2 (millió Ft), q'l' == 1,2278. Ekkor

1,2278
5
-l 62 '38' ·11·0',;=14,2' = ,.J (1,2278-"-1)=111,59 (mi ió Ft),

. - 1,2278-1
azaz közel III millió 600 ezer Ft a teljes bevétel az 5 év alatt.

(Megjegyezzük, hogy a terméshozam növelése nélkül, csak az áremelkedést fi­
gyelembe véve mindössze 80,047 mFt, azaz 80 nnllió 47 ezer Ft körüli bevétele
lett volna!)

700 OOO .1,0045 50 == 876 200.
A városnak most kb. 876 ezer lakosa van,

a) Ha mértani sorozat ezerint nő a lakosság, akkor a 22. évben a kezdetinek a növe­
kedés 21. hatvanyával vett szorzata adja a népesség szamár:

425 OOO . q21 = 529 OOO, ahonnan q21 "" 1,2447, vagyis q "" 1,0105,
tehát I,05%-ka1 nő évről évre a lakosság.

b) 20lO-ben ezzel a növekedéssel számolva 529 OOO, 1,0105 9 = 581 030 fő lesz a
lakosok száma.

34
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e) Mínden lakost évente egyszer keresnek fel, tehát első évben, 2001-ben 529 OOO
lakost, aztán pedig ennek l .Olüá-szörösét a 2. évben, és így tovább, akkor a lá­

togatások száma a tíz év lakosai összege: 529 OOO cl + l ,OlD5 + ... + 1,0105 9
) ""

"" 5 547 081 látogatás kell.

a) 8 órakor l lakos tudja,

8 óra 15 perckor l + 3 lakos tudja (3 új),

8 óra 30 perckor 1 + 3 +3·3 (9 új},

8 óra 45 perckor l + 3 + 32 + 9 ' 3 (27 új),

n negyedóra alatt ] + 3 + 32 + 33 + .. + 3" = 50000.

Az. egyenlet baloldala egy olyan roértaní sorozat n + l egymást követő tagja,
melynek hányadosa q = 3.
1,,,+1 -l
- = 50 OOO
3-l

3,,+1 = 100 001

Mivel mindkét oldal pozitiv, vehetjük mindkét oldal In-es alapu logarftrrmsát
(n + l) 19 3 = 19 100001, ebből n = 9,4795, így ri = lO db negyedórát jelent ez
2 és fél óra. Tehát 2 óra 30 perc alatt értesül róla 50 ooo ember.

b) 8 órakor l lakos tudja

8 óra 15 perckor l + 3,

8 óra 30 perckor 1+ 3 + (l + 3)·3 == cl + 3)(1 + 3) = (l + 3)2,

8 óra 45 perckor

[1 + 3 + (I + 3)· 3] + [1 + 3 + (l + 3) . 3] . 3 = (l + 3)2 . (l + 3) == (l + 3)3,

8 +n· 15 perckor (I + 3)" = 50 OOO
n1g4=1g50000
fl = 7,8,

7,8 . lS perc = 117 perc = J óra 57 perc, tehát 2 ora múlva tudja 50 OOO ember.

a) 50 . 0,98 = 49 (km); 50.0,98 2 = 48,02 (km); 50· 0,98 5
= 45,20 (km);

50 . 0,98 28
= 28,40 (km).

b) Akkor juthat a legmesszebb, ha nem változtat irányt.

0,98.(0,9828 -1)
SZli = 50· (O, 98 + 0,982 + O, 98] + ... + O, 982~) = 50· 2~-""~'---'"

0,98-1
= 1058,5, tehát legfeljebb 1058,5 km távolságrajuthalott a hajó 28 óra alatt.

,. 0.98·(1-0,98")
c) Megoldando az 1400 = 50· " egyenlet.

0,02

l



SOROZATOK

Rendezve: 0,98 fl = 0.4286, amiből n = 1~~~~~~6 = 41,94,

tehát 42 óra alatt 1400 km-re is eljuthat a hajó.
0,98'(1-0,98')

d) Meaoldandó a 2500 = 50 egyenlet.
~ 0,02

Rendezve: 0,98" = -0,02. Ez lehetetlen, hiszen a 0,98 mínden hatvanya pozitiv.
A hajó nemjuthat el 2500 km távolságra.

Minden kiöntés után annak a somennyiségnek a 90%-a marad meg, ami a kiöntés
előtt az oldatban volt. A viz hozzáöntésével ez a mennyiség nem változik.

Tehát a 25. kiöntés után 50,0,9 25 = 3,59 gramm só marad az oldatban.

a) Az oldat töménysége az első lépés után: 80%-os oldat volt 25 literben, tehát
20 liter alapanyag van 5 liter vízzel keverve. Első kiöntésnél 0,8 liter anyag, es

192
0,2liter viz megy ki, de bejön 1 liter víz. Tehát~ = 76,8%-os a töménység.

A következő lépésben kimegy 0,768 liter alapanyag, marad tehát 18,432 liter,
ami 73,728%-os röménységet jelent. A harmadik lépésben kimegy 0,737 28 liter
alapanyag, marad 17,69472 liter, ami 70,78%-nak felel meg, kis kerekltéssel.

b) Elérhető, hiszen minden jépésben. amíg 50%-nál töményebb az oldat, legalább
0,5 liter alapanyag kikerül, s így a 20literből 15. lépésben már biztos kimegy
legalább 7,5 liter, azaz legfeljebb 12,5 liter marad, ami az 50%-os röménységet
jelenti. Tehát legfeljebb 15 lépésben elérhető az 50%-os oldat!

c) Erre a kérdésre csak úgy tudunk válaszolni, ha észrevesszü~ a szabályszerűséger

a kiöntögetés és az oldat töménységének változása közőrt. Eszre kell venni, hogy
24

a töménység egy mértani sorozat szerint csökken, minden lépésben 25 -del

(0,96-dal) szorzódik az előtte levő töménység. Ezt onnan lehet a legkönnyebben
látni, hogy ha éppen lOOp%-os a 25 literes oldat, akkor ebből 24p etapanyag lesz
1 liter oldat kivételével, de mivel 1 liter tiszta víz jön be, ezért 24p alapanyag

5 li hát a töménvsé 24p A '] 24 cl l . dtk .2 Iterben lesz. te at a tömenvsea --. zaz teny eg - - e SZOrLO 1 mm-
, -~25 25

den lépésben az előző töménység.

Eszerint a 100. töltögetés után 0,8· 0,96 100
"'" 0,0135, azaz 1,35%-os már csak

az oldat. (végül lassan teljesen .elvízesedik", pl. 1000 lépés utan már csak

1,49· 1O- 16
% _OS oldatunk van, ez már nyugodtan vehető tiszta víznek. Így

már a b) kérdésre is pontos választ adhatunk, hiszen annyi lépés kell, amig
, y

O, 8 'l24 I' = 0,5. azaz 0,625 = 0,96", ahonnan n "" 11,51, tehát a ll. kiöntés-
25) -

nél még töményebb (kb. 51%-os) az oldat, mig a 12. töltés után már csak kb.
49,?lc-OS.)

••

•
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SOROZATOK

1 + 2 + 4 + ... + 227 = 228 - l fillért kellene fizetnie. El2 684 355 forinttal egyenlő.

1. év vége 2500 . 1,05 (5% gyarapodás),

2. év vége 2500· ],05 2. 0,97 (5% gyarapodás, 3% vágás),

3. év vége 2500 '1,05 3.0,97,

4. év vége 2500,1,05 4.0,97 2,

12. év vége 2500· 1,05 12
. 0,97 6

= 3740 sertés lesz 12 év múlva.

a) Évente 2500 kWh a társasház villanyfogyasztása. amelynek értéke: 60 OOO Ft, a

gázfogyasztás 8000 m>, amelynek ára: 288 OOO Ft. Az. összes költség igy:
348 OOO Ft. Ha a villany ára 10%-kal nőtt (és a fogyasztás változatlan marad),
akkor a kiadás 60 OOO Ft helyett 66 OOO Ft lesz; mfg a gáz 6%-kal drágul, igya
számla 305280 Ft lesz. Így a teljes költség: 371 280 Ft lett, ami 1,066 897-sze­
res, azaz kb. 6,7%-os növekedést jelent. Mivel a számlában a gáz szerepeí na­
gyobb súllyal, ezért a 6 és 10%-os növekedésnek nem a számtani közepe. hanem
a 6%-hoz közelebbi 6,7% lesz a költségnövekedés.

b) Ha következő két évben is 6%, illetve 1O%-kal nőnek az árak, akkor a harmadik

évre a gáz 1,06 3 = 1,191-szeresre, azaz kb. 19,1%-kal drágul, mig a villany

1,] 3 = 1,331-szeresre, azaz 33,1 %-kaL Így a villanyköltség 60 OOO, 1,331 =
= 79 860 Ft, a gázé pedig: 288 OOO, 1,191 = 343 013 Ft lesz. A teljes költség
pedig: 422 873 Ft, ami a három ev alatt kb. 21,5%-os növekedésnek felel meg.
Természetesen ez a szám most is a gáz 19,1%-os növekedéséhez van közelebb,
szemben a villany 33,1 %-ávaL

A válaszhoz egyszerűen végig kell követni a 10 év változásait. Kezdetben 100 egy­
ség volt, akkor az első két évben az 5-5%-os növekedéssel 105, illetve \10,25 egy­
ség lett. Utána háromszor 4% csökkenés (azaz 0,96-szoros változás) jött: 105,84;
101,61; 97,54. Utána jön négy év 3%-os (l ,03-szoros) növekedés: lO0,47; 103,48;
106,59; 109,78. Ezután következik egy 8%-os (0,92-szoros) visszaesés: 101,00­
azaz végül a 10 év alatt összességében 1%-kal nőtt a gazdaság teljesitménye. (Köz­

vetlenül is megkapharjuk ezt a 100.1,05 2
. 0,96 3

. 1,03 4'0,92 szorzás révén.)

a) Egy mértani sorozatot fognak alkotni az egyes évek végén felvehető összegek, a
hányados 1,12 (rnivel 12%-os a kamat), a kezdőérték 500 OOO Ft. Első év végén
560 OOO Ft-unk lesz, második év végén 627 200 Ft, s így tovább.

b) lO év múlva 500 OOO, 1,12 [I} = 1552924 Ft-unk lesz. "\

..
I
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SOROZATOK

Minden évben igaz, hogy azév elején meglévő pénzünk t.Oc-szeresére növek­
szik év végére. Ha a kezdeti összeg fl év alatt nő ötszörösére. akkor igaz, hogy

1"5
1,09" := 5. Ebből ti . 19 1,09 = 19 5, ri == _0_-_ = 18,7, tehát körülbelül 19 év alatt

19l, 09

Az (1.) egyenletből y := l,1025x, ezt (Ií.j-be hclyettcsltve: x:= 181 088.

Tehát a 10 éves számlájára x := 181 088 Ft-ot tegyenek, (ez 8 év után 267549 Ft-ot
ér), a 12 éves számlájára y = 199649 Ft-ot tegyenek (ez 6 év után 267 549 Ft-ot ér)
a 13 éves számláján 419 263 Ft legyen (ez 5 év után 535 097 Ft-ot ér),

A bankba beterr összeg to > 0, fl év alatt növekszik kérszeresére.

2to:= to' 1,0825".

fo-lal való osztás után mindkét oldal lg-át vesszük, majd kifejezzük az n-el.

tI== Ig2 =8,74.
19 l, 0825

A bankba betett pénz a 9. év folyamán növekszik kétszeresére.

I
i
!

í
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SOROZATOK

A záréjeben álló összeg a számtani sorozat összegképletével is kiszámítható:

O--".1.::2-c+-c0c::_ 0,,-1 ° 8 ' k b '1' . .. 7 o b k- . 12:= ,7, ezen a amar o szarmazo osszeg ,0 ezer at -a.
2

Az első év végén 127,8 ezer batka lesz a betétkönyvben.

b) A második év végén 127,8 ezer batkánk lesz az év során havonta befizetett
10 ezer batkákból és azok kamataiból, továbbá az első év végén rendelkezésre
álló 127,8 ezer batka és ennek az egész éves kamata is a szerepel a végösszegben.
Összesen tehát 127,8 + 127,8 ·1,12 == 270,9 ezer batka lesz a 2. év végén a be­
tétkönyvben.

@A bj-ben leírt gondolatmenet ismétlésével a 3. év végén

127,8 + 127,8 . 1,12 + 127,8 . 1,12 2 = 431,2 ezer batkánk lesz,

a 4. év végén

127,8 + 127,8 . 1,12 + 127,8 . 1,12 2 + 127,8 . Ll2 3 := 610,8 ezer batkánk,

a 10. év végén pedig

127,8 + 127,8' ],12 + 127,8' 1,12 2 + ... + 127,8' 1,12
9

:=

== 127,8· (l + 1,12+ 1,12 2 + ... + 1,12 9
) ezer batkánk.

A zárójelben álló tíztagú összeg a mértani sorozat összegképletével is kiszárnit­

1]'"110 -1
ható: 510 := ' ~ := 17,55.

1,12 -1
A 10. év végén rendelkezésünkre álló összeg tehát 127,8 ·]7,55 == 2242,9 ezer
batka. Ez kevesebb annál a 2,5 miüió batkánál, amibe az autó kertil.

[159~ a) n év rnulva a 10 mlllió Ft 10 . 1,05" millió forintra növekszik. A feltétel szcrint

" ,lgl,2
10· 1,05 2': 12, amiből II 2': --- == 3.74.

19l,05 '
Az ösztöndíj 4 év eltelte után kezdodhet.

(b~4 év alatt a kezderben 10 millió forintos tőke 10 . LOS4 := 12,155 millió forintra
......y nőtt. Ha nunden évben, az év elején x forintot szánnak az 5 tanuló ösztöndíjára

összesen, akkor az első év végén a megmaradó összeg (12,155 -x) . 1,05 ;=

;= 12,155·1,05 -1,05x millió forint lesz. Ebből az összegből a második év ele­
jén ismét x forint ösztöndíjat fizetnek ki, ezért a 2. ösztöndíj kifizetése után meg­
maradó összeg (12,155' 1,05 -1,05x -x) millió forint, ami ujabb egy évig kama­

tozik. A harmadik ösztöndíj kifizetése után (12,155 . 1,05 2
- 1,051x - 1,05x - x)

míjlió forint lesz a számlán. A 25. ösztöndíj kifizetése után a számlán nem marad
pénz, ezért a fenti gondolatmenet folytatésaval azt kapjuk, hogy:

12,155· 1,05 2 4
- 1,052"'-x - 1.,05 23 x - - 1,05 2x-1,05x-x:= O.

Rendezve: 39,20 - (l ,05 2
"- + 1,05 2 3 + + 1,05 2 + 1,05 + l.lx:= O. \.

120 . 1,14 10 := 444,9 ezer tallér.

Ha három évig volt bent 2 OOO OOO Ft-unk egy bankban, s a kamat állandó volt, és
év végén tökésitették. azaz kamatos kamatot számítunk és 2 590 058 Ft lett a végére,

akkor 2 OOO OOO, q3 == 2 590058, ahonnan q == 1,09, vagyis 9%-os az éves kamat.

a) A janu ár elején elhelyezett 10 ezer batka után év végén 12% kamat jár, a február
elején elhelyezett 10 ezer batka után 11o/c, és így tovább. A december elején el­
helyezett 10 ezer batka után l % kamat jár az év végén.
Az első év végén a betétkönyvben lévő összeg két részből tevődik össze:
a befizetett tőke 120 ezer batka,
a kamatok összege pedig 1O, (0,12 + O, II + 0,10 + .. + 0,01) ezer batka.

~~
/1590.:

növekedne ötszörösére a betett töke.

11587"1 A 10 évesnek x Ft-ot tesznek a bankba, ez 8 év múlva x .1,05 8 ft-ot ér.
A 12 évesnek y Ft-ot tesznek a bankba, ez 6 év múlva v' 1,05 6 Ft-ot ér.

A 13 évesnek (800 OOO - x - y) Ft-ot tesznek a bankba,

ez 5 év után (800 OOO-x-v) ' 1,05 5 Ft-ot ér.

A feltételeknek megfelelően:

A két fiú egyenlő összeget kap: X· 1,05 8 := y . 1,05 6 (I.)

(II.) (800 OOO - x - y) . 1,05 5 = X • 1,05 8 + y . 1,05 l" mert a lány annyit kap, mint
a két fiú együttvéve.
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Az ábrán feketevel jelöltük a nappal megtett 1-1 méter utat, szürkével az éjszakai
lecsúszásokat méterben mérve.

Az előző fe1adathoz hasonlóan havi kamat elszámolás van, de most évi 7%-os ka­

mattal, a havi karnatszorzó igy: i~ll, 07 '" 1,005 654. Ezúttal a havi megtakarítás a
kérdés, ha 3 év után 645 800 Ft-ot vettek fel. A folyamat hasonló, igy az egyenlet is,
ahol x jelöli a havi megtakaritást:

x(1,005 654 36 + 1,005 654 35 + ... + 1,005654 + l) = 645 800.

1,00565437-1 1.23197-1
Innen x· '" x· ' "" 41 028x = 645 800 amiből

1,005654-1 0,005654-1' ,
15740 Ft havi megtakarítás adódik.

1 3 7 (1 3 71 151--+1--+1--+1=4- -+-+- =-=1875
2 4 8 2 4 8, 8 ' .

Ezek szennt a csiga a negyedik nap estéjén éri el az első falevelet.
A számolás leegyszerüsithetö, ha összefogjuk páronként a nappali és aznap éjszakai
"teljesítmény" végeredményét.

Ekkor a keresett részösszegek összege: (~+ ! + ~J' +1 = .2 +1 == 1 875.
2 4 8 8 '

Azt, hogya 2 méter magasságot eléri-e a csiga és mikor, könnyebb úgy megállapíta­
ni, hogy azt vizsgáljuk, a naponta elélt magassághoz képest még mennyi van hátra.

1 I l 1
Ez 1, "2' "4' "8' 16' ... fogyó mértani sorozat, de akárhányadik tagját nézzük,

az mind pozitiv. Ez azt jelenti, hogy a csiga nem jut el a bőséges lakomát kinál~fa­
ághoz.

2"

száma
napok
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A zárójelben álló 25 tagú összeget a mértani sorozat összegképletévei is kiSZ3-

l 0525 -1
mítbatjuk. 515 == -~,05 -1 == 47,727: tehát a 39,20 - 47,727x == °egyenlet meg-

oldása szolgáltarja a keresett éves ösztöndíj összeget, ami 0,8213 millió forintnak

adódik.
Egy-egy tanuló tehát 164260 forintos ösztöndíjban részesülhet az e\' elején.

r 141 ,;c'
c) Az év végén felvehető összeg 10· 1-i- ' I == 11,51 millió forint (ez

, 36500)

15,1%-os éves kamatnak felel meg).

A c) tipusú befektetés a legelőnyösebb.

Minden hónap végén 15 OOO Ft-ot tesznek be a számlára. és éves szinten 7,5% a ka-
~

mat, amit havonta számolnak el, tehát havonta l-V1,075 '" 1,006, azaz 0,6%-os ka­
matot fizetnek. Nézzük a hároméves folyamatot, ami 36 hónapot jelent Az első hó­
nap végén 15 OOO· 1,006 = lj 090 Ft-unk lesz, amihez beteszünk 15 OOO Ft-ot és
ez kamatozik tovább.
A második hónap végén (15 000·1,006 + 15 OOO) . 1,006 = 30270 Ft, valamint az
éppen megtakarított 15 OOO Ft, azaz 45 270 Ft pénzünk lesz. Kiemelve a 1.5 OOO Ft-ot,

ezt úgy is felírhatjuk. hogy 15000(1,0062 + 1,006), s ehhez jön a megtakarítorr

15 OOO Ft, így összesen IS 000(1,006 2 + 1,006 + 1) Ft-unk van a kezdet után két
hónappal hó végén. Nem nehéz látni, hogy ezt folytatva 36 hónap mülva a követke­
ző összeg adja meg a pénzünket:

1.0063/ -1
15 000·(1,006% +1,006 35 + ... +1,006-i-1)= 15 OOO, C006-1 ""

~ 15 OOO, 1,247 74-1 ~ 619 358 Ft
0,006

Ha otthon gyűjtenék a párnában. akkor 37 . 1.5 OOO = 555 OOO Ft-juk lenne. A bank­
ban kb. 1L6%-kal több pénzük lesz.

Ha n hónapig nunden hónap végén tökéslrlk a kamat összegét, akkor a feltétel sze­

rint: 250 OOO . 1,01" = 300 OOO, ahonnan 1.Ol " = 1,2; amiből n "" 18,3, azaz leg­
alább 19 hónap kell, hogyegyenlegünk túllépje a 300 OOO Ft-ot, ami 1 év 7 hónapi
lekötest jelent.

a) Az év végén felvehető összeg 10 . l ,148 == 11,48 millió forint.

b) Az év végén felvehető összeg 10 . 1,0711. == 11,47 millió forint (ami 14,7%-os
éves kamatnak felel meg).

40
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102,5 - x

Tartozás másképpen (ef-t}Tartozás kFL)

100 'I,02S~ -x· 1,025' - .. -x 110,381 -x· (1.025 3+ 1,0252 + .. + l)
f---------.----f------------.-

100·1,025" -cc . 1.025~ - .. -x 113,141 -:r . (1,025 4 + L025~ + .. + 1)
f------------

100,1,025 6 -x· 1,0255
- ... -x 1115,969-x (1,025 5+ 1,025~ + .. + I)

vége
6. hónap

cl
1 hónap 100·1,025-x
~._- ------~-------- -----~
"",honap 100· 1,0252 _ x ' 1,025-x 10"063 'lor rVi:"t . -, -x"" _:J + )
~._-----------+----- --
3.hónap IUO. L025'-x.I.02S 2-x.1,025-x 107,689-x· (1,025 2 + 1,025+ I)
v~ge '
e-"--'f--------------+---------

4. hónap
véce
f--.'-­
5. hónap
vége

Az összegből emeljük ki a 62 400 . 1,08 szorzatot:

62400· 1,08 . 0.08 43 + LOS 42 + 1,08 41 + ... + 1,08 + l). A zárójetben álló 44-ta­
gú összeget a mértani sorozat összegképletével is kíszamlthatjuk:

"S 1,08 -1 "5695 h' k'h '"
~4 == 1,08 _ I == _1 ,-, te at a megta ant ato osszeg

62400 . 1,08 . 356.95 == 24 056 OOO forint (több mint 24 millíó forint).

Megjegyzés:
Ahhoz, hogya csiga elérje a 2 méreres magasságot, olyan n-et kellene találni,

amelyre (~J == O legyen. Ilyen n nincs. Tehát a 2 métercs magasságot nem éri el.

Ez a tény gzernleltethetó úgy is, hogy a csiga naponta nundig a 2 méterig fennma­
radó útnak a felével jut feljebb. A fennmaradó út egyre csökken, de nem nulla.

a) Az egy hónapos pénzhasználati díj 2,5%, amí éves szinten 30%-ot jelent.

b) A hiteldíj murató legyenp%, azaz havi /; %.

kamatot kell fizetni, ezért a tartozás 100 + ~ ezer forintra nőtt. Ebből a hónap

végén 51 250 forintot törlesztünk, tehát 48,75 + L ezer forintot további egy
12

hónapig használunk. Ezért a hónap végén ismét L%_os kamatot kell fizetni. A
12

tartozásunk a 2. hónap végén igy (48,75 +LJl'1+ -p-J ezer forint, ami li
\. 12 1200

szövcg szerint éppen 51 250 forinttal egyenlő: (48,75 + i'-jl'l + .E:'I == 51, 25.
12, 1200.-

Rendezve: p2 + 1785p _ 36 OOO = O.

A megoldóképletböl-1804,9 és 19,945 adódik, de csak a pozitiv gyök tehetsé­
ge~. Az éves kamat ebben az esetben 19,945%-01> volt (ez havi [,662 %-os ka­
matot jelent).

Ellenőrzés:

Az első hónap végi egyenleg a törlesztőrészlet visszafizetése utan:
100 OOO . 1,016 62 - 5 l 250 == 50 412 forint, a második hónap végén pedig
50412· 1,01662 - 51250 = -0,2 Ft az egyenleg, tehát megfelel a feladat szö­
vegének. (A nullától küíönbözö egyenleget a számolá" során alkalmazott kereki­
tések okozzák)

Az eredmény a következő'

kölcsön !OA OOO

~hónap végi ezyen1eg t-----Il4 346__

~ónap végi egyenleg ~30l ._

3. hónap végi egyenleg 51 854

4. hónap végi egyenleg 34997

~~ónap végi eg.yenleg +_~7 717__
6. hónap végi egyenleg 6

o e ,

A B

1 kölcsön 100 OOO

2 1. hónap vép egyenleg =BI . 1,025 - 18 154

3 2. hónap végi egyenle.g_-----=-_B2. 1.,025-18 15~_

4 3. hónap végi eg_yenleg = B3· L025 - 18 154
----

-.2...~Ónap végi egyenleg ~<!-·1,025-IR12L

....L1--5. hónap végi egyenleg == BS . 1,025 - 181~

7 6. hónao vési eavcnlez = B6· 1,025 - 18 '154

d) A zárójelben álló 6-tagú összeget a mérrani sorozat összegképletével számolva:

10256 - 1
Sr, = {,025 _ l = 6,388, ezért a megoldandó egyenlet: 115,969 - 6,388x == O.

Ebből x = 18,154 adódik, tehát a havi törlesztőrészlet 18 154 Ft.

Ellenőrzés:

Táblázatkezelő program seaitséeével ahol a képletek az alábbiak lehetnek:

L ezer forint
12

Az első hónapban a 100 ezer forint használataért a hónap végén

41 4'

-



SOROZATOK

Ez azt rnutatja, hogy a havi törlesztőrészlet valóban megfelel a szövegnek.
(A 6 foriritos egyenleg a kerekitések miatt adódik, valójában 18 154,94 Ft lenne
a havi tönesztörészlet.)

A nyolcadik részlet kifizetése után az adósségunk 0, ezért

1600 000.1,145 3 -x· 1,145 7 -x· 1,145 6
- ' .. -x ·l,L45 -x = O.

Kiemeléssel igy is írható a fenti egyenlet:

4726764- (1,145 7 + 1,145 6 + ... + 1,145 + 1). x = O.
A zárójelen belül álló 8-tagú összeget a mértani sorozat összegképletével is kisza-

'h' k 1,145
8

- 1 134774 E l ld d' l k" k "rmt aqu r; Ss = = , ~ . zze a mego an o egyen et a evet cezo
1,145 -l

alakú lesz: 4726764 - 13,4774x =0, amiből x =350718, tehát az év végi tőrlesz­

tőrészlet 350 718 Ft.

T
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Ellenőrzés:

Foglaljuk táblázatba (pl. táblazarkezelő program segitségével) az egyes pénzfclvé­
telek után megmaradt tőke nagyságát (rnillió petákban).

töke 6,71

1. kivet után 6,2468 6. kivét után 3,3120

2. kivét után 5,7465 7. kivét után 2,5770

3. kivét után 5,2063 8. kiver után 1,7831

~vét után 4,6228 9. kivét után 0.9258

5. kivet után 3,9926 10. kivét utan -0,0002

A 10. kivet utáni egyenleg csak a kerekítesek miatt különbözik ü-tól.

a) A kölcsönadó szempontjából a következő a helyzet: .befekterett" évi p%-os ka­
matra 1,5 millió forintot, majd kél év elteltével I ,92 millió forintot kapott. Ezért

( "1,5· 1+Í-J = 1,92.
, LOG

Ebből p = 13,14 adódik (p> O), vagyis 13,14%-os éves kamatra adott kölcsön.

b) A 24. átutalás után a számlán lévő összeg:
10124 _ 1

80 OOO, (1,012 3 +1,01 22 + 1,0111 +.. + 1,01 + 1) = 80 OOO' ':-;"',0-"C
1
- _'C

l-'-
= 2 ] 57 900 forint.

q = 19,94, vagyis évi 19,94%-os kamatos kamatnak teJel meg a kölcsönadó "be­
fektetése" .

Megjegyzés: a kölcsönt visszafizető számára a havi 80 OOO Ft-os törlesztés havi
2,077%-os (évi 24,924%-os) hitelkamatnak felel meg. Téblézatkezelóvel (vagy
zsebszámológéppel) ez könnyen ellenőrizhető. Az l. hónap végen fizetendő

80 OOO Ft-os törlesztésből a 1,5 mtllió forint 1 havi használatáért 2,077% díjat
kell fizetni, ami 31 155 Ft. Íb'Y a töketartozás összege a hónap végére
80 OOO - 31 155 = 48 845 Ft-tal csökken és így 1 451 155 Ft lesz. Az eljárás
minden hóriap végén ismétlődik (csakhogy az egy-egy hónapig használt pénz
egyre kisebb lesz, igyahasználatáért fizetett díj csökken es egyre több marad a
tőketartozás törlesztésére):

Ellenőrzés:

Foglaljuk táblázatba (pl. táblázatkezelő program segitségével) az egyes törteszró­
részletek után fennálló egyenlegeket.

kölcsön l 600 OOO

l. törlesztés után 1 481 282

2. törlesztés után 1 345350

3. törlesztés után l 189708
4. törlesztés után 1011497

5. törlesztés után S07446

6. törlesztés után 573 808

7. törlesztés utan 306292

8. törlesztés után -13

A 8. törlesztés utáni egyenleg csak a kerekitések miatr kulönbözik O-ról.

A 10. pénzfelvétel után nem maradt pénze G. L-nek, ezért az

X· 1,08 10 -1,08 9 _ 1,08 8
- _ 1.08 _ 1 = Oegyenletet kell megoldani.

X· 2,159 - (1,08 9 + 1,08 8 + + 1,08 + 1) = O,
1 OSlC_ l

2 159x - ' = O
, 1,08-1'

2, 159x - 14,487 = O.
Ebből x = 6,71 adódik, vagyis 6,71 millió peták tőkére van szúksége G. J.-nek terve
megvalósitásához,

. "
.A,z a) részben vázolt gondolatmenet szerint 1,5· [l +~I = 2,1579,

, 100
amiből

••
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n havi törlesztés II havi törlesztésből az II havi tőrfesztésből az n. hó végén
egy havi pénzhaszna- tőketörlesztésre fennálló tartozás

lat díja (2,077%) marad

l 80 OOO 31155 48 845 I 45 l 155

2 80 OOO 30140 I 49860 l 401 295
-----

3 80 OOO 29 105 SO 895 l 350400

4 80 OOO 28048 51 952 1 298 448
0'.-

5 80 OOO 26969 53031 1245416
---

6 80000 25867 54 133 1191284

7 80 OOO 24743 55257 1 136027
-

8 w OOO 23595 56405 1 079 622
-

9 80 OOO 22424 57576 I 022045

10 80 OOO 21228 58772 963273

II 80 OOO 20 om 59993 903280

_1 7 80 OOO 18761 61239 842041

13 80 OOO 17489 62511 779530-- ,
14 80 OOO 16 191 63809 715721-
15 80 OOO 14866 6) 135 650587

-

16 80 OOO 13513 66487 584 099

17 80 OOO 12 132 67868 516231

18 SO ooo JO 722 69 278 446953

19 so ooo 9283 70717 376236

20 SO ooo 7 SJ4 12 [S6 304050
C-

6315 736S5 2303~_~21 SO ooo
I--- -,

22 SO OOO 4785 75215 155 ISO _,._

z] 80 ooo 3 222 76778 78372- -

24 80 ooo l 628 78372 o

[1602~ a) 15 év múlva Óperenciában 7000.1,0415
= 12607,

a Bll-ban átlagosan 20 OOO· 1,02 15 = 26917 buznyák lesz az éves GDP.

b) Megoldandó a 7000 . ],04" = 20 OOO . 1,02 II egyenlet. Rendezés után:

(102'" i L 02 )
0,35 = 1-'-) ,amiből IgO,35;= ri .Igl--- , abonnan fl = 54 (év).

\1,04 1,04

(
2k1" ~ k'"

(~)MegoldandÓ 7000· 1+ - J ;= 20 OOO ·ll + 100)1 egyenlet. Bgyszerűsíté-
100_

46
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k ' O - [lOO+k')IS 'b"j 100+k =1510'5se 'utan ,3)= ,aIm o v ,_, (=0,93).
lOO+2k 100-2k

!OO(1- '~O,35)
Tnnenk= =7,8.

21~IO,3S -]
Vagyis IS éven át 7,8%-nak kellene lennie a BU és 15,6%-nak Óperencia éves
fejlődési ütemének, hogy bekövetkezzék az utolérés.

a) Mértaní sorozatot alkot, hiszen ha lO-r'_nel szorozzuk az ['·.fD · 10- CI kifejezést,

akkor éppen No· lO-c(r+ lj adódik, ami a következő, ct + l)-ik időpillanatban
még meglévö, el nem bomlott részecskék száma.

b) Mértani sorozatróllévén szó, a szomszédos tagok hányadosa állandó, mégpedig
10 -c,

Az első év elején betett 500 OOO Ft tiz teljes éven kereszttil kamatozik, ezért a lü.

év végére 500 OOO . l, J 10forintra növekszik a kamatos kamattal.

A második év elején betelL 500 OOO Ft 9 teljes éven keresztül kamatozik, ezért a 9.

év végére 500 OOO . l, l ') forintra növekszik a kamatos kamattal.

A 3. év elején betett 500 OOO Ft 8 teljes éven keresztül kamatozik, ezért a 8. év vé­

gére 500 OOO . 1,1 8 rarintra növekszik a kamatos kamattal.

A gondolatmenetet folytatva azt kapjuk, hogya JO. év végén összesen

500 OOO . 1,1 10 + 500 OOO· Ll ') + 500 OOO . 1,1 s + ... + 500 OOO . 1,1 forint lesz a
betérkönyvben. Ezt a tíztagú összeget a ménani sorozat összegképletével is kiszá-

1110-1

mtrharjuk: SIO ;= 500 OOO ·1,1, ' = 8 765 584.
1, l - l

Nem lesz elegendő a pénz a 9,5 milliós lakás megvásárláséhoz.

(l605~ a) Mínden év végén x millió tallért veszek fel.
AL első év végén, a pénzfelvétel után (l . 1,09 - x) millió tallér marad a bankban.
Ez az összeg egy évig kamatozik, majd újabb x millió tallérral csökken:

l . 1,09 2
- x . 1,09 - x millió tallér marad meg.

A gondolatmenet folytatásával adódik, hogya lü. pénzfelvétel után:
10 9 81·1,09 -x· 1,09 -x·l,09 - ... -x·l,09-x;=O.

Ezzel ekvivalens: 2,3674-(1,09 9 + 1,09 8 + ... + 1,09+ 1) ·x= O.
A zárójelben álló tíztagú összeg a mértani sorozat összegképletével is felírhJiö:

? 1674 1,09
10

-I O . .,. k l" ,_.- ~ - 1,09-1 x= , amI a szanutaso ervegzcsc uran
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2,3674 - 15,1929x = Oalakra hozható. Ebből x = 0,1558 adódik, tehát az évente
felvehető összeg 155 800 tallér.

Ellenőrzés:

tőke 1000 OOO

1. pénzfelvétel után 934200 6. pénzfelvétel után 504965

2. pénzfeJvétel után 862478 7. pénzfelvétel után 394611

3. pénzfelvétel után 784301 8. pénzfelvétel után 274326

4. pénzfelvétel után 699088 9. pénzfelvétel után 143216

5. pénzfelvétel után 606206 10. pénzfelvétel után 305

Csak a kerekítések miatt áll O-tól különböző érték az ntolsó mezőben.

(Nagyobb pontossággal számolva az évente felvehető összeg 155 820,09 tallér­
nak adódik.)

b) Minden év elején x millió tallért veszek fel.
Az első év végén (1 - x) . 1,09 = I . 1,09 - x· 1,09 millió tallér marad a bank­
ban. Ebből az összegből a következő év elején újabb x millió tallért veszek fel,
tehát a második pénzfelvétel után (1 . 1,09 - x . 1,09 - x) millió tallér marad a
bankban, ami újabb l évig kamatozik.
A gondolatmenet folytatás ával adódik, hogya 10. pénzfelvétel után:

1'1,09 9 -x· 1,099 -x· 1,09 8
- ... -x· 1,09-x = O.

Ezzel ekvivalens: 2,1719-(1,09 9+ 1,09 8+ ... + 1,09+ I)·x= O.
A zárójelben álló tíztagú összeg a mértani sorozat összegképletével is fe!irható:

2 1719 1,0910 -l O . '" k I" ., x = ,amI a szarmtaso e vegzese utan
1,09 -1

2,1719 - 15,1929x = Oalakra hozható. Ebből x = 0,142 95 adódik, tehát az éven­
te felvehető összeg 142950 tallér.

Ellenőrzés:

tőke 1 OOO OOO

I. pénzfelvétel után 857050 6. pénzfelvétel után 463 163

2. pénzfelvéte1 után 791 235 7. pénzfelvétel után 361 868

3. pénzfelvétel után 719496 8. pénzfelvétel után 251519

4. pénzfelvétel után 641 300 9. pénzfelvétel után 131 205

5. pénzfelvétel után 556067 10. pénzfelvétel után 64

Csak a kerekítések miatt áll O-tól kulönböző érték az utolsó mezőben.
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(Nagyobb pontossággal számolva az évente felvehető összeg 142954,2 tallémak
adódik.)

(1606) Havonta, a hónap végén x millió forintot törlesztünk.

Az 1. hónap végi egyenleg (millió forintban): 1,6 . 1,012 - x,

A 2. hónap végi egyenleg: 1,6· 1,012 2
- x . 1,012 - x,

A 3. hónap végi egyenleg: 1,6· 1,012 3
- x· 1,012

2
- x· 1,012 -x,

A 24. hónap végi egyenleg:
1,6 . 1,012 24 _ x . 1,012 23 - x . 1,012 22 - ... - x . 1,012 - x = O.

Megoldandó tehát az 1,6 .1,012 24 _(1,012 23 + 1,012 22+ ... + 1,012+ l)·x = O
egyenlet.

. 3 1,012
24-1

.. ., k I" .Ezzel ekvivalens: 2, l 04 - . x = 0, ami a szamitaso e vegzese utan
1,012-1

2,1304 - 27,6227x = O aJakra hozható.
Ebből x = o,on 125 adódik, tehát a havonta fizetendő összeg n 125 forint.

Ellenőrzés:

Célszerű táblázatkezelő programot / programozható zsebszámológépet használni.

Hitel 1600 OOO

1. törlesztés után 1 542075 7. törlesztés után 1 179632

2. törlesztés után 1483455 8. törlesztés után 1116663

3. törlesztés után 1424131 9. törlesztés után l 052938

4. törlesztés után 1364 096 10. törlesztés után 988448

5. törlesztés után l 303340 11. törlesztés után 923 185

6. törlesztés után 1 241 855 12. törlesztés után 857138

13. törlesztés után 790298 19. törlesztés után 372 078

14. törlesztés után 722657 20. törlesztés után 299418

I5. törlesztés után 654204 21. törlesztés után 225886

16. törlesztés után 584929 22. törlesztés után 151 472

17. törlesztés után 514824 23. törlesztés után 76164

18. törlesztés után 443876 24. törlesztés után -47

Csak a kerekitések miatt áll O-tól kiilőnbőző érték az utolsó mezőben. (Nagyobb
pontossággal számolva a havonta törlesztendő összeg n 123,30 forintnak adódik.)
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~607) Ha felveszünk K kölcsönt n évre, évi p%-os kamat és T törlesztőrészlet mellett, ak­
kor tartozásunk

1 év múlva (az egyszerűbb jelölés érdekében: q = l + L): Kq - T;
100

2 év múlva: (Kq - Tiq - T = Kq2 - T(q + 1);

3 év múlva: ((Kq - Tiq - Tiq -T = Kq3 - T(q2 + q + 1);

általánosan n év múlva pedig: Kqn _ T(qn-' + q"-2 + ... + 1).
A zárójeles összeget a mértani sorozat összegképlete révén zárt alakban is felírhat-

juk: qll-l +«:' + ... + 1= qll -1 .
q-l

(Persze q * l; pedig de jó is volna, mert ekkor 0% volna a kamat!) Mire visszafi-

zetjük a teljes kölcsönt, aktuális tartozásunk épp O-vá válik: Kq" - T . q" - 1 = O.
q-l

1,01 24 -l
17841.(1,0123+1,01 22+ ... +1,01+1)=17841' 481234.

l, 01 -l

Az al-beli gondolatmenet szerint 313 000(1 + LJ2 = 481234, amiből
100

p = 24,0 (p > O).A bank igy évi 24%-os kamatos kamatnak megfelelőbevétel­
hez jut a kölcsönadott pénze révén.

c) Kiemelés után az egyenlet: 313 OOO . X
24

- 17 841 . (x
23

+ X
22

+ ... + x + l) = O.
A zárójelben álló 24 tagú összeget a rnertani sorozat összegképletével is felírhat-

x 24 -1
juk (p *O, tehát x * l): S24 = --o

x -l
Ezt az egyenletbe irva, majd mindkét oldalt (x - l j-gyel szorozva kapjuk:

313 000X25
- 330 841x24

+ 17 841 = O.
Ez a szövegnek megfelelő alakú egyenlet.

Tehát ugyanekkora lenne a felnövekedett tőke, ha a 313 ezer forintot a bank 2 év­
re 16,95%-os kamatos kamatra helyezte volna ki.

b) A 24 tagú összegből 17 841-et kiemelve:

beírva az adatokat az éves törlesztőrészlet
T=Kq"(q-l)

n l 'q -
Kifejezve ebből

T=22251Ft.

A faállomány évente 2%-ot gyarapodott és minden év végén x m-' fát vágunk ki, igy

1. év végén 30 OOO . 1,02 - x;

2. év végén (30 OOO, 1,02 -x) . 1,02 -x = 30 OOO . 1,02 2
- 1,00x -x;

3. év végén (30 OOO, 1,02 2
- 1,02x - x) . 1,02 -x =

= 30 OOO, 1,02 3 -1,02 2x-l,02x-x;

4. év végén 30 OOO . 1,02 4
- 1,02 3x - 1,02 2x - l ,02x -x;

25. év végén: 30 OOO, 1,02 25
- 1,02 24 x - 1,02 23x - ... -x = 35 OOO

30000,1,02 25 _x(l,02 24 + 1,02 23 + ... + l) = 35 OOO.

Számoljuk ki a zárójelben lévő összeget. Ez egy olyan mértani sorozat, melynek el­
ső eleme l, hányadosa q = 1,02; n = 25.

. 1,0225-1

Igy S = = 32.
n 1,02-1

Az egyenletből x = 444,4.
Tehát évente 444,4 m' fát lehet kivágni a megadott feltételek mellett.

a) A bank 391 250 - 78 250 = 313 OOO forintot fektetett be, és a 24 hónap alatt
24· 17 841 = 428 184 forintot kapott vissza (amit nem fektetett be újra a törlesz­
tés tartama alatt). Ha ez évi p%-os kamatos kamatnak felel meg, akkor

313000(1+ I~Or = 428124, amiből p = 16,95 (p > O).

d) 1+1- = 1,026 75, tehát p = 32,1.
1200

A kölcsönt igénybe vevőként havi 2,675%-os, azaz évi 32,1 %-os hiteldijat fize-
tünk a bank pénzének "használatáélt".

e) Acl-beli gondolatmenetet alkalmazva és felhasználva, hogy az ottani jelölés sze­
rint most x = 1,02, a következő egyenletet kell megoldanunk (h-val jelölve a ki­
számitandó havi törlesztőrészletet):

24 23 22 h O313 000·1,02 -h· 1,02 -h· 1,02 - ... - . 1,00-h = .

Ekvivalens átalakitásokkal:
23 22 h503 441- (1,02 + 1,02 + ... + 1,02 + l). = O,

503 441 1,02
24

-1 h = O
1,02-1 '

h = 16549.
A kölcsönt felvevőként havi 16549 forintot tartanánk elfogadhatónak.

Évi öröksége l 500 OOO Ft. Ha havi lekőtést választ, akkor az évi 6% havi 0,487%

kamatnak felel meg ('~1, 06 = 1,004 87). 60 hónapig akar havi fix N Ft-ot felvenni
úgy, hogy a végére fogyjon el a pénz. Ekkor a következő igaz, hónapról hónapra

számolva: {(I 500 OOO . 1,004867 - NJ· 1,004867 - Nl - ... - N = O,
ahol a folyamat őü-szor ismétlődik. Az egyenletet rendezve:

l 500 OOO . 1,004 867 60
_ N(1 ,004 867 59 + 1,004 867 ss + ... + l) = O.
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Ebből (felhasználva, hogy 1,004 8760 = e~l, 06 )60 = 1,06 5 ) :

1 500 OOO .1,06
5

2 007 338 . 0,004867 28 885 h' E' . k" 1h .
N = 5 = , te at VI oze aVI1,06 -l 0,33823

1,004867 -l
28900 Ft-ot vehet fel. Így összesen 1 733 100 Ft-hoz jut, ami a kamatok miatt tehát
233 100 Ft-tal több, mint ha otthon tartja a pénzt, és minden hónapban 25 OOO Ft-ot
vesz el belőle (igy éppen elfogyna a másfél millió 5 év alatt). A kamat havi közel
3900 Ft-ot jelent számára.

Tehát évente 371 531 forintot kell felvennie és havi kamatozásra áttenni. Az évi 6 szá­
zalékos kamat havi jóváírással, havi 0,4867%-nak felel meg.

Így a fenti gondolatmenetet alkalmazva: 371 531 . 1,004867 II = N(I + 1,004867 +
12

2 3 ,,1,004 867 -l
+ 1,004 867 + 1,004 867 + ... + 1,004 867 ) = N 1,004867-1

1,004867" ·0,004867 31946N = 371 531 =
l 004 86i 2 -l

Tehát a havonta felvehető összeg 31 946 Ft.

Tételezzük fel, hogy Péter öt évig jár egyetemre, és minden hónapban ugyanannyi
pénzt szeretne felvenni. Az l 500 OOO Ft-ból egy részt, jelöljük xl-gyel, leköt l évre,
mert nem nyúl hozzá, s a maradék l 500 OOO - X I összegből fedezi az első évi rész­
leteit. Mivel havi lekötésnél csak 6% az éves kamat, ha havi N fix összeget vesz fel,
akkor (lásd az előző megoldást) az
{Cl 500 OOO - x,) . 1,004867 - Nj . 1,004867 - ... - N = O egyenletet kapjuk,
ahol N l 2-szer van kivonva. Innen az előző feladatban már látott levezetésse!:
N = cl 500 OOO - x,) ·1,06 = cl 590 OOO -l, 06x,)' 0,004 867 =

1,06 -1 0,06
1,004867 -I

= 128 976 - O, 086x,.
Most persze még nem tndjuk, mennyi legyen x" azonban ebből fognnk tovább szá­
molni a második évben; tudva, hogy már 1,12xl az értéke az első éves lekötés miatt.
Most is ngyanezt a havi N Ft-ot akarjuk felvenni. Ezen múlik majd X2, a második
évben lekötendő összeg nagysága. Most Péternek az 1,12xl - X2 összegből és kama­
taiból kell élnie. Ekkor N-re négy tizedes pontossággal azt kapjuk, hogy:
N = 0,0963x I - 0,086x2'

A következő évben ugyanez az egyenlet adódik, csak most az indexek eggyel nő­
nek, azaz: N = 0,0963x2 - 0,086x3' A negyedik évben N = 0,0963x3 - 0,086x4' s
végül az ötödik évben már nincs félretett pénz: N = 0,0963x4' Innen visszafejtve az
egyenleteket: X4 = 1O,3842N; X3 = 19,6545N; X2 = 27,9365N; X, = 35,324N,
és végül az első egyenletből: 128 976 - 3,0368N = N, tehát N = 31 950 Ft, adódik.
Azaz ezzel a módszerrel öt éven át havi 31 950 Ft felvehető összeg adódik.

Másik megoldás:

Jelöljük X-vel az évenként felveendő egyenlő összeget. Mivel 5 éven át a havi ka­
mat nem változik, ezért igy a havonként felvevehető részletek is egyenlők lesznek,
amit jelöljünk N-nel. Így a feladatot két, azonos logikával megoldható, áttekinthe­
tőbb részre bontottuk.

1500 OOO, 1,124 = X(l + 1,12 + 1,122 + 1,123 + 1,124) = X 1,12
5
-l

1,12 -I

X = 1500000 1,12
4

·0,12 = 371531
1,125 -l

Másik értelmezés:
4Ha Péter évről évre növeli a felvett havi pénzt. A teljes pénzből leköti a '5 -öd ré-

szét, és a lekötetlen 300 OOO Ft-ból az első évben (a már mutatott módszer szerint szá­
molva) havi 25 795 Ft-ot vehet fel. A következő évben a lekötött l 200 OOO Ft-ból a

12%-os kamattal együtt lett 1 344 OOO Ft, aminek a ~ -ét Péter újra leköti, igya
4

második évben 336 OOO Ft-ból (és kamataiból) veheti fel havonta a pénzét, ami most
már 28 890 Ft. Már majdnem elérte az előző felfogású megoldás összegét, de neki
a következő három évben már több pénze lesz havonta, hiszen a következő évre
376320 Ft-ja lesz (a kamatozott összeg harmada), amiből havi 32 357 Ft vehető fel;
a negyedik évben 421478 Ft-ból veheti a havi részleteket, ami most 36 240 Ft; vé­
gül 472 056 Ft után, ami havi 40 589 Ft. Ez is egy megoldás tehát, ami az inflációt
figyelembe véve valószinűleg értelmesebb, mint a másik (nehezebben is számítha­
tó) módszerrel havonta 5 éven át felvett állandó havi részlet.

1 1 . 1
Írjuk fel az egyes elmozdulások abszcisszáit: l + O- '4 - O+ 16 + O- ... + (-1)' 4"

l 1 l i l
Hasonlóan az ordináták: O+ - - O- - + O+ - - ... + (-1) --, .

2 8 32 2·4

Ha kivesszük a O-kat, mindkettő egy - ±kvóciensű (hányadosú), 1 illetve 2 kez­

dőtagú mértani sorozat első i + 1 tagjának összege. Végtelen sok tag esetén az ösz­

szeg u, ._1_, vagyis most 0,8 és 0,4. Tehát a bogár a (0,8; 0,4) pontot közeliti
l-q

meg egyre inkább.

a) Legyen az éves kamat p%-os és x: = l + L. Ekkor 79 990x 3 = 123 840, ami-
b 100

ből x = 1,1573, tehát évi l5,73%-os kamatos kamatnak felel meg ez a befektetés.

101 36 -I
b) A mértani sorozat összegképletével S36 = 3440 ·1, Ol· ;, Ol-l = 149 666.

A 36. hónap végén 149 666 forint lenne a bankszámlánkon.
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114
Egyszerű megoldás, ha a három szám egyenlő: al = a2 = a3 = :3 = 38; ekkor

d = Oés q = l. A továbbiakban ezt zárjuk ki. A számtani és a mértani sorozat meg­
3d

felelő tagjaira vonatkozó képletek szerint ai q = al + 3d (igy al =--, a q;" l
q-l

24d
kikötést már megtettűk), és a] qZ = al + 24d (így al = -2-, ehhez az előbbi ki-

q -l
kötésen kívűl még kell, hogy q ;" -1; de nyilván nem az, hiszen váltakozó előjelű,

ellentett elemek nem alkothatnak számtani sorozatot). Összevetve a] két kifejezé­
sét, (a nem O) d-vel és q-1-gyel egyszerűsitve: q + 1= 8, vagyis q = 7. Felírva

még a tudott összeget: 114 = a, (l + q + q\ kapjuk: al = 2, és bármelyik egyen­
letbe visszahelyettesítve: d = 4. A keresett három szám tehát: 2, 14, 98 (vagy 38,
38, 38). (A második esetben az egész sorozat konstans, akárhányadik tagjai lehet­
nek egy számtani sorozatnak; az elsőben pedig a számtani sorozat: 2, 6, 10, 14, 18,
... , és a 25. tag valóban 98.)

Számtani sorozat páratlan számú szomszédos tagjának átlaga épp a középső tag.
. al + a" + a3 + a4 + as _ 25 - 5 _

Vagyis - - - - a3'
5 5'

Ekkor a I = a3 - 2d = 5 - 2d; a2 = a3 - d = 5 - d; as = a3 + 2d = 5 + 2d.
Egy mértani sorozatban bármely (nem első) tag négyzete a szomszédainak szorzata.

Tehát most (5 - d) 2 = (5 - 2d) . (5 + 2d), amiből rendezés után: 5d
z - lOd = O,

azaz d = Ovagy 2. Az első esetben a számtani sorozat konstans, csupa 5-ös tagból
áll (így persze al is 5), a kiválasztott három tag pedig valóban mértani sorozatot al­
kot, q = I kvócienssel. A második esetben pedig a számtani sorozat első öt eleme
l, 3, 5, 7, 9 - amelyből az 1., 2., 5. valóban mértani sorozatot alkot, q = 3 kvóci­

ensseI.

Legyen a számtani sorozat első 5 tagja a - 2d; a - d; a; a + d; a + 2d.
Ezek összege 5a = 20, tehát a = 4.
Így a számtani sorozat első 5 tagja 4 - 2d; 4 - d; 4; 4 + d; 4 + 2d.
Ha a második, harmadik és ötödik tag egy mértani sorozat egymást követő tagjai:

4 z = (4 - d) (4 + 2d).
Ebből dl = O, ekkor minden tag 4; ezek mértani sorozatot is alkotnak, melyben q = 1.
Ha dz = 2; az első öt tag O; 2; 4; 6; 8, ezek kőzül 2; 4; 8 olyan mértani sorozat egy­
mást követő tagjai, melyben q = 2.

A vásárlás óta eltelt Tamás csikójának Miklós csikójának
idő hónapokban súlva (kg) súlva (kg)

O 50 50

1 60 60

2 70 72

3 80 86,4

4 90 103,7

5 100 124,4

6 110 149,3

(
120 ) 36 -I
121

e) A mértani sorozat összegképletével S36 = 3440· 120 = 107 498.
--1
121

A jövőben kifizetett részletek ma összesen 107 498 forintot érné nek, ezért pusz­
tán pénzügyi szempontból nem jó befektetés egy ma 79 900 forintot érő ágyért
ezt a kötelezettséget vállalni (az persze más kérdés, hogy az ágyra szükség van
és más módon nem sikerülne megvenni).

Ha három különböző szám egyidejüleg egy számtani és egy mértani sorozat három
egymást követö tagja lenne, akkor a középső tag (jelöljük b-vel) a két mellette le­
vőnek (jelöljűk őket a-val és c-vel) egyrészt számtani, másrészt mértani közepe.
Eszerint az a és a c számok számtani és mértani közepe egyenlő. Ez azonban csak
a = c esetén lehet, amit viszont kizártunk, mert különböző számokról volt szó. A
válasz tehát: nem lehet három különböző szám egyidejűleg egy számtani és egy
mértani sorozat három egymást követő tagja.

c) Legyen az éves kamat p%-os és x: = I +L. Ekkor 79 900x 3 = 149 666, amiből
100

x = 1,2327, tehát évi 23,27%-os kamatos kamatnak felel meg ez a befektetés.

d) Amennyiben az összes törlesztőrészletbefizetése legkésőbb a 36. hónap végéig
megtörténik ("jó adós" kapta a kölcsönt), akkor a bank legalább 15,73%-os éves
kamatjövedelemre tesz szert (még akkor is, ha a 36. hónap végén egy összegben
kapja meg a 123 800 forintot).
Csupán a IO%-os infláció nem jelent nagy kockázatot a bank számára ebben a
hitelezési ügyletben.

a) Tamás csikója 50 + 2· 10 = 70 kg, mig Miklós csikója: 60·1,2 = 72 kg.

b) Miklós csikója 1,2 2 = 1,44-szeresére, azaz 44%-kal nőtt.

c)

d) Tamás csikója n hónap múlva 50 + IOn kg tömegű, mig Miklósé 50 . 1,2 n kg.
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Tehát a sorozat első tagja a 6.

Megjegyzés:
Természetesen ha hosszabb sorozat lenne, akkor ez elég fáradságos módszer volna.

azaz c- = 69; ao = 37; as = 21;

a3 = 9; a2 = 7; al = 6.
2

d Számtani sorozat Mértani sorozat q

O S; 5;5 25;25;25 1

sfi s-sfi; S; s+sfi 2S(l - fi)2; 25; 25(1+ fi)2 3+2fi

.u: s+sfi; S; s-sfi 25(1+ fi)2; 25; 25(1 - fi)2 3-2fi

A feltétel szerint: an+l =2a" - S. Ekkor mivel as = 133, és az első tag a kérdés,
ezért visszafelé kell haladnunk, azaz az összefüggésből a,,-t kell kifejezni.

an+ 1 + 5
Gil :::::

A számtani sorozat tagjai a - d; a; a + d; ezek összege IS; ezért a = S.
Tehát a számtani sorozat tagjai: S - d; S; S + d.

A mértani sorozat tagjai: (S - il) 2; S2; (S + il) 2

r 2 2 2
Igy S = (S - il) (S + il) .

Ebből d 2(d 2
- SO) = O.

A lehetséges esetek:

.. . . 2
A keresett mertam sorozat tagjai a, aq, aq .

A számtani sorozat tagjai a, aq, aq2 -72 (a'" O).

Így: L a+aq+ aq2 = 114

al -72+a
Il. aq = 2

Emeljük ki az (l.)-ből "a"-t; a (Il.)-ban hozzuk az "a"-t tartalmazó tagokat egy ol­
dalra, és emeljük ki "a"-t.

(l.) a(1+q+q2)=114

(Il.) a(l- 2q +q2) = 72

A két egyenletet egymással elosztva, rendezve
1

7q 2 - SOq + 7 = O, melynek gyökei 7' illetve 7.

o 1 o 98q = 7 eseten a = 2; q = 7 eseten a = .

Így a keresett sorozatok: 2; 14; 98, illetve 98; 14; 2.
(A megfelelő számtani sorozatok: 2; 14; 26, illetve 98; 14; -70.)

l
\
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11619.1 A számtani sorozat tagjait a középső taggal, x-szel és d-vel fejezzük ki:

x-d x x+d

Ezek összege 3x = 21, ebből x = 7.

E szerint a mértani sorozat tagjai: (7 - d) + 6 7 + 13 (7 + d) + 30

összevonások után: 13 - d 20 37 + d

a mértani közép összefüggés szerint: (13 - d) (37 + il) = 400

Elvégezzük a szorzásokat, majd összevonunk és rendezünk: d 2 + 24d - 81 = O, en­
nek gyökei: dl = 3, d2 = - 27.

Két számtani sorozat jön létre:
ha d = 3, akkor a sorozat első tagja al = 4,
ha d = - 27, akkor az első tag al = 34.
Ellenőrzésként a sorozatok első három tagját irjuk fel.
Az egyik számtani sorozat: 4, 7, 10,
a megfelelő mértani sorozat: 10, 20, 40, ahol a q = 2;
a másik számtani sorozat: 34, 7, - 20,

a megfelelő mértani sorozat: 40, 20, 10, ahol q = .!c.
2

116201 L . o 2 3 rO 6 2 3 3 36. egyen e negy szam a. aq, aq , aq . gy a, aq + , aq + , aq - egy
számtani sorozat szomszédos tagjai. (Ekkor az eredeti mértani sorozat bizonyosan
nem konstans, hiszen a 6-os növekedést 3-as csökkenés, majd 39-es csökkenés kö­
vetné a számtani sorozatban; igy a későbbiek érdekében rögzíthetjük, hogya", Oés
q '" 1.) Egy számtani sorozatban bármely (nem első) tag a szomszédainak számtani
közepe - vagy másképp: bármely tag kétszerese a szomszédainak összege.

Tehát most: 2(aq + 6) = a + aq2 + 3 és 2(aq2 + 3) = aq + 6 + aq3 - 36.

Az elsőből rendezés után: 9 = a(q2 - 2q + 1), á másodikból: 36 = aq(q2 - 2q + l).

Elosztva a mostani második egyenletet az elsővel, a(", O) és q2 - 2q + l (azaz

(q - 1)2) kiesik (és ez sem O, mert q '" l), és kapjuk: 4 = q. Visszairva ezt a leg­
utóbbi egyenletek valamelyikébe, adódik: a = 1. Ekkor a négy kérdéses szám: 1,4,
16, 64. (És 1, 4 + 6 =10, 16 + 3 = 19, 64 - 36 = 28 valóban számtani sorozat
szomszédos tagjai.)

11621.1 Legyen a mértani sorozat első három tagja a, b, c.
ac = 36
b
- bq = 36, ebből b 2 = 36. Ennek pozitiv gyöke b = 6.
q

A b és d ismeretében a számtani sorozat tagjai felirhatók, ameddig az összegük 70
nem lesz.
6, 10, 14, 18,22. Ezek összege 70, tehát a szóban forgó tagok száma S.
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(
1+ --,,--) .100 egység,

100

( l + --"--)' .100 egység,
100

1992-ben a tennelés

1991-ben a tennelés

1990-ben 100 egység, 2000-ben 1000 egység, minden évben x%-kal nőtt a ter­

melés, így
~627J A:Jó lenne egy formnlát találni an + ,-ből a, kiszámítására. Ezt lépésről lépésre behe­

lyettesítve a következő formnlávallehet megkapni:

a +, + 5(1+ 2 + 2' + ... + 2"-') a,,+1 + 5(2" -l) E .. kb . d l'a, = II =. setun enasazm uo
211 2n

133+ 5·127
tag tehát n = 7 azaz a = = 6., , I 128

, ( 25,89)9A: 1999-ben a termelese 1+100 .100 ~ 794 egység.

B: l999-ben a termelése 100 + 9·90 = 910 egység,
tehát 1999-ben B gyár 116 egységgel többet termelt, mint A gyár.

100 + 9y egység,

100 + lOy = 1000 egység,

ebből y = 90 egység.

100 + y egység,

100 + 2y egység,

(
1+ --,,--)9 . 100 egység,

100

(
1+ --,,--)10 .100 = 1000 egység,

100
ebből x = 25,89%.

I 999-ben a termelés

2000-ben a termelés

2000-ben a termelés

1999-ben a termelés

B: 1990-ben 100 egység, 2000-ben 1000 egység, minden évben y egységgel nőtt a
termelés, igy

1991-ben a termelés

1992-ben a termelés

Legyen an := log, b; minden pozitív egész n esetén.

Ekkor an+ l - ali = log, hn+ ! -lags hl! = log, hn
+

l
•

b"

Mivel (bn) pozitív tagú mértani sorozat, ezért b,,+, = q > O. A mértani sorozat há­
bu

nyadosa állandó, ezért a,,+ I - an = log, q is állandó. Ez pedig azt jelenti, hogy az
(an) sorozat egy számtani sorozat (amelynek differenciája log, q-val egyenlő).

11626·1 a)

y y

l 048576

40 2 x

2x
30

20

10

20 x 20 x

b) Azf(1),f(2), .. .,f(10) számtani sorozat lesz, míg a g(l), g(2), ... , g(lO) mértani
sorozat, hiszen az egyiknél a növekedés (differencia) 2 az egymás ntáni tagok kö­
zött, mig a másiknál a szomszédos tagok hányadosa 2.

c) Az első esetben tehát egy számtani sorozat első 10 tagjának összege kell, ha az
10·9

első tag és a differencia is 2. Az összeg: 10·2 +-- .2 = 110. A mértani so­
2

2'0 -l
rozat esetén ís az első tag (és a hányados is) 2, itt az összeg: 2· --- = 2046.

2 -l

d) Annyi mindenképpen, hogy a második (mértani) sorozat tagjainak összege sok­
kal nagyobb lesz, hiszen a második függvény sokkal meredekebben nő.

a) Számtani sorozatot, hiszen minden évben 5 lakással többet építettek, azaz az
egymás utáni években épitett lakások számának különbsége állandó, mindig 5.

b) A számtani sorozat első tiz tagjának összegét kell venni. Ha az első évben 30 la­
kást, akkor a 10. évben 30 + 9 . 5 = 75 lakást épitettek.

így az összeg: 30; 75. 10 = 525, azaz 525 lakást építettek fel 10 év alatt.

c) A másik cég is 30 lakással kezdett, de ők kb. 10%-kal növelték évente a lakás­
építésüket. Tehát egy mértani sorozat első 10 tagjának összege kell, amelynek el-

1,110-1 lU 48
ső tagja 30, a hányados pedig 1,1: 30 1 1-1 = 300· (1,1 -1) ~ 7, azaz a

cég kb. 478 lakást épitett fel 10 év alatt afeltételek szerint.
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a) A szöveg szerint az A raktár alapterülete 100 m-, a legnagyobb, F raktáré 200 m-,
és a közbülsők területei számtani sorozat tagjai, tehát 100 + Sd = 200, ahonnan
d = 20. Eszerint az összes raktárterület:
100 + 120 + 140 + 160 + 180 + 200 = 900 m-, amit az összegképlettel is meg
lehet kapni, de ilyen kevés tag esetén könnyen össze is adhatók.

b) Ha a raktárterületek egy mértani sorozat egymás utáni tagjai, akkor 100 q 5 = 200,
6 I

ahonnan q ~ 1,1487, azaz a teljes terület: 100·~~ 872,5 m2 .
q -I

c) Azt, hogy a második kevesebb lesz, meg lehetett volna mondani számolás nélkül
is, csak azt nem, hogy mennyivel. Az indoklás az, hogy az első esetben a hat rak­
tárrész területe számtani sorozat szomszédos elemei, ami lineáris növekedést je­
lent, mig a másik esetben hatvány szerint nőnek, azaz egy egynél nagyobb alapú
exponenciális függvény 6 pontjáról van szó. Mivel ez a függvény konvex, értékei
a húr alatt vannak, tehát a közbülső négy raktár kisebb területű lesz ebben az
esetben, és igy az összes terület is. Lásd az ábrát!

y
lineáris

l
\

I
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b) A másik munkás bére napi 1,05-szörös növekedéssel hó végére napi 2786 Ft-ra

emelkedik. Az ő havi keresete: 1000· 1,05
22

-I = 20 OOO, (1,05 22 -I) ~
l, 05 -I

~ 38 505 Ft.

c) Az ok az, hogy a kisebb szorzó esetén is az exponenciális növekedés megelőzi a
lineárist. Esetünkben két hónap (azaz 44 munkanap) alatt az első kap összesen

I 0544 -l
(1000 + 43·100)·22 = 116600 Ft bért, mig a második 1000· '1,05-1

= ISI 143 Ft-ot, tehát többet. (Ha csak a második havi béreket vetjük össze,
azok - a fenti eredmények különbségeként - 71 500, illetve 112 638 Ft, tehát igy
is a másodiké több.)

Ha a városnak kezdetben N lakosa volt, és lakóinak száma egyenletesen évi 400 fő­

vel nőtt, akkor a 10. év végén N + 10 . 400 = N.r 4000 lakosa van. Ez évi 3%-kal

öt éven át csökkenve éri el a 720 OOO lakost, akkor: (N + 4000) . 0,97
5

= 720 OOO,
ahonnan N = 834444 lakos volt kezdetben, tehát IS évvel ezelőtt.

Látható, hogy kezdeti csökkenés után a vételár lendületes növekedést produkált, és
10 év alatt megnégyszereződött.

,

1. év 2. év 3. év 4. év 5. év 6. év 7. év 8. év 9. év 10.év

800 1200 1800 2700 4050 6075 9 112.5 13668,7 20503 30754.7

8000 15654 23308 30962 38616 46270 53924 61578 69232 76886

100 77 77 87 105 131 169 222 296 400

Legyenek a számtani sorozat tagjai: a, a + d, a + 2d, a + 3d. . .
Így a + 5, a + d + 6, a + 2d + 9, a + 3d +IS mértani sorozat szomszédos tagjai.

Egy mértani sorozatban bármely (nem első) tag négyzete a szomszédainak szorzata.

Tehát most egyrészt (a + d + 6) 2 = (a + 5) (a + 2d + 9), másrészt (a + 2d + 9) 2 =

= (a + d + 6)(a + 3d + IS).

Ha a bevételek mindig az előző évi bevétel J,5-szereseként adódnak, akkor a 10. év­

ben 800 OOO . 1,5 9 ~ 30754700 Ft lett a bevétele. Mivel kezdetben 100 Ft volt a
kilónkénti sertésár, ezért 8000 kg sertéshúst kellett eladnia a 800 OOO Ft bevételért.
A 10. évben 76 886 kg sertést adott el, s mivel ez egyenletesen nőtt, ezért 7654 kg­
mal nőtt minden évben az eladása, hiszen 8000 + 9d = 76 886, ahonnan d = 7654.
Ezután készitsünk egy táblázatot, amelyben az utolsó sor mutatja a kérdésre kapott
választ, az állatok húsának kilónkénti eladási árát. Az első sor adatait (bevétel
1000 Ft-bau) kell a második sorban lévő megfelelő számmal (eladott hús kg-ban)
elosztani hogy megkapjuk a harmadik sor adatát a kg-onkéuti árat Ft-bau.6 x

200

100

a) Ha számtani sorozat szerint nő a munkás napi bére 1000 Ft-ról indulva, akkor
1000 + 21 . 100 = 3100 Ft-ra nő fel a bére a hó végére. Összesen pedig
(1000 + 3100) . II Ft, azaz 45 100 Ft a keresete a 22 munkanapos hónap alatt.

a) A kopasz birka szőrét Omm-nek véve napi 0,5 mm növekedés mellett a
12 cm = 120 mm-t 240 nap alatt, tehát kb. 8 hónap alatt érnék el.

b) Ha a kiinduló szőr I mm, és az 50. napon eléri a 2,5 cm = 25 mm-t, akkor

lD = 25 miatt a napi növekedési arány: 1,0665. Azaz mondhatjnk, hogy naponta
6,65%-kal nő a birkák szőre ebben az esetben.
(Megjegyzés: a valósághoz közelebb áll a nagyjából állandó növekedés, talán az
első napokban kicsit gyorsabb (a friss nyirás után), de nem exponenciális, ami a
mértani sorozatnak - b) eset -lenne a feltétele.)
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A (figyelmesen végzendő) rendezés után az elsőből: d 2 + 2d - 9 = 2a, a másodikból:

d 2 + 3d - 9 = 3a. Ezek összevetésébőld = a, majd ezt visszairva d = ±3.
Első esetben a számtani sorozat tagjai: 3, 6, 9, 12; és 3 + 5 = 8, 6 + 6 = 12,
9 + 9 = 18, 12 + 15 = 27 valóban mértani sorozat szomszédos tagjai q = 1,5 quo­
tiensse!. A második esetben a számtani sorozat elemeire -3, -6, -9, -12 adódik; de
-3 + 5 = 2, -6 + 6 = O, -9 + 9 = O, -12 + 15 = 3 nem mértani sorozat elemei.
(Csalóka, hogy viszont a két belső tagra a "bármely tag négyzete a szomszédainak
szorzata" tulajdonság érvényesül! Éppen ezért került be ez a hamis gyök I)

A mértani sorozat tagjai a, aq, aq"; a számtanié pedig a + 1, aq + 6, ac/ + 3.
(Ekkor az eredeti három szám alkotta mértani sorozat bizonyosan nem konstans, hi­
szen az 5-ös növekedést 3-as csökkenés követné a számtani sorozatban; így a ké­
sőbbiek érdekében rögzithetjük, hogya", O és q '" l.) Egy számtani sorozatban
bármely (nem első) tag a szomszédainak számtani közepe - vagy másképp: bármely
tag kétszerese a szomszédainak összege.

Tehát most: 2(aq + 6) = a + l + aq2 + 3, rendezés után: 8 = a(q2 - 2q + l).

Az összegből pedig: 26 = a(l + q + q \ Elosztva ezt az előző egyenlettel (amit

l h O . 1) ki ik ' k . k 26 q2 + q + 1e et, mert a;;t. es q * ,a leSI, es apJu : - = 2 .
8 q - 2q + l

Rendezés után: 18q 2 - 60q + 18 = O, amiből q = 3 vagy ~.
3

Visszairva ezt valamelyik egyenletbe: a = 2 vagy 18. Első esetben a mértani sorozat
tagjai 2, 6, 18, a számtanié pedig 3, 12, 21 (d = 9); a második esetben a mértani
sorozat tagjai 18,6,2, a számtanié pedig 19, 12,5 (d = -7).

Másik megoldás:
A számtani sorozat három tagjának összege 26 + 1 + 6 + 3 = 36 lesz, és ezért a má­
sodik tag 12. Felírhatjuk tehát a számtani sorozat tagjait igy: 12 - d, 12, 12 + d.
Visszafelé számolva most a mértani sorozat tagjai pedig: (12 - d) - l = II - d,
12 - 6 = 6, (12 + d) - 3 = 9 + d. Egy mértani sorozatban bármely (nem első) tag

négyzete a szornszédainak szorzata. Tehát most 62 = (ll - d) (9 + d), azaz

d 2 - 2d - 63 = O, amiből d = 9 vagy - 7. Első esetben a mértani sorozat tagjai 2, 6,
18 (q = 3), a számtanié pedig 3, 12, 21; a második esetben a mértani sorozattagjai

18,6,2 (q = ~), a számtanié pedig 19, 12,5.
3

62

T
I

fi

SOROZATOK

A keresett mértani sorozat elemei a; aq; aq 2 (a '" O; q '" O).

A számtani sorozat elemei a + 3; aq: aq 2 - 30.
2

így (1.) a + aq + aq = 63
a+3+ aq2 -30

(II.) aq =
2

Rendezés után
(l.) a(l + q + q 2) = 63

(II.) a(q2 - 2q + I) = 27

A két egyenletet egymással elosztva, rendezve: 4q2 - 17q + 4 = O.
1

Ennek gyökei: q, = 4; q2 = 4'

q, = 4 esetén a = 3; q2 = ~ esetén a = 48.
4

A lehetséges esetek:

q mértani sorozat számtani sorozat d

4 3; 12;48 6; 12; 18 6

l
48; 12; 3 51; 12; -27 -39-

4
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Egy egyenestől adott távolságra lévő pontok halmaza egy az egyenesre illeszkedő

sikban két párhuzamos egyenes, amelyek középpárhuzamosa az adott egyenes és tá­
volsága az adott távolság kétszerese.
Így (az e és f egyenesek sikjában) az e egyenestől I cm távolságra lévő pontok az
el vagy az «zegyenesre illeszkednek, azf-től2 cm távolságra lévő pontok azfl vagy
az12 egyenesre illeszkednek.

a) A megoldás e ésftávolságától függ. Csak akkor van megoldás (és ekkor végtelen
sok), ha e és f távolsága I cm vagy 3 cm.

4. GEOMETRIA

4.1. Elemi síkgeometria

11637.1 Legyen a konvex szögtartomány csúcspontja O, szárai a és b. Jelöljük az a-tól 4 cm
távolságra haladó, a szögtartományba is belemetsző a' egyenes b-vel való metszés­
pontját B-vel, a b-től 4 cm távolságra haladó, a szögtartományba is belemetsző b'
egyenes a-val való metszéspontját A-val, a' és b' metszéspontját pedig O'-vel.

O'

e

f

A és B szerkesztéséből adódik, hogy az DAD'B paralelogramma egyben rombnsz,
melynek magassága 4 cm.
A és B nyilván olyan pontok a szőgtartomány határán, amelyek a-tól és b-től mért
távolságainak összege 4 cm. Megmutatjuk, hogy ez a tulajdonság az AB szakasz
minden belső pontjára teljesül, azaz az ábra szerinti jclöléssel igaz, hogy ha P az AB
szakasz egy tetszőlegesen választott belső pontja, akkor PAl + PB l = 4 cm.
Állitsunk merőlegest a-ra a P ponton keresztül. Ez a-t az Aj, a'-t pedig a B', pont­
ban metszi. Ekkor AlB'j = 4 cm, továbbá a PBIB derékszögűháromszög egybevá­
gó a PB'IB derékszögű háromszöggel, hiszen átfogójuk megegyezik és megfelelő

szögeik páronként egyenlők (az AB átló felezi a rombusz OBO' szögét!).
Ezért PB'j = PB j, igy 4 cm = A]B'l = AjP + PB'] = A]P + PB Io tehát
PA] + PB j = 4 cm, ahogyan állitottuk.
Könnyen belátható, hogyaszögtartomány AB-re nem illeszkedő pontjaira a távol­
ságösszeg 4 cm-nél kisebb vagy nagyobb aszerint, hogy az DAB báromszög pont­
jairól, vagy a háromszögön kívüli pontokról van szó. A keresett ponthalmaz tehát
az AB szakasz belső pontjainak halmaza.

c
D

e

?
f

2cIU

2cm
B

A

.:

A megoldás az ábrákrólleolvasható:
d(e;f) = 1 cm esetén e] =fl egyenes pontjai,
d(e;f) = 3 cm esetén e2 = fl egyenes pontjai.

b) Ha e ésf metszi egymást, a keresett pontok az ábráról leolvasható A, B, C, D pon-
~ el

Aao
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11639.1 {P E S IPA = 2 cm A PB S; 3 cm), ahol S a sík pontjaínak a halmaza.

11640.1 Többféle megoldás is van, például:

~643.1 a) Az eredmény egy l cm oldalú négyzetlap.

b) Az eredmény a négyzet középpontja.

c) Ilyen pont nem létezík.
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b)

l cm

a) Jelölje a három adott egyenest: a, b és c, páronkéntí metszéspontjaikat az ábrá­

nak megfelelően: A, B és C.
Egy P pont akkor és csak akkor tartozík a keresett ponthalmazhoz, ha

d(P; a) = d(P; b) = d(P; c).
Ez a feltétel akkor és csak akkor teljesül, ha a

d(P; a) = d(P; b) és a
d(P; a) = dCP; c)

feltételek egyszen-e teljesülnek.

Ismeretes, hogy két metsző egye­
nestől egyenlő távolságra fekvő

pontok halmaza az egyenesek síkjá­
ban a metsző egyenesek szögfelező

egyeneseinek a pontjaí.
A dCP; a) = dCP; b) feltételt kíelégi­
tő G ponthalmaz pontjait az a, b
egyenespár e és f szögfelező egye­
neseínek a pontjaí alkotják.
A dCP; a) = dCP; c) feltételt kielégí­
tő H ponthalmaz pontjaít az a, c
egyenespár g és h szögfelező egye­
neseinek a pontjai alkotják.
Mindkét feltételt egyszerre a G és a
H halmazok közös pontjaí elégítik
kí.
Négy ílyen pont van, az ábrán ezek
a pontok az O, OA' OB' Oc pontok.

a)

te

r
;

;
;

;

; -,", >0-"'~C'"/ " .... -- ~ g

~;- - --. __ ~ c:.. --

lj

<,
1\

1/

Az A és B pontoktól egyenlő távolságra haladó egyenesek az AB-vel párhuzamos
egyenesek és az AB szakasz F felezőpontján áthaladó egyenesek.
A C ponttól 3 cm távolságra haladó egyenesek a C középpontú 3 cm sugarú k kör
érintői. A szerkesztendő egyenesek k AB-vel párhuzamos e" «: érintői, valamint k
F-en áthaladó e3' e4 érintői. A megadott adatok esetén F k-nak külső pontja, ezért
valóban 4 megoldás van. A megoldásokat az ábra szemlélteti.

A L..-_~'----_--' B

11641.1 Megrajzolandók e és f
szögfelező egyeneseí, to­
vábbá g míndkét oldalán
a tőle 2 cm-re futó pár­
huzamosok. A szőgfele­

zőknek ezen párhuzamo­
sok közé eső pontjai ad­
ják a megoldást: két,
egymásra merőleges

(nyílt) szakaszt.
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Jelöljük az egymástól 10 cm-re levő adott pontot A-val és B-vel. Először azokat az
egyeneseket határozzuk meg, amelyek A-tól 2 cm, B-től pedig 3 cm távolságra ha­
ladnak.
Az A-tól 2 cm távolságra haladó egyenesek az A középpontú 2 cm sugarú kl kör, a
B-től 3 cm távolságra haladó egyenesek pedig a B középpontú 3 cm sugarú kz kör
érintői.

Mindkét feltételt kielégitő egyenesek kl és kz közös érintői lesznek. Mivel az AB
szakasz hossza nagyobb, mint kl és k2 sugarainak összege, ezért a k, és k2 körökhöz
négy közös (2 belső és 2 külső) érintő szerkeszthető. Hasonló szerkesztéssel kapjuk
meg azokat az egyeneseket is, amelyek A-tól 3 cm-re, B-től pedig 2 cm-re helyez­
kednek el. A feladat feltételeit kielégitő egyenesek száma 8.

S'

S

y

y

y

2y

Z

Z
,.,. .... ..:.f.... S

60° \~.?I
~,,

)',

" S
600 z /7\

\,
\Y

\

\

60° \
X "-----;c~-~~\ Y

szúságú.
A horgászok stégtől való távolsága ki­
lométerben mérve, az ábra szerinti je­
löléssel x, y, z.
Először megmutatjuk, hogy az egyik
horgász pontosan annyit evezett, mint
a másik kettő együtt, azaz (az ábra je­
lölését használva) x ~ y + z teljesül.
Forgassuk el Y körül negativ irányban
60'-kal az YS szakaszt. Az SYS' három­
szög egy y oldalú szabályos három-
szög, ezért YSS' 1: ~ 60'.
A középponti és kerületi szögek tétele
miatt igaz, hogy YSZ 1: ~ 120', ezért
ZSS' 1: ~ 180', tehát Z, S és S' egy
egyenesre illeszkedő pontok. Ebből

következik, hogy ZS' ~ Y + z.
Ha az XYS háromszöget is elforgatjuk
y körül negativ irányban 6O'-kal,
akkor X' ~ Z miatt az elforgatott há­
romszög éppen a ZYS' háromszög lesz.
Az XS szakasz hossza tehát megegye-
zik a ZS' szakasz hosszával, vagyis x ~ y + z, ahogyan állitottuk.
A feladat szövegéből adódóan tehát a következő esetek lehetségesek:
l. Az első horgász x km-t evezett, a második pedig y km-t, tehát x ~ 2y (vagy az et­

től csak betűzésben különböző eset, ha a második horgász evezett Z km-t: x ~ 2z).
2. Az első horgász y km-t evezett, a második pedig z km-t, tehát y ~ 2z (vagy az et-

től csak betűzésben különböző eset, ha az első horgász z km-t evezett: z ~ 2y).

Az 1. esetben az x ~ y + z összefüggés Z
felhasználásával 2y ~ Y + Z, azaz y ~ z
adódik. Az S pont ekkor tehát a rövi­
debbik YZ iv felezőpontja. Az XYS de­
rékszögű háromszögből y ~ 1 adódik,
tehát az első horgász 2 km-t, a második
és a harmadik pedig l-l km-t evezett.

Jelöljük a 2 km átmérőjű, kör alakú tó partján a stéget S-sel, a horgászok helyét X, Y,
Z-vel. A szöveg szerint az XYZ olyan szabályos háromszög, melynek körülírt köre

1 k
"h' .. ,3 k ld l 2 3 re;fi sugaru, ezért a aromszog magassaga - m, o a a r:;' - = -V 3 km hosz-

2 '1/3 2

c

c

r
r
r

r

r

r e
r
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B
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Azoknak a P pontoknak a halmazát
kell meghatározni az ABC háromszög
sikjában, melyekre a " f
d(P; A) < d(P; B) és a "
d(P; A) < d(P; c) -,
feltételek egyszerre teljesülnek. -, -,
Ismeretes, hogy az első feltételt egy , -,

olyan félsik pontjainak a halmaza elégi- -, -,
ti ki, mely A-t tartalmazza és határa az A --_____ ,r

AB szakasz e szakaszfelező merőlegese. ---- \
Ehhez hasonlóan a második feltételt B

egy olyan félsik pontjainak a halmaza
elégiti ki, mely A-t tartalmazza és hatá­
ra az AC szakasz f szakaszfelező merő­

legese.
Mindkét feltételt e két félsik közös pontjainak a halmaza elégiti ki.
Tehát a keresett pontok halmaza az A-t tartalmazó e,f szögtartomány, ahol e az AB
szakasz,fpedig az AC szakasz szakaszfelező merőlegese. A szögtartomány szárai­
nak a pontjai nem tartoznak hozzá a keresett ponthalmazhoz.

b) Az adott egyenesek páronkénti met­
széspontjai az ABC háromszöget
határozzák meg.
Az ABC háromszög középvonal ai­
nak egyenesei és csak ezek elégítik
ki a feltételt. Tehát a kivánt feltétel­
nek 3 egyenes felel meg.
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Ox"C k2" kj k

S

A két feltételnek egyszerre eleget tevő
pontok a szögfelező félegyenes és a
két körvonal közös pontjai: A, B, C, D.

Megjegyzés:
Mivel SO = 2 . 1,5 cm = 3 cm> AO = 2,5 cm, ezért a 60"-os szögtartományon kívül
nincs olyan pont a síkban, amely k-tól 1 cm-re lenne. Ezt figyelembe véve a 60"-os
szögtartományon kivül a száraktól egyenlő távolságra lévő pontok keresése elhagyha­
tó.

yx

A 2. esetben y = Zz, tehát az YSZ háromszögből koszinusztétellel:

3 = Z2 + 4z2
- 22' 2z· cos 120", ami- Z

ből cos 120" = - 2. felhasználásával • 'I~" S

2 ~ ~~\
7z

2
= 3, majd z> Omiatt 2 = ~7 "

,2z
adódik. ,

Az első horgász 2·~ ~ 1,309 km-t, "

a második~ ~ 0,655 km-t, a har­

madik pedig (x = y + z = 3z miatt) 3·~ ~ 1,964 km-t evezett.

A feladatnak tehát a fenti két, lényegesen különböző megoldása van.

A k kör O középpontja mindkét szög­
szártól 1,5 cm távolságra van. Szer­
kesztése az ábráról leolvasható.

A sik azon pontjai, amelyek a k körtől

l cm-re vannak, az O kőzéppontú

0,5 cm vagy az O kőzéppontú 2,5 cm
sugarú körvonal pontjai. CE két körvo­
nal mint ponthalmaz uniójának
kl U k2 elemei.)

A sik azon pontjai, amelyek a szög
száraitól egyenlő távolságra vannak

a) a szögtartományon belül a szőgfele­

ző félegyenes,

b) a szögtartományon kívül az ábrán
látható szögtartomány.

a) A sík k-tól 1 cm-re lévő pontjainak
halmaza az O középpontú 1 cm su­
garú kl és az O középpontú 3 cm su­
garú k2 körvonalak uniója Ck l u k2) .

Az e egyenestől 2 cm-re lévő pon­
tok halmaza az e egyenessel párhu­
zamos, tőle 2 cm távolságra fekvő

el és e2 egyenesek uniója Cel U e2)'

A keresett pontok Ca fenti két pont­
halmaz metszetének:
Ckl U k2) " Cel U e2) elemei):
A,B, C.

b) A k-tól 2 cm-re lévő pontok O és az
O középpontú 4 cm sugarú k' körvo­
nal pontjai:
Az e-től l cm-re lévő pontok hal­
maza az e-vel párhuzamos, tőle

1 cm-re fekvő el' illetve e2 egyenes
uniója.
A keresett pontok
Ck'U (O})" Cel U e2) halmaz ele­
mei: P, Q, R.

e

e

k:

o
x

p

Q

o

C

R
o

k'
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A k-tól 1,5 cm-re lévő pontok két, k-val
koncentrikus kört alkotnak. Ezek az O
középpontú 1,5 cm, és az O középpen­
tú 4,5 cm sugarú körök.
Az e-től 1,5 cm-re lévő pontok az e-vel
párhuzamos két egyenest alkotnak,
amelyeknek e a középpárhuzamosa (el
és e2)' A keresett ponthalmaz:
(kl uk2) n(el ue2) =
={A; B; C; D; E; Fl·

c

E

A

o
•
B

k

F

D

A PO < PA egyenlőtlenség az AO szakaszfelezőmerőlegese által határolt O-t tar­
talmazó félsik belső pontjaira teljesülnek. A négyzet belsejében a PO < PA egyen­
lőtlenség megoldásai: a négyzet AEF háromszöglemezen kivül fekvő pontjai.

a) PO < PA vagy PO < PC teljesül a négyzet minden belső pontjára, igya PO < PA
vagy PO < PB vagy PO < PC vagy PO < PD egyenlőtlenség-rendszera négyzet
minden belső pontjára teljesül.

H

a) A megoldás függ attól, hogy B a szög száraitól milyen távolságra fekszik.
A keresett ponthalmaz egy nyilt körív vagy egy körvonal, amelynek középpontja
B és sugara I cm.

A o
E o G

b) HaB nem illeszkedik a szögfelezőre, akkor a keresett pontok halmaza a B kőzép­

pontú I cm sugarú nyilt köriv.
Ha B a szögfelező pontja, akkor a B középpontú l cm sugarú kör érinti a szög­
szárakat. A megoldás a körvonalnak az érintési pontoktól különböző pontjai.

b) A PO < PA és PO < PB és PO < PC és PO < PD egyenlőtlenség-rendszer

megoldásai az EFGH négyzet belső pontjai.

A g-től 2 cm távolságra lévő pontok a g-vel párhuzamos, attól 2 cm távolságra levő

g1 és g2 egyenesek egyikére esnek.

a) e-től és J-től egyenlő távollevő pontok e és J k kőzéppárhuzamosának pontjai.
A keresett pontok gl és k, illetve g2 és k közös pontjai: P és Q, a keresett pont­
halmaz {P; Q}.

BFA

;(~)
60"

AA

A

~ek

Q
J

c) A keresett pontok a B középpontú
I cm sugarú nyílt körív szögtarto­
mányba eső pontjai.

p g
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Legyen a 2,5 cm sugarú k kör középpontja O.

l. feltétel: A szerkesztendő körök középpontja 4 cm távolságra van az e-től, tehát
az e-vel párhuzamos, tőle 4 cm távolságra lévő ej, vagy e2 egyenesen kell lennie.

2. feltétel: A k-t érintő 4 cm sugarú körök középpontja 6,5 cm-re, vagy 1,5 cm-re van
az O középponttól, tehát a k-val koncentrikus kl, vagy k2 körön lehetnek ilyen pontok.

Mindkét feltételt az (el u e2) n (kl u k2) = {K3: K4: Ks: Ko} ponthalmaz elemei
teljesítik. Összesen négy, a feltételeknek megfelelő érintőkör van (k3, k4 , ks, ko)·

kl

k-:».. .. \

e

Adott egy O középpontú, 3 cm sugarú k kör és O-tól 5 cm távolságra egy e egyenes.
Az e egyenest érintő 4 cm sugarú körök középpontja két, az e egyenessel párhuza­
mos el, ílletve e2 egyenesen van. A k kört érintő 4 cm sugarú körök középpontja két,
O-val koncentríkus k-, illetve k2 körön van, amelyek sugara R = 3 + 4 = 7 (cm),

r = 13 - 4[ = I (cm).
A keresett körök középpontját az ej, illetve e2 egyenes és a kl' illetve k2 kör met-
széspontja adja. (K

3
, K

4
, Ks). A keresett megoldások a k3, k4 , ks körök.

A

.~e

______--------------r---rl o B \ d

\ f

---------------+------------------------~

c

g

d

D

b) Jelöljük e ésjtávolságát d-vel. Az e ésjegyenes által meghatározott sávban azok

a pontok vannak fele akkora távolságra e-től, mint f'től, amelyek az e-től ~ d

2(ésf-től 3d ) távolságra levő hl egyenesre illeszkednek. A síksávon kívül csak

az e egyenes oldalán vannak még ilyen tulajdonságú pontok, mégpedig az e-től
d (ésj-tőI2d) távolságra levő h2 egyenes pontjai.
A két feltételt egyszerre teljesítő pontok hl és gb hl és g2, h2 és gl, valamínt h2

és g2 metszéspontjai: A, B, C, D. A keresett ponthalmaz tehát: {A; B; C: D}.

11654.1 A sík azon pontjaínak halmaza, ame­
lyekre teljesül, hogy A-tól nincsenek
messzebb, mint B-től, az AB szakasz j
felező merőlegese által határolt, A
pontot tartalmazó félsík «-fel együtt).
A sik azon pontjainak halmaza, ame-

2
Iyekre PB = - AB fennáll, a B közép-

3
2

pontú 3" AB sugarú körvonal.

A feladat megoldása e két ponthalmaz

metszete; az ábrán a zárt iQ.
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Azért ismételtette meg a mérést, mert a háromszög-egyenlőtlenség nem teljesül az
adatokra, valaki rosszul mért: 345,22 + 159,45 = 504,67 < 511,24!

()

o

z

()

A r P B

----'-'cx'«~;A"'-y---

Uk

Rajzoljunk a téglalap oldalai mint átmérő fölé félköröket a téglalap belsejében!
Thalész tétele miatt a megrajzolt félkörök pontjaiból látszanak majd derékszögben
a téglalap megfelelő oldalai. A téglalap valamely két oldala egyszerre valamely két
félkör metszéspontjából fog derék- D C
szögben látszani. Ilyen metszéspont
pedig 6 darab van. Tehát 6 olyan pont
van a téglalap belsejében (ilyen adatok
mellett), melyekből a téglalap vala­
mely két oldala egyszerre derékszög­
ben látszik.

Az A és B pontot a P-beli érintőn

a) P-től r, b) P-től 2r

távolságra kellett kijelölni.
Azon pontok halmaza, amelyekből az AB szakasz derékszögben látszik, az AB sza­
kasz t Thalész-köre (az AB átmérőjű körvonal, kivéve az A és B pontokat). A kere­
sett pontok t és k közös pontjai:

a) X, Ypontok; b) Z pont.

c) Az első esetben ADB 1 = 90' a Thalész-tétel szerint.
A második esetben ADB 1 = 2 . ADP 1 = 126,9°, mert az ADP derékszögűhá­
romszögben tg ADP 1 = 2, ADP 1 = 63,43°.

Az első három szerkesztés a hasonló háromszögek tulajdonságainak felhasználásá­
val, vagy a párhuzamos szelők tétele, a negyedik a magasságtétel alapján történik.

a) Egy szög egyik szárára a csúcsból indulva felmérjük egymáshoz csatlakozva az
I és a szakaszokat, a másik szárra a b-t. Az a másik végpontjából párhuzamost
húzunk az I és b végpontját összekötő szelővel, és ez b mellett kimetsz a másik
szárból egy olyan szakaszt, amelynek aránya a-hoz megegyezik a b: I aránnyal,
vagyis ez az ab.

B

-,
\

x

2x

Ef--lC

Modellezve a három gyermek elhelyezkedését, egy
háromszöget kapunk, amelyről azt tudjuk, hogy
BC = 2AC és ACB 1 = 60'. Kérdés a CAB 1. Ezek­
ből az adatokból egy nevezetes háromszögre ismer­
hetünk: a szabályos háromszög egyik felére, ebben
zár közre egy 60'-os szöget két olyan oldal, amelyek
aránya I: 2. E háromszögben tudvalevőleg a másik
két szög 30', illetve derékszög, igy a kérdéses
CAB 1 = 90'.

a) A parabola pontjai egyenlő távolságra vannak a fókusztól és a vezéregyenestő!.

Ez csak a középső (zölddel szinezett) görbére teljesü!.

b) A fókusz és a vezéregyenes távolságát kell megszerkeszteni, majd megmérni (kb.
12,5 mm).

c) A parabola tengelypontjában húzott érintője párhuzamos a vezéregyenesse!. A
tengelyponttól különböző P parabolapontban a következő módon szerkeszthető
érintő:

l. P kezdőpontú, PF félegyenes szerkesztése;
2. P kezdőpontú, v-re merőleges félegyenes szerkesztése;
3. A két félegyenes által meghatározott P csúcsú szög szögfelező egyenesének

szerkesztése.
A megszerkesztett szögfelező egyenes a parabola P-beli érintője.

A CK szakaszra megrajzoljuk a Thalész-kört. Ennek a belső körvonallal közös két
pontjából (piros .pöttyök'') látszik CK
derékszögben; a belső körvonalnak a
Thalész-körön kivüli (fekete) ivének
pontjaiból hegyesszögben, a Thalész­
körön belüli (szürke) ivének pontjaiból
pedig tompaszögben. A CK-ra, illetve
annak meghosszabbitására eső pontok
kivételt jelentenek, hiszen innen 180'­
ban, illetve O'-ban látszik a CK sza­
kasz, és ezeket a szögeket nem szokás
tornpa-, illetve hegyesszögnek nevezni.
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b) Egy szög egyik szárára a csúcsból indulva felmérjük egymáshoz csatlakozva a b
és az 1 szakaszokat, a másik szárra az Q-t. Az 1 hosszúságú szakasz másik vég­
pontjából párhuzamost húzunk az a és b végpontját összekötő szelővel. és ez a
mellett kimetsz a másik szárból egy olyan szakaszt, amelynek aránya l-hez meg-

ik b' I . aegyezt az a : arannya, vagyis ez az -.
b

c) Megegyezik a b)-beli szerkesztéssel, csak a helyébe is az egységet kell felmér­
nünk.

d) Egy a + l hosszúságú szakasz fölé Thalész-(fél)kört szerkesztünk, és az a és az
l csatlakozópontjából merőlegest állitunk az átmérőre. Ebből a körvonal egy
olyan szakaszt metsz ki, amely egy derékszögű háromszög átfogójához tartozó
magasság. Mint ilyen, ez mértani közepe az átfogón keletkező két darabnak, va-

gyis a-nak és l-nek, tehát ,J;;1, azaz ~ hosszúságú.

Ca

A

8

Természetesen az a alap a másik szárhoz tartozó súly­
vonallal is ugyanekkora szöget zár be. Felmérve a két
végpontjába (B és C) az adott szöget, a BCS három­
szög megszerkesztbető. Mivel a súlyvonalak harma­
dolva metszik egymást, (az egyenlő) CS és BS S-en
túli meghosszabbitásába fehnérve e szakaszok felét,
kapjuk az F és az E oldalfelező pontot. Ekkor BF és
CE metszéspontjaként kapjuk A-t. Diszkusszió: ha a
megadott szög 900-nál kisebb, mindig van (egyértel­
mű) megoldás; egyébként nincs.

vázlat szerkesrtés

B D
~--_.---

- - - - - ~I

, I
D2 82 8, D,,

I,
I -: ~, -, ,

I -, I ,
I

-, I / / 2sc
I

-, I-, ,
I E2" -,

I ,
I

mb I a , E]

I
-, I

,
-, ,

-, I ,
C A -, I

,
(:1 /, ,

szesen 4 különböző A ponthoz juthatunk, az áttekinthetőség kedvéért nem tüntettük
föl mindet. A keletkezett háromszögek közül kettő-kettő úgyis egybevágó: a párhu­
zamosokra C-ben állitott merőlegesre tengelyesen szimmetrikusak.) Diszkusszió:
ha a vagy Zs; kisebb mb-nél, nincs megoldás (mert a körívek nem metszenek ki a
párhuzamosból semmilyen pontot). Ha a = m" és 2s, > mb' akkor van (két, egybe­
vágó, derékszögű) megoldás (mert ilyenkor az a sugarú kör érinti a párhuzamost);
egyébként nincs. Ha a > I11b = 2s" két, egybevágó (tompaszögű)megoldás van; vé­
gül, ha a is, 2s

c
is nagyobb I11b-nél (egy ilyen eset látható ábránkon), akkor kettő

vagy négy, kettesével egybevágó megoldás van, a és 2sc egymáshoz való viszonya

függvényében.

a

-, -,
-,

-,
-,

I
I

I

I

I
I

I

~~
h .

b

a

d)

b)

a

,,
b ,,,,,

-J_ ' _______________
lJ

,,

b

a)

c)

Készitsünk vázlatot! Egészitsük ki az ABC háromszöget az ábra szerint paraielog­
rammává, s ebből már adódik a szerkesztés ötlete. Vegyünk fel két, egymástól 111"
távolságban futó párhuzamos egyenest. Az egyik egyenes valamely pontj ából (C)
szerkesszünk a és 2sc sugarú köríveket. Ezek B és D pontokban metszik a másik
egyenest. (Ábránkon mindegyik metszéspontból kettő van, de ez lehet másképp is,
l. a diszkussziót!) A CD felezőpontjaként adódik E, és BE meghosszabbitása metszi
ki az első egyenesből A-t. (A különböző indexű B és D pontok révén ábránkon ösz-

Felvesszük a c oldalt, és A végpontjába
felmérjük az IX szöget. A c felezőpontjá­
ból, F-ből Sc sugarú kört rajzolunk. En­
nek az (x szög másik szárával való rnet­
széspontja(i) a lehetséges C csúcs(ok).
Ez(eke)t összekötve B-vel kapjuk a A c
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megoldás(oka)t. Diszkusszió: ha IX hegyes~zög, és az Sc sugarú körn:m éri el,a
szemközti szögszárat, nincs megoldás; ha ennti, akkor egy: tOl?P~szogu m~goldas

van; ha két pontban metszi, két különböző megoldás van (mmt abrankon); vegul, ha
csak egy pontban metszi, akkor egy megoldás van. A fenll esetek rendre az

c c. c. c c b kö k k b
< - . sin lX s=::-· sm (x -. sm (x < s. < -, -::;; s, eset en ovet ezne e.

Sc 2 'c 2 ' 2 c 2 2 t

C . Id' c tHa IX derék- vagy tompaszög, akkor Sc '<;"2 esetben mncs mego as, "2 < sc- ese -

ben pedig egy (rendre derék- vagyrompaszögű) megoldás van.

I

I

I

l me
I

I

• I

b
a

b

B

,
r,,,,,

c

B

G

F

c

Scc

A

Vázlatunkon S-sel jelöltük a szerkesztendő háromszög súlypontját, F-fel és G-vel
pedig rendre az AB és SB szakaszok felezőpontját.
Az SFG háromszög megszerkeszthető,

mert oldalainak a hossza az adott súly­
vonalak hosszának harmadai.
Ugyanis a súlypont ismert tulajdonsá-

I I I
ga miatt SF = 3"sc, SG = "2 SB = 3" s",

továbbá FG az ASB háromszög AS-sel
párhuzamos középvonala, ezért

I I
FG=-SA=-s.

2 3 a

Az SFG háromszög ismeretében az ABC háromszög már könnyen megszerkeszt­
hető.

Felvesszük a c oldal egyenesét, és tőle me távolságban egy vele párhuzamos egye­
nest. Az első egyenes egy tetszőleges (B) pontja, mint középpont körül, a sugarú kőr­

ivet húzunk, ennek a párhuzamossal való közös pontja(i) a lehetséges C pont(ok).
Ezen középpont (vagy kőzéppontok) körül húzott b sugarú köriv kimetszi az első

egyenesből az A ponto(ka)t.
Diszkusszió: ha bármelyik adott oldal kisebb az adott magasságnál, vagy mindhá­
rom adat egyenlő, nincs megoldás (mert a körivek nem érik el a "túlsó" párhuza-:
most, vagy a kapott csúcsok egybeesnek). Ha az egyik oldal egyenlő a magassággal,
a másik ennél nagyobb, akkor (két, egybevágó) derékszögű megoldás van. Ha
mindkét oldal nagyobb a magasságnál, de egymással egyenlők, akkor (két, egybe­
vágó) egyenlő szárú megoldás van; végül, ha mindkét oldal nagyobb a magasság­
nál, és egymással nem egyenlők, akkor négy (kettesével egybevágó) megoldás szü­
letik (mint az ábránkon, ahol az áttekinthetőség kedvéért nem rajzoltunk be minden
lehetőséget).

A2

b

mla

Megjegyzés:
I. A szerkesztendő háromszöget az adatok nem határozzák meg egyértelműen.

2. A szerkesztés az ABT és az ACT derékszögü háromszögek megszerkesztésével is
megoldható, de gondolni kell arra, hogya T magasságtalppont nem biztos, hogy
a BC oldal belső pontja, illetve, hogy fi lehet tompaszög is.

Legyen b = 7 cm, c = 5 cm,
ma = 4 cm.
Vegyük fel az a oldalegyenest és a tőle

4 cm távolságra az A pontot. B illeszke­
dik az a egyenesre és mivel c = 5 cm,
ezért az A középpontú 5 cm sugarú
körre is. Ez a kör két pontban rnetszi az
a egyenest: BJ, B 2. Hasonlóan C az a
egyenes és az A középpontú 7 cm suga­
rú kör közös pontja: CJ, C2 ·

Az adódó négy háromszög ABICI, ABI C2, AB2C, , AB2C2 közül 2-2 egybevágó. Az
adatokból két nem egybevágó háromszög szerkeszthető.

Felvesszük az a oldalt, és tőle ma távolságban húzunk egy párhuzamost. Ezután a
egyik végpontjából (C-ből) b sugarú
körívet rajzolunk. Ennek a párhuza­
mossal való közös pontja(i) a lehetsé­
ges A csúcs(ok), amelye(ke)t összeköt­
ve B-vel kapjuk a megoldás(oka)t.
Diszkusszió: ha b < ma, nincs megol-
dás (mert a köriv nem éri el a párhuza- ~~

most); ha egyenlők, akkor egy (derék- B~---C'a-~~-~C

szögü) megoldás van (mert a köriv .
érinti a párhuzamost); ha pedig a b > ma, akkor két, különböző megoldás van (mmt
ábránkon is).
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C

b

sc

II

s
c

a sugarat, kb. 20,48 km adódik.)

Legyen adott a; Sb, Sc A háromszög súlyvonalai egy pontban metszik egymást, és
az S súlypont a súlyvonalak csúcstól távolabbi harmadolópontja. Szerkesszük meg

2 2
a CSB háromszöget az a; - Sb; - s,. oldalakkal. BS illetve CS meghosszabbitására

3 3
mérjük fel S-ből kiindulva a B-vel, il- A

. I Iletve a C-vel ellentetes olda ra az -Sh;
3

~ S szakaszokat, igy ab, illetve a c 01­
3 c

dal felezőpontját kapjuk, melyeket a
C-vel, illetve a B-vel összekötve, ezek
metszéspontjaként megkapj uk a há­
romszög A csúcsát.
Diszkusszió: A feladatnak egy megol- B

, h 2 2 ld I kr 1'''1 k h' .. I" I .dasa van, a az a; -Sh; -sc o a a a te jesu ne a aromszog-egyen ot ense-
3 3

gek. Ha uem, akkor a feladatnak nincs megoldása.

a) A három települést a térképen pontszerűnek véve, a háromszög körülírható kö­
rének a középpontja lesz a keresett pont.

b) Lásd a mellékelt ábrát: 28 km-nek 5~~ ~~o = 5,6 cm felel meg, hasonlóan a

másik két távolságnak: 7,4 cm, illetve 7,8 cm.

c) Az ábrán: R ~ 4,1 cm, ami átszámitva 20,5 km. (Ez "tűrhető" mérés, mert a He-

'd bból abc 'd h'ron-képlettel kiszámolva a területet, maj a o T = -- mo on meg atarozva
4R

B

I
I

I

I

I

I C

h

I
I

I
I

I
I

I
I c'

s

A

F

F

c

B

T

Ce

A

Jelöljük az adott szögtartomány csúcspontját A-val,
szárait b-vel és c-vel, az adott súlypontot S-sel. Te­
kintsük a feladatot megoldottnak és készitsük el az
ábrát.
A szerkesztendő háromszög egyik csúcspontja nyil­
ván az A pont. Ha az A-val szemközti BC oldal felező­

pontja F, akkor a súlypont ismert tulajdonsága miatt

3 . . 'b F k h"AF = - AS. Igy AS Ismerete en megszer eszt eto.
2

Mivel BF = FC, ezért a B pont F-re való tükörképe C.
Tudjuk, hogy B illeszkedik c-re, ezért C-nek illesz­
kednie kell c F-re vonatkozó c' tükörképére is. Tehát
a keresett C pont b és c' metszéspontjaként adódik.
Végül a CF egyenes kimetszi c-ből a B csúcspontot.
Ha a megadott szög 00 és 1800 közötti, a feladatnak mindig egy megoldása van
egyébként nincs megoldása.

Az ABC derékszögű háromszöget kell
megszerkeszteni, ha adott me és Sc­

Thalész tétele miatt AB = 2s", igy a
háromszög átfogóját fel tudjuk venni.
A C pont az AB szakasz Thalész-köré­
nek és az AB egyenestőlme távolságra
haladó e egyenesnek a metszéspontja­
ként adódik.
A feladatnak 2 megoldása van, ha
me < Sc' l megoldása van, ha me = Sc és nincs megoldása, ha me > Sc-

7,4

7,8

-"5,6 <,

A'

Ak

Szerkesszük meg BC = a szakasz Thalész-körét (I), majd ezt metsszük el egy B kö­
zéppontú, mb sugarú körrel (k). E két
kör metszéspontja tnk= {Dl; D 2 }

(ha van) adja az AC oldal egyik pontját
(az mb magasság talppontját). Szerkesz­
szük meg BD I szakasz B-től számitott
3 :2 arányú osztópontját. ez a három­
szög M magasságpontja. Az M-ből a
BC-re állitott merőleges és CD I met­
széspontja adja a háromszög A csúcs­
pontját.
Diszkusszió: ha mb :2': a, akkor a fel­
adatnak nincs megoldása. Más esetek­
ben a feladatnak egy megoldása van (a
keletkezett megoldások egybevágók).
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szerkesztés
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Szerkesszünk az ABC háromszögbe négyzetet úgy, hogy 2 csúcsa például AB olda­
lon, a harmadik csúcsa AC oldalon le­
gyen (P'Q'R'S). Nagyitsuk a négyzetet
a háromszög A csúcsából úgy, hogya
beírt PQRS négyzet R csúcsa BC oldal­
ra essen.
Attól függően, hogy a háromszög me­
lyik oldala tartalmazza a négyzet két
csúcsát, több megoldás lehetséges.
Ha például a háromszög hegyesszögű,

három különböző megoldás van.

2k·m k ..--:::: m, masreszt
2

Ezt elosztva k-val kapjuk annak a magasságnak az értékét, amihez képest b kisebb,
egyenlő vagy nagyobb volta a megoldások számát eldönti.

Megjegyzés:
A Héron-képlettel kiszámolva az AEC háromszög területét, kifejezhetjük a szóban

forgó magasságot. A háromszög fél kerülete s =~ + k, igy területe egyrészt

Másik megoldás:
Szerkesszünk pl. az AB oldalra kifelé
egy ABLK négyzetet! Alkalmazzuk er­
re azt a C középpontú hasonlóságot,
amellyel a K pont képe (K) és az L
pont képe (L) AB-re esik. Minden C
középpontú hasonlóságnál A és B képe
illeszkedik AC, illetve BC oldalra.

r

28,6

f

r-m.

m

F

B

s

28,6

r

A

C

- (;?<----- --- -
--_ e --_ b- -- -

- -_I ---_

D,

a) Az ABC háromszög körülírt körének középpontja van mindhárom labdától egyen­
lő távolságra.

b) Mindegyik csapattagnak 2r távolságot kell futnia, ahol r az egyenlő szárú ABC
háromszög körülírt körének sugara.
Az ABC háromszög AC alapjához
tartozó magasságára:

m2 = 292 _ 28,62 = 23,04, ezért
m = 4,8 cm (m > O).
Az AFS derékszögű háromszögből

Pitagorasz-tétellel adódik:
2 2 2

r = 28,6 + (r - 4,8) .
Ebből r = 87,6 cm, vagyis mind-
egyik csapattagnak 175,2 cm-t kell
futnia.

Készitsünk vázlatot! Ha azfátlót c-vel eltoljuk úgy, hogy felső végpontja egybees­
sék e felső végpontjával (c), akkor egy e,f és a + c (azaz 2k) oldalú háromszöget
hoztunk létre. A megoldás tehát ennek (az AEC háromszögnek) megszerkesztésével
kezdődik. Majd a C középpontú b sugarú kőrivvel kimetsszük az AE szakaszból a
B ponto(ka)t, ahová .vísszatolva'' az f átló alsó végpontját, a felső megadja D-t.
Diszkusszió: az e,1, 2k szakaszokra teljesülniük kell a háromszög-egyenlőtlensé­

geknek, különben nincs megoldás. Ha b "túl rövid", azaz kisebb az AEC háromszög
AE oldalához tartozó magasságánál, akkor sincs megoldás (mert a köriv nem éri el
az alapot). Ha b egyenlő ezzel a magassággal, akkor van (egy, derékszögű) megol­
dás. Ha pedig nagyobb ennél, akkor két (többnyire különböző) megoldás van (mint
az ábránkon is). Ha ezen belül e = f, akkor a keletkező két trapéz egybevágó, és
szimmetrikus is.
vázlat

D c C

~f~-------
A a B---c---"""-E

2k

---~
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,C

" 5 t.;
Ebbol x = 3,75; m = -'i7 = 3,3.

4

CNM8 - CAB 8 a párhuzamosság miatt 2-2 szögük egyenlő, igy megfelelő sza­
kaszaik aránya is egyenlő.

MNAB 3e 6
--=- azaz---=-
CQ PC' m-2e m

m - 3,3 értéket behelyettesitve e - 0,9, tehát a berajzolt téglalap oldalai:
ML = 2e = 1,8 cm; MN = 3e = 2,7 cm.
(Ha az AB oldalon levő téglalap oldal a rövidebb, akkor a berajzolható téglalap
oldalai 1,6 cm és 2,4 cm hosszúak.)

c) A feladatnak 6 különböző megoldása van aszerint, hogy a háromszög melyik ol­
dalára illeszkedik a téglalap 2 csúcsa, illetve ezen az oldalon a téglalap rövidebb
vagy hosszabb oldala van.

a) Jelöljük e-vel a két kör egyik közös külső érintőjét! Ennek a körökkel való érin­
tési pontjai E" E2. O,E, és O,E, az érintési pontokhoz húzott sugarak, ezért me-

--->
rőlegesek e-re. Toljuk el E,E2 szakaszt E,O, vektorra!. E2 képe P lesz és
0, P02 1: = 90". Ezért P illeszkedik 0, O2 szakasz Thalész-körére. Másrészt
02P = l cm, igy P illeszkedik az O2 középpontú l cm sugarú körre is. Így P
megszerkeszthető. e-t megkapjuk, ha O,P egyenest 02P irányában 2 cm-re eltol­
juk. H, az e és 0, O2 egyenesek metszéspontja.
H,O,E, és H,02E2 háromszögek hasonlóak, mert szögeik páronként egyenlők.

Ezért a megfelelő oldalak aránya egyenlő: Hp, E,O,
Hp, E,O,

x 2
Legyen x = H,O" ekkor H,O, = x + 8 és az egyenlőség: 3'

x+8

a) Rajzoljunk az ABC8-be olyan tég­
lalapot, amely oldalainak aránya
2: 3, és 3 csúcsa a 80ldalaira illesz­
kedik. (K'N'M'L') Nagyitsuk a tég­
lalapot A-ból úgy, hogy M' képe a
BC oldalra illeszkedjen =} KLMN
téglalap, melynek oldalaira teljesül:
ML 2- -
KL 3

@Legyen ML = 2e, KL = 3e.
Számitsuk ki az ABC8 AB oldalhoz tartozó magasságát például Pitagorasz
tétele segitségével az APC, illetve CPB derékszögű háromszögekre: AP := x =}

PB=6-x;PC:=m

x
2+m2=s2}
2 2 2(6 -x) + m = 4

4

3y

. AK AC
Mivel AKL 8 - ACB 8, Igy - = -- =}

KL CB
" 120

Ebbol y = - = 3,2 (cm).
37

Tehát az adott háromszögbe két olyan négyzet szerkeszthető,melynek csúcsai
24 . 120

a háromszög oldalaira esnek, ezek oldalhossza - cm, Illetve - cm.
7 37

b) AKL8 - ACB8 - MNB8, mert két-két szögük egyenlő, igy megfelelő olda­
lainak aránya is egyenlő.

Legyen y a keresett KLMN négyzet oldala.
. . MN AC Y 8 ből 3MlvelACB8-MNB8,lgy -=- =} -=-,eb o NB=-y.

NB CB NB 6 4
3 7

AK = AB - KN - NB = lO - Y - - y = lO - - y
4 4

7
lO--y

4

Pitagorasz tételének megfordítása miatt a kérdéses háromszög derékszögű. A szer­
kesztendő négyzet kétféleképpen helyezhető el, lásd az IX és fl ábrát.

IX) a) Szerkesszünk az ABC háromszögbe négyzetet úgy, hogy a négyzet egyik csú­
csa C, másik két csúcsa egy-egy befogón legyen. Nagyitsnk a négyzetet a há­
romszög C csúcsából úgy, hogy a beirt négyzet E csúcsa az AB oldalra essen I

b) Legyen x a keresett CDEG négyzet oldala.
EGB 8 - ACB8, mert két-két szögük egyenlő, igy megfelelő oldalainak ara-

. " 6 - x 6 Ebb "l 24 34 ( )nya IS egyenlo -- = -. o x = - =, cm.
x 8 7

fJJ a) Szerkesszünk ezután az ABC háromszögbe négyzetet úgy, hogy 2 csúcsa az
AB oldalon (az átfogón), a harmadik csúcsa AC oldalon (az egyik befogón) le­
gyen. Nagyitsuk a négyzetet a háromszög A csúcsából úgy, hogy a beirt négy­
zet M csúcsa a BC oldalra essen.

IX)
C

fJJ
C

! L M
D !

~.
!

!

.~-x >-1! .'
X x

A E B A K~N BY

amiből x = 16, O,H, = 16 cm.
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Ic

O

f

O

m

c

c

A ('----p--C?' B

A 1---"=.JL'-----+---' B

Szerkesszük meg AB oldal f felezőme­

rőlegesét, ezen vannak azoknak a kö­
röknek a középpontjai, melyek A-n is
és B-n is áthaladnak. Állítsnnk B-ben
merőlegest BC-re (m), m rvf = {OJ
annak a körnek a középpontja, amely
B-ben érinti BC oldalegyenest (OB su­
gár merőleges a BC érintőre), és átha­
lad A-n.
Több megoldás is lehetséges attól füg­
gően, hogy a kör a háromszög melyik
két csúcspontján halad át, és melyik
oldalegyenesét érinti (max. 6 db meg­
oldás).

Egy ilyen körnek az O középpontja pl.
a y szög szögfelezőjének és a y-val
szemközti AB oldalnak a metszéspont­
ja. O-ból merőlegest állítunk a másik
két oldalra, e merőlegesek adják a ke­
resett kör sugarát.
A feladatnak 3 megoldása van aszerint,
hogy melyik oldalon van a kör kőzép­

pontja.

Oz

EJ

p

E.:v--~

Megjegyzés:
l. HJ megszerkeszthető a körök középpontos hasonlóságának felhasználásával is:

A H, középpontú 3 : 2 arányú hasonlóság kl-et kTbe, kl egy tetszőleges OIQ,
sngarát a k2 kör ezzel párhnzamos és egyirányú OZQ2 sngarába viszi. Ezért vá­
lasszuk ki a két kör egy-egy párhnzamos és egyirányú O,Q, és 02Q2 sugarát.
QlQ2 egyenes átmegy e H, ponton. Mivel H, illeszkedik a körök O, Oz cent­
rálisára is, HJ a két egyenes metszéspontja.

2. A HIOIEI és H l02E2 háromszögek hasonlóságának felhasználásával is meg­
szerkeszthető HJ. 2· OIOTt kell felrnémi Ol-től O,OTre.

b) H2 szerkesztése az ábrákrólleolvasható.

e

H20,E, és H20zE2 háromszögek hasonlóak, mert szögeik páronként egyenlő.

Ezért a megfelelő oldalak aránya egyenlő: HlO, E]O]
HzOz e.o,

11684,1 A vizsgált téglalapot felbontottuk 200 darab l cm oldalhosszúságú négyzetre.

2
3 '

Y
8-y

Legyen y = 0 IH2, ekkor 02H2 = 8 - y és az egyenlőség:

amiből y = 3,2, 0]H2 = 3,2 cm.

Megjegyzés:
H20 lEl - H z02Ez, ezért a Hz szerkesztésekor O]OTt 2: 3 arányban kell osztani.

A téglalap belsejébe eső négyzetcsúcspontok megfelelnek az adott feltételeknek,
más pontok pedig nem.
Így a keresett pontok száma 9 . 19 = 171.
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p

Jelölje a P-hez tartozó érintők éríntési pontjait E" Ez. POEl LI. '" POEz LI., szögeik:
30°, 60°, 90° (mert a rövi-
debbik befogó az átfogó
fele). Ezért ElOE2 -1 =
= 120°. A feladatban sze­
replő harmadík, Q pont­
beli érintőnek az előző­

ekkel alkotott metszés­
pontja legyen F" Fz. Mi­
vel E,OF, és QOF" va­
lamint EzOFz és QOFz
háromszögek - két oldal
és anagyobbikkal szem-

A tükrözés miatt AB' = AB, ezért B' il­
leszkedik az A középpontú AB sugarú
körre.
A körvonal minden pontja előáll B va­
lamely e egyenesre vonatkozó tükör­
képeként: Legyen B' a körvonal B-től

különböző pontja. Az ehhez tartozó e
egyenes a BB" szakasz felező merőle­

gese (amely AB = AB" miatt A-ra il­
leszkedik). A B ponthoz tartozó e
egyenes az AB egyenes.

91

Legyen PQRS egy olyan téglalap, mely a feltételeknek megfelel.
A téglalap RQ oldalánakffelezőmcrő-
legese nyilvánvalóan felezőmerőlegese

a téglalap SP oldalának is. Mivel RQ a
k körnek húrja, f áthalad k O kőzép­

pontján. Ebből következik, hogy
OP = OS. Tehát az S pont az adott k
körrel koncentrikus OP sugarú k' kö­
rön fekszik.
A k' kör egy tetszőleges T pontja csak
akkor tartozik hozzá a keresett pont­
halmazhoz, ha az PT-re P-ben állított
merőleges egyenesnek van a k körrel
közös pontja. Ez pedig csak akkor tel-
jesül, ha PT <; 2r, ahol r a k kör sugara. Tehát a keresett ponthalmaz a k' körnek az
a T,PT2 köríve, melyre TlP = T2P = 2r. A P pont nyilván nem tartozik hozzá a
keresett ponthalmazhoz.

f

- - -:~

,

~

íXI (X2

"
I

T

~

T*

A------ O

Ak----,t-<O

e

e

t, -> /

Legyen a két tükör a könyvlap sikjára
meröleges, igya t, és /z tükörre beeső,

illetve visszavert fénysngarak ábrázol­
hatók a könyvlap sikjában.
Ismert, hogya tükörre beeső és vissza­
vert fénysugarak beesési és visszaverő­

dési szöge egyenlő, tehát "'l = "'2 és

Pl = P2'
Az ábrán t l' l2 valamint a beesési me­
rőlegesek egy téglalapot határoznak
meg, igy if! = 90° és "'2 + Pl = 90".

Ezekből 2"', + 2p, = 180°, tehát e Ilf
Megjegyzés:
a) A tükörről úgy verődik vissza a

fénysngár, mintha a fényforrás tü­
körképéből indnIt volna. Az ábrán
y + lJ = 90° és lJ + e = 90°, ezért
e = y, azaz e Ilf

b) Ha a beeső fénysngár éppen a két
tükör síkjának metszésvonalára ér­
kezik, akkor a visszavert fénysugár
és a beeső fénysugár egyenese azonos.

Legyen A-nak az egyik átmérőre eső

merőleges vetülete T. igy ATO -1 = 90°,
azaz T pontból az AO szakasz derék­
szögben látszik, tehát T illeszkedik AO
szakasz Thalész-körére. Az A pontot
az AO átmérőre, az O pontot az AO-ra
merőleges átmérőre eső merőleges ve­
tületként kapjuk.

90

Az AO átmérőjű körvonal minden
pontja A-nak valamely átmérőre eső

merőleges vetülete. Legyen T* a kör
egy tetszőleges, O-tól kűlőnbőző pont­
ja. Ehhez a T'-ot tartalmazó átmérő

tartozik, mert Thalész tétele szerint
AT"D -1 = 90°.
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ben fekvő szögek egyenlősége révén - egybevágóak, ezért Fl OQ -1 = ~ . El OQ-1
2

és FzOQ -1 = ~ . QOE2 -1 . Ebből F lOF2 -1 = ~. E lOE2 -1 = 60°, azaz állandó, Q
2 2

felvételétől függetlenül (ahol Q a kisebbik E lE2 ív belső pontja).

(1690) Egy pontnak egy szakasztól való távolságát úgy értelmezzük, hogy a pontot gondo­
latban összekötjük a szakasz pontjaival; az összekötő szakaszok közül a legrövi­
debb hosszát nevezzük a pont szakasztól mért távolságának.
Jelöljük az adott szakasz végpontjait P·vel és Q·val. A pont és szakasz közötti tá­
volságnak az értelmezéséből következik, hogya PQ szakasztól pontosan I cm tá­
volságra levő pontok halmaza két szakaszból és két félkörből áll. A szakaszok az
adott szakasszal párhuzamosak, a félkörök középpontjai a szakasz végpontjai, su­
garuk I cm. Hasonlóan adódik az a
ponthalmaz is, melynek pontjaira az

teljesül, hogy PQ·tól pontosan 2 cm ( )
távolságra vannak. Erre a két ponthal-
mazra és az általuk határolt tartomány p' Q
pontjaira és csak azokra teljesül, hogy _
a PQ szakasztóIlegalább I cm, de leg-
feljebb 2 cm távolságra vannak.

Legyen IX = 75°, valamint a (J és a y
szögfelezőjének metszéspontja O, haj­
lásszöge rp. Mivel rpa BCO háromszög
külső szöge, ezért

tp = fl. + r. = 180° -IX = 900 _ ~ =
2 2 2 2

= 900 _ 75° = 52, SO.
2

a) (J = 40°. Mivel AC II BD, ezért
140°

IX = -- = 70° és y = 70°2 .

b) DAB -1 = 70° = 3SO és
2

ABD -1 = 110°, így
ADB -1 = 180° - 145° = 3SO, tehát
az ABD háromszög egyenlő szárü.

A

B

c

A

c

D~

A B

\60°,
C ~!

~~/
y . .. .

.

" ,/ ... ,"W-'.. !
.. ' _ 2 .

2 f3 ..

Kétféle lehetőség van aszerint, hogy az említett két szög egy háromszögben van-e
IX

vagy sem. Első esetben az ADE háromszögből "2 = 41°. Az 54° mellékszögeként

/j = 126° emiatt az ABD háromszögben fl. = 13°. Az eredeti háromszög szögei, 2
ekkor IX = 82°, (J = 26° és a szögösszeg miatt y = Tl".

Legyen e két szögfelező metszéspontja D. Az ABD háromszög A csúcsbelí szöge
IX 1800 - (J 1800 + (J .

ekkor "2' B csúcsbelí szöge pedig (J + 2 ,azaz 2 . Ezek a D·beh

60°.kal együtt kiadják a 180°·os szögösszeget, vagyis ~ + 180~+ (J 120°.

Ebből IX + (J = 60°, de ekkor az ABC háromszög szögösszege miatt y = 120°.

Dl

B

3

a

3

D

b

Az ABD derékszögűháromszög 12 cm hosszúságú átfogójának felezőpontj a Nz, te­
hát N2 a háromszög körülírt körének középpontja. Ezért a DN2 szakasz hossza 6 cm.

a) A DN[Nz háromszögből a háromszög egyenlőt- A

lenség szerint DN[ > DN2 - N 2N[ = 3 cm. Ami­
kor az A pont a D·be érkezik, akkor a DN[Nz há­
romszög elfajulóvá válík és DN I = 3 cm teljesül.
Ez tehát a keresett legkisebb távolság és ekkor
BD = 12 cm. (Amikor az AB szakasz .függőle­

ges" volt, a DNINz háromszög akkor is elfajuló
volt, de akkor DN I = 9 cm teljesíilt.)

b) Az N 2 pont azAB ntinden helyzetében 6 ern-re van
a D ponttól.

c) A DN2N3 háromszögből a háromszög egyenlót­
lenség szerint DN3 > DNz - N2N3 = 3 cm. Ami­
kor a B pont a D·ben volt, akkor a DN2N3 háromszög elfajuló volt és DN3 = 3 cm
teljesült. Ez tehát a keresett legkisebb távolság és ekkor BD = O. (Amikor az AB
szakasz "vízszintes", akkor a DN2N3 háromszög megint elfajuló, de ebben a
helyzetben DN3 = 9 cm.)
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Adjuk össze az első két egyenletet,
és ebbe helyettesitsük be a harma­
dik egyenlet alapján, az x + y helyé­
re a c-t!

a+b-c
2r+c=a+b => r='::"'.c...::_::

2
Derékszögű háromszögre vonatkozó
Pitagorasz-tétel miatt ha a befogók 6, illetve 8 cm, az átfogó 10 cm, akkor a há­
romszögbe írható kör sugara r = 2 cm.

x+r=a}
y+r=b
x+ y = c

a) Egy körhöz egy adott külső pontból húzott érintő szakaszok egyenlők, igy
AE =AG = x, BG = BH = y, CE = CH = r a beírt kör sugara, mert ECHO
négyzet.

6+7+J85 T 21
A fél kerület most = 11,11; így a sugár r = - = -- = 1,89.

2 s 11,11
Ha viszont a két adott oldal az egyik befogó és az átfogó, akkor a másik befogó

~72 _ 62 = .[]3 = 3,61. Az előbbi gondolatmenet szerint a terület abefogókból

Felhasználva a feladat megoldása előtt tett észrevételt, továbbá azt, hogy

BD = 10 cm, a BCD derékszögű háromszög hosszabbik befogója 1O'j3, azaz

a = 5.J3 (cm). Az ABC derékszögű háromszög AB átfogója a rövidebbik befogó

kétszerese, tehát c = 2a = 1O.J3(cm). Az ABC háromszög hosszabbik befogója

c.J3 10 . .J3 . .J3
b =- = =15 (cm).

2 2

révén rs.

Másik megoldás:
Írjuk fel a háromszög kétszeres területét kétféleképpen!
2T = a . b = ar + br + cr.

Ebből r = ab
a+b+c

@Ha a két ismert oldal a két befogó, akkor a Pitagorasz-tétel révén az átfogó

c = ~62 + 72 = J85 = 9,22. A háromszög területe egyrészt a két befogó szor-
ab 6·7

zatából - = -- = 21; másrészt a beirt kör keresett r sugara és a fél kerület (s)
2 2

R

IX

2

A

c

p

E

bD

10

R'

B

a

A második esetben a 85° mellékszögeként E = 95°, ekkor a BED háromszögben

~ = 31°. Ismét s= 126°, amiért az ABD háromszögben ~ = 23°. Ekkor a meg­

oldás: IX = 46°, (J = 62° és (érdekes módon ismét) y =n°.

B

A feladat megoldásánál az alábbi észre-
vételt használjuk fel. Ha egy 30° és 60°·
os hegyesszögekkel rendelkező derék-
szögű háromszöget tükrözünk a hosz-
szabbik befogójára, akkor az eredeti
háromszög és a tükörkép együtt egy
szabályos háromszöget határoz meg.
Ezért, ha egy ilyen derékszögű három-
szög átfogója x hosszúságú, akkor a

rövidebbik befogó hossza c:':., a hosz-
2

szabbik befogó hossza pedig x.J3.
2

Vizsgáljuk ezek után a feladat szöve­
gének megfelelő ábrát és használjuk a
jelöléseit.
A feltételek szerint a BCD derékszögű

háromszögben BDC 1: = 60°, igy

fJ. = 30°, azaz (J = 60°. Az ABC de­
2
rékszögű háromszögben (J = 60°, ezért
IX = 30°. Tehát a BCD háromszög is és
az ABC háromszög is olyan derékszö­
gű háromszög, melynek hegyesszögei 30° és 60°.
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c) Legyeu AC =b =6 és legyeuek a kör ériutési pontjai az oldalakon D, E, F (lásd
az 1698. feladat ábráját). Az érintés, illetve a báromszög derékszögűmivolta miatt
a CFKE négyszög minden szöge derékszög, két szomszédos oldala (KE, KF) su­
gárnyi, tebát egyenlő - vagyis e négyszög négyzet: CE = CF = 2. Így AF = 4,
BE = a-2, és a külső pontból a körhöz húzott érintőszakaszokegyenlőségemiatt
AD = 4 és BD = a-2 is igaz. Ekkor az átfogó c = a-2 + 4 = a + 2.

Felirva a háromszögre a Pitagorasz-tételt: (a + 2)2 = a 2 + 62

Felbontva: a 2 + 4a + 4 = a 2 + 36, amiből 4a = 32, azaz a = 8. (És c = 10.)

b

II

~C L.:..l=-L~------"A

a
a) A Thalész-tétel miatt a háromszög

köré irt kör középpontja az átfogó F
felezőpontja, sugara az átfogó fele.
. c
Igy a sugár r = - = 2,5 cm.

2
b) A beirt kör a háromszög oldalait az Ej, Eb E3 pontokban érinti, igy az ide hú­

zott sugarak merőlegesek az oldalakra. A beirt kör Q sugarának a meghatározá­
sához tekintsük az ABC háromszög területét, amelyet kétféleképpen irunk fel és
ezek természetesen egyenlők.

TABC = TOAB + TOBC + TOCA
a-b l l l- = -cQ+-aQ+-bQ

2 2 2 2
ab = Q(c + a + b)
12 = Q(5+3+4)

Q = l
Tehát a beirt kör sugara l cm.

c) Tudjuk, hogy egy külső pontból a körhöz húzott érintőszakaszokhossza egyenlő,

ezért a CE,OE2 négyszögben CEl = CE2·

Tudjuk továbbá, hogy e négyszög mindegyik szöge 90°, így a CE IOE2 négyszög
négyzet, s ezért CE, = OE2 = Q = l cm.
Az ábra alapján könnyen leolvasható, hogy BE l és a vele egyenlő hosszúságú

d' lBE 3 szakasz hossza 2 cm, az E3F szakasz hossza pe 19 "2 cm.

Így az OE,F derékszögűháromszögbeu, Pitagorasz tételét alkalmazva:

( J
,

2 2 2' l _ l_5
OF = OE, + E,F = Q +"2 - 1+ 4- 4'

Tehát a beirt és a köré irt körök középpontjai közötti távolság:

IS
OF = - ~ 1,12 cm.

2

az előző pontbeli ötlet alapján ekkor ezek az x 2 - 29x + 200 = O egyenlet gyö-

. 29±.J4I ('b . . k < 1'1" db)kei. Ezek pedig 2 ,azaz az a ra mereteme megre e o sorren en

a = 17,70 és b ~ 11,30. Az átfogó pedig c = a + b-8 = 21 (pontosan, hiszen a
gyökös tag kiesik).

Mivel az ABC derékszögü háromszög
befogóiról tudjuk, hogy a = 3 cm,
b = 4 cm, a Pitagorasz-tételt felhasz­
nálva c = 5 cm.

D

c

II

E r K

C~~r-----" A
F

b

a

10,82
8,30, így a sugár r ~-- ~ 1,30.

8,30

-Jl3+6+7

2
6-Jl3 ~ 10,82, a fél kerület

2

a) Legyenek a kör érintési pontjai az oldalakon D, E, F. Az érintés, illetve a bárom­
szög derékszögű mivolta miatt a CFKE négyszög minden szöge derékszög, két
szomszédos oldala (KE, KF) sugárnyi, tehát egyenlő - vagyis e négyszög
négyzet: CE = CF = l. Így AF = b - l, BE = a - l, és a külső pontból a körhöz
húzott érintőszakaszok egyenlősége miatt AD =
= b - l és BD = a - l is igaz. Ekkor az átfogó c =
= a - l + b - l = a + b-2. A háromszög kerülete
a + b + c = 15, beirva a c-re kapott eredményt:
2a + 2b - 2 = 15, amiből a + b = 8,5. Érvényes
továbbá a háromszögre a Pitagorasz-tétel:

(a+b-2)2 = a 2+b 2

Felbontva: a 2 + b 2 + 4 + 2ab -4a -4b = a 2 + b ';
amiből ab = 2a + 2b - 2.
Ajobb oldal éppen a kerület, tehát értéke 15. A két
befogó összegét és szorzatát ismerjük, ezt egyen­
letrendszerként megoldhatjuk. Elegánsabb azon­
ban a Vietc-formulák révén felismerni, hogy ekkor

a két befogó az x 2
- 8,5x + 15 = O egyenlet két

gyöke. Ezek pedíg (az ábra méreteinek megfelelő sorrendben): a = 6 és b = 2,5.
Az átfogó pedig c = a + b-2 = 6,5.

b) A terület ab = 100, amiből ab = 200. Az előző ponthoz hasonlóan kapjuk, hogy
2

CFKE négyzet, ezért CE = CF = 4. Így AF = AD = b-4, BE = BD = a-4.
Ekkor az átfogó c = a-4 + b-4 = a + b-8. Felirva a Pitagorasz-tételt:

(a+b-8)2 = a 2 + b 2, ezt felbontva: a 2+b 2+64+2ab-16a-16b = a 2+b 2
,

amiből: ab =8a + 8b - 32. A bal oldalról már tudjuk, hogy 200, igy 232 =
= 8a + 8b, vagyis a + b = 29. Megint ismerjük a befogók összegét és szorzatát,
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• I

A szabályos háromszög köré irt és beírt körének középpontja, súlypontja valamint
a magasságpontja egybeesik. Ezért a köré irt kör R sugara és a beirt kör r sugara kö­
zött R ~ 2r áll fenn, valamint az a oldalú szabályos háromszög m magassága

fi " 3 fi
m ~ R+r ~ a Ór-:- , Ezekboi 3r ~ -·R ~ a·-.

2 2 2

a) Az R ~ 10 cm sugarú körbe irt szabályos háromszög oldala

a~ R·fi ~ lOfi (cm);

b) az r ~ 10 cm sugarú kör köré írt szabályos háromszög oldala

a ~ r· 2· fi ~ 20fi (cm).

z

6

z

y

7
x

5

x

A külső pontból a körhöz húzott érin­
tőszakaszok egyenlősége miatt az ábra
szerint felirhatnnk három egyenlete!:

(I) x + y ~ 5)
(II) Y + Z ~ 6 .

(III) x+z~7

Ekkor (III) - (II) révén: x - y ~ J, amit
összeadva (I)-gyel: 2x ~ 6, vagyis x ~ 3. Ekkor (I)-ből y ~ 2, és (II) vagy (III) bár­
melyikéből z ~ 4.

f3

c

c

a) (J ~ 45° esetén a két egyenes egybeesik; <p = 0°.

o az ABC háromszög beírt körének
középpontja, a belső szögfelezők kö­
zös metszéspontja. Ezért

COB) ~1800-(~+~)~

~1800 J800-"~900+::~125".
2 2

Az alapou fekvő külső szög J80° - cc = 3y. Másrészt a háromszög belső szögeinek
összege: 2" + y = 180°. Ezekből y ~ 36° és ,,~ n°.

Az 1704-es feladat goudolatmeuetét felhasználva: AOB ) ~ 90° + ~.

Mivel AOB ) ~ 145", ezért y = 290° - 180° = 110° > 90°.

11709.1 Jelöljük a keresett szöget <p-vel. A különböző eseteket (J nagysága szerint vizsgáljuk:

Jelöljük az alapon fekvő szögeket ,,-val. 1800- a ~ 4". Ebből ,,~ 36°; a három­
szög szögei: 36°, 36°, 108°.

11708.1 Egyrészt 180° - a ~ 8", ebből o: ~ 20°; másrészt 180° - (J ~ 3(J, ebből (J ~ 45°. Te­
hát y ~ 180° - 20° - 450 ~ 115" > 90°.

c

a

M
,//

A L-:f./__" ------'-''-------'' B

c) Az ACM háromszög magasságpontja
B pont, mert AC .L MB, AM .L BC,
CM L AB, igy ACM háromszög
magasságvonalai CB, AB, MB.
Ezek metszéspontja B.
Általánosan is igaz, hogy hegyesszö­
gű vagy tompaszögű háromszögnél a
háromszög csúcsai és magasságpontja közül bármely három pontot kiválasztva
ezek egy háromszöget alkotnak, melynek a magasságpontja a negyedik pont.

Az ABM háromszöget vizsgáljuk meg
részletesen. Az M-ből az AB-re bocsá­
tott merőleges ráesik az ABC három­
szög AB-hez tartozó magasságára. Az
A-ból az MB-re (illetve annak meg­
hosszabbitására) bocsátott merőleges

ráesik az ABC háromszög AC oldalára;
hasonlóan a B-ből az MA-ra (illetve
annak meghosszabbitására) bocsátott
merőleges ráesik az ABC háromszög
BC oldalára. Így e három merőleges (magasságvonal) közös pontja a C, vagyis ez
az ABM háromszög magasságpontja. Hasonlóan végiggondolható, hogy az AMC
magasságpontja B, az MBC-é pedig A. (Vagyis a négy közül bármely három pont
alkotta háromszög magasságpontja a negyedik. E speciális, kölcsönösen szimmet­
rikus szerep miatt ezeket ortocentrikus pontnégyesnek nevezik.)

a) A megadott adatokkal szerkeszthető

háromszög (teljesülnek a három­
szög-egyenlőtlenségek). A három­
szög tompaszögű.

b) A szerkesztés az ábráról leolvasha­
tó.
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9!11'·------------------1
I

b) P= 90° esetén <p = ~ = 22,5° (= ~ - 22,5
0

}

{3=90"

c l
A feltételek szerint IX = - (P + y), illetve p: y = l : 2. Ezekből y = 2p és IX = p.3 .
A háromszög szögeinek összege IX + p + y = 4p = 180". Ebből IX = P= 45° és
y = 90°. A háromszög derékszögű, köré irt körének középpontja az átfogó felező­

pontja, azaz a háromszög 'határán' fekszik.

c

o

A

B "---"""""...J.:..""-----....>.C

Használjuk az ábra jelöléseit!
Külső pontból a körhöz húzott érintő­

szakaszok egyenlők, ezért BA, = BC"
valamintA,C = B,e.
Így BC = BA, +A,C = BC, +B,e.

Az egyenlő szárú háromszög szimmetriatengelye egybeesik a szárak által bezárt
szög szögfelezőjével és az alaphoz tartozó magasságvonallal és súlyvonallal, ezért
a súlypont is erre illeszkedik. Így a) igaz, c) hamis.
A háromszög tetszőleges csúcsúhoz tartozó súlyvonal háromszögbe eső szakaszát a
csúccsal szemközti középvonal felezi, a súlypont pedig harmadolja, ezért a súlypont
nem eshet a háromszög egyik középvonalára sem, tehát b) hamis.

Az egyenlő szárú háromszög szimmetriatengelye egybeesik a szárak által bezárt
szög szögfelezőjével és az alaphoz tartozó magasságvonallal, ez utóbbira illeszke­
dik a háromszög magasságpontja, ezért a) és b) igaz, c) hamis.

45" < {3< 90"

c

~
A T F B

c) p< 45° esetén BTC és ATC három­
szögeket vizsgálva:

<p +!- +p= 90° és 45°+!- -<p = 90°.
2 2

A két egyenlet különbsége:
2'1'+ p- 45" = 0°, azaz

'1'= 22,5o
_ t .

2

d) 45" < p< 90° esetén BTC és ATC
háromszögekből:

p+!- - '1'= 90° és 45°+!- + <p = 90°.
2 2

A második egyenletből az elsőt ki­
vonva 2'1'- P+ 45° = 0°, azaz

<p = t- 22,5° adódik.
2

c

F

11714.1 a) 3' + 6' = (.J4s)';
c) 2a2 + 5a 2

= 7a 2
;

d) a 2 + a2b 2
= a 2

(l + b\

A Pitagorasz-tétel megfordítása miatt az a), c) és d) pontokban szereplő háromszö­
gek derékszögűek.

Mivel 4 + 6 = 10, ezért ab) pontban szereplő szakaszokból nem szerkeszthető há­
romszög, tehát nem lehetnek egy derékszögű háromszög oldalai.

Tehát mindegyik esetben a keresett szög:

<p = 1~-22,5°1·
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b) Vékony homogén lemez esetén a helyzet ugyanez. Ha a lemezt vékony esikokból
rakjuk össze, minden esik tömegközéppontja a felezőpont, tehát rajta van a súly­
vonalon. Ugyanez igaz másik irányú csíkokra, ezért a másik súly vonalon is rajta
kell lennie a tömegközéppontnak. Így ismét a súlypont adódik. Lásd az előző

ábrát!

B

A

CA szögek meghatározásához vegyünk
fel egy ábrát! Az ADC háromszög szö­
gei: 90°,45°, tehát a harmadik szöge is
45°, igy egyenlő szárú.
Ezért DC = 10 km. Vagyis D az ABC
háromszög köré irható körnek a közép­
pontja. Emiatt BDC háromszög is
egyenlő szárú, azaz
DCB 1- = DBC 1- =15°.
Ugyanigy ADB háromszög is egyenlő

szárú, azaz DAB 1- = DBA 1- = 30°.

a) Eszerint az ABC háromszög szögei rendre:
IX = 30° + 45" = 75°; fl = 30° + 15" = 45"; Y = 15" + 45° = 60°.

b) Pitagorasz tételéből: A C = 1O-J2 ~ 14, 14 (km).
Bontsuk az ABD A-et a D-beli szögfelezővel két nevezetes (30°-60"-os) három-

szögre, ahonnan AB egyszeruen kiszámítható: AB = 1O.J3 ~ 17,32 (km). (Lásd
az ábrát is!)

@Húzzuk be az AT magasságot (lásd az ábrát), igy két nevezetes A keletkezik. Az

, AC 1O-J2 t: .
ACT 30-60 fokos, ezert CT = - = -- = 5"12; az ATB pedig 45-45 fokos,

2 2
, AB 1O.J3 rr : r: t:

ezert TB = -J2 = -J2 = 5"16; Igy BC = 5("16 + "12) ~ 19,32 (km).

A befogók: 3x, 4x, összegük 3x + 4x = 35. Innen x = 5 egység.
A derékszögű háromszög befogói: 15 egység, illetve 20 egység,

átfogója: 25 egység,
l

területe t = - ·15·20 = 150 (terület egység).
2

I
Az átfogóhoz tartozó magasságot jelöljük m-mel! Felírhatjuk: t = "2 ' 25· m.

Ebbőlm = 12 egység.

A háromszög derékszögű,mert 10 =~.
Csak a derékszögű háromszögre igaz, hogy a leghosszabb oldalhoz (átfogó) tartozó
magasság két olyan szeletre bontja az oldalt, melyek mértani közepe az adott ma­

gasság. (Magasságtéte!.)
ADC'" - CDB "', mert 2-2 oldal aránya és a közbezárt szög egyenlő,

(
4 10 900) . f I l" .' ik i I"k_ = _. ADC1- = CDB1- = , Igy meg e e o szagel IS egyen o .
10 25'

C
IX=Ö; fl=e

A háromszög belső szőgeinekösszeg t.ir~~i~
180°.
IX+ fl+ e+ Ö = 180° 10
ö+e=900 IX. fl
Tehát a háromszög derékszögű. A 4 D 25 B

Az állítás igaz. Ha egy egyenlő szárú derékszögűháromszög átfogója x, akkor a be­
2

fogója --"'--; területe pedig ~. Ha az eredeti háromszög befogóit a-val és b-vel,
-J2 4 2 b2 2a c

átfogóját pedig c-vel jelöljük, akkor az állítás szerint 4 + 4 = 4'
Ez pedig a Pitagorasz-tétel szerint igaz.

a) A háromszög "klasszikus" súlypontjában, hiszen két csúcsba helyezett egyenlő
tömeget a felezőpontjukba helyezett
kétszeres tömeggel lehet helyettesi­
teni. Ezt a felezőpontot a szemközti
csúccsal összekötő szakasz (súlyvo­
nal !) azon pontja lesz a három tö­
meg tömegközéppontja, amely a na­
gyobb, kétszeres tömegtől fele
olyan messze lesz, mint a szemközti
csúcstól, tehát éppen a szakasz har­
madoló pontja. Ez pedig ajól ismert
súlypont.

11720.1 a) AzABCD téglalap K középpontj ából azAB oldal látszik 120°-os szögben. Ekkor
a szomszédos BC oldal a K pontból 600-os szögben látszik. A téglalap átlói
egyenlők, igy aBC a két félátlóval egyenlő oldalú háromszöget alkot.

b) A téglalapot átlói két szabályos háromszögre és két olyan egyenlő szárú három­
szögre bontják, amelyek szárszöge 120°.
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F

B
E

2 3 1 3
r = - .- -

2 2 4

D F C

Másik megoldás:

a) A B-ből és C-ből a beirt körhöz hú­
zott érintőszakaszokegyenlők:

3 l
BT = BE = - CT = CF = -.

2' 2
Az OEBT deltoid szimmetriaátlója
OB és az OTCF deltoid szimmetria­
átlója OC egyben szögfelezők is,
ezért BOC <): = 90". Alkalmazzuk a

BCO derékszögűháromszögre a magasságtételt:

Így a trapézba írt kör sugara: r = 0/3 (cm).
2

b) A trapéz magassága m = 2r = 0/3
egység. Az EBK és FKC háromszö-
gekre felirható a Pitagorasz-tétel:

9 r: I
R2 = y' + 4: ' R' = ("3 - y)' + 4: .
Az első egyenletből a másodikat ki-
vonva O = 20/3 . Y-I, amiből A \'-----"4----'==0'\ B

I 0/3
y = 20/3 = (;

5 , 50/3
Az egyenletet megoldva x = r;:: , vagy mas alakban x = --.

2,,3 6
x értékét visszahelyettesitve például (l J-be:

(5~J +~= R
2

75 I z
-+-=R
36 4 '

84 = R'
36 '

melyből R = ~.
Tehát a vizsgált szimmetrikus trapéz kőré irt körének a sugara: kb. 1,53 cm.

AB:::: 3 cm

DC:::: 1 cm

R

3

2

p

G

p

o

E,

A '(..==~__,4-----==~ B

(l).

a) A beirt kör O középpontjából az
érintési pontokba húzott sugarak
merőlegesek a trapéz megfelelő 01­
dalaira. Így OP L DC, OQ L AB.
Mivel AB II DC a P, Q, O pontok
egy egyenesre illeszkednek, s ez az
egyenes a körnek is és a trapéznak A L-__--''=-~é4----'B

is szimmetriatengelye. Q S

Ebből következik, hogy CP = DP =~, AQ = BQ =~.
2 2

Mivel egy külső pontból a körhöz húzott érintő szakaszok hossza egyenlő, ezért
CP = CEl és BQ = BEI, tehát BC = BEI + CEl = CP + BQ = 2 (cm). Termé­
szetesen AD = 2 cm.
Ha a C pontból az AB oldalra bocsátott merőleges szakasz talppontja S, akkor

_ mivel CSQP téglalap - QS = PC = ~. Így a BCS derékszögű háromszög 01-
2

dalai: BC = 2 cm, BS = QB - QS = I (cm), CS = 21'.

Pitagorasz tételét felhasználva (21')2 + 1
2

= 22, melyből 1'= 0/3 adódik.
2

Tehát a beirt kör sugara 1'= 0/3 = 0,87 (cm).
2

b) A tengelyesen szimmetrikus trapéz köré irható kör R sugarának meghatározásá­
hoz vizsgáljuk az ábrát.
Az ABCD szimmetrikus trapéz köré
irt kör G középpontja illeszkedik a
trapéz PQ szímmetriatengelyére.

Az előbbiek miatt PQ = 21'= 0/3 cm.

Így, ha PG = x, akkor QG = 0/3 - x.
A PGC derékszögűháromszögben

Készítsük el a feladatnak megfelelő ábrát és használjuk a jelöléseit.

A GQB derékszögűháromszögben

(0/3 - x)' + (%)' = R' (2).

Vonjuk ki (2)-ből (l)-et

3 - 2 !3x + x' + ~ - x2
- ~ = O,,-' 4 4'

3-20/3x+2=0.
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Ha a Thalész-kor sugara r, akkor a trapéz szára és a feltétel szerint a középvonala

is 2r, tehát egyenlők.

c

30mm

Q

SO mm

25 III

B

30 mm

p

Az ABCD négyszög oldalfelező pont­
jait jelöljük P, Q, R, S-sel. PQ az ABC,
SR az ACD háromszög AC oldalával
párhuzamos középvonala, igy PQ II SR,

l .'valamint PQ = SR = - AC. Ezert rmn-
2

den négyszög oldalfelező pontjai pm'a­
lelogrammát alkotnak. E paralelogram­
ma oldalai a négyszög átlóival párhuza­
mosak.
(PQ II AC II RS, illetve QR II BD II PS)
Egy négyszög oldalfelező pontjai akkor és csak akkor határoznak meg téglalapot,
ha a négyszög átlói merőlegesek egymásra.

a) A feladat feltételei szerint készült az ábra, amely-
rőlleolvasható, hogy a deltoid oldalai:

~252 + 302 = 39,05 (mm) és

~502 + 302 = 58,31 (mm).

Ezzel a kerület: 2(39,05 + 58,31) = 194,72 (mm).

b) A terület az ismert ef képlet szerint:
2

2250 rnm- = 22,5 cm".

c) A deltoid szerkesztési menete a következő. Fel­
vesszük a 60 mm-es átlót. A felezőpontjában álli-
tott merőlegesre az egyik irányban 25, a másikban 50 mm-t mérünk fel. Ezzel
már meg is kaptuk a deltoid négy csúcsát.

a) Az első esetben, ha az oldal 0,5 m, akkor a rövidebb átló hossza:
t; ef 1,3· 0,707 O 46 ( 2)

0,5,,2 = 0,707 (m). A terület ekkor: :2 = 2 =, m.

A másik esetben először a Pitagorasz-tételből a másik oldalra 1,2 m adódik (az 5,
12,13 pitageraszi szárnhármas tizedrészéről van szó). Innen a terület két derék-

05·1,2
szögű háromszög terűleténekösszege, azaz 2· ' 2 = 0,6 (m-).

b) A másik átló az első esetben, mint láttuk 0,5{2 = 0,707 (m).
ef 1,3 f

A második esetben: T = 0,6 = 2 = 2' ahonnanf = 0,923 (m).

c

adódna.

1,3

fi
6

0,5

D

e

Két eset lehetséges a szö­
veg alapján, lásd a két
ábrát. Az egyik lehető­

ség, hogy a szimmetria­
tengelyen levő egyik szö­
ge derékszög (1. eset); a
másik, hogy a két szim­
metrikus szög derékszög
(II. eset).

.. ' b 2 1 9 7
Ezt visszahelyettesítve az elso egyenlet e R = - + - = -,

12 4 3

a trapéz köré irt kör sugara: R =ff =~ = 1,53 (cm).

Megjegyzés:

Ha a körülírt kör középpontja a trapézori kívül lenne, akkor y-ra

A duzzasztógát trapéz keresztmetszetű, tehát területe:
a+c a+ll

T = --m= --·22= 473.
2 2

Ebből a = 32, és rnivcl minden adatot méterben, a területet négyzetméterben ismer­
tük, ezért a válasz: a gát alapja 32 méter széles.

Bocsássunk a paralelogramma B, C, D csúcsaiból merőlegeseketaz e egyenesre! A
merőlegesek talppontjai: B" C" Dl'
Vizsgáljuk a D,B,BD trapézt és az
ACI C háromszöget! Mivel a paralelo­
gramma átlói felezve metszik egymást
(azaz O pont a BD és az AC szakaszok
közös felezőpontja), ezért a trapéz és a
háromszög e-re merőleges k kőzépvo­

nala egybeesik. Fejezzük ki a középvc­
nalat a vele párhuzamos oldalakkal:

k BB, + DD, CC, h' BB DD CC . b' . . k k= --, te at l + ,= "amit izonyítam a artun .
2 2

Megjegyzés:
Ha AC 1. e, akkor a háromszög "elfajuló".
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Trapéz, ha, a BC II AD vagy az AB II CD feltétel teljesül. (Az utóbbi esetben rom­
busz.)

Paralelogramma, ha AB II CD vagy ha AD = BC feltétel is teljesül. (Mindkét eset­
ben egyben rombusz).

Négyzet, ha AB II CD és pl.: ABC 1: = 90°, vagy ha AD = BC és pl.: ABC 1: = 90",
vagy ha ABC 1: = BCD 1: = 90°.

Deltoid, ha rombusz, azaz, ha az AB II CD, vagy ha az AD = BC feltétel is teljesül.

a) Igaz. Minden rombusz deltoid.

b) Igaz. Lehet konkáv is. c) Hamis.

c) Hamis. A deltoidra is teljesül ez a tulajdonság.
Ilyen négyszöget kaphatunk akkor is, ha egy del­
toid valamelyik oldalegyenesét eltoljuk.

d) Igaz. A konkáv négyszögnek.

e) Hamis. Pontosan egy szimmetriatengelye van a
deltoidnak, ha nem rombusz és a tengelyesen szim­
metrikus trapéznak, ha nem téglalap.

I
-------,--------

I
I

I t
I

I

I

I

I
-------,----

I

I

I

I

I t
I

Az r sugarú körbe irt szabályos hatszög középpontja és két szomszédos csúcspontja
r oldalú szabályos háromszöget határoz meg.
A szabályos hatszög szemközti oldalainak távolsága két, r oldalú szabályos három-

szög magasságának az összege: 2· '-{3 = r .{3 = 3 .{3 (cm).
2

Az r sugarú kör köré irt szabályos hatszög szemközti csúcspontjainak távolsága az

r magasságú szabályos háromszög a oldalának a kétszerese. Az r = .'.:. {3 -ból a
2

keresett távolság 2a = ~ = ~ = 4· {3 (cm).

a) Igaz. Pontosan két szimmetriatengelye van egy speciális deltoidnak, a rombusz­
nak, ha az nem négyzet.

b) Hamis. A paralelogrammák közül csak a téglalapoknak és a rombuszoknak van
szimmetriatengelyük.

c

o

B

E
F~:::====r, D

A

Igen. Az alább alkotott hatszög minden
átlója egyenlő, valamint szemközti ol­
dalai párhuzamosak és egyenlők. Le­
gyen az O középpontú kör három át­
mérője AD, BE és CF, és a két szom­
szédos átmérő hajlásszöge ne legyen
60°. Ekkor ABDE, BCEF és CDFA
négyszögek középpontosan szimmetri­
kusak, tehát paralelogrammák (sőt mi­
vel átlóik egyenlő hosszúságúak, ezért
egyben téglalapok is). A paralelogram-
ma szemközti oldalai párhuzamosak és
egyenlő hosszúságúak, ezért az
ABCDEF hatszögre valamennyi felté­
tel teljesül, de nem szabályos.

Megjegyzés:
A feltételeknek eleget tevő hatszöget kaphatunk akkor is, ha az O középpontú, fél­
körivnél kisebb ivén felvett A, B, C pontokat tükrözzük O-ra; D = A', E = B' és
F = C.

a) Hamis. Lehet pl.: tengelyesen szimmetrikus tra­
péz (ún. húrtrapéz) is, de rajzolhatunk más négy­
szöget is: két egyenlő hosszúságú, egymást met­
sző szakasz végpontjai ilyen négyszöget alkotnak.

b) Hamis. A deltoid átlói is merőlegesek egymásra.
Ilyen négyszöget kapunk akkor is, ha pl.: két egy­
másra merőleges egyenesen megjelölünk a met­
széspontok által elválasztott 2-2 pontot.
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a

d) Hamis. (Toljnk el a szabályos hat­
szög oldalegyeneseit pl. az ábrának
megfelelően, igy szögei nem változ­
nak, oldalai azonban igen.)

b) Hamis.

Megjegyzés:
x ~ OA, meghatározható másként is:

a) az a·.[3 alapú x szárú OA,B 2 egyenlő szárú háromszögből is (ennek alaphoz

, ,a2.[3
tartozo magassaga - + - .a .-J, vagy

2 3 2

Az OFA, derékszögű háromszögben Pitagorasz tétele szerint: x
2
~ OF

2 + FA,2,
1.[3, a .

ahol OF~a+-'a'- es FA, ~-.
3 2 2

Innen x ~ a· [I + ~r+ ~ ~ a- ~ 4
+3.[3 ~ 6 ~ 4

+3.[3 ~ 2 .~12 + 3.[3 egy­

ség ~ 8,294 egység.

11737.1 a) A keresett szög, mivel az ábrán lát­
ható módon éppen egyszer fogunk
körbefordulni. 360°.

b) Az n ~ 7 oldalú sokszög belső

szögeinek összege:
(n - 2) . 180° ~ S . 180° ~ 900°.

c) Egy négyszög mellett egy ötszög
keletkezik a kivánt átló behúzásá­
val. Ezek szögeinek összege 360°,
illetve 540°. A hétszög szögösszege
a két rész összegeként is megkapha­
tó, tehát ebből is kijön a 900°.

b) az OA, C háromszögből a koszinusztétel segitségével.

11736.1 A szabályos sokszög definiciója miatt igaz: a), c) és e).

F

P
2

P
2

2

IX

B

c

aA

A kapott alakzat a szabá­
lyos háromszög szim­
metriatengelyeire szim­
metrikus, ezért
OA, ~ OA2 ~ OB, ~

~ OB2 ~ OC, ~ OC2 ,

ahol O az a ~ 6 egység
oldalú szabályos három­
szög súlypontja. Tehát az

A" A2 , B" B2 , C" C2
pontok egy O középpon-
tú, x ~ OA, sugarú körön
vannak.
Legyen az A ,A2 szakasz
felezőpontja F.

Az ABC háromszög beirt körének kö­
zéppontja a belső szögfelezők O met
széspontja. Ennek az AB oldal F fele­
zőpontjára vonatkozó tükörképét jelöl­
jük C,-gyel. A középpontos tükrözés
miatt AC,BO négyszög paralelogram­
ma, s ezért AC,B 1 ~ AOB 1·
Az ABO háromszögben

AOB 1 ~ 180°-(~ + f3.) ~ 90°+1'.
222

. Y
Igy AC,B 1 ~ 90°+2:'

Hasonlóan BA, C 1 ~ 90° + ~ és CB ,A 1 ~ 90° + f3..
2 2

ABC, 1 ~ OAB1 ~~, illetveCBA,1 ~ OCB1 ~ 1'., mertváltószögek,igy
2 2

C, BA ,1 ~ ~ + f3 + 1'.~ (~ + f3. + 1'.) + f3. ~ 90° + f3. .
2222222

Hasonlóan Aj Cőj-) ~ 90°+1'. ésB,AC,1 ~ 900+~. Ezek szerint
2 2

a) IX ~ 70°, f3 ~ 80°, Y ~ 30° esetén a vizsgált hatszög szögei: 125°; 105"; 130°;
125°; 105°; 130°;

b) IX ~ 60", f3 ~ 45°, Y ~ 75° esetén a vizsgált hatszög szőgei: 120°; 112,5"; 127,5°;

120°; 112,5°; 127,5°.
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a) CD merőleges az AB-vel párhuza­
mos EF-re is;

b) (mivel AB felezi CD-t) D illeszke­
dik sr-«.

c) (mivel az oldal kétszerese a vele párhuzamos középvonalnak) EF = 2AB.

Mivel AB egyenesére a két kör szim­
metrikus, AB J.. CD és AB felezi CD-t.
Mivel CE = 2CA és CF = 2CB, az AB
kőzépvonala az EFC háromszögnek,
ezért

OED t. =' OBD t.
OEC t. =' OAC t., mert 3·3 oldaluk A f---"''--'>L.-iL..- 8

O
egyenlő hosszú. \ j
Az egybevágóságból következik, hogy minden megfelelő szögük is egyenlő =}

AOC-9; = EOC-9; = E; EOD-9; = BOD-9; = O. MiveIAOB-9; = 180";
2e+ 20 = 1800

E + o= 90" =} COD t. derékszögű, mert COD -9; = 8 + o= 90".
Mivel a kör CD érintője merőleges az E érintési pontba húzott sugárra ~
CD J.. OE =} OE a COD derékszögű háromszögnek a CD átfogójához tartozó

a) A két érintési pontot, E ,-et és ETt
összekötő szakasz hossza az 0102T K
derékszögű hárornszögből, mivel
Ol T egyenlő a keresett szakasszal:

~(R+r)' _(R_r)2, azaz 2*.

b) KE, = KE, + E,E2, valamint a R
KO,E I és a K02E2 háromszögek ha-

l , , iból KE, r ibőlson osaga o: -- = -, mTII o
KE, R

r
KE, = R KE,. Ezt és az al-beli eredményt beirva az első egyenletbe:

KE, = L KE, + 2{;R, ahonnan KE, = 2R{;R adódik a közös külső érintő
R - R-r

nagyobbik körön levő érintési pontjának és a külső hasonlósági pontnak a távol­
ságára.

a) Egy körhöz egy külső pontból hú­
zott érintőszakaszok egyenlők

AC = CE; BD = DE

.ll

D

B

F

H

Másik megoldás:
Az AHG egyenlő szárú háromszögben

180"-135" . ik ' bHAG -9; = = 22,5", az ABCD tengelyesen szimmetn us trapez an
2

DAB -9; =180" - 135" = 45", igy GAD -9; = 135" - 22,5" - 45" = 67,S",

n(n - 3)
Az n csúcspontú konvex sokszög átlóinak száma 2

Esetünkben n(n - 3) = 54, azaz n 2 _ 3n _ 108 = O, melyből n-re 12 és -9 adódik,
2

A feltételek miatt nyilván csak n = 12 lehet.
A konvex n-szög belső szögeinek az összege (n - 2) . 180".
Esetünkben n = 12, igy a feltételt kielégitő konvex n-szög belső szögeinek az ösz-

szege 1800".

További megoldás:
A szabályos nyolcszög egy csúcsából 5 átló húzható, amelyek a szabályos ny~lc­
szög belső szögét - a kerületi szögek tétele szerint - 6 egyenlő részre osztják. Igy

135" ". ' ból kii d l' ,két szomszédos átló által bezárt szög -- = 22,5 . Ezert egy csucs o nn u o at-
6

lók hajlásszöge: l . 22,5"; 2 . 22,5"; 3 ' 22,5"; 4 . 22,5" lehet. Például az ábrán piros-

sal jelölt szög: 67,5"-os,

Az n oldalú konvex sokszög belső szögeinek összege (n - 2) . 180".
A konvex sokszög IX kűlső szöge, a mellette fekvő belső szöget 180"-ra egésziti ki,

igy (O" <) IX < 180".
A feladat szerint (n - 2) , 180" + IX = 2002".
2002 = II . 180 + 22, ezért n = 13 és az emlitett külső szög 22",

Megjegyzés:
Felhasználtuk a maradékos osztás tételét, azaz, hogy tetszőleges a, b természetes
számokhoz egyértelmüen létezik olyan q és r természetes szám, amelyekre

a = b ' q + r, ahol O S: r < b.

A szabályos nyolcszög belső szöge:

180" _ 360" = 135"
8

6 ·180"
(vagy másképpen 8 ).

ACEG négyzet, ezért CAE -9; = 45".
AOF egyenlő szárú háromszögben
AOF-9; = 3·45" = 135", igy
EAF -9; = 22,5",
Ezekből CAF -9; = 67,5".
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magassága, így a magasságtétel szerínt OE mértani közepe az átfogó 2 szeletének

CE és ED-nek => -..ICE· ED = 5 (cm), azaz -..ICA· DB = 5 (cm).

b) A bízonyítás a) része szerínt -..ICE, ED = OE = r, tehát -..ICA, DB = r, ezzel ál­

lításunkat bízonyítottuk.

2

K
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Éríntkező körök középpontjai és érin­
tési pontjaí egy egyenesen vannak. Így
O,; El; 0 4, ílletve 0 3; E2 ; 0 4, íJletve
O2; 0 4 ; E, egy egyenesen van. A szim­
metría míatt 0 4 illeszkedík O, O, fele­
zömerőlegesére. 0 4020, derékszögű

háromszögre alkalmazva Pítagorasz

tételét: (~J + (a - r)' = (~+ rJ
a

melyből r = 3' a keresett kör sugara.

Egymást érintő körök középpontjai és
az érintési pontok egy egyenesre illesz­
kednek. Ezért,
ha az fl és az r-: sugarú körök kivülről

érintik egymást, akkor középpontjaik
távolsága: c :::: rI + r2;
ha az rI sugarú kör belülről érinti az r2

sugarú kört (r, < r2), akkor a közép­
pontok távolsága: c = r2 - "i-

Az adott K, illetve O középpontú köröket és a húrt érintő r sugarú, O I és O, kő­

zéppontú körök a szímmetría míatt egybevágóak.
A fentíek alapján 010 = r + 2, OIK = 6 - r és OK = 4.
Az OIKO háromszög Ol csúcsához tartozó magasság talppontja T. EFTO l téglalap,

ezért TK = r + 2 és TO = 2 - r.
Az Ol OT és a KOIT derékszögű háromszögekre felírva a Pitagorasz-tételt, kapjuk:

O T 2 O 0 2 T 2. 2 2 2, = , - O es OJT = O,K - TK , azaz

(r+2)2_(2_r)2 = (6_r)2_(r+2)2.

Ebből a körök keresett sugara r = ~ cm.
3

zík a három tízedes jegyre kerekített r = 6,196-tól; az elméletileg pontos értékkel
számolt kerület 2 rnéternél kevesebbel tér el a kerekített értékekkel számolttól. A va­
lóságban ekkora pontossággal nem számolhatunk, már csak az úttest szélessége

míatt sem.)

H

G

M ,
I

- -,- -) L
10

F

,
20 . , 20.,f3

'\ '
K :~O~\ __~ _

, I
, I, ,,

A pálya a két kör kerületének két har­
mad-két harmad részéből és a két közös
belső érintőszakaszbóltevődík össze.
Az EM és MH szakaszok hossza a sza­
bályos háromszög magasságáról tanul

tak alapján 20.J3, íJletve 1O.J3 rnéter,

a körök kerülete 40n, ílletve 20n mé­

ter. A pálya hossza tehát

~(40n+20n) + 2(20.J3 + 1O.J3) = 40n+ 60.J3 = 229,6 (m).

Az AC átfogó hossza Pítagorasz-tétellel 13 cm-nek adódík. A Thalész-tétel szerint
ADB 1. = 90°, tehát BD az átfogóhoz tartozó magasság. Abefogótétel szerínt:

2 . 12' 144 144 25
AB =AD·AC,vagYls AD=-=- (cm), DC=13--=- (cm).

13 13 13 13

A kör az AC szakaszt 144, illetve 25 cm hosszú szakaszokra bontja.
13 13

A körút sugarát jelöljük r-rel, a távol­
ságokat km-ben adjuk meg.
Vízsgáljuk a TI OT, háromszögel. En­
nek TI T3 oldala 8, OTI, illetve OT, ol­
dala a kőrők érintkezése míatt r + 2, il­
Ietve r-2 hosszúságú. A TIT,T, sza­
bályos háromszög T,M magassága

4.J3. Ebből adódík az OM szakasz

hossza: r + 2 - 4.J3 = r-4, 928.
Az OMT, derékszögű háromszögre a
Pítagorasz-tételt felírva:
(r _ 2) 2 = 16 + (r _ 4,928) 2. Ebből r = 6,196 adódik, tehát a nagy "körút" kerülete

2·6,196· n = 38,93 (km).

ELEMlsíKGEOMETRIA

Megjegyzés:
Az r = 1+ 3.J3, amí az elméletileg pontos érték, csupán centíméterekben különbő-
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Q

Q[p',

A Q

3 5 ~11!
p . II B

125 km
, II

,
,m,,,,,

'F

v

Másik bizonyítás:
Állítsunk merőlegest F-ben az
RR [Ql Q derékszögű trapéz RQ szárára
(m). Metssze ez az egyenes az R[Ql
szárat a P pontban. A parabola defini­
ciójából következik, hogy RR [ = RF
és QQl = QF. A PR1R és PFR derék­
szögű háromszögek egybevágók, mert
átfogójuk közös és egy-egy befogójuk
ugyanakkora. Ugyanigy belátható,
hogya PQIQ és PFQ derékszögű há­
romszögek egybevágók, tehát az R1RFP és a QIQFP négyszög derékszögű deltoid.
Ebből a feladat mindkét állitása következik, mert:
J. A deltoidok szimmetriaátlói szögfelezők, tehát a PR és PQ szakaszok egyenesei

a parabola R, illetve Qpontjában húzott érintői, amelyek a vezéregyenes P pont­
jában metszik egymást.

2. A két deltoid P-nél fekvő belső szögei mellékszögek, ezért ezek szögfelezői va­
lóban merőlegesek egymásra.

(Beláttuk azt is, hogy FP = ~d[d2' hiszen az RPQ derékszögű háromszögre al­
kalmazható a magasságtéte!.)

Az ilyen nevezetes háromszög befogói x és f3x, átfogója 2x.

Kerülete x(l + f3 + 2) = x(3 + f3), területe pedig x· f3x = f3 x 2

2 2

Ezek egyenlőségéből (a nyilván nem-nulla) x-szelleosztva: 3 + f3 = f3 x, vagyís
2

20+~ ~ ~
x = f3 = 2('113 + I) = 5,46. A hosszabb befogó '113x = 2(3+ f3) = 9,46;

az átfogó pedig 2x = 4(f3+ I) = 10,93.

(Az azonos mérőszámú kerület és terület pedig 4(3 + 2f3) = 25,86.)

A csónak sebességét megkapjuk, ha a PBQ derékszögű

háromszögre felirjuk a Pitagorasz-tételt.

~3,52 + 12,52 = ~168,5 = 12,98

A csónak sebessége 13 km, ezért I h alatt J3 km utat,
h

13
3 perc alatt - km = 0,65 km utat tesz meg.

20

E

Q

c

e

F

~M'

v

Az RR[Q[Q derékszögű trapéz RQ szárán fekvő két szögének összege 180°, ezért e
két szög felének összege 90°. Az e és f érintők tehát merőlegesek egymásra.
A parabola definiciójából következik,
hogy RR[ = RF és QQ[ = QF, tehát
az R[RF és a Q[QF háromszög egyen­
lő szárú, ezért e és f ezeknek a három­
szögeknek az alapfelező merőlegesei.

Mivel e 1-}; ezért a rájuk merőleges

R[F és Q[F alapok is merőlegesek

egymásra: R[FQ[ 1 = 90°. Mivel e ésf R[ P Q[

a derékszögű R[FQ[ háromszög oldal- .,
felező merőlegesei, ezért a háromszög átfogóján, tehát a parabola vezeregyenesen
metszik egymást (az R[Q[ szakasz felezőpontjában). .
(Beláttuk azt is, hogyafókusznak a parabolaérintőkre vonatkozó tükörképe! a ve­
zéregyenesre illeszkednek.)

Egy háromszög magasságpontjának az oldalakra, mint tengelyekre vonatkozó tü-
körképe a körülirt körön van, ugyanis: _________
a CDME négyszögben
DCE 1 + DME 1 = 180°, hiszen a
másik két szög derékszög;
DME 1 = AMB 1, mert csúcsszögek;
AMB 1 = AM'B 1, mert a tükrözés
szögtartó;
igy AM'B 1 + ACB 1 = 180°, vagyis
AM'BC húrnégyszög, tehát M' illesz-
kedik a körülirt körre. Ekkor persze, ha
a kört tükrözzük AB-re, az fog illesz- A.\Go_:;:::----------t-'-L----'fB
kedni M-re, és ez a kör egyben az AMB
háromszög köré irt kör; aminek sugara
a tükrözés közben ugyanakkora ma­
radt. A másik két eset ugyanígy végig­
gondolható.

Nem. Könnyen szerkeszthető csnpa
egyenlő átlójú, mégsem szabályos öt­
szög. Felvéve A-t, B-t és köréjük az át­
lónyi sugarú köröket, ezek metszete ki­
adja D-t. Ezután az egyik körön "sza­
bálytalanul" felvéve e-t (tehát úgy, AB­
hez nem 360-os szögben hajlik CA),
egy újabb körivvel már adódik E.
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Másik megoldás:
s > 13+14+15 =21

Héron-képlettel felírjuk a háromszög terűletét. A fél kerület: 2

így a terület: ~21' 8.7·6 = ~7056 = 84. Másrészt a terület 14m, ezek egyenlő­2

ségéből m = 12. Ez az A csúcs távolsága a BC oldaltól.

A 10-et három egész szám (s köztük két egyforma) összegére az alábbi módokon
bonthatjuk fel: 1 + 1 + 8, 2 + 2 + 6, 3 + 3 + 4, 4 + 4 + 2. Az első két esetben nem
teljesül a báromszög-egyenlőtlenség, ilyen háromszögek nincsenek.
A másik kettőben Pitagorasz-tétellel kiszámoljuk az alaphoz tartozó magasságot, ez

~32 _ 22 =..JS, illetve ~42 _1
2 =..JIs.

.. 4 ..JS..JS . 2· ..JIS ..JISInnen a teruletek: -2- = 2 5 ~ 4,47 es -2- = 15 ~ 3,87.

C

5
lT

64 5 'iT
P ------- Q

6
4

R - - - - - - - - - S

A B A B

7 7

b) A PQ, illetve az RS szakasz hosszát kell meghatározni.

A hasonló síkidomok területének arányáról tanultak szerint (pQ)2 = ~ illetve7 4'

(
RS ) 2 3 1 {37 = 4" ahonnan PQ = 7 .2 = 3,5, illetve RS = 7 .-f = 6,06.

e) Az ABQP trapéz PQ alapja az ABC háromszög középvonala, ezért a trapéz szárai
3, illetve 2,5 hosszúak.

Az ABC háromszög C középpontú, ~ arányú kicsinyitéssel vihető az RSC há-

"b ., {3 r: {3 {3romszog e, ezert es CS = 6· - = 3'\13 és CR = 5· - = 2 5· 32 2 ' .

A trapéz szárainak hossza tehát:

BS = 6 - 3{3 = 0,80, illetve AR = 5 - 2,5 .{3 = 0,67.

11758.1 Az EDC háromszög ekkor hasonló az C
ABC-hez, hiszen oldalaik párhuzamo-
sak, illetve egybeesők, tehát szögeik
egyenlők. Az FDE egyenlőszárú de- fia D

rékszögű (nevezetes) háromszög befo-
góinak (FD, FE) hosszát jelölje a, ek- a
kor átfogója (DE) .fia, ehhez tartozó A '----TLJ~"F'---2-4----.-:::-,. B

magassága (ami GT-vel azonos) Ji. Az említett két háromszög hasonlóságából

a
ED CG .fia 8 - r;;2

ekkor _ = - azaz "\,fL
AB CT' 24 8

Egyszerusités és keresztbeszorzás után: .fia = 24 - ~, ebből a(.fi + .lz) = 24,

lP5ZJ a) Két ilyen párhuzamos húzható.

C

c

7

JS

14-x

A

"0,/ \
B C

m

A

T 14

x

13

B

Ekkor az ADE háromszög hasonló az ABC-hez, hi­
szen oldalaik párhuzamosak, illetve egybeesők, tehát
szögeik egyenlők. Hasonló alakzatok területének

aránya (ez most ~) a hasonlósági arány négyzete,
2

ami most tehát ~. Ekkor az ADE háromszög min-

den oldala ilyen arányban áll az ABC megfelelőolda-
. . DE AD AE 1

laval, tehat: BC = AB = AC = .fi'
7 8Ebből DE = .fi ~ 4,95, AD = AE = .fi ~ 5,66. A BCED trapéz oldalai tehát

7 8
BC = 7 (adat volt), DE = .fi ~ 4,95, BD = CE = AB - AD = 8 - .fi ~ 2,34.

Az A-ból induló magasság T talppont­
jával két derékszögű háromszöget ho­
zunk létre, amelyekben felírjuk a Pita­
gorasz-tételt. Az ABT háromszögben

x 2+m 2 = 132, az ATC háromszögben
2 2 2

(14-x) +m = 15.
Kivonva ez utóbbiból az előzőt, m

2
ki­

esik, és azt kapjuk, hogy
2 2 2 2

(14-x) -x = 15 -13 .
Felbontva és rendezve: 196 - 28x = 56, amiből x = 5. Visszairva ezt az első egyen-

letbe: m 2 = 132 _ 52 = 144, azaz m = 12. Ez az A csúcs távolsága a BC oldaltól.

119
118
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c) Mint az előző pontban már kiszámoltuk: AT = 3{3 ~ 5,20 és TB = {3 ~ 1,73.

@A szögfelező-tctclmiatt a szomszédo~ oldalak arányában történik a metszés. Fel
kell tehát osztani c-t a: b arányban. Altalánosságban ekkor a + b "darabra" kell

vágni, és venm ebből a, illetve b "darabot", az eredmény ...5!...-, illetve .ss:
a+b a+b

. ca 4{3· 2{3 24 12 12(3 - {3)
Konkretan most BD = a + b = 2{3 + 6 = 2{3 + 6 = {3 + 3 = 9 - 3 =

= 2(3 - {3) ~ 2,54. Lehetne AD·t is .ss: módon számolni, de egyszerűbb
a+b

AB - BD módon: AD = 4{3 - 2(3 - {3) = 6({3 -l) ~ 4,39.

Másik megoldás:
Szerkesztünk egy tetszőleges, 30"·60"·90"·os háromszöget. Ennek átfogóhoz tar­
tozó magasságára (vagy annak meghosszabbítására) felmérjük a 3 cm távolságot,
és a kapott ponton át párhuzamost búzunk az eredeti átfogóval. Ez az eredeti be­
fogókból (vagy meghosszabbításukból) kimetszi a megfelelő háromszöget.

b) Éppen arról a nevezetes háromszögről van szó, amelynek oldalai x, {3x és 2x.
Sőt, az me magasság két ugyanilyen háromszögre (ATC, BCn bontja fel az
ABC·t. Előbb az ATC·ben alkalmazzuk az oldalak arányára vonatkozó ismere-

tünket. Itt x = me = 3, vagyis {3x = AT =3{3 és 2x =AC = 6. A BCT há­

romszögben pedig {3x = me = 3, vagyis x = TB ={3 és 2x = BC = 2{3.
Tehát az ABC háromszög oldalai:

a = BC = 2 '3 ~ 3 46' b =AC = 6' c = AB = AT + TB = 4 '3 ~ 6 93'\lj , " -Y.J , .

45

c

a

c

p Q

cDAB Ll" CAE Ll, hiszen DA = CA = b,
AB =AE = c, DAB o): = CAE o): =
= 90"+ IX.

A két háromszöget A körüli 90"·os for­
gatás viszi egymásba, igy persze

Legyen az egyik befogó a egység, akkor a másik, (a hosszabb) a feltétel szerint:

a + 5 egység. Másrészt a befogóra rajzolt négyzetek területére: (a + 5)2 - l = 2a 2

Az utóbbi feltételből: a 2 - lOa - 24 = O. Ennek a másodfokú egyenletnek a két
gyöke: 12 és -2. A második nem lehetséges, mivel a befogó hossza pozitiv szám,
igy az egyik befogó 12, a másik 17. Ekkor az átfogóra a Pitagorasz-tétel alapján:

2 2 2 ,
C = 12 + 17 = 144 + 289 = 433, ahonnan c ~ 20,81 egyseg.

a) A háromszög AB átfogója 53 cm
hosszú (Pitagorasz-tétel), Az átfogó­
hoz tartozó magasság talppontja P.
A befogótételt alkalmazva:

282 = 53 ej, amiből
784

AP = c] =- =14,79 (cm),
53

ezért PB = 53 - c] = 38,21 (cm).

@A CQ szögfelező 28: 45 arányban osztja az átfogót (szögfelezőtétel), ezért
53

AQ = 28· 73 = 20,33 (cm) és igy BQ = 32,67 cm.

c) Ismert (és az I 697/a feladat megoldásában is megtalálható a bizonyítása), hogy

a derékszögű háromszög beirt körének sugara kiszámitható az r = a + b - c
2

összefűggésből (a és b a befogók, c az átfogó hosszát jelöli).
45+ 28 - 53

Ezzel r = = 10 (cm).
2

,
, b

~~a
D

, A,
, I

a) BD = CE; I I

b) BD ..L CE. a : a :

c) Az ábrán látható, hogy ED egy a, il· : :
letve 2b befogójú derékszögű három- I I

szög átfogója, igy ED = ~a2 + 4b 2 . '. - b- -'- -b- - E

@Mivel CE ..L BD (lásd b) pont), ha felezi is, akkor a felezőmerőlegese. Ez ponto.
san akkor következik be, ha C azonos távolságra van D·től és B·től, vagyis ha

DC =CB. Mivel CD a b oldalú négyzet átlója, ekkor 12b =a, azaz ~ =12.

c

c

b

A

3cm

24 12a = = 4 8 2 ~ 6 79'
3' "

12+­
12

átfogójára pedig: 12a ~ 9,6.

ahonnan a beirt háromszög befogóira:

Ekkor a háromszög harmadik szöge derékszög.

a) Felvesszük AB egyenesét, és tőle

3 ern-re egy vele párhuzamos egye·
nest. Tetszőlegesen kijelöljük a B
pontot az első egyenesen, és 600-os

szöget szerkesztünk ide. Ennek
szögszára kimetszi a párhuzamos­
ból C·t, ahonnan merőlegest állítva
a 60"·os szög szárára, az kimetszi az első egyenesből A·t.

121120 I
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•

de

A

2y

-l+-JS

2

C

s
y

x

E
B~----'--------"C

123

x 2 + x - l = O. A megoldóképletből adódú gyökök -1- -JS és
2

k . , ők f l l h' ,-JS-lcsa a pOZitIV gyo re e meg, iszen x> O. Tehat x = --- (cm).
2

Az ABC háromszög szárainak hossza l+x= I\-JS =1,618 (cm).

a) A BAD és az ABC háromszög szögei páronként
egyenlők, ezért a két háromszög hasonló.

b) Mivel a BAD háromszög egyenlő szárú, ezért AD
hossza is 1 cm. Az ADC háromszög szögeit kiszá­
mitva láthatjuk, hogy ez is egyenlő szárú három­
szög, igy DC hossza is l cm. Az ABC háromszög
szárainak hossza tehát I + x cm. Az ABC és a BAD
háromszög hasonlóságából következik, hogy
megfelelő oldalaik hosszának aránya egyenlő:

BD AD . x l 'b"
- = -, vagYIs - = --, amt ol
AB BC l I + x

A súlyvonalak harmadolva metszése miatt, ha SE = x, akkor AS = 2x; ha SF = y,
akkor CS = 2y.
Az ASCA-rc fe!irva a Pitagorasz-tételt:

4x 2 + 4y2 = l (*).
Mivel egy derékszögű háromszög köré
irható kör középpontja az átfogó fele­
zőpontja, ezért AF = FC = 3y.
Az AFS I\.-re fe!irva a Pitagorasz-tételt:

4 2 2 2 2 2 .
X +y = 9y , azaz x = 2y , amil

(*)-ba beirva: y = _1_ = _1_.m 2.J3

Ekkor AF = FC = 3y = ~' ezért az átfogó AB = .J3.

A másik befogó pedig egy újabb Pitagorasz-tétellel: BC = ~.J32 _1 2 = fi.
(Ilyen háromszöget alkot pl. egy kocka egy-egy éle, lapátlója és testátlója.)

11768,1 Két eset van aszerint, hogya C pont "túl" vagy "innen" van-e az AB iv felén. Fel­
használjuk, hogy az érintő merőleges az érintési pontba húzott sugárra. Ekkor az el­
ső esetben az ACD I\. úgy egyenlő szárú, hogy AC = CD (hiszen C-ben tompaszög
van), igy ADC 1 is a. Két sugárnyi oldala miatt azonban azAKC I\.is egyenlő szárú,

C

18

--E

A

D

E

y

B =-------' C

F

I
i
l
I

I
I

________1 _

C

D

-,
• X o\,

nl

7

122

(7 + 18)m
TARC = 2 = 12, 5m.

_(18-x)y=TABc=625 .
TBEF - 2 2,m,

" m 18-x
amiboI - = --

y 12,5
Másrészt BDC I\. - BEF 1\., mert olda­
laik párhuzamosak, illetve egybeesők

, m 18
Igy -=--.

Y 18-x
A két tört egybevetéséből (18 _x)2 = 18·12,5 = 225, amiből 18 -x = 15 (a -15
uem jöhet szóba), és igy x = 3. Így a keresett részek: AE = 7 + x = 10,
EB = 18 - x = IS. (És lásd még a 3702. példát!)

Jelölje a megfelezett szög felét (CAD 1 = DAB 1) a.
Az ADC I\.egyenlőszárüsága miatt a C-nél lévő szög
is a. Az ADB 1 külső szöge az ADCI\.-nek, igya
nem mellette fekvő két belső szög összege, vagyis
2a. Ekkor az ADB I\.egyenlőszárúsága miatt a B-nél
lévő szög is ekkora. Az ABC háromszög szögösszege
igy Sa, vagyis a = 36'. Az eredeti háromszög szögei
tehát: n', n', 36'; az ABD I\.-é szintén; az ACD I\.-é:
36',36', 108'. (Lásd még a 3567. példát is!)

Lévén a három kis háromszög egyenlő területű, együtt
pedig kiadják az eredetit, egyenként mindegyikük te­
rülete az eredeti harmada. Az EBC I\. CE-hez tartozó
magassága ugyanaz, mint az eredeti háromszögé, igy

AC
kell, hogy alapja harmad akkora legyen: CE = -3-'

vagyis E az AC-nek C-hez közelebbi harmadolópont­
ja. DEB I\.-nek és ADE I\.-nek a területe mellett E-ből
induló magassága is azonos, igy alapjuk is egyenlő:

BD = AD, vagyis D az AB felezőpontja.
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"~X2 -0,25
x f-7 -':c'--'--''7

2(x + 0,5)2

x6432

y

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

°r

így ACK -): is a. Vagyís azACD ti szögösszege 90" + 3a = 180", amíböl a = 30". A
másik esetben az ACD ti úgy egyenlő szárú, hogy AC = AD (hiszen A-ban tompa­
szög van), így e háromszög külső szögeként a CAK -): = a a két nem mellette fekvő

a , , k
(egyenlő) belső szög összege. Ezért ezek CDA -): = DCA -): ="2 nagysagua . Két

sugámyí oldala miatt azonban az AKC ti ís egyenlő szárú, igy ACK -): is a. Ekkor a
a

C-nél lévő derékszögre: a + - = 90", amiből a = 60".
2

A háromszög oldalai: I, x, x (0,5 < x), fél kerülete
igy: s = x + 0,5. A háromszög magassága Pitagorasz-

tétellel: m = ~x 2
- 0,25. Felírva a háromszög terü­

letét egyrészt e magassággal, másrészt a beirt kör su-

l· m ~x2 - 025
garával: Tó =-- = '= rs.. 2 2

Ebből r =~ = ~x
2

- O,25 .
2s 2(x + 0,5)

•

Ismert, hogy a háromszög középvonalaí fele akkorák, mint a velük párhuzamos há­
romszögoldalak. A középvonalak alkotta háromszög tehát hasonló az eredetihez és

1
hasonlóságuk aránya '2' A középvonalak alkotta háromszög területe ezért negye-

de az eredeti háromszögének.

c

~

~~~
AI I(Z~

Fl B

Az első satírozás után (ekkor még csak az F[F2F3 háromszöget satíroztuk be) a T
3

területű ABC háromszög '4 része marad satírozatlan. A három, nem satírozott há-

romszögre (AF,F3-ra, BF[Fz-reés CF2FTra) megismételve az előző gondolatmene­

tet azt kapjuk, hogy az eddig satírozatlan 2T területnek ismét 2 része marad sa-
4 4

tirozatlan. A két satirozás után is satírozatlanul maradt terület tehát 2.2 T = ~ T.
4 4 16

A satirozott terület T - ~ T = ~ T vagyis ez a kisebb.
16 16'

n~x2-0,25
2 •

2(x + O, 5)

(x' - 0,25)n· 2

4(x + O, 5)'~ x 2
- 0,25

x' - 025
A beirt kör területe igy To = r 2 n= " n.

4(x + O, 5)
A kör és a háromszög területének aránya:

x 2
- 0,25

--'----'-~n
4(x + 0,5)'

~X2 - 0,25

2
(A gyök alattí kifejezés szorzattá alakításával még formálható az eredmény, de egy­
szerübb nem lesz.)
A függvény grafikonja vázlatosan a következő oldalon található.
(Például számítógéppel felvázoltatható.)
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Mivel OB = 20A és OB' = 20A', ezért ha az OAA' háromszöget az O ponthól A = 2
arányban nagyitjuk, akkor az OBB' háromszöget kapjuk. Mivcl OC = 30A és
OC' = 30A " ezért ha az OAA' háromszöget az O pontból A = 3 aranyban nagyitjuk,

@Mivel az A IA2A 3 háromszög A,A2 oldala rögzitett, a kerület akkor lesz a legna­
gyobb, amikor a mozgás során azAlA, +A2A, összeg a legnagyobb lesz.
Jelöljük az A, A 2 húrhoz tartozó körivek felezőpontjait F-fel és G-vel.

A,

ep azaz ha az
2'

AI A2 szakasz A,-ból 'P szög alatt látszik, akkor Al-ből 'f szög alatt fog látszani.. 2
Mivel A3 az A lA szakasz 'P szögű k látókörivén mozog, ezért A , az A]A2 szakasz

~ szögű k' látókörivén fog mozogni. Mivel A]A, a k'-nek húrja, AlA, akkor

Tegyük fel először, hogy A3 az F-et tartalmazó köriven mozog.
Mérjük fel az A2A, szakaszt az A3 pontból az A IA3 félegyenes A3 ponton túli
meghosszabbitására, és jelöljük az igy kapott pontot A '3-vel.
MivelA2A3 =A,A,ezértA]A3+A2A, =A IA,+A3A, =A]A'.
Tehát az A, pont mozgása során azA IA3 + A2A, összeg akkor lesz a legnagyobb,
amikor az A] A, szakasz hossza a legnagyobb lesz.
Most megvizsgáljuk, hogy milyen pályán mozog az A, pont ha A3 a k köriven
mozog. Az A, pont szerkesztése miatt az A2A3A, háromszögben

A2A3 = A3A, ezért

A,A,Ad: = A3A2A'1. (I)

MivdA IA,A2 1 azA2A3A, háromszög külső szöge, ezért

A IA,A21 = A,A,A21 +A,A2A,1

és igy (l) miattA,A,A2 1 = 2A,A'A21·

Tehát ha az A IA,A21 = 'P, akkor A,A,A21 = A IA,A21 =

G

k'

c'

c

B'

F

BA
oL--1'-----I---+--

a) Ha az A IA2A, háromszög A1A2 ol­
dalához tartozó magasságát m-mel
jelöljük, akkor a háromszög területe:

AIA2 ·m
t-- 2 .

Mivel A lA 2 rögzitett, t akkor lesz a
legnagyobb, amikor m a legna­
gyobb. Az m magasság akkor lesz a
legnagyobb, ha A 3 az A IA2 húrhoz
tartozó nem rövidebb körív F fele­
zőpontjával azonos.

akkor az OCC' háromszöget kapjuk.
Legyen az OAA' háromszög területe

T OAA' = t.
Felhasználjuk, hogy a hasonló sikido­
mok területének aránya egyenlő a ha­
sonlóság arányának négyzetével:
T ORB' =4ToAA' =41,

Too: = 9ToAA' = 91.

TA BS 'A, = T OBS' - T OAA' = 41 - I = 31.

TABB'A' = 31 =.le
TocC' 91 3

Tehát az ABB A' négyszög területe 33.le %-a az OCC' háromszög területének.
3

A feltételek szerint: c = 10 cm, a + b = 12 cm.
Az a 2 + b 2 = 100, a + b = 12 egyenletrendszer megoldásából adódik, hogya há-

romszög befogóinak hossza 6 +M, illetve 6 - M (cm).

T
_ ab __ (6-M)(6+M) = 36-14 = II (cm").

A háromszög területe: - 2 2 2

Másik megoldás: B~
A feltételek szerint (a hosszúságokat cm-ben mérve): a c

c = lO, a + b = J2.
ab C~A

A háromszög területe T = 2' b

A Pitagorasz-tétel szerint c 2 = a 2 + b 2
, másrészt a

2 + b 2 = (a + b) 2 - 2ab egy azo­

nosság, ennek alapján most igaz, hogy 10
2 = 12

2
- 4T. Ebből T = II cm-.
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c) 14,7 ern".

b) Az a) elején felirt összefüggésekből következik, hogy c . me = a . ma> amiből

_ C· me 7 . 4,2ü _ 4 9ü
ma - = -, cm.

a 6

H l , k . k h C· m: 7· 4,2ü
ason oan apJu , ogy mb = --' = = 5,88 cm.

b 5

B

4

30

r' r
B c
PD = PC = 3 cm

Dc:-__.-::~__---"C

c

D 12,5
---------------~----------------

: 0,7

PD = 3 cm
PC = 9 cm

6

B '- --l C

A

b) Mivel a tartóhuzalok mindkét oldalon ugyanolyan magasságban vannak felfüg­
gesztve, a lámpa az utca .Jcözcpérc" lóg be. A szimmetria ntiatt ABC háromszög
egyenlőszárú,az AB alaphoz tartozó magasság felezi az alapot, igy D az AB oldal
felezőpontja. ADC derékszögűháromszögre Pitagorasz tételét alkalmazva:

12,5
2 + Ü,7 2 = AC

2 ebből AC = 12,52, a huzal hossza ennek kétszerese, körülbe­
Iül 25,ü4 m.

Az adatok P helyzetét nem egyértelműenhatározzák meg.

p

Az ábra jelöléseit használva:

OC = OA = OB = OD = 15· fi
KA] =1O+15·fi -4= 6+15·fi

KA] = 27,2 m

KCI = 15·fi -1O-4=15·fi -14

KC] = 7,2 m.
A másik két utat a KOBI 8 '" KOD] 8­
re felirt Pitagorasz-tétellel szántitjuk ki:

KB] = KD 1 = ~102 + (15· fi - 4)2 =

= ~566-12Ü·fi = 19,9;
KBI = KD] = 19,9 m. Ezért a négy fa megöntözéséhez telt vödörrel 74,2 mutat
kell megtennie a kertésznek.

~775J a)

6

7-x

I

I
I
I
I

I

I me
I
I
I

c

x

5

a) A háromszög területe:
ama bm; eme

T=-=-=-.
2 2 2

Ebből látható, hogy a legrövidebb
magasság a leghosszabb oldalhoz
(most a c-hez) tartozik.
Két Pitagorasz-tételt felirva:

2 52 2 '11me = -x, l etve

m/ = 62 - (7 _x)2, ahonnan
2 225-x = 36-(7-x) .

" 6 49 14 . 38 19Ebbol 25 = 3 - + x, vagyis x = -=-.
14 7

me' = 25 - (19)' = 864 => me = 12-16 = 4,2ü cm (me> Ü).
7 49 7

A háromszög legrövidebb magassága 4,2ü cm hosszú.
(Kihasználtuk, hogy a háromszög legrövidebb magasságának talppontja a há­
romszög leghosszabb oldalának mindig belső pontja.)

lesz a leghosszabb, amikor A I A 3a k' kör átmérője.Ez akkor következik be, ami­
kor AlA', áthalad a k' középpontján.
A k' kör középpontja a kerületi és középponti szögek közötti összefüggés miatt
egyrészt k-ra illeszkedik, másrészt A l-től és ATtől egyenlő távolságra van. Ezért
k' középpontja a k körív F felezőpontja.
Tehát ha A, a k köríven mozog, akkor az AIA 2 F egyenlő szárú háromszögnek a
kerülete lesz a legnagyobb.
Hasonlóan látható be, hogy ha A, az A I A2 húrhoz tartozó G-t tartalmazó köriven
mozog, akkor az A I A 2 G egyenlő szárú háromszög kerülete lesz a legnagyobb.
A két értéket összehasonlitva nyilván akkor lesz az AI A2A, háromszög kerülete
a legnagyobb, amikor A, az AIA 2 húrhoz tartozó nem rövidebb köriv felező pont­
jában van.
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T

6 3 . sin 60' _ 9f3 _ 7 8 ( 2)_ -, cm.
2 2

b) DE szakasz hossza DBE háromszögbőla koszinusztétellel számitható ki.

DE2 ~ BD 2 + BE' -2· BD· BE· cos 60'

DE' ~ 6 2+ 32 _ 2 . 6 . 3 . cos 60'

DE 2 ~ 27

DE ~ 3f3 = 5,2 (cm).

a) Mivel ABD és BEC szabályos há­
romszögek, igy BD ~ 6 cm,
BE = 3 cm, DBA -): ~ 60',
EBC -): ~ 60' =? DBE -): ~ 60'.
Így DBE háromszög területe:

DB· BE . sin 60'

ELEMI SíK6EOMETRIA

Az eredeti háromszög területe

a·csinfi FBGh' .. kéT . aromszog et
2

oldala FB ~ ~ c (F felezőpont),
2

GB ~ ~a (G a B-hez közelebbi ne­
4

gyedelőpont), a két oldal által közbezárt
szög fi. Így FBG háromszög területe:

1 I . fi
-c·--a·sm 1 'fi I

_ 2 4 ~_a'csm ~-T
t- 2 8 2 8 .

1
Tehát a levágott háromszög területc az eredeti háromszög területének "8 -a.

Másik megoldás:

Mivel F és E felezőpontok, igy B középpontú Je ~ ~ arányú kicsinyites ABC há-

romszöget FBE báromszögbe V(iS~l)',,területük aránya la hasonlóság arányának négy-

'l l" TEFB · T - Tzeteve egyen 0, azaz -- = - => EFB - -4 ABC'
TAHC 2

Mivel G az EB szakasz felezőpontja, igy FG felezi az FBE háromszög területét,
I

azaz a levágott FGB háromszög területe az eredeti háromszög területének "8 -a.

T
I

3

6

3x

4

80
p

2x

JO-x

F

,
\ '

P

9

10

C "-'-_-,(;_-'"--'"-s B

A

5

x p
AL-~--~c___--~ B

D .-- -'-"- /] C

A többi szakaszt Pitagorasz tétele segitségével határozzuk meg:

PA' ~ 9+64~73 PA ~ m cm = 8,5em PA ~ PB~ m cm = 8,5em

PB' ~ 81 + 64 ~ 145 PB ~ -J145 cm = 12 cm

A keresett pont tehát AC felezőmeróle

gesén van. Az AC átló hossza Pitage­
rasz-tétellel:

AC ~ ~92 + 32 ~ J9Q, a fele akkor:

AF ~ J9Q ~ [90 = ~22, 5 = 4,74.
2 f4

Az ABC és AFP háromszögek hasonlók, mert az A-nál lévő szögük közös, és mind ..

AB AF 9 ~22,5 ...
kettőben van még egy derékszög, ezért - ~ - azaz -- ~ --- arniből

AC AP , J9Q AP'

AQD li - ACB li, mert szögeik páronként egyenlők.

Ezért megfelelő oldalaik aránya egyenlő:

QD AD
- -
CB AB

QD 2x. Q 32 '- ~ -, mnen D = .. egyseg.
80 5x

H l ' PD 3 bből 36 'ason oan - = -, e o PD = egyseg.
60 5

a) t(PQD) ~ ~. QD· PD = ~ -32· 36 ~ 576 területegység.
. 2 2

b) A PQD derékszögűháromszögben Pitagorasz tétele alapján:

PQ2 ~ 322 + 362 ~ 2320, PQ = 48,17 egység;
a PQD háromszög kerülete: körülbelül 116,17 egység.

c) CPDQ téglalap, ezért átlói egyenlők, CD ~ PQ = 48,17 egység.

ELEMI SíK6EOMETRIA

Legyen AP ~ x, ekkor PC ~ 12 - x és
PB ~ lO-x.
A PBC li-re felirva a Pitagorasz-tételt:

(10 _x)2 + 62 ~ (12 _x)2, amiből
2 2100 - 20x + x + 36 ~ 144 - 24x + x ,

vagyis 4x ~ 8, tehát x ~ 2. Most
APD li ..re fe!irva a Pitagorasz-tételt:

DP ~ ~2' + 6' ~ f40 = 6,32.

AP ~ 5.

no n1

______h.. _
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Másik megoldás:
A szögfelezőtétel szerínt a háromszög belső szögfelezője a szemközti oldalt a

" 'l őt kö f . ld lak "b . I' 6 DB DLszegre ezot ozre ogo o a aranya an osztja. gy - = - = - azaz a bel-
3 BE LE'

ső szögfelezőDE oldalt 2: l arányban osztja.

DL =?:DE =?:3f3 =2f3 ~ 3,5 (cm),
33.

LE =~DE =~'3f3 =f3 ~ 1,7 (cm).

(177)'
~ tKEH = 196 T

zetével. Használjuk az ábra jelöléseít! Legyen az ABC háromszög területe T.

?=(~r ~ tl=U:6JT; i=(~r ~ t'=G~JT
t3 _ (KL)' _ (3)2 _9. íco _ (I)' _1T-7 ~ t3 - '4 .T- 16T, T- '4 ~ tCE1 - J6T

mivel EIC és ABC háromszög magasságaínak aránya ~.
4

~ tALG = (:~r T

B

L

30"

c) DB =6, DE =3f3, BE =3, ezért a Pitagorasz-tétel megforditása szerint
DEB 1- = 90°. Az LEB (300-600-os)
háromszögben BL = 2LE.
A BLD egyenlő szárú háromszög,
így DL = BL = 2LE.
Ezért

LE=~DE=f3~1,7(cm) és
3

DL = ~DE = 2f3 ~ 3,5 (cm).

l
• I

F

B

G

E

H

l
(a négyzet területének harmada).

32

. ACIJ
Igy a rombusz területe

2

A kérdéses AlCI négyszög a létrehozás szabálya foly­
tán szimmetríkus a négyzet (egymásra merőleges)AC
és DB átlóira. Ez utóbbira egyúttal saját, IJ átlója is
ráesík. Vagyis e négyszög átlói merőlegesek, és a
négyszög míndkettőre szimmetrikus. Ekkor minden
oldala egyenlő, ez egy rombusz. Területe kíszámolha-

"ld']'l" . k feleké . AC·IJto pe au at ol szorzatana le e ent IS: ---
2

Az AC az ABCD egységnégyzet átlója is, s mint ílyen, fi hosszú. Mivel az E, F,
G, H pontok oldalfelező pontok, ezért az AF, CE, AG, CH szakaszok súlyvonalak
az ABC, ílletve az ACD háromszögben. Ezért I és l ezen háromszögek súlypontjaí.
A BK és DK szakaszok ugyancsak súlyvonalak e háromszögekben, és a súlypont

'l l h d l' laid .. DK , BKsu yvona at arma o o tu aj onsaga rmatt IK = -- es LK = -.
3 3

A szímmetria miatt persze IK = lK, és DK =BK, utóbbiak a négyzet átlójának két

'l E' .. h BD fire e. zert az IS Igaz, ogy IJ = - =-.
3 3

fi fi
3

B

y

L

/5

c

DA K

Legyen P pont az AB oldalhoz tartozó
magasság C csúcshoz közelebb eső ne­
gyedelő pontja. Mivel PK II AC, és
PL II BC, igy az ADC, illetve CDB
szögszárakra vonatkozó párhuzamos

lők . l . CP AKsze o tete e rmatt - =-, illetve
PD KD

CP BL CP 1
- =-. Mível - = -, ezértKaz
PD LD PD 3
AD, L a DB szakasz negyedelő pontja.
AD, DB, DC hossza kiszámítható az
ADC, illetve BDC derékszögűháromszögekre vonatkozó Pitagorasz-tétel alapján:

AD 2 +DC 2 = 52

(7 _AD)2 + DC 2 ~ 62, ebből AD ~ I;, DC ~ 4,2.

Mivel K az AD, L a DB szakasz negyedelő pontja, és a párhuzamosság miatt
19 15

AK =EP =x =28' LB =IP =Y =14.

A párhuzamosság miatt EPG L\. - PIH L\. - KLP L\. - EIC L\. - ALG L\. - KBH L\. ­
- ABC L\. (két-két szögük egyenlő), igy megfelelő oldalaik aránya is egyenlő.

Hasonló síkídomok területének aránya megegyezik a hasonlóság arányának négy-
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~787J Készitsük el a feladat szövegének megfelelő ábrát és használjnk a jelöléseir.

r-----------------
I

a

területének felénél).

ELEMlsíKGEOMETRIA

11785·1 E negyedkörök által közrezárt terület a négyzet átló­
jával felbontható két egybevágó körszeletre. Egy
ilyen körszelet területe egy körcikk (most negyed­
kör) és egy háromszög (rnost egyenlő szárú, derék­
szögű) területének különbsége:

a
2n a·a 2(n I)-----=a ---.
4 2 4 2

A teljes terület ennek dnplája, azaz a2
( ~ - I) ~ 0,57a' (azaz kicsittöbb a négyzet

Jelöljük a négyzetek oldalait aj, a2, aTmai, a megfelelő kerületeket, illetve terüle­
teket kj, k" k3-mal, illetve TI, Tb TTmal.

Mivel a keresett kör érinti a négyzet AB és AD oldalát, O középpontja illeszkedik a
négyzet AC átlójára.
Az APOQ négyszög egy négyzet, mivel mindegyik szöge derékszög, és oldalai
egyenlők; r hosszúságúak.

Az r oldalú négyzetben AO ~ r-fi. Az a oldalú négyzetben AC ~ a-fi.

Mivel AO + OC ~ AC, ezért r-fi + r ~ a-fi.

Ebből a keresett sugár: r ~ ,;;;-fi ,vagy más alakban r ~ a(2 - -fi).
'12 + I

A feltételek szerint
TI : T2 : T3 ~ 4 : 9 : 16

Mivel TI ::::: al
Z' Tz = az2, T3 = a-/ ezért

a/ : a/ : a/ ~ 4: 9 : 16, s így

al : a, : a3 ~ 2 : 3 : 4.
Alkalmas hosszegység bevezetésével: al ~ 2x, a2 ~ 3x, a3 ~ 4x.
Tndjuk, hogy k3 - kl ~ 180, vagyis
4a3 -4al ~ 180, s így
a3-al ~ 45.

Mivel a3 ~ 4x, al ~ 2x ezért 4x - 2x ~ 45, melyből x ~ 22,5 (méter) adódik.
x ismeretében
kl ~ 4 . 2x ~ 180
k, ~ 4 . 3x ~ 270
k3 ~ 4 . 4x ~ 360
Tehát a kerületek összege 810 m.

A feltétel szerint B, Dz ~ 5 cm, igy a
k l kör átmérője 5 cm, és ezzel az
AI B I CI Dl négyzet oldala is 5 cm. Az
A,B,D2 derékszögű háromszögből Pi­
tagorasz-tétellel számolható:

A B 5-fi . k kö ....
2 2 = -- cm, Igya 2 or atmeröje

2
és B3D3 is ugyanekkora. AzA3B3C3D3
négyzet oldalaA3B3D 3 derékszögű há­
romszögből Pitagorasz-tétellel számol-

ható: A3B3 ~ 2. cm.. 2
A keresett területek: AlBI CIDI négyzeté 25 cm-, A2B2C,D2 négyzeté 12,5 cm-,
A3B3C3D3 négyzeté 6,25 cm-, kl köré 6,25ncm2 , k, köré 3,125ncm2

A vizszintes sáv a teljes terület ötöde. Mivel szélessége azonos a teljes téglalapéval,
így magassága annak szintén ötőde. A függőleges sáv a teljes terület tizede. Mivel
magassága azonos a teljes téglalapéval, így szélessége annak szintén tizede. Ezért a
középső kis téglalap magassága ötöde, szélessége tizede a nagyénak, így területe öt-

1200 cm '
vened akkora: ~ 24 cm-.
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Másik megoldás:
Az iménti ábrát CB felezőpontjára tük­
rözve egy paralelogrammába (AD'A'D)
rajzolt másik paralelogrammát (FBF'C)
kapunk. Az FF' szakasz mindkettő te­
rületét felezi, mert egyiknek kőzépvo­

nala, másiknak átlója. Az FF'C három­
szög területe az FF'A'D paralelogramma területének a fele, hiszen alapjuk és magas­
ságuk közös. Így az FBF'C paralelogramma területe az AD 'A 'D paralelogramma te­
rületének a fele, avagy területük aránya 1 :2. A tükrözés miatt azonban az FBC há­
romszög és az ABDC trapéz területe szintén fele az FBF'C, illetve az AD'A'D parale­
logramma területének, igy ezekre is fennáll az 1 : 2 arány.

. I a + cA trapez terü ete --m.
2

A szár F felezőpontja felezi a magas­
ságot is, igy az ABF és a CDF három-

szögek magassága egyaránt ~. E há-
m

a--
romszögek területe így ---..2. = am , il­

2 4
m

C z cm """ . (a+c)m ., ,,,
letve -- =-, teruletuk osszege pedig . Ez lathatolag a trapez teriile-
244

tének fele, tehát a BFC háromszög területe adja a másik felét, vagyis a keresett
arány I: 2.

Az APD háromszög egyenlő szárú és derékszögű, a CQB háromszög pedig egy sza­
bályos háromszög "fele". Ebből- az ábrán már feltüntetetteken kivül- következik,

hogy AD = 4fi, BC = 8 cm hosszú. A trapéz kerülete tehát 52 + 4( fi + 13) =

= 64,59 cm, területe 44 + 413 . 4 ~ 101,86 (cm-).
2

, l

'2,
E

A "----------------'" B

Ekkor az állók által létrehozott mind a
négy háromszög (ABE, CDE, AED,
BCE) derékszögű. Az első kettő a
szimmetria miattmég egyenlő szárú is,
oldalaik párhuzamossága és az állók
osztása miatt 2 : I arányban hasonló; a
második kettő pedig a szimmetria rni-
att egybevágó. Az egyenlő szárú de-
rékszögű háromszög nevezetes három-

szög: átfogója a befogó fi -szerese.

E
. I

mratt ED = EC = fi'
A hasonlósági arány miatt AE = BE = Jz =fi (és AB = 2). Derékszögű három­

szögek területét a befogók szorzata révén könnyen számolhatjuk, igy:

t: r: fi ._I _I ._1
_ -n .-n _ fi I fi fi I

TABE - 2 - J, TBCE =TAED = 2 2' TCDE = 2 = "4'
I l I

A trapéz területe a háromszögek területének összege: 1+ - + - + - = 2 25.
2 2 4 '

Az állók által létrehozott ABE és CDE háromszögek hasonlók, hiszen oldalegyene_
seik párhuzamosak, illetve egybeesők. A hasonlóság aránya az AB és CD oldalak
hossza alapján 2: l. Akkor ugyanez az D 3 C

aránya az AE és EC, valamint a BE és t:~~<~
ED oldalaknak is; vagyis az E pont har- F G
madolja mindkét átlót. Ezt úgy is meg- E

. AE BE 2
fogalmazhatjuk, hogy - = - = -.AC BD 3 A IL- ~

További hasonló háromszögek is van- 6 B
nak az ábrában, szintén oldalegyeneseik párhuzamos, illetve egybeeső volta miatt:

AEF t. _ ACD t., és BGE t. _ BCD t.. Ekkor EF = AE és GE = BE
CD AC' CD BD

Mindkét arány, mint az imént láttuk, ~; igy CD = 3 miatt EF = GE = 2. Vagyis a
3

2·6'3
keresett szakasz: FG = 4. (Ami az alapok harmonikus közepe: 6"+3')

Megjegyzés:
A trapéz területe az ABC és DCA háromszögek területének összegeként is számítható.

A . . M I J 3 "l' I· M 2· M 3· M 9trapez magassaga: =- + =-, teru ete Igy: T =-- +-- =-- =-.
2 2 2 2 2 4
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A koszinusztétel szerint: x 2 + 1 - 2x· cos 120° = 3.

Mivel cos 120° = -0,5, ezért az egyenlet: x 2 + 1 + x = 3, azaz x 2 + x-2 = O,
ahonnan x = l (vagy -2, de x csak pozitív lehet). Eszerint viszont egyenlő szárú
a háromszög, tehát az MCD és MDC szögek egyenlők és igy csak 300-osak lehet­
nek. Váltószögek miatt az MAB és MBA szögek is 300-osak, tehát az ABM három­
szög egyenlő szárú. Valamint BMC és AMD egybevágó (két oldaluk 1-1 és 2-2,
egyenlő, az ezek által közrezárt szögek csúcsszögek, tehát azok is egyenlők),

ezért MAD -1 is 30"-os. A trapéz egyenlő szárú, mert szögei: 60-60 és 120-120 fo­
kosak.

b) Az oldalak: a hosszabbik alap a hasonlóságból 2{3, míg mindkét szár hossza

E
A rombusz átlói merőlegesen felezik egymást, ezért az ABD háromszögre felirt Pi­

tagorasz-tétel a következő lesz: (%r+ (.~r= a2 (így nem lehet e 2 +J2 = a \

Tegyük fel, hogy létezik a feladat feltételeinek ele­
get tevő rombusz. Ekkor Pitagorasz tétele szerint

l = e 2 + a 2 (ahol J > e). E két egyenletből

2 .J2 = 5· a 2
, illetve 2· e 2 =3· a 2

, tehát

rs. {3
J=V'Z·aese=V'Za.

a+c 20+10
A trapéz területe: -2-m => 180 = 2 m => m = 12 cm.

Az AED derékszögűháromszögben Pitagorasz tétele szerint

b 2 = 52 + 122 = 169, melyből b = 13.
Tehát a trapéz szára 13 cm.
A trapéz átlói a szimmetria miatt egyenlők. Az EBD derékszögűháromszögben Pi­
tagorasz tétele szerint

d 2 = 225 + 144 = 369

d = .J369 ~ 19,2.
Tehát a trapéz átlóinak hossza 19,2 cm. Az AED derékszögűháromszögben

tga = 12 = 2,4 => a ~ 67,38°. Tehát a trapéz hegyesszöge 67,38°.
5

10

. . "l .. . 30,0 + 39,0 28 O 966 ( 2)A telek területe a trapéz területkepletebo számítható: 2 " = m.

Mivel a négyzetméterenkénti ár 10 OOO Ft, ezért a telek ára: 9 660 OOO Ft.

a) A lap területe a trapéz területképletéből:

T = a + c m = 28 + (28 - 8) .35 = 24.35 = 840.
2 2

Tehát a trapéz alakú lap területe 840 cm-,

b) A téglalap területe: 28·35 = 980 (cm-), A levágott darab a hulladék:
980 - 840 = 140 (cm-), Ez a téglalap területének kb. 14,3%-a. Ennyi a hulladék.

Van ilyen rombusz, ebben az átlók és az oldal aránya J: e: a = .JS: {3 :.Ji

lS?[
A 10 B' ~'Q

x

PBQ Ll - PCD Ll, mert két-két szögük
egyenlő, (DPC -1 = BPQ -1 csúcsszö­
gek, CDP -1 = PQB -1 váltó szögek)
így megfelelő oldalaik aránya is

l " BP x 4egyen o. - = - ::::::> x = cm.
PC 10

Tehát AQ = 14 cm.

A paralelogramma területe felirható két oldala és az ezek által közbezárt szög szi-

ké . 00 . " 16{3 9 4 ( )nusza szorzata ent IS: 2 = 25 . LM . sm 120°, amiboi LM = -- ~ ,2 cm.
3

A paralelogramma kerülete 2 . 25 + 2 . 9,24 = 68,48 (cm).
Az átlók hosszát koszinusztétellel is számolhatjuk:

KM = ~252 + 9,242
- 2·25·9,24· cos 120° ~ 30,68 (cm);

LN = ~252 + 9,242 - 2·25·9,24· cos 60° ~ 21,90 (cm).A "-----------~ B

a) Az ábra szerint a BCM háromszög a
nevezetes 30-60 fokos, derékszögű

háromszög, amelynek átfogója
BM = 2, ezért befogói: CM = 1 és

BC =.Ji A DMC háromszögben

az egyik oldali, a másik {3 és van
egy 120°-os szög.

--
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A megoldás során többször felhasználjuk, hogy a 30°
és 60° szögekkel rendelkező a átfogójú derékszögű

háromszöget a hosszabbik befogójának egyenesére
tükrözve szabályos háromszöget kapunk, Az a oldalú

b '1 h' .. , fi, .sza a yos aromszog magassaga a· 2' Igya VIZS-

gált derékszögű háromszög hosszabbik befogója

fi
a'---'* p

2

tük az eredeti háromszög területének a tizenketted része (negyedének a harmada).
igya DEFC négyszög területe az eredeti háromszög területének ahatoda. Három
ugyanilyen, egymással egybevágó területet kell az ABC háromszög területéből le­
vágni, hogya DEFGHI hatszög területét megkapjuk.
Legyen az eredeti háromszög területe t!

t
Ekkor T ABC = t, T ADR = T DRF = T FHB = T DFC =4'

lit t
T DEF = T DEC = T FEC =3T DFC =3'4 = 12'

t t t t
T

DEFC
::::: T

FGHB
::::: TDlHA ::::: 2·-::::: -, TDEFGHI::::: t -3·-:::::-,

12 6 6 2

Tehát a kapott szabályos hatszög területe az eredeti háromszög területének a fele.

Másik megoldás:
Húzzuk be az ABC szabályos háromszög DF, DH, FH középvonalait! Ezek az ere­
deti háromszöget 4 db egybevágó szabályos háromszögre bontják, ezek területe te­
hát az eredeti háromszög területének a negyede.
T DEF = T DEC = T FEC = T DlH = T HGF
igy DEF, DIH és HGF háromszögek területe együttesen akkora, mint DFC három­
szög területe, azaz az eredeti háromszög területének a negyede. igy a hatszög terü­
lete az eredeti háromszög területének a fele.

ELEMlsíKGEOMETRIA
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Húzzuk be a szabályos ABC három­
szög DF, DH, FH középvonalait! Ezek
az eredeti háromszöget 4 db egybevá­
gó szabályos háromszögre bontják,
ezek területe tehát az eredeti három­
szög területének a negyede.
A DFC szabályos háromszögben DN
és PF magasságok, tehát egyben súly­
vonalak is, így E pont a DFC három­
szög súlypontja, (be- és körülirható kö­
rének középpontja). igyaDEF, DEC,
CEF háromszögek egybevágók, terüle-

A közös rész szabályos hatszög, melynek oldala a
szabályos háromszög oldalának harmada, azaz 6 cm
hosszú. A szabályos hatszög területe tehát

6'fi
6· -4- = 54fi ~ 93,53 (cm-).

Kerülete pedig: 6 . 6 = 36 (cm).

ELEMlsíKGEOMETRIA

a) Az AC átló hosszát az ABC derékszögűháromszögbőlPitagorasz-tétellel kapjuk:
13. A deltoid területe kiszárnitható az ABC háromszög területének kétszereseként

. '1" ". I' 125 J3·BD iből 120es az at 01 segítségéve IS: . = arm o BD =- = 9 23.
2 13 '

b) A KLMN négyszög téglalap. Ennek bizonyitásához elég felfedezni, hogy KL és
MN egy-egy középvcnal az ABC, illetve CDA háromszögben, LM és NK pedig
egy-egy középvonal a BCD, illetve DAB háromszögben. A középvonalak tulaj­
donságából következik az is, hogy a téglalap szornszédos oldalainak hossza egy­
egy deltoidátló felével egyenlő, ezért területe a deltoid területének negyede: 15
területegység.

c) Felhasználjuk a következő bizonyitásban, hogyaháromszöget bármelyik súly­
vonala két egyenlő területű háromszögre bontja fel.
Kössük össze a P pontot az ABCD deltoid csúcsaival. A már megrajzolt PK, PL,
PM, PN szakaszokkal együtt ezek a deltoidot 8 háromszögre bontják fel. E há­
romszögek között 4 olyan pár található, amelyek tagjai (a bevezető mondatban
emlitett tétel miatt) egyenlő területűek (pl. APN és NPD háromszög, vagy CPM
és MPD háromszög). A négy pár mindegyikéből pontosan egy háromszög tarto­
zik az AKPN vagy CLPM négyszöghöz. e két négyszög területe együtt tehát ép­
pen a deltoid területének felével egyenlő.
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8-szög O középpontját a csúcspontokkal, akkor nyolc darab olyan egybevágó egyen­

lő szárú háromszögre bontottuk fel, melynek szárszöge 360° ~ 45". Válasszuk ki
8

közülük mondjuk az AOB háromszöget.
Ennek az AB alaphoz tartozó OP magassága az AB és
az EF egyenesek közötti távolság fele, azaz 30 cm.
Mivel az OP magasság felezi az AOB szöget, ezért
AOP 1: ~ 22,5".
Az AOP derékszögű háromszögben

AP
tg22,5°~ - => AP ~ 30· tg 22,5" = 12,43.

OP
Az AOB háromszög területe:

T
AOB

~ AB2OP ~ Ap· OP = 372,9,

igy a nagyobb szabályos 8-szög területe: T ~ 8 . TAOB = 2982,4 (cm"),
A kisebb szabályos nyolcszög hasonló anagyobbikhoz.

lósá . 56 14 h' ké kö ld I . I' ki bbikA hason osag aranya - = -,lszen et szem özti o a tavo saga a ise l
60 15

nyolcszögben 56 cm, a nagyobban pedig 60 cm. A hasonló sokszögek terűletéről ta-

(14)2nultak szerint a kisebb nyolcszög területe 15 .2982,4 = 2598, O (cm-), a fehér

sáv területe tehát kb. 2982,4 - 2598,0 ~ 384,4 (cm-).

Előbb az ABC-vel jelölt nagyobb szabályos három­
szög területét határozzuk meg. Jelöljük a szabályos
háromszög oldalát a-val, AF magasságát pedig m-me!.
A feltétel szerint m ~ 70 cm.
Ismeretes, hogy a szabályos háromszögben

afi. 2m
m~ -2-' Igy a~ fi = 80,83.

A szabályos háromszög területe T ~ a
2

fi = 2829 cm 2
4

Az AA 'G derékszögű háromszögben az A 'AG szög
30°, ezért
AA' ~ 2 . 8 ~ 16; A 'F' ~ 70 - 8 - 16 ~ 46.
Az ABC'" - A 'B 'C' '" (mert megfelelő oldalaik pár-

huzamosak), tehát területeik aránya: (:~)
2

~ 2,316.

Tehát a piros sáv terűlete a belső fehér területnek a
131,56%-a.

p

p

R

a o

~

Q

c ",---I--'y

QIé-----"'------.J<'----~~~~------'T

c I-~-I_----'r<j

Másik megoldás:
A QPBC négyszög trapéz, rövidebb alapja és szárai
a hosszúságúak, szögei 150°, illetve 30°. A hosszabb
alap PQ ~ PB I + BICI + CIQ, ahol B I, illetve CI
pontok, B illetve C pontok PQ egyenesre eső merőle­

ges vetületei. így egyrészt B I CI ~ a, másrészt BB IP
és CCIQ derékszögű háromszögek hosszabbik befo-

"(" int) PB C Q figOJa 'i' szennt l = l = a .~.
2

. fi r;::
Igy PQ ~ 0+ 2 . a .~ ~ a . (l + ,,3 ).

2
A két eredmény azonos, mert (l + fi)2 ~ 4 + 2 . fi,

s igy I + fi ~ ~4 + 2· fi.

A hatszög oldalai a, illetve ofi hosszúságúak, felváltva. (Ez utóbbi pl.: az ARS
egyenlő szárú háromszögből, illetve az AFS 30°, 60°, 90° szögekkel rendelkező há­
romszögből kapható meg * miatt.)
A hatszög szögei 120°-osak.
A leghosszabb átló többféleképpen is meghatározható.

AQ ~ AP ~ ofi és PAQ 1: ~ 150°.
Alkalmazzuk a PQA háromszögre akoszinusztételt!

PQ2 ~ 402 + 2'02.2. fi ~ 4a2 + 2fia2; PQ ~ a'~4+ 2fi
2

További megoldás:
Legyen a PS és QR egyenesek metszés­
pontja T.

PQ II BC II SR, CA II QR és BA II FT,
igya PQT és az SRT háromszögek sza­
bályosak, PQ ~ QT ~ QR + RT ~

~ QR + RS ~ 0+ afi ~ a(l + fi).

A fehér sáv területe úgy adódik, hogy a nagyobb 8-szög területéből kivonjuk a ki­
sebb 8-szög területét. Először a nagyobb 8-szög területét számoljuk ki.
A feltétel szerint ez egy olyan szabályos nyolcszög, melynek magassága, azaz az
AB és az EF párhuzamos oldalai közötti távolság 60 cm. Ha összekötjük a szabályos
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Legyen a négyzet oldala egységnyi, területe (és így a

köré is) l. A kör sugara ekkor r =.j!; ~ 0,564.

A két síkidom metszete forgásszimmetrikus alakzat,
mégpedig a közös középpont körül 900-onként elfor­
gatva fedi önmagát, igy elegendő a negyedrészét
vizsgálni (ekkor az ábrán jelölt két piros sugár merő­
leges egymásra). A közös rész negyede két részből

áll: egy egyenlő szárú háromszögből és egy körcikk-
O 5

ből. Az egyik derékszögű háromszögből cos IX = -'-.
r

Beirva r értékét és visszakeresve, a szögre IX ~ 27,6° adódik. Az egyenlő szárú há-

r
2

·sin21X __ 0,131.romszög területe ----
2

A körszelet magassága a határoló húrra állított merő­
legesek közül a leghosszabb. Ez felezi a határoló húrt
is. Így AF =FB. Mivel oe =5 cm, Cl: =2 cm,
OF = 3 cm, AO = 5 cm.
Az AFO derékszögű háromszögre Pitagorasz tételét

alkalmazva AF 2 + FO z = A0 2
Ebből AF = 4 cm,

így a körszeletet határoló húr hossza AB = 8 cm.

A
~-~C C

AB húr felezőpontja E, CD húr felezőpontja F. Pitagorasz tétele szerint

azAEOderékszögűháromszögben d l
2 = 21 2_11,5 2

= 308,75 dl ~ 17,6;

aDFO derékszögűháromszögben dz' = 212 _15 2
= 216 d2 ~ 14,7.

a) A két húr távolsága: dl + d2 ~ 32,3 cm;

b) a két húrtávolsága: dl - dz ~ 2,9 cm.

(Az ábrázolás átláthatósága miatt az ábrák nem méretarányosak!)

.____------'::D D'_-_o
B

Legyen a körcikkhez tartozó középponti szög IX. A körgyűrűcikk területe a nagy és

ki kö 'kk "l . k kük b' 9
2
n 3

2
n 900a 18 Orct teru etene li Dll sege: --. IX - -- . a = 18Jt => lX =

360 360

A húr felezőmerőlegeseegyúttal felezi a húrhoz tar­
tozó középponti szöget is, hiszen a húr a végpontjai-
ba vezető sugárral egyenlő szárú háromszöget alkot.
A létrejövő derékszögű háromszögben e középponti

.. c l' k szi . íX 4,33 O 866szog le ene SZInusza: sm - = -- =, , ami-
2 5

ből ~ -_ n . kö . h' '" 2nA özépponti szög te at IX ~ -.
2 3 3

A kisebbik körszelet területe az íX középponti szögű

körcikk és a sugarak meg a húr alkotta háromszög te-
2 ~ 2. sina ,

rületének különbsége:~ - r , a konkret adatokkal:
2 2

12,5 (2; - ~] ~ 15,35 (cm-).

A nagyobbik körszelet területét megkapjuk a kör területéből kivonva az iménti ered-

., [2n .J3] SOn r:menyt: 5- ·n-12,5· --- = -+6,25"113 ~ 63,19 (cm-),
3 2 3

A szimmetria miatt a közös húr merőleges a körök középpontját összekötő szakasz_
ra (a centrálisra), és az felezi azt. Így két derékszögű háromszögben felirva a Pita-

gorasz-tételt, a keresett távolság: ~R 2
- h2 + ~r2 _ h2 .
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A körcikk középponti szöge fJ = 90° - 2a ~ 34,8°, vagy radiánban íJ ~ 0,607. A
2-

körcikk területe így r / ~ 0,097. A négyzet és a kör közös részének területe tehát:

4(0,131 + 0,097) ~ 0,912. Ez a négyzet (vagy a kör) területének kb. 91%-a.

B

A teljes kör területe T = r
2n = 100n.

A 7-es találat zónájának a területe két kőr területének
a különbsége, mégpedig a középtől számított 4 cm,
ílletve 3 cm sugarú kör területe.

1],e'o> = 4 2n - 3
2n = 'l n (cm-),

A keresett területek aránya:

Th"" =~ = 0,07, tehát a hetes talalati zóna te-
T 100n

rülete a teljes kör területének 7%-a.

a) 28f2 ~ 39,60 (cm).

b) A kőzépső négyzetbe négy egybevágó körszelet nyúlik be.
Ezek együttes területe egy kör és egy négyzet területének különbségével egyenlő:
28 2(n - 2) ~ 895,0 (cm-),

Ennyi a négyzetben kétszeresen lefedett síkrész területe.
A négyzetből egyszeresen fedett terület:

282 . 2 - 282 (n - 2) = 282 (4 - n) ~ 673,0 (cm").

282(4 -n)
A négyzet területének 2 . 100 = 50(4 - n) ~ 42,9 százalékát fedí le

28 ·2
pontosan egy körlap.

c) A legalább egyszer lefedett terület a b)-ben kíszámolt terület és négy körlap te­

rületének összege: 28 2(4 - n) + 4 . 282 n = 282 (3n + 4) ~ 10 525 (crn-).

A vonalkázott síkrész C-n átmenő szímmetriatengelyét behúzva két egybevágó kör­
szeletet kapunk. Egy körszelet területe egy negyedkör és egy 5 cm befogójú egyenlő

sZá(r~ de:ékSZ~gü ~aJ'roms,z(ö; teruJ'letének különbsége, ezért a vonalkázott terület:

2· 4,5 n- z·5 =5 Z-l ~14,27(cm2).

Az F" F2 , F3 körközéppontokból 60°
középponti szögü körcikkeket fekte­
tünk a közös részre.
A három cikk együtt lefedí a három
Thalész-kör közös részét, az l oldalú
F IF2F3 szabályos háromszöget há­
romszorosan is.
A keresett terület tehát megkapható
úgy is, hogya 3 körcikk területének

B

A
a) Az ábra alapján, mivel AB út hossza a koríven

6,28 km lett a két sugárnyi hossz, 12 km helyett,
ezért az AFB 1: = 60°. Hiszen a kör kerülete
l2n ~ 12·3,14, ami éppen hatszorosa az AB iv
hosszának, azaz 360° hatodrésze. 60° lesz az AB
ívhez tartozó szög.

b) Mivel AFC 1: = 150°, ezért az AC út hossza az ed­
digi 12 km helyett az íven már hosszabb lesz: a

150° a 3600-nak ~ része, teháta 12nkm ~ ré-
12 12

szét kell kiszámítani, ami 5n, kb. 15,71 km. A vál­
tozás tehát kb. 3,71 km-es növekedés.

c) Ha eddíg keresztülment a városon a teherautó, akkor 12 km volt az útja, ami most
egy félkör kerülete lesz, tehát 6n, kb. 18,85 km. Ez kb. 6,85 km-rel, 57%-kal nö­
veli meg az út hosszát. (Most azonban nem kell a városon átmenni, tehát időben
vélhetően nem lesz rosszabb a helyzeti)

a) Második lépés az A kezdőpontú, AK félegyenes megszerkesztése.
Ezután az M pont meghatározása, majd egy A középpontú, AM sugarú kör meg­
szerkesztése következik. Ennek a körnek és az AB szakasznak a merszéspontja
adja a keresett P pontot.

b) Jelölje az AP szakasz cm-ben mért hosszát x. A feladat szövegében felirt arány-

. . h' x 8 . 2 8 64 Opar szennt te at -- = -, vagyis x + x- =.
8 -x x

A megoldóképletből -4(jS + I), ílletve 4(jS -I) adódik, de csak a pozitiv
gyök lehet a feladat megoldása. (x közelítő értéke 4,94.)

2 2 (I )2 5 ,,,' JSc) AK =AB + -AB =-AB, arniből AK=-AB.
242

AP = AM = AK - KM = JS AB _.1c AB = AB. JS -I = 8. JS -I = 4(jS -I),
2 2 2 2

ami valóban a bl-ben kiszámítottal egyenlő.
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összegébőlkétszer levonjuk az F, F2F3 szabályos háromszög területét:

I'·n I'·fi n-fi ...
T = 3·-- - 2·-- = --- = 0,7048 (teruletegyseg).

642

~
I

I

Q

-,
-,

-,
, T

/

/
I /

c

p

Mivel az ACB szög derékszög, ezért
PQ a kör átmérője (Thalész-tétel meg­
forditása). Emiatt a kör háromszögön
kivüli részének területe a PCQ félkör
és a PCQ derékszögű háromszög terü­
letének különbségével egyenlő.

A kör átmérőjének hossza 50 cm, mert
ennyi az ABC háromszög átfogóhoz A L -"o_~"--- '" B
tartozó magassága. PQ középvonal az
ABC háromszögben (mert párhuzamos AB-vel és hossza annak fele), ezért a PCQ
háromszög területe az ABC háromszög területének negyede.

A keresett terület tehát: T = 25' n _ 100·50 = 356 75 (cm-).
2 8 '

Ez a kör területének (ami 1963,5 cm') a 18,2%-a.

A PKQ háromszög szabályos, tehát a
közös PQ húr is 100 cm hosszú. A
PTQ háromszög derékszögű és egyen-

l " .. . PT Q 100o szaru, ezert ::::: P ::::: -fi :::::

= 50fi = 70,71 (cm) hosszú.

Az előző (1821.) feladat megoldásában leirtak alapján megállapitható, hogya lefe­
dett sikrész területe egy félkör és egy derékszögű háromszög területének összegével

.. 252n 10050
egyenlo: T = -- + = 1606,75 (cm').

2 8
Ez az ABC háromszög területének (ami 2500 cm') 64,3%-a.

A kétszeresen fedett tartomány két kör­
szelet területének összegeként is felir-
ható, az egyes körsze1etek területe pedig egy körcikk és egy háromszög területének
különbségeként is kiszámitható.
A 100 cm sugarú körhöz tartozó körszelet területe:

100' n 100
2

fi = 905,86 (cm-),
6 4

A kisebbik körhöz tartozó körszelet területe:

(50fi)'n _ (50fi)' = 142699 (cm-),
42'

A kétszeresen fedett tartomány területe tehát 2332,85 ern".
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a) és b) A KPE háromszög egy szabályos háromszög
"fele" ezért az érintőszakasz hossza e ::::: 19 cm, a

kör sugara pedig r = 19fi = 32,91 (cm).

c) A KPE háromszög körön kivüli részének területe
a háromszög területének és egy 30' középponti
szögű körcikk területének a különbsége

ti = 19
2fi

_19
2·3·n

=192[fi _nJ=29," (cm-),
2 12 2 4

A kérdezett terület a k kör területének és a most kiszámolt t j kétszeresének ösz­

szegével egyenlő: T = 32,91 2n + 2·29,11 = 3402,56 + 58,22 = 3460,78 (cm-),

Először határozzuk meg
két olyau 12 cm sugarú
kör közös részének terü­
letét, amelyeknek a kő­

zéppontjai is 12 cm-re
vannak egymástól.
A közös részt két 120'
középponti szögű, Kj, il­
letve Kz középpontú kör­
cikkel lefedve a K, MK2N
rombusz kétszeresen fe­
dett lesz. A közös rész te-
rületét ezért megkaphat- M ~----

juk úgy is, hogy a két körcikk területének összegébőllevonjuka rombusz területét:

_ . 12
2n

_ 12'fi ~ 17689 2tk - 2 .~ , cm.
3 2

Ezután figyeljük meg, hogya (feladat ábrája szerinti jelölést követve) C középpontú
CAB negyedkört hézagtalanul lefedhetjük két olyan egybevágó sikidommal, ame­
lyek egyike az A és a C középpontú körök közös részének fele, másika pedig a B és
a C középpontú körök közös részének a fele. E két sikidom együttes területe éppen
az előbbiekben kiszámitott tb másrészt ez a két sikidom a vonalkázott sikrészt két­
szeresenfedi le. Ezérta vonalkázott síkrészT területére igaz, hogy tk - T ::::: lnegyedköfl

vagyis 176,89 - T = 12:n =} T = 12(5n- 6fi), amiből T = 63,79 cm-,
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4Tn
3.J3 ~

b) Ha a kötél hossza 6 méterre rövidül, akkor a fenti
ábra is módosul.
A lelegelhető terület egy 6 m sugarú félkör, és két
1 m sugarú negyedkőr (vagyis egy I m sugarú fél-
kör) területének összege: _.AC'~__.:»

(62 + 12 )n
T, = 2 = 18,5n ~ 58,1 (m-). D ------'c

T, l8,5n 37 """'"- =--- = - ~ 0,287, azaz az uJ lelegelheto terulet akorabbrnak csupan
T 64,5n 129
28,7%-a.

•

B

Ic

:2m

K Sm

c

7cm:

'Kl
I

I

I

I

I
I

r14 cm
I

KI 14cm
Ai'---'?'

a) A cölöpöt az AB felezőpontjában
(K-ban) leverve az ábra szerinti,
részben kőrivek által határolt sik­
idomot kapjuk.
AJelegelhető területet egy 10 m su-
garú félkör, két 5 m sugarú negyed­
kőr (azaz egy 5 m sugarú félkör) és
két 2 m sugarú negyedkor (azaz egy
2 m sugarú félkör) területének ösz­
szegeként is kiszámithatjuk:

(102 +52 +2 2 )n
T = 2 64, 5n ~ 202,6 (m").

a) Az egyenlő szárú derékszögű há­
romszög területe csak az átfogója se­

2

gitségéveJ is kifejezhető: T = '.:.....
4

Akkor lehet tehát a legnagyobb te­
rületű háromszöget kivágni a kör­
ből, ha az átfogó a kőr egyik átmé­
rőjével azonos. Ekkor a derékszögű

csúcs a körön lesz.
A háromszög kivágása után a három
megmaradt körszelet közül a félkör­
bőI vágható ki a legnagyobb körlap (kl)' Ennek átmérője az eredeti kör sugara.

A kivágott részek együttes területe: 14 2 + 7 2n ~ 349,94 (ern"), ami a teljes kör­
lap területének (615,75 cm--nek) az 56,8%-a.
A hulladék tehát 43,2%.

4T
A háromszög területére felírt összefüggésből a2 = .J3' igy a kör területe

~ 2,418 (cm-), hiszen a feladat szövege szerint T = I cm-.
A legkisebb lefedő kőr I cm? területű része a szabályos háromszög, tehát 1,418 cm'
területű része nyúlik túl a hárornszögön. Ez a kör területének 58,6%-a.

a) Hamis. A kőrlap területe 400n ~ 1256,64 (ern"), ezért nem fedbető le semmi­
lyen 1255 ern? területű sikidommal, igy 1255 darab egységnégyzettel sem (a le­
fedett sikidom teriilete nem lehet nagyobb a lefedő sikidom területénél).

b) Igaz. Készitsünk egy 40 cmx40 cm-es négyzetet. Ezzellefedhető a 40 cm átmé­
rőjű körlap, a négyzet pedig lefedhető már 1600 négyzetlappal is (ezért tenné­
szetesen l655-tel is).

A kőrlap területe 100n ~ 314,16 (cm-).
Az ötszög feldarabolható két egybevágó egyenlő szárú derékszögű háromszögre és

bál h' " , ""I 2 10
2

10
2

.J3 14330 ( 2) .egy sza a yos aromszogre, Igya teru ete: .-- + --- = , cm, arru a
2 4

kőrlap területének 45,6%-a.
Tehát a körl ap területének 54,4%-a van az ötszögön kivül.

Adott k kör esetén az a szabályos háromszög, amelynek k a beirt köre, lefedi a kört.
A kisebb szabályos háromszögek egyikével sem lehet a k kört lefedni.
Az a oldalú szabályos háromszög beirt körének sugara a háromszög magasságának

. I a.J3 a.J3 "" ,a2 n .
egyharmad resze: r =- .-- =--, a kor terulete t = r- n= --. MIVel most

3 2 6 12

t = 1, ezért a legkisebb szabályos háromszög oldalára fennáll a2 = 13.. Mivel a
n

bál h' " "I felírhat/ T a
2.J3

lakban : , T 3.J3sza a yos aromszog tem ete le If ato . :::: -- a a an IS, ezert :::: -- ~

4 n
~ 1,654 (cm-). A legkisebb szabályos háromszög területéből 1 ern? a beírt kőr terü­
lete, ezért a kőrőn kivüli terület 0,654 cm-. Ez a háromszög területének 39,5%-a.

A szabályos háromszög körülírt köre lefedi a háromszöget, a körülirt kőrnél kisebb
sugarú kőrők egyikével sem lehet a háromszöget lefedni.

Az aoldalú szabályos háromszög területe T = a
2.J3

, körülírt körének sugara a
4

h , " , . k ké h d' R 2 a.J3 a.J3 I ki bb l cd"arornszog magassagana et arma resze: :::: - .-- =--, a eg ise ele o
232 3

2 a n
kör terulete ezért R n = -3-
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Az ABC háromszögben van egy derékszög és egy 600-os szög, ez tehát a nevezetes

300_600_900_os háromszög, oldalai az adott AB = l-en kívül BC =-J3 és AC = 2.
Ekkor AD = 2 is igaz. Mivel az ACD háromszög egyenlő szárú, az AF merőlegesCD­
re. Ekkor az ACF derékszögűháromszögben a Pitagorasz-tétellcl:

FC = ~22 - [~r = ~3, 25. Így CD = 2FC = 2~3, 25 = .JI3.

•

B

H

c

DA négyszög szemközti oldalaínak ösz­

szege AB + CD = 1+ .JI3 = 4,61,

iJletve BC + DA = -J3 + 2 = 3,73.
Mivel ezek nem egyenlők, a négyszög
nem érintőnégyszög.

Második megoldas:
Az adatok szerint az ACD háromszög
egyenlő szárú, ekkor az alaphoz tarto­
zó súlyvonal (AF) egyúttal oldalfelező

merőleges és szögfelező ís. Az ACF

-J3
derékszögü háromszögből így cos CAF o<): = ; = ~, amíből CAF o<): = 64,34°,

igy CAD o<): ennek kétszerese, 128,68°, amí a 600-os CAB o<):-gel együtt már 188,68°-os,
tehát homorú BAD o<):-et jelent. Konkáv négyszög pedig nem lehet érintőnégyszög.

Mível AH és GB magasságok, ezért
AG 1- GB és AH 1- HB. Így AGB és
AHB derékszögü háromszögek közös
átfogójaAB, Thalész tétele míatt G, il- G _... -...~~

'"' / J'

letve H illeszkedíkAB Thalész-körére, ~<,,:-; :
amelynek középpontja az AB szakasz ,". ' ':,
felezőpontja, F. FG és FH a Thalész- " ' ,
kör egy-egy sugara, így egyenlők, te- ",
hát GFH háromszőg egyenlőszárú. A ~' -''''L: _

Megjegyzés: F
Egy magasság talppontja az oldalnak akkor és csak akkor belső pontja, ha ezen ol­
dalon hegyesszögek nyugszanak. Ha a háromszög nem hegyesszögű,a magasságok
talppontja a háromszögön kivül eshet, de a bizonyítás hasonlóképpen elmondható.

Be kell látni, hogy a háromszög bármely oldala pl. c kisebb, mint a háromszög ke-

l . k < l u + b + c bb '"Irü etene a le e, azaz c < ,e o
2

2c<u+b+c
c < u + b.

Ez pedíg azt jelenti, hogy a háromszög bármely két oldalának összege nagyobb,
mínt a harmadik oldal, ez a háromszög-egyenlőtlenség, amely a háromszög oldalai­
ra teljesül. Ekvivalens lépések útján kaptunk egy igaz állitást, tehát az eredetí állítás
IS igaz.
A feladatban u, b és c szerepe felcserélhető, tehát a háromszög bármelyik oldala ki­
sebb, mínt a háromszög félkerülete.

B

Ic

14

c

A

2

2

c
,

,

,

,

:! ,
,

,

K'

D

'x
----~p,

'" _ ! 7-x
-! K]

,

,

,

,

A

b) Számítsuk ki a két kör és a három­
szög átfogója által határolt síkidom­
bau elhelyezhető, K 2 középpontú
érintőkörsugarát. Jelöljük ezt x-szel.
Az érintkező körök kőzéppontjai­

nak távolsága a két kör sugarának
összege, vagy különbsége, ezért
KK2 = 14-x és KlK2 = 7 +x.
A K2 pont az AB egyenesétől x tá­
volságra van, ígyaKTből CK egye­
nesére állított merőleges talppontja
(P) is x távolságra van AB egyene­
sétől. Ezért PK l = 7 -x.
A KPK2 és a Kl PK2 derékszögű há­
romszögben is felirva a Pitagorasz-tételt:

2 (14 2 2 6 8 . 2 2 2PK2 = -x) -x = 19 -2 x,I1letvePK2 = (7+x) -(7-x) = 28x.
Így 196 - 28x = 28x, amíből x = 3,5 adódik. Az érintőkőr átmérője 7 cm.
Igaz tehát, hogy a maradékból még két darab 7 cm átmérőjű körlap is kivágható.

Az adott négyszög konvex, mert az AC átló a négy­
szöget két nevezetes háromszögre bontja. Az ABC­

ben az oldalak fi, .J6 = -J3fi és 2fi, vagyís az

oldalak aránya l: -J3: 2, ez tehát a 300-600-900-os há­

romszög. Az ACD-ben pedig az oldalak 2, 2, 2fi,

vagyis az oldalak aránya I:l:fi, ez pedíg a 45°_
45"-900-os háromszög. Ekkor a négyszög két szem­
közti szöge (B-ben és D-ben) derékszög, ezek össze­
ge 180°, vagyis ABCD húrnégyszög. (Ha a nevezetes
háromszögeket nem is ísmerí fel, egy-egy koszinusztételt felirva az ABC, illetve
ADC háromszögekben a B-nél, ílletve D-nél lévő szögre színtén kijön. hogy mind­
kettő derékszög.)
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Q

c

G

E

D)/'---1~-\ C

Másik megoldás:
Húzzunk párhuzamost P ponton keresztül BC-vel! Ez
az egyenes AB-t P"-ben metszi. Mivel ABC li egyen­
lő szárú és CB II PP", ezért AP"P li is egyenlő SZálÚ,
így PP" ~ AP ~ x és a feltétel miatt AP ~ BQ ~ x.
A PP"QB (konvex négyszüg) paralelogramma, mert
két oldala PP" és BQ párhuzamos és egyenlő. A pa­
ralelogramma átlói felezik egymást, ezért K felczi
PQ-t. Így AB is feJezi a PQ szakaszt.

Mivel a + (J ~ 90°, meghosszabbítva a trapéz szárait, azok derékszögben metszik
egymást (G). Az ABG és a DCG há­
romszögek hasonlók (oldalaik párhu­
zamosak, illetve egybeesők), igy az F
pont ráesik az ABGli GE súlyvonalára.
Mivel egy derékszögű háromszög köré
írható kör középpontja az átfogó fe­
lezőpontja, ezért most
EA ~ EG ~ EB és FD ~ FC ~ FC.
Persze EF ~ EG - FG, de ekkor EF ~ EA - FD is igaz, igy 2EF ~ 2EA - 2FD is.
De ez utóbbi különbség épp AB - CD.

Legyen AC és PB metszéspontja Q! CAP 1 ~ ACB 1, illetve BPA 1 ~ PBC 1,
mert váltószögck. Ezért APQ li - CBQ li, mert két-két szögük egyenlő, igy megfe-

JI " ld laik ará l" AP AQ M' . . AP Ie o o a aI aranya egyen o. - ~ -. Ivel a feltetel szennt - - és
BC QC AD 6

, AQ AP AP l
AD ~ BC (paralelogramma), ezert - ~ - ~ - ~-.

QC BC AD 6
l

AC ~ AQ + QC ~ 7AQ, azaz AQ ~ - AC.
7

e

c

c

A'-------'----'8

b

t

Előszőr két olyan pontra látjuk be az ál­
lítást, amelyek valamelyik oldallal pár-
huzamos egyenesen vannak. Ezek az
egyik oldaltól azonos távolságra van­
nak, a másik két oldaltól való távolsá­
gaik összege pedig azért egyenlő, mert
az egyforma szinnel (szürke, piros) je­
lölt szakaszok az egyenesre való tükrö­
zés miatt egyenlők, s igy két párhuza­
mos egyenes távolsága adódik mindkét
esetben. (Az AC oldalegyenes tükörképe e-re a szag­
gatott egyenes, ami párhuzamos BC-vel, mivel a há­
romszög szabályos.)
Bármely két pont egy alkalmas harmadikon keresztül
a fenti helyzetbe hozható. A távolságösszeget pl. egy
csúcsra megvizsgálva, ez a háromszög magassága

{j
lesz, 2 a, ha a az oldalhossz.

Legyenek a derékszögű háromszög be­
fogói a, b, átfogója c.
Az egyenlő szárú háromszögek területe:

l, 1 2 • 1 2tr ::= -a , f 2 = -b es l3 =-c
2 2 2

P· 'l' 2 b? 2itagorasz tete e szennt a + -:::: C .

Ebből (2-vel való osztással) adódik
ti + f2 = l3. amit bizonyítani akartunk.

11836.1 Legyen az ABC háromszög AB alapjának és a PQ
szakasznak a metszéspontja K.
Húzzunk párhuzamost P-n keresztül AB-vel, e párhu­
zamos CB szárat P'-ben metszi.
Mivel AB II PP' és az eredeti ABC li egyenlő szárú,
ezért a keletkezett PP'C li is egyenlő szárú, CP ~ CP'
és CA ~ CB =? AP ~ BP' ~ x. A feltétel miatt
BQ ~ x. Így B felezi a P'Q szakaszt, KB II PP', ezért
KB a PQP' háromszög középvonala, tehát K felezi a
PQ szakaszt. Így AB is felezi a PQ szakaszt.

c
6x

Q

I
•

I
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B

a

F

C

A

AIf-------------j,B

__ D-;;;E~-7C
-~ I

I
I I
I I

m2
\ .: /

I Imi
I I

I

I

Legyen az egyenlő szárú derékszögű

háromszög befogója a, ekkor a területe

a2

ti =-.
2

A háromszög átfogója Pitagorasz tétele

miatt a.fi, az átfogó fölé irt félkör su­

a.fi "1gara r ~ --, teru ete
2

r 2n alJ(
t2 =--~ --o

2 4
Az egyenlő szárú derékszögű három-

mert E felezőpont.

Mindezeket egybevetve:

Az ábra jelöléseit használva, azt kell

bebízonyítani, hogy TAFCE ~ ~ TABCD'

Az AC átló berajzolásával az ABCD
négyszöget is és az AFCE négyszöget
is két részre bontottuk.
Így TAFCE ~ TAFC + TACE és

TABCD ~ T ABC + TACD'

I . dk' h'TAFC = "2 TABC ' mert nun et arom-

szög magassága m" míg az ml-hez tar­
tozó oldalak az ABC háromszögben

AB, az AFC háromszögben pedig AF ~ AB, mert F felezőpont.
2

I
Hasonlóan TACE ~ - TACD' mert mindkét háromszög magassága m-; mig az m,-höz

2

tartozó oldalak az ACD háromszögben CD az ACE háromszögben pedig EC ~ CD ,
2

a2n

szög derékszögű C csúcsa köré irt negyedkör területe /3 ~ --.
4

A keletkezett holdacska területe /4 ~ /1 + /z - /3' Be kell látni, hogy ez megegyezik
a háromszög területével, azaz /4 ~ /1, ami teljesül, mert /2 - /3 ~ O.

C

x Q n

.>:'>:

C l
B T

Legyenek az átfogón keletkezett sza­
kaszok AP ~ k, PQ ~ x (a négyzet ol-
dala), QB ~ n. Be kell látni, hogy

x ~.fk.7;.

Az APK L'; - RQB L';, mert két-két szö­
ge egyenlő (KAP -1 ~ QRB -1 ~ oc,
mert merőlegesszárú hegyesszögek,
KPA -1 ~ BQR -1 ~ 90°), így megfele-

lő oldalaik aránya egyenlő: :: ~ "- ebből x ~ .fk.7;.
k x

A feltételt úgy is írhatjuk, hogy
{J ~ ABC 1 ~ 90° + y. Legyen T az ma
talppontja CB meghosszabbításán, ek­
kor ABT 1 ~ 90° - y. Mivel az ABT L';

derékszögű, ezért BAT 1 ~ y. Ekkor az
ABC L'; köré irható körben az AB húron
nyugvó BCA kerületi szöggel meg­
egyezik a BAT 1, amelynek egyik szá­
ra maga azAB húr, másik szára, TA te­
hát érintő kell legyen (éríntőszárú ke­
rületi szög).

Használjuk az ábra jelöléseit.
Tekintsük először a felezőpontok által alkotott
F IFzF3F4 négyszöget. Megmutatjuk, hogy ez miu­
dig paralelogramma.
Az ACD háromszögben F 3F4 középvonal, ezért

. AC
F3F4 11AC es F3F4 ~ 2'
Ugyanígy az ABC háromszögben FI Fz középvonal, A

. II' AC FI
ezertFIFz ACesFIF, ~2' B

Mindezek alapján Fl F,II F 3F4 és FI Fz ~ F3F4, így az FI F2F3F4 négyszög két
szemközti oldala párhuzamos és egyenlő hosszúságú, tehát valóban paralelogramma.
Tudjuk, hogy a paralelogramma középpontosan szímmetrikus alakzat, ezért az átlóí
felezik egymást, igy valóban igaz, hogy bármely négyszögben a szemközti oldalak
felezőpontjait összekötő szakaszok felezik egymást.
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I I I
Ezen gondolatmenet alapján: TFG C = 4:TBCD' THGIJ = 4: TA CD , TJJEA = 4:TDBA"

Így akis háromszögek területösszege:
I 1
- (TABC + TAClJ + TBDA + TBDC) = - (T + T) =

1.
4

EFGH' .. "l 4. l Tgy az negyszog tern ete szmten - .
2

Mivel a feltétel szerint .!cT = ISO cm-, ezért TABCD = 360 cm".
2

(1845~ D D D
M

C C

'2 '4
/

N t / L
t3

/

ti

B B B

A A A K

•

I

I

I

~m

~
-~ - L

b

e

a

x

f

2 hegyesszög

I

I

I

I,m

D

b

x

O hegyesszög

Húzzuk meg a paralelogramma AB oldalához tartozó magasságát!
AKD Ll " BCL Ll, mert két oldal és az
oldalak közül a nagyobbikkal szem­
közti szög egyenlő (b, m és derék­
szög). Írjuk fel Pitagorasz tételét ALC,
DKB és BLC derékszögű hárornsző­

gekre!

e 2 = (a + x)2 + m
2

(L) A :::::J --'v

2 )2 2 (II) ,x Kf = (a-x +m . ~_~_

'b2 = x 2 + m 2 (III.) a
Adjuk össze az első két egyenletet, majd 2 kiemelésével, és a III. egyenlet behelyet­
tesitésével a bizonyitandó állítást kapjuk.

Csak konvex négyszögre igaz, hogy a négyszög szögfelezői- ha négyszöget, akkor
- húrnégyszöget zárnak közre. Az ábrán EGHK négyszögben

DEC-): = KEG-): = e = ISOO-[~+%) AHB-): = KHG-): = (J = ISOO-[~+~}
Így EGHK négyszög szemközti szögeinek összege:

B+(J = ISO°_(l'. +.<l) + ISO°-('2 +~) = 360° _('2 + ~ + l'. +.<l) = ISO° mert
l2 2 l2 2 l2 2 2 2 '

az eredetiABCD négyszög (és minden négyszög) belső szögeinek összege 360°. Így
KEGH négyszög szemközti szögeinek összege lSO°, azaz húrnégyszög.

Másik megoldás:
Legyen a BAD -): = IX. Írjuk fel az ABD és ABC háromszögre akoszinusztételt:

f2=a 2+b 2-2abcoslX (L)

e2 = a 2+b 2-2abcos(lSOO-IX) (II.)
cos (lSO° -IX) = -cos IX azonosságot felhasználva a (II.) egyenlet

e 2 = a 2 + b 2 + 2abcos IX.

Ezt az egyenletet és az I. egyenletet összeadva az állítást kapjuk.

~847) Nem igaz. Itt két ellenpéldát mutatunk.

B

F

E

A

Legyen az ABCD négyszög területe T.
Az EBF háromszög az ABC három-

l
szög B középpontú 2" arányú kicsinyi-

tett képe, mert E a BA szakasz felező­

pontja, F pedig a BC szakasz felező­

pontja. Mivel Je arányú hasonlóság ese­

tén a területA2-szercsérc változik, ezért
I

TEFB = 4: TABC'

Vágjnk fel a négyszöget átlójával kétféleképpen és írjuk fel ennek megfelelőena te­
rületét!
T = ti + h- illetve T = t3 + t4, igy 2T = ti + t2 + t3 + t4.

A keresett paralelogramma területét megkapjuk, ha a négyszög területébőllevonjuk

a háromszögek területét. Pl. a KBL háromszög területe az ABC háromszög területé­
nek a negyede (KBL háromszögbőlaz ABC háromszög B középpontú Je = 2 arányú
nagyítással kapható), s ez minden kis háromszögről belátható.

[
t t t t) T TA keresett paralelogramma területe t = T - -.l + -L + ~ + --". = T - - = -.
4 4 4 4 2 2

Tehát a paralelogramma területe a négyszög területének a fele.
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A Thalész-tétel miatt az ACB '* derékszög.
Ekkor CB egyrészt felezőmerőlegese

AD-nek, másrészt ehhez az oldalhoz
tartozó magassága az ABD Ll-nek. Ha
ez a két nevezetes vonal egybeesik, ak-
kor a háromszög egyenlő szárú.

Második megoldás:
Ekkor a D nemcsak C-re mint pontra,
hanem CB-re mint tengelyre is tükör­
képe A-nak, vagyís az egész ABD Ll
tengelyesen szímmetrikus CB-re, tehát
egyenlő szárú.

A tükrözés míatt
AP = APJ, PB = PjB,
PB =P2B, PC =P2c.
A PAP jBP2CP töröttvonal hossza:
PA +AP I +PIB+BP2 +P2C+ CP =
=2 . PA + 2 . PB + 2 . PC =
=2 . (PA + PB + PC).

A paralelogramma sikjában lévő P pont elhelyezkedésétőlfüggően, három ábra le­
hetséges.

12

s{3 30'

4{3

A

B

B

c

Az állítás konkáv négyszögre nem igaz. Pl. lásd az ábrán, KjE j G, Hj négyszög két
szemközti szöge KIE j GI '* és GjHjKj '* is tompaszög, így összegük 180'-nál na­
gyobb.

c
A háromszögek között nincsenek egybevágók.
Az ABC Ll és az EFD Ll míndkettő egy szabályos háromszög fele. Ebből következik,

hogy az ABC Ll átfogója: ~ ·12 = 8-13, az EFD Ll átfogója: 12. Tehát nem egy­

bevágóak.
A GJH Ll nem lehet egybevágó az előzőekkel (azaz egy fél szabályos háromszög-

gel), mert akkor a 30' melletti két oldal aránya ~ lenne. A I~ " ~.

BP
'-----A .'-..---'".-..--

Pl
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•

s

k

b'

l'

F

Bz
P'

bc

A

e

A~------"----~B

f

P
a 0:--------------'

C2\L---J-W--~0i:-------
p

a'

P

A

o

B
~

O'

a

Adott a szerkesztendő háromszög A, B
csúcspontja, az A-ból kiinduló b oldal­
egyenes és az A-ból kiinduló s súlyvo­
nalegyenes.
Mivel s áthalad a szerkesztendő há­
romszög A-val szemközti BC oldal
F felezőpontján, ezért BF = FC, igy

l
BF=-BC.

2

Ez azt jelenti, hogya C csúcs olyan tulajdonságú, hogya B középpontú, ~ arányú
2

kicsinyitett képe s-re esik.

Így a szerkesztés menete: a b egyenest B középpontal ~ arányban kicsinyítjük, igy

kapjuk a b-vel párhuzamos b' egyenest.
Ez s-ből kimetszi az F pontot. A BF egyenese pedig b-ből kimetszi a C-pontot.

b

a"

b

A feltétel szerint az e egyenes a kere­
sett háromszög szimmetriatengelye,
tehát a szárak metszéspontja lesz az A.
Tükrözzük az adottf egyenest e-re if')!
Az adott k kör és az j' egyenes met­
széspontja if' cl k = (B [; Bz})- ha van
ilyen - lesz az egyenlőszárú három­
szög egyik csúcspontja. Ezeket e-re
tükrözve kapjuk a háromszög Cj, illet­
ve C2 csúcspontját.

Diszkusszió:
Haj' egyenes metszi k kört 2 pontban,
akkor két különböző, nem egybevágó megoldás van.
Haj' egyenes érinti k kört I pontban, akkor egy megoldás van.
Haj'-nek és k-nak nincs közös pontja, akkor nincs megoldás.

- - - - - - - - - - - - - K
2

RE
x

p

'1c------=,c

K3
I

I
I

I

I

K'r ------,.'-------

I

I

I

A x

A tükrözés miatt AB a PPZP j (esetleg elfajuló) háromszög középvonala, ezért
PP2 11AB. Mivel ABCD paralelogramma, ezért AB II CD.
Ezekböl PP2 11 CD. A tükrözés miatt C felezi a P2P3szakaszt. Tehát DC a PP2P,
háromszög középvonala és D felezi a PP3 szakaszt. Igy P,-nak a D-re vonatkozó
tükörképe P.

Kl

Tükrözzük K pontot a "biliárdasztal" oldalai ra, igy aKI, K2 , K3 , K4 pontokat kap­
juk. Kössük össze ezeket rendre M ponttal! Ahol ezek az egyenesek metszik a "bi­
liárdasztal" oldalait, arrafelé kell a golyót meglökni (ideális esetben) ahhoz, hogy
L-ben álló golyót ne érintse, az M golyóval koccanjon és ne essen bele a lyukak
egyikébe sem. A lehetséges utak: KPM, KQM, KRM, KSM.
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a) A kör ilyen alakzat.

b) Az egyenes (minden rá merőleges egyenes szimmetriatengely).

-->
Legyen a k kör AB vektorral való eltolásakor kapott képe k'; k n k' = {P; Q}.
A P pont a PI pont eltolásnál kapott képe, a Q pont pedig a QI ponté. A PIP és a
QI Q szakasz is megfelel a megadott feltételeknek, hiszen mindkettő a k kör egy-egy
olyan húrja, amelyik párhuzamos az AB szakasszal és vele egyenlő hosszú.

b) Ha egy sokszög szimmetriatengelyét egy másik szimmetriatengelyére tükrözzük,
akkor a tükörkép is szimmetriatengelye lesz a sokszögnek. Ha pontosan két szim­
metriatengelye van, akkor a szimmetriatengelyeknek önmaguk tükörképeinek kel1
lenniük a másik szimmetriatengelyre tükrözéskor (mert különben egy harmadik
szimmetriatengelynek is kel1ene lennie). Ebből következik, hogy ha pontosan két
szimmetriatengelye van a sokszögnek, akkor ezek egymásra merőlegesek.

c) Nem, ahogyan az al-beli hatszög példája is mutatja.

d) Nem, hiszen c) szerint már az oldalai sem egyenlő hosszúak.

e) Igen. Igazolható (pl. az aj-beli ábra segitségével), hogy a két szimmetriatengely
metszéspontjára való tükrözéskor a hatszög önmagába megy át.

,

B

c

360"
k·-

n
Egy alakzatot n-ed rendben forgásszimmetrikusnak nevezünk, ha

(k E N) szöggel elforgatva önmagával azonos helyzetbe kerül.

a) Több különböző lehetőség van a szerkesztésre (pl.
egy téglalap két szemközti oldalára, mint alapra
olyan egybevágó, egyenlő szárú háromszögeket
szerkesztünk, amelyeknek a szárszöge nem 120".

a) Vágjunk le egy szabályos háromszögből három
kisebb, egybevágó szabályos háromszöget (de
nem az eredeti háromszög hannadára kicsinyített­
jeit, mert akkor szabályos hatszög adódna).

b) Az előző feladat b) pontjában vázolthoz hasonló
okoskodással bizonyitható is, hogy a kérdezett
szög 60".

c) Nem.

d) Nem.

e) Igen, a hatszög harmadrendben forgásszimmetrikus. A forgatás középpontja a
szimmetriatengelyek metszéspontja.

Megjegyzés:

a) Igen. Pl. bármelyik, négyzettől különböző téglalap vagy rombusz is ilyen.

b) Nem. Ha egy ötszöget aszimmetriatengelyére tükrözünk, akkor az ötszög bár­
melyik csúcsának tükörképe ismét az ötszög egy csúcsa lesz. Ebből látható, hogy
az ötszög bármelyik szimmetriatengelyén az ötszögnek pontosan egy csúcsa van.
Két egymásra merőleges szimmetriatengelyesetén azonban a tükrözésből az
adódik, hogy mindkét szimmetriatengelyen két-két csúcsa lenne az ötszögnek.
Ez azonban lehetetlen.

c) Igen. Egy konkrét példát mntat az ábra. ~

Bármely középpontosan szimmetrikus
alakzatot ha elmetszünk egy, a kőzép- ~

ponton áthaladó tetszőleges egyenes- O,

sel, akkor ez az egyenes az alakzatot
két egybevágó részre bontja, ugyanis a Ol

középpontra tükrözve az egész alakza-
tot, a részek egymásba mennek át.
Egybevágó részek területe pedig nyil-
ván egyenlő.

Mivel a kör is és a téglalap is középpontosan szimmetrikns, ezért a középpontjukat
összekötő egyenes megoldása a feladatnak.

Megjegyzés:
A feladatnak egy megoldása van, kivéve amikor a két középpont egybeesik, ugyan­
is ilyenkor a feladatnak végtelen sok megoldása van.

Mivel középpontosan szimmetrikus a paralelogramma, ezért a szimmetriatengely­
nek a középponton biztosan át kell mennie. Két eset lehet: vagy az oldalpárok vala­
melyikére merőleges, ekkor téglalapról van szó; vagy két csúcson megy keresztül,
ekkor az egyik átló a szimmetriatengely, ez a deltoid. Igaz, egy paralelogramma, ha
egyben deltoid is, akkor már rombusz. Azaz téglalap vagy rombusz lehet a szóban
forgó paralelogramma.

A-nak a P középpontú .ic = 4, illetve .ic = - 4 arányú középpontos hasonlósággal
nyert képe B. Ezért az a egyenesre alkalmazva a P középpontú.i =4, illetve z =- 4
arányú középpontos hasonlóságot, olyan a', il1etve a" egyeneshez jutunk, amely a­
vai párhuzamos és átmegy a B ponton. B megszerkesztése után a BP és a egyenesek
A metszéspontjára teljesül PA : PB = I : 4.
(a képét megkaphatjnk pl. úgy, hogy megszerkesztjük a és b egyenesek O metszés_
pontjának a képét O'-t, és O'-n át a-val párhuzamost húzunk. Ismert, hogya közép_
pontos hasonlóság középpontján át nem menő egyenes képe önmagával párhnza­
mos, a középpontra nem illeszkedő egyenes.)
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p
L

b) Mivel az ábra méretaránya I : 20 OOO,
és 400 m ~ 40 OOO cm, a valóságban
400 méternek az ábrán
40 OOO cm : 20 OOO ~ 2 cm felel meg.
Toljuk el P pontot p-vel párhuzamo-

'---->
san N felé, IPP I I ~ 2 cm. Tükrözzük
a kapott P l pontot az adott p egye­
nesre! (p l '). P I 'N és p metszéspontja
adja azt a pontot (PI 'N rv p ~ {KJ),
ahonnan Piroskának egyenesen el kell
indulnia a nagymamához (N pont felé), hogy az adott feltétel mellett a legrövi­
debb úton érjen oda. PPIKL paralelogramma, a legrövidebb út PLKN töröttvonal
mentén halad.

-,
-,

\

\

l,
I

I

K'

k'/ l'

I
~__IQ

l

\

K

k

A leirtakból kiolvasható a szerkesztés menete:
-7

l. A k kör eltolása AB vektorral
2. P;Q
3. AB-vel párhuzamos egyenes szer-

kesztése P-n (illetve Q-n) keresztűl

4. PI; QI
5. PIP; QIQ

Ha AB hosszabb, mint k átmérője, ak­
kor a feladatnak nincs megoldása; ha
az átmérővel egyenlő hosszú, akkor
egy, ha az átmérőnél rövidebb, akkor
két megoldása van.

I

pB

D~B'

--------l,'"---------- g

Állitsunk merőlegest A -ból az e egye­
nesre; legyen a merőleges talppontja P.
Forgassuk el A körül pozitiv irányba
900-kal az APB derékszögű háromszö­
get, a csúcsok képét jelöljük vesszővel.

A forgatásból adódik, hogy az APB há­
romszög egybevágó az AP'D három­
szöggel, azaz mindkét derékszögű há­
romszög befogói 3,5 m, illetve 2 m
hosszúak. Pitagorasz-tétellel ezért

a ~ ~3,52 + 22 ~ ~16,25 ~ 4,03 méter adódik a négyzet oldalhosszára.

Az ábrát tekintsük a valódi helyzet kicsinyített képé­
nek I : 800 OOO arányban, azaz I km legyen O, 125 cm.
Ekkor lesz két koncentrikus - 2, illetve 3,25 cm átmé­
rőjű - körünk. A belső kör egy tetszőleges pontját ki­
jelöljük, legyen ez a P pont. Innen 0,875 cm (az út
hosszának képe az ábrán) sugárral egy kört rajzolunk.
Ez messe a nagy kört Qlo illetve Q2 pontokban. Ha
óriási szerencsénk van, akkor abevásárlóközpontot
jelző R pont PQI és PQ2 körűl valamelyik szakaszon
rajta lesz, akkor máris megvan a megoldás. Ha nem, akkor a bevásárlóközpontot a
koncentrikus kőrők középpontja körül forgassuk el úgy, hogy PQI vagy PQ2 szakasz­
ra kerüljön a képe. Ennek a forgatásnak az inverzét alkalmazva a PQI vagy PQ, sza­
kaszra, megkapj uk a keresett utat. Két megoldás lesz a feladatban megadott adatok
mellett. (Más adatok esetében lehetne I megoldás, ha éppen érintés lépne fel - a két
körút sugarának különbsége épp az építendő út hossza volna -, illetve Omegoldás, ha
a körntak alkotta gyűrü túl széles volna a tervezett út megadott hosszához képest.)

Miután a hid hossza (folyó szélesség­
nyi) és helyzete (merőleges a folyóra)
minden lehetséges útvonalban egyfor­
ma, igy az út többi részét kell minima­
lízálni. Iktassuk ki képzeletben a fo­
lyót, hiddal együtt az útvonalakból !
Toljuk el (pl.) Felvéget a folyóra merő­

legesen, a folyó szélességével Alvég
felé! Így kapjuk az F' pontot, és a folyó
egy (szélesség nélküli) vonali á "nyomódik össze". Ekkor A és F' között a legrövi­
debb út természetesen az egyenes. Ahol ez elmetszi a folyót jelző egyenest, oda kell
épiteni a hidat. Visszatolva F'-t az útvonalnak az ő partjára eső szakasszal együtt F­
be, megkapjuk a térképen a valódi, teljes út rajzát.

a) Tükrözzűk P pontot az adott p egye­
nesre! (P'). P'N és p metszéspontja
adja azt a pontot (P'N rt P ~ {A J),
ahol Piroskának a patakot érintenie
kell, hogy a legrövidebb úton érjen a
patak érintésével a nagymamához. A
legrövidebb út PAN töröttvonal men­
tén halad.
Minden más (ettől különböző), pl.
PBN töröttvonal hosszabb PAN tö-
röttvonalnál. Mivel P pontot tükröztük az adott p egyenesre, a tükrözés miatt
PA ~ PA és PB ~ P'B. Így PAN töröttvonal helyettesíthető P'A + AN ~ P'N sza­
kasszal, PBN töröttvonal helyettesíthető P'BN töröttvonallal. Ez utóbbi hosszabb
P'N szakasznál. Ez következik a P'NB háromszögre alkalmazott háromszög­
egyenlőtlenségből.
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a) középpontos szimmetria b) tengelyes szimmetria
(piros a változás, szürke szaggatott a bontás)

..

( '
'o----:"----
,

,

D

b) Például rombusz, tengelyei az átlók, és a közép­
pontjakörül másodrendű forgásszimmetriar mutat
(azaz 180°-kal elforgatva önmagát fedi). Ugyan­
igy jó a téglalap, még inkább a négyzet is. (Lásd
az 1861-es feladat megjegyzését!)

a) Deltoid, amelyik nem rombusz (mert az 180 fokos
forgásszirnmetriát mutat!).

A párhuzamos szelők tétele miatt
EB = FC = 3 cm, vagyis F 3: I arány­
ban osztja DC-t. Az ACD A-ben alkal­
mazva a párhuzamos szelők tételét, G
is 3: I arányban osztja DA-t. Hasonló­
an az ABD A-ben H is 3: l arányban
osztja BA-t, tehát az A-hoz közelebbi
negyedelő pont. (Hogy aBC oldal
9 cm, az közömbös. Általánositva: ha AB bármely E pontjából indulunk ki, a három
fenti párhuzamos berajzolása után kapott H az E tükörképe lesz AB felezőpontjára.)

169

a) Ha forgásszimmetrikus, akkor az másod- vagy negyedrendű lehet (180'-os vagy
90'-os elforgatással fedi önmagát a négyszög). Az első a paralelogramma, a má­
sodik a négyzet. Ezek közül a paralelogramma általában nem tengelyesen szirn­
metrikus, tehát jó példa; a négyzet viszont tengelyesen is szimmetrikus, tehát
nem jó példa.

@llyen nincs, mivel ha van két szimmetriatengelye, akkor az nem lehet párhuza­
mos, mert akkor az eltolási szimmetriát jelentene, és azt a síkon semmilyen vé­
ges alakzat nem tud felmutatni. Viszont, ha a két tengely metszi egymást, az for­
gási szimmetriát jelent, mert két tükrözés egymásutánja mindig forgatás, a ten­
gelyek szögének kétszeresével!

@Ha egy tükörtengelye van és forgásszimmetrikus, akkor a tengely keresztülmegy
a forgásszimmetria középpontján. Ekkor azonban a forgatás felbontható két ten­
gelyes tükrözésre, s azok választhatók úgy, hogy a második egybeessen a szim­
metriatengellyeL Ekkor a forgatás és a tükrözés egymásutánja, ami szintén hely­
benhagyja a négyszöget, egy darab tükrözés lesz, de más tengellyel, azaz ekkor
ismét van még egy szimmetriatengely. Emiatt ilyen négyszög sincs.
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A négyzet egyik tulajdonsága, hogy a középpontja D~G C
körül 90'-kal elforgatva önmagába megy át. F

Az ABCD négyzet O középpontján áthaladó egymás- '0

ra merőleges egyenesek a négyzet szemközti oldalait
az E, G valamint az F, H pontokban metszik. 1 B
Tekintsük például az OFCG négyszöget. Ezt 900-kal E
elforgatva az O pont körül pozitiv irányba, az O pont helyben marad, C képe D lesz.
F képe rajta lesz CD egyenesén (a négyzet fenti tulajdonsága miatt). Mivel
GOF -J = 90', F képe csak G lehet. Hasonló okoskodással belátható, hogy G képe
pedig H lesz ennél a forgatasnál. Így a keletkező OGDH négyszög egybevágó az
OFCG négyszöggel, igy területük egyenlő. További két ilyen elforgatással eljutunk
az OHAE, illetve az OEBF négyszögekhez, igy valóban négy egyenlő területű rész­
re bomlik a négyzet.

11869.1 Lásd a mellékelt a), illetve b) ábrát. Nem egyedüli megoldások, de a legegyszerűbbek.

11870,1 Lásd a mellékelt a), illetve b) ábrát.

a) tengelyes szimmetria, b) negyedrendű forgásszimmetria
(piros a változás, szürke szaggatott a bontás)

...
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(Tehát az ABC ti Euler-egyenesén, l. pl. a 2173-as megoldást.) Jelölje e pontot K,
távolságát M-től pedig x. Ekkor K' 1,5x távolságra van M-től, az S túloldalán. Je­
lölje a K'S távolságot y. A második transzformáció után K" '" K, és így SK = 2y.

x x
Azt látjuk igy, hogy 0,5x = 3y, és x + 2y = MS. Vagyis y = 6' ezért 2y = 3'
vagyis K az MS szakasz S-hez közelebbi negyedelő pontja.

Megjegyzés:
Az Euler-egyenesen M-en és S-en kivül az ABC ti köré írható kör O középpontja
is rajta van. A pontok sorrendje M, S, O, és MS = 20S.
Az iménti skála segitségével: MS = x + 2y = 6y + 2y = 8y, ezért OS = 4y. De
így OK = KM = 6y, vagyis K az MO felezőpontja. Erről a pontról pedig tudható,
hogy az ABC ti kilenc pont körének - más néven Feuerbach-körének - kőzép­

pontja.

@AZ előző pontbeli gondolatot meg­
forditva: a TUV ti-et M centrumu,
1,5 arányú nagyitás viszi át a
DEF ti-be - azt pedig S (az ABC ti
súlypontja) centrumú, - 2 arányú
nagyítás az eredeli CBA ti-be. (A
csúcsok egymásnak való megfelel­
tetése miatt ilyen furcsa e három­
szög betűzése.) Az "eredő" transz­
formáció tehát egy 1,5· (-2) = -3
arányú nagyítás, mégpedig az AV,
BU, CT szakaszok metszéspontja centrummal. Ahhoz, hogy megtudjuk, mi is ez
a pont, gondoljuk meg a következőket. Ez pont az M centrumú, 1,5 arányú és az
S centrumú, -2 arányú nagyítás egymásntánja során helyben marad, tehát rajta
van az MS szakaszon.

B

c

B'

D

E . o - 00 ..,'C0=i.f.'c;
.. U'

B"~------AC=A"

C=C"

- - \ - - - - - -/ A'

B~/
~ ;

,~ ;

~ c" ,~~
A //" I

c

8',;;;; - - - -
-,

-,
-,

A =LAC',----';;-;-----.:'1 B

a) Az ABC ti oldalfelező pontjai (D, E,
F) egyúttal oldalfelező pontok az
ABM, AMC, MBC háromszögekben
is; sőt, ezek T, U, V súlypontjai ép-
pen M-et a D, E, F pontokkal össze­
kötő súlyvonalak harmadoló pont­
jai. Éppen ezért a DEF ti M centru-

mú, ~ arányú kicsinyitése éppen a
3

TUV ti-et adja eredményül - termé-
szetes ezért, hogy e két háromszög oldalai párhuzamosak.

a) Ha a háromszöget először tükröz­
zük a súlypontjára, majd ugyaneb­
ből a pontból negyedére kicsinyit­
jük, akkor éppen a feladatban meg­
adott háromszöghöz jutunk. Ez iga­
zolja a hasonlóságot.

b) Hasonló háromszögek területének
aránya a hasonlóságuk arányának
négyzetével egyenlő.

Ez most 2. (vagy másként 1 : 16).
16

a) Lásd az ábrát!

b) A 0,5 arányú kicsinyítéskor a terület
negyedére csökkent, ezt a tükrözés
nem változtatta meg, tehát a végső

alakzat területe is negyede az erede­
tiének.

@A középpontos tükrözés megfelel
egy -I arányú középpontos hason­
lóságnak. Két hasonlóság egymás­
utánja során (még ha különböznek
is a középpontok) az arányok összeszorzódnak, igy az "eredő" egy -0,5 arányú
hasonlóság lesz. Kérdés, milyen középponttal? Ez az AC oldal és a BB" szakasz
metszéspontja, H lesz - ami harmadoló pont az AC oldalon, hiszen igy lesz az
AH szakasz hosszának H "túloldalán" a fele a HA ", azaz a HC szakasz hossza.
(Mivel e' felezi AC-t, az egyharmad oldalnyi CH szakasz hosszának H "túlolda­
lán" a fele a HC", azaz a He' szakasz hossza, tehát egyhatod oldalnyi - ami az
egyharmaddal együtt épp kiadja az oldal felét.)
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Másik megoldás:
Az eredeti téglalap szomszédos oldalainak aránya 4: 3, ez az arány a hozzá hasonló
téglalapok mindegyikében ugyanennyi. A megadott kisebb téglalapban két szom­
szédos oldal hosszának összege 26 cm, ezt kell tehát 4 : 3 arányú részekre bontani.

52 13
A nagyobbik téglalap kerülete 84 cm, tehát a kicsinyités aránya =

84 21
A kicsinyitett háromszög oldalai:

13 104 13 78
24· 21 = 7 =14,86 (cm), illetve 18· 21 = "7 = 11,14 (cm) hosszúak.

a) Az alaphoz tartozó magasság m = ~742 - 242 = 70 (cm).

A háromszög területe 1680 cm-, a beirt körének sugara 120 = 17,14 (cm).
7

b) A kicsinyitett háromszög oldalainak hossza 9,6 cm, 14,8 cm, J4,8 cm.
A beirt kör középpontját két belső szögfelező metszéspontjaként kapjuk. Ebből

a pontból az oldalakra merőlegeseket szerkesztve adódnak az érintési pontok és
a kör sugara is.

E
-,

I -,

X I -, , y
I

D I C
4,8

2,8 3

BA 10,5

M
, ', ,

n~c: '~
5 ,4 4,

4 ' 2
A B' B

3
Az APQ háromszöget az A csúcsából --szeresére nagyitva a PQ szakasz a DB át­

2
3

lóba megy át. Ezért PQ párhuzamos DB-vel és DB hossza a PQ-énak 2-szerese.

A CSR háromszöget a C csúcsából 3-szorosára nagyitva az SR szakasz a DB átlóba
l

megy át. Ezért az SR párhuzamos a DB-vel és SR hossza a DB hosszának 3-szorosa.

A fentiekből következik, hogy PQ párhuzamos SR-rel és PQ: SR = 2 : l.

AEB szögszárra párhuzamos szelőszakaszok

tételét (vagy hasonlóságot) alkalmazva:
x 4,8 4_=--=>x:::::2, cm.

x + 2,8 10,5
AEB szögszárra párhuzamos szelők tételét

x 2,8 6
alkalmazva: - = - =; y = 2, cm.

y 3
(A rajz nem méretarányos!)

---;

a) Toljuk el a BC szárat a CD vektorral. Az
AB 'D háromszög egyenlő szárú és hason­
ló a DCM háromszöghöz. A hasonlóság
aránya l: 2, ezért MC =2 és MD =2,5
egység hosszú.

b) Az átlók az alapok hosszának arányában,
azaz 1 : 3 arányban osztják egymást.

a) Nem lehet, mert ha különbözők az oldallapok, akkor a három él hossza - a, b, c
_ nem lehet egyenlő hosszú. Viszont, ha mindhárom téglalap hasonló lenne, ak-

'l h . h a b 'JI b c A lsőből bkor fennállna az e ek osszmra, ogy: - = - 1 etve - = -. z e so o a sza-
b c c a

kaszhossz mértani közepe a és c szakasz hosszának, tehát b az a és c közé esik.
A másodikból c esik a és b közé. Ez egyszerre nem lehet, illetve a három oldal

egyenlősége következik ebből, de ezt kizártuk. Ha ~ =:: lenne a második
c c

aránypár, abból is mindhárom oldal egyenlősége következne.

b) Ez lehet, ha az egy csúcsba futó élek közül az egyiknek a hossza mértani közepe
a másik két él hosszának. Ekkor két szomszédos oldallap hasonló lesz.

k

B

k'

A

Tudjuk, hogy a háromszög súlypontja
a súlyvonalnak az oldalfelezőponthoz

közelebb eső harmadoló pontja. Ezért

az F középpontú .le arányú hasonlóság
3

C-t S-be viszi. Ha C az O középpontú
r sugarú k körvonal egy tetszőleges

pontja, akkor S egy olyan k' körvonal
pontja, amelynek középpontja FO sza­
kasz F-hez közelebb eső harmadoló

. O' . rpontja ,es sugara -.
3

Mivel A, B, C nem eshetnek egy egye­
nesre (illetve A, B, S sem), ezért ha k­
nak van AB egyenesre illeszkedő pontja, akkor ennek képe - amely szintén illesz­
kedik AB egyenesre - k' körvonalból elhagyandó.
A k' körvonal minden AB egyenesre nem illeszkedő pontja egy megfelelő ABC há­
romszög súlypontja. Vegyük ugyanis k' egy AB egyenesre nem illeszkedő S' pont­
ját! Ehhez az F kőzéppontú 3 arányú hasonlóság olyan C pontot rendel, amely egy­
részt illeszkedik a k körre, másrészt az ABC' háromszög súlypontja S' (mivel S" az
FC' súlyvonal F-hez közelebb eső harmadoló pontja).
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Ha P-ben merőlegest állitunk az érintőre, akkor megkaphatjuk a k kör átmérőjét

(PR), majd ennek felezőpontját megszerkesztve a kör K középpontját.

a) Kicsinyitsük felére Q-ból a K és a P
pontot. K' a kicsinyitett k' kör kö­
zéppontja, p' a kicsinyitett kör egy
pontja, amelyben az e érintő e' képe
érinti a k' körl.

b) Az al-ban leirt szerkesztési lépések
ebben az esetben is célhoz vezet­
nek.

Egy egyszerű hasonlósági feltevés húzódik meg a feladat mögött. A szemem és a
hüvelykujjam távolsága felel meg a vasúti kocsi tőlem való távolságának, míg a két
ujjam szélessége a kocsi hosszának felel meg. Eszerint a kővetkező aránypár irható

c l h 272 h l . d d ' b ' l k á , h' 1"1'le: -- = --, a o mm en a atot meter eszamo tun at, es Je o 1a kocsi
0,04 0,68

keresett hosszát. Ebből h = 16, azaz 16 méter körül lehet a kocsi hossza. Nyilván

ez elég "pontatlan mérés", ezért mondjuk azt, hogy kb. 16 méter.

a) Pontszerűnek tekintve az objektívet, mögötte persze mindkét kép ugyanolyan
messze keletkezik (a film adott távolságban van a lencse mögött, ez nem változík a
különböző tárgyak esetén), legyen ez k. Az 1,8 m magas ember 12 - 2 = 10 more

l ' "I ' 4 ké h' h l" kből 4cm 1,8mvan a enese to, es cm magas a epen, te at ason o il-e o -- = -_
. k 10 m '

amíből k = 22,2 cm. A másik hasonló háromszög-párból a fax magasságára
7cm x

ahonnan x = 3,78 m.
22,2cm 12m'

x

b) A nagyítás nem távolságfüggetlen, igy nem lehet a kérdésre általában válaszolni.
Attól függ, hogy a tárgy milyen messze van a fényképezőgép objektívjétől.

(Éppen ezért látszhatnak kis tárgyak nagyobbnak a képen anagyobbaknál - és
ez a lehetőség hétköznapi tapasztalat -, mert közelebb vannak, tehát a nagyitás ­
illetve kicsinyités - nem távolságfüggetlen.) Az a) részben pl. a fa kicsinyitése:
l : 54; mig az emberé: 1 : 45'

11886.1 a) Itt is hasonlóságból indulunk ki, feltételezve, hogy a Hold pontosan eltakarja a
Napot, ezért a Földtől való távolságaik aránya megfelel a sngaraik arányának,
ami pedig azonos a keresett átmérőaránnyal, hiszen az a sugarak kétszerese.

dN 1,5-108

Azaz: - = 5 ~ 390,6.
dH 3,84 ·10-

b) Ha a sűrűségek megegyeznének, akkor a tömegek a térfogattal lennének arányo­
sak, ami tudottan a hasonlóság arányának (lásd a) rész) a köbével számolható, tehát

mN 2 -10
30

3 7 22
~ 390, 6 ~ 5,96·10 , ahonnan mH = 3,356 . 10 kg lenne.

111H mI-!

c) Mivel a Hold tömege ennek a b)-belí válasznak több, mint a kétszerese a való­
ságban, ezért a Hold sűrűsége is több, mint kétszerese a Napénak.

It$88.1 Először célszerü megszerkeszteni a
körök középpontját (pl. két-két húr fe­
lezőmerőlegesei segitségével). Legyen
a kj kör középpontja Pl, a k2 köré P2 .

A feladat szövege szerint:
3 ,

KP2=2· KP" ezertKP, =2·P jP2 .

Ebből K már könnyen megszerkeszt­
hető.

e'
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Legyen t j, illetve t2 a két egymásra
merőleges tengely, P pedig az alakzat
egy tetszőleges pontja. P t j-re való tü-
körképe legyen P', p' t2-re való tükör­
képe pedig P". Megmutatjuk, hogy P­
nek a tengelyek O metszéspontjára va­
ló tükörképe P".
Kihasználjuk, hogy p' és P" szintén az
alakzathoz tartozik, hiszen az alakzat
ft-re is és trIe is szimmetrikus, más-
részt a tengelyes tükrözés távolság-, illetve szögtartó.
A tükrözések miatt OP ~ OP' és OP' = OP", igy OP = OP".
Az ábrán azonos betüvel jelölt szögek a tükrözés miatt egyenlőek ,ezért
POP" =2a + 2fJ~ 2(a + fJ), de a + fJ = 90°, igy POP" 1: = 180°.
Mivel OP ~ OP" és POP" 1: ~ 180°, ezért P" valóban P-nek az O-ra vonatkozó tü­
körképe.
Mivel P az alakzatnak egy tetszőleges pontja volt, igy az egész alakzat is szimmet­
rikus az O pontra.

Azt állitjuk, hogy a közös rész területe állandó, min­
dig a négyzetek negyed-területe, a helyzettől függet­
lenül, azaz ez egyben a maximum és a minimum is.
Azt fogjuk belátni, hogy a kétszeresen fedett terület
tényleg mindig egyenlő a négyzet negyedéve!. Ehhez
a mellékelt ábra segit, hiszen ha a forgatott négyzet
mellé felveszünk még három másikat, egy kétszer
kettes .négyzettömböt'', akkor könnyen látszik, hogy
az eredeti négyzet négy egybevágó darabra bomlik, hiszen az alapnégyzet közép­
pontja körüli 900 -os forgatással egymásba vihetők, azaz telületük is egyenlő. A ke­
resett közös rész egyetlen ilyen darab, ezért ez éppen a negyedrésze a négyzetnek.

x'

a

b

p

O"

r'

00'~2cm;

OO"~lOcm.

H

r' 2 , h lósá ,2- = -, ezert a ason osag aranya vagy Al ::: _
r 3 3

k

Bármely két kör hasonló. Mivel

2
vagy .12 ~ --.

3
A feladatnak tehát két megoldása van. A keresett körök középpontját jelöljük 0'­

2
vel, illetve O"_ve!. O'-t megkapjnk, ha aHközéppontú Aj ~ '3' O"-t, ha aHközép-

pontú .12 ~ - ~ arányú hasonlóságot alkalmazzuk O-ra.
3

O'H O"H 2 2
- ~ -- ~ -, igy O'H ~ HO" ~ -. 6 ~ 4 (cm).
OH OH 3 3

Az első esetben 00' ~ OH - O'H ~ 6 - 4 ~ 2,
a második esetben 00" ~ OH + HO" ~ 6 + 4 ~ 10,

Tükrözzük a P pontot a és b egyenesekre, a kapott
Pj, illetve P2 pontokat összekötve ennek az egyenes­
nek a-val és b-vel való metszéspontja adja az ütközé­
si pontokat az a és a b egyenesen.
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4. A három sík páronkénti metszésvonalai
párhuzamosak. A részek száma 7.

3. A három sík egy egyenesre
illeszkedik. A részek száma 6.

5. A három siknak egy közös pontja van. A részek száma 8.

a) A térben 2 sík vagy párhuzamos vagy metszi egymást. Két párhuzamos sík a te­
ret 3 részre, a két metsző sík a teret 4 részre osztja.

b) A lehetséges eseteket az alábbi ábrák szemléltetik:
1. A három sík párhuzamos. 2. Két sík párhuzamos, a harmadik ezeket

A részek száma 4. metszi. A részek száma 6.

4.2. Elemi térgeometria

A középpontos tükrözés mindig helyet­
tesithető két olyan, egymásra merő­

leges tengelyre való tükrözés egymás
utání alkalmazásával, amely tengelyek
természetesen a középpontban metszik
egymást. Az ábra szerint felvéve az A
és B csúcs körüli középpontos tükrozé­
sek eredménye egy, az AB szakaszra
merőleges, A-n átmenő t j és B-n átme­
nő tz tengelyre való tükrözés egymás-
utánjával helyettesithető, mert az AB t]

egyenesre kétszer kell tükrözní, így az "kiesik". Viszont tltz is helyettesíthető (ez egy
eltolás) egy olyan t] 'tz"' tükrözés párral, ahol a második (t2') tengely a C ponton
megy át. Ekkor, mivel a két pár tengely távolsága azonos (az eltolás-vektor hosszá­
nak fele), és a C középpontú tükrözés is helyettesíthető t5t4 tükrözésekkel, ahol t5
egybeesik Iz'"-gal a konstrukció miatt, így egy C"-on keresztülmenő ti" és t4 tükrözés
eredője a végeredmény, ami egy C" középpontú tükrözés lesz. Tehát a három közép­
pontos tükrözés eredménye egy középpontos tükrözés, melynek C" középpontját úgy
kapjuk meg, bogy az ABC háromszöget az ábra szerint kiegészítjük paralclogrammá-

---->
vá (pl. BA C-ből való felmérésével).

Húzzunk a négyzet SQ átlójával párhuzamost a négyzet egy tetszőleges belső pont­
ján keresztül (EF), és szerkesszünk a négyzetbe egy EF oldalú, ABCD téglalaphoz
hasonló téglalapot! Két téglalap hasonló, ha megfelelő oldalainak aránya egyenlő,

így a felvett EF-hez megszerkesztjük a téglalap másik oldalát. (EFGH) - ebben az
esetben is két megoldás lehetséges, attól függően, hogy EF a téglalap hosszabb
vagy rövidebb oldala). Ezután P-ből nagyítjuk (vagy kicsinyitjük) EFGR téglala_
pot, hogy R csúcsa a négyzet oldalára kerüljön. Ekkor PR-re vonatkozó tengelyes
szimmetria miatt G képe ís a négyzet oldalára esík.

@A lebetséges esetek végiggondolása úgy történik, hogy ab) részben felsorolt le­
hetőségek mindegyikéhez hozzávesszük a logikailag lehetséges összes különbö­
ző esetben a negyedik síkot.
Így alábbi különböző lehetőségeket kapjuk:
l. Mind a négy sík párhuzamos. A részek száma 5.
2. Három sík párhuzamos a negyedik ezeket metszi. A részek száma 8.
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Ezek azon pontjai a térnek, amelyeknek az e-től való távolsága 2 és 2,5 cm közé
esik, a határok is jók. Formalizálva: {P E T 12 cm < dp, <; 2,5 cm}.

Ezek azon pontjai a térnek, amelyeknek C-től való távolsága 3 és 3,5 cm közé esik,
a határok is jók. Formalizálva: {P E T I 3 cm <; dpc <; 3,5 cm).

A P-től IS cm távolságra lévő pontok r-től ~152 -122
= 9 cm-re vannak. A kere­

sett ponthalmaz tehát: a r középpontú, 5 cm és 9 cm sugarú körök közötti pontok

halmaza.

Adott ponttól adott távolságra lévő pontok halmaza az adott középpontú, adott su­
garú gömb felülete. A keresett ponthalmazt két gömb felületének közös pontjai ad­
ják meg. A gömbközéppontok rögzített távolsága esetén a sugarak nagyságától
függ, hogy a közös pontok halmaza körvonal, egy pont vagy üres halmaz.

po

x

r

8

~/

Q
s

Legyen az adott P pontnak a sikra eső merőleges vetülete P'.

Ha PP' > 12 cm, akkor a síkon nincs p

olyan pont, amelynek P-től való távol-
sága 12 cm.

Ha PP' = 12 cm ~ 1 ilyen pont van a
síkon, ez a P'.

Ha PP' < 12 cm ~ A keresett pontok
az S-sikbeli olyan r középpontú kör­
vonalat alkotnak, melynek sugara:

r = ~122 - x 2 (x = PP').
Tehát végtelen sok ilyen pont van.

a) Adott K ponttól 2,5 cm-nél kisebb távolságra lévő pontok halmaza a K közép­
pontú, 2,5 cm sugarú gömb belseje.

b) Adott K ponttól 2,5 cm-nél nem távolabb lévő pontok halmaza a K kőzéppontú

2,5 cm sugarú gömb belseje és felülete.

c) Adott K ponttól 2,5 cm-nél távolabb lévő pontok halmaza az egész tér, kivéve a
K középpontú, 2,5 cm sugarú gömböt (gömbtestet). Vagy: a szóban forgó göm­
bön kívül lévő pontok halmaza.

a) Minden, az A, B, C pontok síkjával párhuzamos sik megfelelő.

b) Azok a merőleges sikok, amelyek az A, B, C pontok síkját az ABC háromszög
középvonalainak egyenesében metszik.

@Igen, minden olyan sik jó, amely az A, B, C pontok sikját az ABC háromszög kö­
zépvonalainak egyenesében metszi.

A 3 pont sikját a gömbök a pontok által meghatározott O középpontú körben met­
szik. A kör O középpontján átmenő, a sikra merőleges egyenes lesz a gömbök kö­
zéppontjainak halmaza.

3. Két sik párhuzamos, a másik két sik is párhuzamos és az előzőeket metszik. A
részek száma 9.
4. Két sik párhuzamos, a másik két sik metszi egymást és a metszésvonal íllesz­
kedik a párhuzamos sikok valamelyikére. A részek száma 9.
5. Két sík párhuzamos, a másik két sík metszi egymást és a metszésvonal párhu­
zamos a párhuzamos síkokkal. A részek száma 10.
6. Két sík párhuzamos, a másik két sík metszi egymást és a metszésvonal döfi a
párhuzamos sikokat. A részek száma 12.
7. A négy sik egy egyenesre illeszkedik. A részek száma 8.
8. Három sík egy egyenesre ílleszkedík, a negyedik sik pedig párhuzamos a há­
rom sík közös metszésvonalával. A részek száma 10.
9. Három sik egy egyenesre ílleszkedik, a negyedik metszi ezt a közös metszés­
vonalat. A részek száma 12.
10. A négy sik páronként különböző egyenesben metszi egymást és ezek a met­
szésvonalak párhuzamosak. A részek száma II.
II. Három sik páronként különböző egyenesben metszi egymást és ezek a met­
szésvonalak párhuzamosak. A negyedik sík metszi ezeket a metszésvonalakat. A
részek száma 14.
12. A négy siknak pontosan egy közös pontja van. A részek száma 14.
13.A négy sík közül bármelyik háromnak pontosan egy közös pontja van és ezek
a közös pontok különbözők.A részek száma 15.

a) Níncs ilyen pont a térben.

b) A két sik között lévő pontok halmaza (a síkok pontjai is).

c) Két sik pontjai alkotják a keresett halmazt. Ezek az adott sikok közötti tartomá­
nyon kívül, az adott sikokkal párhuzamosan, a közelebbi adott siktól 2,5 cm tá­
volságra helyezkednek el.

a) Nincs ilyen pont a térben.

b) A két adott sik közöttí tartományon kívül lévő pontok halmaza és a két sik pont­
jai alkotják ezt a hahnazt.

c) A két adott sik közöttí tartományban, a sikokkal párhuzamosan álló, a közeleb­
bihez 2,5 cm-re lévő sikok pontjai alkotják ezt a halmazt.

A P pont merőleges vetülete a síkon legyen P'; a sík azon pontjai, amelyek P-től

13 cm távolságra vannak, r-től ~132 -12' = 5 cm távolságra helyezkednek el (a
Pitagorasz-tétel alapján).
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A két ponttól, A-tól és B-től egyenlő távol lévő pontok halmaza a pontokat össze­
kötő szakasz felezőmerőleges síkja, S.
a) Az AB él S felezőmerőleges síkja és a kocka felü­

letének közös pontjai, az ábrán a PQRN négyzet
határvonalai .

b) A kocka felülete által az S sikból kimetszett négy­
zet belső pontjai, az ábrán a PQRN négyzet belső

pontjai.

c) Az S sík.

Az adott távolságok tekinthetők egy téglatest P
csúcspontjából induló éleinek, amelynek testátlója
OP. A testátló hosszára ismert összefüggés, az ún.
térbeli Pitagorasz-tétel (a téglatest testátlójának négy­
zete egyenlő az egy csúcsból induló élek négyzetének
összegével) alapján felírható:

Op 2 = 4,1 2 + 5,4 2 + 6,5 2
, ebből OP = 9,39.

Tehát P pont a síkok közös pontjától kb. 9,4 cm tá­
volságra van.

a) A P és Q pontokat merőlegesen vetitjük a három, páronként merőleges síkra. A
vetitősugarak tekinthetők egy-egy téglatest éleinek, amelyeknek egyík csúcsa az
adott P, illetve Qpont, ebből índuló élek a vetítő egyenesek. PQ egy olyan újabb
téglatest testátlója, melynek élei az
előbbi testek párhuzamos éleinek
különbségéből adódik, tehát 3, 5, 6. .=:sp>.

o) ere, négyzetösszege (az ún térbel EfP_-- .
Pitagorasz-tétel szerint) adja a PQ
testátló hosszának a négyzetét.

PQ 2 = 9 + 25 + 36 = 70

PQ =.fiO = 8,37 (egység).

11910,[ P pontnak a síktól való távolsága PC = m: PA = 56,
PB = 60. A feladat szövege értelmében AC = 5x,
BC = 6x. Itt figyelembe vesszük, hogy a hosszabb
szakasz vetülete hosszabb.
A PAC 8 és PBC 8 derékszögű háromszögek, ezekre
felírható a Pitagorasz-tétel:

2 2 2m = 56 - 25x , (*)

m2 =602 _ 36x 2

~B

7

7

P
!
,

,

5 '
'r,
,

A~----~'B
C
~.~

6

~->---~B

A.~\----+--~ B

a) A megoldás körvonal, melynek sikja merőleges az AB egyenesre, ha
fA + 'B > AB. A gömbök az AB tengelyre vonatkozóanforgásszimmetrikusak, te­
hát ez érvényes a közös pontjaik
halmazára is. A kapott körvonal su­
gara meghatározható az ABP 8 AB
oldalához tartozó magasságaként,
ahol PC = r.
Feladatunkban
rA =5, re =7, AB =6.
Az ABP8-et a PC két derékszögű

háromszögre bontja.
Felírjuk a Pitagorasz-tételt az

2 2APC 8-re: r = 25 -x ,

és a BPC 8-re: r2 = 49 - (6 - xt
Ezekből 49-(6-x)2 = 25-x2

,

Ebből x = l. r 2 = 24, minthogy

r > O, ezért r = 2.J6.
A ponthalmaz tehát az AB egyenes­
re merőleges síkban az a C közép-

pontú kör, melynek sugara 2.J6.

c) A megoldás üres halmaz.
(I rA - rB I < AB < rA + rB)

b) A megoldás egy pont, a két gömb
érintési pontja. (rA + rB = AB) A két
gömb kivülről érinti egymást.

Legyen a P pontnak a kocka egyik lapjától való távolsága a, ahol
a E {I; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8} = A, ekkor P-nek a szemköztí laptól való távolsága,
(9 - a) is egész és eleme A-nak. A keresett pontok egy 9 - 2 = 7 cm élű kocka
belsejében és felületén lévő un. rácspontok.
Egy élen 8 pont van, a pontok száma összesen 83 = 512.
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a) Egyenes és sík hajlásszögén értjük
az egyenes és ennek a síkra eső me­
rőleges vetülete által bezárt szöget.
Ezért meg kell határozni pl. az
IX = GAC1-et. AG vetülete az
ABCD lapra Ae. Az ACG ~ derék­
szögű, mert CG merőleges az ABCD
lapra, tehát annak minden egyene­
sére, igy az AC-re is.
A testátló hossza az ún. térbeli Pitagorasz-tétel szerint:

AG 2 = AB 2 +AD 2 +AE 2 = 144+ 81 + 36 = 261, innen AG = ..)261.

Az ACG háromszögben az IX-ra felírható: sin IX = CG = ~ = 0,37 J4, ebből
AG '\1261

IX= 21,80".
Ugyanígy számítható ki a testátló és a másik két lap szőge az AGB, illetve az AGD
derékszögűháromszögekből

Bizonyitjuk, hogy AB 1- BG. Ez igaz, mert AB merőleges a BCGF síkra, tehát an­
nak rninden egyenesére. így a BG-re is.
Beláthatjuk ngyanigy, hogy az AD 1- DG.
Ezekből a fentiek mintájára kapjuk, hogy az AGD 1 = 33,85", AGB 1 = 47,97".
Ezek szerint a testátló a téglatest oldallapjaival 21,8"-os, 33,9"-os, illetve 48,0"-os
szöget zár be.

A feladat egy 10 cm élhosszúságú szabályos tetraéderről szól. Megfelelő sikmetsze­
tet kell találni: a két lap közös élére merőleges, azt az él felezőpontjában metsző sik a
tetraéderből egy olyan egyenlő szárú háromszöget metsz ki, amelynek alapja 10 cm,

szárai lO'~ cm hosszúak, és szárszöge éppen a keresett hajlásszög. Ha a haj-

lO
IX 2

lásszöget IX-val jelöljük, akkor sin '2 = {3
10·

2

b) E szögek pótszögei jelentik az élekkel bezárt szögeket, tehát CGA 1 = 68,2",
DAG 1 = 56,1", illetve BAG 1 = 42,0"-os.

Megjegyzés:
Megtehetjük, hogya testátlónak az oldalélekkel bezárt szögét számítjuk ki előbb
(az él és a testátló által bezárt szög koszinuszával), E szögek pótszöge jelenti a
testátlónak az oldallapokkal bezárt szögél.c

fl

c

F

G

E

E

A

B

'K- ~,Gfl

A B

A '--------";;

a) A kocka OP lapátlója az AOBP négyzetlap átlója,
ezért 45"-os szőget zár be e lap éleivel.
Ugyanekkora szöget zár be az ezekkel párhuza­
mos további élekkel is (CF, DE, illetve CD, EF).
A többi 4 él (AF, OC, BD, PE) merőleges az
AOBP sikra, tehát annak minden egyenesere. igy
az OP átlóra is.

b) Egyenes és sik szögén értjük az egyenes és ennek
a síkra eső merőleges vetülete által bezárt szöget.
Az OP vetülete az OP-t tartalmazó sikkal szornszédos 4 sikra az OAPB négyzet
egyik oldala. (pl. az OP vetülete az [APEF] sikra PA). Így e négy sikkal az OP
45"-os szöget zár be.
OP az AOBP sikjában van, tehát OP ezzel a sikkal és a vele párhuzamos EFCD
lap sikjával is O"-os szöget zár be.

Ezekből adódik: \lx2 = 602 - 562 = 464, igy x 2 = ~614 (O < x = 6,49).

Ebből már kiszárnitható a keresett m értéke a *-os sor alapján.

m 2 = 602 _ 36· 464 = 36 (100 - 42,18) = 2081,5, ebből tn = 45,6.
\l

Tebát P pontnak a siktól való távolsága 45,6 cm.

Elég megállapitani, hogy az AC lapátló mekkora szö­
get zár be az AF és BE, illetve AH és DE lapátlókkal.
mivel az AC átlóval szomszédos lapok többi lapátlója
párhuzamos ezek egyikével. Az ACF ~ és az ACH ~

szabályos, hiszen oldalaik a kocka lapátlói. Ezért AC
60"-os szöget zár be az AF-fel és CH-val, minthogy
CH II BE, azaz (AC, AF) 1 = 60" és (AC, BE!) 1 = 60".
Ugyanezért az AC és AH, illetve AC és CF II DE által F
bezárt szög is 60", azaz (AC, AH) 1 = 60" és (AC, DE) 1 = 60".
Hasonlóan (AC, BG) 1 = (AC, AH) 1 = 60".

A kocka egy csúcsból kiinduló lapátlói 60"-os szöget
zárnak be, mivel egy szabályos háromszöget alkot há­
rom lapátló. lásd a mellékelt ábrát. ACH szabályos
háromszög, mivel mindcn lapátló hossza egyenlő

kocka esetén, tehát AC = AH = He. Ezért CAH 1,
ami pont a két lapátló szöge, 60".
AC és AF szöge az ACF~, AH és AF szöge az AHF~
miatt ugyancsak 60".
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MC·FB BC·BM
2 innen FB = MC

BD fi
- - a )3

Tehát sin ~ = iB = 1'2 = 2' innen a = 120".

)3 ·a

Legyen az ABCD négyzet oldala a
hosszúságú. Húzzuk be az egybevágó
MBC és MCD háromszögek MC olda­
lához tartozó magasságait. A magassá­
gok talppontja az MC élen F. A kere­
sett hajlásszög (a) ekkor a BFD há­
romszög F-néllévő szöge lesz. Kiszá­
rnitjuk a BFD háromszög oldalait:

BD = fi· a, FB = FD, mivel a gúla
szimmetrikus az AMC sikra. Az MBC
derékszögűháromszög területét kétfé-

, ,. BCBM
lekeppen irjuk fel: TMBCA = 2

Megjegyzés:
Az ABCDM gúla egy a élű kockában helyezhetőel a fenti ábra szerint. Ismert, hogy

Megjegyzés:
A szabályos tetraéderhez tartozik egy kocka. (A
kockába hi tetraéderről van itt szó.) E kocka két-két
szemközti lapjának nem párhnzamos átlói pl. AC és
FH, a szabályos tetraéder egyik kitérő élpárja, Ezek
az állók merőlegesek egymásra, (ti. AC II EG,
amely merőleges FH-ra). Tehát a szabályos tetra­
éder szemközti élei merőlegesek egymásra.

ÁIlitsnnk merőlegest az ABC szabá­
lyos háromszög sikjára a gúla D csú­

csából; legyen a merőleges talppontja
D'. Ez egyben az ABC háromszög
súlypontja is, tehát CD' = 2· FO',
ahol F az AB oldal felezőpontja.
Pitagorasz-tétellel a DD'C háromszög-

ből: CD'= ~252 _72 = 24 (cm),
ezért FD' = 12 cm.
Az FD 'D derékszögű háromszögből

tga = 2.. = 0,5833, ezért a = 30,26".
12

c

B

D
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a

a) A két lap által bezárt szög két lap­
magasság és egy oldaIéI által alko­
tott (egyenlő szárú) háromszög
egyik (a szár-) szöge. Koszinuszté­
tellel is meg lehet határozni, de egy­
szerűbb, ba a testmagasságot beraj­
zolva észrevesszük, hogy az az
alaplapot annak súlypontjában éri
el, tehát az alaplap magasságának
harmadával és az oldallap magassá­
gával derékszögű háromszöget al­

kot. Ebben a keresett szög a harmad és az egész lapmagasság (mint szög melletti

befogó és átfogó) között található, tehát ennek koszinusza ~

V· k . 3issza eresve kapjuk, hogy a szög 70,53".

b) Bármely szemközti éJpárra illeszkedő egyenesek kitérők. Az ABCD sz' b' l
tetraéd BC'I' " .aayose rae er e enek felezopontja F.

Bizonyítás:

Az A~F háron,rszög síkja a tetraéder szimmetriasikja. Ezért BC merőleges az
ADF síkra, tehat annak mmden egyenesére, igy az AD-re is.

Más bizonyítás:
A BC él merőleges az ABC három­
szög AF és a BCD háromszög DF
magasságára, ezért az ADF síkra,
tehát annak minden egyenesére, igy
az AB-re is.

c) Az ABC alapú szabályos tetraéder
AD élének az alaplappal bezárt szö­
ge az ADS derékszögű háromszög­
bőI számitható ki, ahol S a D-nek az
alaplapra eső merőleges vetűlete.

Szabályos tetraéderrőllévén szó, az
S az alaplap súlypontja is. Jelöljük F-fel a BC szakasz felezőpontját, akkor AF az
ABC haromszog magassága. Jelöljűk a tetraéder éleinek hosszát a-val.

a t: 2 a
Ekkor AF = -'13 AS = -AF =-)3

2' 3 3'

)3

J l " I " 'k k AS a- I}e o JU a eresett DAS szöget a-val, ekkor cos a = _ = _3_ = _'1_j amiből

a = 54,7". AD a 3 '

186 187



--------------
ELEMI TÉRGEOMETRIA ELEMI TÉRGEOMETRIA

a kockát egy kiválasztott testátlója körül 120°-kal elforgatva a kocka önmagába
megy át. Ha az MC testátló körüli 120°-os forgatásnál a kocka B csúcsa a D-be ke­
rül, akkor az MBC háromszög síkja ugyanekkor az MCD háromszög síkjába megy
át. A két sík szöge tehát valóban 120° (60°).

{j
-a

2

I~
,~

_I .!' ~
I

I

I

sei, E magasságoknak a közös végük­
től különböző másik végük egy a élű

négyzet két szemközti csúcsában talál­
ható, tehát e magasságok a négyzet

fia hosszúságú átlójával háromszöget
alkotnak. E háromszög egyenlő szárú,
és a szárszögét keressük. Aszárszög
felezője egyúttal az alap felezőmerőle-

gese ís, ezt berajzolva két derékszögű háromszögre bonthatjuk háromszögünket,
amelyben a keresett szög felét egy egyszerű visszakereséssel meghatározhatjuk:

fi.

sin~ = .h a =~, amiből ~ = 54,736°, s igya = 109,47°.

-a
2

c

B

T

E

6,4

A

Az ABCD alaplapú szabályos gúla ma­
gasságáuak talppontja T.
Az ET magasság az ETC derékszögű

háromszögből szarnitható ki.
m = 6,4 síun° = 6,1.
A gúla magassága 6, I cm.
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a) Ha egy csúcsból induló három élet metsz a sík, há­
romszög-metszet keletkezik. Ha míndhárom élen
a csúcstól ugyanolyan messze van a metszéspont,
a háromszög szabályos is lesz. (A legnagyobb
ílyet három alkalmas csúcson áthaladó sikkal tud­
juk kimetszeni; ekkor lapátlók lesznek a három­
szög oldalai.)

b) Természetesen lehet a metszet négyszög, de legál­
talánosabban is csak trapéz, mivel a négy elmet­
szett oldallap közül legalább az egyík kettő párhu­
zamos, igy egy párhuzamos oldalpár míndig kelet­
kezík. Ha négy, egymással párhuzamos élet metsz
a sík, akkor két-két párhuzamos oldalú négyszög­
metszet (azaz paralelogramma) keletkezik. Ha a
metsző sík merőleges ezen élekre, a metszet sza­
bályos (azaz négyzet) lesz.

@Ötszögben ís metszhető, ebben azonban mindig
lesz két-két párhuzamos oldalpár, emiatt aztán
szabályos ötszögben a kocka nem metszhető el.

@Szabályos hatszögben víszont igen: _egy testátló
felezőmerőleges síkja épp ezt teszí. (Es így persze
egyáltalán hatszögben ís elmetszhető.)

c

E

aA

a) Az ABCD alaplapú gúla éleit a-val
jelöltük. A magasság talppontja, T,
egyúttal az AC átló felezőpontja.

AC = afi., AT = ~fi..
2

Az ATE derékszögű háromszögben
a keresett szöget a-val jelölve

fi.
AT aT fi.

COSfX =-= --=-.
AE a 2

A keresett szög tehát 450-os.

b) Az előbbíekből következik, hogy az ACE háromszög derékszögű: a két szemköz­
ti oldalél merőleges egymásra.

Megjegyzés:
Szögfüggvény alkalmazása nélkül ís megoldható a feladat. Csak azt kell észre ven­
ni, hogy az ABC I\. =AEC 1\., híszen 2-2 oldaluk egyenlő a-val, a harmadik pedig
közös: AC. Ebből adódik, hogy az oldalél az alaplappal 450-os szöget zár be, a két
szemközti oldaIéI pedig rnerőleges egymásra.

A két szomszédos oldallap mint két metsző sik szö­
gének meghatározásához a metszés vonalukra (ez a
közös oldalél) mindkét síkban merőlegest állítunk
(ez lehet például míndkét lapon az említett oldaléIhez
tartozó magasság). Lévén szabályos háromszögekről

. . k '1 ci löliük l) 13sza, e magassago az e e o JU a-va - -szere-
2
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11923.1 Az ABCD alaplap átlója AC ~ a-J2. A C·ből indu­
ló testátló, CE az ACE derékszögű háromszög átfo­
gója. A Pitagorasz-tételt alkalmazva:

CE' ~ a' + (a.J2)' ~ 3a', innen CE ~ a{3.

Megjegyzés:
Itt a téglatestre vonatkozó Ún. térbeli Pitagorasz-tétel

cf ~ a 2 + b 2 + c 2
) speciális esetét vezettük le.

11924.1 Az 1923. feladat ábráját és az ott leírt gondolatmenet alapján kapott eredményt (ún.

térbeli Pitagorasz-tétel speciális esetét) használhatjuk fel. E szerint CE ~ a{3.

r 'k'feiezzűk CE B h I . iük 3,2nnet rrejezzu a-t: a ~ {3' e e ycttesttju az adatot: a ~ {3 ~ 1,8.

A kocka éle 1,8 dm ~ 18 cm.

Megjegyzés:
1. Az m kiszámítható az AEC "'·re felirt magasságtétel és az ATE A-re felírható Pi­

tagorasz-tétel felhasználásával is.
2 r;;3)' 2 22m :::: x(a-y..J - X es m :::: a -- x

E két egyenletből kapjuk: xaJ3 ~ a', ahonuét x ~ fJ'
a' 2

Ezt az értéket behelyettesitjuk a '-gal jelölt egyenletbe: m' ~ a' - - ~ - a'
3 3

Ebből a keresett távolság O< m ~ a fI.fl
2. Az x értékét az AEC háromszögre felírható befogótételből közvetlenül is kiszá-

míthatjuk: a' ~ xa{3 =o; x ~ fJ'
11925·1 Legyen a kocka éle a. Ekkor a lapátló d ~ a.J2, s ebből a kocka éle, a ~ Ji.

3 d 3 d3.J2
A kocka felszíne: A ~ 6a 2 ~ 3d2

, térfogata: V ~ a ~ 2.J2 ~ -4-

a) A kocka testátlójának és egyik (a testátlóhoz csatlakozó) élének végpontjai egy
derékszögű háromszöget határoznak meg, ahol a testátló az átfogó, az egyík
él pedig befogó. A hajlásszög (oc) ebben a háromszögben az egyík szög, így

él A ' l' h 12 r: , 12 ahcos fX::::, ' " testat o ossza , . -V 3 cm Igy cos o: ::::~, onnan
testatlo 12·-v3

oc ~ 54,74°. Ha egy olyan éllel szeretnénk meghatározni a testátló szögét, amely
nem a testátló egyik végpontjából indul ki, akkor keressünk az adott éllel pár­
huzamos, a testátló végpontjából kiinduló kockaélt, és ezzel az éllel határozzuk
meg a szöget, mely megegyezik a keresett szöggel.

b) A testátló meröleges vetülete az egyik lapra éppen a lap átlója lesz. Az átló és a
testátló végpontjai egy derékszögű háromszöget határoznak meg, ahol a testátló

',c 'H h '1'" kk Iapátló l 'l' h 12 (;;2az atrego. a a aj asszog a, a or cos o: :::: " ; a apat o ossza -1/L cm,
testatlo

a testátló hossza 12· {3 cm, igy cos oc ~ 12 '1 'innen oc ~ 35,26°.
12· -v3

c) A testátló két végpontja és a csúcs által meghatározott derékszögü háromszög át­
fogóhoz tartozó magasságát keressük, legyen ez d. A háromszög területét kétfé-

, , . testátló d két befogó szorzata ,. r;;
lekeppen írjuk fel: T ~ ~ . A testatlo 12· -v3 cm,

2 2
(;; 12·12 ..J2-J2

a két befogó 12 cm és 12· -v2 cm, igy d ~ t: ~ 12· r;; ~ 9,80 (cm).
12·-v3 -v3

~C
D

H

A"-==--------"'B

A testátlótól a két végpontja O távol­
ságra van. Egyébként a testátló olyan
derékszögű háromszögek átfogója,
melyeknek befogói egy él és egy lapát­
ló, a derékszögű csúcspont pedig a
kocka egy-egy csúcspontja. E három­
szögek tehát egybevágók. Így elég egy
ilyen háromszöget vizsgálni. Az átfo­
góhoz tartozó m ~ ATmagasság éppen
a csúcspontnak a testátlótól való távol­
sága.
Az m kiszárnitható úgy, hogy az ACE '"
területét kétféleképpen írjuk fel.

Felhasználjuk. hogyalapátló, AC ~ a-J2, a testátló, CE ~ a{3.
Az ACE'" területének kétszerese: m . EC ~ AE· AC, innen a kocka csúcsának a

t tárlótól ' , l' a'.J2 Hes a o o mert tavo saga: m> ----r:::- :::: a -.
a-v3 3
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A

A két tetraéder egyűtteséből álló ösz­
szetett test középpontosan szimmetri-
kus a közös magasság felezőpontjára,
és harmadrendű forgásszimmetriát
mutat e magasság mint tengely körül.
Ezért metszetükre is ugyanez igaz. Az
igazi feladat a két palást metszervona­
lának meghatározása. Tekintsűk pl. az
ábrán fekete szinű tetraéder "elöl", ne­
kűnk jobbra lévő ABD lapját. Ez pár­
huzamos a szűrke tetraéder "balra há­
tul" lévő EFH lapjával, ezért a másik
két szürke lappal (EGH, FGH) való
metszésvonala (lJ, IK) párhuzamos az
EFH lap ugyanezen lapokkal való met- A

szésvonalával. De azok a szürke tetraéder EH, FH élei! Ugyanez a gondolat mind­
egyik piros élre elmondható, igy megállapithatjnk, hogyapalástok metszésvonalai
mind az eredeti oldalélekkel párhuzamos szakaszok. Így a mctszenest lapjainak
szemközti élei párhuzamosak, tehát e lapok legalábbis paralelogrammák. A már
említett harmadrendű forgásszimmetria miatt azonban a metszettestnek az eredeti
tetraéder csúcsaiból (D, H) induló élei egyforma hosszúak, tehát e paralelogrammák
rombuszok. Vagyis a metszettest egy romboéder. (H D
az ABC lap súlypontja, az innen induló Hl szakasz
párhuzamos CD-vel, hiszen annak tükrözésével jött
létre a HG él. Az egész ábra sikszirnmctrikus pl. a
HGDC síkra. Ezért Dl és CH egyaránt az őket tartal-
mazó lap magasságvonalára illeszkedik, ezek az AB
él felezőpontjában futnak össze. Az ezen pont és a C,
D alkotta háromszögben alkalmazva a párhuzamos

Az ABCDEFGH téglatest egyik testát­
lója BH (= fl, az ABCD alaplap átlója
BD (= d).
A DAB"" derékszögű, mert két oldala
az ABCD téglalap oldala;
HDB "" is derékszögű, mert HD merő­

leges az ABCD alaplapra, tehát minden
egyeneséI'e, igy BD-re is.
Legyenek a B csúcsból induló oldalélek: BA = a, BF = b, BC = c.

Kétszer alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt: DAB A-re: d
2

= a 2 + c 2 és

HDB ""-re: l = d
2 + b

2

.. ből k . k . . b I' P' . I f2 2 b 2 2E két összefüggés o apJu az un. ter e l itagorasz-tcte t: = a + + c .

c

c

u

B

D

H

D

H
(: [(

P~===:;7G

Al-----YB

A'------l/

b) Az AE és EH metsző élek felezőpontja pl. X és Y.
XY az AEH háromszögnek az AH-val párhuzamos

középvonala. Minthogy AH = afi, a felezőpon-

k tá I' afito tavo saga XY = --o

2

Az a = I miatt XY = .fi'.
2

a) EH-val párhuzamos él AD, BC és FG. Az élfelező

pontok ilyen sorrendben: P, Q, R, S.
PQ = a, mert párhuzamos és egyenlő az AE = a

éllel, PR = afi, mert párhuzamos és egyenlő a

BE lapátlóval. Az a = I miatt PR = fi.

Egy a élű kocka lapátlója afi, testátlója aj). Az
EH él merőleges [ABFE] lapra, igy HE merőlegesEB
lapátlóra, HEB derékszögű háromszög, melyben E
csúcsnak HB testátlótól való távolsága EK. Írjuk fel
az EHB háromszög területét kétféleképpen!

HE·EB HB·EK a.afi aj)·3
T= = =} =---=}

2 2 2 2

3-16
=} a = -- cm a kocka éle.

2

c) Kitérő élek pl. EH és BF, az utóbbi felezőpontja U. XU hossza Pitagorasz-tétellel
számitható ki az XYU derékszögűháromszög átfogójaként. (XY 1- YU, mert YU
merőleges az [ADHE] sikra, igy annak minden egyenesére, tehát XY-ra is).

XU 2 = Xy 2 + YU 2 = ~ a2 + a2 = ~ a2
, ebből a kitérő élek felezőpontjainak

2 2

távolsága, XU = aff Az a= I miatt: XU = ff.
Megjegyzés:
l. A kocka szimmetria-tulajdonságai miatt az éltelező pontok között másféle távol­

ság nincs.
2. Az XU meghatározható az XEU derékszögűháromszögből is.
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,

szelők tételét: CH = Dl, de ekkor I az ABD'" súlypontja. A többi hasonló pontra
ugyanez áll, tehát az egyik tetraéder élei a másik lapjait azok súlypontjában döfik
át. Egy szabályos háromszög egyik csúcsára és súlypontj ára mint szemközti CSÚCsra
illesztett rombusz éle harmada az oldalnak, mint azt néhány, oldalakkal párhuzamos
szakasz berajzolásával könnyen beláthatjuk. Vagyis a metszetként kapott rombo_
éder élhossza egyharmada a tetraéder élhosszának.)

11932.1 Legyen az eredeti kocka éle a, ekkor felszine 6a 2

Az új kocka éle a + 4, felszine 6(a + 4)2 = 6a 2 + 480.
2 2 2 2

Ezt 6-tal osztva: (a + 4) = a + 80, felbontva: a + 8a + 16 = a + 80, rendezve:

8a = 64, azaz a = 8. Ekkor az eredeti kocka térfogata: V = a 3 = 83 =512 (cm3).

Az ábrán feltüntetett o: kiszámitható az ABC derékszögű háromszögből, melynek
. 7 doldalai: r = 7 dm es x =:3 m.

A cos o: = :'c = ~, ebből o: ~ 70,53°, 20:~ 141,06°.
r 3

r 2 sin 2lX .
A t(ACD) = = 24,5 sm141, 06° ~ 15,40.

2
t' (J r 2 n(J

A körcikk t' területét megkapjuk: r 2 n = 3600 ' ebből t' = 3600 '

minthogy (J = 360° - 20:~ 218,94° =} t' = 29,80n ~ 93,62.
A körszelet területe: t(ACD) + t' ~ 15,40 + 93,62 = 109,02.
A víz térfogata V = 30· 109,02 ~ 3 271 (dm-').

A téglatest éleinek aránya: a : b : c = l : 3 :5. Ez azt jelent, hogy b = 3a, c = Sa.

Felszine: 2(ab + be + ca) = 46a 2
, térfogata: abc = 15a 3

A ' I d" . 15 3 46 2 iből 46le a at szovege szennt a- = a, arm o a = - (a> O).
15

A fentieket felhasználva b = 46, c = 46.
5 3

A kémcső két szomszédos beosztása közötti térfoga­
ta l cm-', ezért r 2nl,5 = l.

2 lInnen r =-- ~ 0,21 =} r ~ 0,46.
1,5n

A kémcső belső átmérője kb. 0,9 cm.

r

Legyen a téglatest egy csúcsból induló három éle 3x; 4x; 5x.

Így térfogata 3x . 4x . 5x = 300, ebből x = 1/5.

Egy csúcsból kiinduló élei: 31/5 cm, 41/5 cm, 51/5 cm.

Az edény térfogata 102n · 17 ~ 5341 cm-' ~ 5,34 liter, tehát megfelelő lesz.

a) 3 deciliter = 300 cm '. A bögre alapterülete tehát 30 cm-, amiből az átmérője

6,2 cm-nek adódik.

b) Egy bögre esetén az alját és a palástját kell kivül-belül mázzal bevonni, ez össze­

sen 2(3,1 2
n + 62n) ~ 450 (cm-), amit még 8%-kal növelve 486 cm2-t kapunk.

1500 darab bögre esetén összesen 787 200 cm--t, azaz 78,72 m2-t kell mázzal be­
vonnI.

h

6m

r

r

A 120 m3 térfogatú tartály egy h magasságú henger­
bői és egy félgömbből áll. Sugaruk 3 m.

2 I 4r3 n
r nh+---=120.

2 3
Az r behelyettesítése és a közös tényezők kiemelése
után:

120
9n(h + 2) = 120, ebből h + 2 =-.

9n
40

Ebből h = - - 2 ~ 2,24.
3n

A hengeres rész magassága: 2,24 m.

82 hl = 8200 liter = 8,2 m". 4 óra alatt a tartályban 32,8 m" viz lesz.
. . .. 2 2" h 32,8 O 74 ( )Mivel a tartaly alapterulete 3,75 n ~ 44,18 (m ), ezert a VIZ = 44,18 ~, m

magasan áll benne.

c :B D

-'-~:~ - - --

,

I

I

30

A fekvő, forgáshenger alakú kazán
vízzel töltött részének keresztmetszete
körszelet. Ennek területét kell megha­
tároznunk a víz mennyiségének megál­
lapitásához. A körszelet terúlete össze­
adódik az A középpontú r = 7 dm su­
garú, (J = 360° - 20: középponti szögű

körcikk és egy háromszög területéből.
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x

a = 76,0

D'

D

7x
Az alaplap területe így: T = 52 = 84,30.

A test felszine: A = T + 5 71;" = 248,23.

a) Az oldallap mo magassága Pitagorasz-tételle!:

~102 _ 3,52 = ~87, 75 = 9,37.
Az alaplap mint szabályos ötszög középpontjából
az egyik (alap)él felezőpontjába mutató szakasza:

x=~=4,82.
tg36°

Újabb Pitagorasz-tétellel a testmagasság: ni, = ~m,,2 - x
2

= 8,03.

A test térfogata igy: V= T;, = 225,76.

@A gúlába írható gömb az alap1apot m, talppontjá­
ban érinti, az oldallapokat pedig azok magassag­
vonalán. Ha a gúlát elmetsszük egy mt-re és Hla-ra

illeszkedő sikkal. akkor a gömb egy főkörét látjuk,
amelynek középpontja m,-n van, és amely érinti
mo-t és x-et, mint egy szög szárait (utóbbit épp mr
vel közös végpontjában). Vagyis a kör középpont-

ELEMI TÉRGEOMETRIA

A tetraéder egy lapjának területe 2500 cm-, Ha a tet-
,?Ji

raéder élhosszát a-val jelöljük, akkor 2500 = -4-'

amiből a = 76,0 cm.
A tetraéder D csúcsából az ABC háromszög síkjára
állított merőleges talppontja D'. Ez egyben az ABC A

háromszög súlypontja is, tebát

2 aJi aJiCD'= _.- = - = 43,9 (cm). B
323 imithatjuk

A tetraéder magasságát a DD 'C háromszögből Pitagorasz-tétellel szamIt atju :

m = ~76,02 - 43,92 = 62,0 (cm).

(~aJ2 -(~aJ = 3: _3;; = 27a23~3a2 =~2~~2 =~a.
A test térfogata tehát (alapterulet szorozva magassággal, osztva hárommal):

Ji2~~-a' -a ..J2
V 4 3 = _a3

3 12

30
V=152n.7.-=412,3 (cm-).

360

Az eredeti henger adatai: r az alapkör sugara, és m a magassága. Az átalakítással az
átmérő l cm-rel, tehát a sugár 0,5 cm-rel csökkent, mig a magasság 4,7 cm-rel nőtt.
A térfogat nem változott, ez lesz az első egyenlet. A felszin növekedése ís adott, ami
a másik egyenlethez vezet. A kérdés az új henger méretei, de ehhez a régit is meg
kell határozni. Egyenleteink, amelyekből az r-et és az m-et keressük:

(l) r2nm = (r - 0,5) 2 ntm + 4,7);

(2) Zrntr + m) + 27,3 =2(r - 0,5)n(r - 0,5 + m + 4,7).
Az első egyenletet n-vel, a másodikat 2n-vel eloszthatjnk. Ekkor (2) kifejtve:

r 2 + rm + 4,345 = r2 - r + 0,25 + rm + 4,7r - 0,5m - 2,35.

(Felhasználtuk, hogy (r - 0,5)[(r - 0,5) + (m + 4,7)] = (r - 0,5/ + (r - 0,5)(m + 4,7).

Másként is számolhatunk: (r - 0,5)(r + m + 4,2) =

= r2_0,5r+rm-0,5m+4,2r-2,1 = r2+rm+3,7r-0,5m-2,1.)

Mindebből: 6,445 = 3,7r- 0,5m, azaz m = 7,4r - 12,89.
Ezt beirva a n-velleosztott (Li-be:

r2(7,4r - 12,89) = (r - 0,5) 2(7,4r - 12,89 + 4,7), azaz
3 2 2 3 27,4r -12,89r = (r -r+0,25)(7,4r-8,19) = 7,4r -15,59r + 1O,04r-2,0475.

Rendezve egy másodfokú egyenlet adódik: 2,7 r
2

- 1O,04r+ 2,0475 = O.
Ebből rJ = 3,5 (cm), illetve r2 = 0,22 (cm). Behelyettesitve ezeket, a magasságra
m, = 13 (cm) és m2 = -11,26 (cm) adódik. Utóbbí nem lehetséges, de a gyakorlati
feladat szövegéhez eleve nem illik ilyen keskeny henger. Azaz az eredeti üditős do­
boz 3,5 cm sugarú és 13 cm magas henger, amiből 3 cm lett az új sugár, és a magas­
ság pedig 17,7 cm. Keskenyebb és magasabb lett tehát, kisebb kézzel is átfogható.

ELEMI TÉRGEOMETRIA

119431 A 'l" bál h' .. ,Ji, z a e u sza a yos aromszog magassaga 2 a, egy

Ji
((·--·a ,J3 ')

ilyen háromszög területe ezért ; = 4 a>, a

a négy ilyen lapból álló tetraéder felszine tehát: r-
A = Jia2. A testmagasság az alaplapot annak súly-
pontjában éri el, ezért ez egy olyan derékszögű há-
romszög egyik befogója, amelynek átfogója egy 01-

dallap magassága (Ji a), másik befogója pedíg egy ugyanilyen magasság egyhar­
2

mada (~ a, lásd az 1916. feladat megoldását). Pitagorasz-tétellel e testmagasság:

u----------------
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ja rajta kell legyen m., és x szögfelezőjén. Ekkor a szögfelezőtétel miatt (lásd pl.
. mx

1759. feladat d) pontja): r = --'- = 2,73.
x+mo

c

c'

B

c

,

,,m
~

(,
B'

rA

A

ss

B'

18,8' ·n;·30 = 11103,6 (cm').
33

A megadott háromszög legnagyobb
oldalával szemközti szöge tompaszög!
Egy-egy Pitagorasz-téte~t irha~nnkf~1

az AB 'B, illetve az AB C derekszogu
háromszögben:

2 ? ? "IIr = 38- -i m", 1 etve

r 2 = 562 - (m + 26,31)2
Ebből a két egyenletből álló egyenlet­
rendszert megoldjuk:

38 2 _ m 2 = 56 2-(m+26,31)2

52,62m = 999,78

m = 19,00 cm

Visszahelyettesitéssel r
2

= 38' _19
2

= 1083, ~agyis r =.32;91 cm.. ...
A forgástest felszine a B csúcsú, Illetve a C csucsu forgaskupok palastteruletenek
összege: A = 38 . 32,91 n; + 56 . 32,91 n; = 9718,6 (cm").
A forgástest térfogata a C csúcsú, illetve a B csúcsú forgáskúpok térfogatának kű-

... 32,9I'n;'(26,31+l9,00) 32,9I'n;·19,00 32,9I'n;26,31
lonbsege: V = 3 3 3

A keletkezett forgástest térfogata az
Ace és BCC' forgáskúpok térfogatá­
nak különbsége.
A forgáskúpok közös alapkörének su­
gara az ADC derékszögű háromszög-

bőI sin 20" = .r..., ebből r = 18,8 cm.
55

A kérdéses forgástest térfogata:

CD' -ir AD CD' .n;. BDV = -'--'-_--..C_
3 3

CD' .n;. (AD - BD) CD' .n;. AB
=

3

= 29840 (ern").

Másik megoldás: . . ...
Ha az ABC háromszög B-nél fekvő szögét kiszárnitjuk (120"), akkor r es merteket
az AB 'B derékszögű háromszögből akár szögfűggvények (vagy speciálisan a szabá­
lyos háromszögre vonatkozó ismeretek) segitségével is megkaphatjuk.

a

6

-+-~-I'B

a

c

D

B

8

A

Az alaplap 6 db szabályos háromszögből, a palást
6 db egyenlő szárú háromszögből áll. Az egyik ilyen
az ABD LI., az alapjához tartozó magassága azonos a
CDF LI. átfogójával, ahol C a testmagasság talppont­
ja, F az AB alapél felezőpontja.
CF kiszárnitható az ABC szabályos háromszög ma-

gasságaként: CF = ~ /3 = 0,6/3.

A CDF derékszögű háromszögre felirt Pitagorasz-té­
telből kapjuk meg DF-et.

DF
2

= CD' + CF' = 25 + 1,08 = 26,08.
DF= 5,107.

a·DF
A palást területe: 6·-- = 3 . 1,2 . 5,107 = 18,38.

2
A toronysisak befedéséhez kb. 18,4 m? rézlemez szűkséges.

A keletkezett forgástest egy olyan kettős kúp (ACC',
BCC), melyek alaplapjának sngara a derékszögű há­
romszög átfogóhoz tartozó magassága.
A derékszögű háromszög átfogója Pitagorasz tétele
alapján 10 cm. ABC derékszögű háromszögre a befo- A

gótételt alkalmazva 6 = ojlOx, ebből

DB = x = 3,6 cm, AD = IO-x = 6,4 (cm).
ABC derékszögű háromszögre a magasságtételt al-

kalmazva CD = ojAD· DB = .,)6,4.3,6 = 4,8 (cm) c'

az átfogóhoz tartozó magasság és egyben a kettős kúp alapkörének sngara. A kettős

CD' ·n;·DB CD' ·n;·AD CD' ·n;·(AD+DB)kúp térfogata: V = + = ='-----'.:...=::::-:..:::-=
333

CD' ·n;·AB 4,8' .n;.JO = 241,3 (cm').
3 3

Megjegyzés:

Az ABC derékszögű háromszög átfogóhoz tartozó magassága a háromszög terűle­
tének kétféle felírásából is megkapható.

lO'm 6·8
t = -- = - ebből az m = 4 8 (cm).22' ,

198
199



ELEMI TÉRGEOMETRIA ELEMI TÉRGEOMETRIA

x

G

G

5

B

B E

hay>x

y

c

6

lJ '.

ca

a

a

III

PALÁST

~ -.I..---.

A forgáskúpok alkotója CDB, illetve GHF derékszögű háromszögekbőlPitagorasz
tétele alapjáu számolható.

al =01 = a,. Mivel a két kúp alkotója egyenlő, annak a palástja nagyobb,
amelyik alapkörének a sugara nagyobb.

A forgáskúpok alkotója CDB, illetve GHF derékszögű háromszögekbőlPitagorasz
tétele alapján számolható.

a] = ~52 + 6' = a
2

. Mivel a két kúp alkotója egyenlő, annak a palástja nagyobb,
amelyik alapkörének a sugara nagyobb. .
Tehát a 6 cm sugarú, 5 cm magasságú forgáskúp palástjának területe nagyobb, mmt
az 5 cm sugarú, 6 cm magasságú forgáskúp palástjának területe.

A forgáskúp csúcsán átmenő, az alaplapra merőleges sika f~rgáskúp~óloly~n egy~n­

lő szárú háromszöget metsz ki, amelynek alapja a torgaskup alapkoreuek atmcroje,
szára a forgáskúp alkotója, alaphoz tartozó magassága a forgáskúp magassága.
Az r sugarú, Jn magasságú, a alkotójú forgáskúp palástjának területe: P = r » x a,

ahol a =: ~,.2 + m2
.

A forgáskúp csúcsán átmenő, az alaplapra merőleges sika f~rgáskúp~óloly~n egy~n­

lő szárú háromszöget metsz ki, amelynek alapja a forgaskup alapkorenek atmeroje,
szára a forgáskúp alkotója, alaphoz tartozó magassága a forgáskúp magassága.
Az r sugarú, m magasságú, a alkotójú forgáskúp palástjáuak területe: P = r· n- a.

r'

4

4

A

r

5

c

7

4

x

5

5

B

A+__ -c-------'CB
D y

a) Az ABC'" leghosszabb oldala legyen AB. Ha e kö­
rül forgatjuk meg a háromszöget, akkor a létrejött
forgástest két, alapjával egymáshoz illesztett kúp,
amelyek r sugara az ABC háromszöguek az AB­
hez tartozó magassága (ennek talppontja D), a kú­
pok magassága x és y, ezek összege AB. Meghatá­
rozható r az ACD és BCD derékszögű háromszö-
gekre felírt Pitagorasz-tételből.

ACD"'-re: r 2 = 25 _x 2

BCD"'-re: r 2 = 16 - (7 _X)2

Ezen egyenletrendszerből kiküszöböljük az r-et:
29

x = ~. Ezt visszahelyettesitjük az egyik előbbi
7

2 841 384
egyenletbe r = 25 - - = -

49 49
A forgástest térfogata a fent említett két kúp térfogatának összege:

384
, 22--n· 7

r tix r ny r n 49 l28n
V =--+-- = -(x+ y) = =-- ~ 5745.

3 3 3 3 7 '
A forgástest térfogata 57,45 ern".

b) A legrövidebb oldal a Be. E körüli forgatáskor lét­
rejövő test alakja függ attól, hogy a háromszög he­
gyes-, derék- vagy tompaszögű-e. A háromszög
leghosszabb oldalára felírt koszinusztételből meg­
állapítható, hogy a legnagyobb szög koszinusza
negatív. Ez azt jelenti, hogy a háromszög tompa­
szögű. Ezért a forgástest térfogata két közös alapú
forgáskúp térfogatának különbsége. Az alapkör
sugara r', magasságuk z, illetve z + 4.
A forgástengely és az A-ból húzott magasság
egyenesének metszéspontja F. A forgástest r' su-
garát a két derékszögű háromszögre felírható Pita­
gorasz-tételből számítjuk ki.

ACF "'-re: r? = 25 _ 22;

ABF "'-re: r,2 = 49 - (4 + Z)2

Ezen egyenletrendszerből kiküszöböljük r' 2_et:

Z = 1. Ezt visszahelyettesítjük az egyik egyenlet­
be, amiből adódik: r,2 = 24.

V = r'2n (z + 4) r'2n'4 __ 32n_I005 3
3 3 '-, . E forgástest térfogata kb. 100,5 cm .
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A csonkagúla palástja négy egybevágó szimmetrikus trapézból áll. ARFE tra­
péz alapjai 2 m, illetve 1,3 m, szárai 1,8 m, magasságaAKE derékszögű háromszög-

ből Pitagorasz tétele alapján 0,35 2 + m 2 = 1,8 2 => m = 1,77, a trapéz területe

T = (2+ 1,3)1,77 = 2,92, a csonkagúla palástja kb. 11,68 m-. (Ennél többet kell
2

számítani az összeállítás miatt).

Vizsgáljuk az ACGE trapézt!
Egyrészt a trapéz magassága (ami egy­
ben a csonkagúla magassága is)

fi . ,
m=AE.-=6,12em, masreszt a

2
CEG háromszög egyenlő szárú, így
EG =GC = 7,07 cm. Ebből követke­
zik, hogy az EFGH négyzet oldala pontosan fele az ARCD négyzetének (5 cm).

A csonkagúla térfogata: V = 6,~2 . (100 + ·JJOO· 25 + 25) = 357 (cm").

A test felszínének kiszámításához egy oldallapjának területét kell még meghatározni.

Vizsgáljuk az ARFE trapézt! E F
A trapéz magassága: 5

m = ~7,072 - 2,52 = 6,61 (cm), :
o 15.6,61 '

igy a területe: To 2 (cm-), 7,07 :mo

tehát a palást területe: :
p = 4To = 30·6,61 = 198,3 (ern"), A 1.---".'-.:-' ...c..c~:-' II
a csonkagúla felszine pedig: 2,5
A = 100 + 25 + 198,3 = 323,3 (cm-),

II

/0

4

G

c6

»>>
6

E,

D

D

II

H

/0

E

'~F

A

a) A kúp térfogata a henger térfogatának egy harmada, tehát
66,7% forgács keletkezik.

b) Azonos magasságú kúp, illetve gúla térfogatanak aránya
megegyezik az alapterületük arányával. A kúp alapterülete

1,5 2n
= 7,07 (cm-), az 1,5 cm sugarú körbe irt szabályos

h " "1 6 1,5
2
fiatszog teru ete . 4 = 5,85 (cm-).

A kúpba írt szabályos hatoldalú gúla térfogata a kúp térfo-
,5,85 .

gatanak 7,07 = 0,827 resze, azaz 82,7%-a, ezért a kúp

anyagának legalább l7,3%-át kell eltávolítani.

c) 0,666 + 0,333· 0,173 = 0,724, tehát a henger anyagának 72,4%-át kell eltávolí­
tani a megmunkálás során.

A keletkezett forgástest egy 6 cm ma­
gasságú hengerből és 2 db 2 cm ma­
gasságú forgáskúpból áll. A henger és
a forgáskúpok közös alaplapjának su­
garaa szimmetrikus trapéz m magassá­
ga, amely AED derékszögű három­
szögbőI Pitagorasz tétele értelmében:

m=~42-22=2fi. D' c'

Az r sugarú, cl alkotójú Iorgáskúp palástjának területe: P = r . x- cl (itt r = ml.
A keletkezett forgástest felszine két kúppalástból és egy hengerpalástból áll.

A = 2· PkO p + Ph"g" = 2· r· n- cl + 2r· x- DC = 2· 2fi .n· 4 + 2 . 2 . fi . it: 6 =
= 40fi ·n= 217,7 (ern")
A keletkezett forgástest térfogata:

V=2.V +V _2(2.fi/. n . 2 t: ,
kúp henger - 3 + (2,!3 t .n· 6 = 88n = 276,5 (cm').

Készítsünk ábrát! Az ARCD négyzet

átlója ]().J2 = 14,14 (cm), azAEC
derékszögü háromszög egy szabályos
háromszög "fele", ezért

AC
AE = 2 = 7,07 (cm).
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A csonkakúp fedőköre megkapható úgy is, hogy az alapkörét a kúp csúcsából
24 2

- arányban kicsinyitjük. A fedőkör sugara tehát 16 cm.
36 3

4
A levágott kisebb kúp palástja az eredeti palástuak - része, ezért a csonkakúp pa­

9

lástja az eredeti kúp palástjának 2 része.
9

A csonkakúp felszíne tehát: 24 2 n + 162n+ 2.24 ,n, ~242 + 362 ~ 4426 cm-.
9

a) A csoukakúp térfogatképletével 387,5 cm" adódik, tehát a pohárba 3,88 dl folya­
dék tölthető.

b) Ha 5 cm magasan áll a víz a pohárban, akkor a viz szabad felülete egy 7 cm át­
mérőjű kör. Ismét a csonkakúp térfogatképletével számolva 166,2 ern" adódik.
A pohárban 1,66 deciliter víz van.

A test térfogata igy: V ~ mt (T + fit + t) ~ 437,85.
3

ELEMI TÉRGEOMETRIA

Az alaplap területe ekkor T ~ 8 2 ~ 64, a fedőlapé te­

hát I ~ 32. Mivel ez e2
, így c ~ 4fi ~ 5,66.

64 8 +4fi 'b "l
Az oldallapok területe: ~ mo' ami o

2

m ~ 32 -16fi ~ 9,37. Az alap- és fedőlapra merő­
le~es síkmetszet egy szimmetrikus trapéz, amelynek
alapjai a és c, mindkét szára m.; és magassága meg-
egyezik a csoukagúla m, testmagasságával. Ez egy derékszögű háromszög befogója,
amelynek átfogója az mo, másik befogója pedig az alapok különbségének a fele.

( J
2

? a-c
Tehát: mt ~ m: - -2- ~ 9,30.

50 kg cement térfogata ~~ 0,0159 (m-'), azaz kb. 15,9 dm>.
3150

A vödör térfogata a csonkakúp térfogatképletével számítva 12,3 dm', tehát a vödör­
be nem fér bele az 50 kg cement (csak kb. 38-40 kg).

A fenyőfatörzs térfogata jó közelítéssel a csonkakúp térfogatképletével számítható:

V~ l1'3
5n

(0,272 +0,27·0,18+0,182)~ 1,853 (m ').

A fatörzs értéke 31 500 fenyőfabatka.

m

3
-m
4

5

15

15

12.5 -~'-r-

5

10

, "
'\}'

12

~L1----'

fml
~--

A csonkagúla térfogata adott alapterü­
letek és a testmagasság ismeretében:

V ~ ; (T + fit + t).

Minthogy T ~ 180, t ~ 20, m ~ 6,0.
V ~ 2(180 + 60 + 20) ~ 520.
Térfogat: 520 rn-'. A vizgyűjtő meden­
cébe 5200 hl viz fér.

a) A félmagasságban lévő sikmetszet
oldalai 10 m és 8 rn, (Az oldallapok
ui. trapézok, amelyeknek a közép­
vonala a síkmetszet határoló vona­
lai), tehát ti ~ 80, ml ~ 3.
Felhasználjuk még, hogy t ~ 20.

V; ~ ~' (t, +.[t;t + t) ~ 80 + 40 + 20 ~ 140.

A feléig töltött tartálybau 140 m-' viz vau.

b) A harmad magassághoz tartozó sikmetszet oldalainak kiszámítása lehetsé es
ugyanc~ak ,az oldallap-tra~ézok segítségével. Ezek felbonthatók egy parale1o­
grammara es egy haromszogre. A harmad-magas­
ságban lévő sík az oldallapok magasságát is har­
madaIja. A háromszögek hasonlóságát is figye­
lembe véve megállapíthatók e sikmetszet oldalai:

10 25 8 20 500
5 + - ~ -, 4 + - ~ - ebből t ~ -

3 3 33' 2 9'
A magasság m2 ~ 2.
Felhasználjuk még, hogy t ~ 20.

V - 2(500 ~500'20 ) 2(680 100J2 - - - + + 20 ~ - - + - ~ n 59
39 9 393"

A harmad magasságig töltött tartályban lévő vizmennyiség kb. 12,59 m-'.

c) A háromnegyed magassághoz tartozó sikmetszet
oldalaínak kiszámítása az al-ban közölt módon le­
hetséges: az oldallap-trapézok középvonalai segit­
ségével. A síkmetszet oldalai:
10+15 8+12

2
~ 12,5 és -- ~ 10 ebből

2 '
13 ~ 125. A magasság m-; ~ 4,5.
Felhasználjuk még, hogy t ~ 20.

V] ~ 1,5(125 +~20 + 20) ~ 1,5(145 + 50) ~ 292,5. 5

A háromuegyedig töltött tartályban lévő vizmenyuyiség: 292,5 m-'.

----
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Legyen a hasáb alapéle a, magassága pedig m, A hasáb felszine:

,?f3 z ro .
A~2.6.--+6am~3a "I3+6am, ami a fel-

4
adat szövege szerint 2· 20 2n ~ SOOn crn--rcl egyen-

lő: 3a2 f3+ 6am ~ SOOn. (I)
Metsszük el a hasábot egy olyan sikkal, amelyik il­
leszkedik a forgástengelyére és egyik élére. A sik­
metszet egy olyan téglalap, amelynek oldalai 2a és
m, átlója pedig a gömb egyik átmérője, tehát 40 cm
hosszú. Pitagorasz-tétellel adódik tehát, hogy

(2a)2 + m 2 ~ 402 (2).
Az (l) és (2) egyenletekből képezett alábbi másodfokú egyenletrendszert kell meg-

oldanunk (az O < m < 40 és O < a < 20 alaphalmazon):

3f3a2 + 6am ~ soon} m ~ SOOn.. 3f3a' }
. <=} 6a

4a2 + m 2 ~ 1600 171a4 _ (4S00nf3 + 57 600)a2 + 640 ODOn' ~ O

A megadott alaphalmazon az egyenletrendszemek két megoldása van:
a ~ 19,91 cm és m ~ 3,SO cm, illetve a ~ 9,65 cm és m ~ 35,03 cm.
(Ellenőrzés: Az első esetben a hasáb alapterülete 1029,9 cm', palástja 453,9 ern- te-

rületű, tehát felszine 2513,7 cm-'.
A második esetben a hasáb alapterülete 242,1 cm-, palástja 202S,2 cm- területű, te-

hát felszine 2512,4 cm".
Mivel a gömb felszine 5026,6 cm-, ennek a fele 2513,3 ern", ezért (a kerekitések
adta eltéréstől eltekintve) mindkét test valóban megfelel a feltételeknek.)

A hasáb térfogata tehát az első esetben 3914 cm', a második esetben pedig S4S1 ern>.

A hasáb minden éle a hosszúságú, tehát alap-, és fe­
dőlapja is szabályos háromszög. A hasáb élei merő­

legesek az alaplapokra, tehát a hasáb egyenes.
Az alaplap és a fedőlap súlypontját jelölje S" iIletve
S2' Mivel a hasáb a fentiek szerint szabályos, ezért az
ASIS2D négyszög téglalap, és a körülírt gömb K kö­
zéppontja az S, S2 oldal felezőpontja. Az AS, K de­
rékszögű háromszög oldalainak hossza:

2 af3 af3 a
AS ~ - .-- ~ -- S K ~ - és KA ~ 10 cm.

, 3 2 3" 2

. )'. ' ,. a,.,fj, a 2 . 2 ." 7 2 ' ,
PItagorasz-tetellel adódik: l-3- + (2') ~ 10 , arniből 12 a ~ 100 es Igy

a ~ 13,1 cm. Ezzel a hasáb térfogata 973 ernö-nek adódik.

~963.1 Az a élű szabályos háromszög magassága f3a egy
b 2 •

f3
ilyen háromszög területe ezért Cl· -2- cl {3 22 a , a

nyolc ilyen lapból álló tetraéder felszine tehá;:

A ~ 2f3a2

A test két, alaplapjával egymásnak fordított szabá­
lyos nég~oldalú gú1ából is felépíthető. Egy ilyennek
a magassaga az a befogójú egyenlő szárú derékszögű háromszőg átfogo'"hfi . ja oz tarto-

zó magasságával egyenlő' - E'I ... 2 a. gy l yen gula terfogata ("alapterület szorozva

2fi
a . -2- a rz 3

magassággal osztva hárommal"): __~_ "I L3 ~6a.

Az oktaéder térfogata ennek kétszerese: V ~ fi aj3 .

A fél .. b ' . 2n 3e gom térfogata "3 R , ami most 262 ern".

A három gömb együttes térfogata 4nr3
, tehát 4nr3 ~ 262 cm",

Ebből r ~ ~~~ ~ 2,75 cm.

Tehát a félgömbből három kb 5 5 cm átmé ..... .. b .., ., eroju gom gyertya önthető.

A tekegolyó egy Iltői k" h ." en l ojen~ osszat, azaz főkörének kerületét kell előbb kiszárni-

tanunk. Ismert hogy n - - iből V m, " - V ' ami o ~ -, ahol I} a sűrűség m a törne V t'l} ,. g, a er-

fogat. V ~ 1,
9 kg ~ 000211 m3 - 2 II d Jkg' -, rn-'.

900 --­
m3

Minthogy a gömb térfogata 4r
3

3

n ~ 2, ll, ezért r 3 ~ 6, 33 ~ O 50374n ' , r ~ 0,7957,

Zrr:~ 5,00 dm. A teke fordulatszáma: 300 dm ~ 60
5,00 dm .

Tehát a teke a 30 m hosszú pályán kb. 60 fordulatot tesz meg.
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Legyen a kocka éle a, ekkor a lapátlója a·-12.
A feltételt felírva: 6a 2 ~ a ', igy a ~ 6 cm, tehát alapátló 6· -12 cm.

Mindegy, mert a két távolság egyenlő.

Az AX és XG egy-egy olyan derékszögű háromszög átfogója, amelyiknek befogói a
kocka éle és az él fele. Itt két oldal és a közbezárt szög egyenlő, tehát a harmadik
oldaluk is egyenlő.

'C

a

200 dm
200 dmmg = Ffelhajtó' m = QV

[ljégVg ~ [lyiYlg (*)
(Vajég térfogata, VI a vízbe merülő rész térfogata)

h -l
A négyzetes oszlop magassága h, a kiálló rész magassága l: VI ~ -h-V.

h -/ . ..
Ezt visszahelyettesítve *-ba: [ljig Vg =[lYi'-h- Vg, ezt h-val szorozva es végigoszt-

va Vg-vel: h[ljég ~ [lYi,(h -l).
A kijelölt szorzást elvégezve, majd h kiemelése céljából megfelelően rendezve:

_ [_ ~ .. ~ O 88 ~) h = l[l'iz
h(Qvíz - t2jég) - lQvíz f2víz - 1,03 d 3' QJeg 'dm3 n , _ n.,

fi f:::VIZ t::'Jeg

A jégtömb nyugalomban van, azaz a ráható erők ere­
dője O. Ebből következik Arkhimédesz törvé~ye alap­
ján, a folyadékba helyezett test egyensúlyi állapota­
ban (azaz, ha a test úszik a vízen vagy lebeg benne):
a testre (a jégtömbre) ható nehézségi erő számérték­
ben megegyezik a felhajtó erő nagyságával, iránya el­
lentétes.

Az adatokat behelyettesítve: h = 12· 1,03 = 82,4 (dm).
1,03 - 0,88

A jégoszlop magassága 82,4 dm. T-vel jelölve az alapterületet a jégoszlop tömege:

[ljégTh = 0,88.200 2
. 82,4 ~ 2,9.10

6
(kg).

4-12 hosszúságú, ennek megfelelőena szabályos háromszög területe:

T ~ (4-12)2.[3 ~ 8.[3 (cm-).
4

Az BCE '" derékszögű, mert BC merőleges az [ABE]
síkra s ezért annak minden egyenesére, tehát a BE-re
is. Felírjuk a Pitagorasz-tételt a BCE "'-re:

aZ + 92 ~ 12 2
, ebből a

2 ~ 63.
Ezt az értéket használjuk fel az ABE "'-re felírható

. 2 2 92 'b")Pitagorasz-tetelben: m + a ~ , arru O

m2~ 81-63 ~ 18 => m~3-12.

A négyzetes oszlop alapéle a ~ .J63 ~ 3.fi hosz­

szúságegység, magassága 3-12 hosszúságegység.

B

D

';......--~G
H

E~

A

A kocka A csúcspontjától egyenlő távol lévő felezőpontok: az alapéleken az U és
V, az oldaléleken a P és Q,a fedő éleken az R és S. Ezek a távolságok egy-egy olyan
derékszögű háromszög átfogói, melyeknek a két be-

H X
f .. . a R1 / ~Gogoja a es '2' /' S Y

Felírható a Pitagorasz-tétel, pl. az ABP derékszögű Et, F
háromszögre: Q. j Z

Ap
2 ~ a

2 +[~r 5:', így AP ~ AQ ~ AR ~ V"Y p c

ar;: t; . L/u
~ AS ~ AU ~ AV ~ - -V 5 ~ 4-v 5. A B

2
Az A csúcsponttól egyenlő távol lévő további felezőpontok: az oldalélen Z, a fedő

éleken X és Y. Minthogy HX merőleges az ADHE síkra, ezért merőleges annak min,
den egyenesére, igy az AH-ra ís. Ennek megfelelőenaz AX, AY, AZ szakaszok egy-

egy olyan derékszögű háromszög átfogói, melynek két befogója '!: és a-12 (az
2

utóbbí a lapátló hossza).
Felírható a Pitagorasz-tétel, pl. az AHX derékszögű háromszögre:

, [a)' t: 2 9, . 3AX ~ - +(a-v2) ~-a, mnenAX~AY~AZ~-a~12.
2 4 2

A keresett távolságok 6 felezőpont esetében 4{5 hosszúságegység, 3 felezőpont
esetében 12 hosszúságegység.

Megjegyzés:
X, Y, Z az A-val átellenes G csúcspontból induló élek felezőpontja.

A kocka két kitérő éle pl. EF és GC élek, ezek egy·
mástól való távolsága FG ~ 4 cm éppen a kocka éle,
mert FG .LEF és FG .LCG. Ha a kocka egy csúcsá­
ból kiinduló élei t az adott csúcstól egyenlő távolság­
ban metsszük, akkor a keletkezett síkmetszet szabá­
lyos háromszög, Ennek megfelelően a kocka legna­
gyobb szabályos háromszög síkmetszete pl. BEG há­
romszög, melynek oldala a kocka lapátlója. amely
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A/---__-c-~ B

Megjegyzés:

A feladat szövegében adott útmutatás alapján is kiszámírható a jégoszlop magas '
p ~

ga. P: = 0,8544, ahol Pj a jég sürüsége, Pv a viz sürüsége. A h magasságú Jegosz.

lop kiálló része: h - 0,8544h = 1,2, ebből a jégoszlop teljes magassága h ~ 8,24 m.

- . <

a) A kocka mindegyik levágott csúcsánál három új
csúcs, három új él és egy új lap keletkezik. A koc­
ka eredeti csúcsai "elvesznek", de mindegyik élé-
ből, lapjából "marad" valamennyi. Tehát az új
testnek 8·3 = 24 csúcsa, 12 + 8·3 = 36 éle és
6 + 8 . l = 14 lapja van.

b) Minden csúcsnállevágtunk 3 db, 2 cm befogójú,
egyenlő szárú derékszögű háromszöget; viszont

keletkezett egy-egy 2.fi cm élü szabályos három-

szög. A test felszíne tehát: A = 6.62 - 8·3· 22
2 + 8· ~ (2.fi)2 =

= 216 - 48 + 16J3 = 168 + 16J3 ~ 195,7 (crn-).
A levágott gúlák alaplapja 2 cm befogójú, egyenlő szárú derékszögű háromszög,
testmagassága 2 cm, igy a test térfogata tehát:

2·2
2 32 l

V = 63 - 8· ----"2__ = 216 - - = 205 - (cm ').
3 3 3

288 I
gatának 13 284 = 48 része. A tömegek aránya most megegyezik a térfogatok

I
arányával, azaz a gránittömb tömegének 48 részét - 2,08%-át - választották le.

9

F

12
E

14

D '------- C

~

Az AB él és a hozzá képest kitérő DF
testátló távolságát megadja a BK sza­
kasz hossza, ahol K a B-ből a CF lapát­
lóra állított merőleges talppontja. E
szakasz merőleges az AB élre és a DF­
et tartalmazó [CDF] sikra. Ismert: ha
valamely egyenes merőleges egy sik
két metsző egyenesére, akkor merőle­
ges a sikra is.

BK merőlegesaz AB és CD élekre, mert e két él merőleges a BK-t tartalmazó [BKC]
sikra, tehát annak minden egyenesére. Minthogy BK merőleges CD-re és CF-re
ezért BK J. DF, hiszen DF illeszkedik a [CDF] sikra. A BK szakaszt a BCF derék~
szögű háromszögbőlúgy számitjuk ki, hogyaterületét kétféle módon irjuk fel. E
háromszögből előbb Pitagorasz-tétellel kiszárnitjuk FC-t. FC = 15.

9,12, 15
T(BCF) =-- = 54 es T(BCF) = BK· - = 7 5BK

2 2 ' .

A két uton felirt terület egyenlő, ezért BK =~
7,5

A keresett távolság: BK = 7,2 cm.

a) Az élek hossza a feladat szövege szerint: a = 3e; b = 4e; c = 5e.

(3e)2 + (4e)
2

+ (5e)
2 = 202, amiből e 2 = 8. Mivel e> O, ezért e =2.fi cm,

igya =6.fi ~ 8,49 (cm); b =s.fi ~ 11,31 (cm) és c =1O.fi ~ 14,14 (cm).

1O.fi.fi 6.fi
b) cos q: =20 =2' cos s =20 ~ 0,4242, tehát a leghosszabb éllel 45"-os,

a legrövidebbel pedig 64,9"-os szöget zár be a testátló.

10

s

10

D

20

C

\0P 12,5

B

12,5

25

a) Három.

b) Csak az a három, amelyik a téglatestnek is szimmetriasikja.

c) Az egyik szimmetriasikra illeszkedő F,F2F3F4 téglalap oldalfelező pontjai egy
rombusz csúcsai, tehát a PQRS négyszög egy rombusz, amelynek oldalhossza Pi-

tagorasz-tétellel: ~12,52 + 102 = 16,0 (cm).

12'
6" = 288 (cm'), ami az eredeti kocka térfo-

3240 + nJ3 = 3364,7 (cm-).

a) A kocka felszinét csökkentetttik három, 12 cm befogójú, egyenlő szárú derékszö­

gü háromszög területével, és növeltük egy 12.fi cm oldalú szabályos báromszög

területével. A kapott test felszine tehát 6.24' _ 3. 12
2

+ (12.fi)' . J3 =
2 4

b) A leválasztott tetraéder térfogata

210
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Hasonló módon adódik, hogy STQV négyszög is rombusz,

amelynek oldala ~12, 52 + 52 ~ 13,5 (cm) hosszú,

míg a PTRVrombusz oldalaínak hossza ~102 + 52 ~ 11,2 (cm).
Az oktaéder élei tehát 16,0 cm, 13,5 cm, ílletve 11,2 cm hosszúak.

d) Az oktaéder kettős gúlaként ís felfogható, ezért térfogata pl. az STQVR négyol.
dalú gúla térfogatának kétszereseként ís kíszámitható.
Az STQV rombusz átlóínak hossza 25 cm és 10 cm, tehát a rombusz területe. . ° . 125 ·10 1250 3125 cm-. A gula magassaga I cm, így terfogata 3 ~ -3- (cm ).

. 1250
Az oktaéder terfogata: 2· -3- ~ 833,3 (cm').

e) A feladatban szereplő oktaédert nyolc egybevágó háromszöglap határolja. Egy
háromszög oldalainak hossza 16,0 cm, 13,5 cm, illetve 11,2 cm. A háromszög
legnagyobb oldalához tartozó magasságát kiszámíthatjuk pl. az 1774. a) megol,
dásában bemutatott módon (a leghosszabb oldalhoz tartozó magasságot meghúz.
zuk, majd az így kapott két derékszögű háromszög miudegyíkében Pitagorasz.
tétellel kifejezzük a közös befogót), eredményül 9,3 cm-t, a háromszög területére
pedig 74,4 cm2-t kapunk. Az oktaéder felszíne ennek nyolcszorosa: 595,2 cm-,

11979.1 a) Igaz.

b) Az egyes lapok átlóinak hossza adja tetraéder élhosszát:
r-rr-r-r-r-rr--:

~122 +18 2 ~21,6 (cm), ~122 +262 ~28,6 (cm) és ~182 +262 ~ 31,6 (cm).

c) Igen, hiszen a lapok egymással egybevágó háromszögek (bármely két lap két
olyan háromszög, amelyek mindhárorn oldalukban megegyeznek).

d) Nem.

e) A vizsgált tetraéder térfogatát úgy is kiszámíthatjak, hogy a téglatest térfogatá­
bóllevonjuk annak a négy tetraédernek a térfogatát, amelyeket a téglatestbőlle­

vágva végül a vizsgált tetraéder marad. Egy-egy ilyen levágott tetraéder térfogata
a téglatest térfogatának hatoda. ezért a vízsgált tetraéder térfogata a téglatest tér­
fogatának harmada, azaz 1872 cm-.

12·24
c) A kisebbik test egy háromoldalú hasáb. Alapterülete -2- ~ 144 (crn-), ma-

gassága 24 cm. Térfogata tehát 3456 cm-', A másik rész térfogata 10 368 cm".

F

A

32,8 CJ1l

3V
m4 :::: - -

TAPF
összefüggésből is kiszámithatjuk.
Az APF egyenlő szárú háromszög alapj ához tartozó magasságát pl. Pitagorasz­
tétellel számíthatjuk ki: 28,4 cm. A háromszög területe tehát TAPF ~ 658,9 cm".

3·2940,6
Ezzel m4 ~ ~ 13,4 (cm).

658,9

a) AP ~ FP ~ ~32,82 +16,42 ~ 16,4.f5 ~ 36,7 (cm), tehát azAPF háromszög

egyenlő szárú. A háromszög alapjának hossza AF ~ 32,8 . -12 ~ 46,4 (cm).
A háromszög kerülete tehát 119,8 cm.

b) Legyen az AEFP tetraéder alapja az
AEF egyenlő szárú derékszögű há­
romszög. A tetraéder ehhez tartozó
magassága 16,4 cm, igy a térfogata:

32,8
2

·16,4 ~ 2940,6 (cm");
6

a kocka másík részének térfogata

32,8 3
- 2940,6 ~ 32347 (ern").

(A tetraéder térfogata a kocka térfo­
gatának egy tizenkettede, tehát a két
rész térfogatának aránya I : ll.)

c) A tetraéder derékszögű háromszög lapjaíhoz tartozó magasságai:
16,4 cm, 32,8 cm, 32,8 cm.

Az APF alaphoz tartozó m4 magasságot a térfogat ismeretében az

Határozzuk meg, mennyi az átmérője annak a rönkfának amelyből készíthető I°cm
oldalélű négyzetes oszlop. A 10 cm oldalú négyzet köré írt kör átmérője éppen a

négyzet átlója, amí 10· -12 ~ 14,142 cm. Ennél kisebb átmérőjű (pl. 12 cm) rönk­
fából nem lehet ilyen négyzetes oszlopot késziteni.

Q

A

p

11980.1 a) A Q pont is élfelezö pont.

b) Az ABQP négyszög téglalap, melynek AP oldala

h42 + 122 ~ 12f5 ~ 26,8 (cm) hosszú.
A téglalap területe igy 24 . 26,8 ~ 643,2 (crn-).
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Az áthaladó vizmennyiség egy fekvő,

trapéz alapú egyenes hasábot tölt meg.
E hasáb keresztmetszete a DCKH tra­
péz, alapjai DC = 3 m, HK, magassá­
ga l m.
Toljuk el a BC oldalt párhuzamosan
DG-be, igy GB = DC = EK = 3,
AG = AB-GB = L
AGD és HED háromszögek hasonlók (2-2 szögük egyenlő), igy megfelelő szaka-

.. HE DL .. 5 32
szaik aránya egyenlo. - -, ebbol HE = - m, HK = - Ifl ,

AG DP 9 9
A csatornán l sec alatt áthaladó viz mennyisége megegyezik a DCKH alapú, 1,5 m
magasságú egyenes hasáb térfogatával, 1 óra alatt ennek 3600-szorosa halad ál.

Így a kérdéses vizmennyiség: 3600· (3 +2~) ·1,5 = 17 700 (m').

A csatornán egy óra alatt átfolyó alatt átfolyó viz térfogata egy "fekvő helyzetű",

trapéz alapu egyenes hasáb térfogatával egyenlő. Ennek magassága az 1,5 m se­
s

bességű viz által egy óra alatt megtett
út, 3600· 1,5 = 5400 (m).

, , k l ,.
A víz '3 csatorna magassagana "3 -aig

ér, ezért előbb ki kell számitani az áb­
rán feltüntetett PQ szakasz hosszát
PQ = PR + RQ. Minthogy AE liBc,
ezért RQ = 1,6. Az ADE ~ - APR ~

l 0,8 I'
miatt PR = -DE =-, te lat

3 3
0,8 5,6

PQ=I,6+
3=3'

l6+~, 3
V = 0,4· ·5400 = 3 744.

2
Az árokban egy óra alatt átfolyó viz mennyisége: 3 744 m",

ELEMI TÉRGEOMETRIA

A feladatban szereplő trapéz nem létezik, hiszen az egyik alap hosszabb, mint a má­
sik alap és a két szár összege.

p

1/
V

b

Q a a

a

A hasáb alapéle a, magassága M.

Az alaplap (szabályos háromszög) területe T = a' -/3 = 25-/3 (cm-), palástja há-
4

rom egybevágó téglalapból áll; ezeknek az oldalai 10 cm és M cm, igy palástj ának
területe 30M crn-,

Af· l ' l . 5 t; 25-/3e tete rmatt 30M = 5·2 >,3 =? M =--.
6

A hasáb felszine: A = 2·25-/3 + 125-/3 = 175-/3 ~ 303,1 (cm-),
A hasáb térfogata: V = T, M = 312,5 cm'.

~--7IP

Q a

b) Az alaplap átlója (fia) és az oldaIéI derékszögű háromszöget alkot, amelynek

átfogója a kérdéses testátló, aminek bossza igy: ~ ( fia)2 + b2 = ~2a' + b' .

c) A test kiteritett hálózatán találj nk meg ajó választ: ezen kell az átellenes ponto­
kat összekötő egyenes szakaszt választani. Mint látható, ez egy 2a és b befogójú

derékszögű háromszög átfogója, tehát PQ = ~(2a)' + b2 = ~4a2 + b' hosszú,
vagy egy a + b és a befogójú derékszögű háromszög átfogója

PQ'= ~(a + b)' + a2 = ~2a' + 2ab + b', PQ és PQ' közül PQ a kisebb, ha

2ab > 2a 2
, vagyis b > a; és PQ' a kisebb, ha b < a. A PQ út a testen magán két

szomszédos oldallapon és a köztes él felezőpontján át vezet.
(Lásd még az 1991. feladatot)

",-__...va
Q

b

ELEMI TÉRGEOMETRIA

11983.1 a) Természetesen a testátló a legrövidebb út
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b) A testátlók az ACGE, illetve BDHF
téglalap átlóival azonosak (ábra).

Mivel AC = l2f', cm és
HF = 12 cm, ezért a testátlók hossza

~12' + (12f',)2 = 24 (cm),

illetve 12fi = 17,0 (cm)
(mert a BDHF téglalap négyzet).

c) Az oldallapjára állított egyenes ha­
sáb egy olyan négyoldalú ferde ha­
sábnak fogható fel, amelynek
alaplapja egy 12 cm oldalú négyzet
és térfogata az al-ban kiszámolt
1496,4 ernt-rel egyenlő.

Ezért a ferde hasáb m magasságára
fennáll: 144 m = 1496,4, amiből

m = 10,4 cm.
Ez éppen a kérdezett távolsággal
egyezik meg.

Megjegyzés:
A ferde hasáb EFGH oldallap-síkja merőleges az alaplap síkjára, így a kérdezett

távolság az EFGH rombusz magasságával, 6f', cm-rel egyenlő.

15
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Az ábra jelöléseit használva

tg« = 3. = ~, ebből x = 9.
3 x

Az l méter magasságú, trapéz alapú

hasáb térfogata: V = 33 ~ 15 . 6 = 144.

A vasúti töltés egy méter hosszú sza­
kaszába 144 m3 földet kell beépíteni.

11989.1 a) Rajzoljuk meg három szomszédos
lap átlóit (DB, BC, CD). Ezek a la­
pok egybevágósága miatt egyenlő

hosszúak. Legyen F a BC felező­

pontja, ekkor az AFC '" derékszögű,

átfogója 5, CAF -): = 22,5°. A E

EbbőlCF=5·sin22,5°= 1,91. a~5c/)] B

Ezért BC = 2CF = 3,83. Ekkor a

BCD szabályos háromszög magassága DF = f', BC = 3,31. Ugyancsak azAFC
2

derékszögű háromszögből AF = 5 . cos 22,SO = 4,62. Ekkor az AFD '" mindhá­
rom oldalát ismerjük, és ennek DE magassága egyúttal a romboéder magassága is.

K · 'lll D"F"" AD
2

+AF
2

-DF' " D" "" 40oszmusztete e : cos :t"1 "'j-;::: , es Igya l1F""}- = 0,
2·AD,AF

amibőlDE = AD . sin DAF -): = 3,22.

B'

A

E

2 ill. x

\
B

72"

E

c
2 ill. x

c

A

;,
;,

;
;,

;,

a) A légy legrövidebb útja légvonalban vezet (mond­
hatnánk most, hogy .Jégyvonalban't...). Az ACB
derékszögű háromszög CB befogója a szabályos
ötszög egyik átlója, így hossza koszínusztétellel:

CB = ~1 2 + 12 - 2 ' l· l . cos 108° = 1,62.
Pitagorasz-tétellel az átfogó:

AB = ~2' + 1,62 2 = 2,57.
A hangya legrövídebb útját a test
kiterített hálózatán találjuk meg:
ezen kell a megfelelő pontokat ösz­
szekötő egyenes szakaszt választa­
ni. Mint látható, ez egy 2 . 1 és egy
2 befogójú derékszögű háromszög

átfogója, tehát 2fi = 2,83 hosszú, B
Ez az út a testen magán két szom­
szédos oldallapon és a köztes él fe­
lezőpontján át vezet.

Megjegyzés:

Elkerülhetjük a trigonometria alkalmazását, ha az AFD '" területét a három olda-

Iából ki , itiuk H' ké l l' T AF·DE " k . k Da o iszamnju a eron- ep ette, es = reven apju meg E-t.
2

b) Rombusz területe a 2 . sin a, a hat rombuszból álló romboéder felszine ezért:

6a2
. sin ze = 6.52

. sin 45° = 75fi = 106,07 (cm-),

c) Bármely (akár ferde) hasáb térfogata az alapterület és a magasság szorzata, tehát

most: aZ. sin«· DE = 56,9 (cm-),

Mivel a hasáb egyenes, ezért minden oldaléle 12 cm hosszú, az oldallapjai tehát
négyzetek.

a) Az oldallapok területe 144 cm-. A rombusz átlóinak hossza 12 cm, illetve

t: ". l22.f',

12· '13 cm, tehat terulete: = 124,7 (cm-),
2

A hasáb felszíne: A = 2· 124,7 + 4 . 144 = 825,4 (cm-),
térfogata: V = 124,7· 12 = 1496,4 (cm-).
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@A légy útja mindig a közvetlen összekötö AB szakasz marad - persze hossza ál­

talánosítva kb. ~x 2 + 1,622
. A hangya esetében az AB út hossza általánosítva

~X2 + 22, azaz ~X2 + 4; de felmerül het alternativaként a hálózaton az AB '-vel
jelölt út, amennyiben egyáltalán létezik. (Ha x "túl nagy", ez az összekötő sza­
kasz az alaplapon kívül halad; nevezetesen akkor, ha az oldallap átlója az ötszög
108"-os szögének külső szögénél, 72"-nál nagyobb szöget zár be az alapéllel,
vagyis ha tg 72" ~ 3,08 < x.) Ha viszont létezik, előfordulhat, hogy rövidebb
míut az oldallapokou haladó AB út. AB' egy olyan derékszögű háromszög átfo:
gója, amelynek befogója egyrészt B'D ~ B'E - DE ~ 1,62 - 1 . cos 72" ~ 131'

másrészt AD ~ x + l . sin 72" ~ x + 0,95. Ekkor AB' ~ ~1,312 + (x + O, 95); ~
~ ~X2 + I, 90x + 2, 62. Ez rövidebb AB-uél, ha ~X2 + l, 90x + 2,62 < ~x 2 + 4.

Négyzetre emelve x
2

kiesik, rendezés után: x < 0,73. Vagyís ekkora oldalél ese­
tén a hangya legrövídebb útja részben az alaplapon vezet.

11992.1 Az adott test térfogatát úgy számitjuk ki, hogy a lyuk nélküli téglatest térfogatából
kivonjuk a lyuk térfogatát.
V ~ 12·21 ·32 - 12·7· 18 ~ 6552 (crn-) ~ 0,006552 (rn-').

A tömege: m ~ 0,006 552 m' ·1830 k~ ~ 12 kg.
m'

11993.1 Először határozzuk meg a keresztmetszetek területeít, majd számitsuk ki a gerendák
térfogatát, végül a tömegüket.
ti ~ 25 . 25 - 20· 20 ~ 225 (cm-) ~ 0,0225 (rn-)
VI ~ 0,0225 m2 . 5 m ~ 0,1125 m-'

, kg
ml ~0,1125m ·7800 -3 ~877,5kg

m

12 ~ 30·5 + 28 . 5 ~ 290 (cm-) ~ 0,029 (m-')
V2 ~ 0,029 m2 . 5 m ~ 0,145 m-'

m2 ~0,145m3.7800 k~ ~1131 kg
m

t3 ~ 30 . 5 . 2 + 22 . 5 ~ 410 (crn-) ~ 0,041 (rn-)
V3 ~ 0,041 m? . 5 m ~ 0,205 m'

m, ~ 0,205 m'· 7800 k~ ~ 1599 kg
m'

t4 ~ 30·30 - 20· 25 ~ 400 (cm-) ~ 0,04 (m-')
V4 ~ 0,04 m-' . 5 m ~ 0,2 m"

m4 ~ 0,2 m 3 . 7800 k~ ~ 1560 kg
m
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A forgáshenger alapköréuek sugarátjelölje r, ekkor a magassága 3r. A palást felszi­
ne: 2m . 3r ~ 150n, innen r ~ 5 egység.

A henger térfogata: r 2
. n· 3r ~ 375n térfogategység.

A két félgömb egy 0,6 méter átmérőjű gömbbé egyesíthető, a hengeres rész hossza
tehát 1,4 méter.

A test térfogata: V 4n.~,33 +0,32n.I,4~0,32n'(0,4+1,4)~0,509(m3),

tömege 7200 . 0,509 ~ 3665 (kg).

A benzin a csőben l sec alatt ~ m ~ ~ dm -t halad.
6 3

A cső belső keresztmetszete 0,15 dm sugarú kör, területe 0,15
2n

dm".

0,15
2.5

l' b . f l ik ' ....l sec alatt V = Jt Iter enzm o YI at a CSOVOll.
3

A 300 líteres tartály x sec alatt telik meg.
. 300 300 . 3 8000

Vx ~ 300, muen x ~ - 2 ~ -- ~ 2546.
V 0,15 ·5·n n

Tehát a tartály kb. 2546 sec ~ 42,4 perc alatt telik meg.

A vasból készült téglatest térfogata megegyezik az általa kiszoritott víz térfogatával.
A téglatest térfogata VI ~ 15·10· x (ern"), ahol x cm a téglatest harmadík éle.

A kiszoritott víz térfogata V2 ~ r2
. n· h ~ 122

. n· 2,1 (cm").

15· 10 . x ~ 12 2
. n· 2,1 => x ~ 6,3 cm
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Legyen a gúla alaplapja az egység ol­
dalú ABC szabályos háromszög, a ne­
gyedik csúcsa pedig D. Az ABCD gúla

.. lhl h" 12az abra szennt e e yez eto egy -
2

élű kockában.
A gúla térfogatát felező sik illeszkedjen
aBC alapélre. Ez a sik az AD élet annak
G felezőpontjában metszi (ugyanis az
ABD háromszög BG súlyvonala felezi
az ABD háromszög területét, továbbá a
BDGC és BAGC gúlák közös C csúcsá­
ból induló magassága nyilvánvalóan egyenlő, ezért a térfogatuk is megegyezik).
Állítsunk merőlegest a BC él egyenesére az A, illetve a G pontból. Mivel az ABC
háromszög szabályos és BGC egyenlő szárú háromszög (BG =CG), ezért mindkét
merőleges áthalad a BC szakasz F felezőpontján.
A kérdezett hajlásszög tehát az AFG háromszög <p-vel jelölt szöge.

Az AFG háromszögben AG = 12 (a kocka élének fele) és AF = fi (az egység-
4 2

nyi oldalú szabályos háromszög magassága).
Az FG szakaszt Pitagorasz-tétel1el számíthatjuk

(pl. a CFG derékszögűháromszögből): FG' = GC' - (~r
A GC szakasz négyzetét szintén Pitagorasz-tétel1el kifejezve

(a CDG derékszögű háromszögből): GC' = (~r + (~r = ~ '

tehát FG 2 = ~_.!c = l, ezért FG = fi .
8 4 8 212

Az AFG háromszögbőlkoszinusztétellel:
331

AF' + FG' - AG2 - +- - - 1 2 r;:;2
- -----:-----:-:::-::c=-- = 4 r;:;3

8 ~3 =-3 =~3 z O, 9428,cos <p = 2.AF.FG "'lj "'lj

22 212 212

ebből ep z 19,47°.
A két sik hajlásszöge tehát kb. 19,47°.

Másik megoldás.
A gúla alapja az ABC egységoldalú szabályos háromszög, a gúla negyedik csúcsa
D. Az alaplaphoz tartozó testmagasság legyen m, talppontja M. Ekkor M az ABC há-

O2

0 3

x

x

a) A gyertyák alaplapjai körök. E kö­
rök páronként érintik egymást és a
kör alakú papir kerületét. Két érint-
kező kör középpontja és érintési
pontja egy egyenesen van. A szim­
metria miatt Ol> O2 és 0 3 egy sza­
bályos háromszög csúcsai, e három-
szög oldala a kis körök x sugarának E _

kétszerese. Az 5 cm sugarú kör O Ol

középpontja e szabályos háromszög
súlypontja (magasságpontja stb.).
Így 001 a szabályos háromszög ma-

.. k 2gassagana "3 -a, azaz

2 2x· fi 2x . fi
001 = 3' 2 = 3 .

Az érintkezés miatt O, Ol' E egy egyenesen van. (OE a körlap sugara.)
Így OE = 001 + OlE.
Az adatokkal kifejezve:

5 = 2xfi +x
3

5=f~ +IJ
3

x= t: ·5 z2,3(cm)

2"'13 + 3
Tehát a gyertyák alaplapjának sugara kb. 2,3 cm.

b) Egy ilyen kör alakú gyertya térfogata: VI =x 2n· M =2,3 2n · 6 z 99,7 (ems),
igy három ilyen gyertya térfogata V2 = 299,1 cm>.
Legyen a keresett 4 cm alapélű, négyzetes oszlop magassága m, térfogata:

V = 42. m = V2, ebből m z 18,7 cm.
Tehát kb. 19 cm magas, 4 cm alapélű négyzetes oszlop alakú tömör viaszból önt­
hető ki a három gyertya.

ELEMI TÉRGEOMETRIA

4·53n
A tömör viaszgolyó térfogata: V = --3- (cm"), igy egy henger alakú tömör

gyertya térfogata ennek ötödrésze. Ha a henger átmérője d, magassága 1,5d, akkor

(
d )2 I 4·53n

térfogata "2 n '1, 5d = 5'-3- => d z 4,46; r z 2,23.

Tehát a gyertya sugara kb. 2,2 cm legyen.
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D

B

a

S F

R C

K
~r a

a

a

3
-m
4

I
4/1l

A

b) Bizonyitható, pl. Pitagorasz-tételek­
kel, hogy szabályos tetraédernél a
DS magasság D csúcstól távolabbi
negyedelő pontja K, mindegyik
csúcsponttól, illetve mindegyik lap­
tól egyenlő távolságra van. Ez a tet­
raéder súlypontja, ami egybeesik a
tetraéderbe és köré irható gömb kö­
zéppontjával.
A test köré irható gömb sugara:

3 316 16
R~DK ~ -m~ --a~ -r-r a.

4 4 3 4
Az a = 8 cm élű szabályos tetraéder

köré irható gömb sugara: R ~ 216 cm ~ 4,90 cm.

, .. I I 16 16
C) A beirt gomb sugara: r ~ KS ~ -m ~ -. -r-r ü ~ -r-r a.

4 4 3 12
R

Másként r meghatározható r ~ - -ból is. Az a ~ 8 cm élű szabályos tetraéderbe
3

. h ' .. b 216 I 63Ir ato gom sugara: r = -- cm =, cm.
3

ELEMI TÉRGEOMETRIA

m2 ~ a2
- [ ~J' a

2 ~ a
2
(I - ~) ~ ~ a

2
, ebből m ~ a~ ~ á~ .

16
Minthogy a ~ 8, m ~ 8· - ~ 6, :;3.

3
A tetraéder magassága m ~ 6,53 cm.

,,'- -' F

__ O' - C

., .

~ , hiszen pl. az ABD háromszög

D

romszög súlypontja. A gúla oldaléiének hossza

egy fél négyzet, ahol AB ~ l.
A gúla magasságát a DMF derékszögű

háromszögből Pitagorasz-tétellel szá-
---~I/

n1Ítjuk ki, ahol Fa BC él felezőpontja. D' .. --., .

m2 ~ DF 2
- MF 2

; ittDF ~~, ,'''<
l 13 I ..~_ """,~~

MF~3'2~ 2.13' A M' - M·' -.
""'"

2 1 l . l "''''
m ~ 4' -12' innen m ~ 16' B

A keresett sik illeszkedjen a BC élre, a gúla AD élét D'-ben messe. Legyen D'-nek
alaplapra eső merőleges vetülete M'. A feltétel miatt az ABCD' gúla D'M' magassá-

I
ga fele az ABCD gúla magasságának, igy D' M' ~ r;: . Az AMD háromszöget

2-v6
nézve a párhnzamos szelők tétele miatt M' az AM szakasz felezőpontja, igy az
ABC háromszögben az AF súlyvonalat az M' és M pontok éppen harmadolják; ebből

2 13 I
M'F~-·-~-.

3 2 13
A keresett D'FM' szöget a D'FM' derékszögű háromszögből számitjuk ki:

l
D'M' '6 ltg(D'FM' 1) ~ __ ~ _2_-vo_ ~-.
M' F l 2-12

13
Innen D'FM' 1 ~ 19,47".

---

A szabályos tetraéder magasságának
talppontja egybeesik az alaplap S súly- •
pontjával.
Az a oldalú szabályos háromszög AF

súlyvonalának hossza ~13, ebből

AS~~AF~ 13 a.
3 3

a) A testmagasságot az ASD deréksző­

gű háromszögből Pitagorasz-tétellel
számitjuk ki.

A

a

a

D

K
. a
.\

S

B

a

F

C

a) Lásd a számitás részletezését a 2001. feladat a) és b) részében.

A '1" bál 'd köré .. b 16z a e II sza a yos terae er ore Irt gom sugara: R = - a.
4

b) Lásd a számitás részletezését a 200 l. feladat a) és c) részében.

A 'l" bál 'd b b' .. b 16z a e li sza a yos tetrae er e errt gom sugara: r = -- a.
12

c) A szabályos tetraéder köréirt és beirt gömbje sugarának aránya

16
R "4 16 12 3 t h' kőréi .. b h' b' .. b- = r:: = - r;- = , e at a oreirt gorn sugara aromszorosa a ent gorn
r -v6 4-V6

12
sugarának.
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I

Legyen a piramis alaplapja az ABCD négyzet, ötödik
csúcsa M, az M csúcs merőleges vetülete az alaplapra
(vagyis a négyzet középpontja) T. Az ABCD négyzet

oldala ~o, 04 km = 0,2 km = 200 m.
Legyen a BC oldal felezőpontja F. Az MFT -): meg­
adja az oldallapok meredekségét. Az MFT három-

'k .. " , (MFT'» MT T'F'szög dere szogu, Igy tg -,. = --; eppen a
TF

négyzet oldalának fele: 100 m.

tg(MFT-):) = 150, igy MFT-): =56,31°.
100

Az MF szakasz hosszát Pitagorasz-tétellel számítjuk ki:

MF
2 = MT

2
+ TF

2 = 150
2 + 100 2

, igy MF = 50· o/l3 m.
Kiszámoljuk a BCM oldaliap területét:

t = BC· MF = 200·50· o/l3 =5000. o/l3 (rn-) = 18 028 (m-),
BCM 2 2
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Ismert, hogy a kockát egy kiválasztott
testátlója körül 120°-kal elforgatva a
kocka önmagába megy át. Ebből kö­
vetkezik, hogy a megadott gúla elhe­
lyezhető egy 15 cm élű kockában az
ábrán megadott módon, ahol a gúla E
csúcsa a kocka középpontja.
A gúla térfogata tehát:

1 2 IS
V = -, 15 . - = 5625 cm".

g 3 2 '

Másik megoldás:
Jelöljük az ábra szerint a gúla csúcsait, legyen E' a négyzet középpontja.

A négyzet átlója 15· -fi cm hosszú, te-

h , , l' . h 15·-fiat az at o felenek ossza --- cm.
2

Két szomszédos oldallap szögét úgy
kaphatjuk meg, hogy például az A, illet-

ve C csúcsból merőlegest állitunk a BE D'~---;-:;--_=---:::~
élre. E két merőleges a BE élt ugyanab-
ban a G pontban metszi, hiszen a gúla
oldallapjai egybevágó egyenlő szárú háromszögek.
Mivel GE' felezi az AGC egyenlő szárú háromszög alapját, ezért merőleges is AC­
re és felezi a 120°-os szöget,
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A

B

c

R
-=3,
r

F

" F

8,2

B

p

s

o

c

térfogategység.

8.2

A
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Megjegyzés:

E ' 'll' h ' iské , R 3 1z az arany mega apit ato mas ent IS, = - m, r = - m. Ezekből
4 4

Az o oldalú ABC szabályos háromszög
csúcsaitól P egyenlő távolságra van,
ezért ABCP tekinthető szabályos há­
romoldalú gúlanak. p pontnak a síktól
való távolsága nem más, mint a gúla
PS magassága, ahol S a gúla magassá-
gának talppontja egyúttal az ABC L'>.

súlypontja, A PS magasság kiszámítá­
sához szükség van az ABC L'>. súlyvona­
lának kétharmadára, AS-re,

AS= ~AF=~~-13=0 -13 = 54 -13 = 18 lj
3 3 2 3' 3 ' 'V~.

Az APS L'>. derékszögü, erre felírható a Pitagorasz-tétel:

PS
2 =Ap

2
_AS

2 = 67,24 - 9,72 = 57,52.
PS = 7,58.

Ennek alapján a P pontnak a háromszög sikjától való távolsága kb. 7,6 cm.

224

Tudjuk, hogy AC =BC, OC =-13. Ha az AB él fe­
lezőpontja F, akkor az OFC -): = 60°. Mivel OC me­
rőleges az ABC síkra, az OCF -): = 90°, tehát OCF
háromszög egy fél szabályos háromszög, amelynek

súlyvonala -13 hosszú, igy OF = 2, CF = l. CF az
ABC egyenlő szárú derékszögű háromszögben éppen

AB fele, így AB = 2, innen AC = BC = -fi.
A gúla felszíne a lapok területeinek összege:
Ag = fABC + tACO + fBCO + t

ABO
=

AC·BC AC·OC BC·OC AB.OF
= + + + =

2 2 2 2
-fi.-fi -fi.-13 -fi-13 22 G

= + + +-- = 3 + 2"16 területegy&ég.2 222
A gúla térfogata:

OC AC BC -13 -fi. -fi -13 1
Vg=tABC'-3-= 2 '-3-= 23=-13
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D
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m

r: C
A S t-

a", 10.4
,(:l,

B

Ezzel a keresett a szögre:

.fi
2 .fi . .fi l . o

cos IX =H= 2f7 = -Ii ' ahonnan IX = 67,79 .

c) Ha az oldaIéI 10 cm, akkor ez a gúla 5-szörös nagyítása az eddig alapul vett
négyzetes gúlának. A 2 egység élűnek a térfogata, mint tudjuk: alapterület szo­
rozva a magassággal és osztva 3-ma!. Esetünkben a négyzet területe 2, a magas­
ság pedig a színezett háromszögben felírt Pítagorasz-tételből:

H2

-[~r =~I-~ =.f3. Ezzel a térfogat: 2~ (= 1,155).

Mivel a nagyítás 5-szörös, ezért a térfogat (5 3 =) 125-szörös, tehát kb. 144,3 (cm-').
A felszín a 2 egység oldalú gúla esetén: az alaplap ismét csak 2, míg a négy 01-

.fi ri
dallap egyenként __~_22_ területű, mivel 4 darab van, ezért összesen 2f7 lesz

2
a területük. Azaz 2 + 2f7 = 7,29 a felszín. Ezt most 25-tel kell szorozni, mivel

a felszín a hasonlóság arányának négyzetével (52) arányos.
Tehát a keresett felszín: 182,3 (cm-),
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A szabályos gúla m magasságának talppontja egybe­
esik az alaplap középpontjával, azaz az átlóinak fele­
zőpontjáva!. A test m magassága az SDC derékszögü
háromszögből állapitható meg a Pitagorasz-tételle!.
Az a oldalú négyzet átlójának fele,

CS = a .fi = 5,2.fi.
2

m2 = DC2 - SC 2 = 17,62 - (5, 2.fi)2 = 255,68.
Ebből a test magassága 16,0 cm.

Az ABCDEFGH oszlop magasságát kell meghatározni a térfogathoz. Az ABCD

négyzet BD átlója a.fi. A BCK háromszögben a BCK -9: = 90', BK = BD = a'.fi,

BC = a Pitagorasz-tétellel CK 2 = BK2
- BC' = 2a' - a 2 = a 2, így CK = a. Az

oszlop magassága 2 . CK = 2a, így térfogata: V = a 2 . 2a = 2a '.

E

G
I / •
( '--.

/ I
/ I

-Ó ~b I

-Ó ':I" I

F'.

15

Az AE'G derékszögű háromszögből: AG =~ = 15·.fi .2 = 5. r
sin 60' 2 .f3 '16 (cm).

Vizsgáljuk az ABE egyenlő szárú há­
romszöget (ábra)!
AzAG szakasz a háromszög egyik szá­
rához tartozó magassága.
Pitagorasz-tétellel:

GB' = 152
- (5,[6)2 = 75, ezért

GB = 5.f3 (cm).
Az AGB háromszög hasonló az EFB
háromszöghöz, mert mindkettő derék­
szögű és a B csúcsnál fekvő szögük is
megegyezik. A két háromszög megfelelő oldalainak aránya tehát egyenlő:

15
BE BF iből BE BA·BF 15'"2 15·.f3
BA = BG' ann o = BG 5 . .f3 =-2- (cm).

A BE'E derékszögűháromszögbőlkapjuk a gúla magasságát:

EE,2 = BE
2

- BE" = [15[3J2 _ [15j2J2 2~5 , tehát EE'= 1; cm.

A '1 . c 1 2 15gu a tertogata: V = - ·15 . - = 5625 (ern")
g 3 2 ' .

a) A szerkesztendő lapszög az ábrán színezett derék­
szögű háromszög nagyobbik hegyesszöge. A fel­
tételt vegyük úgy, hogy az oldalélek 2, vetületeik
pedig l egység hosszúak. A háromszög megszer­
keszthető, mert egyik befogója az egységnyi befo­
gójú egyenlő szárú derékszögű háromszög átfogó­
jához tartozó magasság, a másik pedig az oldallap
egyenlőszárú háromszögéből megszerkeszthető,

hiszen az alap .fi, a szárak pedig 2 hosszúak. Így
meg lehet a keresett satirozott háromszöget szer­
keszteni, s ezzel a szög szerkeszthető!

b) A számitáshoz ennek a színezett háromszögnek két oldala kell,

ik fél kö . l.fiaz egYI a e ozepvona: -,
2

a másik az átfogó, amit m-mel jelölve: m 2 = 22 - [ ~r, ahonnan m = H.
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Az ábra jelöléseit használjuk.

a) Az FjM'M derékszögű háromszögből
a gúla és egy oldallap háromszög alap­
hoz tartozó magassága is kiszámitható:
m = 4,5 . tg56' = 6,67 (cm), illetve

m" = 4,5 = 8,05 (cm).
cos 56'

Egy oldallap területe

9m" = 36,23 cm-, így a gúla felszíne:
2

A = 92 + 4·36,23 = 225,9 (cm-),
92.6,67

A gúla térfogata: V = 3 = 180,1 (cm-).

b) A levágott kis gúla hasonló az eredetihez, annak felé,rekicsinyitésével kaph~tó.
Mivel hasonló testek térfogatának aránya a hasonlosaguk aranyanak k~bev~1
egyenlő, ezért a kis gúla térfogata az eredetiének egy nyolc~da l,esz. Ebbol k~­
vetkezik, hogy a keletkezett csonkagúla térfogata az ered~l1 gula .terfogat~nak het
nyolcad része. A metszésnél keletkezett két test térfogatanak aranya tehat I : 7.

M

FI
B

Legyen a kocka éle x cm hosszú. Emeljük ki az ábrából az F jMF2 síkmetszete!.

M

ELEMI TÉRGEOMETRIA

A

b) A felszin meghatározásáboz a négy egybevágó oldal1ap területére van még szük-
ség. Ezek trapézok, amelyekből ismert az alapok S 4,24 R

hossza (.J32 = 5,66 cm, illetve .Jl8 = 4,24 cm). I I

Az oldallapok mo magasságának meghatározásá- »; I 7: mo

hoz tekintsük a PQRS szimmetrikus trapézt (P, Q, :7 I

R és S élfelező pontok). " :"

Pítagorasz-tétellel mo=~0,712+72 =7,04 (cm). p 0,71 4,24 0,71 Q

(5,66+4,24)·7,04 2 kauúl fl
Egy oldallap területe így 2 ~ 34,85 (cm ), a cson agu a e-

színe pedig 32 + 18 + 4·34,85 = 189,4 (cm-).

c

4

3

H

M

B

I
-, I "-, r r1\*

-" -- I ~ "-

I r
(.'1

M'

M

3

4

A

a) Hasonló síkidomok területének ará­
nya a hasonlóságuk arányának négy­
zetével egyenlő.

A bevezetőben tett megállapítások

rruatt tehát 32 = (28)'
18 x
282 .18 ,

Ebből x' = ~ 441 ern", igy x ~ 21 cm.
32

A metszősik a gúla alapsíkjától (28 - 21 ~) 7 cm-re van.

A kimetszett síkidomot a gúla M csú­
csából nagyitva az alaplaphoz jutha­
tunk, e két síkidom tehát hasonló. A
nagyitás arányát megkapjuk, ha a gúla
magasságát elosztjuk a metszősiknak a
gúla csúcsától mért távolságával. Jelöl­
jük ezt a távolságot x-szel.

gassága, ennek hossza Pitagorasz-tétellel is számitható: ~5' - 32 ~ 4 (cm).
o:

Legyen cc ~ F2FjM 1· Ekkor F2FjK 1 ~ 2'

Az F, M'M derékszögű háromszögből: cos l)( ~ ~, amiből I)( ~ 41,4', igy ':. ~ 20 7'4 2 ,.

Az FjM'K derékszögű háromszögbőlr ~ 3· tg 20,7' = 1,13 (cm),

igy a legnagyobb gömb felszíne 4 . 1,13
2
n = 16,0 (crn-).

Megjegyzés:

A háromszög beírt körének sugara kiszámítható az r = 2~ összefüggésből is, ahol

T a háromszög területe, k pedig a kerülete.
3V

A gúla beirt gömbjének sugara kiszámítható az r = A összefűggésből is, ahol Va

gúla térfogatát, A pedig a felszínét jelöli.

ELEMI TÉRGEOMETRIA

A legnagyobb gömb a gúla minden
lapját érinti. A gúla tengelyére illesz­
kedő, az egyik alapélle1 párhuzamos
sík a gúlát egy egyenlő szárú három­
szögben, a legnagyobb gömböt pedig e
háromszög beirt körében metszi (áb­
ra). Az egyenlő szárú háromszög két
szára egy-egy oldallap háromszög ma-

p
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V = T· M = 2645 OOO m-, A felépítéshez 2 642 500 m'
3

ELEMI TÉRGEOMETRIA

D

A

követ használtak fel.

b) Vegyük a gúla tengelyen átmenő, BC alapélre merőleges sikmetszetét! Ez a gú­
lából egy egyenlő szárú háromszöget metsz ki, a háromszög szára az oldal1apok
(pl. BC) alaphoz tartozó magassága, alapja a gúla alaplapjának az élével egyenlő.
Az EKL derékszögűháromszögben ELK 1: az oldallapnak a vizszintes sikhoz va-

ISO
ló hajlásszöge. tgE = - ===> E = 52,5 0

•

IlS

a) A piramis térfogata:

rr.:;:;l
~

M

K L

:~
I P
I

0'
I

I

I

E

N

c

II

E

K L
N
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ELEMI TÉRGEOMETRIA

Ez a kockából egy olyan téglalapot metsz ki, melynek két szomszédos oldala x,
illetve xfi cm hosszú. A PMQ és F,MF2 háromszögek hasonlóságából követ_

kezik, hogy m - x = xfi, amiből (felhasználva, hogy m ~ 6,67) x ~ 326
Jn 9 '

adódik. A szöveg szerint beirt kocka éle tehát 3,26 cm hosszú, térfogata ezén
34,6 cm-, Ez a gúla térfogatának 19,2%-a.

d) A beirt gömb sugara megegyezik az F,MF2 háromszög beirt körének sugarával:
r = 4,5· tg28" ~ 2,39 (cm). A gömb térfogata 57,2 cm" ez a gúla térfogatának
31,8%-a.

p

211
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a) Az ABP Ll derékszögű. Felirható a

P· . I 2 62 442.Itagorasz-tete : a = l - , ,In-

nen a = ~16,64 ~ 4,1.
BCP Ll is derékszögű, ti. BC merő­

leges az [ABP] sík két egyenesére
(AP-re és AB-re), tehát BP-re is.
Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt:

b 2 = 6,6 2
_ 6,0 2

, innen

b = ~7,56 ~ 2,7.
A téglalap oldalai 4, I cm, illetve
2,7 cm hosszúak.

b) Az APD Ll is derékszögű; alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt.

PD 2 = 4,4 2 + b 2 = 19,36 + 7,56 = 26,92, innen PD = ~26, 92 ~ 5,19.
PD hossza 5,2 cm.

230

Vegyük a gúla tengelyén átmenő,BC alapélre rnerőleges sik metszetét! Ez a gúlából
egy egyenlő szárú háromszöget, a beirt gömbből egy főkört metsz ki. Ez a kör az
egyenlő szárú háromszög beirt köre, a háromszög szára az oldallapok (pl. BC)
alaphoz tartozó magassága, alapja a gúla alaplapjának az élével egyenlő.

EPO Ll - EKL Ll, mert két-két szögük egyenlő (OEP szög közös, és a derékszög),
igy megfelelő oldalaik aránya egyenlő.

OP KL 13 IS
-=-=> --= ~ =>169(M 2+152)=225(M2-26M+169)=>

OE LE M - 13 M 2 +152

M ~ 104,5 cm.
. T·M
Igy a gúla térfogata: V = -- ~ 31 500 ern" ~ 31,5 dm",

3
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A

A legkevesebb hulladékot akkor kapjuk, ha a kőrkúp

alaplapja a szabályos nyolcoldalú gúla alaplapjának
beirható köre, testmagasságuk pedig megegyezik.
Legyen a nyolcszög oldala a, beírható körének suga­
ra r, a testek magassága m.
A nyolcszög 8 db egybevágó egyenlő szárú három­
szögre bontható, ezek alapja a, magassága r, szárszö-

360' 4S' OLB d 'k .. .. h' .. bgűk ~-=. ere szogu aromszog en
8

c
F

B

K

. -
"

A kúp alkotójának hossza a = ~ = 2fj (dm) (~I,IS5 dm),
'13 3

az alapkör sugara az alkotó fele: r = fj dm (~ 0,S77 dm).
3

2nfj h' ki l'Az alapkör kerülete k = -~ dm (~ 3,62S dm), te at a itentett pa ast egy a su-
3

garú félkör, középponti szöge: 180'.
2n

A palást területe: - dm- (~ 2,09 dm-),
3

A forgáskúp sugara r, ekkor az alkotó 2r. A kúp magassága, sugara és alkotója egy
olyan derékszögű háromszöget határoznak meg, amelynek átfogója az alkotó, igy

(2r)' = r' + (8fj)', innen r = 8 cm.
A kúp térfogata:

2 m fj 3V = r -n - = 64 -n: 8·~ ~ 928,66 (cm ).
3 3

A kúp felszine:

F = r2n + r- n· a = 64n + 8 . x- 2 . 8 = 192n (crn-).

tg 22, S' = 1. = .!!:. =} a = 2r . tg 22, S'. A nyolcszög területe:
r 2r

T = 8· a· r = 8r' . tg 22, S', a kőrkúp alaplapjának területe: t = r' n.
2

Vegyük a körkúp és a gúla térfogatának arányát!
r2 ;n; . m

3 :::: Ji 0,948.
8r 2tg 22, S'· m 8tg 22, S'

3
Ez azt jelenti, hogy a keletkezett lehető legnagyobb körkúp térfogata az eredeti gúla
térfogatának a 94,8%-a, tehát a hulladék a gúla térfogatának legalább 5,2%-a.

a

c

B

M
Meg kell határozni a gúla felszínét. A gúla alaplapja
legyen az ABCDE ötszög, hatodik csúcsa M, az M­
ből induló testmagasság talppontja T. Az AB él fele-

.. . 1 360'zopontja egyen F, ekkor az ATF -): = ~- = 36';
10

az AF szakasz az AB él fele, tehát 2,S m.

Ekkor tg36'= AF, innen FT ~ 3,44 m. MT = S m,
FT

így MF 2 = S 2 + 3,44', innen MF ~ 6,07 m.
A gúla felszine:

(
AB ' FT AB'MF) (S.3,44 S'6'07)

F = S(tABT +tABM) = S 2 + 2 = S -2-+ 2 ~ 118,9 (m-).

Tehát 80 m? anyagból a gúla nem készíthető el.

Legyen a téglatest (egyik) legnagyobb területű oldallapja az ABCD téglalap, ahol
AB = CD = 12 cm, BC = DA = 8 cm.
A téglatest középpontja K. Az ABCDK gúla K-ból induló testmagassága a téglatest
harmadik oldalának fele, azaz 2 cm.

A térfogat: V = tARCD' m = 12·8 .~= 64 (ern").
3 3

A felszínhez kell az oldallapok területe. A BC oldal felezőpontja legyen F, az AB
oldal felezőpontja E, a K-ból induló testmagasság talppontja T. A KF szakasz hosz-

:;:a=K:;,d:~~:Ö~:~:FJ)~~~:::t;;z:u:~g~m.
A KE szakasz hosszát a KTE derékszögű háromszögből számoljuk ki:

KE' = KT' + TE 2 = 2' + (%J, innen KE = 2{5 cm.

A gúla felszine:
BC·KF AB·KE

F = t A8CD + 2· t BCK + 2· t ABK = AB· BC + 2· + 2· =
2 2

= 12·8 + 8· 2.fIQ + 12· 2{5 ~ 200,3 (cm-).

:111 :133

L
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Mível a 24 cm átmérőjű körlapot három egyenlő részre vágunk, egy-egy sűveget

120'-os középponti szögű, 12 cm alkotójú körcikkből készitűnk. E körcikk ívének
2 ·12n

hossza --3- = 8n megegyezik a körcikkből képezhető körkúp alapkörének ke-

rü1etével.Ha a körkúp alapkörének sugara R, magassága 111, 2Rn = 8n => R = 4.
Az alaplap sikjára merőleges, a kör középpontján átmenő sik (a tengelymetszet sík­
ja) a kúpból egy olyan egyenlő szárú háromszöget metsz ki, amelynek alapja a kör
átmérője, alaphoz tartozó magassága a kúp magassága, szára a kúp alkotója.
OKL derékszögű háromszögben Pitagorasz tétele szerint:

111= ~a2 _R2 = ~12' _42 = 812 ~ 11,3.

Tehát a süvegek magassága kb. 11,3 cm.

a) A kúp alapkörének kerülete a 18 cm sugarú félkörív hossza, vagyis 18ncm. Eb­
böl az alapkör sugara r = 9 cm.

A kúp felszíne A = 9 2n + 18 ·9· n = 243n ~ 763,4 (crn-).

b) A kúp magassága Pitagorasz-tétellel: ~182 - 92 = 9-/3 = 15,59 (cm),
. , 8In·15,59

terfogata Igy V = ~ 1322,4 (cm').
3

c) Az alapkör átmérője 18 cm, ugyanakkora, mint a kúp alkotója. A kúp nyilásszöge
tehát 60'.

d) A beírt gömb sugara megegyezik a 18 cm oldalú szabályos háromszög beírt kö­

rének sugarával, ami a kúp magasságának harmada: 3-/3 ~ 5,20 (cm).

A beírt gömb térfogata: 108-/3n= 587,7 (cm"),

I

I,
_ I~ _R L

K

- B

10
R=-.

n

R

c

I,m
I

_~~--~~1°- B

m,
I.~~-

r OA

A----- J

R

A kiöntött homok forgáskúp alakot
vesz fel (száraz homok, ídeális eset),
alapkörének sugara r, magassága 111.
Az alaplap síkjára merőleges, a kör kő­
zéppontján átmenő sík (a kúp tengely­
metszete) a kúpból egy olyan egyenlő

szárú háromszöget metsz ki, melynek
alapja a kör átmérője, alaphoz tartozó magassága a kúp magassága.

111
A EDe derékszögűháromszögben tg 310= -.

r

A kúp térfogata, sugara, magassága:

v=r
2nl11=>J2=r2n.r.tg3I' =>r=3 3 12 ~2,67=>111~1,61.

3 3 x- tg3l'

Tehát a homokkúp kb. 1,6 méter magas és 5,34 méter széles.

c

p = iR = 2rnR = rRn
2 2

Az adatokat behelyettesítve megkapjuk R-et: 1,8Rn = 18, ahonnan

A eOE derékszögű háromszögre felirjuk a Pitagorasz-tételt:

1112 = R' - r2 = 1O~ _1,8 2 ~ 6,892, ebből: 111 ~ ~6,892 ~ 2,63.
n

Tehát a sátor magassága ~ 2,6 m.

Megjegyzés:
A kúp alkotójának kiszámitására alkalmazható a p = ran képlet közvetlenül is az ér-
telemszerű átbetűzéssel.

i:::::2nt

A felállitott sátor alapkörének kerülete egyenlő a körcíkk alakú palást ívével, az al­
kotója pedíg azonos a körcikk R sugarával.

a

,

I

I

I

I,m

o

12cm

234 2U
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A csonkakúp l alkotóját meg tudjuk határozni az
ABC Ll-re felirt Pitagorasz-tétel alkalmazásával:

[2 =302 + 102, ebből [ =10M.
A megoldás további gondolatmenete megegyezik a
2026-os feladat megoldásában közöltekkel.

10M + x = 40n = 2 ebből a kiegészitő körcikk
x 20n'

sugara x = 10M.
R = x + l = 20M = 63,246.
A körcikk sugara = 63,2 cm.

IX 20n
A körcikk szögére felirjuk: 360" = 2xn '

360"
ebből a körcikk szöge IX = M = 113,84" .

a) Az x kiszá~it?lt ér.tékét felhasz?álva megkapjuk a
lámpaernyő keszItesehez szukseges körcikk suga­
rát: R =x+ 10 =30 (cm).

b) Minthogy a körcikk szöge és ~ teljes kör k?zép­
ponti szögének ar~ny~ egye~lo a megfelelo kor­
ivek hosszának aranyaval, felirhatjuk:

IX IOn _ l bből - 90"_=----, e o a- .
36~ ~n 4 ..
A lámpaernyő éppen negyed körlapból készulhet.

~
~

40

c

c

.,
F

5

,

,
10,

,
,

7:5'

40

216

A csonkakúp palástja sikba teritve körgyűrűcikk,

amelyet határoló körivek hosszát a csonkakúp alap­
és fedőkörének kerűlete, szélességét a csonkakúp al­
kotója adja. A kiteritelt palástot kiegészitjük körcik­
ké. A körcikk és a kiegészítő körcikk hasonló, ezért a
sugarak és a megfelelő ivek aránya egyenlő.

10 + x = 15n = ~ ebből x = 20
x lOn 2' .

ELEMI TÉRGEOMETRIA

a) A kúp nyílásszöge a megforgatott egyenlő szárú
háromszög szárszögével egyezik meg. Az AFC

d 'k .. "h' .. ből . 'p 40 03846ere szogu aromszog o : sm'2 = 104 =, .

Ebből 't = 22,62" , azaz 'p = 45,24",
2

Ez a kúp nyílásszöge.

b) A kúpba irt gömb sugara megegyezik az ABC há­
romszögbe irt kör sugarával.

IX = 90"-'t ~ "'- = 45"-'t = 33,69", igy az
2 2 4

Az AFK derékszögűháromszögbőlr = 40, tg 33,69" = 26,67 (cm).
A beirt gömb felszíne 8938 cm-.

c) A palást terűlete 104·40· n = 13 069 (cm-). Az alapkör kerülete 80ncm, a ki­
teritett palást (körcikk) sugara 104 cm, tehát a középponti szög radiánban:

80n IOn . 8 5" k l"-- = --, ami l SS, - al egyen o.
104 13

d) Az ABC háromszög körülirt körének sugara meg­
egyezik a kúp köréírt gömbjének sugarával.
Az aGC derékszögűháromszögbőlez

52
R = = 56,33 (cm),

cos 22,62"
a körűlirt gömb térfogata tehát: Vg = 748700 cm".
A kúp térfogatának meghatározásához szűkség

van a kúp magasságára, ami Pitagorasz-tétellel

számitva ~104' - 40' = 96 (cm), így a kúp tér-

402n'96

fogata Vk = = 160850 (cm-).
3

Tehát Vg = 748 700 = 4 65.
Vk 160 850 '

A gömb 4,65-ször akkora térfogatú, mint a kúp.

$z--------------------_.-_._---
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A gömb bármely síkmetszete kör. Az R sugarú gömb
O középpontj án átmenő, a síkmetszetre merőleges sík
a gömbből egy főkört, a síkmetszetből egy AB sza­
kaszt rnetsz ki, melynek hossza a síkmetszet átmé-

rője. A feltétel szerínt r'n = 50,26 =? r ~ 4 cm.
A kör középpontjából a húrra állított merőleges fele­
zi a húrt.
Az OFB derékszögű háromszögben Pítagorasz tétele

, 2 32 R 2 R 5 " bmiatt: r + :::: => ~ cm a gorn sugara.

h . dk' b 2 I . .. kő 2rn + I IA cérna ossza rrun et eset en rii + .Vagyis az UJ or sugara: :::: r +-.
2n 2n

I
Ekkor a magasság, a "hézag" színtén míndkét esetben - (~0,16) m, azaz egy­

2n

ELEMI TÉRGEOMETRIA

3(6 -n)a --
3 a3n

J 6 -n , , 6
A hulladék: a -""6 = a (-6-J szazalekban: 100· a3 .~ 47,64%.

239

forma.

A négy golyó felülnézetben igy néz ki (ábra).
K" K2, KJ, K4 jelöli a golyók középpontjait. A KI K2KJK4 négyszög egy 20 cm ol­

dalú négyzet, így átlója (K, K3) 20',fi cm.
A kupac magasságát egy olyan sikmetszeten olvas­
suk le, amely tartalmazza a K" K3 , K5 pontokat, ahol
Ks az ötödík gömb középpontja.
A K IKJK5 háromszög egyenlő szárú:
K,Ks = K3K5 = 20 cm.

Mivel KIK, = 20',fi cm, ezért a K ,K3Ks három­
szög derékszögű is, hiszen igaz, hogy

202 + 202 = (20,fi)2
Így, ha a K, KJ szakasz felezőpontja F, akkor

FKs ::::: K IK3 ::::: lü{i, ezért a kupac magassága:
2

10 +1O,fi + 10 = 10· (2 +,fi) ~ 34,14 (cm).

a

6

a

,

,

,

,

,

, a
,

__ _C,__2_

Legyen az egyenlő oldalú kúp alkotójának hossza a,

ígyalaplapjának sugara "-,
2

. (aJ2 a
2

J[ 3a
2

J(
felszme:A I = "2 n+-

2
- = - 4- '

R sugarú gömb felszíne: A2 = 4R 2n.

A feltétel szerínt A I = Ab így R = a.J3 .
4

(ar a.J3
A kúp térfogata: V

k
, = "2 n· -"2 - a

3
n.J3

op 3 24
mert a kúp magassága megegyezik a szabályos háromszög magasságával.
A gömb térfogata:

i a.J3]3
4R3n l-4- n aJn.J3

;"mb = 3 3 3 = -1-6- =? a gömb térfogata nagyobb.

g"mb = _ =? a gömb térfogata l ,5-szerese a kúp térfogatának.
Vkúp 2

Ha a kocka éle a, akkor a térfogata a3

A megemelkedett vízszínttel kapott kúp térfogata egyenlő az eredeti vízszintteIle "
kúp és a golyó térfogatának összegével, mivel a golyó teljesen lesüllyed a vízbe;"

Ren·32 r'n·30 4·3J n .
V2 :::: VI + Vgolyip azaz 3 3 +--3-'

A kúp tengelyére illeszkedő sík a kúpból e~y .oly~n" egyenlő szárú háromszöget
metsz ki (tengelymetszet), melynek alapja a kor atmeroje, alaphoz tartozó magassá_
ga a megfelelő kúp magassága. EDH II - GBH ll, mert két-két szögük egyenlő '=>

f I I" ld l' k ará I'" R r 15Rmeg e e o o a ama aranyaegyen o, Igy -::::: - ::::::é} r :::: --
32 30 16

n
Ezt a fenti egyenletbe helyettesítve, "3 -mal egyszerűsítve,R ~ 4,38, (r ~ 4,11).

R
HED derékszögűháromszögben tgs = - ~ O 1369 =? e ~ 7 8"32' , .

A kúp nyílásszöge 2s ~ 15,6".
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x

]2

/'

3em

]6

3 / "3< .. .. .)
Oj ,~/03

6" / 6
-, )
O2 L

4'2,73n

3
A vízszint emelkedése x , a megfelelő vízmennyiség
térfogata V' = 12· 16· x.
Az x kiszámítható a V = V' összefüggésből:

4·2 73 . n
l2·l6·x= ' =>x~0,4294.

3
A vizszint emelkedése 0,4 cm, ha az edény elég magas.

A cső térfogata: V = (R 2 - r 2)mn = (2,3 2
_ 1,5 2)n . 50 = 152n.

, , 41'''n 4· O,753n 6
n darab golyo terfogata: V' = -- n = n = 0,5 25nn.

3 3
Az 5%-os veszteséget figyelembe véve
az n meghatározható a V' = 0,95V ősz-

szefüggésből: O
0,5625nn = 0,95 . l52n.

, 144,4
Innet n = ~ 256,7.

0,5625
Ezek szerint 256 db egész golyó készit­
hető a cső anyagából.

A szöveg alapján a kedvezőbb ajánlatot az a vállalkozó teszi, aki kisebb felszinű

hengerbe csomagolja a labdákat.
A hosszúkás henger átmérője egy teniszlabdányi, az­
az 6 cm, a henger hossza 24 cm. Egy ilyen henger

felszine 2 . 3 2n + 2 . 3n . 24 = l62n ~ 509 (cm-),
A lapos henger magassága egy teniszlabdányi, azaz
6 cm. A felülnézeti ábrából megállapitható a henger
alapkörének sugara. Az aj 0 20304 négyszög egy

6 cm oldalú négyzet, ezért Op) = 6,fi cm, tehát az

alapkör átmérője 6,fi + 6 (cm) sugara 3,fi + 3 ~ 7,24 (cm).

A lapos henger felszine 2·7,24 2n + 2·7,24· n· 6 ~ 602 (cm-).
A hosszúkás henger felszine a lapos henger felszinénél annak mintegy hatodával ki­
sebb, ezért a csomagolási költség szempontjából a hosszúkás hengert érdemes vá­
lasztani.

Ha a középpont a párhuzamosok között van: R
2

= 242 + (6 _X)2,

másrészt a *-ot is figyelembe véve 322 +x 2
= 576 + (6_X)2

A kijelölt műveleteket elvégezve -412 = l2x adódik. Ebből x-re negativ számot
kapunk, ami azt jelenti, hogy ilyen adatok esetén a középpont nem lehet a párhuza­
mosok között.

l~a9.1 A golyó térfogata: V

G

ELEMI TÉRGEOMETRIA

A három alsó golyó középpontja egy 20 cm oldalú szabályos háromszög csúcsaib
helyezkedik el, a negyedik golyó középpontja ezek súlypontja felett van, mindh~~
muk középpontjától szintén 20 cm-re. Ekkor a négy középpont egy 20 cm élű sz _
bályos tetraédert alkot. Ennek alaplapja 10 cm magasan van az asztal felett, a fel:"
golyó felső pontja pedig szintén IDem magasan van a tetraéder felső csúcsa felet~

Az aélű szabályos tetraéder testmagassága Ha (lásd 1943. feladat megoldása),

igya knpac magassága: 10 +H.20 + 10 ~ 36,33 (cm).

c

Az ábrán a két párhuzamos metsző sikra merőleges főkört tüntettük fel. Ebből a pár­
huzamos sikok egy-egy húrt metszenek ki. A körmetszet középpontja lehet a párhu­
zamos húrok között vagy rajtuk kivül. Mindkét esetben két derékszögű háromszög­
re írjuk fel a Pitagorasz-tételt.
Ha a középpont a párhuzamosok alkotta sávon kivül van:

R 2 2 2 . 2 2 2
= 24 + (6 + x) , illetve R = 32 + x (*).

A jobb oldalak egyenlők, ebből adódik: x = 103 .
3

A *-os egyenletbe helyettesitve: R 2 = 1024+c~3r ~ 2202,8.

A gömb sugara R ~ 46,9 cm.
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J,778.

'~ata ugyanakkora, mint a három csepp térfo­
, csepp sugara R, igy

- F

a

a
a

a3 .fi

6

c
a

I

a D I
, I

a \ L a
- ------\"

K,

E

A

a

a

60"
F

a

a

,
a a,

A ",
, a

a',
I,

1/ a
E

D

a

2 a.fi

Az ACFDE gúla térfogata: V
2

= T 3
M

a· ~2--

Az eredeti hasáb térfogata: V = VI + V2 = a
3f2.

Mivel a = 5 cm, V = 44,2 cm'.

a) Ha a hasábot a rombusz alakú lapjára állítjuk, akkor a megadott feltételek alapján
látható, hogy egy egyenes hasábot kapunk, amelynek magassága 12 cm.
A lapszög megegyezik a rombusz hegyesszögével, tehát a rombusz területe

144sin45"= n.fi = 101,8 (cm-),

A hasáb térfogata tehát n.fi· 12 = 864.fi = 1222 (cm ').

b) A hasáb térfogata nem változik, ha valamelyik négyzet alakú lapjára állítjuk. Ek­
kor egy m magasságú ferde hasábot kapunk; ennek térfogatára igaz tehát:

12 2m = 1222, amiből m = 8,5 cm. (Kerekités nélkül számolva m = 6.fi cm.)
A hasáb magasságai tehát 12 cm, illetve 8,5 cm hosszúak.

ABCDEF hasáb ABC, illetve DEF alaplapjai szabályos háromszögek, ABED, illetve
BCFE oldallapjai olyan rombuszok, melyek egyik átlója él hosszúságú. ACFD 01­
dallap négyzet. A hasáb szétvágható ABCE szabályos tetraéderre (minden éle 5 cm)
és egy ACFDE négyzet alapú szabályos gúlára, melynek minden éle 5 cm. Így az
eredeti test térfogata e két test térfogatának összegeként számolható.

A 'l" bál 'd 'rf t " .fi 3Z a e li sza a yos tetrae er te aga a: -vI = -a .
12

ACFDE test alaplapja ACFD a oldalú négyzet, oldallapjai szabályos háromszögek.
E csúcsnak az ACFD alaplapra eső merőleges vetülete a négyzet K középpontja. A
gúla testmagassága KE Pitagorasz tétellel számolható az EKC derékszögű három­
szögből.

KE
2

= a2
-(af]" => KE = M = af·

Q

s

C
'R

B

F

x
K

D

H

p

=> R = 1,65.

oje kb. 3 mm.

.szine:
2. 1,5 n = 4 . 3,5n.

2"me: Ak = 4 . 1,65 n.

J.atest egy csúcsból kiinduló élei a, b, c, akkor a felszíne A = 2(ab + ac + be),

l , ~ 2 b2 'M' l 2 2 2 2
J( oja t = a + + C-. ive (a + b + c) = a + b + c + 2ab + 2ac + 2be,

,gy(a+b+c)2 = t 2+A => t=~122 -94 = 7,1 (cm).

Egy négyzet középpontján át húzott szakasz két szimmetrikus részre vágja a négy­
zetet, ezért QC = HP = 1. AP II QR, mert párhuzamos lapokat metsz az APK sík,
igy a sikrnetszet egy trapéz.
Fennáll még: ADP LI. - RCQ LI..
Az ADP LI. derékszögü, befogói:
AD = 4, DP = 3,
így átfogója: AP = 5.
Az emlitett két háromszög hasonlósá-

, k ará QC l ,gana aranya - = - 19y
PD 3'

CR='± éSQR=2
3 3'

A P-ből CG-re bocsátott merőleges talppontja S, a PSQ háromszög derékszögű, és

PS = 4, SQ = 2, így PQ = ~42 + 22 = fiD = 2E. CR miatt BR = !l. , az ABR

derékszögüháromszögből:AR=)42+(%r =P44;64 = 4f3. 3

t; 5 4m
Így az APQR trapéz kerülete: 5 + 2" 5 + - +-- = 15 95.

3 3 '

"n csepp felszine az eredeti 3 csepp együttes felszinének 0,778­
/o-a, azaz a végső csepp felszíne kisebb, mint az eredeti 3 csepp

.tszine.
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a

c
a

a3..fi

6

E

I

a D I a
-, I a

a \ I a
- -- - - - -'0 - - - - - - - F

K ,A

a

a

60"
F

D

E

a

a
,

a II /

A ",
, a

a I ,
I,

" a

a

, a..fi
Az ACFDE gúla térfogata: V

2
= T· M a- . -2-

3 3

Az eredeti hasáb térfogata: V = VI + V2 = a
3..fi

.
4

Mível a = 5 cm, V = 44,2 cm>,

a) Ha a hasábot a rombusz alakú lapjára állitjuk, akkor a megadott feltételek alapján
látható, hogy egy egyenes hasábot kapunk, amelynek magassága 12 cm.
A lapszög megegyezík a rombusz hegyesszögével, tehát a rombusz területe

144s1n45"= n..fi = 101,8 (cm-).

A hasáb térfogata tehát n..fi ·12 = 864..fi = 1222 (cm ').

b) A hasáb térfogata nem változik, ha valamelyik négyzet alakú lapjára állítj uk. Ek­
kor egy Jn magasságú ferde hasábot kapunk; ennek térfogatára igaz tehát:

12 2m = 1222, amíből m = 8,5 cm. (Kerekítés nélkül számolva m = 6..fi cm.)
A hasáb magasságai tehát 12 cm, illetve 8,5 cm hosszúak.

ABCDEF hasáb ABC, ílJetve DEF alaplapjai szabályos háromszögek, ABED, illetve
BCFE oldallapjai olyan rombuszok, melyek egyik átlója él hosszúságú. ACFD 01­
dallap négyzet. A hasáb szétvágható ABCE szabályos tetraéderre (rninden éle 5 cm)
és egy ACFDE négyzet alapú szabályos gúlára, melynek minden éle 5 cm. Így az
eredetí test térfogata e két test térfogatának összegeként számolható.

A '1" b 'l 'd' f' V..fi 3Z a e II sza a yos tetrae er ter agata: - 1 = - a' .
12

ACFDE test alaplapja ACFD a oldalú négyzet, oldallapjai szabályos háromszögek.
E csúcsnak az ACFD alaplapra eső merőleges vetülete a négyzet K középpontja. A
gúla testmagassága KE Pitagorasz tétellel számolható az EKC derékszögű három­
szögből.

KE 2 = a
2

_ [a~J =} KE = M = a~ .

c

s

B

F

x
K

D

H

p

Egy négyzet középpontján át húzott szakasz két szimmetrikus részre vágja a négy­
zetet, ezért QC = HP = l. AP II QR, mert párhuzamos lapokat metsz az APK sík,
igy a síkmetszet egy trapéz.
Fennáll még: ADP'" - RCQ "'.
Az ADP'" derékszögű,befogói:
AD = 4, DP = 3,
így átfogója: AP = 5.
Az említett két háromszög hasonlósá-

, k' QC I ,gana aranya - = - Igy
PD 3'

CR=~ésQR=~.
3 3

A P-ből CG-re bocsátott merőleges talppontja S, a PSQ háromszög derékszögű, és

PS = 4, SQ = 2, igy PQ = ~42 + 22 = 120 = 2-J5. CR miatt BR = %, az ABR

derékszögű háromszögből: AR = )4
2 + (%r= ~144; 64 = 4~ .

t: 5 4.J13
Így az APQR trapéz kerülete: 5 + 2-y5 + - + -- = 15,95.

3 3

12040.1 a) A keletkezett egyetlen csepp térfogata ugyanakkora, mint a három csepp térfo­
gata együttvéve. Legyen a keletkezett csepp sugara R, igy

4R3n 4·0,53n 4·13n 4'1,53n

= +--+ =} R=165.
3 3 3 3 '

A keletkezett egyetlen csepp átmérője kb. 3 mm.

b) Az eredeti cseppek együttes felszíne:

A = 4· 0,52n + 4· 1 2n + 4· 1,52n = 4· 3,5n.

A keletkezett csepp felszine: Ak = 4· 1,65 2n.

Ak 4·1,652n

- =0778
A 4·3,5n ' .

A végső egyetlen csepp felszinc az eredetí 3 csepp együttes felszínének 0,778­
szerese, 77,8%-a, azaz a végső csepp felszine kisebb, mint az eredeti 3 csepp
együttes felszíne.

(2041)* Ha a téglatest egy csúcsból kiinduló éleí a, b, c, akkor a felszineA = 2(ab + ac + be),

, I" I 2 b2 2 M' I b) 2 2 2 2testat oja t = »a + +e. ive (a + + c = a + b + c + 2ab + 2ae + 2be,

igy(a+b+e)2 = t 2+A
=} t = ~122 -94 =7,1 (cm).
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F

D

c

b

H

a

(V).

(IV),

x(y + Z) = 400 (l),

y(x + z) = 625 (Il),

z(x + y) = 900 (III).

Az (I) egyenletből x-et kifejezzük és behelyettesítjük a másik két egyenletbe, majd

a zárójeleket felbontva kapjuk:

400y
--+yz= 625
y+z
4002--+yz=900
y+z
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1.45

Legyenek a téglat~st egy csúcsból ki-
induló élei a, b, c. Igy a téglatest AG és
EC testátlót tartalmazó átlós sikmct­
szete ACGE téglalap, melynek oldalai

a és ~b2 + e2 • (Ez utóbbít pl. az ABC
derékszögü háromszögre Pitagorasz
tételét alkalmazva kapjuk).

Így e téglalap területe: a~'b-2-+-e-2.
Ugyanilyen megfontolásokból AG és
FD testátlót tartalmazó átlós síkmet­
szet AFGD téglalap, melynek oldalai b
és ~a' + e2 . (Ez utóbbit pl. az AEF derékszögü háromszögre Pitagorasz tételét al-

kalmazva kapjuk).

Így e téglalap területe: b~a
2

+ e
2

.
AG és BH testátlót tartalmazó átlós síkmetszet ABGH téglalap, melynek oldalai c és

~a
2

+ b2 . (Ez utóbbit pl. a BCG derékszögü háromszögre Pitagorasz tételét alkal­

mazva kapjuk).

Így e téglalap területe: e~a' + b
2

.

A feltétel szerint:
a~b2 + e2 = 20, b~a2 + e

2 = 25, e~a2 + b
2

= 30.
Emeljük négyzetre mindhárom egyenletet! Mivel az egyenletek mindkét oldala po­
zitív, a négyzetre emelés ekvivalens müvelet. Az egyszerüség kedvéért legyen

a 2 :=: x, h2
:= y, e

2
:= Z·

Így az egyenletrendszer a következő alakban írható:

2 2 400 .
felbontva: 100 + 20r + r = 100 - 20r + r + -3-'

400 10
Rendezés után: 40r = 3' azaz r = '3 (a nagy gömbök sugarának harmada).

20. f3
A 3 B

c

szögű háromszög befogói ekkor

Felírva a Pitagorasz-tételt:

(10 H)2 = (10 - fl' +(20~J

Legyen a kis golyó sugara r. A három
alsó golyó középpontja egy 20 cm ol­
dalú szabályos háromszög csúcsaíban
he1yezkedík el, a negyedík golyó kö­
zéppontja ezek súlypontja felett van,
mindhármuk középpontjától 10 + r tá­
volságra. A kis és az egyík nagy golyó
középpontján át az asztalra merőlege-
sen állított síkban az ábra szerinti met-
szetet kapjuk. Az AB (és a vele egyenlő ED) szakasz hossza a 20 cm oldalú szabá-
lyos háromszög csúcsának és súlypontjának távolságával egyezik meg, aITÚ a há-

.. ' . k (20 -13 j 2 , -13 'kromszog magassagana . - -nek - resze, azaz 20· -. A CDE dere -
23. 3

20 -13 és 10 _ r, átfogója pedig 10+ r.
3

A csonkakúp alakú fenyögerenda térfogata a V = m
3
Jt (R

2
+ Rr + R

2

) összefüggés

alapján száITÚtható ki. Eszerint a 40 db gerenda térfogata:

40 140Jt (1,32 + 1,3.0,9 + 0,92
) = 21522 (dm").

3

Af
-ÓoÓ: 062 kg " 1 kga sürüsege ef:=' --3 ' a VIze Qv = --,.

dm dm'
A tutaj hordképessége azt a rárakott tömeget jelenti, amelyet a tutaj elbir anélkül

hogy a rakomány vízbe merülne. '
Meg kell határoznunk a tutaj maximálís teherbíró képességét. Arkhímédész törvé-
nye szerint az úszó testre ható nehézségi erő számértékíleg egyenlő a kiszoritott fo­
lyadék súlyával, azaz a felhajtó erővel. (A két erő iránya ellentétes.)
Mínthogy a tutaj vizben úszik, számértékben a maxímálísan kiszorított folyadék ép-

pen 2,152 . 10 4 dm". Ekkor a tutaj teljes egészében a víz alá merül úgy, hogya fel­

színe éppen a vízfelszínen van.
A tutaj és rakománya együttes súlya = felhajtó erő (számértékben).
A rakomány tömeget M-me1 jelölve: Mg + Qf,nyő . V· g = Qv', . V· g.

Végigosztva g-vel és M-et kífejezve:

M = VC/iv', _ Qfenyő) = 2,152 . 10
4

, 0,38 = 8,178 . 10
3

.

Jelen esetben uem kerekíthetünk felfelé, mert akkor a tutaj lesüllyedne.

Tehát a tutaj teherbíró képessége 8,17 . 10 3 kg.

ELEMI TÉRGEOMETRIA
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a) Minden csúcsnál levágott kis tetra­
éder után egy-egy szabályos három­
szöglap marad. Az eredeti test mind
a négy lapjából egy-egy kisebb (a
középvonalak alkotta, tehát fele ak­
kora) háromszöglap marad. Össze­
sen tehát nyolc, egybevágó szabá­
lyos háromszög határolta test ma­
rad, ami egy (szabályos) oktaéder.

b) Az előző pont miatt ehhez arra len­
ne szükség, hogy tetraéderekből ok­
taédert lehessen összerakni. Ez
azonban az eltérő (és nem is egymás
többszöröseit kitevő) lapszögek
miatt lehetetlen. (A tetraéder szomszédus lapjai 70,53"-os, mig az oktaéderéi
109,47"-os szöget zárnak be egymással, lásd az 1916. és 1921. feladatok megol-

dását.)

A legkönnyebben felismerhető a két szemközti lap
középpontját összekötő tengely körüli negyedrendű
forgásszimmetria. (Lévén hat lap, három ilyen ten­
gely van.) Szintén nem nehéz a szemközti élek fele­
zőpontját összekötő forgástengelyt felismerni, ekörül
másodrendű forgás szimmetri át mutat a kocka. (Ti­
zenkét él lévén, hat ilyen tengely van.) A szemközti
csúcsokat összekötő testátlót mint forgástengelyt, s
különösen az ekörüli forgásszimmetria rendjét (har­
mad-) felismerni már komoly térlátást igényel. (Nyolc csúcs lévén, négy ilyen ten­
gely van. Állitsen egy kockát a csúcsára, függőleges testátlóval, igyellenőrizheti e
legutóbbi állitást. Segíthet az 1922. d) megoldás ábrája is. Érdekességképpen meg­
jegyezzük, hogy a három forgástengely-fajta eseten a tengelyek száma és forgás­
szimmetria rendjének szorzata azonos: 3 ·4 = 6 . 2 = 4 . 3 = 12.)

a

,0
,

r:
F

2a n+abn . 2 a(a+b)
2 = 2, III IIen r = ---'''----''-'-

4r n S
a(a+ b) a2(b - a)

S a+ b
r 2_et kétféleképpen fejeztük ki, egyenlővé tehetjük:

Ebből a 2 + 2ab + b 2 = Sab - Sa 2
, azaz

0= 9a 2 - 6ab + b 2 b", O, b 2- tel lebontva osztva

( )

2
a a a

0=9 l; - 61; + 1. Mivel l; = sina, igy

ELEMI TÉRGEOMETRIA

Az ábra egy sikmetszetet ábrázol. A beírt gömb sugara legyen r, a kúp maga .
kú l k'" k ssagam, a up a ap orene sugara a, a kúp alkotója b.

Az ábra jelölését használva OEC 6 - AFC 6, igy C
OE AF r a. b+a

- = -, azaz -- = -, Innen nI = r .
OC AC m-r b
Az AFC derékszögűháromszögben

CF 2 =AC2_AF2
, azazm 2 = b 2 _ a 2

A fentiekből r2 (b +,a)2 = (b + a)(b - a),
a

a 2 (b - a)
innen r2 = --'---"-----'''­

b+a
Fk ·

A feladat szerint --"P- = 2, azaz
Fgömb

A két egyenletet egymásból kivonva kapjuk:
400(z - y) 27
---'-'-----"-'- = 275 => z = - y (VI).

z + y 5 .
Ezt (IV)-be behelyettesitve adódik:

2 625 25
Y =6=>(Y>O) y= .J6 =10,21 =>(b>O) b=3,2.

y értékét (VI)-ba helyettesite: z = ~ = 55,11 => (c > O) c = 7,4.

Y és z értékét (I)-be helyettesitve: x = 6,12 => (a > O) a = 2,5.
Tehát a téglatest egy csúcsból kiinduló élei kb. 2,5 cm, 3,2 cm és 7,4 cm hosszúak

O 9 · 2 6' .. 1= sm a- sma+l,mnen sma=3' teháta= 19,47", mert a < 90".

A keresett szög tehát 19,47".

Minden kocka hasonló egymáshoz, most a hasonlóság aránya 3 : 1. Hasonló testek
térlogatának aránya a hasonlóságuk arányának köbe, tehát most a nagy kocka tér­

fogata 33 = 27-szer akkora, mint a kicsié. Tehát 27 kis kocka keletkezik a darabolás
során. Hasonló testek felszínének aránya a hasonlóságuk arányának négyzete. Tehát

most mindegyik kis kocka felszine ~ része a nagyénak, van belőlük 27 db, igy
9

összfelszínük 27. l = 3 -szorosa az eredetiének.
9
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A forgáskúp egy tengelymetszete is látható az ábrán
(AFG háromszög). Az ABC Ll és ADE Ll hasonló (2­
2 szög egyenlő), ezért a megfelelő oldalak arányára

felírható: !L =!:!L Éppen a feladat állítása.
rz mz

A úla alappal párhuzamos síkmetszeteire vonatkozó összefüggés alapján
g , it)2054. feladat megoldasat

t (m)' t, l .
a) *= 8~ , minthogy T = 2" ezert

ml = 80·If = 40fi (cm)

b) i = (;~J. minthogy i = ~, ezért

m2 = 80· ff (cm).

c) i = (;~r, minthogy i =~, ezért

m3 =80·ff = 40 (cm).

ELEMI TÉRGEOMETRIA

100 m 100m
b)V

I=-'-=--'
3 3 9. f . k külö b' ké t ' 't' k kl"V,-t és Vrat két gúla ter ogatana u on sege en szarru JU .

400 2m 100 m 700m . _ 900m _ 400 2m = 1900m
V2=-3-3--3-'3=-9-' V3 - 3 3 3 9

A testek térfogatának aránya: VI : V2 : V3 = l : 7 : 19.

Megjegyzés: . ., .,
A feladat megoldható úgy is, hogya V2 es a V3 terfogatara a csocl<ag~la terfogat-
képletét alkalmazzuk. (Ez a módszer kevesebb ötletet, de több szarnolast igényel.)

m

2
-m
3

1
-Óm
3

T= 900
a) Ha a gúlát az alaplappal párhuza­

mos sikkal metszszűk, akkor a le­
metszett gúla hasonló az eredeti gú­
lához. A gúla alaplappal párhuza­
mos síkmetszete és az alaplap terü­
letének aránya egyenlő a hasonló­
ság arányának négyzetével.
Az alaplap területe 900 cm-, a teljes
gúla magassága m, térfogata:

900m
V=--.

3

960 = (~r, ebből az egyik síkmetszet területe: ti = 100 cm-,

í = (3.)2, ebből a másík síkmetszet területe: t2 = 400 cm-.
900 3

ELEMI TÉRGEOMETRIA

Legyen a kúp alapkörének sugara R, alkotójának hossza a. Felszíne: A = Rn(R + a),
palástjának mínt körcíkknek ivhossza az alapkör kerülete, így a középponti Szöge:

- 2Rn A 216" ' . 'kb 6n d" l" ., .. l R 3IX = -- . rvmerte en - ra lan, ezt egyen ave teve a törtteí: - - _
a 5 a-5'

azaz a = %R. Beírva ezt a felszín képletébe Rn ( R +%R) = 75,4, amiből

~ R' = 24, s ezért R = 3 (cm).

A magasság felében elmetszett kúp metszete egy, az alapkörhöz képest fele akkora

sugarú kör: r = l,5 cm. Ennek területe r
2n = 7,07 cm-.

a) Azt kell meggondolni. hogy 4 lapközéppont által meghatározott tetraéderben
minden él egyenlő hosszú.

b) A nagy tetraéder egyik élének felezőmerőleges sikjával létrejött sikmetszetből

leolvasható a kis tetraéder élének nagysága: a párhuzamos szelők tétele rnian az
a nagy tetraéder élének harmada, így akis tetraéder felszíne a nagy tetraéder fel-,
szinének (~)- = i-ed része, a kis tetraéder térfogata a nagy tetraéder térfogatá_

nak (~)3 = Je. -ed része.
3 27

---------------------

F ----J G
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D.... I
.... r-:j ,~

'- ;:1.----- ~ ~

____ -- --K" ....

a::: 10cm

K

E

V3
AL..-----YB

c) V, = _I V = 18,4 cm>,
27
7

V = - V = J288 cm'2 27 ., ,

19
V =-V =3497 cm".

3 27 '

b) A gúla egy kisebb gúlára (A2B2C2D2E) és két csonkagúlára
[(A,B, C,DIA2B,C2D2), illetveABCDAIB I C,D,] bomlik.
Ezek térfogata legyen VI; V2 ; V3, az
eredetié V.
A keletkezett kis gúla hasonló az
eredeti gúlához, hasonlóságuk kö­
zéppontja E, a hasonlóság aránya

~. Így ~ = GJ ~ V, = ;7 V.
A V, + V2 térfogatú gúla hasonló az
eredeti gúlához, hasonlóságuk kö­
zéppontja E, a hasonlóság aránya

2. V, +V2 (2)3
3" Igy V = 3' ~

8 7 19
V2 = 27 V-VI = 27 V, V3 =V-(V, +V2)= 27 v.
A kapott 3 test téfogatának aránya V, : V2 : V3 = I : 7 : 19.

a) A szabályos négyoldalú gúla E csúcsának az
alaplapra eső merőleges vetülete a négyzet K
középpontja.
Az EKC derékszögű háromszögre Pitagorasz

tételét alkalmazva:

EK 2 = EC2 _ KC 2

~---=-
M = EK = ~16,52 _(5.,J2)2 14,9 (cm).

Térfogata:

a2 · M
V =-- = 496,9 cm'.

3

ELEMI TÉRGEOMETRIA

ln

ln

._-'-

x

2
ln

3

8

27

A hasonló kúpok térfogatának aránya egyenlő a hasonlóság arányának köbével.
Ebből adódik, hogy, ha a kúpot az alaplappal párhuzamos sikkal metszünk, a lemet­
szett kúp és eredeti kúp térfogatának aránya egyenlő

a megfelelő magasságok köbével.
Jelöljük a kúp alakú papírtölcsér térfogatát V-vel, a
megmaradt kukoricával töltött rész térfogatát V,-gyel,
illetve VTvel, a csúcstól mért távolságo! »z-mel, x-szel,

illetve y-na(l. )3 #
lé I x. IJ= 2 = m ,mnen x = 3 2m = O, 79m.

V 3 ( )3 )3'J='5= ~ ,innen y=~~m=0,84m.

a) A pattogatott kukorica fele marad meg, ha Ildikó a kúp magasságának kb. 79%-áig
hagyja meg a kukoricát.

b) A pattogatott kukorica 60%-a marad meg, ha Ildikó a kukoricát a kúp magassá­
gának kb. 84%-áig hagyja meg.

A hasonló kúpok térfogatának aránya egyenlő a hasonlóság arányának köbével.
(Lásd a 2058. feladat megoldásának a magyarázatát!)

(4)3 lé 64- = --"- ebből lé = -V = O 512V.
5 V' I 125 '

Gergő öccsének a kukorica 0,5 12 része, 5 I ,2%-a, tehát a felénél l ,2%-kal több ma­
rad, mert Gergő a 0,488 részt, 48,8%-át eszi meg, a felénél 1,2%-kal kevesebbet fo­
gyaszt el. Ezért öccse az egész kukoricából 2,4%-kal többet ehet meg, mint Gergő.

ELEMI TÉRGEOMETRIA

A két kúp hasonló. A hasonló testek térfogatának ará­
nya egyenlő a hasonlóság arányának köbével.
Jelöljük V-vel az eredeti kúp, V,-gyel a lemetszett

VV' -_ (3.
3
)3kúp térfogatát! Ekkor
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40
A golyó átmérője tehát - cm.

3

ELEMI TÉRGEOMETRIA

Az ábra jelöléseit használva AEC t. - KFC t., így

~ _ KF azaz ~ = _1'_, innen FC = r . 12
EC - FC' 24 FC 5
(r a gömb sugarát jelöli). A KFC háromszög derék-

szögű, igy KC 2 = Ff2 + KF
2

, behelyettesítve

2 (12) 2(24 - r) = 1""5 + r .

A következő másodfokú egyenletet kapjuk:
2 . 20 h' l'31' + 251'- 300 = O, mnen 1'= "3 cm, te at a go yo

40
átmérője - cm.

3

K' , .. k f I l" 'km . b r 'b iból ABP l' J3 'eszitsun meg e e o SI etszetet a ter e 1 a ra o : az egy a a apu, 2 a sza-

rú egyenlő szárú háromszőg, melyben az alap csúcsait kell a szemközti szárak felső
harmadoló pontjára tükrözni. Mivel SA' SR harmadoló pont BP-n, ílletve AP-n, az
SASR szakasz párhuzamos és harmad akkora, mint AB (párhuzamos szelők tétele).
Ekkor Q I: 3 arányban osztja ASA-t és BSB-l. A tükrözés miatt ASA = SAA' és
BSB = SBB'. Ekkor SA a QA'-t I: 4 arányban osztja, hasonlóan SB a QB'-t - vagyis
ezek ötödölő pontok a QA' és QB' szakaszokon. Ekkor persze A'B' párhuzamos

Másik megoldás:
Pitagorasz-tételle!: AC = ~102 + 242 = 26 (cm).
Az ábra jelöléseit használva: AEC háromszög hasonló a KFC háromszöghöz, ezért

KC KF 24-1' r
megfelelő oldalaik aránya páronként megegyezik: AC = AE' azaz 26 10

Ebből 240 _ 101' = 261', majd 21' = 240 = 40 adódik,
18 3

II
Minden gömb hasonló egymáshoz, és most a Föld sugara :3 -szorosa aHoldénak.

Hasonló testek felszinének aránya a hasonlóságuk arányának négyzete, tehát a Föld

(11)2 121· d' ak H I' k 'rf 'ak'felszine :3 = 9 = 13, 4-szerese a Hol en . ason o teste te ogatan ara-

nya pedig a hasonlóságuk arányának köbe, tehát a Föld térfogata

=49,296-szerese aHoldénak.

24

12

GA kúp teugelyére illeszkedő és alaplapjára merőleges

sikbau az ábra szerinti metszetet kapjuk.
GDC t. - GFE t., hiszen oldalaik párhuzamosak, iI-

I '11 k dők.] GC DC 21'etve l esz e o , Igy - = - = - = 2.
GE FE r

Vagyis GE = EC, de ez utóbbi a körök érintkezése
miatt 31'. (A későbbiek kedvéért azt is rögzíthetjük,

hogy GF = FD.)

a) A kúp magassága így GB = GE + EC + CB =
= 31'+ 31'+ 21' = 81'. A L-~-"'...J....L:_--'

b) Az FGE derékszögűháromszögbőlsin FGE -1 = R B

r I= 31' = :;' amiből FGE -1 ~ 19,47". A kúp nyi1ásszöge 2FGE -1 ~ 38,92".

c) Az is igaz, hogy GFE t. - GBA t., hiszen mindkettőbenvan egy derékszög és G-

b
li ....k közö Ekk GE GA 31' 3e I szogu ozos. or - = - = - = , ami miatt GA = 3BA = 3R A

FE BA r .
külső pontból egy körhöz húzott érintőszakaszokegyenlőségemiatt AB = AD =
= R, de ekkor DG =2R. Mivel már korábban megállapítottuk, hogy GF =FD,
ezek mindegyike is R-rel egyenlő. Ekkor a GFE derékszögűháromszög befogói

r és R, átfogója 31', igya Pitagorasz-tétel szerint: R = ~(3r)2 _,.2 = ..JSr.

Vagyis !!. = ..JS.
r

Egészítsük ki teljes kúppá a csonkakúpot, legyen ennek csúcsa P.
A kiegészitő kis kúp térfogata legyen v, a térfogatának feléig töltött cserépben a föld
felső szintjének P-től való távolsága legyen x. A kúp 10 E
tengelyére illeszkedő sikmetszet (ábra) alapján a kő- B A
vetkezőket állapíthatjuk meg. ~',---'
PEA és PFD hasonló háromszögek, a hasonlóságuk m'
aránya 2. Ezért egyrészt PF = 12 cm, másrészt a tel- C '5
jes kúp térfogata a kiegészitő kis kúp térfogatának 8- x ,,:F / D
szorosa (hiszen hasonló testekről van szó). \ I I

A csonkakúpalakúcserép térfogata tehátt« a cserép \: /
térfogatának fele pedig 2

v
. _"---__p'L" L.l.

2
Ismét csak a hasonló kúpok térfogatának arányára vonatkozó ismeretet felhasználva

kapjuk, hogy (t2)' = ~Vv+V =~, amiből x = 12'~ ~ 19,8 (cm).

A cserépben a földet tehát m = x- 12 ~ 7,8 cm magasságig kell feltölteni.

ELEMI TÉRGEOMETRIA
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Az eredeti kúp térfogata:

V
_ R'JT·M lO'JT·24 = 2513,3 (cm').
- 3

H a kúic,t az alaplapjával párhuzamos síkkal metsz­
a'k a keletkezett síkmetszetek és kúpok hasonlók.szu , .

A hasonló kúpok térfogatának aránya megegyezik a
'kmetszetek csúcstól mért távolságai arányának kő-

D k'bével (a hasonlóság arányának köbével). Ha a up a
körlapon áll, a víz térfogata V, = 2000 cm".
VI + V2 = V; A VI és V térfogatú kúpok hasonlók

V ( J3 * 513,3'h tehát ~ = 1'. ebből y = M· 3 ~ = 24· 3--- = 14,13 (cm).
egymas oz, VM' V 2513,3

Tehát a körlapon álló kúpban levő víz magassága x = 24 - 14,13 = 9,87 (cm).
Ha a kúpot a tengelyével függőleges helyzetben a
csúcsára állítjuk, V3 és V térfogatú kúpok hasonlók

( J
3

,V, m ..
egymáshoz, tehat V = Ai ' ebbol

m = M· 3rv; = 24·3 2000 = 22,24 (cm).ri! 2513,3
Tehát ha a kúpot a tengelyével függőleges helyzetben
a csúcsára állitjuk. a benne levő víz magassága
m = 22,24 cm.

4x

p

AL~~~~--" B

--.,-------4

m

B'~------__ A'

c

B

p

A

vagyis 3 . NB' = 5 . AB.

D

5SASB-vel és ötször akkora - így aztán párhnzamos AB-vel is és - -szor akkora
3 '

ELEMI TÉRGEOMETRIA

Az eredeti vízfelszín sngara r. Ezt az
ábrán jelölt két hasonló háromszögböl
számítjuk kí, felhasználva, hogya víz-
szint magassága a kúp magasságának "
3 , 3
- resze, m'=-·8,6=5,16.
5 5
r 3.

- = - mnen r = I 68.2,8 5' ,
A víz térfogata:

V = [,68'JT·5,16 - 8
v 3 - 4, 5JT.

A kúp térfogata:

2,8 2JT'8,6

Vk = = 22, 47JT.
3

A gömb térfogata:

4·123JT

Vg = ~ = 2,304JT, amí a kiszorított víz térfogatával egyenlő.

A vizszínt x emelkedését a hasonló kúpok térfogatarányára vonatkozó összefüggés-

b "l . 'th . k k' V, + Vg (5,16 + xJ3o szamr atju l: .
Vk 8,6

Mindkét oldalból harmadík győköt vonunk és célszerűen rendezünk:

5 16 8 6
4,85 + 2,30 ..

x+, =,.3 , ebbol x = 5,87-5,16 = 0,71.
22,47

A vízszint tehát 0,71 dm-rel emelkedett.
A kúp magassága 8,6 dm, így a megemelkedett színtű víz nem ömlik kí a kúpból.
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VEKTOROK VEKTOROK

4.3. Vektorok

I
- b-2a
2

C

D

A

Legyen az ABCDEF szabályos hatszög és a közép­

pontja O.
---4

a) Pl.: az AB oldalvektorral egyenlő hosszúságú, de
tőle különböző irányú az összes többi oldalvektor,

---4

kivéve az ED -t. (Ilyen tipusú átlóvektor nincs.)
---4

Pl.: az AC átlóvektorral egyenlő hosszúságú, de más
-----7 ----.-, ----.-, ----.-,

irányú átlóvektorok: CA = DF, AE = BD,
-----?- ----.-, ~ ----.-, ----.-, ----.-,

EA = DB, EC = FB, CE = BF
(ilyen oldalvektor nincs).

---4
Az AD -ral egyenlő hosszúságú, de más irányú a többi O-ra illeszkedő átló

---4 ---4

vektora (pl.: CF vagy DA).
2a

í
l
/- b

/ 2
----~-----~-- - -------- -~----------'

b

a

Készítsünk ábrát! Al
---> ---4

A tükrözés miatt BA 1 = AB = b-a.
Ezért az A 1 pontba vezető helyvektor:
v = b + (b - a) = 2b - a

o

b-a

b

B
b-a

A

a

---4

b) Az oldalvektorok egyenlő hosszúságúak, ezért pl.: az AB oldalvektorral azonos
---4

irányú. de más hosszúságú oldalvektor nincs, átlóvektor van, az FC.
---4

Az AC átlóvektorral egyenlő hosszúságú, de más irányú vektorok az O-ra nem
---4

illeszkedő átlóvektorok, kivéve az FD -t,
---4

Az AD átlóvektorral azonos irányú, de más hosszúságú átlóvektor nincs, ilyen
---4 ---4

tulajdonságú oldalvektorok: BC = FE.

b) Mivel a négyzet átlójának hossza I, ezért a négyzet oldala

C

A

a
o

E

b
B

D

-----?------?- -----7----'-' -----?------?------?-

b) Az oldalvektorok: OA = DE = a, OB = CE = b, AC = BD (= OK) = a + b.

Az átlóvektorok:
-----?- -----?- -----?------?-

OE (= 20K) = 2(a + b), BC = 2a, AD = 2b;
-----?------?- ----.-,----.-,----.-,-----7
AB = CD = b - a, OC = BE = OA + AC =

-----?- -----7 ----.-, ----.-,
= a + (a + b) = 2a + b, OD = AE = OB + BD =
= b + (a + b) = a + 2b. Az ellentett irányitású (ol­
dal- vagy átló-) vektorok az előző vektorok ellen­
tettjeként irhatók fel.

-----?- -----?- ----.-, ~ -----?-----.-,

a) Az oldalvektorok közül CB = EF = a, FA = DC = b és AB = ED = b-a.
•• ~ -----?- -----?-

Ugyesen irányitva az átlóvektorokat: DA = 2a, EB = 2b, FC = 2(b - a).
Még viszonylag könnyebben felismerhető E D

---4 ---4

az EA = DB = a + b is. A további átlóvektorokat
oldalvektorok összegeként állitjuk elő:
~ ----.-, -----?------?-

FB = EC = FA +AB = b+(b-a) = 2b-a, F ---
----.-, ~ ----.-, ~
AC = FD = AB + BC = (b - a) + (-a) = b - 2a.
Az ellentett iráuyitású (oldal- vagy átló-) vektorok
az előző vektorok ellentettjeként irhatók fel. A B

hosszúsá-

T~C

JLJB
D C

·.K"-
a b

A B

----.-, ~ ----.-, r;:::
gú, tehát az AC + DB = 2AB vektor hossza "v2.

Tekintsük az ABCD négyzetet'
----.-, ~ ----.-, ----.-,

Egyenlő oldalvektorai: AB = DC, BA = CD,
----.-, ----.-, ~ ----.-, ~ ~

BC = AD, CB = DA ; átlóvektorai: AC, BD,
---4 ---4

CA, DB, ezek között nincs egyenlő.

---4

Az oldalvektorok közül legkönnyebb az AB = b-a.
---4 ---4

Ezzel azonos a DC is. Mivel KC jól láthatóan -a,
---4

igy CB = b - (-a) = b + a. Szintén ezzel azonos a
---4 ..

DA is. Ugyesen irányitva az átlóvektorokat, színtén
. h ' ---4 ---4nincs ne ez dolgunk: CA = 2a, DB = 2b. Az ellen-

tett irányitású (oldal- vagy átló-) vektorok az előző

vektorok ellentettjeként irhatók fel.

~
~ 1~ 1~ ----.-, 1----.-, 1----.-,

2070. a) DA = -DB - -AC' CD = --DB - -AC
2 2' 2 2

2SlI 2S7

- D
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D

C

A

Q

A'

E

L
i \:
-"" -,j,,/

p
B

p 5e ~B
2e

A .. /

a b

" /

O

-----+ ----7 -----7 ----7 -----+
CA' = CD + CE = CD + DA'
A szerkesztésből következik, hogy BC az A 'DA há-

--; ~

romszög középvonala, s így DA' = 2 . CB, illetve
-----7 -) -----7 -----7 ----7

CD = AC, tehát CA' = -CA + 2· CB.

Húzzunk az A' ponton át párhuzamost a BC, illetve
az AC egyenesekkel. Ezeknek az AC, illetve aBC 01­
dalegyenesekkel való metszéspontját jelöljük rendre
D-vel, illetve E-vel.

----7 ----7 -----7 ----7 3-----7
AQ=AB+BQ=AB+-BC=

4

Másik megoldás:
-----7 l ----+ ----7

B pont az M' szakasz felezőpontja, ezért CB = 2" (CA' + CA).
----7 ----+ ----7 -------J. ----7 -----7,.

Innen 2· CB = CA' + CA, amiből CA' = -CA + 2· CB adódik.

-, ~

~ 3 ~ ~ AB+3AC
=AB+-(AC-AB)= .

4 4

~ ~

~ l ~ ~ 3AB+AC
= AB + - (AC - AB) = ;

4 4

A C-hez közelebbi H2 harmadolópontra a szerkesztés a fent leírtakhoz hasonlóan
~ ~

~ l ~ 2 ~ AB+2·AC
végezhető el, és AH, = -. AB + -. AC =

3 3 3

Megjegyzés:
Eredményül a tanult képletet kapjuk, ha a háromszög A csúcspontjától a BC oldal
harmadolópontjaiba mutató vektorokat irjuk fel.

----7 --7 ----7 ----7 1----7
AP = AB + BP = AB + - BC =

4

~
-----7 ----7 -----7 -----7 2 ----7 ----7 2 -) ----7 2 2b + Sa

2079. OP = OA + AP = OA+-AB = OA+-(OB -OA) =a+-(b -a) = .
7 7 7 7

p

D

B

H,

a

C

E D

E

A

Q

F:::\--"'(~" ---- C

\/a+ "
--------_._._._------------_ ....,-

A l~ B

F

Legyen O a szabályos hatszög középpontja, és jelöljük G-vel az EC felezőponját.

~ ~ ~

Az ABOF rombuszban: AB + AF = AO .
Felhasználva, hogy O egyben az ACE szabályos há­

romszög súlypontja, így AC + AE = 2 . MJ =
3~ ~

= 2 . - AO = 3 . AO2 .
-----7 -----7 -----7 -------7 -----7 -----7

Ezekből AB + AC + AE + AF = 4 . AO = 2 . AD.

Második megoldás:
Használjuk az ábra jelöléseit! xE = a + b + c,
~ ~ ~

AC = a + b, AE = b + c és AF = c, így
-----7 ------t -----7 -------7 ----7

AB + AC + AE + AF = a + (a + b) + (b + c) + c = 2· AD.

Legyeu a BC oldal két harmadolópautja H, és Hz. A H, pontra illeszkedő AC-vel
párhuzamos egyenes az AB oldalt a C, pontban, az AB-vel párhuzamos egyenes
AC-t a B, pontban metszi.
Az AC,H,B, paralelogrammából leolvasható:
~ ~ ~

AH, = AC, +AB,.
H, a B ponthoz közelebb fekvő harmadolópont, ezért
----7 --------7 2 -----7, ----7 ---4 1-----7
AC, = B,H, = 3' ·AB esAB, = C,H, = 3' ·AC,

~ ~

, ~ 2 ~ l ~ 2·AB+AC
'gy AH, = -. AB +-. AC =-----

3 3 3

[2075.[ Készítsünk ábrát!
A szabályos hatszög felbontható hat darab szabályos
háromszögre. Ennek felhasználásával könnyen adód­
nak a kívánt felírások is:
~ -,

AD = 2AK = 2(a+b);
~ ~ ~

AC =AB + AK = a + (a + b) = 2a + b;
~ ~

A PQ vektor párhuzamos az AB vektorral, vele el-

lentétes irányú. hossza pedig az AB hosszának l 5-
~ ,

szerese. Ezért PQ = - 1,5a.

[2077.[
~ ~ ~ ~ ~ E D

a) (OA + OC) + OE = OB + OE =O
~ -----7 -----7 -----7 ----7

b) AB -DE =AB +ED = 2·AB
~ ~ ~ ~ O

c) pl.: AB + BD + DE + EA = Ovagy \ C
-----7 -----7 ----7 -----7

AC + CE + EF + FA =O(stb.)

A B
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E

C

v

A

12

A szerkesztés az ábráról leolvasható; a ke-
-->

resett eredő erőt az OE vektor szemlélteti.
--> --> -->

(DAC ~ szabályos, OA + OC = OD, ahol
OADC rombnsz.)

-->
Az eredő erő iránya OB irányával azonos.

Megjegyzés:

OE nagysága \20· (.fi + I) N.

a) A szerkesztés az ábráról leolvasható.

b) Az eredő sebesség nagyságát, az ABC derékszögű

háromszögbőla Pitagorasz-tétel segítségével kap­
jnk:

v' = 32 + 122 = 153' lvi = ..)153 km = 12 4 km., h' h

= IBP l .cos 60° = 8 . ~ = 4 (N).
2

= IBP I· sin 60° = 8· .fi = 4.fi (N).
2

-->
Az OP eredő erővektor nagyságát és az IX szöget az OCP derékszögű háromszög

segitségével számoljnk ki.

laPI
2

= 142 + (4.fi)2, innen 1&1= ..)244 = 2J61 (N).

4.fi 'b"l 2633°tga = --, ami o oc = , .
14

B

A

B

E

D/

D

Jelöljük egy tetszőleges O kezdőpontból az A, B, C, D, E, F pontokba mntató hely-
vektorokat rendre a, b, c, d, e, f-fel. C

a+d b+c F
Ekkor e=-- és f=--.

2 2
EF=f_e=b+c_a+d=b~a+c-d.

2 2 2 2
--> -->

Mivel AB = b - a és DC = c - d,
--> -->

ezért EF = AB ~ DC .

Másik megoldás:

Az EF vektort kétféleképpen fe!irva: EF = ifA + AB + iiF
~ ~ ~ ~

EF = ED + DC + CF.

E két egyenlőségből: 2EF = ifA + iD + AB + OC + iiF + eF.
-----7 ------t -----7 -----7 ------t ------t

Mivel EA és ED ellentett vektorok, ezért EA + ED = O, hasonlóan BF + CF = O.
--> -->

, ------7 ------7 ------+ ------7 AB+DC
Ezert 2EF = AB + DC, s igy EF = --­

2

A szerkesztés (az előző feladatokhoz hasonló) az áb­
ráról leolvasható.
-->

CD -t ettől függetlenül is kifejezhetjük:
--> --> -->

CD = CA +AD
------7 l ------7 l ------7 ------7

AD = "2 BA = "2 (BC + CA )

------t ------7 1 ------7 1 ------t 3 ------+ 1------7
CD = CA + -CA + -BC = -CA - -CB

2 2 2 2

Másik megoldás:
Az A pont a DB szakasz I : 2 arányú osztópontja, ezért
------7 1------7 2---7 ------7 3-----7 1------7
CA = - CB + -CD. Ebből CD = -CA - -CB

3 3 2 2'

A,,,-- ~~P
Lásd a 2088. feladat ábráját. Itt IX = 30°. A felbontás az ábráról leolvasható. A két
jelölt szög egyenlő, mert merőleges szárú hegyesszögek. Flo F2 és G, az erővekto­

rok abszolútértékei 30°, 60°, 900-os háromszög oldalai, így a lejtővel párhuzamos

összetevő nagysága Fl = ~ G = 5 (N) és a lejtőre merőleges összetevő nagysága
2

F
2

= .fi G = 5.fi = 8,66 (N).
2ION

/
8N /

/
/ IX0---

Jelöljük a vektorok közös kezdőpontját

O-val, a 8 N nagyságú erővektor vég­
pontját A-val, a 10 N nagyságú erővek­

tor végpontját pedig B-vel. A két vek-

tor eredője aP, aP-nak az oB-ral be­
zárt szöge (x.

--> -->
Az OA -val egyenlő BP vektort felbont-
. ------t ------t ------7 ------7
juk az OB -vel párhnzamos BC és az OB -re merőleges CP vektorok összegére.

160
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G

Két vektor skaláris szorzata: ab = Ia 1·1 b I . cos y, ahol a két vektor y szöget zár be
egymással. Emiatt az eredmények egyszerű behelyettesitéssel:

e) -25.

b

c

a

d) e)

~~"9~

d) -12,5.[3 ~-21,65;c) O;

6 c)~
b)

b) 12,5;a) 25;

A minimális hossz nulla. Ekkor a há­
rom vektor páronként 120'-os szöget
zár be (közülük bármelyik kettőnek az
összege a harmadik vektor ellentettjé­
vel egyenlő).

A maximális hossz 3·2,4 = 7,2 cm.
Ekkor a három vektor azonos állású és
azonos irányú (a három vektor egyen­
lő).

a) Egyirányú vektorok hossza kivonáskor kivonódik, az eredmény nullvektor, ami­
nek hossza O.

b) A közös kezdőpontból felmén vektorok végpontját összekötő különbségvektor a
két eredetivel ilyenkor egy szabályos háromszöget alkot, tehát hossza: 5.

c) A Pitagorasz-tétel révén a különbségvektor hossza 5fi ~ 7,07.

d) A közös kezdőpontbólfelmért vektorok végpontját összekötő különbségvektor a
két eredetivel ilyenkor egy olyan háromszöget alkot, amelynek két oldala 5, és
ezek közrezárt szöge 120', és a harmadik oldalát keressük. Ennek hossza:

~52 + 52 - 2·5·5· cos120' = 5.[3 ~ 8,66.

e) Ellentétes irányú vektorok hossza kivonáskor összeadódik, az eredmény:
10 (egység).

d) A paralelogramma-szabály szerint összegezve egy olyan háromszög harmadik
oldalát keressük, amelynek két oldala 5, és ezek közrezárt szöge 60° - ekkor egy
szabályos háromszöggel van dolgunk, tehát az összegvektor hossza 5.

e) Ellentétes irányú vektorok hossza összegzéskor kivanódik, az eredmény: O(null­
vektor), ennek a hossza O.

~ a)

a) Ha a partra merőlegesenevez, amed- J ~ ~
dig átér 4 km sebességgel a 300 rné- :5 i 3

ter
3
széles f~IYÓn, addig lfeflelé enbnek~ 4 t

a - -et teSZI meg, mert a o yo se es-
4 a) c)

. ak3 kmsege cs h
Eszerint (300 . 0,75 =) 225 méterrel lejjebb köt ki. Lényegében a vektorhárom­
szög és az .átkelési háromszög" hasonlóságát használtuk ki.

b)
0,3km

alatt, ami 4,5 perc.
4 km

h

c) Ahhoz, hogy szemközt kössön ki, "felfelé" kellene eveznie úgy, hogy az evezés
3

irányának a parttal bezárt szögére igaz legyen: cos a = -, azaz a kb. 41,41 ''.
4

a) Egyirányú vektorok hossza összegzéskor összeadódik, az eredmény: 1O(egység).

b) A paralelogramma-szabály szerint összegezve egy olyan háromszög harmadik
oldalát keressük, amelynek két oldala 5, és ezek közrezárt szöge 120':

~52 + 52 - 2·5·5· cos 120' = 5.[3 ~ 8,66.

c) A Pitagorasz-tétel révén az összegvektor hossza 5fi ~ 7,07.

A golyóra ható nehézségi erőt szemlel­
tető vektor végpontjain keresztül a lej­
tővel párhuzamost, illetve rá merőlc­

gest húzunk. Az igy nyert téglalap két
oldalvektora a keresett két összetevő.

A lejtővel párhuzamos összetevő nagy­
sága Fl = G . sin a, a lejtőre merőleges

összetevő nagysága F2 = G . cos a.

Megjegyzés:
Felhasználtuk, hogy az ábrán a-val jelölt szögek - merőleges szárú hegyesszögek
- egyenlők.

262 261

__ o

tr



VEKTOROK
T VEKTOROK

a) Két vektor skaláris szorzata: ab = Ia I.Ib I· cos y, ahol a két vektor y szöget zár
be egymással. Mivel cos y értéke - l és I között változhat, ezért a szorzat akkor
minimális, ha a vektorok ellenkező irányúak, azaz szögük 180°, ekkor
ab = -l a 1·1 b [ , azaz most - 12; és a szorzat akkor maximális, ha a vektorok
egyirányúak, azaz szögük 0°; ekkor ab = la [. Ib l, azaz most 12.

b) ab =3 ·4· cos y =12· cos y.

a) A különbségvektor hossza akkor minimális, ha a vektorok egyirányúak, azaz
szögük 0°, ekkor hosszuk különbsége a különbség hossza, azaz most I; és a kü­
lönbségvektor hossza akkor maximális, ha a vektorok ellenkező irányúak, azaz
szögük 180°; ekkor hosszuk összege a különbség hossza, azaz most 7. (L. még

2091. a), e).)
b) Legyen a vektorok által közrezárt szög y. A közös kezdőpontból felmért vektorok

végpontját összekötő különbségvektor a két eredetivel ilyenkor egy olyan há­
romszöget alkot, amelynek két oldala 3 és 4, és ezek közrezárt szöge y, és a har-

madik oldalát keressük. Ennek hossza: ~32 + 42 - 2 . 3·4· cos y.

Összevonva: ~25 - 24· cos y.
(Mivel cos y értéke -I és I közott változhat, a gyök alatti kifejezés 49 és I kö-
zötti lehet, vagyis valóban 7 és I kőzőtti a különbség lehetséges abszolútértéke,

lásd a) pont.)

b

" e2 el

"el ez

ez Cj

\liO")

e2~
90°

el

e2 el

e\-e2 :::o O

~
el

A feltétel szerint Ia l = lb I.
Ha a II b, akkor a + b = 0, vagy a - b = 0, ami meg­
állapodás szerint tetszőleges irányú, azaz pl.: minden
vektorra merőleges.

Ha a'}lb, akkor, vegyük fel a két nem párhuzamos
vektort közös kezdőponttal! Ekkor egy speciális pa- a
ralelogrammát, rombuszt feszítenek ki. Ennek átlóvektorai a + b, illetve a-b. Is­
mert, hogy a rombusz átlói merőlegesek egymásra, igya + b .l. a-b.

Másik megoldás:
Vegyük a két egyenlő abszolútértékűvektor összegének és különbségének skaláris
szorzatát! A vektorok skaláris szorzatára alkalmazzuk az ismert összefüggést:

(a+b)(a-b) = a 2_b 2
= lal

2-lbl 2

Ez a különbség az Ia I= Ib I feltétel szerint O.
Két vektor skaláris szorzata akkor és csak akkor O, ha azok merőlegesekegymásra,

ezért a + b .L a-b.

b) A leghosszabb különbségvektort akkor kapjuk, ha
a két egységvektor egymásnak ellentettje; a legna­

gyobb hossz 2.

c) Az e I és e2 egységvektorok skaláris szorzata:
el e2 = I . I . cos 'I' = cos '1'. Ennek a legkisebb
értéke -I, ami ellentétes irányú egységvektorok
esetében ('I' = 180°) adódik.

d) Két vektor skaláris szorzata pontosan akkor nulla,
ha merőlegesek egymásra.

fl ele2 = I . I . cos 'I' = cos '1'. Ha cos 'I' = -0,5, ak­

kor 'I' = 120°.

e) A legkisebb hosszúságú különbségvektort két
egyenlő egységvektor esetén kapjuk; a minimális

hossz O.

12099.[ Tegyük fel, (a + b) .L (a - b). Ismert, hogy két vektor akkor és csak akkor merő­
leges egymásra, ha skaláris szorzatuk O.
Ezt felhasználva a feltétel ekvivalens az (a + b)(a - b) = O egyenlőséggel.

Ebből a 2 _ b 2 = Ia 12 -I b 12 = O adódik. Így Ia l = Ib I.

•ez el
L- >'

4

a) A leghosszabb összegvektort egyenlő egységvek­
torok esetén kapjuk; a legnagyobb hossz 2.

a) Az összegvektor hossza akkor minimális, ha a vektorok ellenkező irányúak. ,azaz
szögük 180°, ekkor hosszuk különbsége az összeg hossza, azaz most l; es az
összegvektor hossza akkor maximális, ha a vektorok egyirányúak, azaz szögük
00; ekkor hosszuk összege az összeg hossza, azaz most 7. (L. még 2090. a), e).)

b) Legyen a vektorok által közrezárt -- -------r-
~ \'OOo_y

szög y. A paralelogramma-szabály 3
szerint összegezve egy olyan há-
romszög harmadik oldalát keressük,
amelynek két oldala 3 és 4, és ezek

közrezártszöge 180°-y, azaz c= ~32 +4
2

-2·3·4·cos(l800-y).
Összevonva, és felhasználva, hogy kiegészítő szögek koszinusza ellentett érték,

az összeg abszolútértéke: ~25 + 24· cos y. (Mivel cos Y értéke - l és I között
változhat, a gyök alatti kifejezés I és 49 közötti lehet, vagyis valóban I és 7 kö­

zötti az összeg lehetséges abszolútértéke, l. a) pont.)
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12100.1 Ha a - b és a + b merőlegesek egymásra. akkor az a - b és az a + b egyike nullvek­
tor, vagy pedig rombuszról van szó, mivel a rombusz az a paralelogramma, amely­
nek átlói merőlegesek. Mindkét esetben az a és b vektorok egyenlő hosszúak.

a) A vektorok hosszát a feltételből nem lehet megmondani.

b) Ha az eredeti vektorok egyike fele olyan hosszú, mint a másik, (ugyanakkor a be­
vezető részben leírtak szerint a két vektor egyenlő hosszú is), akkor ez csak úgy
lehetséges, hogy mindkettő a nullvektor. (Ekkor összegük és különbségük is
nullvektor, amelyek iránya tetszőleges, igy tekinthetők egymásra merőlegesnek

is.)

12101.1 Két vektor akkor és csak akkor merőleges egymásra, ha skaláris szorzatuk O. Tehát

a-bl.b <=} (a-b)b=O <=} ab-b 2=0.

A skaláris szorzat definiciója szerint

Ia I . Ib I . cos 60° - Ib I . Ib I . cos 0° = O,

I b I . (I a I· cos 60° -I b I . cos 0°) = O.
Egy szorzat akkor és csak akkor O, ha valamelyik tényezője O. =>
J) Ib I= O, azaz b = O, b nullvektor, ekkor a hossza tetszőleges, vagy

2) Ia I· cos 60° -I b I· cos 0° = O => ~ Ia I = Ib I,
2

azaz a hossza b hosszának kétszerese.

Másik megoldás:
Rajzoljuk meg egy pontból kiindulva a és b, egymás­
sal 600-os szöget bezáró vektorokat! A b végpontjá­
ból az a végpontjába mutató a - b merőleges a felté­
tel szerint b-re! E speciális 30°, 60°, 900-os három­
szögben az átfogó a rövidebb befogó kétszerese, (egy
szabályos háromszög fele) azaz a hossza b hosszának a kétszerese.

a) ab egy valós számmal egyenlő, ami nem lehet egyenlő a jobb oldalon álló vek­
torral.

b) A skaláris szorzat definíciója alap-
ján laiibicos,/,= Ibi, amiből
Ibi *Omiattlajcos,/,= ladó­
dik. A következő ábra egy megfele­
lő vektorpárt mutat.

c) Legyen Ia I = I b I * o.

d) Legyen a + b = O, de a * O.

a

b

c) A skaláris szorzat definiciója és a feltétel alapján Ia II b Icos ip > Ia II b I, itt
Ia II b j > O, és emiatt (az egyenlőtlenség osztásával) cos sp > 1 adódik. Ez azon­

ban nem lehetséges.

d) ab egy valós számmal egyenlő, ami nem lehet egyenlő a jobb oldalon álló null­
vektorral.

e) A két vektor legyen egymásra merőleges.

12104.1 (x + y - 2)a = (3x - 2y)b.
Mivel a és b két nem párhuzamos vektor, ezek szárnszorosa akkor és csak akkor

lehet egyenlő, ha a két vektor együtthatója O, azaz x + y-2 = O}

3x - 2y = O

Az egyenletrendszer megoldása: x = '!; y = lS.
5 5

Így (~+ ~ - 2Ja -(I: - I:)b = O valóban teljesül.

b

60°

'..:.

a

a

12102.1 a) Legyenek pl. a és b ellentétes irányú vektorok.

b

a+1l

a-h

b) Ha b = O, akkor tetszőleges a * O vektor megfelel.

12105.1 Merőleges vektorok skaláris szorzata O, igy:

0= (a + 2b)(Sa-4b) = Sa 2+6ab-Sb 2

Mivel lal = Ibl,eztirhatjukigy: O = SlaI2+6jaI2cosy-SlaI 2,aholyazaés

b vektorok által bezárt, keresett szög.

Összevonva: O = Ia 1
2(6 . cos y-3). Mivel a nem nullvektor, csak a második ténye­

ző lehet O, amiből: cos y = 0,5. Tehát y = 60° (a visszakeresés más eredményei vek­
torok hajlásszögeként nem jöhetnek szóba).
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Két vektor akkor és csak akkor merőleges egymásra, ha skaláris szorzatuk O. Tehát

a+3b..L 4a-3b <o? (a+3b)(4a-3b) = O <o? 4a
2+9ab-9b 2

= O.
Jelöljük a és b vektorok hajlásszögét e-nal! A skaláris szorzat definiciója szerint:

4 ·1 a \·1 a I.cos 0° + 9 . 1a I.Ib I.cos e-9· lb I ·1 b I.cos 0° = O.

Mivel a és b egységvektorok, Ia l = Ib I= I => cos e =.:'. => e ~ 56,3° a két vek­
9

Legyen a második koordináta e-, Mivel az e egységvektor hossza l, ezért

( 1)2 2. .,,? 3-- + e2 ;::: l, amiből e; ;:::-.
2 - 4

K · l h " , h' (I.fi) ( 1et e etoseg van te at: e __ o - vagy e __ o

2' 2 ' 2'

2

a

tor által bezárt szög.

Két vektor akkor és csak akkor merőleges egymásra,
ha skaláris szorzatuk O. Tehát

a+Ab..L b <o? (a+Ab)b = O <o? ab+Ab
2

= O.
A skaláris szorzat definíciója szerint

Ia I ·1 b I.cos 60° + AIb I.\ b I.cos 0° = O.
Mivel a és begységvektorok,

lal=lbl=1 => A=-!.
2

1
--b

2

/
/

la _ -- II
/

/

/

/

t-.

b

Másik megoldás:

Mivel az e egységvektor első koordinátája -~, ezért egyik irányszöge 120°, vagy

-120°. A második vektorkoordinátát ezek után geometriai megfontolással (szabá­
lyos háromszög magassága), vagy trigonometriai úton kaphatjuk meg (a második

koordináta sin1200= ~, vagy sin (-120°) = - ~).

I
Az a második koordinátája '2' ezért egyik pozitiv irányszöge 30°. A szabályos há-

\1-'

v

.fi
2

I.".
I,

IS'
Iw

300 I CS
""-~'-+~~ --+­
~"'~ 300 4· cos 30° I

1

1

1

1

Két vektor felel meg a követelményeknek.
Az ábrán ezeket v, illetve w jelöli.

v = 4· cos30°·i + 4· sin 300· j = 2.fii + 2j

w = 4· cos30°·i - 4· sin 30°· j = 2.fii -2j

gasságáról tanultak miatt c második koordinátája

A tengelyes szimmetria segitségével:

1 • .fi. fi. fi. .fi. 1
d=--I+-1' e=--I+-1' f=--I+-j

2 2' 2 2' 2 2'

romszög magasságáról tanultak miatt a első koordinátája

-r- h' .fi. I.,e at a = -I + - j.
2 2

A b egyik irányszöge 45°, ezért az egyenlő szárú derékszögűháromszögről tanultak

Ianiá . dk' k dinátái fi h' b fi. fi.a apJan rrun et oor inataja -. Te at = -I+-j.
2 2 2

A c első koordinátája ~,ezért egyik irányszöge 60°. A szabályos háromszög ma-

.fi h' l . .fi.-. Te at c = -I+-j.
222

lalo

1:1 egy a-val egyirányú egységvektor, hiszen hossza

az a hosszának Ia l-ad része. Hasonlóan 1:1 is b irá- : -: eV.a

nyú egységvektor. A két egyenlő hosszú (de a feltétel / ~
szerint nem párhuzamos) vektort közös Okezdőpont- Ihl Va_ :
ból felmérve, egy rombusz egy csúcsból kiinduló két
oldalvektorát kapjuk. E két vektor összege a rombusz
O csúcsából induló e átlóvektora. Mivel a rombusz átlói egyben szögfelezők is,

ezért e is felezi a és b vektorok szögét. Mivel 1:1 és 1:1 bárhol felvehető, 1:1 + 1:1
vektorról általában az állítható, hogy párhuzamos a és b vektorok szögfelezőjével.

Az ábra alapján egy szabályos háromszög magassága

az 5 egység, tehát Ivl.fi = 5 egység, azaz a vektor v
2

hosszára igaz: ~ ~ 5,774 egység.
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c) A különbségre a másik háromszögből, hasonlóan

koszinusztétellel: (2 ~ 4 + 16 - 16· cos 60° ~ 12.

Tehát a különbségvektor J12 ~ 3,46 egység

hosszú.

a) Legyen az egyik vektor hossza a, mig a másiké b.
A feltétel szerint b ~ 2a.

4 ~ ab ~ a- 2a· cos 60° ~ 2a 2 ·0,5 ~ a 2

Innen az egyik vektor hossza 2, a másiké 4.

b) Az összegükre az ábrán satirozott háromszögből:

2s ~ 4 + 16 - 16 . cos 120° ~ 28. Azaz az összeg-

vektor .J2s ~ 5,29 egység hosszú.

2

)'1" h

- - - - -,1

,,<,'
" :

S,,

/4

6:1f,/

4

600

v

2

4

a

b

--4

a) AA' ~ (5 - 2; l - 3) ~ (3; - 2),
---;

Aj\H ~ (-I-5; 7-l) ~ (-6; 6).
A hosszuk ezért:

IM'I ~ ~3' +(_2)2 ~ fI3 ~ 3,61 és

li~i,1 ~ ~(-6)' +62 ~ 6fi ~ 8,49.

b) A pontok koordinátáihoz hozzáadva az
eltolások vektoráuak koordiuátáit kapjuk
az eltolt pontok képének koordinátáit:
B' ~ (-1; 4) + (3; -2) ~ (2; 2),
BH~ (2; 2) + (-6; 6) ~ (-4; 8);
c' ~ (6; -2) + (3; -2) ~ (9; -4),
c" ~ (9; -4) + (-6; 6) ~ (3; 2);
D' ~ (-4; -9) + (3; -2) ~ (-I; -Il),
DH ~ (-I; -Il) + (-6; 6) ~ (-7; -5).

Húzzunk a v kezdőpoutjáu keresztül
párhuzamost a-val, v végpontján ke­
resztül pedig párhuzamost b-vel. A ka­
pott háromszög két oldalvektora via,
illetve V2b (v,a kezdőpontjaa v kezdő­

pontja, v,b végpontja a v végpontja).
A VI szám két dolgot fejez ki: előjele

azt jelzi, hogya via vektor az a-hoz ké-

b) [(2; 3) - (5; -1)](-3; 2) ~ (-3; 4)(-3; 2) ~ 9 + 8 ~ \7,

a) Ha ismertek az a + b és a - b vektorok, akkor ezek
összegének fele az a, és különbségük fele a b.

. , , k (3; -I) + (-l; 5)
Koordmatak al: a ~ ~ (1; 2);

2
illetve b~ (3;-1)-(-1;5) ~(2;-3).

2
b) Lásd az ábrát!

c) A két vektor skaláris szorzata:
ab ~ (I; 2)(2; -3) ~ 2-6 ~ -4.
(Negativ, mert a közbezárt szög nagyobb, mint
90°, és ekkor a koszinusz már negatív.)

c) Mivel a skaláris szorzat "disztributív", ez ugyanaz, mint az a) feladat, tehát az
eredmény -10. Persze közvetlenül is kiszámolható, mintegyellenőrzésül:

(2; 3) (5; -1) + (-3; 2) (5; - I) ~ (10 - 3) + (- 15 - 2) ~ 7 - \7 ~ - 10.

d) [(2; 3) - (-3; 2)] [(2; 3) + (-3; 2)] ~ (5; 1)(-1; 5) ~ -5 + 5 ~ O.
(Azaz a két vektor merőleges. Lásd még a 2100. feladat megoldását).

A huszár a "vízszíutes" és "függőleges" irányok egyíkében I, a másikában 2 mezőt

léphet bármerre, így a ± I és ±2 koordináták párosításai adják az eredményt.
Az óramutató járásáuak megfelelő sorrendbeu végigjárva a (feladatgyűjteménybeli)

ábráu jelölt lehetőségeket:
(1;2), (2; l), (2;-1), (1;-2), (-1;-2), (-2;-1), (-2; l), (-1;2),

Ha a(2; -3), b(-I; 5) és eCO; 3), akkor

a) a + b + c ~ (I; 5);

b) a- b-c ~ (3; -Il);

c) 2a-b-e ~ (5;-14);

I
d) 2a - 3e~ (I; -10,5);

e) 3(2a - b) ~ (15; -33),

[2115.1 a) [(2; 3)+(-3; 2)](5;-1) ~ (-l; 5)(5;-1) ~ -5-5 ~-1O.
(A skaláris szorzat eredménye egy valós szám!)
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v

Szerkesztés
Húzzunk párhuzamost a-val a v vektor
kezdőpontján keresztül és állitsunk
merőlegesta-ra a v végpontján keresz­
tül. A keresett összetevőket az ábra
mutatja.

Az a vektor hossza .J1O, a b vektoré pedig ~, ami az a hosszának ...[8 -szoro­

sa. A keresett vektor tehát: .Js b.

.Jsb~ ~b~(8~; - 4~J~(2E-~).

8 10
Tehát v ~ --a+-b.

II 11

Számolás
Egy az a-ra merőleges vektor például b(1; 3). A párhuzamos összetevő legyen aa,
a merőleges összetevő (Jb, tehát a(3; -1) + (J(l; 3) ~ (4; -3).
Ebből a következő egyenletrendszer adódik: 3a + {J ~ 4

-a+3{J ~ -3.

Az egyenletrendszer megoldásaként a ~ ~ {J~ _.!c adódik2' 2 .

-r- hát 'h .. .. (9 3)re a a par uzamos osszetevo "2; -"2 ' a merőleges összetevő

Ekkor fel kell irnunk v vektort ka + lb alakban, ahol (k; l) a keresett koordináták A
v, a és b eredetí első és második koordinátáira külön-külön is fennáll a felbontás:

4~k(-3)+1'2} -3k+21~4}.

2
- k l l 3 ' vagy a rnegszokottabb formában: ._.+. k+31~2

A felső egyenlethez hozzáadva az alsó háromszorosát, k kiesik és kapjuk: III ~ 10
10 ' '

azazl~-.
11

V' . hl '(1)' 10 8Issza e yettesítve p. az alsoba: k ~ 2 - 3 . - ~ - - .
11 11

pest milyen irányú (ha pozitív, akkor azonos irányú, ha negatív, akkor a-val ellenté­
tes irányú); a v, abszolútértéke pedig azt mutatja meg, hogya vIa vektor hossza hány­
szorosa az a hosszának. Ezt méréssel, majd egy osztássallehet megállapitani: a hosz-

sza 22 mm, via hossza 24,5 mm és egyirányú vektorok, ezért v, ~ 2~;5 = l, ll.

Hasonlóan állapitható meg a V2 is: b hossza 35 mm, vzb hossza 22 mm és ellentétes

.. . k k.ezé 22 063lranyu ve toro ,ezert V2 ::: - 35 ~ -, .

Tehát v ~ l,lla _ 0,63b; az adott v vektor koordinátái az adott bázisrendszerben 1,11

és -0,63.

Megjegyzés:
A szerkesztés és mérés útján kapott eredmény természetesen közelitőjellegű, a pnn-
tosságtól függően más (elvileg helyesen megállapított, elfogadható) értékek is adód-

hatnak.

~

b) A v vektor a-val párhuzamos OA összetevője aa,
b-vel párhuzamos összetevőjepedíg {Jb alakban is
felirható, ahol a és {J valamilyen valós szám.

~ ~

Mivel v ~ OA + OB, ezért v ~ aa + {Jb.
Ez utóbbi vektoregyenletet mindkét koordinátára
felirva az alábbi egyenletrendszert kapjuk:

7 ~ 2a+{J
6 ~ -3a + 4{J.
Az egyenjetrendszert megoldva a ~ 2, {J ~ 3 adódik.

~ ~
így az OA ~ aa vektor koordinátái (4; -6), az OB ~ {Jb vektor koordinátái pe-

dig (3; 12).

a) Jelöljük a v vektor kezdőpontját O-val, végpontját
P-vel. O-n és P-n keresztül húzznnk az a, illetve a
b vektorokkal párhuzamos egyeneseke!.
Az O-n átmenő a-val párhuzamos és a P-n átmenő
b-vel párhuzamos egyenesek metszéspontja le­
gyen A, az O-n átmenő b-vel párhuzamos és a P-n
átmenő a-val párhuzamos egyenesek metszéspont­

ja legyen B.
~

A v vektor a-val párhuzamos összetevőjeOA, b-vel
~

párhuzamos összetevője pedig OB.

x ~ ,la + I'b, ez a megfelelő koordinátákra lebontva: -6 ~ Ll - 101'
12 ~ 5,1+21'.

Az egyenletrendszer megoldása: A ~ 2, I' ~ l, igy x ~ 2 . a + l . b.
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Megjegyzés:

Ia I . cos 'p = a . b", ahol b" a b vektorral egyirányú egységvektor, s így

1 [-2 1)
b"= fbi b = ~; ~ .

[2128.1 lal = ~a~ + ai = ~22 + (-5)2 =.J29

a) Az a vektorral egyirányú egységvektor -"- = a [_2_. _ _ 5_)
lal '.J29' .J29'

Az[a v;ktorra2me)rőle
ges egyS~[gVek~orok: 2)

a ~ .J29; .J29 ' illetve a ~ - .J29; - .J29 .

b) Az a vektorra merőleges, 3 egység hosszúságú vektorok:

a{~; ~} illetve a2[-~; - ~J

c) Az összes, a vektorra merőleges vektor b = ,;ta~ [~; ~), ahol z E R.

Legyen z = (x; y). Ekkor uz = 2x + 2y = 14 és vz = x - 6y = -7.
Kifejezve a második egyenletből x-et: x = 6y - 7.
Ezt beírva az első egyenletbe: 2(6y -7) + 2y = 14.
Rendezve: 14y = 28, amiből y = 2.
Visszaírva x kifejezésébe: x = 6·2 -7 = S. Tehát z = (S; 2).

Az a vektor hossza m = S, a b vektor hossza ~100 = 10. A b vektor irányába

mutató ]a I hosszúságú vektor (3; -4). Tehát az a +..le b = (6; O) vektor már az a
2

és b szögfelezőjének irányába mutat, (mert a rombusz átlója egyúttal szögfelező is)

hossza 6, így a keresett egységvektor ~(6; O) = (I; O), és a (-I; O).

a) A skaláris szorzat értéke a koordinátákból:
ab = albi + a2b2 = 4 . (-1) + 3 ·2 = 2.

b) A két vektor abszolútértéke: lal = 142 + 32 = S, Ibi = ~(_1)2 + 22 =~.
A skaláris szorzat definició szerint: ab = lal·lbl· easy, ahol a két vektor y szö­

get zár be egymással. Beírva a már ismert értékeket: 2 = S~ cos y, amiből
2

cos y = r;' Ebből y = 79,70" (a visszakeresés más eredményei vektorok haj­5'\15
lásszögeként nem jöhetnek szóba).

12132·1 a) al = 3,8; a2 = -2,4; b, = -4,2; b2 = -S helyettesítése után cos", = -0,1349
adódik, amiből", = 97,75".

b) A vektorok hossza.

(L)

(IL)

b

y = ±2;

ab = 2x - 3y = O,

x 2 + y2 = 13.

a/
LJ

Legyen b(x; y). A feltétel szerint egyrészt a 1- b. tehát

másrészt lal = Ibi és lal = ~4+9 = J)3, így
13

(Lj-ből x = 1,Sy, így 2,25/ + / = 13, y' = 3,25 = 4,

YI ::::: 2 esetén Xl ::::: 3, Y2;::: -2 esetén X2::::: -3.

A keresett vektorok: b'(3 ;2) és b"(-3 ; -2).

Másik megoldas:
A feltételek miatt b az a +90"-os és -90"-os elforgatottja lehet:
b'(3; 2) és b"(-3; -2).

Az a vektor b vektor egyenesére eső merőleges vetületének hossza Ia I . Icos 'p I, ahol
'p az a és b szöge.

lali cos 'PI = labl = I-6 + 41 =~ = 2 ~
Ibi .J4+1 -JS S

Hasonlóan a b vektornak az a vektorra eső merőleges

vetületének a hossza

labl 2 2
Ibllcos'PI=-II= ~=

a '\19+16 S

Legyen b(b j ; b2) .

Mivel a 1- b, ezért ab = O, azaz 10b j - Sbz = O,

illetve Ib I = m, így b j
2 + b/ = ro.

Az első egyenletből bz = 2b j .

Ezt a második egyenletbe behelyettesítve b l
2 + 4b/ = l O, amiből b/ = 2 adódik.

Innen bl = ,fi, s így b2 = 2,fi, illetve

b, = -,fi, s így b2 = -2,fi.

Két megoldás van: (,fi; 2,fi) és (-,fi; -2,fi).
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B

Q

c

a=81,9°.

p

R

O

tehát a, = 4; b] = O; C] = 8.

összeadva az egyenleteket a] + b] + C] = 12
b] + C] = 8,

-> ->
AB(3; 4); AC(-3; 3).
-> ->
AB és AC hajlásszöge kiszámítható a két vektor skaláris szorzatának kétféleképpen
való felirásáva!:

1A:B1·IAClcos IX = 3 ·(-3)+4· 3 = 3.

IABI = ~32 + 4' = 5; lACI = ~(_3)2 + 32 = 3fi.:

5· 3.fi.· cos a = 3 => cos a = 0,1414

Az oldalfelező pontok legyenek rendre
P, Q, R. Az A pontba mutató a vektor

->
r+RA.
A háromszög középvonalának tulajdon­

ságából adódóan RA = ijP = p-q.
Tehát a = r + p-q.
Hasonlóan számolható ki a B pontba
mutató b vektor és a C pontba mutató
c vektor is.
b = P + q - r, e = q + r-p.
A megadott adatok esetén:
a(4; 10), beO; 6), e(8; -2).

-> ->
BA(-3; -4); Bec-6; -1).
-> ->
BA és BC vektorok hajlásszöge kiszámítható a két vektor skalárís szorzatának két-
féleképpen való felirásával:

IBAI·liiCi·cosp = (-3) ·(-6)+(-4)· (-1)=22.

IBAI = IA:BI =5; IBCI=~(-6)2+(-1)2={37.

5· {37 . cosp = 22 => cos p = 0,7234 => p = 43,7°.
A háromszög belső szögeínek összege 180°, ezért y = 54,4°.

Másik megoldás:
Legyenek a csúcspontokba mutató vektorok a(a]; 02);
zőpontra vonatkozó tételek szerint:

a, +b] = 2
2

al + Cl = 6
2

hj +c j--=4
2

....• O'lr:
~.H2

O .)_B(9;-1

-> -> ->
a) AB = OB - OA = (6; -8).

b) Legyen AB felezőpontja F.
O pont F-re vonatkozó tükörképét je­
löljük O'·vel.
OBO'A paralelogramma egyík átlója
-----> -> ->
00'= OA +OB = (12; 6).

-> 1---.
F felezi 00' átlót, ezért OF = "200' = (6; 3).

-----'I- -----7 l ------+ -----7 1 ------+ l ------+ l -----7 ------+
Másként: OF = OA + -AB = OA + -OB - -OA = -(OA + OB).

222 2

c) Legyen AH] = H,H2 = H2B. Ekkor
-> ->

-------7 ------+ -------7 ------+ 1 ------+ -----7 1 ------+ l ------+ 2OA + OB
OH] = OA+ AH] = OA+"3 AB = OA +"3 0 B-"3 0 A = 3

Innen~ = (5; ln-
-> ->

-----> -> 2-> -----> OA + 20B ( 5)
Hasonlóan OH, = OA +"3 AB. Ebből OH, = 3 = 7;"3 .

Két vektor skaláris szorzatáról tanultak alapján az a és b vektorok a hajlásszögének
a·b

a koszinusza: cos a = r;;Tlbl'
82-3·6

A megadott adatok esetén cos a = ~ ~
82 + (_3)2 2' + 62

A keresett a = 92,12°.

12134.1 xy = Ix I . Iy I . cos 'P, ahol 'p az x és y vektorok szöge. Innen cos 'p = Ixl'IYI'

Legyen a és b szöge y.
ab -9 + 16 7 . 73 740

Ekkor cos y = r;;Tlbl = 5 . 5 = 25 = 0,28, mnen y = , .

-12-12 -24
b és e szögét jelöljük ze-val' Ekkor cos a = 5.5 = 25 = -0,96, a = 163,74°.

Mivel a . e = O, ezért a és e merőlegesek egymásra, tehát szögük 90°.
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Mivel itt három egymáshoz csatlakozó vektorról van
szó, az összefűző módszer szerint összegük az első

kezdőpontjából az utolsó végpontjába mutat. Mivel
-->

azonban e két pont egybeesik (azAA-ról van szó), az
eredmény a nullvektor (O).

~2

a2+h2~8

2
az + Cz = 4

2
bz + Cz

2

összeadva az egyenleteket a, + hz + Cz ~ ]4
h2 + c2 ~ 4,

tehát az ~ \O; hz ~ 6; Cz ~ -2.

A szabályos háromszög köréirt körének középpontja egybeesik a súlyponttal.
--> --> -->

A 2140. feladat eredményét alkalmazva SA + SB + SC ~ O, igy
--> --> -->
OA + OB + OC ~ O.

Az A, B, C pontokba mutató belyvektorok legyenek rendre a, b, c.

kk ABCh
' .. 'l "b 'h l a+b+cE or az aromszog su yporuja a mutato e yvektor C"----'---'-C

3
-->

Az A l pontba mutató helyvektor b + AB ~ b + b - a ~ 2b - a.
A B l pontba mutató helyvektor 2c - b, a C. pontba mutató helyvektor 2a - c.

A A B C h
, .. 'J . 'b ' h 1 2_:.:::b_-_a::..:-+.=2.=cc:----.:b=-+-'-.::2=a--..-:c

z ) ) ) aromszog su ypontja a mutato e yvektor - 3

a+b+c h' ké h' .. 'I . lóh ik~ 3 ' te at a et aromszog su ypontja va o an megegyezt .

x

c

15

B

to

y

13

2 Á

5

-6

o
-3

c'

-9

Legyenek a téglalap két szomszédos
csúcspontjának koordinátái:

-->
A(l; 2), B(3; 5), igy AB(2; 3).

Mivel AB 1. AD és lAD I~ 4 ·IAB l, D'
-->

felirjuk az AB -re merőleges, négyszer
olyan hosszú vektort. Két ilyen vektor

--> --->
van: AD(l2; -8), illetveAD'(-12; 8).
A téglalap megfelelő szemközti oldal- -ll

--> --> -----7

vektorai egyenlők: AB ~ DC ~ D 'C'.
Ezek segítségével a csúcspontok koor­
dinátái a következőképpen számolha-

----'> ----'> ----'> -----7 ----'> -----7
tók: OD ~ OA +AD, illetve OD' ~ OA +AD' => D(13; ·6); D'(-Il; \O);

----'> ----'> ----'> -----7 -----7 ----'>
OC ~ OD + DC, illetve OC' ~ OD' + D'C' => C(lS; -3); C(-9; 13).

-----; a
CC

I
~ L b.,,:felezőpontbamutató helyvektorra vonatkozó tétel szerint:

-----;AA
I

'_ AB + AC a + b -----; -----; a a b bTehát CC + AA ~ - - b + - + - ~ a - -.
22 1'2222

Legyenek a rombusz két szemközti csúcspontjának koordinátái: A(-]; -3), C(9; S).
A rombusz átlói merőlegesen fejezik egymást. Ha a hosszabbik átló a rövidebb átló

háromszorosa, akkor ez az átlók felére is igaz.
-->

Az állók felezőpontja F(4; l), így FC(S; 4).
Mivel FC 1. Fil és IFC I~ 3 . IFil I, felirjuk az FC-re merőleges, harmad­

olyan hosszú vektort.

igyasúlypontból a
3

o

3
2b - a - c

3

2c-a-b

3

3

3

Jelöljük a vonatkoztatási rendszer kez­
dőpontját O-val, és vezessük be a kö­
vetkező jelöléseket:
----'> ----'> ----'> ----'>
OA ~ a, OB ~ b, OC ~ c, OS ~ s.
,--> -->
Igy AS ~ s - a, BS ~ s - b,
----'> ----'> ----'> ----'>
CS ~ S - c és AS + BS + CS ~

~s·a+s-b+s-c~

~ 3s· (a + b + c).
a+b+c

Ismert, hogy s ~ , ezt alkal-
3 ----'> ----'> ----'>

mazva, a keresett összeg AS + BS + CS ~ O.

Megjegyzés:
Ha S a vonatkoztatási rendszer kezdőpontja, az emlitett tétel szerint:

----'> -) ----'>

SS ~ SA + SB + SC ~ O.
3

sc ~ c- a+b+c
3

--> a+b+c
SB~b

csúcspontokba mutató vektorok:
--> a + b + c 2a . b - c
SA~a ~----

a+b+c
A háromszög S súlypontj ába mutató helyvektor C"----'---'-C
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c) Az ábra szerintí M pontba mutató
vektort kell meghatározni.
Az AD felezőpontjába mntató vektor

a+d H l'-- . ason oan BC felezőpont-
2

"b b + c E .Ja a mutat --. kkor Igaz lesz,
2

a+b+c+d .
hogy: ill = mivel a

4
középvonalak a négyszög oldalai­
nak felezéspontjai által meghatározott paralelogramma átlói. Ez tehát a négyszög
középvonalainak metszéspontjába - ami egyben a négyszög súlypontja - mutató
vektor.

x

C(9: 5)

B(*;~~

=> D(~' _3.).
3' 3

illetve
~ ~ ~

OD = OF+ FD

K , '1 ~( 4 5)et l yen vektor van: FB -3'; 3' '

illetve FD(~ -~).
3 ' 3

Ezek segitségével a csúcspontok koor­
dinátái a következőképpen számolha-

tók: OB = OF +FB => B(~' ~)3' 3 '

D'

E

y

D

D

A
x B

E

B G C

/ c

A
F D

A '--- ----''--- ---' B

---------;, -------7 -----+ ---7

Legyen ED' = AD és EC' = BC.
Így AED'D és EBCC' négyszögek para­
lelograrmnák, mivel AD és ED', illetve
EC' és BC párhuzamosak és egyenlők.

Ezér! e paralelagrammák másik oldalai
is egyenlők: DD' = AE = EB = C'C és
párhuzamosak. Így DD'CC' négyszög
is paralelograrmna, mert két oldala pár­
huzamos és egyenlő. A paralelogram­
ma átlói felezve metszik egymást, tehát

F C'D ' ak 'C l' , ~ l (-O -----» l (~ ~)a sz aszt IS re ezi. Ezer! EF = 2' EC' +ED' = 2' AD + BC .

Másik megoldás:
, ~ ~

Az abra szerint EF = x + AD + y,
~ ~

valamint EF = -x + BC - y.
A két egyenletet összeadva kapjuk:
~ ~ ~

2EF = AD +BC.

-------7 ---7 ---7 -----7

FG = FA + AB + BG =
1 -------7 ----'t 1---7

= - DA + AB + - BC =
2 2

l ~ ~

= a + 2'(DA + BC) (L)

a

a

o

a
2

---~

a+b

'.- " C

b

b a+Í"I

A Ir-----\--/-~"J

a+b
a) -2-' ahol azt használtuk fel, hogy

a paralelogramma átlói felezik egy­
mást (lásd az ábrát is).

b) A két átló felezőpontja különböző,

azaz két vektor! kell meghatározni.
Az ábrán x-szel jelölt vektorra

a
b+-

. 2 b a
Igaz: x = -- = - + - .

2 2 4
A másik, y-nal jelölt vektorra:

b-a a b
y=a+--=-+-.

2 2 2

~ ~ ~

Mivel AD = OD - OA;
----t -------7 ----t ----t -------7

BC = OC - OB és AD = BC a parale-
logramma szemköztí oldalvektorai,
igy igaz az állítás.

180 181
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AB + SC + CD + DA = Oés a kezdeti jelöléssel
~ ~ ------7 ------7

a + BC - c + DA = O => BC + DA = c-a.
---7 I I l

Ezt (I.)-be helyettesitve FG = a + -(c - a) = -a + -c.
222 b

c

a

D~__..;:-__.C

1 -------7'---------'-'" 3 -------Jo-------7

-a+2b=A3Q=RB,; 3b--a=LB[ =A,N;2 . 2 .

2( 3) -, -----;(2a-h)-3 3a-2'h =2a-h-2a+h=0=KK=A[A[ = ... stb.

~ l ------7 -------7 ------7 ------7

b) B B = - - a' PM = 2b' MK = -2a - 3h' LR = -2a + h' SP = 2a - h'3 2 2' ,. , , ,
---7 -----;

PN=-2a+2h; A3B[=-a+3b.

b) A feladat szövegének zárójeles meg­
jegyzése miatt a O, a, a + h és
a + b + c vektorok számtani közepe

kell: s = O+ a + a + b + a + h + c =
4

3a 2h c
=-4 + -4 + 4' A~----:!---_J
Ez lesz a négyszög súlypontj ába mu- B
tató vektor (ti. a négyszög súlypontjáról van szó).

~151.1 a) egyenlő;
b) összegének ellentettjével;

c) ugyanakkora (vagy: ugyanolyan hosszú);

d) nullával;

e) 60°.

r::::-;:;:;l ~ -----;
~ a) a - b = RA2 = B,Q;

r::-:-::l ~ a + b + c
~ a) Az ABC háromszög S[ súlypontj ába mutató helyvektor: OS, = 3 ;

a PQR háromszög Sz súlypontjába mutató helyvektor: OS; = P + i+ r .

Megjegyzés:
A fentiek szerint a megadott a és b vektorok által alkotott bázisrendszerben a be-

rajzolt vektorok koordinátái a következők lesznek: s:;s::(-~; o): meO; 2);

-------7 ------7 ------7 ------7 --l'

MK(-2; -3); LR(-2; l); SP(2; -l); PN(-2; 2); A3B [(- I ; 3).

12153.1 a) Ia I= 1,8 cm; Ih I= 1,0 cm.

b) a - h vektorú eltolással; ennek hossza 2,3 cm.

c) Soronként haladva: a; 2a; b; a + b; 2a + h; -a + 2h; 2h; a + 2h; 2a + 2h.

b

H
. _",_ E

c

a

a) Kezdjük az ABC háromszög súlypontjával. Az ábra szerinti sJ a kérdés. Mivel

k
2 ..

a keresett ve tor --a a BC felezo- D c C
3 -:------''----''A

pontj ába mutató vektornak, ezért:

s =~.(a+!'.)= 2a +!'..
J 3 2 3 3

A BCD háromszög esetén induljunk
ki abból, hogyasúlypontba mutató
helyvektor mindig a csúcsokba mu­
tató helyvektorok "számtani köze-
pe". Az A-ból rendre a B, C, D csúcsokba vezetnek az a, a + b, illetve a + b + c

a+ a+ b+a+ b+c 2b c
vektorok. Ekkor S2 = = a + - + -

3 3 3
Az ACD háromszög esetéri az előbbi gondolatmenettel a O, a + b és a + h + c

k k szá . k k II 2a 2h cve toro szarntam ozepe e : 83 = - + - + -
3 3 3

Végül az ABD háromszög esetén A-ból a csúcsokba mutató vektorok: O, a és
2a b c

a+b+c igy s =-+-+-.
, 4 3 3 3

Másik megoldás:
---7 ---7

Toljuk el AB -t AD -ral!
• ---7 ---7

Igy AB = DE = a, az eltolás miatt
ABED paralelogramma.
Húzzunk párhuzamost G-n keresztül
BE-vel. Mivel G a BC oldal felező­

pontja, ezért GH a BCE Li középvona­
la, igy felezi CE oldalt és hossza BE szakasz fele. Mivel F az AD felezőpontja és

AD II BE II GH és GH = FD, ezért FGHD paralelogramma (konvex, és l-l oldala
---7 ---7

párhuzamos és egyenlő), igy FG = DH.
---7 ---7 I ---7 l l I

Mivel DH = DE+-EC = a+ -(c -a) = -a+-c.
2 2 2 2
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Tehát az F pont az S3 ponttal azonos. Ezt kellett bizonyítani.

c

Ee

B

a

A

e+a+b+c d-e 1--,
----=--=-ED

4 4 4 '

4

c) Legyenek a szóban forgó átlók felezőpontjai K, L, M, N, P (ábra).
--, --,

OK = OFI + OF] a + b + c + d
2 4--, --,

01= OF, +OF4 = b+c+d+e
2 4

--, --,
OM = OF] + OF, = c + d + e + a

2 4
--, --,

ON = OF. + OF, d + e + a + b
2

--, --, --,
b) IT = PV -PT.

--, --,

a) PF = PQ+PR
2 .

--, --,

OP = OFs + OFz = e + a + b + c
2 4

@Kl= OZ ~OK = b+c+d+ e a+ b+c+ d = e -a = .1:.;iE,
4 4 4 4--,

tehát KL valóban párhuzamos az ABCDE ötszög egyík oldalvektorával.
Hasonlóan kapjuk, hogy

L--'M = O--'M _ O--'L __ c+d+e+a b+c+d+e a v-b 1--,
4 4 =-4-= "4 BA,

M--'N = O--'N _ O--'M ~_ d + e + a + b c+d+e+a b-c 1--,
4 4 =-4-="4 CB,

iiF = oP-oN= e+a+b+c _ d+e+a+b = c-d =.1:.i5C
4 4 4 4 '

tehát az állitás igaz,

@A d) rész megoldásából adódík, hogy a két ötszög szögei páronként egyenlők és
a kis ötszög (KLMNP) oldalaí rendre az ABCDE ötszög megfelelő oldalaínak ne­
gyedével egyenlők. Ez a két ötszög hasonlóságának elégséges feltétele.

3

, Q e
PQ

p \ (I
-.~

.~ \
P

.~

-'~o

a_,--+~b~+---,-c_+--,P,,---,+--,q,----+---,r ----;0
- 6 = SJ'

r --7 --7 --7 4 --7 --7

Igy AB=KB-KA=3·(KQ-KP),

--7 --7 --7 4 --7 --7

CA = KA -KC = -.(KP-KR).
3

--, --, --,
ahol k:= OK; 1:= OL; m:= OM.
A szakasz felezőpontjába mntató helyvektor a végpontokba mutató két helyvek-

.. . k cI' a+p b+q c+rtor osszegene a le e, ezert k = --, l = --, ID = --.
2 2 2

. ----; a+b+c+p+q+r
Ezt felhasznaiva OS3 = -----'---'----­

6
c) Az Sl S2 szakasz F felezőpontjába mutató helyvektor:

----; ----; a+b+c p+q+r
+-~--

OF = OSI + OSz = 3 3
2 2

----; k+l+m
b) A KLM háromszög S3 súlypontj ába mntató helyvektor: OS, = ~:....:.~::-

4
A PQR háromszöget K középpontú, - arányú középpontos hasonlósággal lehet az

3
~ 4 ~ ---'; 4 --7 --7 4-----7

ABC háromszögbe átvínní, ezért KA = -. KP, KB = -. KQ, KC = -. KR.
3 3 3
--7 --7 --7 4 --7 --7

BC = KC ~KB = 3(KR ~KQ),

--,
Az e egyenes párhuzamos a PQ = q ~ p = Si - 9,6j
vektorral. Ennek a z vektorral alkotott skalárís szorza­
ta: z(q-p) = (48i+ 25j)(5i-9,6j) = 240-240 = O,

--,
tehát z merőleges a PQ -ra és igy az e egyenesre is.

~ --7 --7 -----7 --7 --7

~ a) AB = b - a, BC = c - b, CD = d - c, DE = e - d, EA = a-e.

b) Legyen AB felezőpontja FI, Be felezőpontja F2, CD felezőpontja F3, DE felező­

pontja F4, EA felezőpontja Fs. A szakasz felezőpontjába mutató helyvektor a
végpontokba mutató két helyvektor összegének a fele, ezért
~ a+b --7 b+c --7 c+d ~ d+e ~ e+a
OF, = -2-' OFz = -2-' OF] = -2-' OF4 = -2 ' OFs = -2 .

c) A származtatás miatt PQ = PT, PR = PV és QPV 1 = RPT1, ezért az emli­
tett két skaláris szorzat is egyenlő.

-
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a) AzABCh ' "'1 "b ' a+b+c
~ aromszog su ypontja a mutato vektor .

3

b) A téglatest P-ből kiinduló testállójának végpontjába az a + b + c vektor mutat, a

testálló P-hez közelebbi harmadoló pontj ába pedig az a + b + c vektor mutat.

Egyelembevéve az a) feladat eredményét beláttuk, hogy'; P-ből kiinduló test­
allo P-hez ,kozelebbl harmadoló pontja megegyezik az ABC háromszög súlypont­
jával. Ebbol kővetkezik,hogy az ABC háromszög síkja a téglatest P-ből kiinduló
testátlójából a harmadát vágja le.

--> --> (ro + PR)(pv - FT) ro· PV + PR PV - ro FT - PR FT
d)PF·TV~ 2 ~ 2 .

-----7 -----7 ----t -----7 -----7 -)

Mivcl PR merőleges PV -re és PQ merőleges PT-re, ezért PR . PV ~ Oés

--> --> =" =I FQ.pv-PRPT
PQ . PT ~ O, tehát Pr . Tv ~ . A c) részhen hizonyítottak

2
-----7 -----7 ------7 ------7 ------'> ------7

szerint PQ . PV - PR . PT ~ O, tehát PF· TV ~ Ois igaz. Ezzel az állítást bizo-

nyitottuk.
--> --»2

@(PF)2 ~ (PQ:PR

~----~~-

IPF[ ~ ~PQ' + PR' + 2ro PR .
2

------7 2 -----7 -----7 2 2 2 ------7------7
(TV) ~ (PV - PT) ~ PV + PT - 2PV . PT, ebből

[TVl ~ ~PV2 + PT' - 2PV FT .
Mivel PQ ~ PT, PR ~ PV, QPR 1 ~ lSO° - TPV 1, ezért
------7 ---7 ---7 ------7 I--> -->PQ . PR ~ - PV . PT, tehát TV I ~ 21PF I, ami bizonyitandó volt.

-->
a) v ~AB ~ (1;-1).

b) Az l s alatt megtett út fi egység, a 7 s alatt megtett út 7fi egység.

F ~ 7 N; s ~ 0,02 m.

a) Fs ~ F· s· cos 1S0° ~ -0,14 (joule).

b) A két merőleges vektor skaláris szorzata O.

c) Fs ~ F· s . cos 45° ~ 0,099 (joule).

d) Fs ~ F· s . cos 1350
~ -0,099 (joule).

-->
AC ~ a+ b;-,
AF ~ a i c;
-->

AH ~ b s- c:
--> '
AG ~ a+ b -rc,

H,.-,- ~ G

c

a) 24· ISO + 31 . 240 ~ II 760 (Ft).
b) A kétféle cukor ára lesz az első, illetve a második koordináta, ekkor az "árvek­

tor": (1S0; 240); míg a fogyást, az eladott termék mennyiségét jellemző vektor:
(24; 3 I). A két vektor skaláris szorzata a bevétel.

c) Ekkor az árvektor: (ISO; 240; 300), a fogyás pedig legyen a (k; m; n) nemnegativ
egészekből álló vektor, a bevétel pedig: lSOk + 240m + 300n; a háromdimenziós

skaláris szorzat.

A munkavégzés az erő és az elmozdulás skaláris szorzata, tehát esetünkben:

Fs ~ F· s· cos (F; s) ~ 110·150· cos 300 ~ S250-G ~ 142S9,4 (1).

-->
Az elmozdulás vektora s ~ AB(3; -4), a testre ható erő F(3; 2). A fizikai értelem-
ben vett munkavégzés állandó erő esetén, az erő és az elmozdulás vektorának ska­

láris szorzata: W ~ Fs ~ 9 - S ~ l egység.

Megjegyzés:
Az adatokból a munka számértéke határozható meg.

186

Az ábra jelöléseit használva:
-----'> l (--> .-rCI -----'> l --> -->
AF, ~2 AB+AC), AF, ~2(AC+CD).

A kérdéses vektor:
-------f _ ~ --------,) 1 -----7 1 ------7 I ------7 1 ------7 1 -----7 1---7
F,F

2
- AF2 -AF, ~ -AC +-CD --AB --AC ~ -CD --AB

222222'
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a) Mivel c merőleges a-ra és b-re is, ezért merőleges e két vektor összegére, a + b­
re is. Így (a + b)e ~ O.

b) (a + b)(b + c) ~ ab + b2 + ac + be ~ O+ l + O+ O ~ l.
(Egységkockáról van szó, így b hossza: I. A másik három tagban merőleges vek­
torok skaláris szorzata van, ami O.)

c) (a+b+e)(a-e) ~ a2 +ba+ea-ae-be-e2
~ l +0+0-0-0-1 ~ O.

(Ez úgy is kijött volna, ha belátj nk, hogy a megfelelő testátló és lapátló merőle­

gesek. Az elemi geometriai bizonyítás volna.)

K

I

I
fi

_3_:f~
I fi
I 2385-
I ' S

fi
20­

s
IX

É

D

fi
13­

s

A gép sebességvektorához a rá ható két hatásvektor összegét kell adni, tehát mivel
a nyugat-keleti irányra merőleges az észak-déli, és a felfelé ható áramlás mind­
kettőre merőleges, ezért az eredő sebességvektor egy téglatest testátlója lesz, amely

nek hossza: ~202 + 132 + 32 ~ .J578 ~ 24,04, azaz az "eredő sebesség" kb. 24 m
s

lesz. Az irány pedig kelet-délkelet, valamint "felfelé". Meg kell határozni a kelettel
bezárt szöget, amin az eredő sebesség földi merőleges vetülete és a kelet szögét

értjük, illetve az emeIkedési szöget. Az elsőre tga ~ .!.2., amiből kb. 33,02° adódik,
20

tehát kb. 330-os szöget zár be haladási iránya a keleti iránnyal (dél felé).
3

Az emeIkedési szögre pedig az ábra szerinti háromszögből: sinfJ ~ = ~ 0,1248,
. -V 578

ahonnan fJ ~ 7, )70; azaz kb. 70-os emeIkedési szög adódik.

VEKTOROK

a) (a + b)e ~ ac + be ~ l . l . cos 60° + l . l . cos 60° ~ 0,5 + 0,5 ~ l.
2 .

b) (a + b)(b + c) ~ ab + b + ac + be ~ 0,5 + l + 0,5 + 0,5 ~ 2,5.
(Felhasználva, hogy bármely két adott egységvektor 600-os szöget zár be.)

c) (a + b + e)(a - c) ~ a2 + ba + ca - ac - be - e2
~

~ l + 0,5 + 0,5 - 0,5 - 0,5 - l ~ O.
(Másik, elemi geometriai okoskodás: az előző feladatból tudjuk, hogy az első

vektor éppen az ABC lap súlypontj ába mutató vektor háromszorosa. Szabályos
tetraéder esetén azonban ez merőleges ABC sikra (testmagasság, mert szabályos-.
a tetraéder) így annak minden egyenesére is. Viszout a másik vektor éppen CA
oldalvektor, ami ebben a sikban van, azaz a két vektor merőleges egymásra, tehát
a keresett skaláris szorzat értéke Okell legyen.)

í
I

l ~170·1
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VEKTOROK

a) Pl. b + c és a + e. (Lásd az ábrát.)

b) (a + c) + b ~ a + b + e.

c) Pl. a + c, b - a, - b - c három
olyan lapátló, amelyek összege O.
(Lásd az ábrát.)

a) Az ábra szerinti betűzéssel keressük:
-. -. -.
AB, BC, CA oldalvektorokat.
-. -. -.
AB ~ b - a; BC ~ c - b; CA ~ a-c.
(A három összege, mivel záródnak, a O.)

@Ismert, hogy a háromszög súlypontjába
mutató helyvektor a háromszög csú­
csaiba mutató helyvektorok "számtani
közepével" egyenlő.

Ha tehát Sj a tetraéder D csúcsából a
szemközti ABC háromszög súlypontj á-
ba mutató helyvektor (és egybeu a tetra-

a+b+e
éder egyik súlyvonalvektora), akkor: SI ~

3
Ha S2 a tetraéder C csúcsából a szemközti ABD háromszög súlypontjáha mutató

(a-e)+(b-e)+(-e) a+b-3e
helyvektor, akkor: S2 ~ 3 3

Az előzőekhez hasonlóan adódik, hogya B csúcsból a szemközti ACD háromszög
(a-b)+(e-b)+(-b) a+e-3b

súlypontj ába mutató helyvektor: S3 ~ 3 3

végül az A -ból a szemközti BCD háromszög súlypontjába mutató helyvektor:
(b-a)+(e-a)+(-a) b+e-3a

S4 ~ 3 ~ 3

-
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c

E

A~----+c---~B

B 'I'-=------crf"----'3'I C

Másik megoldás:
A körülírt kör O középpontjából a háromszög csúcsaiba mutató vektorok legye-

nek a, b, c. 1a I ~ I b I ~ 1c I.
--->

Tekintsűk az OX ~ x ~ a + b + c vektort! (*)
Belátjuk, hogy X a háromszög magasságpontja.
Bizonyitás: x-a ~ b+c (*)-ból
--->
CB ~ b-c

---> 2 2
X - a .L CB, mert (b + c) (b - c) ~ b - c ~ O.
Így X -e- ma- Ugyanigy X illeszkedik a másik két magasságvonaIra is, tehát X a
háromszög magasságpontja.

VEKTOROK

---> --->
a) Határozzuk meg először az SA + SB

összeget! A paralelogramma-sza­
bály szerint kapott vektorra igaz,

---> --->
hogy SG ~ 2SD, hiszen az AGBS
paralelogramma átlói felezik egy­
mást. Azonban a súlypontnak a
súlyvonalakat harmadoló tulajdon-

-/ --->
sága miatt -2SD ~ SC is igaz, de

---> --->
ekkor - SG ~ SC, és igy a keresett

-----7 -----7 -----7 -----7 -----7 -----7 -----7

három vektor összege: SA + SB + SC ~ SG + SC ~ SG - SG ~ 0, vagyis null-
vektor.

---> --->
h) Határozzuk meg először az OB + OC összeget! A paralelogramma-szabály sze-

rint kapott vektorra igaz, hogy
---> --->

OG ~ 20F, hiszen az OBGC para-
lelogramma (sőt, most rombusz) át­
lói felezik egymást. Azonban

---> -,
20F ~ AM, amint az a 2173.-as
megoldásban látható. Így a keresett
három vektor összege:
-----7 -----7 -----7 ----7 -----7

OA + OB + OC ~ OA + OG ~
---> ---> --->

~ OA + AM ~ OM, vagyis a körül-
írt kör középpontjából a magasság­
pontba mutató vektor.

r
~174)

A

B

F

ls
, I

\ 'I /,

A

a

Megjegyzés:
A bizonyitáshan csak azt használtuk fel, hogy A, B és C poutok egy egyenesre il­
leszkednek, egymáshoz viszonyított helyzetüktől függetlenül igaz az állitás.

A súlyvonalak harmadolva metszik
egymást az S súlypontban. Ezért egy
háromszög bármely oldalfelező pontja
a szemközti csúcsnak S centrumú, - 0,5
arányú hasonlósággal kapott képe. A
háromszög középvonalai alkotta há­
romszög hasonló az eredetihez, mégpe­
dig az előzőek miatt éppen S centrum­
maI, -0,5 arányban. (Lásd pl. az 1876.
b) megoldás ábráját.) Az eredeti há­
romszög magasságvonalaiból ugyan-
ezen transzformáció során a középvo-
nal-háromszög magasságvonalai lesz-
nek. Ezek a csúcsokból (vagyis az ere-
deti háromszög oldalfelező pontjaiból) a szemközti oldalra (azaz középvonalra) bo­
csátott merőlegesek. Mivel azonban a kőzépvonalak párhuzamosak az oldalakkal, e
vonalak egyúttal merőlegesek lesznek az eredeti háromszög oldalaira is. Azonban az
oldalra a saját felezőpontjában állitott merőleges nem más, mint az oldalfelező me­
rőleges. Ezért a középvonal-háromszög magasságvonalai egyúttal az eredeti három­
szög oldalfelező merőlegesei - ekkor metszéspontjuk "funkciója" miatt a középvo­
nal-háromszög magasságpontja az eredeti háromszög köré irható kör középpontja.
Tehát O az M-nek S centrumú, -0,5 arányú hasonlósággal kapott képe. (Megjegyzés:
tehát minden háromszögben M, S, O egy egyenesre esik - ezt nevezik Euler-egye­
nesnek -, és MS ~ 2S0.) Mivel e hasonlóság során A képe F, és M képe O, termé­

szetesen AM II FO, és AM ~ 2FO. (A párhuzamosság onnan is könnyen belátható,
hogy mindkettő merőleges a BC oldalra.) A szakaszok megfelelő irányitása miatt ek-

---> -,
kor az is igaz, hogy AM ~ 20F.

-,
BC ~ C - b ~ A . a + ll' b - b ~

~ A . a + (1'- l) . b,
--->
AB ~ b-a.

---> --->
Mivel AB és BC egyállású vektorok,
ezért egyértelműen létezik olyan k va-

---> --->
lós szám, amelyre k . AB ~ BC, azaz
k· b-k·a ~ (Il-I)· b+A·a.Avek­
torok egyértelmű felbontása szerint ebből k ~ Il- l és -k ~ A adódik (a nem pár­
huzamos b-vel). E két egyenletet összead va: O ~ I' - l + A, azaz a bizonyitandó
A + II ~ I összefüggést kapjuk.

VEKTOROK

290 291
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A három oldalél-vektor közül bármely kettő összege egy-egy lapátló-vektor:
a + b =d, a + c =e, b + c = f,
és mindhármuk összege maga a testátló-vektor: a + b + c = g.
Ezért a hét vektor összege: a + b + c + d + e + f + g =
= a + b + c + (a + b) + (a + c) + (b + c) + (a + b + c) = 4a + 4b + 4c =
= 4(a + b + c) = 4g, vagyis a testátló irányába mutat, és négyszer akkora, mint a
testátló-vektor.

'".~, . ,
TRIGONOMETRIA

4.4. Trigonometria

12178.1 Ha cos IX = 0,8, akkor IX = 36,87" + k . 360° vagy 323,13° + n . 360°, k, n E Z.

Ha cos IX = 0,564, akkor IX = 55,67° + k . 360° vagy 304,33° + n . 360°, k, n E Z.

Ha cos IX = -0,2136,
akkor IX = 102,33° + k· 360° vagy 257,67° + n . 360°, k, n E Z.

12179.1 Ha tg IX = 2, akkor IX = 63,43° + n . 180°, ahol n E Z.

Ha tg IX = 3,568, akkor IX = 74,34° + n . 180°, ahol n E Z.

Ha tg IX = -0,245, akkor IX = 166,23° + n . 180°, ahol n E Z.

Ha cos IX = 0,34,
akkor IX = 70,12" + k - 360° vagy 289,88° + n . 360°, k, n E Z.

Ha cos IX = -0,7245,
akkor IX = 136,43° + k . 360° vagy 223,57° + n . 360°, k, n E Z.

Ha cos IX = 0,8760,
akkor IX = 28,84° + k· 360° vagy 331,16" + n . 360°, k, n E Z.

Ha cos IX = 1,000, akkor IX = 0° + k . 360°, k E N. (Ez csak akkor megoldás, ha
feltesszük, hogy a megadott érték pontos, vagy felfelé kerekített. Ha lefelé kereki­
téssei jött létre, akkor nincs megoldás, ti. ICOSIX l <; I, ahol IX E R).

12177.1 Ha sin IX =0,8, akkor IX =53,13° + k . 360° vagy 126,87° + n . 360°, k, n E Z.

Ha sin IX = -0,6742,
akkor IX = 222,39° + k- 360° vagy 317,61° + n » 360°, k, n E Z.

Ha sin IX = -0,7, akkor IX = 224,43" + k . 360° vagy 315,57° + n . 360°, k, n E Z.

---"...---

I

A

o
B k- ~__-'" C

VEKTOROK

c) Mindhárom vektor! bontsuk fel két vektor összegére, amelyekből az első mindig
--'
MO legyen'
---; ~ ---; -, ~

MA + MB + MC = MO + OA +
--------? ~) --------? ~

+ MO + OB + MO + OC =
----7 -------o> -----7 --7

= 3MO + OA + OB + OC.
A három utóbbi vektor összege

---;

azonban az előző pont szerint OM,
---;

azaz -MO, igy a keresett összeg

2MO - azaz a magasságpontból a
körülírt kör középpontjába mutató
vektor kétszerese.

la 1= 8,2 cm, lb 1= 5,6 cm, (a, bH = 46,3°.
Az a vektornak a b vektorral párhuzamos összetevője

al = 8,2 cos 46,3° ~ 5,665
a b vektorra merőleges összetevője

a2 = 8,2 sin 46,3° ~ 5,928. ~" 0,"b -

a
46,3°

Tehát az a összetevőinek hossza:
al ~ 5,7 cm, a2 ~ 5,9 cm.

a]
b

46,3°

a

([2
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TRIGONOMETRIA TRIGONOMETRIA

h h

A paralelogramma területe TI = ab sin E, a téglalap területe Tz = ab.
I

A feltétel szelint 3T, = Tz =} sm B = :3' mivel e < 90', igy a paralelogramma he-

gyesszöge 19'28'.

22,5°

I

B

p

l-x

Ezzel ekvivalensek a következők:

xfi = 1- x
x(fi +1)= 1

x=fi-l.
Tehát PC = fi - 1 és PB = 2 - fi.

cos22 5'= ~2 + fi = ~2 + fi .
, 4 2

Összefoglalva: tg22,5'= fi -1; ctg22,5'= fi + 1;

~2 - fi ~'-2+-fi=2
sin22 5°= . cos22 5°= ., 2' , 2

Megjegyzés:

fi-I fi-I )fi-1
Ha észrevesszük, hogy sin22,5'= ~4-2fi = ~2fi(fi _I) = i-ii '

akkor ebből azonnal adódik, hogy sin 22, 5' = ~2 ~ fi, igy cos 22,5' gyor­

sabban meghatározható.

b) Pitagorasz-tételle!:

Ap2 = x2 + 1 = (fi _1)2 + l = 4 _ 2fi; x

AP = ~4 - 2 fi. C L..l__-L----'_-= A

XI;; l l r:
c) tg22,5°=j='1 2- 1; ctg22,5'=~= fi-I ='12+1;

x fi-l
sin 22, 5° = - = --r=~=

AP ~4-2fi
Próbáljuk meg egyszerűbb alakban felirni úgy, hogy a tört négyzetét átalakitjuk:

. 2 o (fi -l J2 3-2fi (3-2fi)(4+2fi) 2-fi
sm225= = 1;;=

, ~4-2fi 4-2'12 16-8 4

~2-fi ~2-fiMivel sin 22,5' > O, ezért sin 22, 5' = = .
4 2

2-fi 2+fi
cos 2 22,5'= 1 - sin' 22,5'= 1 tehát cos 22,5' > °miatt

4 4

r21s5' a) Tudjuk, hogy x < 1. A szögfelezőtétel szerint: _x 1_
~ I-x- fi'

16 cm

I.J\\,
t..

1,2

a

18 cm

c

x

.•..~

a

a) Az ábra szerint a keresett szögre:

tga =.J.l3 = 1,5, azaz a ~ 56,3', azaz ebben a szög­
1,2

ben érkeznek a Földre a Nap sugarai esetünkben.

, fJ h 2b) Ismer az ábra szerint, most tg = -- = -,
1,5h 3

ahonnan fJ ~ 33,7'. Tehát ilyenkor a Nap sugarai
már csak 33,7'-os szögben érkeznek.

A BAD derékszögű háromszögből Pita­

gorasz-tétellel: e 2 = 52 + 18 2 = 349;
a BCD derékszögű háromszögből

ugyancsak Pitagorasz-tétcllcl:

x 2 = e 2 _ 16 2 = 349-256 = 93.

Tehát x =.J93 ~ 9,64 (cm) (x> O).

tga, = 2 ~ 0,2778 =} a, ~ 15,53';
18
9,64 O otga, ~ -- ~ 0,6025 =} a, ~ 31, 7 .
16 -

A négyszög B csúcsánál fekvő belső szöge a, + a" ~ 46,6', a D csúcsnál fekvő szög
pedig kb. 180' - 46,6' = 133,4'.

Jelöljük a-val a háromszög rövidebbik, b-vel a hosszabbik befogóját. Ekkor a terü­

letek egyenlősége .1c ab = a2 alakban irható fel, igy b = 2a.
2

Legyen a az a-val szemközti szög és fJ a b-vel szemközti szög. Ezekkel a jelölések-

kel tga = ". =!!- =.1c, igy a ~ 27' és fJ = 90'_ a ~ 63'.
b 2a 2

Tehát a háromszög szögei: 27', 63', 90'.

194 195
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TRIGONOMETRIA TRIGONOMETRIA

Ha a lejtő l2%-os, akkor a megadott meghatározás szerint a lejtő emelkedési szö­
gére igaz: tg a = 0,12, vagyis a = 6,84°. Ha 6,2 km hosszan haladt lefelé, akkor ez
a lejtő hossza, egy derékszögű háromszög átfogója, kérdés a tengerszint irányába

h
való h elmozdulás, ami a háromszög lX-val szemközti befogója: sin lX ;:::--­

6,2 km
ahonnan h = 6,2 km . sin 6,84° = 0,739 km, azaz 739 métert haladt lefelé (vélhető­

en egy komolyabb hágóról).

2°36' = 2,6°
tg 2,6° = 0,0454
A lejtő emelkedése kb. 4,5%-os.

25,25
tga = ----:3s = 0,7214 => a =35,8°

1,75
tgfJ = 35 = 0,05 => fJ = 2,9°

A kérdezett látószög a + fJ = 38,7°.

1,75 fi

35 ill fJ

Ha a térképen az egyenes út hossza 13 mm, akkor a megadott lépték alapján a va­
lóságban ez 13 . 30 OOO = 390 OOO (mm = 390 m), Ha az autó valójában 400 m-t
tett meg, akkor az emelkedésre adódik, hogy a 400 m merőleges vetülete 390 m.

Innen cosa = 390 = 0,975, ahonnan a = 12,84°, azaz ez az emelkedés szöge.
400

tg a = 0,228, ami 22,8%-os emelkedést jelentene. Ennyi biztosan nincs, tehát pon-
tatlan lehetett arnérés.

Az épülettől való távolságnnk x méter,

6050' 19,4 _...::.1::..:.9,...::.4_tg =--=>x=
x tg6,833°

Az épülettől való távolság kb. 162 m.

A kő 3,1 s alatt esett le, ezért a megtett útja:

981 m, ,
s 2

S = ---"-. (3,1 s) = 47,14 m. Ekkor az ábra
2

l .. 47,14 4 5 h .. kba apJan tg a = -- = 10, 7 , a onnan a szag .
4,5

84,5°-os, vagyis a függőlegestől való eltérése ennek
kiegészitő szöge: 5,5°. Azaz a torony kb. 5,SC-otdől a
függőlegeshez képest.

I

'~
4,5 fi

A hajó a parttól (a világitótorony aljá­
tól) y métcr távolságra van.

4° 40 ' 35 35tg = - => y = = 428 8
Y tg 4° 40' ,

A hajó a parttól kb. 429 méter távol van.

12194.1 A folyó d = 30 . tg 8 J° = 189,4 méter
széles.

40

~---'_t- ---I-JL+5
1<----yL ------->

81"

30m

--

A hegy magassága az ABC egyenlő szá­
rú derékszögű háromszög befogója

3fi km.
2

A déli lejtő alapsikkal bezárt szöge a
BDC derékszögű háromszög D-nél le-

3fi
",. I sin ó -_ 2 __ 3fivo u szöge, ame yre u 5 10 '

296

c

~
A B D

igya = 25°.

A pálya hosszúsága x méter,
. 328

sm4°48'= - => x = 3919,8
x

A fogaskerekű pályájának hossza kb.

3920 méter.
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TRIGONOMETRIA
TRIGONOMETRIA

A legnagyobb távolság egy téglalap alakú helységben a testátló, tehát a horgászbotot

legfeljebb -hs+ 16 + 9 = ISO = 5fi = 7,07 méterre lehet kinyitni. Ekkor a fal­
sikokkal bezárt szöge a kérdés. A falsikokra való vetületével bezárt szöge adja a vá-

laszt, tehát meg kell határozni a három lapátló hosszát: (1) .J9 + 16 = .f2s = 5;

(2) .J9 + 25 = ..J34 = 5,83; (3) .J25+ 16 = .J4l = 6,4;
majd ezután a három különböző szög koszinuszára adódik:

(l) cos « = k, ebből a = 45';

(2) cosfJ = ~, ebből fJ = 34,45';
'\/50

(3) cosy = ~, ebből y = 25,10'.
'\/50

Azaz a testátló irányú horgászbotnak a három lappal bezárt szöge rendre a kiszá-

molt 45',34,45' és 25,10'.

a) Az ábra szerint sina = 0,5, ahonnan a = 9,6'.
3

Tehát a létra a falJal 9,6'-os szöget zár be.

b) Az ábra szerinti h érték a kérdés. Lehet szögfügg­
vénnyel is számolni, vagy a Pitagorasz-tételJel:

h 2 = 9 _ 0,25 = 8,75, amiből h = 2,96 m. Azaz
alig rövidebb, mint a létra hossza. Ez nagyon me­
redek helyzet; igaz, biztosan nem csúszik ki a létra
lába.

c) Legyen a létra alja s távolságban a faltól.
Ha legalább 70' a talajjal bezárt szög, akkor

cos 70' = '-, ahonnan s = 1,03 m. Vagyis legfel­
3

jebb kb. 1 méterre lehet a létra alja a faltól, külön-
Iönben fellép a kicsúszás veszélye.

x

d) ilyen szög nincs.

c

2x

sina = ±~l- COS
2

a.

At""---~-----'1

c) sin a = ± .J3 ;
2

Mivel minden lX szögre sin2 a + cos
2

a :::: 1, ezért
Behelyettesitve:

a) sina = ± 2fi; b) sina = O;
3

ACB egyenlő szárú háromszög, igy
AC = BC, F felezőpont (súlyvonal
miatt), igy AC = 2CF = 2x, ACF de­
rékszögű háromszögre Pitagorasz-tétel

miatt x 2 + (lx)' = AF
2 =; AF = x.J5.

Thalész tétele miatt APB derékszögű

háromszög, ACF" - BPF '" mert két­
két szögük egyenlő (derékszög, F-nél
levő csúcsszögek) =; megfelelő olda­
lainak aránya egyenlő.

AC PB 2
CF = PF = l =; PF = y, PB = 2y,

FB = y.J5. Mivel F felezőpont, FB = x = y.J5 =; AP = AF + FP = x.J5 + y =

(y.J5).J5 + y = 6y = 3PB.

d . o x I
a) -=sm3 =;-=--=191 ~Fx d sin3° '

Arisztarkhasz szerint tehát a Föld- 3- x . . d
Nap távolság 19,I-szer akkora, miut ,
a Föld-Hold távolságnál. N H

b) 19,1 ·384 OOO = 7,33· 106 km, azaz kb. 7,3 millió km.

)Ak
' d ' .. 1'1"1' d 3,84·\05c er eses szaget a-va Je o ve sm a = - O 0026 amiből a = O IS'

X 1,5.108 " ,

(tehát igen kicsi szögről van szó, amit nehéz pontosan megmérni).

Mivel minden oc szögre 8i0
2 a + cos' (x :::: 1, ezért sina = ±~1 - cos

2
(X.

T
'bb' ( l .. k I kr l" cos a cos aova a o yan szoge re, ame ye e étezik) ctg« = -.- = + .

sm « ~1-cos2a
Behelyettesítve:

4 .J3
a) ctg« = ±-; b) ctga = ±-.

3 3

Mivel minden ct szögre sin2
()( + cos1

(x :::: l, ezért cos ex = ±~1 - sin
2

ct.

Behelyettesítve:
a) cos a = ±0,6; b) cos a = ±0,8; c) cos a = ± I; d) ilyen szög nincs.

Fl I

860 N IX

L---=-c~,1
A F,930N

Az egymásra merőleges Fl és Fz téglalapot .feszit"
ki. Ennek a közös kezdőpontból,

A-ból induló átlója az eredővektor, F.
Hosszát Pitagorasz-tétellel számítjuk ki.

IFI 2 = 860 2+930 2 =; IFI = 1266,7 N
860

cosa = --- = 0,6789 =; a = 47,24'
1266,7

298
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1
3-2·-

12206.1 a) .fi li 4.
_.._-.~
2 2

b) Mivel sin IX = cos (90' - IX) és sin2
1X + COS

21X = I, bármekkora szög is az IX, igy

cos 7S' = sin IS' és sin 7S' = cos IS'; továbbá az (a - b)(a + b) = a' - b
2 azo­

nosság felhasználásával a kifejezés a következőképpen alakítható át:
(I-sin IS')(I + sin IS') + cos IS'sín IS'cos IS' =

= 1- sin
21S'

+ cos 21S' sin IS' = 1 - sin 21S' + (1- sin 2lS')sin IS' =

= (I - sin ' IS') (I + sin ISO).

l x

y

A

sin (x =_~inli

y

r

215 -2 15-1
1= =~~.

8 4

c = x + y ~ 29,7

Mivel case = sin (90° - e), ezért
sin 41X = sin [90' - (IX- 10')].
Általánosan: sin IX = sinp, ha
IX = P+ k . 360° (k E Z) vagy
IX + p = 180' + n . 360' (n E Z).
Így 41X = 100' - IX + k . 360' (k E Z) =>
IX = 20' + k . n' (k E Z) vagy
41X + 100' - IX = 180' + n . 360' (n E Z) =>
IX = 26,7' + n . 120' (n E Z).
Mivel a feltétel szerint IX hegyesszög, ezért IXI = 20', IXZ = 26,7°.

r r
-=tg26' => y=--~12,3
y tg 26°

a = x + r ~ 23,4; b = y + r ~ 18,3;

A megadott értéket hehelyettesitve:

[1-(~~.fiJHI + ~ ~.fiJ = 8+~ +I~ + 4{3

Ha tg IX > O, igy IX az L és a III. siknegyedben lehet, tehát szinusza és koszinusza
egyaránt lehet pozitiv és negativ is (azonos előjelűek),

I I 2 2
ctg« = - = 0,4; -- = I + ctg IX => sin IX = 0,8621 => sin IX = ±0,928S

tga sin 2
fX

sin
2

1X + COS'IX = I 'CI IX E R => COS
21X = 0,1379 => cos IX = ±0,3713

Az ábra jelölései alapján p = 38'.
A beírt kör középpontja a szögfelezők

metszéspontja.
Az érintési pontoknak a csúcsoktól
mért távolsága x, y, r.
r r
-=tgI9' => x=--~17,4

x ~Ir

cos n' = cos (2 . 36') = cos 2 36° - sín236' = cos 236' - (I - cos 236') =

= 2cos
2

36' - l. (J2
'. 15 + I 6 + 215

Ezt felhasználva: cos 12'= 2, --4- -l = 8

A 1 k . 15 -I '1eta art reszen --- a L
4

I

3

O,6i-O,6i

a) Mivel cos 17° ::: sin 73° és sin 17° ::: cos 73°, ezért
cos 17° . sin 73° + cos 73° . sin 17° = sin 73° . sin 73° + cos 73° . cos 73° :::

= sin 2 73' + cos 273' = l. (Más megoldási lehetőség: a megfelelő addiciós képlet
alapján cos 17' . sin 73' + cos 73' . sin 17' = sin (73' + 17') = sin 90' = I.)

, ({3 J2 3. 2 [ I )2h) A tört értéke tg 13S'= -1, cos 30'=:2 ="4 es tg 30'= {3

3 I S
Ezeket felhasználva a különbség értéke -I -"4 . 3" -"4

Megjegyzés:

cos 2 300 . tg' 30' = sin230' = ~ felhasználásával gyorsabban is célhoz érhetünk.
4

c) Mivel I + ctg 13S' = I - I = O, ezért a négytényezős szorzat értéke is O.

{3 {3 r:
a) 3·~ -I +(-1)+ 2·~ = 2,\/3 - 2.

3 2

@COS
21X = l - sin 2 1X = I - 0,64 = 0,36, tehát

cos IX = 0,6 vagy cos IX = - 0,6.

sm « ibőltga = --, arm o
cos rx
4 4

tg « = 3' vagy tg « = -3'
I ibőlctgrx::: --, arm o

tg IX
3 3

ctg « = -, vagy ctglX = --.
4 4

c) cos 220' . tg220' = sin'20' = cos270' és ctg SO' . tg SO' = I felhasználásával az

összeg igy irható: cos 270' + I + sin270'.

Mivel cos' 70' + sin270' = l, ezért az összeg pontosan 2~vel egyenlő.

100 101
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rint (-T): sin y módon számolható, ahol y épp a keresett szög, az átlók hajlásszö-

K . k t h' h . 2·28,125ge. apju te at, ogy SIn y = ~ O 3086 amiből y ~ 1798" (a visszake·
13,52 " ,

resés egyéb lehetséges eredményei most nem jöhetnek szóba).

eredményei most nem jöhetnek szóba).

Ha a paralelogramma oldalai a és b, az
előbbíhez tartozó magassága m, akkor

K = 2(a + b) = 20 és T = am =12{3. b K
A 60 0 -os szög miatt fennáll még: : .>:»> y

{3 .60" /1.:
m = b sin 60" = - b. A ='-L..L.'----cc--~

2 E a B

Egyszerűsitesek után két egyenletünk ekkor: a + b = 10 és ab = 24. A Viete-formu­

lák miatt ekkor a és b a következő másodfokú egyenlet gyökei: x 2
- lOx + 24 = O.

(Megoldható a fentí két egyenletből álló egyenletrendszer pl. abehelyettesitő mód­
szerrel, de abból két lépés után ugyanerre az egyenletre jutunk.) Megoldva az egyen­
letet (vagy akár csak jobban ránézve: két olyan számot keresünk, amelyek összege
10, szorzata 24) a gyökök 6 és 4, ábránk mérete szerintí betűzésben a = 6, b = 4.
AzAED és a BFCháromszög nevezetes: a 30"·60"·90"·os. Ezért AE = BF = 2 (s igy

EB = 4, AF = 8) és m = DE =CF =2{3. A paralelogramma átlói most már meg-
határozhatók, mint derékszögű háromszögek átfogól. .
(Persze az oldalak és azok szögének ismeretében akár koszinusztétellel is, de éppen
azt mutatjuk meg, hogy erre az ismeretre nincs szükség a feladat megoldásához.)

ADEB ~·ből: DB = ~42 + (2{3)2 =.fiS = 2.fi(~ 5,29),

az AFC A-ből: AC = ~82 + (2{3)2 =.fi6 = 2,fl9(~ 8,72).
A paralelogramma átlói felezik egymást és a paralelegrammát négy azonos területű

háromszögre bontják. (L. az előző feladat megoldását.) Egy ílyen háromszög terű-

12{3 t: , KB· KC· sin y .fi,fl9 sin y
lete most -- = 3-v3(~ 5,20), es a T = = módon
422

számolható, ahol y épp a keresett szög, az átlók hajlásszöge. Azt kapjuk tehát, hogy

. 6{3
SIn Y = .fi,fl9 ~ 0,90 ll, amiből y ~ 64,31" (a visszakeresés egyéb lehetséges

A kör kerületének felosztásával nyert A, B és C pon·
tokat összekötjük a kör O középpontjával is. Az igy
nyert középponti szögek aránya is 2: 3: 4. Egy részre

igy 3~0" jut, azaz a szögek 80", 120" és 160"·osak.

Az ABC ~ T területét a kapott 3 kis háromszög terű-
. absiny,

letének összegeként kapjuk a t = keplet
2

alapján. Kiemelve a közös tényezőt:

.2 25
T = ~(sin80"+sin120"+sin160") ~ -·2,1929 ~ 27,41.

2 2
Az ABC ~ teriilete T ~ 27,41 cm-.

TRIGONOMETRIA

A derékszögű háromszögben a szokásos jelöléseket bevezetve, a feltétel rniatt

a v b = c+5 (ha a > b).
a = c· sin 70"; b = c . cos 70" ='> c = 17,7 cm; a = 16,6 cm; b = 6, l cm
hosszúságúak a háromszög oldalai.

A négyzet (mint rombusz!) területe ki· I~~ I
számítható az átlók szorzatának fele- Y~~.
ként is. Vagyis ekkor a négyzet (és a

152

téglalap) teriilete - = 112,5 (cm-),
2

A téglalapot átlói négy azonos területű háromszögre bontják. Ugyanis mindegyik
egyenlő szárú (a szárak hossza az átló fele), és a szárszögek egyenlők (szemköztí há-

.. '11 ki itők ( 'd h' .. k) Ekk T ab SIn yromszogek), l etve iegószitö szomsze os aromszoge .... or a ::: 2

képlet alapján _ és mivel kiegészítő szögek szinusza azonos - mind a négy esetben
ugyanazt az eredményt kapjuk. (Vagy másképpen: a téglalapot az átlója felezi, hi­
szen két egybevágó részre bontja; a másik átló pedig mindkét darabot tovább felezi,
mivel súlyvonala a két háromszögnek. Ezért négy egyenlő területű háromszoget ka-

. , .... 112,5 "d' . ké I .
punk.) Egy Ilyen haromszog terulete most -- = 28,125, es az l ezett ep et sze­

4

102

Másik megoldás: a+b-c
A szokásos jelöléssel a derékszögű háromszögbe irható kör sugara r = 2

(a képlet a korhöz kűlső pontból húzott érintőszakaszokegyenlősége alapján - lásd

az 1697. a) feladat megoldását - bizonyítható).
Ha az a > b és a befogókat a megadott szöggel, és az átfogóval kífejezziik,
a = c . sin 52"; b = c . cos 52" és ezeket beírjuk a megadott egyenletbe
12 = c(sin 52" + cos 52" - l) ='> c = 29,7 cm; a = 23,4 cm; b = 18,3 cm.
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a

[J 45"

42

26

tp

a

a

sin 80°

A megadott adatok miatt a trapéz C­
ből induló magassága épp felezi az AB
alapot. Mivel BCE egyenlő szárú de­
rékszögű háromszög, AECD négyzet,
ezért az AC átló az alappal 450-os szö­
get zár be. Az ABD derékszögű há-
romszögben a BD átló alappal bezárt p A "-C~-a--'-:JE--L-L'CL-h B

.., P 1szogere tg ="2 az ABD derékszögűháromszögben, igy p = 26,6°.

Ekkor az átlók által bezárt ep szög 180° - 45° - P= 108,4°,

Húzzunk párhuzamost a D csúcson ke­
resztül a BC szárral. Ez a trapézt egy
10 cm oldalú rombuszra és egy egyen­
lő szárú háromszögre (DAB 1) bontja. E
háromszög 10 cm hosszú alapjához
tartozó magasságát meghúzva olyan de­
rékszögű háromszöget kapunk (AFB 1) ,

amelynek egyik hegyesszöge a trapéz B csúcsánál fekvő szöggel (P), a másik hegyes-

szöge pedig a trapéz A csúcsánál fekvő szög felével (!::-vel) egyenlő
52'

cosp= 20 = 0,25 =} p= 75,52°.

Ebből ~=900-P=14,48°,vagyis a = 28,96°.

A trapéz szögei tehát a = 28,96°, P = 75,52°, 180° - a = 151,04° és
180° - P = lO4,48°.

16

d

16

Az AD-t párhuzamosan eltoljuk C-be,
ezzel a trapézt egy paralelogrammára
és egy háromszögre bontjuk. Ez utób­
binak három adatát ismerjük (egy ol­
dalt és a rajta fekvő két szöget). A har­
madik szög (ó) kiszámitása után alkal-
mazható a szinusztétel. ó = 1800- 100° = 80°.
b sin 600 16 sin 60°

-.-- =} b = = 14 07'
sm 80° sin 80° "

sin 40° 16 sin 40°
=} d= =1044

sin 80° ,.

x

x

c

25

15

20

2 . 42 = 0,7172.
12,2·9,6

x

x

A hosszabbik alapon fekvő szögek ek­
kor 800-osak. A szimmetria miatt x a
két alap különbségének fele:

25 -15 . "l 'x :::: :::: 5, es a mero egesseg
2

. f 'II mrmatt .enna : tg80° = - .
5

A trapéz magassága tehát m = 5 . tg 80° = 28,36.

A trapéz területe pedig T = a + c m = 25 + 15 ·28,36 = 567, l.
2 2

A trapéz magassága
m = 3 . sin 70° = 2,82.
A rövidebbik alap a szimmetria
miatt 20 - 2x, ahol
x = 3 . cos 70° = 1,03.
Ekkor c = 17,95, a trapéz területe pedig

T= a+c m= 20+\7,95 ·2,82 = 53,49.
2 2

Az ABCD paraJelogrammát az e és f,
egymást K pontban metsző átlója, négy
háromszögre bontja" (A szemközti há­
romszögek egybevágóak.) A szomszé­
dos háromszögek egyenlő területűek,
mert pl. az ABC L\ területét a BK súly­
vonal felezi. Ezért a négy háromszög területe egyenlő. Alkalmazzuk a 2212-es meg­
oldásban szereplő terűletképletet.

Ha (e,f) <): = E (<; 90° az egyenesek hajlásszögének definiciója alapján),

ef·
"2'"2' sm e e· f .sin s

TCBK = 2 = 8

A paralelogramma területe ennek megfelelően

e· f· sin s . 2TABCD
TABCD:::: 4TCBK :::: , sm s >

2 ef

Az átlók által bezárt szög, E = 45,8.°

304 305
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C

a

a

F

b

a

a

A

D

a

a

B

D

a

a

a

A

a) A csúcsokba futó sugarak egyenlő szárú három­
szögekre bontják az ötszöget, amelyek szára 5 cm,

." d' 360°szarszage pe 19 -- = n° .
5

Aszárszög fe!ezője egyúttal az alap fe!ezőmerő!e-

.. . 36 AFgese IS, Igy sin ° =-, amiből az ötszög oldala
5

AB = 2AF = 10· sin 36° ~ 5,88 (cm). Az ötszög
területe az öt egybevágó egyenlő szárú háromszög

A szabályos ötszög átlói egyenlők.

A szabályos n-szög egy belső szöge (n - 2)180°
n

ebből kapjuk meg az ötszög belső szögét.
Kétféle egyenlő szárú háromszög keletkezik.

L Az ABC ti szögei: /3 = 108°, IX =Y = 36°.
Az AC szakasz felezőpontj a F. Az ABF derékszö­
gű háromszögből számitható ki b.

AF
cos IX =. - => AF =ABcos IX = aeos 36° =>

AB
AF ~ 0,81a, b = 2AF ~ 1,62a.
Az ABC ti oldalai a, a, b. Kerülete 2a (l + cos 36°) ~ 3,62a.

ll. Az ACE ti szögei: e = ep = 108° - 36° = Tl", il = 180° - 2e = 36°.
A szögek tehát n°, n°, 36°.
Az ACE ti oldalai a, b, b. Kerülete a + 2b = a(l + 4cos 36°) ~ 4,24a.

A rombusz átlóit e-vel és j-fel jelölve az

~ + j = 50}

-ej = 560
2
egyenletrendszer adódik, ennek azonban nincs megoldása, tehát ilyen kert nem lé-

tezik.

A rombusz területe a2 sin 30° = 5 =>
a ~ 3,2 cm.
A rombusz átlói szögfelezők, felezik
egymást és merőlegesek egymásra, igy
PAD 1: = 15°.
APD derékszögűháromszögben
x = asin 15° ~ 0,8 (cm); y = acos 15° ~ 3,1 (cm).
Tehát a rombusz átlói 1,6 cm illetve 6,2 cm, oldala 3,2 cm hosszú.

c

d

B

D
a

[Q-x

A

b

150 . asin 15°
A --acosI5° O

B

Az ábra alapján a rombusz területe

2a2 sin 15° cos 15°, ami a feladat szö­
vege szerint I cm--rel egyenlő.

Ezért a2 = l = 2 (cm-)
2 sin 15° cos 15° '

amiből a> Omiatt a = fi ~ 1,41 (cm)

adódik.

Másik megoldas:
Jelöljük a rombusz oldalát a-val és a hegyesszögét ze-val,

Ekkor a területe T = a 2sin IX, az adatokat figyelembe véve:

a2 =_1_ =2 => a = fi(cm).
sin 30°

A BAD derékszögűháromszögböl ma­

gasságtétellel x = .f]:8 = 4, tehát
MA = 4 cm és MC = 6 cm.
Pitagorasz-tétellel is megkaphatjuk az

oldalak hosszát:

a =.JW = 4,47 (cm),

b = f40 = 6,32 (cm),

c = .,/100 = 10 (cm) és

d = ..J8O = 8,94 (cm).
A négyszög kerülete tehát
k = a + b + c + d = 29,73 (cm).
A négyszög szögei:
tudjuk, hogy IX = 90°. A /3 szöget két C

részletben kapjuk meg: tg /31 ="- = .'!: = 2, amiből /31 = 63,43°;
2 2

tg/3
2
= 10 - x =!' = 3, igy fJZ = 71,57°. Tehát /3 = /31 + fJZ = 135°.

2 2
Mivel BD = CD = 10 cm, ezért a BDC háromszög egyenlő szárú, ezért a négyszög

y szöge fJz-vel egyenlő: y = 71,57°.
Az ACD háromszög is egyenlő szárú (AC = CD = 10 cm), ezért il = CAD 1:.
A CAD 1: és /31 merőleges szárú hegyesszögek, ezért egyenlők: il =/31 =63,43°.
A négyszög szögei tehát: IX = 90°, /3 = 135°, Y = 71,57° és il = 63,43°.
(Ellenőrzés: 90 + 135 + 71,57 + 63,43 = 360, tehát a megadott szögek lehetnek egy

négyszög szögei.)

Megjegyzés:
A négyszög negyedik szögét a négyszög belső szögeinek összegéből is kiszámithat-

juk.

J06
J07
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5·5· sin 72"
területének összege, azaz T""ög ~ 5 2 59,44 (cm-).

b) A KAC háromszög szintén egyenlő szárú, szárai 5 cm-esek, szárszöge 2 . 72" ~

~ 144". A KB sugár felezi a szárszöget és (merőlegesen) az AC átlót is. Ekkor
AC

sin 72"~..1.... amiből AC ~ 10 sin 72" ~ 9,51 (cm).
5 '

L

R

72"

°2 F C
~ M

E D

N

e) A keletkezett három szakasz: lF, FI, ID.
Az EID derékszögű háromszögbőlID ~ ED . cos 54".
Mivel ED ~ AB, ezt igy is irhatjuk: ID ~ 10· sin 36" . cos 54" ~ 10 . sin" 36" ~

~ 3,45. Az FI-t FG + GI módon állitjuk elő.

Az EIG derékszőgű háromszögbőlGI ~ EG· cos 54" ~ (EB - BG) . sin 36" ~

~ (AC - AG) . sin 36" ~ (10· sin 72" - 5· tg 36") . sin 36" ~ 3,45. (Nem véletle­
nül .Jiasonlít" ID-re, hanem egzaktul ugyanannyi. Ugyanis AC II ED és BE II CD,
ezért a CDEG négyszőg paralelogramma - sőt, átlóinak merőlegessége miatt
rombusz -, tehát átlói felezik egymást, ezért GI ~ ID.) Az AFG derékszögűhá­
romszögből FG ~ AG· cos 54" ~ 5 . tg 36"· sin 36" ~ 2,14.

Összeadva igy: FI ~ 10· sin 72" . sin 36" ~ 20 . sin236" . cos 36" ~ 5,59.
Végül lF ~ lD - (FI + ID) ~ 0,95.
A három szakasz aránya tehát: lF: FI: ID ~ 0,95: 5,59: 3,45 ~ l: 5,85 : 3,62.

Megjegyzés:
1. A szögfüggvények pontos, irracionális értékeivel végigszámolva mindent, az

utolsó pontban eredményül 2: (5 + 3.JS): (5 + .JS) arány adódik.
2. A megoldás során sokszor alkalmazható a koszinusztétel is; de épp a közölt vál­

tozat mutatja, hogy a feladat enélkül is megoldható.

Az R ~ 6 cm sugarú körbe irt szabályos ötszög (t), és az r ~ 5 cm sugarú körbe irt

5.~sin72"
bál t 2 6sin 72"sza a yos hatszög területének (T) aránya - ~ ~ ~ l 318.

T 6 . r 2 sin 60" 5 sin 60" '

2

E

A

J~

B

c) AK egyenese szimmetriatengelye az ötszögnek.
180"-144"

igy a csillagnak is. A KAC 1 ~ 2 18" ,

ezért CAD 1 ~ 36", és a csillag többi hegyesszöge
is ekkora. A konkáv szögeit teljesszöggé kiegészi­
tő külső szögek (pl. AGB 1) pedig csúcsszögei a
belül keletkezett kisebb szabályos ötszög szögei-

5 - 2 "108" ks í '1nek, amelyek ~5-l80 ~ -osa , s Igy a eSI - C D

lag konkáv szögei 360" - 108" ~ 252"-osak.
(Utóbbiakat onnan is megkaphatjuk, hogy a csillag geometriai értelemben egy
konkáv tizszög, amelynek szögösszege (10 - 2) 180" ~ 1440", ebből az öt he­
gyesszög 5· 36" ~ 180"-ot tesz ki, a többi l260"-on pedig az öt konkáv szög osz-

1260" '11 "l' kani k h "ttozik, tehát egy -5- ~ 252"-os.) A eSI ag teru etet meg apju , a a nagyo -

szög (az al-ban már kiszámolt) területéből elhagyjuk az öt egybevágó (pl. AGB)

háromszög területét. Az AFG derékszögű háromszögből sin 54" ~ ~~, amiből

AG ~~~ 5· sin 36" ~ 5. tg 36" ~ 3,63 (cm). Az AGB egyenlő szárú há-
sin 54° cos 36° 2. o

AG . sm 108 '11 "I d'
romszőg területe igy T

AGB
~ ~ 6,28, a eSI ag teru ete pe 19

2
T"'",,g ~ Töt"ög - 5 . TAGB ~ 28,06 (cm-),

d) Bármely két szabályos ötszög hasonló egymáshoz, hasonlóságuk aránya oldal­
hosszuk hányadosa. A belső kis ötszög egy oldalának hossza:
GH ~ BE - BG - HE ~ BE - 2BG ~ AC - 2AG, felhasználva a csillag több
szimmetriáját (szabályosságát). A korábbi eredményeket beirva kapjuk:
GH ~ 10 (sin 72" - tg 36") ~ 2,25 (cm). A két ötszög oldalhosszának aránya:

AB sin 36" (M··" fii . k t . .__ ~ 2,62. egjegyzes: a szog uggvenye pon os, irracro-
GH sin 72" - tg 36"

nális értékével számolva ez .JS + 3 .) A hasonlóság centruma természetesen K,
2

de figyelembe véve a két ötszög egymásnak megfelelő csúcsainak (pl. G és D)
elhelyezkedését K két oldalán, a hasonlóság aránya (kb.) -2,62.
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b) A KAD háromszög szintén egyenlő szárú, szárai 5 cm-esek, szárszöge 3 . 36° =
= 108°. Aszárszög felezője egyúttal merőlegesen felezi az AD átlót is. Ekkor

AD

sin54°= _2 , amiből AD = 10 sin 54° ~ 8,09 (cm).
5

c) AK egyenese szimmetriatengelye a tizszögnek, igy
180° -108°

a csíllagnak is. AKAD 1: = 2 = 36° ,

ezért HAD 1: = n°, és a csillag többi hegyesszö­
ge is ekkora. A konkáv szögeit onnan kapjuk meg,
hogy a csillag geometriai értelemben egy konkáv
húszszög, amelynek szögösszege (20 - 2) 180° =
= 3240°, ebből a tiz hegyesszög 10 . n° = no o-ot
tesz ki, a többi 25200-on pedig a tíz konkáv szög
osztozik, tehát egy 252°os. (Érdekes, hogy az öt­
ágú csillag konkáv szögei is ekkorák, L 2226.-os
feladat.) A későbbiek kedvéért rögzítsűk, hogy tehát a (konvex) APB 1: = 108"- A
csillag területét megkapj uk, ha a nagy tízszög (az al-ban már kiszámoit) területé­
ből elhagyjuk a tiz egybevágó (pl. APB) háromszög terűletét.Az ALP derékszögű

AL 'b" AL 5 . sin 18° I ( )
háromszögből sin54°=-, ami ol AP=---= ~1,9 cm.

AP sin 54° sin 54°
.. ". .. ... AP' . sin 108°

Az APB egyenlo szaru haromszog terulete Igy TA PB = 2 ~ 1,73, a

a csillag területe pedig T"ilIag = T"""ög -10· TAPS ~ 56,13 (crn-).

d) Bármely két szabályos tizszög hasonló egymáshoz, a hasonlóság centruma most

természetesen K, és a KL hányados megadja az arányt. A KCN derékszögű
KN

háromszögben K-nál 1,5.36° = 540-os szög van (hiszen CKB 1: a tízszöget fel­
épitő 360-os "cikkek" egyike, BKQ 1: pedig egy ugyanilyennek a fele), ezért
innen KN = KC· cos 54° = 5 . cos 54° ~ 2,94. Hasonlóan a BKL derékszögűhá­
romszögből KL = KB· cos 18° = 5 . cos 18° ~ 4,76. A hasonlóság aránya tehát

KL cosl8° -JS + 1
- = ~ 1,62 (pontosan ---l.
KN cos 54° 2

e) A keletkezett négy szakasz: QL, LN, NK, KM. Utóbbí a kör sugara, 5.
NK-t az előző pontban kíszámoltuk: 5 . cos 54° ~ 2,94.
LN = LK - NK = 5 (cos 18° - cos 54°) ~ 1,82.
QL = QK - LK = 5 (l - cos 18°) ~ 0,24.
A négy szakasz aránya tehát:
QL: LN: NK: KM ~ 0,24: 1,82: 2,94: 5, avagy 1: 7,42: 12,01 :20,43.

B

A

J

G

B

o

o
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D
C\ ., o

'---;, ~ Y
, 1-
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, J31
\ I r:
\ I "V~

-, \ I /
", \ I /, /450

E

-,
-,

E

F

l k . 5 ... d' 360° 60ame ye szara cm, szarszoge pe 19 -- = 3 .
10

Aszárszög felezője egyúttal az alap felczőrnerőle-

.. . 18 AL iből a tigese IS, Igy sm ° = -, amibő a tízszög oldala
5

AB = 2AL = 10 . sin 18° ~ 3,09 (cm). A tizszög
területe a tiz egybevágó egyenlő szárú háromszög
területének összege, azaz

5·5, sin 36°
T",,,ög = 10· ~ 73,47 (crn-).

2

a) Pitagorasz-tétellel felírhatjuk a hét­
szög átlóiuak hosszát.
Az ábra szerint egyrészt (J = 45",
másrészt a y, O, e, ep hegyesszögekre:

tgy = -fi, tgo = {j,
tge=2, tgep=-JS, tehát

(J = 45" < y < o< 8 < ep < 90°.
Ebből már látható, hogy a hétszög
legnagyobb szöge az E vagy az O

csúcsánál van. Az E-nél fekvő szög 90° + e ~ 90° + 63,43° = 153,43°.
Az O-nál fekvő szög: 45" + (90° - y) + (90° - o) + (90 - e) + (90 - ep) ~

~ 45° + 35,26° + 30° + 26,57° + 24,09° = 160,92°.
A hétszög legnagyobb szöge tehát 160,92° nagyságú és az O csúcsnál fekszik.

b) A hétszög kerülete 6 + -Jó ~ 8,45 (dm),

területe .1.(1 + -fi + fi + 2 + -JS) ~ 4,19 (dm").
2

A nyolcszög O középpontját a szomszédos A, B csúcsokkal összekötve egy OAB
egyenlő szárú háromszög adódik, melynek alapja
10 cm, a szárak által bezárt szöge pedig 45°. A nyolc­
szög köré Írt kör sugara a háromszög szárával, a beirt
kör sugara pedig a háromszög alaphoz tartozó ma­
gasságával egyezik meg.
Ezt behúzva kapjuk az OAF derékszögű háromszöget,

5
amelyben OA = 13,07 (cm) és

sin 22,5"
OF = 5 . ctg 22,5" ~ 12,07 (cm).
Tehát a nyolcszög köré irt kör sugara: R ~ 13,07 cm,
a beirt kör sugara pedig: r ~ 12,07 cm.

TRIGONOMETRIA

12230.[ a) A csúcsokba futó sugarak olyan egyenlő szárú háromszögekre bontják a tizszöget,
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360°/64

a

Y",V",
-, ,

fe' <)
IX -,

,,,
c ,,,

R~

a) A testátló és egy él által bezárt szö­
get az ábrán satirozott derékszögű

háromszögbőllehetszámolni, még­
pedig ha a koszinuszát szeretnénk,
az mindig az él és a testátló hosszá­
nak aránya. (A berajzolt szögeket a
feladat b) részében használjuk).

a

b
Hasonlóan a másik két szögre adódik: cosfJ ~ I ' illetve

\,fa2 +b2 +c2

cos y ~ c . Ebből azonnal adódik, hogy cos" IX + cos
2 fJ + cos

2
y ~

~a2+b2+c2

Használjuk az előző feladat ábráját és eredményeit.
l· r

A szabályos 64-szög területe 64· - ~ 32r ~ 325,687 (cm-).
2

a) A körülirt kör területe R 2n ~ 326,211 (cm-), ami a 64-szög területének 100,16%­
a. Tehát 0,16%-os hibát követünk el, ha a körülirt kör területével számolunk.

b) A beirt kör területe r 2n ~ 325,426 (cm-), ami a 64-szög területének 99,92%-a.
Tehát 0,08%-os hibát követünk el, ha a beirt kör területével számolunk.

Bontsuk fel a szabályos sokszöget 64 db egybevágó, egyenlő szárú háromszögre.

a) Az adott sokszög. kel:ü~ete 64 cm: A kÖJÜlirt k~r O
sugara az egyenlo szaru A IOA2 haromszog szara­
vaI egyenlő hosszúságú.

1

2 ~ 10,190 (cm), a körülirt kör kerüle-
360"

sio- -
128

te K ~ 2Rn ~ 64,026 (cm).
Ez a 64 cm-nek 100,04%-a, azaz 0,04%-os hibát
követünk el.

b) A beirt kör sugara az egyenlő szárú A l OA2 háromszög alaphoz tartozó magassága:
1

r ~ 2 ~ 10 178 (cm) a beirt kör kerülete k ~ 2rn ~ 63,949 (cm).
360"' ,

tg 128
Ez a 64 cm-nek 99,92%-a, azaz 0,08%-os hibát követünk el.

TRIGONOMETRIA

111f'

Bontsuk fel a szabályos sokszöget 32 db egybevágó, egyenlő szárú háromszögre.

a) A sokszög kerülete 32 cm. A körülirt kör sugara az O

A l OAz egyenlő szárú háromszög szárával egyenlő
hosszúságú.

1

R ~ 2 ~ 5,101 (cm) a körülirt kör kerü-
. 11,250

sm---
2

KM 4
~ --,="~~

NK ~1O-2JS'

2. A megoldás során sokszor alkalmazható a koszinusztétel is; de épp a közölt vál­
tozat mutatja, hogy a feladat enélkül is megoldható.)

n
lete K ~ 2Rn~ ~ 32,052 (cm).

sin 5, 625 0

Ez a 32 cm-nek 100,16%-a, azaz 0,16%-os hibát
követünk el.

b) A beirt kör sugara az A IOA2 egyenlő szárú háromszög alaphoz tartozó magassága:
1

r ~ d25" ~ 5,077 (cm),
tg -

2
- -

Megjegyzés:
l. A szögfüggvények pontos, irracionális értékeivel végigszámolva mindent, az

utolsó pontban II szomszédos szakaszok arányaira a következőket kapjuk:

LN ~1O+2JS -~5+2JS+~5-2JS NK JS +1
~ ~

QL 4-~1O+2JS LN -2

n
a beirt kör kerülete k ~ Zrn ~ ~ 31897 (cm).

tg5,625" '
Ez a 32 cm-nek 99,68%-a, azaz 0,32%-os hibát követünk el.

TRIGONOMETRIA

Használjuk az előző feladat ábráját és eredményeit.
l· r

Az adott szabályos 32-szög területe 32· - ~ 16r ~ 81,225 (cm-),
2

a) A körülirt kör területe R 2n ~ 81,750 (cm-), ami a 32-szög területének 100,65%­
a. Tehát 0,65%-os hibát követünk el, ha a körülirt kör területével számolunk.

b) A beirt kör területe r 2n
~ 80,964 (cm-), ami a 32-szög területének 99,68%-a.

Tehát 0,32%-08 hibát követünk el, ha a beirt kör területével számolunk.

]12 ]1]
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D

a=8

Az oldallapnak az alaplappal bezárt szöge a DSF derék-

.. "h' .. b FS a fi )szogu aromszog en e, cos e = - = - .-. (*
FD m 6

A f l' I' 4 a- m a
2
fi a Se tete illiatt -. -- = -- => - = --

3 24m 3fi'

Ezt az értéket (*)-ba helyettesítve COSB = '1:.
9

Tehát az oldallap és az alaplap által bezárt szög
B ~ 63,6".

a) Az oldallapot a szimmetriatengelyére illeszkedő

m magassága két (egybevágó) derékszögű három­
szögre bontja. Ebből az oldaiéI és az alapél szőgé­

a

re: cos IX = 2 = ~, amiből IX ~ 66,42".
h 10

b) A testmagasság az alaplapot annak súlypontjában
éri el. A keresett szög egy oldaiéi és az alaplap
magassága között található: az alaplap-magasság
kétharmada, az oldaIéI és a testmagasság által al­
kotott derékszögű háromszögből egyszerű vísszakereséssel meghatározható. Az

alaplap mínt egy S egység oldalú szabályos háromszög magassága: s~, ennek

ké h d sfi Ekk 2x sfi 619 ibőlet arma a: 2x = -- ~ 4,62. or cosfJ= - = -- ~ 0,4 , amI o
3 h 30

fJ ~ 62,49".

A testmagasság az alaplapot annak súlypontj ában éri
el. A keresett szög egy oldallap-magasság és az alap­
lap magassága között található: az alaplap-magasság
egyharmada, az oldallap-magasság és a testmagasság
által alkotott derékszögű háromszögből egyszerű

visszakereséssel meghatározható. Az alaplap mint
egy S egység oldalú szabályos háromszög magassá-

sfi sfi
ga: --, ennek harmada: x = -- ~ 1,443.

2 6 5
Ekkor a keresett szög tangense:

m = 6[;' = 3~ = 2,4fi (~ 4,IS7), amiből a szög maga kb. 76,47".
x S-v3 S-v3

6

2x

x

I, amít igazol-

D

m

~A

al + hl + C
2

a 2 + h 2 + (?

D

c

a 2 hl c2

a2+b2+c2+a2+h2+c2+a2+b2+c2

nunk kellett.

b) Alapátlók esetén a szög koszinusza egy lapátló és a testátló hosszának hányadosa
Ib2 + 2

lesz, tehát például cos o= ~ -V G (lásd az ábrát a feladat a) részében).
a2 + h 2 + c2

Hasonlóan adódik a másik két szög koszinuszára:

~a2 + h 2
. ~(? + a2

cos B = ~ , Illetve cos I; = I
a2 + b2+c2 ~a2+b2+c2

b' l 'h2" ,. 2 2 2 + c a- +
Ebbol adódik, hogy cos o+ cos B + cos I; =, l ,+, 2 ,+

a- + h + c- a- + h + c-

c2 + a2 2a 2 + 2h z + 2e 2

+ = 2, és éppen ezt akartuk bizonyítani.
a2 + h 2 + c 2 a2 + h

2 + c
2

A szabályos gúla magasságának talp­
pontja az alaplap középpontja, ez a há­
romszög S súlypontja.
A feladat feltétele szerint

T - 2 TABC - 2T "ABD - -3- - ABS

Az ABD LI. és ABS LI. közös oldala AB,
ehhez az oldal hoz tartozó magasságuk

. AB·DF
DF, Illetve SF, TABD = 2

AB·SF .
TABS = . Ezeket behelyettesít-

2
ve a *-os összefüggésbe, kapjuk, hogy DF = 2SF. Az SFD tehát olyan derékszögű

háromszög, amely átfogójának hossza az egyík befogó kétszerese. Ez azt jelenti,
hogy az általuk bezárt DFS -): = 60"-os.
E szerint az oldallap és alaplap hajlásszögének nagysága (DF, FS) -): = 60".

Legyen a szabályos gúla alaplapjának területe Tu, egy oldallapjának területe Tu,
megy oldallapnak az alaphoz tartozó magassága, m., az alaplap magassága.

. . 4 h I a· m a
2

. fi '1 I I .A feltetel szerint - To :::: ~I' a o ~!:::: --; ~I :::: ---, mert a gu a a ap apJa
3 2 4

szabályos háromszög. Mivel a gúla szabályos, a D csúcspont alaplapra eső rnerőle­

ges vetülete a szabályos háromszög S súlypontja.
. l I afi afi
Igy FS = 3ma = 3.-2- --6-

114 115
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a=8

b) A testmagasság az alaplapot annak
középpontjában éri el. A szabályos
hatszögről tudjuk, hogy a kőzép­

pontját egy csúccsal összekötő sza­
kasz épp az oldalával egyenlő, A keresett szög egy oldaiéi és az alaplap egy ilyen
szakasza között található: ezen szakasz, a megfelelő oldalél és a testmagasság ál­
tal alkotott derékszögű háromszögbőlegyszerű visszakereséssel meghatározható,

Ekkor cos (J = ~, amiből (J = 36,87°,
10

(Bár nem kérdés, de rögtön látható, hogyatestmagasság ekkor 6; hiszen 6, 8, 10
a jól ismert, pitagoraszi számhármas.)

c) Ez a szög egy oldallap-magasság és az alaplap középpontját a megfelelő oldalél fe­
lezőpontjával összekötő szakasz között található: e szakasz, az oldallap-magasság
és a testmagasság által alkotott derékszögű háromszögből egyszerű visszakere­
séssel meghatározható, A szóban forgó szakasz egy szabályos háromszög magas-

a) Az oldallapot magassága két (egy­
bevágó) derékszögű háromszögre
bontja, Ebből az oldaIéI és az alapél

a

szögére: cos IX = :2 = 2, amiből
b 10

IX = 66,42°,

Az oldallap-magasságot Pitagorasz-tétellel kiszámítjuk az alapél feléből és az 01­

dalélből: m = ~102 - 42 = 184 = 9,17,
a

Ekkor cos Y = :2 = ~ = 0,4364, amiből y = 64,12°,
m "184

@Ekkoralapokmintsikokmetszésvonalára (ez a közös oldalél) mindkét lapon me­
rőlegest állitunk - ez célszerűen az oldallap-háromszög oldalélhez tartozó magas­
sága (m) lehet. Ekkor az ezek által bezárt szög az oldallapok szöge. Ez tehát sik­
metszetben egy olyan egyenlő szárú háromszög szárszöge, amelynek alapja az

alaplap átlója (2x = fia), szárai pedig m' hosszúságúak. Az m' szakaszt legegy-
am

szerűbben az oldallap terűletéből számíthatjuk ki: ez egyrészt :2' másrészt

bm', ,am 8184 16 =21 733 E lő , h' "2' Igy m = b = --W = , 'vLl = , , gy egyen o szaru aromszog

szárszögének felezője merőlegesen felezi az alapot is, így a keresett szög felére:

o x 4fi
sin - = - = = = 0,7715, amiből o = 100,98°,

2 m' 1,6"121

m'

x f3IX

b) A testmagasság az alaplapot annak
középpontjában éri el. A keresett
szög egy oldaIéI és az alaplap átlója
között található: az átló fele, az 01­
dalél és a testmagasság által alkotott

derékszögű háromszögbőlegyszerű visszakereséssel meghatározható, Az alaplap

mmt egy 8 egység oldalú négyzet átlója: 8fi, ennek fele: x = 4fi = 5,657,
x 4fi

Ekkor cos (J =- =-- = O 5657 amiből (J - 5555°
bIO" -"

c) Ez ~ szög az m oldallap-magasság és az alaplap középvonala között található: a
k?,zepvonal,fele,: az oldallap-magasság és a testmagasság által alkotott dcrékszö­
gu haromszogbol egyszerű visszakereséssel meghatározható,

c) Ez a szög egy oldallap-magasság és az alaplap magassága között találhat',
alaplap-m~gassá~egyharm~da'"azoldallap-magasság és a testmagasság ált~i a~
kotott derekszogu h~romszogbol egyszerű visszakereséssel meghatározható,
Az oldallap-magassagot Pitagorasz-rcreljet kiszámitjuk az alapél feléből és az 01-

dalélből: m = ~102 - 42 = 184 = 9,165,

x 4-/3 2
Ekkor cos y =-. = r;;-; = r;:; =0,2520 amiből y = 7541°

m 3"184 3"17 ' , ,

@Ekkoralapokmiutsíkokmetszésvonalára (ez a közös oldalél) mindkét l
"l 'Il' aponmero e~est altunk - ez célszerűen az oldallap-háromszög oldaléIhez tartozó

m,ag~ssaga (m) lehet. Ekkor az ezek által bezárt szög az oldallapok szőge. Ez te­
hat slkn;etszetben e~y olya~ ~gyenlő sZá~ háromszög szárszöge, amelynek alap_
Ja a, szarai pedig m hosszusaguak, Az m szakaszt legegyszerűbben az oldallap

terűletéből számithatjuk ki: ez egyrészt c;, másrészt bm', igy m'= am =
8184 2 b

= --W = l, 6{2] = 7,332, Egy egyenlő szárúháromszög szárszögének felező-
je merőlegesen felezi az alapot is, így a keresett szög felére'

a '
,0:2 4

sm -2 = -, = = = 0,5455, amiből 0= 66 12°
m 1,6"121 ' ,

a) Az oldallapot a szimmetriatengely­
re Illeszkedő m magassága két (egy­
bevágó) derékszögű háromszögre
bontja, Ebből az oldalél és az alapél

a

szögére: cos IX = :2 = 2 amiből
bIO'

IX = 66,42°,
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~ 0,9449, amiből b ~ 141,79°.

12m

metszetben egy olyan egyenlő szárú háromszög szárszöge, amelynek alapja az

alaplap átlója (fia) szárai pedig m' hosszúságúak.
Először kiszárnitjuk a szimmetriatengelyre il1esszkedő mo oldal1ap-magasságot
PItagorasz-tetel1el a testmagasságból és a középvonal (alapél) feléből:

mo= m,2+(~J =~272+152 =~954~30,89.
Ezután ugyancsak Pitagorasz-tételIel kiszárnitjuk az oldalélt az mo oldal1ap-ma­
gasságból és az alapél feléből:

b= mo'+(~J =~954+152=~1179~34,34.
Az m' szakaszt legegyszerűbben az oldal1ap területéből számithatjuk ki: ez egy­

részt amo, másrészt bm', igy m'= amo = 300/954 = 30~106 ~ 2699
2 2 b ~1179 131 ,.

Egy egyenlő szárú háromszög szárszögének felezője merőlegesen felezi az ala­

fia

pot is, igy a keresett szög felére: sin 1'. = 2 = 15fi = le p31 ~ O 7861
2 m' ~06 2 53 ' ,

30 -
131

amiből y ~ 103,64°.

12

Az ábra ~lapján '. felhasználva, hogy a szabályos négyoldalú gúla alapja négyzet,
es csucsanak vetulete éppen a négyzet középpontja:

tg 64°= ~ , ahonnan M ~ 12,30 méter.

b) Az oldal1apok szögét az ábrán satirozott és kiforgatott háromszögből számolhat­
Juk. Ehhez szükséges az x-szel jelölt szakasz hossza. Ami az oldal1apból két ha-

1~Z43.1 a)

a) A testmagasság az alaplapot annak
középpontjában éri el. A keresett
szög egy oldal1ap alapéihez tartozó
mo magassága és az alaplap közép­
vonala között található: a középvo­
nal fele, az mo oldal1ap-magasság és
a testmagasság által alkotott derék­
szögű háromszögből egyszerű visz­
szakereséssel meghatározható:

m, 27
tga = - = ~ = I 8 amiből

a 15 "

2
a ~ 60,95".

sága, vagyis x = ~ 8 = 4-./3 ~ 6,93. Az oldallap-magasságot pedig Pitago_

rasz-tétel1el kiszárnitjuk az alapél feléből és az oldalélből:

m = ~102 - 42 = .JS4 ~ 9,17. Ekkor cos y = ~ =~ ~ 0,7559, amiből
y ~ 40,89°.

@Ekkor a lapok mint sikok metszésvonalára (ez a kőzős oldalé!) mindkét lapon
merőlegest állítunk - ez célszerűen az oldal1ap-háromszög oldaléihez tartozó
magassága (m') lehet. Ekkor az ezek által bezárt szög az oldal1apok szöge. Ez te­
hát sikrnetszetben egy olyan egyenlő szárú háromszög szárszőge, amelynek alap­
ja az alaplap egy olyan átlója, amely egyúttal két szemközti oldal távolsága, va­
gyis a kőzéppont és egy oldalfelező pont távolságának kétszerese (2x), szárai pe­
dig m' hosszúságúak. Az m' szakaszt legegyszerűbbenaz oldal1ap területéből szá-

'h . kk' ,am" bm', am 8.JS4nut atju r. ez egyrészt -, masreszt -, Igy m'=-=--=
2 2 b 10

= l, 6.J21 ~ 7,33. Egy egyenlő szárú háromszög szárszögének felezője merőle-

.b x 4-./3
gesen felezi az alapot is, igy a keresett szög felére: S10 - = - = ~

2 m' 1,6.J21

b) Ez a szög két szemközti oldal1ap alapéihez tartozó magassága között található: a
két oldal1ap-magasság és az alaplap-középvonal által alkotott egyenlőszárú há­
romszög szárszöge. Mint ilyen, könnyen meghatározható az előző pontbeli ered­
mény segitségével: (J = 180°- 2a ~ 58,11°.

@Ekkoralapokmintsikokmetszésvonalára (ez a közös oldalél) mindkét lapon me­
rőlegest állítunk - ez célszerűen az oldal1ap-háromszőg oldaléihez tartozó magas­
sága (m') lehet. Ekkor az ezek által bezárt szög az oldal1apok szöge. Ez tehát sik-
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I , , . , X 6 K II 'A I" P'son o haromszög alapján: - = -, e ene m es e. z e so egy ltagorasz-tétel_
m e

ből: 62 + M 2 = m 2, felhasználva az a) rész eredményét: m ~ 13,69 méter.

Innen egy másik Pitagorasz-tételből már e is számolható: m
2

+ 62 = e 2
, ahon­

nan e ~ 14,94 méter. Eszerint: x ~ 5,496 méter.

Utolsó lépésünk sin l' = 3fi ~ 0,7121, ahonnan y ~ 2·50,5'. Tehát az oldal­
2 x

lapok által bezárt szög ebben a szabályos négyoldalú gúlában kb. 1Ol'-os.

sűk, tehát sin 1,12'= __h_, azaz h ~ 0,21 km, vagyis kb. 210 méterrel kerül­
7km

tünk ezen az emelkedőn magasabbra.

c) Ha nem lehet 1O%-nál meredekebb az emelkedés, és 400 métert kell emelkedni,

akkor a legrövidebb a legmeredekebb szerpentin, tehát: sin lX = 400 m ahol I a
I

minimális szerpentin úthossz, a szögre pedig tudjuk, hogy tg o: = 0,1.
Ebből I > 4020 méter, azaz több, mint 4 km hosszú szerpentin kell.

h

i.~
. \ ..__' _IX_::::c:,.

R

a) Az ábra alapján sin 9'= .'l, ~
ahonnan s = 57,532 km. s 9' s . 9 km

Mivel a sebessége 250 km, ezért~
h

kb. 5~;~2 ~ 0,23 (óra ~ 13 perc 49 másodperc) aJattéri el a kivánt magasságot.

b) Ezzel kezdtük az aj-beli számitást, 57,532 km-t tesz meg ezalatt.

1O+x
alakban is

5

(2).

A 10 BxC

"'< ••••~Q

tg 30' + tge<

1- tg30' . tg e<

tg 30' = ~ és tg o: = :'., x-re a következő egyenletet kapjuk:
"13 5

10+ x

5

1 X.....+-
J?, 5
1- ..:'....

5J?,

Felhasználva, hogy

Készitsünk ábrát és használjuk az ábra
jelöléseit!
Az AB-vel jelölt mozivászon az első

sor szélét jelölő P pontból30'-os szög­
ben látszik. Legyen C a P-nek a mozi­
vászon síkjára eső merőleges vetületé­
nek talppoutja. A BCP derékszögűháromszögben legyen BC = x, BPC <) = e<.

A terem szélessége: (10 + 2x + 2 . 1,8) m, aruelynek meghatározásához x értékére
van szükségünk.

Az APC derékszögűháromszögben: tg (30' +e<) = 10 + x (I).
5

x
A BPC derékszögűháromszögben: tg e< = ­

5
. tg30'+tge<

Mivel tg(30'+e<) = , igy (1)
1 - tg 30'· tg o:

felirható.

A bura O középpontjától 3,2 m távol­
ságra lévő megfigyelési pont P. Az
adott szög a P-ből a gömb alakú lám­
paburához húzható érintők által meg­
határozott forgáskúp nyilásszöge.
(Az érintőszakaszok a P csúcspontú
forgáskúp palástját alkotják.) Az ábrán
a kúp tengelymetszetét jelenítettük meg. OP = 3,2; 2e< = 6'; 21' = ?
Az AOP '" derékszögű, mert az érintő merőleges az érintési ponthoz tartozó sugárra.
AzAPO <): = e<, 1'= 3,2 sin 3' ~ 0,1675 (m). A bura átmérője 21' ~ 33,5 cm.

a) Az 5, illetve 16%-os emelkedésű hegyoldal szöge a meghatározás szerint:
tge<, = 0,05, illetve tge<2 = 0,16, ahonnan e<, ~ 2,9', illetve e<2 ~ 9,1'.
Tehát a két lejtő 2,9, illetve 9, I fokos.

b) Ha tg o: = 0,03, akkor o: ~ 1,12'. Ha 7 km-t haladtunk, ez az átfogója egy derék­
szögű háromszögnek, amelynek az l,n'-os szöggel szemközti befogóját keres-

Az ivhossz és a sugár hányadosa a (ra­
diánban mért) középponti szög:
, i 300 km
e< = - = ~ 0,0470 (rad ~

R 6378 km
~ 2,695'). A "még éppen látszik" azt
jelenti, hogy a horizonton, vagyis viz­
szintesen (tehát geometriailag: a Föld
mint gömb érintője irányába) nézve
látjuk a csúcsot. Ezért az ábrán látható
derékszögű háromszögből:

cos o: = ~, amiből adódik, hogya
R+h

R(l- cos e<)
hegy h = ~ 7,062 (km, azaz 7062 m) magas.

cos (x

120 121

c

I
:

-----_..._---------------------,.
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5 IOx x'
fj + x = 10 + x - 5fj - 5fj

x' + IOx + 25 - 50fj = O.

Ez utóbbi másodfokú egyenlet gyökei közelítőleg 4,31 és -14,31.
Mivel x > O, igy x = 4,31.
Tehát a mozi terem szélessége; 10 + 2·4,31 + 2·1,8 = 22,22 (m).

Az ábrán A jelöli a kémény alját, C a tetejét és B
pontból nézzük a kéményt. Ekkor az ábra jelöléseit
használva a következő összefüggéseket írhatjuk fel
az ABD és BCD derékszögű hárornszögckbcn:

7,2 I 5° Y 8° 'b"l 8 6 '_ = tg, , - = tg , amt o y = 3 , m, Igya
x x

kémény magassága közelitőleg 45,8 m.

C

y

De--"r----L"----=::;.B
7,2

A

E

hegy

yA

D

I

X I

I

I

C

45

~~h~
x A 25 km B

Az ábrán A, B a hid két végpontja, C C

pont jelöli a helyet, ahol állunk, és D 431~",C--50-2-4",'To'~-'~-----I
ennek az alapsikra eső merőleges vető- .~
lete. Ekkor ACD és BCD derékszögű

háromszögek C-nél levő szögei 80°42'

és 84°36', ezért :3 = tg 80° 42' és D x B

x:3Y= tg 84° 36' , arniből x = 262,6 m és y = 192,3 m.

Tehát a hid hossza közelitőleg 192,3 m.

A hegycsúcsnak a völgyhöz viszonyitott magassága AE = BD = 45 + x (méter).
ABC derékszögűháromszögben

x
tg21°= -.

Y
ABD derékszögűháromszögben

x+ 45
tg25°= --o

Y
x x+45

Ebből -- = -- =>
tg 21° tg 25"

x = 210 (m).
Tehát a hegycsúcsnak a völgyhöz viszonyitott magassága kb. 255 m.

1~255,1 a) Lásd az ábrát!

b) Az ábrán h-val jelölt repülési ma­
gasság a kérdés. Két egyenletet le­
het a szögket használva felirni:

(1) tg48°= ~ h )

(2) tg200=--
x+ 25

C

2,5

B

adódik.

47"28

egyenlítő

D
35

C

D

p

35· tg)3°
x = = 291

tgI4,5°-tgI3°

a) Az ábrára a Föld egy keresztmetszetét rajzoltuk
fel. A 47°28' szélességi kör jelentése is az ábrán
látható. A kérdés a h-val jelölt, tengelytől való tá­
volság.

cos 48° 28'= _h_, abonnanh = 4229 km adódik
6378 .

b) Budapest kerületi sebességét abból kaphatjuk
meg, hogy egy 4229 km sugarú kör kerületét

23,93 óra alatt teszi meg. Azaz v = IllO km se-
h

besség adódik, ami közel a hang sebessége a levegőben! Azért nem érezzük ezt
a süvitő sebességet, mert a légkör is lényegében együtt forog a Földdel. (Szél ak­
kor van, ha eltér a légkör sebessége a Földétől, de ez jóval kisebb sebesség, még
komoly Viharok eseten IS csak maximum 100-as nagyságrendű.)

Az ábrán <x-val jelölt szöget keressük,
abol ABCD a kapu, P a tizenegyes pont.
Ekkor a PBC derékszögű háromszög
PB oldala kiszánútható a PBF derék­
szögű háromszögből Pitagorasz-tétel­
le]; BP = 11,5 m, innen

2,5
tg« = 11,5 = 0,2, azaz <x = 12,2°.

Az ábrán C jelöli a hegy csúcsát, D a torony tetejét és
B pontból nézzük a tornyot. Ha A a C pont merőleges
vetülete az alapsikon, akkor az ábra jelöléseit hasz­
nálva a következő összefüggéseket írhatjuk fel az
ABC és ABD derékszögű háromszögekben;
x x+35
-=tg)3°, --=tgI4,5°.
Y Y
Az egyenletrendszerből y kiküszöbölésével

Tehát a hegy közelitőleg 291 m magas.

J22
J2J
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A

C

y

F

C
D f---===-~---'",E

A B

c

Mivel FC = 8 m és
EB = AD = 1,4 m, valamint
AC = x = 2,9 m > 1,4 m, ezért C pout a D fölött
van, ám ettől függetlenül DEF derékszögü három­
szögben:
DF = 8 +x-l,4 = 9,5 (m) és
DE = Y = 11,6 m, ekkor a keresett EF távolság
Pitagorasz-tétellel kíszámitható: EF = 15 m.

b) x és y értéke ugyanannyi, mint az aj F

feladatban, de most
DF = 8 - x - 1,4 = 3,7 (m), így a 8 D f------=""-;'=---r

1,4
Pitagorasz-tételből: EF = 12,2 m. ~i~-r

x

670+x

T
670

x

F

F'

p

v viz

ahonnan
h

tg200= h
25+-­

tg48°

és ezzel (2)
h

(l)-ből x = -­
tg48°

h = 25 tg 20° tg 48° = 13,53 km.
tg 48° - tg 20°

Azaz a repülőgép 13,53 km magasan repü!.

Az ábrán P pont a hegycsúcsot, F a felhőt, F' a felhő

tükörképét jelöli. Ekkor az ábra jelöléseit használva
PTF és PF'T derékszögűháromszögekben:

x 1340+x 700 'b"l- = tg 60° és = tg , ami o
y y
y = 1320 m és x = 2290 m, tehát a felhő a csúcs fe­
lett 2290 m magasan van.

x

xT

D

y

B

[:~=nt~
A

C Y D 220

576-x

A torony alját C, a tetejét B jelöli, A és
D a két nézőpont. Ekkor az ábra jelölé­
sei szerint a BDC és BAC derékszögű

háromszögekben:

x o' x 190- = tg 27 es = tg ,
y y + 220
amiből x = 233,6 m, tehát a torony kö­
zelitőleg 234 m magas.

A jelöli a pálya alját, C a tetejét és T pontban törik meg.
Ekkor ABC derékszögűháromszögben
AB = 150· ctg 14°36' = 576, így ADT és TEC derékszögű háromszögekben:

y = tg11024' és 150 - Y = tg 20° 54', amiből x = 188 m és y = 78 m.
576 - x x
Innen kiszámítható az ATC töröttvonal. vagyis a kötélpálya hossza:
AT = 395 m, TC = 201 m, tehát a pálya hossza közelitőleg 596 m.

1250

x

H'

F

D' Y E

C l;> 1,4
x

A y B

14°

e

1250-x

p~-==-;=-L-'-IT

a) B és E jelöli a kerítés alját és tetejét, C és F a ház­
fal alját és a párkányt.
Ekkor az ábra jelöléseit használva ABC derékszö­
gű háromszögből:

x = 12· sin 14° = 2,9 (m) és
y = 12· cos 14° = 11,6 (m).

a) P pont a turista helyzetét, H a hegycsúcsot, H' annak tükörképét, e pedig a tó sík-
ját jelöli. Ekkor a megadott tengerszint feletti ma- H
gasságok alapján H az e-től 1250 m távolságra van,
így PTH és PH'T derékszögűháromszögekben:

1250-x = tg23020', 1250+x = tg49030',
y y

amiből y = 1560,3 m és x = 577 m, tehát a turista
tengerszint feletti magassága közelítőleg 1177 m.

b) A PH távolság meghatározására a PTH derékszögű

háromszögbőlaz előbb kiszámított y segitségével:

PH = Y = 1699,2 (m).
cos 23° 20'

124 125

__ o
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L

E

Q

o

B 50 C 37 D

"riQ3:~
s csónak

Legyen FQ = x, Az OPL, illetve az
OFB derékszögű háromszögben Pita­
gorasz-tétel miatt

l. (R-x+1,52)2 +34' = R
2

}

IL (R_x)' +402 = R 2

Az első egyenletből kivonva a másodi-
2 2 2kat 3,04(R -x) = 40 - 34 -1,52 ,

amclyből Rc-x » 145; R ~ 150m;
x > 5m.

b) Ha kétszer ilyen messze van a csónak, akkor kb. 192,7 méterre van, ekkor

47 h' ké l l ' , ktga = -- ahonnan (x "'" 13,7°. Ez te at a etszer o yan messze evo csona
192,7'

depressziószöge a toronyból.

ABC derékszögűháromszögben A

50 6'48'tga = 419 =? a = ,

ABD derékszögű háromszögbeu

53,7 7'18'tg s =-- =? B = .
419

Mivel e - a = 30' és szemünk felbontóképessége kb.
l', így szemünk érzékelhette a kérdéses autót.

47
c) Ha 44'-os a deprcssziószög, akkor a parttól való t távolságra: tg 44' = -,

t
ahonnan t ~ 48,7 méter.
Tehát fél perc = 30 s alatt megtett a csónak 96,4 - 48,7 = 47,7 métert, azaz se-

47,7 m m km
bessége, ha egyenletesen haladt: v ~ ~ 1,59 - ~ 5,72 -h '

30 s s

a) Jelölje az ábrán látható s a csónak
parttól való távolságát, ekkor a fel-

6' 47tételek szerint: tg 2 = -,
s

ahonnan s ~ 96,4 méter.

12m

C~A

c

20m

x

D

A q, _
7"12'

x

A L"=--"'-L_llL L:J B

torony
52 m

B

~"A~C

ACB 1: = CAD 1: = n2'
(váltószögek).
ABC derékszögűháromszögben

tg7"12'= 52 =? x ~ 411,6 (m).
x

Tehát a hajó a világítótoronytól kb.
412 m távolságra van.

ABC derékszögűháromszögben
12

tga = - =? a = 30' 58'.
20

ABD derékszögűháromszögben
e = a + 2'10' = 33'8';

tg33' 8' = x + 12 10520 =? x -e r, .

Tehát a szobor kb. 1 méter magas.

A csavarvonal úgy jön létre, hogy az ábrán látható derékszögű háromszöget egy
hengerre csavarjuk fel. A csavar becsavarásának irányát is feltüntettük. Egy fordulat
alatt C-ből B-be jut a csavar. Az ABC L> AC oldala éppen a csavar (henger) alapkö_
rének kerülete, azaz AC = 2r n.
Feladatunk az ABC L> BC = h magasságának meghatározása
h = 2rntg 4,5" ~ 1,236 =? h ~ 1,2 mm.

A torony magassága igy 40 . tg 56,31' = 60 (m),
a kereszttel együtt mért magassága pedig
40 . tg (56,31' + 2,47') = 40 . tg 58,18' = 66 (m).
A kereszt tehát 6 m magas.

40m

326 327
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.....

51,9°

)
B

r

-.--------

A

Vizsgáljuk először azokat az ABCD négy­
szögeket, amelyek tartalmazzák a kör O kö­
zéppontját. Ezek felbonthatók négy egyen­
lő szárú háromszögre, amelyek szárai r
hosszúak, a szarak által bezárt szögek pedig
IX, 13, r, l! nagyságúak.
A négyszög területe felirható a háromszö­
gek területének összegeként, amit sin <p :5 I
egyenlőtlenség felhasználásával felülről be­
csülve:

1 2 . 1 2 . 1 2 . 1 2 . 2
T = -r sm « + -r r smf3+ -r sin r+ -r sml!:5 2r adódik.

2 2 2 2
Tehát bármely szóbajövőnégyszög területe maximum 2r 2

, ami a = 13 = r = l! = 90°
esetén és csak ekkor valósul meg, azaz ha ABCD négyszög egy négyzet.
Azok a négyszögek, amelyek O-t nem tartalmazzák a félkörön belül vannak, ezért

területük kisebb ~r2n-nél, tehát 2r2-nél is, igy a maximális területű négyszög a

S'

négyzet.

Feltétel: AB II A'B', ezért AB = A'B'.
AB illeszkedik az S-re, azA'B' az S'-re.
S és S' metszésvonala (ha van) e,
(S, S'H: = <p.
Az ABC ~-nek az S'-re eső merőleges

vetülete A'B 'C' ~.

a) A magasság az ábrán látható derékszögű "függőle­

ges metszetű" háromszögben h-val jelölt szakasz.
Mivel a háromszög alapja az alapél fele, 115 m,

h
ezért tg51 9°= -, ahonnan h ~ 146,7 méter,

, 115
azaz kb. ilyen magas a Kheopsz-piramis.

b) Az ábrán <p jelöli a keresett oldalél-alaplap szöget,
146,7 420

amire tg <p = --r::, azaz <p ~ .
115'\12

c) Az oldalél hossza pl. egy Pitagorasz-tételbőladódik:

146,72 + (1l5fi)2 = e2
, ahonnan e ~ 219 méter.

Tehát az oldalélek kb. 219 méter hosszúak.
(Kicsit rövidebbek, mint az alapnégyzet éle.)

h

D

z

c

A ~36uL

b = dsin56°= 450sin24°sin56° ~ 443,7.
sin 20°

KL
Így LKA derékszögü háromszögben tg<p = - => <p ~ 1,18°.

AK
LKB derékszögü háromszögben Pitagorasz-tétel miatt:

LB 2 = KL 2 + KB 2
; LB ~ 6,19.

LOB háromszög egyenlőszárú,az LB alaphoz tartozó OE magasság felezi az alapot

és a szárszöget. Az OEB derékszögűháromszögben sin <p = E: => R ~ 150.

Az AB húrra merőleges átmérő felezi a húrt, igy F felezőpont, az OFB derékszögű

háromszögben Pitagorasz-tétel miatt OF2 = R 2
- FB 2 => OF ~ 145.

Tehát a tartószerkezet körivének sugara kb. 150 m,
a legnagyobb magasság FQ = R - OF ~ 5 m.

Az ábráról leolvasható,
hogy az A és D pont közöt­
ti szintkülönbség
h = x - y + Z.

x = 170 sin 5"42' ~ 16,88;
Y = 154 sin 4°48' ~ 12,53;
Z = 315 sin 5°56' ~ 32,56;
h ~ 36,9.
Az út végpontja a kiindulópontnál kb. 36,9 méterrel van magasabban.

Az ábrán feltüntetett adatok és jelöIé­
sek szerint a keresett hegymagasság
CG = a s b.
Az ABD A-ben a = 450 sin 12°.
Az ABF ~-ben c = 450 sin 24°.
Az EBC ~-ben ri = 90° - 56° = 34°.
Az ACG ~-ben r + rI = 90° - 36° = 54°,
innen r = 54° - 34° = 20°.

Az FBC ~-ben sin 20° = "-,
d

. d c _4_50_s_in_24_0mnen = ---= .
sin 20° sin 20°

A hegy magassága CG ~ 537 m.

Másik megoídás:
AB = 80 m, KB = 6 m, KL = 1,52 m => AK = 74 m.
A kerületi és középponti szögek tétele szcrint az R sugarú körben az LB ivhez tar~

tozó LOB középponti szög (2<p) kétszer akkora, mint az ugyanahhoz az ivhez tarto,
zó LAB kerületi szög (<p).
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Megjegyzés:
Ábránkon a háromszög teljes egészében az S' sik által kettéosztott tér egyikében van.
Minden más esetben is igaz az összefüggés, mert az SI sík önmagával párhuzamosan
eltolható továbbá a párhuzamos eltolás nem változtatja meg a vetület területét.
Ennek ismeretében a bizonyitást lehet azzal a speciális esettel kezdeni, amikor AB
egybeesik A 'B '-vel, azaz a két sík e metszésvonalára esik.

Az ABC'" AB-hez tartozó magassága m.
Az A 'B 'C' '" A 'B -höz tartozó magassága m '.
l. Ha S II S', akkor az állítás nyilvánvalóan igaz, hiszen ekkor m =m' és ep =O

miatt cos ep = l, t' = t.
II. Ha S,WS', akkor a C-re illeszkedő, AB-re merőleges (un. vetitő-) sik illeszkedik

C'-re is és a két háromszögből az m, illetve m' magasságot metszi ki.
Ezért m' = m cos ep, továbbá

A'B"m' AB·meosep AB'm
t'A'B'C = = ---cos 'P = f ABC coscp.

2 2 2

Másik megoldas:
Kössük össze a háromszög csúcsait a
köréirt kőr középpontjával. Mivel a há-
romszög szögei 53', 62', 65°, a hozzájuk tartozó középponti szögek rendben 106',
124°, 130' a kerületi-középporui szögek tétele miatt. A behúzott sugarak az
ABC "'-et három egyenlőszárú háromszögre bontják, amelyek területének összege:

R'
TA RC = TRCO + TCAO + TARO = ~(sinl06'+sinI24'+sinI300) = 81,80 (cm-).

2
b) A kerületi szögek tétele és a Thalész-tétel miatt minden háromszög minden 01­

daJára igaz, hogy az a körülírt kör átmérőjének és a szemközti szög szinuszának
szorzata. Így a = 2R· sin IX = 16· sin 53' = 12,78 (cm),

b = 2R· sin p = 16· sin 62° = 14,13 (cm),
c = 2R . sin y = 16· sin 65" = 14,50 (cm).

c) A beirható kőr r sugara is számos terület-képletben szerepel, talán itt most a leg­
célszeriibb: T = Rr (sin IX + sin p + sin y). Egyenlővé téve ezt az al-ban használt-

I k
. k 2R· sin IX' sinp· sin y 16· sin 53'· sin 62°· sin 65' o 95 ( )

ta apJu: r = = = ., cm .
, sin a + sio,B + sin y sin 53° +sin 62° +sio 65° '

82 + 3 :i2 - 102
.

2 . ~ . 3,:i = - O, 46, ezért IX = 117,82°. Egy következő szöget meghatáro-

zunk szinusztétellel (itt a visszakeresésnek már csak a hegyesszög-eredménye
jöhet szóba, hiszen egy háromszögnek a nem legnagyobb szöge más nem lehet):
sinp sin IX 'b" R b·sinlX 8 sin 117, 82° 07075 .
~- anu ol SIn p = most =" ezert

b a a 10
p = 45,04°. Végül a harmadik szöget a szögösszegből számoljuk ki:
y = 1800

- IX - P= 17,15°. (A kerekített értékekre nem "stimmel" a szögösszeg;
de ez előfordulhat, hiszen a számológépen végig a - gép számábrázolási határá­
ig, általában 9-10 jegyig - "pontos" értékekkel számoltunk, felhasználva annak
memóriáját/memóriáit, a felirásban azonban kevesebb értékes jeggye! is beértük.)

a2 + hl _ c2

b) Vagy az előző ponthoz hasonlóan járunk el (most cos y
2ab

102 +24' _26' . . . . .... '"
,:,:~,-=:..:.-_.=~= O), vagy ranezesre felismerjük a pitagoraszr szamharmast,

2 ·10· 24
b 24

mindenesetre y = 90'. Ekkor egyszerű visszakereséssel (pl.) sin p= - = -6 '
c 2

amiből p = 67,38°, és a szőgősszegből « = 1800
- P- y = 22,62°.

a) A legnagyobb oldali al szemközti szöget meghatározzuk koszinusztételiel (mert
a koszinusz visszakeresése a szóba jöhető 00_1800 tartományban egyértelmű):

b2 2 2
2 b' 2 2b iből +c -acl = + c - c . cos a, alm o COS a = , most

2bc

Legyen a < b < c. A háromszög leghosszabb oldalára felirjuk akoszinusztételt:

162 = 82+ 10'_2' 8 ·1O·eosy => eosy = -0,575 => y = 125,1°.
A háromszög egy másik szöge pl. szinusztétellel számolható:
8 sina .

- => SIllIX = 0,4091 => IX = 24,1'.
16 sinl25,lo
Mivel y > 90°, igy IX csak hegyesszög lehet. p = 1800

- IX - Y = 30,8°.

Előbb a harmadik szöget számitjuk ki. Lásd a 2274. feladat megoldásában a *-gal
jelölt képlet levezetésének gondolatmenetét!

r:::::;l h k' ld l' kö b' ..' 'b ab sin y~ Tudjuk, ogy et o a es a oz ezart szog Ismerete en t 2 másrészt a

. Iből b sinp E kből dódik a
2

sinpsiny "E .szinusztete o = a . -r--". ze o a o 1 t = . ". z a keplet ak-
SIna 2sIna

kor alkalmazható, ha adott a háromszög egy oldala és két szöge. A harmadik szöget
kell előbb a két ismertből kiszámítani.

t = 12,5
2

sin71,2°sin36,67" = 46,4 (cm').
2sin 72,130

b

R

cc

a

cRa

a) A háromszög számos terület-képlete
között van ilyen is:

T = 2R 2
. sin IX' sinp· sin y, ahol az

egyes paraméterek épp a most ismert
adatokat jelentik. Tehát

T = 2 . 82 . sin 53' . sin 62' . sin 65' =
= 81,80 (cm-),
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(3 = 70°

b = 18,2 cm

a = 2,13 dm

b = 14,4 cm.

a=6 b ~ 5,83 c = 5

IX = 66,82° (3 = 63,18° y = 50°

a=6 b = 1,89 c=5

IX = 113,18° (3 ~. 16,82° Y = 50°

~280) Vigyázzunk, mert két oldal és a rövidebbikkel szemközti szög adott, tehát nem fel­
tétlenü! van (vagy nem egyértelmű a) megoldás - de ha többfélét kapunk sem biz­
tos, hogy mindegyik lehetséges, meg is valósu\. Aszinusztételt felírva:
sin lX sin y .". a- sin y 6· sin 50°
-- = --, armbol sm IX = , most = 0,9193, ezért

a c c 5
IXI = 66,82° vagy IXZ = 113,18°. (Kiegészítő szögek szinusza azonos, ezért a vissza­
keresés nem egyértelmű.) Ekkor a szögösszegből (31 = 63,18° vagy (32 = 16,82°.

.. bb' . II l sin(3 sin y (fi I ah I ak I hEgy uja szmusztete e; -- = -- Igye em, o cs e et, az eredetileg meg-
b c

adott értékekkel dolgozunk - c, y -, nem az általunk közben kiszámoltakkal - IX-,

mert azt elronthattuk!), amiből b = c ·sin(3 , most b , = 5,83 vagy bz = 1,89. Ellenő-
smy

riznünk kell, hogy mindkét eredménysor lehetséges-e! A szögösszeg mindkét eset­
ben "stimmel" (persze, hiszen felhasználtuk a megoldás során), és teljesül a "nagyobb
szöggel szemközt nagyobb oldal van" tulajdonság is. Egyszerű szűréssel tehát nem ta­
láltunk hamis eredményt. Számszerűen ellenőrizni kell (mégpedig az alkalmazotthoz
képest másik rnódszerrel), hogy megvalósulhat-e mindkét háromszög.

Fe!irva a koszinusztételt: b' = a 2 + c 2 - 2ac . cos (3, amibe beirva (3 két lehetséges
értékét, valóban a b-re már kijött eredményeket kapjuk, tehát mindkét eredménysor
létező háromszöget takar.

b) Célszerű először a legnagyobb szöget meghatározni (ez a leghosszabb oldallal
van szemben), rnert ezzel eldől, hogy a háromszög hegyes- vagy tompaszögű-e.

Ez a koszinusztétellel állapitható meg. (Ha a szög koszinusza negativ, akkor a
szög tompaszög.)

8,4' = 6,7' + 4,9' - 2 . 6,7 . 4,9 cos IX =>

6,7' + 4,9' - 8,4'
cos IX = -0,0253 => IX = 91,45"

2·6,7·4,9

sin(3 = 6,7 => sin(3= 6,7 sin 91, 45" = O 7974 (3 = 52,88°
sin 91, 45" 8,4 8,4'

A (3 hegyesszög, mert van már a háromszögnek tompaszöge (IX > 90°)
y = 180° - (91,45" + 52,88°) = 35,67°

c = 23,15 cm

a = 19,6 cm;

a) a 2 = 7,0' + 4,6 2
- 2·7,0·4,6 cos 72° = 50,26 a = 7,089 a = 7,1 cm

sin (3 7 . 7sin72° 09391---=--=>sm(3= = ,
sin 72° 7,089 7,089
A (3 nem lehet tompaszög, ti. 7 < 7,089 miatt (3 < 72° ( Nagyobb oldallal szem­
ben nagyobb szög van.)
y = 180° - (72° + 70°) = 38°

a sin 110° _ 9,2sin110° -19 58'
a) - = ==> a - - , ,

9,2 sin 26, 2° sin 26, 2°

(3= 180°-(110°+26,2°) = 43,8°

.s: = sin 43, 8° => b = 9,2 sin 43, 8° = 14,42;
9,2 sin 26, 2° sin 26, 2°

sin(3 1,2 . 1,2sin72° 05435
b)--=-=>sm(3= = ,

sin 72° 2,1 2,1
(3 nem lehet tompaszög, mert 1,2 < 2,1 =>(3 < 72°, ezért (3 = 32,92°

IX = 180° - (72° + 32,92°) = 75,08°
a = sin75,08° => a = 2,lsin75,08° = 213

2, I sin 72° sin 72° '

c) IX = 180° - (34° + 45,3°) = 100,7°

!'.-= sin 34° =>b=32sin34° =1821
32 sin 100, 7" sin 100, 7" '

c sin45,3° => c = 32sin45,3° = 23,15
32 sin 100, 7° sin 100, 7°

c) Végigszámolhatjuk az al-ban ismertetett módszerrel; de szellemesebb, igénye_
sebb felismerni, hogy ez a háromszög hasonló az aj-belihez: ugyan forditott sor­
rendben, de minden oldal háromszorosa az ottaninak. Akkor a szögei ugyanak_
korák, bár szintén forditott sorrendben: IX = 17,15°, (3 = 45,04°, Y = 117,82".

.. a2 + h2 _ c2

d) Ennek is nekiállhatunk az al-ban megrsmert modon (most cos y = -
2ab

10'+242_35' . . ......
___-r-__ = -1,14375, arm lehetetlen) vagy ranezesre felismerjük, hogy

2·10·24
nem teljesü! a háromszög-egyenlőtlenség cl0+ 24 < 35), mindenesetre ilyen há-
romszög nincs.

Mind az a), mind a b) esetben a koszinusztétellel kezdjük a számitást, majd folytat­
hatjuk a szinusztétellel.

[22Y8J Mindhárom esetben (a, b és c) a szinusztételt alkalmazzuk.

ll1 3ll
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/B

I

I,
I

24

c

D

F,,
-, '-, ,

-, , I

-, ~'

D

A

-, ,

c

T 24

c

B

f3

ab· sin y 'ből 5138°T = 2 ' arn! y ~ , vagy 128,62°.

Bármelyik esetben a 24-es oldalhoz tar-
tozó magasság m = 150: 12 = 12,5,

ebből CT = ~162 - m 2 ~ 9,99.
Az első esetben ekkor

BT = 24 - CT ~ 14,01, és tgfJ=-""'--
BT

révén fJ ~ 41,74°, a szögösszeg miatt
pedig a ~ 86,88° - ez a háromszög
nem tompaszögű! B

A másik eset már y miatt biztosan tompaszögű, itt BT = 24 + CT ~ 33,99, igy
m.

tgfJ= BT révén fJ ~ 20,19°, a szögösszeg miatt pedig a ~ 31,19°.

Ekkor koszinusztétellel c 2 = a 2 + b 2- 2ab . cos y,

amiből c = .Ji12 ~ 10,58, ezután a háromszög te-

"l 'k' 'd 'l' cm. a- b· sin yru etet et mo on l e Irva: __L = . amely-
2 2'

ből = ab sin y = 7 856me , .
c

A súlyvonal meghatározásához egészitsük ki három­
szögünket paralelogrammává, ennek egyik átlója 2sc'

Koszinusztétellel az ADC d-ből

2sc = ~82 + 122 - 2·8 ·12· cos 1200 = .J304 ~ 17,44,

ahonnan Sc = .fi6 ~ 8,72.

Háromszögünket paralelogrammává kiegészitve, annak egyik átlója épp az ismert
súlyvonal kétszerese. A BCD d-ben felirva akoszinusztételt:

(2sol 2 = a 2 + b 2
- 2ab . cos (180° - y), amiből

2 b2 4 2
(1800 ) a + - s,.cos -y =

2ab
Az eredeti, ABC d-ben felirva egy másik koszinusz- A'<·cc.-..-.---"'c;c---t'-'7.

tételt: c 2 = a 2 + b 2 _ 2ab . cos y. Felhasználva, hogy
4s 2 _ a2 _ b2

cos y = -eos(1800-y) = C' , ezt igy ir-
2ab

hatjuk: e 2
= 2a 2 + 2b 2 -4s/ = 2.5 2 + 2.3 2 -4· 2,2 2 = 48,64.

Ezért c = ~48,64 ~ 6,97. (L. még a 3587.-es megoldást!)

e=6

y = 40°

a) Vigyázzunk, mert két oldal és a rövidebbikkel szemközti szög adott, tehát nem
feltétlenül van (vagy nem egyértelmű a) megoldás - de ha többfélét kapunk sem
biztos, hogy mindegyik lehetséges, meg is valósul.
(Lásd előző feladat! Most egy kicsit más megoldási utat mutatunk.)

sina siny .". a-siny
Egy szinusztételt felirva: -- = --, arniből sm a , most

a c c
7· sin 40° ,
--- ~ 0,7499, ezert a] ~ 48,580 vagy "2 ~ 131,42°.

6
Ekkor a szögösszegből fJ] ~ 91,42° vagy f32 ~ 8,58°.
Felirunk egy koszinusztételt:

2 2 2 . d b 2 2 b 2 2C = a + b - 2ab . cos y, arrut ren ezve: - a· cos y . + a - c =O.
Ez egy másodfokú egyenlet b-re,
konkrétan (kerekitett elsőfokú

együtthatóval):

b 2
- lD,72b + 13 = O.

< 9,33
Megoldva: bl 2 = .

. 1,39

Ellenőriznünk kell, hogy mindkét eredménysor lehetséges-e. A szögösszeg mind­
két esetben "stimmel" (persze, hiszen felhasználtuk a megoldás során), és teljesül
a "nagyobb szöggel szemközt nagyobb oldal van" tulajdonság is. Egyszerű szű­

réssel tehát nem találtunk hamis eredményt. Számszerűen ellenőrizni kell (még­
pedig az alkalmazotthoz képest másik módszerrel), hogy megvalósulhat-e mind­
két háromszög.

l' " sinfJ sin y 'b "l b c . sinfJ 'b b 'Fe irva egy szinusztételt: -- =--, arru o = -.--, arru e eirva fJ két
b c smy

lehetséges értékét, valóban a b-re már kijött eredményeket kapjuk, tehát mindkét
eredménysor létező háromszöget takar.

r"2lb) K ' f ' l k ' fl' h' " "l' T ab·siny (hl "lk~ et e e epp e Irva egy aromszog teruetet: = 2 = rs a o s a le e-

l j.kapjuk a bei ' ab·siny ab·siny B' d krtí et, apju a beirt kör sugarara: r = = . errva az a ato at,
2s a+b+c

kapjuk: f] ~ 1,88 vagy r2 ~ 0,44.

@Bármely háromszögben egy oldalra, a szemközti szögre és a körűlirt kör sugarára:

c = 2R . sin y (l. pl. 2273. megoldás). Ekkor R = c ~ 4,67 - mindkét há-
2·smy

romszög esetén.

--
U4 us
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BCD derékszögű háromszögben
CD

tg15°= - ~ CD = 0,536 ~ 0,5 (cm).
2

BCE derékszögű háromszögben
EC

tg300= - ~ EC = 1,155 ~ 1,2 (cm).
2

Így az osztásvonalak a oefogót
CD ~ 0,5 cm-es, DE ~ 0,7 cm-es,
EA ~ 0,8 cm-es szakaszokra osztják.

5. MQ = ~182 + 142
- 2 ·18 ·14 -cos 72, or ~ 19,10 (cm);

6. sinKMQ 1: =.J..4:.... sin 72, or ~ 0,6974 ~ KMQ 1: ~ 44,22°;
19,10

7. PMQ 1: ~ 44,22" - 22,80° = 21,42°;
8. LMQ 1: ~ 60° - 44,22° = 15,78°.
A keresett szögek tehát: 22,80°, 21,42° és 15,78°.

A terv megvalósitása:

l. sin 'P = lJ!.. sin600= 3..)3 ~ 0,7423 ~ 'p ~ 47,93° (hiszen 'p < 60°);
21 7

2. e ~ 72,07°;
~----c,--------

3. MP = ~182 + 72 - 2 ·18·7· cos 72, or ~ 17,19 (cm);

4. sinKMP 1: = _7_. sin 72, or ~ 0,3874 ~ KMP 1: ~ 22,80°;
17,19

Egy lehetséges terv az ábra jelöléseit használva:

l. ip kiszárnitása a KLM báromszögből szinusztétellel;
2. E = 120° - 'P; M
3. MP kiszárnitása a KPM háromszög­

ből koszinusztétellel;
4. KMP 1: kiszárnitása szinusztétellel

a KMP háromszögből;

5. MQ kiszárnitása a KMQ három­
szögből koszinusztétellel;

6. KMQ 1: kiszárnitása szinusztétellel
a KMQ háromszögből;

7. PMQ 1: = KMQ 1:- KMP 1:;
8. LMQ1: = 60"-KMQ1:.

13

- - - - - -- - ----- A'
". .-

fl 'B

e
c ....

14

A IS-ös oldallal szemközti szögre egy koszinuszté-

132+142-1525 .
telből: cos y = = -. Mivel ez egy

2·13·14 13
/ --c,e- 12

hegyesszög, szinusza: sin y = 'i I - cos' y = 13' A

12
13·14·-

ah· sin y 13
háromszög területe: T = 2 = --2-'-"- = 84.

,-----c:-:----c-
(Vagy másképpen a Héron-képlette!: T = ~s(s - a)(s - h)(s - c), ahol s a kerület

13+14+15 . I =fele, most: s = 21. Igy T = '121- 8·7 -6 = '17056 = 84.) A kere-
2

sett kör középpontja a IS-ös oldal és a szemközti szög felezőjének metszéspontja.
Ez a szögfelező két háromszögre vágja az eredetit, amelyek területe ("alapszor

14r 13r.. d . h' ..
magasság per kettő" képlettel) - és -. Ezek osszege az ere ett arornszog

2 2

területe, 84: és igy kapjuk: r = 56 = 6,2.
9

Használjuk az ábra jeJöléseit!
Tükrözzük a háromszög A csúcsát a
szemközti oldal F felezőpontjára (A')!
AA' = 2su = 26. A keletkezett ACA'B
négyszög a tükrözés miatt paralelo- /
grarnma. Az AA'C háromszögben ko- ./sa~ 13
szinusztétellel kiszámoljuk a leghosz- A JX

szabb oldallal, AA '-vel szemközti szöget. 17

262 = 142+ 172_2.14. 17 -cos e~ cos s » -0,4013 ~ e » 113,7°. Mivel a
paralelogramma egy oldalon fekvő szögei egymást 180a-ra egészitik ki, ezért az ere­
deti háromszögben IX = 180° - e = 66,3".
A háromszög harmadik oldala koszinusztétellel:

a 2 = 142+ 172 _ 2.14·17· cos 66,3" ~ a ~ 17,1 cm. Mivel ez a háromszög leg­
nagyobb oldala, ezért a háromszög másik szögét pl. szinusztétellel számithatjuk (a
szög IX-nál biztos kisebb lesz, mert egy háromszögben nagyobb oldallal szemben
nagyobb szög fekszik).

J:'I:.. sin lJ ~ sin lJ ~ O, 7497 ~ lJ ~ 48,6"
17,1 sin 66, 30
y = 180" - IX -lJ = 65,1".
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Az F eredőt megszerkeszthetjük a vektorösszeadás valamelyik szabálya (paralelo­
gramma- vagy háromszög-szabály) szerint. Az eredő erő hossza egy olyan három­
szög oldalahosszúsága, amelynek két oldala 400, illetve 600 egység, az ezek által
közbezárt szög 180" - 105" = 75". Koszinusztételt alkalmaznnk.

IF 1
2

= 400
2

+ 600
2

- 2·400·600 cos 75" ~ 395 800 IFI~ 629,1.

Az eredő erő nagysága IFI I ~ 629 N.,

c

F

F,
B

60

F'

A

K

F,

A délnyugati irányú IF, I= 50 N és a
délkeleti irányú IF,I = 70 N erő 90"-os
szöget zár be egymással. Ezek eredője

F' nagyságát Pítagorasz tétellel számít­
jnk ki az AKB ""-ből.

IF'l z
= 502 + 702 = 7400

IF'I = 86,02.
Az F' és F, által bezárt szög e, derék­
szögü háromszögből számítjuk ki.

50
tge = - ~ 0,7143 B ~ 35,54".

70
F3 és F' által bezárt szög ÚJ ~ 45" + 35,54" = 80,54".

A vektorösszeadás szab~>yijf:jK'megfelelő ábra fel­
tünteti, hogy a két összetevő.

F10 Fz, és az eredő Ferőt jelképező vektorok há­
romszöget zárnak be. Az F, összetevőnagyságát ko-
szinusztétellel számítjuk ki. F,

IF,I 2
= 600,0 2 + 4500 2 - 2·600,0·4500 cos 32" ~ 16030540.

A keresett összetevő IF,I ~ 4004 N.
Az e = (F" F) 1: szinusztétellel számítható ki.

sin e 600, O . 600, Osin 32"
sin 32" = 4004 => sm e = 4004 ~ 0,0794 => e ~ 4,6".

Az e nem lehet tompaszög, ti. a háromszögben kisebb oldallal szemben kisebb szög
fekszik, (600,0 < 4004 miatt e < 32").

Ha az ABC háromszöget az AB-re tükrözzük, akkor a két háromszög együtt éppen sza­
bályos háromszöget alkot (mindhárom oldala 8 egység hosszú), tehát CAB 1: = 30".
Mivel AC és BD szöge 75", ezért ABD 1: szintén 75°, mivel a háromszögek (és így
az A, B és az átlók metszéspontja alkotta háromszög) szögösszege 180°. Ekkor
azonban a DBC 1: = 90° - 75" = 15°, és mivel BC = CD = 4, ezért a BDC 1: is 15".
Ekkor aBCD 1:-re a szögösszegből150° adódik. BCA 1: viszont 60", tehát a DCA 1:

is 90". Eszerint tga = i = 0,5, ahonnan a ~ 26,6".
'=- = 39" 28'
3
A PQ szakasz koszinusztétellel: PQ = ~52 + 72 - 2·5·7· cos 39" 28' = 4,47 (cm).

h · .. ből szi . II I sin 'p 5 iből 90"'Az AQP aromszog o szmusztete e: = --, arru o 'p < nuan
sin 39" 28' 4,47

'p = 45,32" = 45"19'.
Az ABC háromszög fJ és y szöge most már könnyen meghatározható.

a
Mivel 'p külső szöge az AQC háromszögnek, ezért 'p = y + -, amiből

3

y = 'p - '=- = 5" 51' és igy fJ = 180" - a - y = 55°45'.
3

A háromszög oldalainak meghatározásához először a BP és a QC szakaszokat cél-
szerű meghatározni, végül a háromszög AB és AC oldalának hosszát. A szögek is­
meretében mindegyik esetben számolhatunk szinusztétellel is.

. a
. BP sm'3 'b"l 5· sin 39" 28' 3 84 (Az ABP haromszögből --, am! o BP = =, cm).

AP sinfJ sin 55° 45'
Hasonló módon kapj nk az ACQ háromszögből,hogy

7· sin39°28' ..
CQ = =43,65 (cm) es Igy BC = 3,84 + 4,47 + 43,65 = 51,96 (cm).

sin5°51'
. AB sin y '" 51,96·sin5°51'

Az ABC haromszögből - =--, arniből AB = = 6,02 (cm),
BC sina sin 118° 24'

'11 AC _ sinfJ iből AC- 51,96·sin55°45' - 48 83 ( )1 etve - _ - . amI o - - , cm .
BC sin a sin 118° 24'

Az ABC háromszög oldalai tehát 51,96 cm, 48,83 cm és 6,02 cm hosszúak, az ol­
dalakkal szemben rendre 118"24', 55°45' és 5°51' nagyságú szögek vannak.

Az e és f átlót koszinusztétellel számítjuk ki.

e 2 = 5,8 2 + 7,4 2 _ 2·5,8·7,4 cos 48°18' ~ 31,30 e ~ 5,6 cm
A másik átló meghatározásához előbb ki kell számitani a vele szemközti szöget (a
paralelogramma másik szögét) is. fJ = 180" - 48°18' = 131°42'

f2 = 7,42+ 5,8 2-2.5,8 . 7,4 cos 131°42' ~ 145,50 I> 12,1 cm

Megjegyzés:
A fJkiszámítása nélkül is cél érthető, ti. cosfJ = -cos 48°18'.

Ha H9

---
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b

2a, ~ 59,1

(tí. a + b > O)

(ti. a - b > O)

2
al ~ 165,9

225 ± 106,87

2
(Az óramutatók hossza csak pozítív lehet.)

Adott a háromszög egy oldala, (AB) és a rajta fekvő két szög. Az A csúcsponttal
szemköztí a = BC oldal, az AB-vel szemköztí szög kiszámítása után, színusztétellel
határozható meg. y = 180° - 115° = 65°.

a sín 50°

360
- -- => a = BC ~ 304,3 m.

sín 65°

Mínthogy az egyenletrendszer a-ban és b-ben szímmetríkus, b-re ugyanezek az ér­
tékek adódnak, fordított sorrendben. Az a > b míatt a nagymutató hossza 12,9 cm,
a kísmutató hossza 7,7 cm.

Megjegyzés:
Az L-III. egyenIetrendszert másként is megoldhatjuk.

I. + 2 III.: (a + b)' = 225 + 198 = 423 => a + b ~ 20,57

L-lIII.: (a_b)' = 225-198 = 27 => a-b ~ 5,20

Innen a ~ 12,9 cm, b ~ 7,7 cm.

Lásd a 2296-os feladat megoldásának gondolatmenetét!
A nagymutató hossza kb. 16,2 cm, a kísmutató hossza kb. 7,9 cm.

9 órakor a nagymutató, a, és a kismutató, b, merőle­
gesek egymásra, 4 órakor az általuk bezárt szög 120°.
A mutatók hosszának kiszámitásához ezért használ­
hatjuk a Pitagorasz-tételt és a koszínusztételt.

I. a2
+ b' = 225 }

II. a2 + b2
- 2ab cos 120° = 324

Itt a > b, mert a az óra nagymutatója.
(cos 120° = - 0,5)
Az I. egyenlet jobb oldalát behelyettesítjük a IL-ba és kífejezzük ab-t
IlI. ab = 324 - 225 = 99.

Ebből a b-t kifejezzük b = 99 és az L-be behelyettesítjük:
a

2 9801 = 225a + 2 .
a

A nevezővel az egyenlet míndkét oldalát megszorozva egy másodfokúra vissszave-
zethető negyedfokú egyenletet kapunk, amít rendezve:

a 4
_ 225a' + 9801 = O.

Ez az a '-ben másodfokú.

2 225 ± h252
- 4 . 9801

al ,2 = 2

al ~ 12,9 a2 ~ 7,7

Az F" F2 és F3 keresett eredője F. Ennek meghatározásához előbb kiszámítjuk ÚJ

kiegészítő szögét: 180° - 80,54° = 99,46°. A F eredő hosszát az AKC háromszög_
bőI határozzuk meg koszínusztételIel.

IF 1
2 = 602 + 86,02 2

- 2·60·86,02 cos 99,46° ~ 12696 IF I ~ 112,7.
A három adott erő eredőjének nagysága tehát 112,7 N.
AF eredőneka 3 adott (Fl' F2, F3) vektorral bezárt szöge kíszámítható, ha megha­
tározzuk még az F' és F által bezárt J szöget. A koszínusztételt alkalmazzuk.

60 2 IF'I' IFI 2 2IF'IIFI' ,7400+12696-3600= + - cOSu=>coSu ~08508
2·86,02 -112,7 '

J ~ 31,70°.
Ennek alapján a keresett szögek:
Az Fl és F által bezárt szög '1'1 = 90° - E + J ~ 86, l 6°.
Az F2 és F által bezárt szög '1', = E - J ~ 3,84°.
Az F3 és F által bezárt szög '1'3 = ÚJ - J ~ 48,84°.

Megjegyzés:
Az F eredőnek a 3 adott (F" F2' F3) vektorral bezárt szöge másként is kiszámítható.
Az AKC d-re felírjuk a színusztételt:

sín '1'3 _ IF'I . IF'I sin 99, 46°
sín 99, 46° -W => Slll '1'3 = IFI = 0,7530.

Ebből (F3, F) -9: = '1'3 ~ 48,85" ('1'3 nem lehet tompaszög),
(F2, F) -9: = '1'2 = '1'3 - 45" ~ 3,85",
(Fl' F) -9: = '1'1 = 90° - '1'2 ~ 86,15°.

12295.[ Az eredő erő az összetevők által "kife­
szített" paralelogramma azon átlója,
amely az összetevők közös kezdőpont- f-:e-,-----'----,--;;cc;-----::oo

jából índul. Az összetevők nagysága
kíszámítható színusztétellel, ha ismer­
jük az ábra szerínt az adott eredővek­

torral szemköztí szöget.
E = 180°-(21°+58°) = 101°.

IFII sín 58° 4500 sin 58°
4500 = sínlOlo => IFII sín 101° ~ 3887,6,

H sín 21° IF I 4500 sín 21°
4500 sin 101° => 2 = sín 101° ~ 1642,8.

A két összetevő nagysága kb. 3888 N és kb. 1643 N.
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Megjegyzés:
A Y szög kiszámítása után kiderül, hogy az ABC L'. egyenlőszárú (AC = AB). Ezt az
A-ból induló magasság két (egybevágó) derékszögű háromszögre bontja. Így a szi­
nusztétel helyett elég a koszinusz szögfűggvény alkalmazása a BC = 2x meghatá_
rozásához.

x
cos 65° = - =? X = 360 cos 65' ; BC ~ 304,3 m.

360

Mivel a kelet-északkeli irány 22,5'-ot zár be a keleti
iránnyal, igy az útvonalat az ábrán látható háromszög
adja. Ennek x-szel jelölt AC oldalát a koszinusztétel­
lel határozhatjuk meg:
x 2 = 52 + 102-2·5·10· cos 112,5', amiből

x ~ 12,8, tehát légvonalban körülbelül 12,8 km-re
van egymástól a két ház.

t ;fÉ~ÉK~112;;'50~é C
~K 10..-

B .•.• ·•

5 ,_,' x

A

x

40

Ekkor a kiindulási hely, az irányváltoztatás helye és
a végső hely olyan háromszöget alkotnak, amelynek
két szomszédos oldala 40 és 32, s az ezek által bezárt
szög 165'. Így egy egyszerü koszinusztétellel a kér­
déses távolság:

X=~402 +322 -2·40·32·cosI65' ~71,39 (km).

\

\
\

\ S
\

\

\
\

\

turistaház

5km
30'

szélerőmű
A sematikus ábra alapján az erőmű, a
falu (pontszerünek képzelve), és a tu­
ristaház háromszögében három ada­
tunk van, két oldal (5, illetve 7 km) és
a bezárt szög 30'. A·koszinusztételből
adódik, hogy a keresett s távolságra:

S2 = 25 + 49 -70cos30'=

= 74 - 35.J3 ~ 13,38, ahonnan
s ~ 3,7 km. Tehát a falutól (pontosab­
ban a falu azon helyétől, ahová befut a
távvezeték) a turistaház kb. 3,7 km-re van légvonalban.

a) Koszinusztétellel: a = ~52 + 92 - 2·5·9· cos 97, 8' ~ 10,87 (km).

b) Az e és a ep hegyesszögek meghatá- v~a F
rozása a feladat. Szinusztétellel: E 'p

sins 9 'b"l=--amlO
sin 97,8' 10,87 ' 5 97 S' 9
sin B ~ 0,8203, tehát ló ~ 55,1°. '
ep ~ 180' - 97,8' - 55,1' = 27,1'. A

B

y

x

A

Az ábrán C jelöli az elágazást, A az el­
ső, B a második épületet. A megadott
szögek segítségével az ábrán jelölt ösz­
szes szöget meghatározhatjuk, igy:
CDA -): = 25', DAC -): = 123',
BAD -): = 57', DBA -): = 73'. 500~
Ekkor az ábrajelöléseivel ACD és BAD C L-_3"'2"-'-"--- -"".~
háromszögekben szinusztételeket felir- 400 D

Y sin 32' . x sin 50' iből 202 . két é ..1 . Iva: -- = es ---, amt o x:::: m, vagyis a et epu et tavo -
400 sin 123' y sin 73'

sága körülbelül 202 m.

Az egyik hajó 46 km sebességgel 2 óra 20 perc alatt ~ 107,3 km-t tesz meg.
h

A másik hajó 62 k: sebességgel 2 óra 20 perc alatt ~ 144,7 km-t tesz meg.

A két oldal és közbezárt szög ismeretében a harmadik oldal a koszinusztétellel szá­
mitható ki.

a 2 = 107,3 2+ 144,7 2-2.107,3 ·144,7 . cos 109' ~ 42560
a ~ 206,3
A két hajó 2 óra 20 perc múlva kb. 206,3 km-re lesz egymástól.

Megjegyzés:
Más megoldási lehetőség: Egy óra alatt az egyik hajó 46 km-t, a másik 62 km-t tett
meg. Ekkor b távolságra voltak egymástól, ami koszinusztétellel számitható ki.

b 2 = 462 + 622 _ 2 . 46 . 62 cos 109' ~ 7817; b ~ 88,41;

2 + .!:. = 2 óra alatt 2.88, 4 ~ 206,3 távolságra jutottak egymástól.
3 3 3
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v = 235 ~, ami igen viharos szelet jelent.

5

D

C

5

B 'f-'C-L--+-----"--'-c"I C

A L-_----:;__-':-_----:;_-"''''' B

Az S súlypont az ismert módon harma­
dolja a súlyvonalakat. Tegyük fel, hogy
a 9 egység hosszúságú súlyvonal a B­
ből indul.
A BSFc háromszögből koszinusztétel­

lel: 52 = 62 + 22 - 2 . 6 . 2 . cos 'P.

Ebből cos 'p ~ ~ = 0,625, igy
8

Az ABC Li-ből koszinusztétellel

a~~..[32 +.[22 -2..[3.[2cos75° =
= 1,93, majd szinusztétellel
sin IX sin y iből si c·sinlX
--~--,aml o smy= ,

a c a

..[3. sin 75° = O 8660 .most " ezert
1,93

y =60°, és a szögösszeg miatt f3 =45°.
(Később majd látjuk, hogy egzakt
egyenlőségáll fenn, nemcsak közelitő.)

A kerületi szögek tétele miatt
BCD -): = BAD -): = 30° és CBD -): = CAD -): = 45°. Ekkor az ABD és az ACD há­
romszög is derékszögű, tehát a Thalész-tétel miatt közös átfogójuk. AD a kör átmé­
rője. Bármelyik derékszögű háromszögbőlkiszámithatjuk, például

AB ..[3
AD= ~-=2.

cos 30° ..[3

2
(Ekkor az ABD Lia nevezetes 300-600-900-os háromszög, oldalai 1, ..[3, 2; IIÚg az

ACD Li a nevezetes 45°-45°-900-os háromszög, oldalai .[2, .[2, 2. E két három­
szöget az átfogójánál összeillesztve valóban a kiindulási háromszög jön létre, tehát
a szögek értéke pontos.)

kellett bizonyitani.

Elvégezve a négyzetre emeléseket, a szorzást és a lehetséges összevonásokat:

a 4 + 2a' + 3a 2 + 2a + 1 ~ a 4 + 2a 2 + 4a + 2 - 2(2a' + a 2 - 2a - I)cos 'P.

Rendezve: 2a 3 + a 2
- 2a - I ~ -2(2a 3 + a 2

- 2a -1)cos 'P.

MiveI2a'+a 2-2a-l ~ a 2(2a+ 1)-(2a+ 1) ~ (2a+ 1)(a
2_1)

'" O, hiszen
a > 1, ezért ezzel a kifejezéssel az egyenlet mindkét oldalát eloszthatjuk.

1 ~ - 2 cos 'P, vagyis cos 'p ~ _.!:., amiből a háromszögben 'p ~ 120° adódik. Ezt
2

~
~

4,5 km

B

A

120X

~
OO km B

~SZélV
15°~_

K

A k C
900 --"'­

h

--7

CB lesz a szélvektor.

km
ból két felezéssellehet 15°-ot kapni, és a 900 - -t pl. 9 cm-rel jelöljük. Ekkor

h

A járőrnek x óra áll rendelkezésére. Az
összeütközés azt jelenti, hogy x óra
alatt a lopott gépkocsival éppen AK, a
másik gépkocsival pedig pontosan BK
utat tesznek meg, vagyis km-ben mér­
ve AK ~ 140x, BK ~ 120x hosszúsá-
gú szakasz.
Az AKB háromszög AB oldalára felir-

va a koszinusztételt.a.Sf ~ (l40x) 2 + (l20x) 2
- 2· (l40x)· (l20x)· cos 30°.

Ebből 20,25 ~ 4901,55x 2
, vagyis x = 0,064 (x> O).

A járőrnek tehát 0,064 óra, azaz 0,064 . 60 ~ 3,84 perc (~ 231 másodperc) áll ren­
delkezésére a közbeavatkozásra.

a) Szélcsendben az AB úton repül a
gép. Szélben az AC úton haladna
"önerőből", és CB irányt képvisel a
szél. Így jön létre az ABC vektorhá­
romszög.

b) Szerkeszteni azért lehet, mert 60°_

c) Az ABC Li A-ból induló magassága (az egyenlő szárúság miatt) felezi aBC 01­
v

dalt, igy az egyik derékszögű háromszögből: sin 7 5° ~ ~ ~ _v_ ahonnan
, 900 1800'

Jelöljük a következőképpen a háromszög oldalait:
2 2k :~ a + a + 1, m:~ 2a + 1, n:~ a - l.

Megvizsgáljuk, melyik a háromszög legnagyobb oldala.
k - n ~ a + 2 > 3, ezért k » n.

k - m ~ a 2
- a ~ a(a - 1) > O, mert a > 1, ezért k > m is igaz.

Tehát bármelyik l-nél nagyobb számot irjuk az a helyébe, mindig k lesz a legna­
gyobb oldal.

Írjuk fel a háromszög k oldalára akoszinusztételt: k 2 ~ m 2 + n 2 - 2mn cos 'P, ahol
'p a k oldallal szemközti szög.
Beirva az a-val kifejezett alakokat:

2 2 2 2 2 2(a +a+l) ~ (2a+l) +(a -1) -2(2a+l)(a -1)cos'P.
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p

E

K

c = J3j ~ 1,87,

k

~----~------

a=5m

A

~~~
B E D C

Innen y = 22° és az DAC háromszögben felírt szinusztételből adódik x:
x sin 38° ,
- = -.--, azaz x ~ 13,1, tehat DAC háromszög területe:
8 sm22°

1
T = '2 ·13,1· 8· sin1200~ 45,4 területegység.

A KEP háromszög E-nél derékszögű,

, r
ezert cos rx = - .

d
A KMP háromszögben aszinusztétel

. sinp d
szennt -- = -.

sin y r

T h
, cosa, sinp sinp

e at . = cos lX
sm y sm y

r d= -, - = 1, ami bizonyitandó volt
d r

A feltétel miatt c = sa' igy BAD há-
romszög egyenlőszárú, BD alaphoz
tartozó magassága felezi a BD alapot
, BC
Igy BE = 4 = 1,25 = ED.

AEC, illetve BEA derékszögű három­
szögekre Pitagorasz tételét alkalmazva:

3,75
2

+ma
2

= 42}

1,252 + ma
2

= c2

A két egyenletet kivonva egymásból, rendezés után
Tehát a keresett harmadik oldal 1,87 m hosszú,

az ABC Ll-ben:

az ADC Ll-ben:

Másik megoldás:
A feltétel miatt c = Sa' Legyen a BCA 1: = y,
A koszinusztétel szerint:

2 2 2
C = 5 + 4 - 2,5,4, cosy

2 2 2
C = 2,5 + 4 - 2 ' 2,5 ' 4 cos y

kivonva, átrendezve: 20cos y = 18,75
2 2 2

C = 2,5 +4 -20easy

c = J3j ~ 1,87 (m).

a folyó ,
folyásiránya

12 fi

C' s D

B

IX

x

fi
3,5 ­

s

C

a ~ 14°. Az a nem lehet tom-

y meghatározható DAB háromszögben a koszinuszté­

telből: y 2 = 52 + 82 _ 2 . 5 . 8 . cos 60°, amiből
y = 7.
Ekkor ugyanitt a szinusztételt felírva kapjuk az A -nál

I " , sina 5,. 062evo o: szeget: -.-- = -, Igy sin (x = , ,azaz
sm60° 7

a ~ 38°. (a nyilván hegyesszög).

A CSF" háromszögből koszinusztétellel: CFb = ~32 + 42 - 2 . 3 . 4 . %= -JlO ~ 3,16

egység, ezért AC = 2CFb = 6,32 egység.

A BSC háromszögbőlkoszinnsztétellel: BC = )62 + 42
- 2 . 6 . 4 . ( - %) = ,f82 ~

~ 9,06 egység (felhasználtnk, hogy cos (180° - ep) = -cos ep).
abc

A körülírt kör sugarát az R = - összefüggésből határozzuk meg.
4T

Az ABC háromszög területe a BSC háromszög területének pontosan 3-szorosa:

6·4·sin(l800-'P) 36 . 5132° 281 ' kö "I' köT = 3 . e:::- • sm, = "ezert a oru Irt or sugara
2

9,06·6,32·10 9 ' (f Ih 'l k h . (180° ) .R ~ ~ 5, O egyseg re aszna tu , ogy sm - 'p = sm 'P)
4·28,1 .

A háromszög kérdezett oldalai, ha a 9 egységnyi súlyvonal a BC oldalhoz tartozik,
AC ~ 6,32 és BC ~ 9,06 egység hosszúak, a körülírt körének sugara 5,09 egység.

Megjegyzés:
Más megoldások ellenőrzéséhezmegadjuk az ABC háromszög szögeit:
78,91°, 62,76° és 38,33°.

A csónakat az A kiindulási pontból a viz sodra l sec
alatt 1,2 m-re, B-be vinné. Ha állóvizben eveznének,
a csónak 1 sec alatt A-tól 3,5 m-re C-be érne. Az

IABI = 1,2, lACI = 3,5. Az AB és AC vektorok ere-
--'>

dője AD. Az ábrán a vektorösszeadásnak megfele-
lő paralelogramma szerepel.
Ebben ismert még a BAD 1: = 45°.
Adott az ABD Ll-nek két oldala és anagyobbikkal
szemközti szöge. Az ábrán a-val jelölt szöget A"-=-'--''0--
szinusztétellel számítjuk ki:

sin a =.!:2. => sin a = 1,2 sin 45° ~ O 2424
sin 45° 3,5' 3,5 '
paszög, ti. kisebb oldallal szemben kisebb szög van: 1,2 < 3,5, ezért a < 45°.
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cc
2x

Q

p

c

x

AB = 3x = 212,16.

Szintén a BCP háromszögből p= 90° - ~ = 69,29°, ezért az ABC háromszögben

IX = 180° - P- y = 180° - 69,29° - 82,82° = 27,89°.
Az ABC háromszög szögei tehát: IX = 27,89°, P = 69,29°, Y = 82,82°, az AB ol­
dalának hossza pedig kb. 212,16.

Másik megoldás:

Fejezzük ki cos )l_t koszinusztétellel az ACP, illetve a BCP háromszögbőlis:
2

cos)l= 100z +200
z

_(2x)z = 12500-x
2

illetve eos)l= 100
z

+100
z

_x
2

2 2·100·200 10000 2 2·100·100

20000 - X
Z I h' h 12500 - X

Z
20000 - X

Z

= 20 OOO gaz te at, ogy 10 OOO 20 OOO

Ebből x 2 = 5000, vagyis x > Omiatt x = .JSOOO = 50.J2 = 70,71, tehát
AB = 3x = 212,13.

A szögek meghatározásához először he1yettesitsük vissza cos)l egyik kifejezésé-
2

b 2, 'k' Y 12500-5000 075 iből l" ld' b ke x erte et: cos - = = , , amí o az e so mega as an apott
2 10000

A szögfe1ezőtéte1 miatt
BP : PA = 1 : 2, ha tehát BP hosszát x
jelöli, akkor PA hossza 2x.
Húzzunk P-n keresztül a BC oldallal
párhuzamost; metssze ez az AC oldalt
a Q pontban.
A párhuzamos húzása miatt CPQ <): =

= PCB <): =)l (mert váltószögek).
2

A CQP háromszög CP oldalán fekvő két szöge tehát egyenlő, ezért a háromszög
egyenlő szárú, igy QC = QP.

. h lők ' I' ..,. Ik I QC PB x 1A par uzamos sze o tete et az a szog szararra a a mazva - = - = - = -,
AC AB 3x 3

h
, 1 200, kk QP"te at QC = - AC = --, s termeszetesen ugyane ora a szar IS.

3 3
A PCQ háromszögben a PC alaphoz tartozó magasság meghúzásával kapott derék-

.. "h' .. ből Y 50 3, Y 41 410szogu aromszog o: cos '2 = 200 = 4:' Igy '2 = , .

3
A BCP egyenlő szárú háromszögben a BP alaphoz tartozó magasság meghúzásával

kapott derékszögű háromszögből: .:':. = 100.sin)l = 100·sin20,71°= 35,36, igy
2 4

B

8

c

c

C

Cl Cz-----------""'----
b2./' '' " "-
,/ al ",a2,

étel szerint AB = 8,4 cm,
, AC2 = 5,2 cm, a háromszög te­

.....ete 13 cm-,
be sin IX bbőlT = e o

2
2·13

sin IX = 5,2.8,4 0,5952 *

igy IXI = 143,5°; IXZ = 36,5°.
al' illetve a2 koszinnsztétellel kiszárnitható a

2 = b 2 + e 2
- 2be· cos IX.

A megfelelő értékeket behelyettesitve kapjuk: al = 13 cm; az = 5,2 cm.

A *-tól másképp: a szögek kikeresése nélkül cos IX = ±~1 - sin2
IX = ± O, 8035,

amely közvetlenül helyettesithető a koszinusztételbe.

A háromszög belső szögfelezője a
szemközti oldalt a szomszédos oldalak
arányában metszi. Az ábra jelöléseit

használva: 1.'.- = ~ = l.
e 8 4

Ennek megfelelőenb = 3x, e = 4x
alakban irható. Az ABC Ll-realkalmaz­
zuk a koszinusztételt:

(3x) 2 + (4x) 2
_ 2· 3x· 4x· cos 60° = 14 2

.

13x2 = 196

x = ~196 =~ = 14.Jl3
13 .Jl3 13

BC = a = 14

4 ·14
AB = e = 4x = -- = 15 53

.Jl3 '

3 ·14
AC = b = 3x = .Jl3 = 11,65.

A szögeket szinusztétellel szánútjuk ki:
42

sinp .Jl3 3 . 3sin 60°
sin 600 = 14 = .Jl3 =} smp=.Jl3 0,7206 =} P= 46,1° ;

y = 180°-(60°+46,1°) = 73,9°.
A háromszög oldalai: 14 cm, kb.15,5 cm, kb.ll,6 cm, az ezekkel szemközti szögek
nagysága: 60°, kb. 73,9° és kb. 46, 10.

J49J48 i
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20'

B

y C
38

I

'==
I

I
I

I

D

10

54
A

K

A szögfelezőtétel szerint a háromszög belső szögfe­
lezője a szemközti oldalt a szőgfelezői ':özrefogó ol­
dalak arányában osztja.
. 54 AD AB
Igy - = - = - => AB = 27x; BC = 19x.

38 DC BC
ABC háromszögre a koszinusztételt alkalmazva:

AC 2 = AB 2 + BC2
- 2AB . BC· cos 63°.

Behelyettesitve:

922 = (27x)2+(19x)2-2'27x.19x,cos63' => x 2 =13,56.
Mivel x > O => x = 3,68, AB = 99,4 cm, BC = 69,9 cm.

sin a BC . O 6 70Számoljuk ki szinusztétellel az a szöget: -,-- = - => sm a = , 7 .
sm63° AC

Bármely háromszögben nagyobb oldallal szemben nagyobb szög van.
Mivel BC < AC, ezért a < 63° => a = 42,6°.
A háromszög belső szögeinek összege 180°, ezért y = 74,4°.

b)

A háromszög oldalai: 86 cm, 74,94 cm és 94,66 cm hosszúak, szögei 59,6°, 48,73°
és 71,67° nagyságúak, a beirt kör sugara 23,94 cm hosszú.

L

kj
~1O

A 10 B

Az ABL egyenlő szárú háromszögből

AL = 2·10· cos 50° = 12,86 (cm).
Az ABK háromszögből szinusztétellel:

BK sin 80° 'b "I BK IS 32-=---, amI o . "" , CITI.
10 sin 40°

c) A BKL háromszögbőlkoszinusztétellel:

KL= ~15,32' +102 -2,15,32·IO·cos20' =
. sin ep 10

= 6,84 (cm). SzinusztetelIel: -'--0 = -84'
s1l120 6,

amiből sin ep = 0,5000, vagyis ep = 30,00° (hi­
szen ep nyilván hegyesszög).

a) Az ABC Ó alapszögei 800-osak, ezért ALB 1: = 180' - 80° - 50° = 50°, igy az
ABL háromszög egyenlő szárú. Tehát BL = 10 cm. C

29,8'

A

A

n

c=24x

l' = 41,41°, azaz y = 82,82° adódik. A továbbiakban egy szinusztétellel kiszállÚt_
2
hatjuk pl. a értékét, majd a háromszög szögösszegére vonatkozó képletből fJ-t kap­
juk meg.

Másik megoldás:
TA BC = 3 . TBPC

(az alapok aránya 3: l, és a két háromszög magassága ugyanaz).

Tehát 100· 200 . sin y = 3 . lOD' sin l';
2

2 . 3' Ysmy= ·sm-
2

4 · y Y 3'YSlll-COS-= SIn-o
2 2 2

Mivel sinl';<O, ezért cosl'=~; l'=41,41°,
2 2 4 2

A BPC ó-ből fJ = 69,29°; az ABC ó-ből a = 27,89°.
Behúzva a BPC Ó C-ből induló magasságát a kapott derékszögű háromszögben

x

cosfJ= -.1.. = ....:':.-, amelyből x = 70,7, tehát az AB = 3x = 212.
100 200

A beirt kör K középpontját megkaphatjuk pl. a fJ és a
y szögfelezőjének metszéspontjaként is (ábra).
Az E érintési pont két részre osztja az a oldalt:

BE = r . ctg fJ. és EC = r ' ctg l'.
2 2

r- ctg fJ. + r, ctg l' = 86 (m), amiből r = 23,94 cm.
2 2

, ". . b 38 19 h' aik IA szögfelezőtétel rmatt - = - = -, te at a mas
c 48 24

x hosszúságegységgel mérve b = 19x és c = 24x.
Írjuk fel a koszinusztételt az ABC háromszög BC ol­
dalára:

862 = (19x) 2 + (24x) 2
- 2· (19x)· (24x)· cos 59,6°.

Ezzel ekvivalens: 7396 = 475,50x2
, amiből

x = 3,944 (x > O).
b = 19x = 74,94 cm és c = 24x = 94,66 cm.
A fJ hegyesszöget szinusztétellel is kiszámíthatjuk-

sinfJ 74,94 iből si fJ 07516 . fJ 4873°= --, amj o sm =, ,vagYIs = , .
sin 59,6 86
Y = 180° - a - fJ = 71,67°.

HO
H1

ti.
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a) Számoljuk ki koszinusztétellel a leghosszabb oldallal szemközti szöget!

222 = 17 2 + 12 2 - 2·12,17· cos y => cos y = -0,125 => y = 97,18"
, 12·17 sin 97, 18"
Igy a háromszög területe T = = 101,2 (m-).

2

o

r: ~
B

K

L

b / .... '--C:-v40o <; - - -
/30"'\.---, - '\'

/ .-- 20°\
A -

2750

A park köré tervezett 1,5 méter széles körgyűrű belső körének sugara 11,09 m,
kerülete K = 2Rn = 69,68 (m), külső körének sugara R' = 11,09 + 1,5 =
= 12,59 (rn), kerűlete K' = 2R'n = 79,11 (m).

Készítsünk ábrát!
A szöveg szerint nem lehetséges, hogy
a K-val jelölt pont a CD oldalon le­
gyen. Ekkor ugyanis az ADK derék­
szögű háromszög alakú rész jutna a
legkisebb testvérnek és így nem létez­
ne az AK-val 30"-os szöget bezáró
olyan félegyenes, amelyik kettévágja
az ABCK négyszöget.
Így csak a második ábra szerinti eset
lehetséges.
Az ABK derékszögű háromszögből

egyrészt BK = 2750 . tg 20", másrészt
a szöveg szerint ennek a háromszög­
nek a területe a téglalap területének harmada:

27502
. tg 20" = 2750b

2 3
" 3·2750· tg 20" " , . ,

Ebbol b = 2 = 1501, tehat a teglalap másik oldala 1501 m hosszu, a

teljes földdarab terűlete pedig T = 2750·1501 = 4,128· 106 (m-') (kb. 413 hektár).
Az ADL derékszögű háromszögben DL = 1501 . tg 40" = 1260 (rn), igya legna-

bb fi , ak' , főldd b "l 1501·1260 6gyo un juto tö ara teru ete = O 946·10 (m-): ez kisebb a
2' ,

teljes terület harmadánál (ami 1,376 ' 10 6 rn"),

A középső fiú kapta a legnagyobb földdarabot (kb, 180 hektárt), a legidősebb fiú pe­
dig a legkisebbet (kb. 95 hektárt),

(l)

10

L'p

T'

K

Megjegyzés:
Az addíciós tételek ismeretében bizonyítható, hogy 'p pontosan 30". (A bizonyitás
során minden hosszúságot cm-ben adunk meg.)
Állitsunk merőlegest L-ből BK-ra, a merőleges talp­
pontja legyen T. A keletkező BTL derékszőgűhárom­
szögből TL = 10 . sin 20" és TB = 10 . cos 20".

. b l' k h BK sin 80" ibőlA b) resz en attu , ogy - = ---, arm o
10 sin 40"

10 . 2 . sin 40" . cos 40" 20 40" A '-----:c:-----' BBK = . cos . 10
sin 400

A TK szakasz tehát BK - TB = 20 . cos 40" - 10 . cos 20" hosszúságú.
Alakitsuk át ezt a kifejezést. Először emeljünk ki 20-at

20 . cos 40" -10 . cos 20" = 20 -(cos 40" - ~ . cos 20").

Tudjuk, hogy cos 40" = cos (60" - 20") = cos 60" . cos 20" + sin 60" . sin 20", to-

'b ' l,. 60" fjva ba cos őü?« - es sm =-.
2 2

Ezek felhasználásával az (l) kifejezés igy is írható:

20 . (.le .cos 20" + fj .sin 20" _.le .cos 20"J = 20· fj .sin 20" = 10 . fj .sin 20" ,
2 2 2 2

Tehát TK = 10 .fj .sin 20", így a KTL derékszögű háromszögből

TL 10 . sin 20" Ifj. 30" . b' 'd' ltg'P = - = ~ = ~ = -, vagYIs 'p = , amí izonyítan o vo t.
TK 10'"\13· sin 20" "\13 3

K

1,8· tg 30"

M

Két eset lehetséges a rendelkezésünkre álló adatok alapján.

l. eset D , __::x__---'::-__, C
Az ABK derékszögű háromszög alakú
földrész jut a legkisebb fiúnak. Ennek

"l 1,82
. tg 30"

teru ete t = 2 = 0,935 (krn"). b

A teljes földterűlet a feladat szövege sze-
rint T = 3t = 3 . 0,935 = 2,805 (krn-),
ezért 1,8b = 2,805, amiből b = 1,56 km.

x

O

:..--------- sétány

2

17

Megjegyzés:
A háromszög területe a szög kiszá­
mítása nélkül a Héron-képlettel is
kiszámolható:

T=~s(s-a)(s-b)(s-c), ahol
s a kerület fele.

b) A háromszög köré írt kör sugara:
c 22

R=--=----
2sin y 2sin 97,18"

= 11,09 (méter).

1,8

b

352
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ből x ~ 0,46 km.
. x 0,46 6 h' ,Igy tgif' ~ - ~ -- ~ 0,255 , te at if' ~ 14,3" es 30" - if' ~ 15,7".

1,8 1,8
A másodiknak meghúzott félegyenes az elsővel 15,7"-os szöget zár be.

Mindegyik fiúnak ugyanakkora terület jut, ezért az ADM háromszög területére
bx 1,56x ." . x 1,20

fennáll: 0,935 ~ - ~ --, arniből x ~ 1,20 km. Igy tgif' ~ - ~ -- ~ 07692
2 2 b 1,56 ' ,

tehát if' ~ 37,6" és 60" - if' ~ 22,4".
A másodiknak meghúzott félegyenes az elsővel 22,4"-os szöget zár be.

c
70,3"

6

12

d

b) Az ACD háromszögből koszinusztétellel:

d ~ ~37, 52 + 302 - 2 . 37,5·30· cos 44, 16" ~ 26,3 (m), a telek kerülete tehát

2·30 + 20 + 26,3 ~ 106,3 (m). Ennyi kerités kell (legalább).

A kérdezett adatok - a mellékelt ábra
jelöléseit használva - a következő terv
megvalósításával is kiszámíthatók:
l. e átló koszinusztétellel a BCD há-

romszögből

2. Pl szinusztétellel a BCD három­
szögből

3. Ih és P2 kivonással
4. d oldal az ABD háromszögbőlko-

szinusztétellel
5. rx szinusztétellel az ABD háromszögből

6. 60, majd végül o
Megvalositás:

l. e ~ ~r8-,4-::2-+-6--'20-_-2-,-8,-4-'-6-'-co-s-7-0-,3-" ~ 8,52.

sinPl 6 .".
2. ~ --, arniből sm Pl ~ 0,6630.

sin 70, 3" 8,52
Mivel Pl hegyesszög, ezért Pl ~ 41,53".

3. Ol ~ 180" -70,3" - 41,53" ~ 68,17"; P2 ~ 87,4" - 41,53" ~ 45,87".

4. d~ ~8,522 +122 -2·8,52·12·cos45,87" ~8,6J.

5. sinrx ~ l!- ~ 8,52 ~ 0,7103.
sin 45, 87" d 8,61
Mivelrx hegyesszög (pl. e < 12 miatt), ezért rx ~ 45,26".

6. 60 ~ 180" - o: - P, ~ 88,87"; o~ Ol + O2 ~ 68,17" + 88,87" ~ 157,04".

A négyszög negyedik oldala 8,6 cm hosszú, a másik két szöge pedig 45,26", illetve
157,04" nagyságú.

Megjegyzés:
Természetesen a másik átló berajzolásával is kezdhetjük a feladat megoldását. Ek­
kor a másik átló hosszára 14,3 cm, az ABC háromszög két ismeretlen szögére 35,84"
és 56,76", az ACD háromszög szögeire pedig J3,54", 9,42" és 157,04" adódik.

c

20

30

30

Kb·tg60"2. eset
Az ADK derékszögűháromszög alakú
földrész jut a legkisebb fiúnak. Ennek

b2
. ta 60"

teriilete t = co A szöveg sze-
2

rint ez a teljes terület harmada:
b2

. tg 60" 1,8b . 2·1,8 1,2 t:
~-, vagyis b ~ ~ r:: ~ 0,4· '\13 ~ 0,69 (km).

2 3 3·tg60" '\13
A teljes földterület T ~ 1,8· 0,69 ~ 1,242 (km-), ennek harmada jut mindegyik fiú-

nak. Ezért az ABM derékszögűháromszög területére fennáll: I, 8x ~ 1,242 ami­
23'

a) Az AC átlóval két részre vágjuk a négyszöget. D
Az ABC háromszög területe:

ti ~ 30·20· sin 95" ~ 298,9 (rn-).
2 d

Az ACD háromszög területének meghatározásá-
hoz kiszámítjuk az e átló hosszát (az ABC három-
szögből), továbbá az 8 szöget. Koszinusztétellel: 95"

e ~ ~302 + 202 - 2·30·20· cos 95" ~ 37,5 (m). A "----=-----'-'-1 S

Szinusztétellel: sinif' ~ ~ amiből sin if' ~ 0,7970.
sin 95" 37,5'

Mivel if' hegyesszög, ezért if' ~ 52,84".
8 ~ 97" - if' ~ 44,16", tehát az ACD háromszög területe:
t, ~ 37,5·30·sin44,16" ~ 391,9 (rn-).

2
A telek területe ti + t2 ~ 298,9 + 391,9 ~ 690,8 (rn-).

Megjegyzés:
A BD átló berajzolásával is kezdhetjük a feladat megoldását. A BD átló hossza
38,0 m, a BCD háromszög ismeretlen szögeire 51,53", illetve 31,47", az ABD há­
romszög szögeire 84,71", 43,47" és 51,82" adódik.
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E

25,12

x

25

x

a

d

c

Q

R·

A

25,12

A '--'-.1._-,-_--'----' B

Megjegyzés:
A BD átló berajzolásával is kezdhetjük a feladat megoldását. A BD átló hossza
64,6 m, a BCD háromszög ismeretlen szögeire 76,41", illetve 28,59", az ABD há­
romszög szögeire 150,39", 18,59" és 11,03" adódik.

c) A telek területének fele 631,2 m2. Az ekkora alapterületű, négyzet alapú épület

alapéle: ~631,2 = 25,12 m.
Azt is megvizsgáljuk, hogy egy ekkora épület egyáltalán elhelyezhető-e ezen a
földdarabon. Ezt pontos szerkesztéssel és méréssel, vagy - ahogyan az alábbiak-
ban - számitásokkal is megmutathatjuk. 75"

Állitsunk a BC oldalra egy olyan
BPQR téglalapot, amelynek BP ol­
dala 25,12 méter hosszú, és a Qcsú­
csa a CD szakaszon van (ábra).
Ekkor a CPQ derékszögű három­
szögbői a téglalap másik oldala:
x = 6,8 . tg 75" = 25,38 (m) > 25,12 (m).
Megmutatjnk, hogy aBR szakasz egyenesé­
nek a négyszög belsejébe eső szakasza nagyobb 25,38 m-nél (azaz R valóban a
négyszögön belül van, ahogyan az előző ábra mntatja).

Metssze a BR egyenese az AD oldalt ~
az S pontban (ábra). D

ABS 1: = SO, BAS 1: = 150,39"
(ld. ab) végén található megjegy-
zést), ezértASB 1: = 24,61". S .....
Az ASB háromszögbőlszinnsztétel- A 25 B

I I BS sinI50,39" 'b"IBS 297 R h' ABCD' ..e : - = , anu o :=::< ,m; az pont te at az negyszog
25 sin 24, 61"

belső pontja.
Az ABCD földdarabon tehát elhelyezhetőegy olyan négyzet alapú épület, amely-

nek alapéle 25,2 m hosszú. Mivel 25,2 2 = 635,0 > 631,2 ezért olyan négyzet ala­
pú épület is elhelyezhető, amelynek alapterülete a földdarab területének 50%-a.

Először tegyük fel, hogy a négyszög konvex. Az ADC
háromszög egyenlő szárú, mert két egyenlő szöge van.

Ezért d = 9 = 9,93 (m), az ADC háromszög
cos 25"

"I d' d
2

. sin 130° 378 ( 2)tem ete pe 19 ti = = , m .
2

Az ABC háromszögben szinusztétellel:
sin ip 15,45
-- = --, amiből sin ip = 0,8291.
sin 75" 18

32

B
95°

__-,C

25

20

c

A

65

32

18

D

o:

30°

16

D

a) Az AC átlóval két részre vágjuk a
négyszöget.
Az ABC háromszög területe:

ti = 25·32· sin 95° = 398,5 (m-).
2

Az ACD háromszög területének
meghatározásához kiszárnitjuk az e
átló hosszát (az ABC háromszög­
ből), továbbá az e szöget.

~--------

Koszinnsztétel1el: e = ~252 + 32' - 2·25·32· cos 9SO = 42,3 (m).

S . . II I sin e 25 iből sizmusztete e --- = --, arm o sm ip = 0,5888.
sin 9SO 42,3

Mivel ip hegyesszög, ezért ip = 36,07".

e = 75" - ip = 38,93", tehát az ACD háromszög területe:
_ 42,3· 65 . sin 38, 93° _ 863 9 ( 2)

fz - - ,m.
2

A telek területe t l + t2 = 398,5 + 863,9 = 1262,4 m-', jelenlegi értéke pedig

1,262 . 10 3 . 1,5 . 104 = 1,893 . 10 7 Ft , azaz kb. 19 millió forint.

_ 16 ·18sin30° = 72 ( 2)
ti - 2 mm .

Az ABC Ó t2 területének kiszámításá­
hoz előbb meghatározzuk koszinuszté­
tellel az IX szöget.
400 = 324+ 1024-2·18· 32cos IX;

948
cos IX = 1152 = 0,8229 =? IX = 34,62°;

t, = 18· 32s~34,62° 163,6 (rnm-).

A térképen mért terület t = tI + t2 = 235,6 mm-'.

a) Az I : 25 OOO-es méretarányt figyelembe véve, a terület valódi nagysága

Ta = 25 000 2
. t = 1,47.10 11 (rnm- = 0,147 km2 = 14,7 ha).

b) Az 1 : 50 OOO-es méretarányt figyelembe véve, a terület valódi nagysága

Tb = 4 . Ta = 0,589 (km- = 58,9 ha).

b) Az ACD háromszögbőlkoszinusztéteBel:

AD = ~42, 32 + 652 - 2 . 42,3·65· cos 38, 93" = 41,7 (m), a telek kerülete tehát
25 + 32 + 65 + 41,7 = 163,7 (m). Ez a beszerzett mennyiség 96%-a, tehát kb.
170,5 métert keB vásárolni.
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Mivel 'p hegyesszög, ezért 'p ~ 56,0°, így e ~ 180° _75° - 56,0° ~ 49,0°.
18·15,45·sin49,OO ,

AzABCháromszögterü1ete t2 = ~ 104,9 (m-), tehatazABCD
2

négyszög területe ti + t2,~~_1_4_2~,7-,(m--c-2),-. _

Koszinusztétellel a = ~182 + 15,45' - 2 ·18 ·15,45· cos 49, 0° ~ 14,06 (m), így a
négyszög kerülete 14,06 + 15,45 + 2 . 9,93 = 49,37 (m).
Ha a négyszög konkáv, akkor kerülete ugyanakkora, mínt a konvex esetben, terü­
lete pedig: t, - ti ~ 67,1 (m-).

amiből ABD 1: ~ 133°. Ezzel CIBD 1: ~ 3°. Ezután BDCI II.-ben egy koszinusz­

tételből adódik a keresett Cp hossz: C ID
2 = 11,68 + 49 - 47,84· cos 3° =

= 60,68 -47,78 = 12,90, azaz CID kb. 3,59 km.
A másodík esetben hasonlóan ABD 1: = 133°, és igy
C2BD 1: ~ 360° - 130° - 133° = 97°.

Ennek kell a koszínusza, amivel ezúttal: C2D' = 11,68 + 49 - 47,84· cos 97° =
= 60,68 + 5,84 = 66,52, amiből C2D kb. 8,16 km. Tehát az ábrán látható két ki­
emelt távolság: a víztorony illetve a gyárkémény távolsága (CID és C2D) kb. 3,59,
illetve 8,16 km.

D c'~m

~
A D' c' T A'

a) Mivel a töltés magas­
sága 2,5 m, ezért D
pont alapra eső merő­

leges vetületének (D)
távolsága A-tól:

AD'
ctg300= --, ahonnan D'A ~ 4,33 m. Ezzel megegyezik C'A' szakasz hossza

2,5m
is, mivel a töltés egyenlőszárú trapéz keresztmetszetű.

Így az alap AA' ~ 4,33 + 10 + 4,33 = 18,66 (m).

b) Mivel 15%-os lejtő, ezért tg BAA' 1: = 0,15, ahonnan a szög: 8,53°.
EkkorABA'1:-readódik: 180°-30°-8,5" = 141,5°.

sin 30° AB
Ezután a szinusztétel szerint: = --, ahonnan AB ~ 14,98 m.

sin141,SO 18,66

c) A töltés keresztmetszet-területe: 10 + 18,66 ·2, 5 ~ 35,8 (m-).
2

d) DAB 1: ~ 30° - 8,53° = 21,47° (l. abJ-beli eredményt). Először kiszámoljuk AD-t,
és D távolsága AB-től ekkor: AD . sin 21,47°. AD éppen 5 méter, mivel ADD' II.
egy szabályos háromszög fele, és DD' = 2,5, ami a fél oldal. Azaz D az AB
alaptól 5· sin 21,47° ~ 1,83 méter távolságra van. C távolságához először BC
hossza kell. Az ábra alapján: BT ~ AB . sin 8,53° ~ 2,22 (m). Ekkor 4,44 m lesz
BA' hossza, mivel az A 'BT II. a nevezetes 30-60-90 fokos háromszög.
Tehát BC ~ 5 - 4,44 = 0,56 (m). A keresett CM szakasz hossza meglenne, ha
tudnánk CBM vagy MCB szögek egyikét. MBC 1: azonban külső szöge A 'BA há­
romszögnek, tehát MCB 1: ~ 30° + 8,53° = 38,53°.
Innen MC ~ 0,56 . sin 38,53° ~ 0,35 (m).
Tehát a C csúcs az új töltésalaptól mindössze 35 cm-re van.

e

6

A
'~------D

4

B 45"

C2

\

\

\

\

\

\

7 \

\

\

\
1)0° \

\

\
30" \

\

A
D

130"
7

a) A másik átló az ábra szerint az ABC
háromszögből a koszínusztétel1el
számítható ki:

e 2 = 16 + 36 - 48 . cos 45° =

= 52 - 24,[2, ahonnan
e ~ 4,25 egység.

b) Először BCD háromszögben egy színusztétellel kiszámítjuk CDB 1: -et:

sinD =.rí ahonnan o~ 40,5° (vagy 139,5", de ez most a BCD II. szögőssze,
sín 120° 8 '
ge míatt nem lehetséges). Ekkor CBD 1: = 180° - 120° - 40,5° = 19,5°.

CD sín19,5° .
Azaz - =. , ahonnan a keresett CD oldal hossza: kb. 3,1 egyseg.

8 SIn 120°

c) DBA 1: = 45° - 19,5° = 25,5", azaz ismét egy koszínusztéte1ből adódíkAD hosz­

sza: AD 2 = 16 + 64 - 64· cos 25,5° = 80 - 64· cos 25,5" ~ 22,2, amiből

AD ~ 4,7 egység hosszú.

a) Két eset van, C10 és C2 jelöli a viz­
tároló két lehetséges helyzetét a le­
irás alapján.

@Mindkét esetben megadjuk CD
hosszát.
Az első lépésként BD-re feIírjuk a
koszínusztételt (ez míndkét esetben
azonos, utána jön majd az eltérés):

BD 2 = 4 + 25 - 20 . cos 30° =

= 29 -1O.J3 ~ 11,7, ahonnan
BD ~ 3,4 km hosszú.
Ezután az első esetben a koszinusz­

tétellel: 52 = 2 2+3,4'_

- 2·2·3,4 . cos ABD 1:,
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6

C_..

8

7

6

Q

5

l. A P pont körülí szögek közül hármat
koszinusztétellel ís kiszámithatunk:

72 62 52 5
cos APQ 1 = + - = - =}

2·7·6 7
APQ 1 ~ 44,42°;

cos QPR -1 = 62 + 3,5
2

- 82
2 ·6·3,5

= -~ =} QPR 1 ~ 112,02°;
8

cos RPB 1 = 3,5
2

+ 4,5
2

- 62 =
2· 3,5·4,5

= _.1. =} RPB 1 ~ 96,38°.
9

APB 1 = 360° - (44,42° + 112,02° + 96,38°) = 107,18°.

Az előző ábra jelöléseít használva most AB = 5,4 cm, BE = 2 . 5,4 . cos 36° ~

5,4
~ 8,74 (cm), EP ~ 3,34 (cm), PQ ~ 8,74 - 2·3,34 = 2,06 (cm).

2·cos36°
A 2,06 cm oldalú szabályos ötszög területét kíszámithatjuk öt egybevágó egyenlő

szárú háromszög területének összegeként ís:
_ 5 2,06· 1,03. tg 54° _ 7 30 ( 2)t_o -,cm.

2

2. Koszínusztétellel az APB háromszögből:

AB = ~72 + 4,52 - 2·7·4,5· cos 107, 18° ~ 9,37 (km).

~,n5] Terv:
1. APB -1 kiszámitása,

2. AB hossza.

3. ACB1·

4. AC és BC szakaszok hosszának kiszámítása.

b

c

D 1,6
,,,

4 4 ',,,
, e

,,,,
'o,,,

, e,

D)J'"--'--_~ C

A E B
'-------v---'
4,5 -1,6 = 2,9

a

A feltétel szerint ABD szabályos, BCD
általános háromszög, területük aránya
4:3,így

4 2
TARD = 3000 . 7 m ,

3
T

BCD
= 3000. - m-'.

7
Egy a oldalú szabályos háromszög te. A o B

rülete T = a
2

: ' tehát aZ: = 3000 .~, ebből a = 62,92 (m). A trapéz egy szá­

ron fekvő szögei egymást 180°·ra egészitík kí, igy DAB 1 = 60°; ADC 1 =120°.
A szabályos háromszög miatt ADB 1 = 60°, ezért CDB 1 = 60°.

BCDh ' .. "I a'esin60° 3000 3 bből 47aromszog teru ete: =.-, e o c = ,19 (m).
2 7

BCD háromszög b oldalára fe!írjuk a koszínusztételt:

b 2 = a 2 + e 2
_ 2aecos 60°.

A megfelelő értékeket behelyettesítve: b ~ 56,72 (m).
Mível c < b =} a BCD háromszögben e < 60°, a színusztételt alkalmazva:

sm s c bből--=- e o e~461°.
sín 60° b' ,
Így a trapéz szögeí: 60°; 120°; 106,1°; 73,9°;
oldalaí: 62,92 m; 62,92 m; 47,19 m; 56,72 m.

Toljuk el a trapéz AD oldalát CE·be! A keletkezett
EBC háromszög oldalaira a koszinusztételt alkalmaz-

2 2 2va: 4 = 3,5 + 2,9 - 2 . 3,5 . 2,9 . cos e =}

cos e ~ 0,2296 e ~ 76,73°.
Tehát a meredekebb oldalon a töltés dőlésí szöge
76,73°.

A BAE háromszög egyenlő szárú, ezért
BE = 2· 3,1 . cos 36° ~ 5,02 (cm).
A szabályos ötszög szimmetríája miatt
az EPA háromszög is egyenlő szárú,
. p 3,1
Igy E = ~ 1,92 (cm).

2· cos 36°
EP = BQ, tehát PQ = BE - 2 . EP ~

~ 5,02 - 2· 1,92 = 1,18 (cm).

B

/
/

3. ACB 1 = 180° - 23,5" - 35" = 121,5"

4. Színusztételekkel az ABC háromszögből:

AC sin 35" BC sín 23,5°
9,37 = sín121,50 =} AC ~ 6,30 (km); 9,37 = sínI21,5" =} BC ~ 4,38 (km).

Az ABC háromszög oldalaínak hossza: 9,37 km, 6,30 km és 4,38 km.

D

J60 J61
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a) Lásd amellékelt rajzot.
A körív sugara azABO egyenlő szá­
rú háromszögből:

240
r = = 446,7 (rn).

sin 32, 5°

b) A mellékelt ábra szerint most a he­
gyesszögű tartományba kell egy
érintő kört rajzolni, aminek leg­
alább 300 méter a sugara.
PQ

~ = sin 57 5°
300 "
ahonnan PQ legalább 506 méter.
Azaz, ha PQ legalább 506 méter, és
merőleges a 650-os szög felezőjére,

akkor az iv görbületi sngara is leg­
alább 300 méter lesz.

A tortaszelet mennyiségét az alapterü­
lete meghatározza.
A körcikk alapú tortaszelet alapterüle-

2 115"
te: 10 n--- = 1004 (cm-).

360° '
A körszelet alapú torta alapjának terü­
lete a QKP körcikk és a QKP egyenlő

szárú háromszög területének különb­
ségeként is megkapható.
A QKP háromszög az alapjához tartozó KL magasságának megbúzásával két olyan
egybevágó derékszögű háromszögre darabolható, amelyekből egy 10 cm oldalú sza-

bál h' .. kható t "'1 10
2 ·fia yos aromszog ra ato ossze, ezert teru ete: 43,3 (cm-).
4

A QKP körcikk középponti szöge az előzőek miatt 120°, ezért a körcikk területe a

kör területének harmada: ~'102n= 104,7 (cm-),
3

A körszelet területe: 104,7 -43,3 = 61,4 (cm-),
A körcikk alapú torta kedvezőbb választás, mint a körszelet alapú (annak, aki sze­
reti a csokitortát).

A

0,

Kössük elöször a kecskét az Oj-ben le­
vert karóhoz, majd mikor lelegelte a
füvet kössük 0Tbe. Ekkor a satírozott
területet keressük. Ismert a körök su­
gara: r = 10 m, és a két középpont tá­
volsága: 10 m. A keresett területet
megkapjuk, ha a kör területéből az
O,AB körszelet kétszeres területét ki­
vonjuk. Ennek meghatározásához a
BO,A 1-et kell meghatározni.
Mivel az 0,02B háromszög egyenlő oldalú, ezért a BOjA 1 = 120°, amiből a kör­
szelet területe közelitőleg: 61,4 m-', igy a kecske által még lelegelhető terület nagy­
sága körülbelül 191 m-,

c

a) Oj közepű, 6 m sugarú kört locsol be az egyik és O2 közepű, 4 m sugarút a másik
öntöző.

A mindkettő által öntözött terület az ACD körszelet és a BDC körszelet. Ezek te­
rületének kiszámításához DO, C és C02D szögek nagyságát kell meghatároz­
nunk, amelyek az OjFD és az O,DF derékszögűháromszögek a-val és p-val je­
lölt hegyesszögeinek a kétszeresei. a és p kiszárnitható a 4, 6, 8 egység olda­
lakkal rendelkező Oj 02D háromszögben felirt koszinusztételekből:

42 = 62 + 82 _ 2 . 6 . 8 . cos a, amiből IX = 29° és

6' = 42 + 8' - 2 . 4 . 8 . cos P, amíből p = 47°.
Így a keresett középponti szögek: DO,C 1 = 58° és C02D 1 = 94°.
Ekkor a két körszelet együttes területét megkapjuk, ha a megfelelő körcikkek te­
rületét összeadjuk és kivonjuk belőle az O, 02D háromszög területének a kétsze­
resét, tehát a keresett terület: t = 18,2 + 13,1 - 23,3 = 8 (m-).

b) A keresett területek nagyságát kapjuk ha az egyes körök területébőllevonjuk az
a) feladatban meghatározott területet, igy: t, = 105 m-; t2 = 42 m-.
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11595,93, azaz 11596 te-Mivel egy teherautó teherbirása 16 tonna => 185535
16

herautó tudja elszállitani a kitermelt kőzetet.
Attól függően, hogy a számításokban milyen kerekítéssel, hány tizedesjeggyel dol­
gozunk, továbbá a gyakorlatban előforduló szállitási körülmények miatt (nem pon­
tosan ugyanannyi mennyiség kerül mindegyik teherautóra) a tényleges teherautó­
szükséglet a kiszárnolt számnál 0,5%-kal (kb. 60) is eltérhet.

A AOBh ' " "l !O·(l2-R)
z aromszog teru ete: 2 ~ 24,8 (rn-).

A AKB kö . h . kő 'kk "I 2 360 - Zez onv ez tartozo orci teru ete: T,k·· ikk = R st ~ 116 56 (mZ)
orcr 360 ' .

Az AKB körivhez tartozó körszelet területe:
Tkö",'e1ct = Tkö'cikk + T AOB ~ /16,56 + 24,8 = 141,36 (rn-).

A kítermelt kőzet térfogata V = Tkö", ' e1ct . M ~ 141,36· 525 ~ 74214 (m"),

Mivel l m 3 kőzet tömege 2,5 tonna, ezért a kitermelt kőzet tömege
m ~ 74214 . 2,5 = 185535 (tonna).

5
CD = (5 ·150 = 125; (OC = OB = 75); OD = 50.

Az ODB derékszögű háromszögben:
50 2

cos e = - = - => E ~ 48,2° => 2e = 96 4°
~ 3 ' .

Az AGB ivhez tartozó AOB körcikk területe:
2 96,4

TAOBkö'ókk = 75 "" 360 ~ 4732 (crn-).

Az AOB háromszög területe:

752 sin 96, 4°
TAOBA = ~ 2795 (crn-).

2
Az ABG körszelet területe:
T ABG = TAOBkö'cikk - TAOBf. ~ 1937 (cm-),

Az ACB ívhez tartozó körszelet területe: T kö, - T ABG ~ 752", - 1937 ~ 15 734 (cm-),
A kazánban levő viz mennyisége:
V ~ 15734·600 = 9440400 (cm-') ~ 9,44 (m-').

K
/-------1-----........

,/' I ~'-

5· ,
A F B

E
3LE4

(ív) ~ 2· 21", 213, 4 ~ 78,2.
360

Keresztezett szíjhajtás esetén a szíj t hossza a két kör közös belsö érintöinek és a
körök érintési pontjai közötti .Jcűlső" köriveinek hosszából tevődik össze, azaz
t = EIE4 + EzE3 + EIKEz(ív) + E3LE4(ív)_
Mivel a kör érintője merőleges az érintési pontba húzott sugárra, ezért OIE l .L EIB;
OzE4 .L E4B_ Toljuk el az EIE4 érintőt OzM-be, így a keletkezett EIM02E4 négy­
szög egy téglalap => a belső érintő hossza kiszárnitható az OIMOz derékszögű há­

romszögből Pitagorasz tétele segítségével: 762 + (M02 ) z = 265 2 => M02 ~ 253,9.

A O MO d 'k -- .. h' " ből 76z 1 z ere szogu aromszog o : cos e = - =} e "" 73 3°.
265 '

OIEIB Ll =' 0 lE2B Ll, mert két-két oldal és az oldalak közül a nagyobbakkal szem­
közti szög egyenlő (sugár, OIB közös, és a derékszög) => megfelelő szögeik is
egyenlők => E 1KEz ivhez és ugyanigy az E3LE4 ivhez tartozó középponti szög
IX = 360° - Ze ~ 213,4°.
MivelO lBEI 1: = E4BOz 1: (csúcsszögek) => OIEIB Ll - O,E4B Ll, mert két-két
szögük egyenlő.A keresett ívek:

(i 213,4ElKE2 IV) ~ 2· 55",-- ~ 204,8,
360

t = 204,8 + 78,2 + 2 . 253,9 = 790,8.
A szükséges szíj hossza kb. 790,8 cm.

(/
K~

\ \,

"~~--'-

Mivel KF = 12 => FO = 12 - R. Az AOB egyenlő

szárú háromszög => alaphoz tartozó magassága fele­
zi az alapot => AFO derékszögűháromszögre Pitágo­
rasz tételét alkalmazva:

2 2 2 169
5 +(l2-R) =R => R=-~7,04(m).

24
Az AFO derékszögűháromszögben

. 5
sme=-- => e~45,25°.

7,04
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y = 180° -a - 13 ='} y = 81,79°.

A körcikk sugara a kúp alkotója lesz, a körcikk ívének hossza pedig a kúp alapkö­
rének kerületével azonos. Jelölje az alkotót a, az alapkör sugarát r.

l . 1
a = 21 cm és 2rn= -. Zast, vagyis r = -a.

3 3
kr ilássző kk . a r l iből a 19 470Ha a up nYI asszoge a, a or sm - = - = -, amI o - = , ,

2 a 3 2
A kúp nyilásszöge tehát kb. 38,94°,

1
='} a = 180°.

2

r

2r

2rn

2Rn

a
360°

A palást területe 209,44 ern",

A kiteritett palást középponti szöge a:

f3

5

5p3

IX

A színezett rész területét megkaphat­
juk úgy is, hogy az ABC háromszög te­
rületéhől kivonjuk az a, 13, illetve y
középponti szögű körcikkek területét
(ábra). A felsorolt szögeket az ABC há­
romszög oldalainak ismeretében ko­
szinusztétellel is kiszámíthatjuk:

52 + 82 _72 l
cosrx = = - =:} oc = 60°'

2·5· 8 2 '

82 + 7' - 5' II
cosf3= = - ='}f3= 38,21°;

2 8 7 14
2

Az a középponti szögű körcikk területe: ta = 3 n = 4,71 (cm-); a 13 középponti
6

.. 'i kőrcikk terül 5
2
n ' 38,21° 834 (2) ké ' .. " kszogu OfCl tem ete: tp = =, cm; a y ozeppontl szogu ör-
360°

l 22n 81,79° 2 86 (cm") ABC h' .. "lcikk terü ete: t = =, cm; az aromszog teru ete pedig
y 360°

_ 8·5· sin 60° _ 17 32 ( 2)t - - , cm.
2

A színezett rész területe:
t-Cta+tp+ty) = 17,32-(4,71 +8,34+2,86) = 1,41 (cm-).

- ..
r'

24'0--",

18 18

C

:420

a R,

48°_
K:_______ T ____

A
18 18

B
F

A kúp forgástengelyére illeszkedő sik
a kúpot egy 84° szárszögű egyenlő szá-
rú háromszögben, a beirt, illetve körül­
irt gömböt pedig a háromszög beírt, il­
letve körülírt körében metszi.

a) A beirt gömb sugara:
r = 18· tg 24° = 8,01 (cm).

b) Az AFK derékszögű háromszögben
KAF'1 = 48° - 42° = 6°, hiszen az
AKC háromszög egyenlő szárú és
ezért KAC'1 = 42° (K az ABC há­
romszög körülírt körének közép­
pontja, a körülírt kör sugara R).
. 18 18
Igy R = -- (ami ---kal

cos ő" sin 84°
egyenlő), vagyis R = 18,10 cm.

A csonkakúpot a tengelyére illeszkedő sikkal metsz­
ve amellékelt ábrához jutunk. K az érintőkör közép­
pontja, r a kör sugara (a labda sugara).
A Dls'A derékszögű háromszögből

12
tga = :3 = 4, ahonnan a = 75,96°.

A BEK derékszögűháromszögből:

a
r = 6· tg- = 6· tg37,98°= 4,7 (cm).

2
A labda átmérője tehát 9,4 cm.

R

c
IX

2m

R

r

c

A{-__-..L-'---_--j B

A feladat megoldásának gondolatmenetét lásd a 2343. feladatnál.
A keresett terület kb. 7,7 cm-.

100
t = 2· -n= 209,44.

3

A kúp tengelymetszete,
az ABC LI, a megadott
600-os nyilásszög miatt
szabályos, tehát az alkotó
hossza egyenlő az alap­
kör átmérőjének hosszá­
val, 2r-rel. Akiteritett
kúppalást ívével azonos
az alapkör kerülete, hosz­
sza ezért 'Ir-n: A palást sugara, R, a kúp alkotójával azonos, tehát R = a = 2r.

t: 10 20
Az ABC LI magassága rv 3 = 10 ='} r = O,ÍJ ='} R = o,ÍJ'

A kiteritett palást területe: t = arn = 2r2 n,
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T

--~-

@Az I és a II sík metszetébez a közös élükre merőleges sikmetszetet kell készíteni,
mert ott lehet valódi méretében látni a bezárt szögüket. Ehhez a tető felülnézeti
képén bal felső sarokból - jelöljük A-val - húzzunk merőlegest az l és II met­
szésvonalára, ami a II háromszögben a szárhoz tartozó m' magasság.

R

r
-,

-,
-,

A'

a) Az ábra szerint cos 49' = !.-, ahol
R

R = 6378 km, innen r = 4184,3 km.
Tehát a 49'-os szélességi kör sngara
4184,3 km.

b) Éppen a kör fél kerülete:
4184,3", = 13 145,5 km.
(Az ábrán M' pontok átellenesek.)

c) A hosszúsági kör mentén az északi
sarkon át a rövidebb ív, amelynek
hossza az Föld-kerület hosszának
2·41', 2·6378·",·82
360' resze 360 = 9128 (km).

d) Ez a hossz~bb útnak69:4%-a. Ezért a repülőgépek nem a szélességi kőr, hanem
a mindig rövidebb fokorok (jelen esetben az északi sark felett egy hoss ' , .
kör) mcntén haladnak. ' zusagi

L-"-- -"" T

I", o
'"6

A

Ennek bosszát kiszámolbatjuk, ha a területre tanult két összefüggést egyenlővé
tesszük, azaz: 9,8 . m = g . m', azaz m' = 7,093. Ezenkivül a g hosszúságú szárat

az tn' a csúcstól a Pitagorasz-tétel szerint: d = ~g2 - m,2 = 0,3394 m távol­

ságban metszi.
Ahol ez a magasság eléri a II lap a
szintén g hosszúságú szárát, ott kell
merőlegest állítani erre az I trapéz­
ban, legyen ez az M pont. Ahol ez a
merőleges metszi a trapéz alapjának
egyeneset. lásd az ábrát, az legyen a
T pont. AT hosszát ki tudjuk szá- 15,52
molni abból, hogy hol metszi a trapéz oldalélére állított merőleges az alapot. Eb­
ből pedig a két lap közös élére bocsátott merőleges sikban fekvő AMT három­
szög három oldalának ismeretében megkaphatjuk a koszinusztételből a keresett

szöget.

A trapéz alapon fekvő szögére igaz, hogy cos y = 2J:., másrészt ha x jelöli a tra­
g
g-d

péz alapján milyen messze lesz a T pont: cos y = --, ahonnan x = 15,49 m.
x

Ekkor MT2 = x 2
- (g - á/, azaz MT = 13,94 m.

Végül AT távolság a padlás padlósikjában ismét Pitagorasz-tétellel.

AT 2 = 9,8 2 + x 2
, ahonnan AT = 18,33 m.

13

a) Az I sik4s~öge a tető háromszög-keresztmetszetén (lásd ábra) látszik:

tg IX = 4:9 = 0,8367, ahonnan IX = 39,9', a II sík vizszintessel bezárt f3 szögére

'b iból . f3 4,1az a ra o: tg = 11' ahonnan f3 = 52,9'.
- ,

b) A II lap magassága az ábrán m, amire m = 4, l = 5 14 (m)
sin 529" .

E~ntán a g él hosszára a Pitagorasz-tétellel kapnnk egyenletet:

g = m
2 + 4,9 2

= 50,43, tehát g = 7,1 meter hosszú.
(30 cm-rel hosszabb, mint azjfelső gerincél.)
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, E

,
e' ,

-,
-,

eF
D 7~" _ 10"

h

200

IX ...

A D',

\\\
B

A o,nx c

x

Az áthaladás ideje egy tetszőleges ADEB úton:
AD DE EB L . ..

t = - + - + -. egyen D es E meroleges vö-
535

tülete az AB szakaszon D' és E'.
Az ABC háromszög szimmetriatengelyét meghúzva a
hasonló háromszögek alapján felirhatjuk:
AD AD' 10· AD' BE BE'
-=--=>AD= és -= -=>
10 c c lOe

10· BE' 10· AD' DE 10· BE'
BE = tehát t = + - + =

c ~ 3 ~

2(AD'+BE') DE 2(AD'+EB') WE
= +-= +--.

c 3 c 6
A vetités miatt DE <: D'E', és jelölje a c, illetve a 6 (km) közül a nagyobbik éltéket x.

2(AD'+EB') W'E' 2(AD'+EB') 2D'E'
Ekkor t <: +-- <: + --- =

c 6 x x
2(AD'+D' E'+EB') 2AB

x x

Három eset van:
2AB AB ,

Ha c < 6, akkor a minimális idő t = -- = -, A·bol egyenesen B·be a terepen
6 3

át. (Ez az idő AB = 2e miatt bizonyosan rövidebb, mint 4 óra.)

H · 6 kk .. 'I' 'd" 2AB 4c ira) A b 'Ia VIszont < c, a or a mmirna IS lOt = -- = - = 4 (ora, - o C-be, all-
e c

nan B·be, végig az úton.
Végül, ha c = 6, minden olyanADEB út jó, amire DE = D'E', vagyis DE II D'E', az­
az AD = EB (beleértve magát a közvetlen AB utat, illetve az ACB utat is - ez az idő

is pontosan 4 óra).

Kis távolságon belül a napsugarakat párhuzamosnak vehetjük, igy BC II EF. A viz­
szintes talajon álló AB = x magasságú ember árnyéka a testmagasságának 72%·a,
igy AC = O,72x, ABC derékszögű há­
romszögben tgs = 0,72 =>
e = 35,8" => DEF 1- = s = 35,8°.
Mivel EDF 1- = 70° =>
DFE 1- =: e = 180° - (70" + 8) = 74,2".
A feltétel szerint a DE =: h magasságú
fa DF árnyéka a lejtőn 1,5 méter hosz­
szú, h nagyságát a DEF háromszögben
szinusztétellel meghatározhatjuk:
sine sin 74, 2° h h
-- = = -- => = 247 Tehát a lejtőn álló fa kb. 2,47 méter magas.
sin s sin 35, 8" 1,5 ,.

10

E

D

- - - - - - - - - - - - - --
A

K

19

25

M

F

B_

,,3
----

Először az alaplapot vizsgáljuk. A tra­

péz szára: a = 3 = 5,08 (cm),
cos 53, 8"

magassága:
ml = 3 . tg 53,8" = 4,10 (cm).

Azaz az AMT háromszögben: AM = m' = 7,093; MT = 13,94; AT = 18,33.
Innen koszinusztétellel a keresett AMT szögre:

7,093
2+13,942-18,332

0465
cosAMT1- = = - 2

2·7,093·13,94 "
azaz a keresett hajlásszög 117,55".

a) A hasáb alapterülete:
25 + 19

T = ·4,10 = 90,20 (cm-),
2

az alaplap kerülete pedig k = 2·5,08 + 25 + 19 = 54,16 (cm).
Mivel a hasáb magassága m = 10 cm, ezért felszine A = 2T + km = 722,0 (cm-),
térfogata pedig V = Tm = 902,0 ern".

b) Először is megállapithatjuk, hogya
négy testátló mindegyike egy·egy
olyan derékszögű háromszög átfo­
gója, amelynek egyik befogója a ha­
sáb egy oldaléle, másik befogója pe­
dig az EFGH szimmetrikus trapéz
valamelyik átlója (ábra). Mivel a ha­
sáb oldalélei mind 10 cm-esek és a
szimmetrikus trapéz átlói egyenlő

hosszúak, ezért a testátlók is egyen­
lő hosszúak. A trapéz átlója a meg-

oldás elején közölt ábra alapján ~~(2-5-_-3-)2-+-n-ll-c-2 = 22,38 (cm), ezért a testátlók

hossza ~22,382 + 102 = 24,51 (cm).

Megjegyzések:

l. A hasáb mindegyik testátlója a másik három testátló közül pontosan kettőt metsz,
a harmadikhoz képest pedig kitérő helyzetű. A metszést pl. az AG testátló eseté­
ben a következőképpen is beláthatjuk:
- Az ACGE négyszög téglalap, amelynek AG és CE átlói metszik egymást (a K
pontban, amelyik mindkét átlónak felezőpontja).
- Az ABGH négyszög szimmetrikus trapéz, melynek AG és BH átlói metszik egy·
mást. Az L metszéspont mindkét átlót 19: 25 arányban osztja ketté, tehát L '" K.

2. A KLMN négyszög csúcsai nincsenek egy sikban, a négyszög torznégyszög.
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3) ACB 1- ~ 180"- 108,9" + 25" = 96,1"

4) AB 2 = 2,52 2 + 42 - 2·4·2,52· cos 96,1" ~ 24,5. Ebből AB ~ 4,9.
Az A falu és B község 4,9 km-re van egymástól.

Megjegyzés:
Ha a 2)-es lépésben koszinusztétellel dolgozunk, akkor közvetlenül adódik, hogy
cos y < O. Ez azt jelenti, hogy y tompaszög. Így szükségtelenné válik az a szögek
kiszámítása.

A

D

x

Másik megoldás:
A feladat megoldható a következő lépések alkalmazásával is:

1) KCB 1- = 180"- 25" = 155"

2) KCB Ll-ből koszinusztétellel BK kiszámítása (BK = 6,84)

3) KCB Ll-ből szinusztétellel BKC 1- = <p kiszámítása (BKC 1- = 14,3")

4)AKB1-=32"+<p

5) AKB Ll-ből koszinusztétellel AB kiszámítása.

B

B és C községek távolságát keressük.
Az ADB háromszögben BD, ezután az ADB 1- (az egyértelműség miatt) is koszi­
nusztétellel számolható:

BD 2 = 302 + 182_ 2 . 30 . 18· cos 32"12' =} BD ~ 17,61
22230 = 18 + 17,61 -2·18 ·17,61·cos e =} e > 114,8"

A keresett BC távolság a BCD háromszögben koszinusztétellel számolható:
BDC 1- = 180"- 114,8" + 26" = 91,2"

2 2 2
BC = 17,61 + 12 - 2·17,61·12· cos 91,2"
BC ~ 21,52
Tehát a két község távolsága kb. 21,52 km.

Az ábra szerinti x és y távolságokat
kell meghatározni. A hajó az AB sza­
kasz mentén haladt 1 órát, tehát AB =
= 54 km. A szögeket berajzoltuk az
ábrába, ezek vagy adottak, vagy egy­
szerű alaptulajdonságokból adódnak
(egyállású szögek egyenlősége, egye­
nesszöget vagy háromszöget alkotó
szögek összege).

B

30

4

c

A

40

4,5

K

A

Az AB távolság kiszámításához az
alábbi lépések elvégzésével jutunk.

l) Az ACK Ll-ből koszinusztétellel AC
kiszámítása.

2) Az ACK Ll-ből szinusztétellel y ki­
számítása.

A és B jelöli a két elágazást, C és D pedig
a településeket.
Ekkor az ABC háromszögben a koszi­
nusztételt felirva kapjuk y-t, majd ismét
koszinusztétellel a-t is kiszámítjuk:
y2 = 402 + 252 _ 2.40.25· cos 40",
innen y ~ 26,3 és

402 = 252 + 26,3 2 - 2·25·26,3· cos a,
innen o: = 102°.
Ekkor a CBD 1- = 108", igya CBD há­
romszögben akoszinusztétel segítségével D

a keresett x távolság meghatározható: x 2 = 26,3 2 + 302 - 2 . 26,3 . 30 . cos 108",
amiből x ~ 45,6 adódik, a két település távolsága tehát közelitőleg 45,6 km.

3) Az ACB 1- = 180"- Y + 25" kiszá-
mítása.

4) Az ABC Ll-ből koszinusztétellel AB kiszámitása.

A megoldás részletezése:

l) AC 2 = 32 + 4,5 2 - 2·3·4,5 . cos 32" ~ 6,353; (AC ~ 2,52).

2) sin y = 4,5 =} sin y ~ 0,9461 =} YI ~ 71,1" vagy Y2 ~ 108,9".
sm32" AC
Az ezekhez tartozó harmadik szöget is kiszámítva a, ~ 76,9", illetve "'l ~ 39,1".
Kiderül, hogy ACK 1- = Y2 ~ 108,9", ti. csak így teljesül, hogy az ACK Ll-ben a
legnagyobb oldallal szemben van a legnagyobb szög.

T
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x sin 73°
Eszerint a szinusztétel a TAB Ó-ben: - = -.--, ebből: x = 60,2 km.

54 sm59°
Hasonlóan, szintén a szinusztételből (vagy akár mindkét esetben koszinusztételből):

L = sin 48° , ahonnan y = 46,8 km. Tehát a világítótorony kb. 60,2 km-re volt a
54 sm59°
hajótól, amikor megpillantották, majd I óra múlva már csak 46,8 km-re.

Másik megoldás:
A szögfelezőtétel alkalmazásával is megoldható a feladat.

A BCD Ó oldalai y, y, yfi.
Mivel a szögfelezőtétel szerint bármely háromszögben egy belső szög szögfelezője

a szemközti oldalt a szomszédos oldalak arányában osztja két részre,
ill y 38 ~ ~
-= ~; DA= ~=19'-V2, y=DA+38=19(-V2+2)=64,87.
38 Y-V2 -V2

A PQ távolságat kell meghatározni.
Induljunk ki az ABQ háromszögből,ahol ABQ -): = 180° - 49° - 56° = 75°.

A színusztétel szerint ekkor AQ = sin 75°. EbbőlAQ = 2,3 km. Az ABP három-
AB sin 49°

.. " . . . PA sin 34° k
szogben szmten a szinusztétel szermt: - = ---, ahonnan PA = 1,9 m.

AB sin 32°
Most már lehet az APQ háromszögre térní, hiszen AP és AQ ismert, már csak a köz­
bezárt szögük kell, és a koszinusztételből kijön a keresett PQ.
BAP-): = 180°-32°-34° = 114°.
Ebből kell QAB -):-et levonni, ami 56°, tehát QAP -): = 114° - 56° = 58°.

a) A megadott szögekből: A ,A 2H -): = 52, 1° + 22,8° = 74,9°;
A,HA2 -): = 109,SO- 52,1° = 57,4°.

b) Az A lHA 2 háromszög harmadik szöge A 2A lH -): = 180° - 57,4° -74,9° = 47,7°.
Szinusztétellel mindkét adótól való távolság kiszárnilható:
HA, sin 74, 9°
50 = sin57,40' amiből HAl = 57,3 km;

HA, sin 47, 7°
50 sin57,40' amiből HA 2 = 43,9 km.

c) Az egyik eljárás a szögek A lA2 szakaszra történő felmérése lehet. Ekkor két
szögszár metszéspontjaként adódik a hajó helyzete a térképen. A számolás és a
távolságok méretarányos felmérése szintén célhoz vezet, de az előzőnéllassúbb

eljárás.

Az ábra szerint a hajó olyan távolra
mehet, hogy max. 35 km-re legyen az
adótól. Ez a szélső helyzet a hajó je­
lenlegi helyzetével és az adóval olyan
háromszöget alkot, amelynek oldalai: 9,3
9,3 km, 35 km, x km, és a 35 km-rel
szemközti szöge: 121°. A

A koszinusztétel szerint: !

35
2=9,3 2+x2-18,6x·cosI21°.

.:
Innen 0= x 2 + 9,58x - 1138,51.
Ennek gyökei 29,29 és -38,87.
Ebből a pozitiv gyök jelenti a megol- _
dást, ami x = 29,29 km. A hajó tehát
legfeljebb 29,29 km-t haladhat a megadott irányba, ha nem akar kikerülni az adó ha­
tósugarából. (A másik, negativ gyöknek is van jelentése. Ha a hajó ugyanezen egye­
nes mentén, de az ellenkező, tehát kb. északkeleti irányban haladna 38,87 km-t, ak­
kor érné el szintén az adó hatósugarának határát.)

45°
A 38 km BzD

x

c.------, _

y

y = x . cos 22,5° = 64,87.

A hajó sebességének kiszámitásához az alábbi lépé­
sek során jutunk el.
I) Az ABC Ó x oldalát szinusztétellel,
2) az ACD Ó y oldalát koszinusz szögfüggvénnyel

számítjuk ki.

A megoldás részletezése:
A feladat szövegének értelmében AC felezi a
BCD -): = 4SO-os szöget, tehát ACB-): = 22,5".

l) 3- = sin 45° =? x = 70,21.
38 sin 22, 5°

2) cos 22, 5° = 2'
x

A hajó egy óra alatt 64,9 km utat tett meg, sebessége tehát 64,9 km/óra.

Megjegyzés:
Más megoldás is lehetséges, amivel elkerüljük a szinusztétel alkalmazását.
l) BCD Ó egyenlő szárú, ezért y = 38 + z.

z
2) ACD Ó-ben - = tg 22, SO =? z = Y . tg 22,5°.

y
3) BCD Ól) és 2)-ből álló egyenletrendszer megoldásából y meghatározása.

y-38 = y tg 22,5", ebből y(l- tg 22,5°) = 38
38

y= =64,87.
1- tg22,5°

J74 J75
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x
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C és D a torony két végpontja, ekkor a BCD
és a CAD derékszögűháromszögekből:

x = 300 . tg 44' = 290 és
y = 300 . tg 52' = 384.
Így az ABC háromszögben felirva a koszi­
nusztételt:

Z2 = 290 2 + 384 2
_ 2·290·384· cos 78',

amelyből a keresett távolság körülbelül
430m.

Ha előbb az A, később a B pontban ál­
lunk, akkor D pont jelöli a hegy csú­
csát, C pedíg annak az alapsikra eső

merőleges vetületét.
Jelöljük x-szel a hegy magasságát, ek­
kor AC = x· ctg 22' és

BC = x- ctg 18,5', B
igy az ABC háromszögben a Pitagorasz-tételt felirva:

(x· ctg 18,5,)2 = 1,5 2 + (x· ctg 22,)2, amíből x = 0,9 adódik, igy
0,9 . 0,9

AD =-- = 2 4 es BD = = 2 8.
sin 22° ' sin18,5°'

Vagyis a hegy magassága 900 m, a két pontnak a csúcstól való távolsága 2,4 km és
2,8 km.

Az ábrán láthatjuk az elbeszélt helyzet rajzát. Egy
háromszög alapú gúlánk van, amelynek egyik oldal­
éle merőleges az alapsikra. Adott a magassága,
180 méter és három szög nagysága. Az autó által
megtett x utat keU kiszárnitani, amiből a sebesség
már adódik, hiszen tudjuk, hogy egy perc alatt tette
meg. Az autó két távolságára egyszerűen szögfügg­
vényekkellehet következtetni. Az első helyzetben az

, . l' "1" k 180 526 3 .auto tavo saga to un -.-- "" ,meter; Autól
sm20'

a másodikban~ = 653 méter. Ezután már a koszinusztétellel megkapjuk az
sin16'

autó elmozdulását, híszen a két távolság közti elfordulás szöge 30'.

Azaz x
2

= 526,3 2 + 653 2
- 2·526,3 ·653· cos 30' = 108 154, ahonnan

x = 328,9 m. Tehát 60 s alatt haladt 328,9 m-t, Ebből az autó sebessége:

5,48 m = 19,7 km. A gépkocsi tehát elég lassan halad.
s h

z

c

D

c

x

B

5,50

6,8 0

B és A pontok jelölik a hegy csúcsát és
annak merőleges vetületét az alapsi­
kon, C és D a két helység.
ABC és ADC derékszögű háromszö- 500
gekből kiszámítható BC és BD szaka­
szok hossza, majd BCD háromszögben
a koszinusztéteUel kíszámítjuk a kere­
sett CD távolságot:

500 . 500
x = = 3848 es y = = 4286.

sín 7' 28' sin 6' 42'

Tehát Z2 = 3848 2 + 4286 2
- 2 . 3848 . 4286 . cos 72'18', azaz Z = 4811 vagyis a két

helység távolsága körülbelül 4800 m.

c

A feladatot az előzőhöz hasonlóan old­
juk meg: az ABC és az ADB derékszö­
gű háromszögből x = 1043, Y = 1275,
majd a BCD háromszögben a koszi­
nusztételt felirva adódik: Z = 1423,
vagyis az útszakasz hossza körülbelül
1423 m.

a

Utolsó lépésünk tehát: PQ 2 = 1,9 2 + 2,3 2
- 2 . 1,9 . 2,3 . cos 58' = 4,3, ahonnan

PQ = 2,1 km.
A keresett, közvetlenül nem mérhető távolság tehát kb. 2,1 kilométer.

Méterben számolva:
500

Az AC'C derékszögűháromszögből b = 4223;
sin 6, 8'

a BC'C derékszögű háromszögből a = 500 = 3882.
sin7,4°

Az ABC háromszögbőlkoszinusztétellel:

x = ~4223' + 38822
- 2·4223·3882· cos 70, 3', amíből x = 4675.

A két falu távolsága kb. 4,7 km.

376 377
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B

D

46.7T

D

90

C
51,51°

Az ábra szerintí ABC háromszögben
ismert két szög és az AB oldal hossza.
Ebből szinusztétellel kiszámoljuk az
AC távolságot, majd az ACD derékszö­
gű háromszögbeu az adott szög és AC
segítségével megkapjuk a torouy CD
magasságát. Tehát először az ABC L\.
szögösszegéből ACB <;. = 51,51"; majd A
AC sin 46, 77"

ahonnan
90 sin51,SI"'

AC ~ 83,8 méter.

Ezután tg 47, 83" = CD , ahonnan CD ~ 925 méter
83,8 ,.

Tehát a torony magassága kb. 92,5 méter.

nyadosa. BT = 2AT (szabályos háromszög "fele" az ABT háromszög) va .
.. . 66,7 ' gYlS

BT = 231 meter, es akkor tga = -- ~ O 2887 ahonnan a ~ 16 l"
231 " , .

A megoldás lépéseí:

l) Az ACD L\. derékszögű, ebből AC tangens szögfüggvénnyel számítható.
2) AzACB<;' = 180"-(11,5"+ 18,7") = 149,8".

3) Az ABC L\. x oldalát a színusztétellel szárnithatjuk kí.

A megoldás részletezése:

l)AC=~~1569
tg 16" '

2) Y = 149,8"

3)~ = siny => x = 156,9s1n149,8"
AC smI8,7" sinI8,7" ~ 246,2

A két megfigyelőpont távolsága kb. 246,2 m.

Az ATC derékszögű háromszögben:

tg14°22'=~ => x= t ~3,904.t.
x tgI4"22'

BTC derékszögűháromszögben:

8" 3 1' t ttg = - => y = ~ 6,678· t.
Y tg8"3!'

B

L

y

x

A

109°

37"

A

/30°54

I--e::::-~- 500 ro
A

c

A BTL derékszögűháromszög egyenlő

szárú, ezért a = tn,

Az ATL derékszögűháromszögből:

b = m· tg 53".
Az ATB derékszögű háromszögben a
Pitagorasz-tételt felirva:

2 2 2m + (m . tg 53") = 500 .

500 2

Ebből m' = , ~ 90 545,
I + tg 53"

tehát (m > O miatt) m ~ ~90 545 ~ 300,9 (01).
A léggömb körűlbelűl 300 méter magasan lebeg a sik terep fölött.

a) Lásd a mellékelt ábrát!
(Az ABT L\.-ben a szögösszeg míatt
BAT<;' = 90".)

Ha az M pont az AB szakaszon volna, akkor az ABN háromszögnek két tompaszöge
lenne. Ez lehetetlen, ezért az M pont az B
AB szakaszon kívül van (ábra). Ekkor 6
az AB távolság 6 01 és az ANB három­
szög szögei kiszámithatók:
BAN<;' = 50"ésANB<;' = 21",
igya színusztételt felirva:

y sin 109" iből - IS 8- ,amlOY~,"

6 sin 21"
Ezután x adódik az AMN háromszögben felirt koszinusztételből:

x 2 = 54 2+ 15,8 2
_ 2·54·15,8· cos BO", innen x ~ 65,3.

Tehát az M és az N tereppont távolsága körülbelül 65,3 01.

b) A torony magasságához először ki
kell számolni az A pontnak a torony
aljától való távolságát. Az ABT há­
romszögben:

AT
tg 30" = ---, ahonnan

200m
AT ~ 115,5 01. Ezután az ATC L\.-ben:

CT CT .
tg 30" = - = , ahonnan CT ~ 66,7 meter.

AT 115,501
Tehát a torony magassága kb. 66,7 méter.

c) A B-ből való látószög kiszámításához kell a BT távolság, s azután a keresett szög
tangense a torouy magasságának és a talppont B ponttól való távolságának há-

A

378 379

.. ft
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BAT háromszögben a koszinusztételt alkalmazva:

y2 = 300 2+x2_2. 300.x.cos 100°

(6,678. t)2 = 300 2 + (3,904· t)2 - 2·300· 3,904t· cos 100°

29,354t 2 _ 406,753t - 90 OOO = O; t
2

- 13,86t - 3066 = O
A másodfokú egyenlet pozitív megoldása kb. 62,73.
A torony magassága kb. 62,7 méter.

s

1000

8
km

I­
h

54 km
h

fa

I a au~

I

SI
Ol

SI
I

-. I fl

--------~-----------------~----

-,
v

- ..

K

A találkozás akkor valósulhat meg, ha sin p <; l, tehát h ;:c 300 méter.
Ha a kaszkadőr indulása pillanatában h = 300 méter (és igy sin p = l, azaz

p = 90°), akkor sina = i, azaz a ~ 19,47° (és ekkor PKQ 1: = a ~ 19,47° is

teljesül) és AQ = h cos a ~ 283 méter.
Ha az antó az S ponból indult, akkor KS ~ 1000 m miatt az A pontíg

SA = ~KS' - KQ2 - AQ ~ ~10002 -1002
- 283 ~ 712 méter utat tett meg,

ami kb. 47,5 másodpercig tartott.
Tehát a jeladástól számitva legkésőbb 47,5 másodperc múlva el kell indulnia a
kaszkadőmek.

Először is a váltsuk át a két sebességet: az autóé IS m, a futóé 5 m. Három-
s s

szor olyan gyors az autó, tehát ha egyszerre indulnak, éppen háromszor annyi
utat tesz meg; függetlenül attól, merre fnt a kaszkadőr. Ha éppen az úton talál-

k ' k kk . . l" 1St sinpozna , a or a szmusztete boi: - = 3 = -.- ahol pa keresett szög, és a
St sma

d d k
.. 100

mega ott a ato szennt sm a = -- = O l. Tehát sin p = O3 ahonnan p kb1000 ' , , .

17,5" vagy 180° - 17,5° = 162,5". Azaz futhat a kocsi felé, vagy egy másik irány­
ban is, lásd a két szaggatott vonalat az ábrán.

@Indnljon S-ből az antó és legyen A-ban, amikor a kaszkadőr indul K-ból. Ha P­
ben "találkoznak", akkor a KAP háromszögbőlszinusztétellel:
. p 3x.

SIn = -SIna = 3sinrx.
x

AzAQKde 'k .. "h' .. ből. si 100 h' sl'np __ 300.re szogu aromszog o : sm (x = -, te at .
h h

p 3x A

x~

~376J a)

300 C

180°-'1'

y

25m

I

I

I

Im
I

I

p

2x

A

Jelölje D a P csúcs merőleges vetületét az alapsikon
és x a hegy magasságát. Ekkor a megfelelő derékszö­
gű háromszögekből:

AD = x . ctg 26,5° ~ 2x,
BD = x· ctg 27,6° ~ 1,9x,
CD = x· ctg 25,3° ~ 2,lx.
Ezután írjunk fel egy-egy koszinusztételt az ABD és
BCD háromszögekben a B-nél levő szögekre (2. ábra):

(2x)2 = 200 2 + (I,9x) 2
- 2·200· 1,9x· cos <p

(2,lx)2 = 300 2 + (1,9x)2-
- 2·300· 1,9x· cos (180° - <p).

Az első egyenletet 3-mal, a másodikat 2-vel szoroz­
va, ha összeadjuk őket, a cos (180° - <p) = -cos <p

összefüggés rniatt x kiszámítható a kapott egyenlet­
bői: x ~ 329.
Tehát a hegy kb. 329 m magas.

A DC torony C csúcsának a talajtól való CE = m távolságát és a torony e dőlési

szögét keressük. C
ABC háromszögben a színusztételt al-
kalmazva:

AC = sin 75" => AC ~ 84,3.
50 sin 35°

AEC derékszögűháromszögben:

sin 70° =~ => m ~ 79, 2. /---'-''-------,f''..J,;--'-----=--''
AC A- Dx E B

Tehát a torony C csúcsának a talajtól ' yr---

való távolsága kb. 79 méter. 25 m
Határozzuk meg a BEC derékszögűháromszögben BE távolságot!

m
tg75°= - => BE ~ 21,2.

BE
A torony dőlési szöge CED derékszögű háromszögben:

m
tge= ~20 84 => e~87 2°.

25-BE' ,

l80 l81

m
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A

D

c

A szögfelezőtétel szerint a háromszög C

belső szögfelezője a szemközti oldalt a L!t~
szö.gfelezőt közrefogó oldalak aránya- 3 L': L 5

- 3 AD Ae 2--.: 2
ban osztja fel. Igy - = - =- =, '2

5 DB Be IX', {J
AD = 3x; DB = 5x. A 3x D 5x -"----="""B
AeD, illetve BeD háromszögekre koszinusztételt alkalmazva:

L (3X)2 = 32 +2
2 -2'3'2'COS~)

II. (5x)2 = 52 +22 -2.5.2.cos1'.
2

A (IL) egyenlet 3-szorosából vonjuk ki az (L) egyenlet 5-szörösét!
2

30x = 22 =? (x > O) x = 0,856, ezt pl. (I.)-be helyettesítve y = 115,54'.
A h , .. .. . - II l sín a 5aromszog o: szoge szmusztete e: = __

sin ]]5, 54° 6,85
Mível a háromszög tompaszögű, ezért a csak hegyesszög lehet, igya = 41,18', ezért
fJ = 23,28°.

A háromszög kétszeres területe
2T = a . ma = b . mb :::: C • me .:::::}
lOa = 12b = 15c
Adott területű háromszög oldala és
magassága között fordított arányosság
van, a leghosszabb oldalhoz tartozik a
legrövidebb magasság, igy a keresett
háromszögben a 10 cm-es magasság­
hoz tartozó (legyen a) oldal a Ieghosz­
szabb. Fejezzük ki a háromszög olda­
lait a-val és irjunk fel erre az oldalra egy koszinusztételt!

b = 2. a, c = ~a, a2= (2. a)2 + (~a)2 _2. 2.a~acosa
6 3 6 3 63 .

aZ-tel egyszerűsíthetünk (nem nulla), a = 82,8'. Mivel ez a háromszög legnagyobb
szöge, (rnert nagyobb oldallal szemben nagyobb szög van) a háromszög hegyesszögű.

Az AeE derékszögűháromszögben sin a = m,. =? b = 15 I =? a = 18 l' c = 12 lb ' . , .., , .

Az ADB derékszögűháromszögben sinfJ= ma =? fJ = 55,8' =? Y = 41,4' .
C

(Mivel a háromszög hegyesszögű, fJ egyértelmű. A háromszög belső szögeinek ősz­
szege 180°.) A háromszög területe T = 90,5 cm", oldalaí kb. 18,1 cm, 15,1 cm,
12,1 cm hosszúak, szögei 82,8'; 55,8°; 41,4'.

B

200
30°+ 'fi
-~XJ

I
C \JiO' - 'p 300

A

30°_ ep
- ..~

Ba

c

Megjegyzés:

Ha h > 300 méter, akkor

b

A

100 "
AQ> = 300· cos 19,47°, ezert az auto az

tg 19,47'
indulási helyétől az A pontig 712 méternél rövidebb utat tesz meg, ami 47,5 má­
sodpercnél kevesebb ideig tart. Ilyen esetekben tehát 47,5 másodpercnél keve­
sebb idő áll rendelkezésre a kaszkadőmek az induláshoz (viszont sin fJ < I miatt
két lehetősége is van a feladatának megoldására).

c

Ilyen pont a háromszögön kivül nem lehet, mert ha pl. az a oldal egy P pontból 8

szög alatt látszik, a b oldal 12 szög alatt látszik, akkor a c oldal 8 + 12 szög alatt lát­
szik, és a három oldal a P pontból nem lenne ugyanolyan szög alatt látható. Ugyan­
igy nem lehet a háromszög semelyík oldalán sem a keresett pont.
A háromszög belsejében levő K pontból a háromszög oldalai egyenlő, 120'-os szög
alatt látszanak. Legyen KBe 1: = <p, igy KeB 1: = 60' - ep, AeK 1: = 30' + ep,
eAK 1: =30' - ep, eK =x.
eKB, illetve az AKe háromszögre aszinusztételt fe!irva:

L 3~0 = si~l~:Oo )
x sin(30'-ep)

II.
200 sin 120°

Mindkét egyenletből az x-et kifejezve, ezeket az eredményeket egyenlővé téve, egy­
szerűsités után: 3 sin ep = 2 sin (30° - ep).
A fűggvénytáblázatból a megfelelő azonosságot és az ismert szögfűggvények érté­
két behelyettesítve:
3 sin ep = 2 (sin 30' cos ep - cos 30' sin ep)

3 sin ep = { ±cos ep - ~ sin epJ összevonás után

(3 + ,!3) sin ep = cos ep

Mivel sinep és cos ep nem lehet egyszerre O, mert nem teljesülne a sin 2 ep + cos 2 ep = I

összefüggés, ezért oszthatunk cos ep-vel: (3 + ,!3)tgep = I; ep = 11,93°.
Ezt (I.J-be visszahelyettesitve: x = 71,62 m.

382
383
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Azt a 7 egység hosszú húr fölé irt lehető legnagyobb
szögű látókört keressük, amelynek van közös pontja
BC oldallal.
Ha a kör sugara r, akkor ez, mivel « kerületí szög, a

• '" c I' I I'" 3,5közeppontI szog le eye egyen o: sm oc :::: -, arm
r

nyilván annál nagyobb, mínél kisebb az r.

Tehát a maximális látószöget az a kör adja, amely át­
megy a két kapufa által meghatározott pontokon és

65, kérintí a BC oldalt. Ennek sugara r = -, Igya ere­
2

Húzzuk meg a paralelo­
gramma AM, BN, CK,
DL szögfelezőit! Az ezek
által határolt EFGH
négyszög területét keres­
sük.
A szögek felezése miatt
DAH1: = 20°;
ADH 1: = 70°, tehát
AHD1: = 90°.
Ugyanigy belátható, hogy
KEL 1: = 90° =? a párhuzamosság miatt EFGH négyszög téglalap.
Mivel ADL 1: = ALD 1: = 70° =? a DAL'" egyenlőszárú =? AD = AL = a.
Ugyanígy: a KBC '" egyenlőszárú =? KB = BC = a =? AK = LB = 1,5 cm.
Húzzunk párhuzamost L-en keresztül CK-val! Az LQB derékszögű"'-ben

LQ
cos200= -- =? LQ = 1,5cos20°.

1,5
Húzzunk párhuzamost K-n keresztül LD-vel! =? Az APK derékszögűA-ben

sin200= PK =? PK = 1,5sin200.
, 1,5
Igy az EFGH téglalap területe:
EH· EF = PK· LQ = 1,5 sin 20°.1,5 cos 20° ~ 0,723.
Tehát a keresett négyszög terűletc kb. 0,7 cm-.

sett szög: " ~ 6,18° és BP = (~J -(3,5)2 ~ 32,3 (m).

b

42,5"

fJ
fJ

y

y

G

/
I

I

I

Im
I

I

R

D c C

/
/

x

d

(XI

a

53,2

A E B
'-_._---~--- ----_./

a

Toljuk el a trapéz AD szárát CE-be, így
EC =AD = d, és
DAB 1: = CEB 1: = 53,2".
Az EGC derékszögűháromszögben:

sín53,2°= ; =?

m
d = ~ 1,2489·m.

sin 53, 2°

BGC derékszögűháromszögben:
m m

sin42,5"= - =? b = ~ 1,4802· m.
b siu 42,5"

(a+c)·m
A trapéz területe: T = 2 .

Mivel az adott trapéz érintőnégyszög, ezért a szemköztí oldalainak összege egyenlő,

azaz a + c = b + d. Ennek segítségével a trapéz területe:
(I,4802'm + 1,2489· m)· m

38 = =? m ~ 5,28.
2

Mivel m = 2R, a beírt kör sugara kb. 2,6 cm.

Másik megoldás:
Kössük össze a kör középpoutját a tra­
péz csúcsaival és az érintési pontokkal.
Mivel a körhöz egy külső pontból hú­
zott érintőszakaszok egyenlők, a meg­
felelő szakaszok egyenlők. Másrészt a
trapéz egy-egy szárán lévő két belső

szög összege 180°, ezért a következő

ábrát kapjuk.
Az ábra jelöléseit használva:
o: = 26,6° 90° - a = 63,4°
lJ = 21,25" 90" - lJ = 68,75".

A '''I a+ ctrapez teru ete: T = -2-' 2R = (a + c)R = (x + y + Z + u)R.

A keletkezett derékszögü báromszögekből:

x = Rctg26,6"; y = Rctg21,25"; z = Rctg68,75"; u = Rctg63,4°, vagyis

38 = R \ctg 26,6° + ctg 21,25° + ctg 68,75" + ctg 63,4°), amíből R ~ 2,64 (cm).

Megjegyzés:
A keresett terület független az a-tól.

384 385
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Az ABC háromszög BC oldala koszi­
nusztételből számítható ki:

a 2 = 10 2 + 15 2
_ 2 . 10 . IS . cos 35",

ebből a = 8,9 cm.
Egy körben a húr, a hozzá tartozó ke­
rületi szög és a kör sugara közötti ösz­
szefüggés alapján a = 2R sin a, így
R = 7,8 cm.

15 cm
O

B

R

c

A kétszeres szög szinuszára vonatkozó képlet szerint ekkor:
·2 "p .2SIn IX sm- Sin y

2· sin a . cos a 2· sinp, cosp 2· sin y . cos Y

Egy háromszög bármely szöge O" és 180" közötti, ezeknek a szinusza sosem O, így

. dh" '" h iiik sm a sinp sin yrnm arom tűrtet egyszerusir etjü : :::: --'--
2· cos « 2· cos p 2· eosy

Míndegyik törtet 2-vel szorozva, és az ismert összefüggést alkalmazva kapjuk:
tg a = tg p = tg y. Mivel a O" és 180" közötti szögekre a tangens kölcsönösen egy­
értelmű, ez csak úgy lehet, ha maguk a szögek is egyenlők, azaz a háromszög sza.
bályos.

c

K

AKC1

A

ISO" 180"

BKD1
90"

SO"

AKC -): = 45" + EKF -): + 45", a művelet során 90" és 180" között változik, a BKD -):

d· 90"' O" közö J 1"1' KG'> EKF -): _A_K_C--,-):-:--_9_0_"pe 19 es ozott. e o Je a = E 'f = =
2 2

AKC-): 4 'P BKD-): '" , l" ,= - 5" es = BKG -): = . BEK L'> derekszögu es egyen oszáru,
2 2

így ha EK = a, akkor BK = -fia. Az EGK (szintén derékszögű) háromszögből

GK = a . cos a. A BGK L'> szintén egyenlő szárú, ebből (az egyébként -fia hosszú.
ságú) BK = 2 . GK· cos p = 2a . cos a· cos p, így

-fia l
BKD -): = 2p = 2· arccos = 2· arccos (

Za cos« (;;2 AKC-):
-Vi. ·COS

2

(A függvény grafikonja hasonlit egy negyedkörre, de mégsem az, annál kicsit "kö.
vérebb".)

B

R-rel osztva, a baloldalt áthozva, e 2et átvive: e 2 = a 2 + b 2

@S4;i A bízonyitandó állitás: ab~4R2
- e 2 = R(a2 + b 2 _ ( 2).

vén szó - cos y = )1- (2~r, vagyis az igazolandó állítás egyszerűen a három­

szögre felirt koszinusztétel.

~385) a) Lásd az ábrát!

b) Éppen belátják a Földet, ha a négy műhold által
meghatározott tetraéder beírt gömbje a Föld. Mi­
vel a földfelszín feletti magasságuk azonos, ezért
a tetraéder szabályos. Meg kell határoznunk a mű­
holdak magasságát a Föld felett. Mivel a beirt
gömb sugara adott (ez a Föld sugara), valamint is­
mert, hogy szabályos tetraéderben a súlypont, a
beírt és körülirt gömb középpontja egybeesik, továbbá a súlypont 3 : l arányban
osztja a súlyvonalat, ami egyben magasság is, ebből a beírt gömb átmérője éppen
a magasság (súlyvonal) felezőpontig terjedő szakasz. Tehát a csúcs (a műhold

poziciója) és a beírt gömb távolsága a magasság fele, ami az átmérővel egyenlő.
Tehát 2 . 6378 km = 12756 km. Vagyis legalább ilyen magasan kell keringenie
a négy műholdnak, hogy éppen belássák a Föld teljes felszínét.

R
Ez utóbbi törtet 2-vel bővítve, a 2R nevezőt a gyökjel alá vive kapjuk:

~
R2 _e2 Ff;.2

2ab 2 = 2ab l - --2'
4R 4R

Tudjuk (l. pl. 2273.b», hogy egy háromszög oldalára, szemközti szögére és a körül­
e

irt kör sugarára: c = 2R . sin y, vagyis sin y = -. Ekkor - nem tompaszögrőllé­
2R

l86 l87
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4.5 Koordináta-geometria ~392J a) A felezőpont koordinátái számtani közepei a két pont megfelelő koordinátáinak,
azaz F(-0,5; 4).

y

14

-12

---->
b) A felezőmerőleges átmegy az F ponton, és ,\ormálvektora a BA (5; 4) vektor.

Egyenlete tebát: 5x + 4y = 5 . (-0,5) + 4·4 = 13,5.
c) Ennek a P pontnak a koordinálái kielégitik a felezőmerőleges egyenletét, mivel

egyenlő távol van A és B-től. Másrészt pl. az A -tól 5 egységre lévő pontok egy A
középpontú, 5 egység sugarú körvonaion vannak.

. A megoldandó egyenletrendszer:
(l) 5x+4y=13,5 }

(2) (x - 2)' + (y - 6)' = 25

(l)-ből X = 2,7 - 0,8y, amit (2)-be beirva: (0,7 - 0,8y) 2 + (y _ 6) 2 = 25.

Rendezve: 1,64/ - 13,12y + 11,49 = O.
Innen YI = 7; y2 = L Eszerint XI = -2,9; x, = 1,9.
Tehát közelitőleg a PI(-2,9; 7), illetve a P2(l,9; I) a keresett pontok.

Az adott egyenes egyik nonnálvektora
az n = (2; -3). Az erre az egyenesre
merőleges,P-n átmenő egyenes egyen­
lete igy:
3x+2y= 3·(-5)+2·13 = IL
A két egyenes metszéspontját a két
egyenletet rendszerként megoldva
kapjuk meg:

2x - 3y = 3 }
3x + 2y = II .

Az elsőből X = 1,5y + 1,5, ezt beirva a
másodikba: 4,5y + 4,5 + 2y = ll, azaz
6,5y = 6,5, tehát y = L Visszairva:
x = 3. Ekkor a két egyenes metszés­
pontja M(3; I). A P pontot az adott
egyenesre tükrözni ugyanaz, mint a
most megkapott metszéspontra - ez pe-

---->
dig ugyanaz, mint M-et eltolni a PM -ral.
Ennek koordinátái:
(3 - (-5); ] - 13) = (8; -12), igy végül
P' =(3; I) + (8; -12) =(ll; -11).

x

2 3 4 5 6

B(3; -2)

A(3; 2)

A'(5;-3)

A(I: -I)

2 4 6 8 10 12 x
B(7: -3)

y

2

-2

-3

-4

y

8

6

4

2

-4 -2 O
-2

-4

-6

Egy ilyen sokszög kerülete csak páros lehet. Hiszen vissza kell térnünk az origóba,
vagyis összesen ugyanannyit haladtunk jobbra mint balra, fel mint le. Vagyis 2005
egység kerűletű sokszög nincs, igy persze a 2004 egység kerületűnek nagyobb a te­
rülete.

, . AB AB
A feltetel szennt - = - = 2,

BD AC
igy a szakasz harmadolópontja (vagy
osztópont) segitségével felirható:

2d ,3+ 3 = 7 )

2d, +2 -3
3

ebből d, = 9, d2 = -5,5; D(9; -5,5).

~=3 )

2C,3~(-3)=2
ebből Cl = I; C2 = 4,5; C(l; 4,5).

a) AB = ~6' + 3' =.J4s = 3{5.

b) CD = ~3' + 4' = 5.

Az A tükörképe a B-re A'(xI; YI), igy
AA' felezőpontja B, B-nek az A-ra vo­
natkozó tükörképe B'(x,; Y2), igy BB'
felezőpontja A.
Az ábrán is jelzett adatok alapján:
XI +1
-- = 3 =o} XI = 5;

2
YI -]
-- = -2 =o} Y, = -3; A'(5; -3).

2
Ehhez hasonlóan

x, + 3 _ I I:-2- - => x 2 = - ,

Y - 2
-'-- = -I =o} y, = O; B'(-I; O).

2

J88 J89
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x65432

y

Pz Pia; b) Ix,= 3
c

!

i
-:') I,

-1
,

1 [3 x

-1 P3
c

\:j P4
PI I,,

y

8

-6 ~5 -4 -y -2 -1
"

Tükrözzük az A és a B pontot az e egyenesre (A'; B'i. A beeső fénysugár az AB', a
visszavert fénysugár az A 'B egyenes.

Az A pontból, illetve a B-ből az e-re állitott merőleges egyenes meredeksége _~;
2

ezek a merőlegesek illeszkednek az A-ra, illetve a B-re,
Az egyenes y = mx + b egyenletét használva:

f: y=-~X+b ~A(5;2),igy
l 9 I 9

2 =--,5 + b' b =-, azM' egyenlete y =--x +-,
2 ' 2 2 2

g: y = -~x+b' ~B(-I; 1), igy
2

1 1 l) b ,IB' l 1 1= - -2(- + '; b =-, a B egyen ete y = - - x + - ,
2 2 2

P(a; b) tükörképe az x
tengelyre Pj(a; <b), en­
nek tükörképe az origóra
P2(- a; b), ennek tükör­
képe az y :::: X egyenesre
P3(b; -a), ennek tükör­
képe az x = 3 egyenesre,
P4(6 - b; -a).

x

x

e'

4

4

e'

3

3

P

y
3

y

3

2

1
M

-2

-3

=~l'\I 2

-3 \ ,

Q

-2 l O 1 2
-1

e

e

-4 -

-4 -3 -2
Megvalósitás:
l. Az e egyenletéből kiolvasható
egy normálvektora: n,(lO; 8), ez P'

egyállású az (5; 4) vektorral, ezért
az e' egyik normálvektora 0,,(4; -5).
Így a keresett egyenlet: e': 4x - 5y + 2 = O.
2. Megoldandó a

lOx + 8y + 5 = O} egyenIetrendszer.
4x - 5y + 2 = O
M(-0,5; O).
3. P'(-3; -2).

a) Terv:
l. Állitsunk merőlegest P-ből az
e: lOx + 8y + 5 = Oegyenesre (e').
2. Határozzuk meg a két egyenes
metszéspontját (M-et).
3. A Pp' szakasznak M a felezőpont­

ja; ebből már p' meghatározható.

b) A négyzet Q, illetve R csúcsába mu-
---. ---.

tató OQ, illetve OR helyvektorok
koordinátái megegyeznek a vég­
pontjaik koordinátáival. A helyvek­
torok meghatározásához szükség

---. ---.
van az MQ, illetve az MR koordiná­
táira is.

---. -,
Az MQ az MP +90"-os elforgatá-
sával is megkapható, ezért először
---.

MP -t határozzuk meg:
-----7 -----7 ------7 ------7, ------7

MP = OP - OM = (2; 2) - (-0,5; O), azaz MP(2,5; 2). Igy MQ(-2; 2,5),---. ---. ---.
OQ = OM + MQ = (-0,5; O) + (-2; 2,5) = (-2,5; 2,5), azaz Q(-2,5; 2,5).
---. ---. ---.

MR = -MQ, ezért MR (2; -2,5);
---. ---. ---.
OR = OM + MR = (-0,5; O) + (2; -2,5) = (1,5; -2,5), azaz R(l,5; -2,5).

J90 J91
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Adott P(-4; l), v(-2; 1). A P(xo; Yo) ponton átmenő, vev,; V2) irányvektorú

egyenes egyenlete V2X - vlY = V2 XO - vIYO'

Ezt felhasználva a kérdéses egyenes egyenlete x + 2y = - 2.
Egy pont akkor és csak akkor illeszkedik valamely egyenesre, ha a pont koordinálái
kielégitik az egyenes egyenletét (a pont koordinátái! behelyettesitve az egyenes

egyenletébe, azonosságot kapunk).
Ennek alapján A (- 2; O) és C (6; -4) illeszkedik az egyenesre, B (l; -5) nincs az egye-

nesen.

A két egyenes metszéspontja a két egyenletből álló rendszer közös megoldása:
5x _ 4y = 14 és 2x - 3y = 3. Vegyük az egyenlő együtthatók módszerét, az első
egyenletet 2-vel, a másodikat 5-tel szorozva: IOx - 8y = 28 és IOx- 15y = 15.

. '1 7 3 'b "l 13Kivonva egymasbo: y = 1 , anu o y = -.
7

. dík d' 1 b . . 2 39 21 ah 30Ekkor a maso 1 ere ett egyen et e VISSZaIfva: x -7 ::: 7' onnan x = 7'

Tehát a metszéspont M( 370; 1;). A másik pontP(5; 2). A két adott ponton átme-

13 1
2-- -

nő egyenes egyenlete: y-2 = m(x - 5), ahol m = __7_ = 1- = ~ = O 25- 30 ~ 5 ,.
7 7

Átrendezve: Sy - 10 = x-5, ahonnan x - Sy + 5 = O.

---4
AB = (4; 4), igy AB egyenesének egy
normálvektora (l; -l), egyenlete ezért:
x-y = -4.
---4
BC = (3; -6), igy BC egyenesének egy
normálvektora (2; l), egyenlete ezért:
2x + y = 4.
---4
AC = (7; - 2), igy AC egyenesének egy
normálvektora (2; 7), egyenlete ezért: ::::oA7i'~+--+_+-""+_+-_':,_+--+_
2x+7y = -8.

Ha a két egyenes metszéspontját Q-val jelöljük, akkor a keresett egyik irányvektor
---4lehet a PQ is. A Q pont koordináláit a 2x + 3y = 7; 5x + y = -2 egyenletrendszer

---4

megoldásakéntkapjuk: Q(-l; 3). TehátPQ = (-l; 3)-(2; l) = (-3;2).

", 6
i" i"·

~ -2\0
-4

y

KOORDINÁTA-GEOMETRIA

A g egyenes meredeksége az egyenletéből ~, azaz
3

2
az x tengellyel bezárt szöge e. tgs = - =} e ~ 33,7" .

3
A másik egyenes meredeksége a megadott két pont-

iából -2-4 -6 lja o: ---=-=-.
7 -l 6

Tehát ez az egyenes párhuzamos a Il. negyed szögfe-
lezőjével, azaz -45°-os szöget zár be az x tengellyel.
A két egyenes szöge tehát 33,7" + 45° = 78,7".

Az AA' (fl és az e egyenes metszéspontja P;

y=2x+5 }
y = _~x+.9- P(-0,2; 4,6).

2 2
Az AA' szakasz felezőpontja P; A '(al; az);

~=-0'2]2 A' (-5, 4; 7,2).
a,+2=46

2 '
A BB' és az e egyenes metszéspontja Q;

y=2x+5 }
y = -~x+~ Q(-1,8; 1,4).

2 2
A BB' szakasz felezőpontja Q; B'(bi; b2) ;

b, +(-1) = -1,8]
b 21 B'(-2,6; 1,8).

~=14
2 ' ---4

A beeső fénysugár AB' egyenes: [egy irányvektora AB '(-7,6; -0,2)]
v(38; 1); adott pont A(5; 2). A beeső fénysugár egyenlete: x - 38y = - 71

---4

A visszavert fénysugár A'B egyenes [egy irányvektora BA '(-4,4; 6,2)]
v'(-22; 31), adott pont B(-l; 1). A visszavert fénysugár egyenlete: 3lx + 22y =-9

A két egyenes e hajlásszöge meghatározható az egyenesek egy-egy normálvektorá­
nak hajlásszögéből. Az egyenesek egy-egy normálvektora pl. lll(2; -l); llz(5; 2).
A két vektor skalárszorzatát kétféleképpen kiszámolva:

lll' llZ = 2·5 + (-l) ·2= 8

III . llZ = IIII I . Illzl . cos e = ~ . .J29 .cos e.
Ebből cos e ~ 0,6644 =} e ~ 48,36" a két egyenes hajlásszöge.

----------------"
i
l
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Adott P(-3; 2), v(l; -5). Az egyenes egyenlete (a 2401. feladat mintájára)
5x+y=-13.

a) A 2 abszcisszájú pont: (2; - 23).

b) A 7 ordinátájú pont: (-4; 7).

e: y = 2x + 3; f: y = ax + 5

a) e Ilf ~ a = 2 (ugyanaz a két egyenes iránytangense és itt e~ fl·

b) e l-f ~ a = - ~ (a két egyenes iránytangensének szorzata -I).

Két ilyen egyenes van:
x+y=3ésy-x=3,
vagy másként
y = -x+3 ésy =x+3.

Egy pont akkor és csak akkor illeszkedik egy egyenesre, ha a pont koordinátáit az
egyenes egyenletébe helyettesitve teljesül az egyenlőség. Jelöljük a keresett egye­
nest e-vel!

II
p ~ e ~ - A + 8B = -2

5
1 7

Q~e ~ "2A+3B=-2

Az egyenletrendszer megoldása: A = 10, B = -3, tehát a keresett egyenes egyen­
lete: IOx - 3y = - 2.

3 x2

f

. 1

y

4

3

2

-3
e

-5 -4 -3 2 -1 O
-[

-2

Az egyik félegyenes ( .I) meredeksége
a szöveg alapján I,
a másiké (g) pedig -1.
Mindkettőnekpontja a P(-2; 1) pont,
igyegyenleteik (figyelembe véve,
hogy félegyenesekről van szó!):

f: y = x + 3; y ~ 1

g: y=-x-I; y~1.

12409.1 A(2;5), B(5;-3), C(IO;-8).
Szakasz felezőpontjának koordinátái a végpontok megfelelő koordinátainak szám­
tani közepe.

Az AB felezőpontja: C{~; I):

BC ' l" . (IS 11)a re ezopontja: A] 2; - 2 ;

a CA felezőpontja: B](6; -%J-
A Po(xu; Yo) ponton átmenő v(v]; V2) irányvektorú egyenes egyenlete
v2x- vIY = v2xo - V1Yu'

A C]A] II AC egyenes egyik irányvektora (8; -13).
. 107
Igya C]A] egyenes egyenlete: 13x+8y = -, azaz 26x+ 16y = 107.

2 .

,
x

Például:
ha m = O, akkor az egyenes egyenlete

1
2y=-I; y=-"2;

ha m = I, akkor az egyenes egyenlete
1

x + 2y = O; Y = - - x;
2

ha m = 2, akkor az egyenes egyenlete
1

2x + 2y = I; Y = -x + -;
2

ha m = -4, akkor az egyenes egyenlete
5

-4x+2y=-5; y=2x--.
2

Az ábrázolt egyenesek közös pontja az (I; - ~) pont. E pont koordinátái tetsző­

leges mesetén kielégitik az mx + 2y = m - 1 egyenletet.

mx + 2y = m-1.

194 19S
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g
P-ben állitsunk merőlegest g-re, és
arra mérjünk fel 5 egységet.
A g normálvektora (4; -3), ennekhosz­
sza pontosan 5. Így P(2; O) 5 egységre
fekvő .párjai":
Pl (2 + 4; O-3) = (6; -3), illetve
P2(2 - 4; O+ 3) = (-2; 3).
Az elsőt behelyettesítve 4x - 3y = c
egyenletbe: 24 + 9 = 33; a másikat:
-8 - 9 = -17. A keresett két egyenes
4x - 3y = 33 és 4x - 3y = -17. -6
A 2458. megoldásban általánosan, paraméteresen belátjnk, hogy két párhnzamos

IC -C I
egyenes, Ax + By = C l és Ax + By = Cz távolsága ~ l 2. Ezzel visszafelé

A 2 +B2

számolva szintén könnyen adódik, hogy Ic-81 = 5 . 5 = 25, és akkor c = 8 ±25.

Másik megoldas:
Egy egyenestől adott távolságban levő egyenes párhuzamos kell legyen az adott
egyenessel, azaz irány- és norrnálvektoraik azonosak. Mivel a g egyenes egyenlete
adott: 4x - 3y = 8, a keresett egyenesek egyenlete 4x - 3y = c, ahol a konstans érté­
két abból kell meghatározni, hogy éppen 5 egységre vannak az adott egyenestől. Ve­
gyük a P(2; O) pontot, amely a g egyik pontja. Egy ilyen középpontú, 5 egység su­
garú kör éppen érinti a keresett egyeneseket, azaz az egyenIetrendszernek pontosan

I megoldása lehet. Ez ad majd egy feltételt c-re: (x - 2) 2 + y 2 = 25 és 4x - 3y = c
egyenletrendszernek csak egy megoldása lehet. 4x - c = 3y, ahonnan

9y2 = 16x
2 - 8xc + c 2

; ezt beirva a kör egyenletének 9-szeresébe:
2 2 29(x-2) + 16x -8xc+c = 225.

Rendezve: 25x z - 4x (2e + 9) + c 2- 189 = O. Ennek egy megoldása akkor van, ha

a diszkrimináns O, azaz: l6(2c + 9)2 - 100(c 2 -189) = O.

Felbontva: -36c 2 + 576c + 20196 = O.

Osszunk le -36-tal: c2 - 16e - 561 = O, azaz Cl = 33; Cz = -17.
Tehát a keresett két egyenes: 4x - 3y = 33, illetve 4x - 3y = -17.

Adott: P(1; 9) és e: 3x-4y+ 8 = O.
Adott P pontnak adott e egyenestől való távolságát meghatározhatjuk úgy, hogya P
ponton át az e egyenesre merőlegest ifJ állitunk. E két egyenes metszéspontjának és
az adott pontnak a távolságát határozzuk meg.
A P-n átmenő, e-re merőleges f egyenes egyenlete: 4x + 3y = 31.

f

C(lO; 9)

e

/

4x-5y=-1

A(8; 5)

Az AlBI II AB egyenes egyik irányvektora (-3; 8).
. 87
Igy az A,B, egyenes egyenlete: 8x + 3y = 2' azaz l6x + 6y = 87.

A C,B, II CB egyenes egyik irányvektora (-5; 5), illetve (-1; 1).
. 9
Igy a C, B, egyenes egyenlete x + y = -, azaz 2x + 2y = 9.

2

Az AB és az AC szakasz felezömeröle­
gesének metszéspontja (P) ilyen pont.
A szakaszfelező pontok:
F,(5; 6), F b(9; 7). B(2: 7)
A felezőmerőlegesek normálvektorai:

-; -;

nm, = AFc (-3; 1); n mb = AFb (1; 2);
egyenleteik: me: -3x + y = -9, illetve
mb: x + 2y = 23.
A két egyenes metszéspontja a
-3x+y = -9; x+2y = 23

(
41 670).egyenletrendszer megoldása alapján: P 7;

Készitsünk vázlatot! Az ábra jelölései
szerint a g, illetve azfegyenes egyen­
letét kell felirnunk.
Az ábra segitségével követhetők a meg-
oldás egyes lépései: -,,
L Az adott e egyenes egy pontja: I '-

C(1; 1). i \
2. Cközéppontú, 3 egység sugarú k kör \ ,CO; l) :

egyenlete:(x-l)2+(y-l)2=9. 'O 2 3 ,-
3. C-n áthaladó, e-re merőleges m -3 -1 (,' 5 6 x

egyenes egyenlete: ,l p,

5x+4y = 9. -2 -7-- -.
4. k és m metszéspontjait az -3 -,

(x _1)2 + (y _1)2 = 9} I d ld' . diákegyen etren szer mega asar a Ja :
5x+4y=9

( 4 1 + 1 2~ 41-15~J' Q(4l-l2~ 41+15~J
P 41 ; 41 ' illetve 41; 41 .

5. A P ponton átmenő, e-vel párhnzamosfegyenes egyenlete: 4x - Sy = 3~ - L

6. A Q ponton átmenő, e-vel párhnzamos g egyenes egyenlete: 4x - Sy = -3~ - L
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~R
P

Q.

o

/' P
Q

~ ~

pR I = 3· pQ = 3· (-11; -4,4) = (-33; -13,2) és
~ ~

PR 2 =-3 . pQ =-3 . (-Il; -4,4) = (33; 13,2).
~ ~ ~

ORI = Op+pR I = (5,5;-4,8)+(-33;-13,2) = (-27,5;-18), azaz

RI (-27,5; -18);
~ ~ ~

OR 2 = OP + pR 2 = (5,5; -4,8) + (33; 13,2) = (38,5; 8,4), azaz Rz(38,5; 8,4).

Másik megoldás:
-------1 ------+ -----7 _)

A keresett pontot P(p; q)-val jelölve igaz, hogy PB = 2pA vagy PB = - 2pA.
------+ ------+ ----'f ------+
PA = (6 - P; 8 - g), PB = (9 - P; 2 - q), ezért a PB = 2pA lehetőségből

9-p = 2(6-p)és2-q = 2(8-q), azaz p = 3 ésq = 14 adódik, mig a
~ ~

PB = -2pA lehetőségbő19-p= -2(6-1') és2-q =-2(8-g),azazp =7és
g = 6. Ismét az első megoldásban már megadott PI (7; 6) és 1'2(3; 14) pontokat kap­
tuk eredményül.

a) A három pont pontosan akkor van egy egyenesen,
~ ~

ha pQ egyállású a PR -ral (ábra).
~ ~ ~

pQ = OQ - OP = (-5,5; -9,2) - (5,5; -4,8) =
~ ~ ~

= (-ll; -4,4); PR = OR - OP = (15; -1) - (5,5; -4,8) = (9,5; 3,8)
(ahol O az origó).
EIkell tehát dönteni, hogya (-11; -4,4) és a (9,5; 3,8) vektorok egyállásúak-e.

. 9,5 95 19. 3,8 38 19 ,
Mivel - =-- =-- es -- =-- =-- ezert

-11 110 22 -4,4 44 22'
19 ~ 19 ~ ~

(9,5; 3,8) = --. (-11; - 4,4), azaz PR = -- pQ, tehát a PQ egyállású a
22 22

~

PR -ral, igy al', Q, R pontok egy egyenesen vannak.

b) A feladatot megoldhatjuk úgy is,
hogy meghatározzuk a keresett pon­
tokba mutató helyvektorok koordi­
nátáit (O az origó, RI és R2 a kere­
sett pontok).
A feladat szövege szerint

Megoldóképlettel: PI = 7, P2 = 3.
Ezekből: gl = 20 - Zp ; = 6, g2 = 20 - 2pz = 14.
Két pont felel meg a feltételeknek: P I (7; 6) és 1'2(3; 14).

Ellenőrzés:

~A =.Ji+4 = IS és pIB = --/4+ 16 =.fiO = 2IS, tehát pIB = 2p,A;

p2A = --/9 + 36 = .J45 =3IS és p,B = --/36 + 144 = .J180 =6IS, tehát
p 2B = 2p2A.

B(9; 2)

p
A(6; 8)

Q

Két ilyen pont van: P azAB szakasz A-
hoz közelebbi harmadolópontja és Q,
amelyet annak alapján kapunk meg
könnyen, hogy a BQ szakasz felező­

ponjta A.
~ ------7 1---,;.
AB = (3; 6); AP = '3 AB = (l; -2),

tehát P koordinátái: 6 + l = 7; 8 - 2 = 6, vagyis 1'(7; 6).
Jelöljük Q koordinátáit gl-gyel, illetve g2-vel.

9+ g 2 + g,
Ekkor -2-1 =6; gl =3; illetve -2- =8, g2 = 14, vagyis Q(3; 14).

Másik megoldás:
Az AB egyenes egyenlete: 2x + y = 20. Ennek az egyenesnek olyan P (p; g) pontját
keressük, melyre igaz, hogy PB = 2pA.
P rajta van a 2x + y = 20 egyenletű egyenesen, ezért igaz, hogy 2p + g = 20.

Mivel PB = ~(p - 9)2 + (g - 2)2 és PA = ~(p - 6)2 + (g - 8)', ezért igaz az is,

hogy ~(p - 9)2 + (g - 2)2 = 2~(p _ 6)2 + (g _ 8)2.
Megoldandó tehát a

I( _ 9)2 + ( _ 2)2 - 2 I( _ 6)' + ( _ 8)2 }
-V p g - -V p g egyenletrendszer.
2p+g=20

Az első egyenletből ekvivalens átalakitással: p 2 + g 2 - lOp - 20g + 105 = O adó­
dik, a második egyenletből pedig g = 20 - 2p.

Behelyettesítés után az Sp 2 - 50p + 105 = O, ebből a p 2 - lOp + 21 = O egyenlet­
hez jutunk.

A két egyenes, e és f M metszéspontját az egyen1etrendszer megoldása adja:
e: 3x-4y=-8;
f: 4x+3y=3L
Az első egyenlet 3-szorosához a második egyenlet 4-szeresét adjnk, ekkor kapjuk:
25x = 100, innen x = 4,
Ezt az egyik egyenletbe helyettesitve adódik: y = 5, M(4,5),

A keresett távolság: PM = ~32 + 42 = 5.

Másik megoldás:
Az e: Ax + By + C = Oegyenletű egyenes és po(xa, Yo) pont távolsága

!Axo + BYa + Ci
d= .

~A2 + B 2

1

3 . 1 - 4 . 9 + 81Feladatunkban e: 3x - 4y + 8 = O, 1'(1; 9), tehát d = 5 =5.

398 399



KOORDINÁTA-GEOMETRIA

p

KOORDINÁTA-GEOMETRIA

(50 7)
PU; 11'

A harmadolópontok helyvektorai:
~ 2a+b

OH] = hl = ---, ahol hl az AB
3

szakasz A -hoz közelebbi harmadoló­
pontjának helyvektora;
~ a+2b

OH, = h, = ---, ahol hz az AB
3

szakasz B-hez közelebbi harmadoló­
pontjának helyvektora.
Innen a harmadolópontok:
HI (2; 2) és H2(0 ; 5).

Két ilyen pont van, P és r. p az AB
szakasz belső pontja, P" az AB egyene­
sén, az AB szakaszon kivül, a B pont­
hoz közelebb helyezkedik el.
A keresett pontok koordinátáit egy
szakasz osztópontjaira vonatkozó ösz­
szefüggés alapján számithatjuk ki.

7b + 4a ..
p = II ,ez koordinatákra lebont-

va: ha P(PI; P2), akkor

7·6+4·2
P] = II

=>7·5+ 4· (-7)
P2 = II

Ehhez hasonlóan:

b 3p' +4a ..
= 7 ' ez koordinátákra le-

bontva: ha P"(p] "; P2'l, akkor

6=3p]'+4,2

7
5 = 3P2" + 4, (-7)

7

400
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a

o

b

B

tr

A P pont rajta van az A és B pontok által meghatározott egyenesen,
~ ~

AP(6; 4), PB(3; 2)
~ ~

AP = 2PB
Tehát P rajta van az A és B pontokra illeszkedő egyenesen. P az AB szakasz B-hez
közelebbi harmadolópontja.

Az A és B pontok által meghatározott egyenes egyenlete x + 2y = 5. Ebbe az egyen­
letbe P koordinátáit behelyettesítve a -I + 2 . 3 = 5 igaz kijelentést kapjuk, tehát P
rajta van az AB szakasz egyenesén.
~ ----:; ~ 3----:;
AP = (6; -3), PB = (4; -2), ezért AP =- PB.

2
Tehát AP : PB = 3: 2.

Megjegyzés:

Az AP = ~ jij} feleslegessé teszi a fenti megoldás első részét, hiszen ez az össze­
2

függés már elégséges feltétele annak, hogy A, P és B egy egyenesen legyen.

~ ~

A CB befogóvektor a CA (4; -2) befogóvektor 900 -os elforgatottjának 1,5-szeresé­
vel egyenlő.
~

CA befogóvektor + 900 -os elforgatottja: (2; 4), -900 -os elforgatottja: (-2; -4), tehát
~ ~

CB(3; 6) vagy CB(-3; -6).
------t ------t ------t ----:;

A B csúcsba mutató helyvektor OB = OC + CB, tehát OB = (3; l) + (3; 6) = (6; 7)
~

vagy OB = (3; l) + (-3; -6) = (O;-5).
A feladatnak két megoldása van: B(6; 7), illetve B(O; -5).

Másik megoldás:
~

A CA (4; -2) vektor a CB befogó egyenesének egy olyan normálvektora, melynek

hossza 2{5.

A CB befogó egyenesének egyenlete 2x - y = 5, a B csúcs pedig ~. 2{5 = 3{5
2

távolságra van C-től. A B csúcs ezért rajta van a C középpontú, 3{5 sugarú körön

is.A kör egyenlete: (x_3)2+(y_l)2 = 45.
Az

(x - 3)' + (y _l)' = 45} , . . . . .,
egyenletrendszer megoldasa adja a B csucs koordinátáit,

2x - y = 5

Mivel az egyenletrendszer megoldásai a (6; 7) és (O;-5) rendezett számpárok. ezért
az első megoldásban leirt két lehetséges esetet kaptuk ismét.
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Ekkor az átfogó felezőpontja

F = ( 4; 8; 2; 4) = (6; 3), az AJ
pedig (6 - 4; 3 - 2) = (2; l). A C csúcs
lehetséges helyeit úgy (is) kaphatjuk,

hogy AJ 900-os elforgatottját felmér­
jük F-ből. Mivel két ilyen elforgatott
van (+ 90°; - 90°), két C adódik.
~ ,
AF+90" = (-l; 2), ezert
CI = (6; 3) + (-l; 2) = (5; 5);
~ .
ALgo" = (1; - 2), ezert
C2 = (6; 3) + (l; -2) = (7; l).

y

6

5

4

3

2

o

Cl

8

A

C,

2 3 4 5 6 7 8

Húzzunk párhuzamost M'-n keresztül b-vel, illetve a-val! (b', illetve ai A párhuza­
mosság miatt a, b, a' és b' egy paralelogramma oldalegyenesei, e paralelogramma
középpontja P.
A paralelogramma átlói felezik egymást, igy a keresett szelő a paralelogramma M-en
át nem haladó átlója.

Mivel bll b'; M'(12; 8) => b': 5x- 8y = -4.
Határozzuk meg az a: 7x - 2y = 22 és b': 5x - 8y = -4 egyenesek Q metszés­
pontját! (Az egyenletrendszer megoldása) Q(4; 3).
A keresett szelő a paralelogramma QP átlója.
~

v = QP(3; -l) => -x-3y = -4-3·3.
A keresett szelő egyenlete: x + 3y = 13.
(A megoldáshoz a' egyenletének meghatározása nem szükséges.)

x

o-5

e

Keressük a P(3; 2) ponton átmenő egyenesek közül azt, amelyiknek az e ésfegye­
nesek közé eső szakaszának az x tengelyre eső vetülete adott hosszúságú szakasz.
A P-re illeszkedő, m meredekségíi g egyenes egyenlete: y-2 = m(x - 3).
Az m-et keressük.
Meghatározzuk g-nek az e és f egyenessel való metszéspontját E(Xl; Yl)-et és
F(X2; hl-t. E két pont abszcisszái különbségének abszolútértéke kell, hogya) 2, il­
letve b) 3 legyen. (*)

/
/

a' j/

x

y=x

2v

2v

y

10 r:; a
II

8 f'V~
I

6 t0

A két merőleges egyenes legyen a koordináta-rendszer x és y tengelye. A két pont
indnljon az origótól a tengelyeken pozitív irányban.

a) A két pont sebességének abszolút-
hosszegység r' két

értéke: v gy a e
sec

pont a derékszög két szárán 2 sec
múlva O-tól 2v hosszegység távol­
ságra van. A két pont távolsága

d = 2vfi. hosszegység.

b) A két pontot összekötő szakasz fe­
lezőpontjának koordinálái egyen­
lők, tehát a felezőpont az y = x
egyenesen helyezkedik el (x ;> O).

Határozzuk meg az
a: 7x-2y = 22 és
b: 5x - 8y = 42 egyenesek M met­
széspontját! (Az egyenletrendszer meg­
oldása) M(2; -4).
Tükrözzük az M pontot P-re, legyen a
tükörkép M'(xI; YI)' a tükrözés miatt
P(7; 2) az MM' szakasz felezőpontj a,
igy:

2+x, = 7

2 => M' (12; 8).
-4+y, = 2

2
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2
m;;j;;.--

3

(m; O)

Q(?,3; 0,5)
x

P(2,3: 6,5)

y

--> --> -->
A mozgás pályájának egy irányvektora aPQ = OQ - OP = (7,3; 0,5) - (2,3; 6,5) =
= (5; -6) vektor. A pálya egyenesének egyenlete tehát e: 6x + 5y = 46,3.
Az abszcisszatengelyt az M(m; O) pontban metszi az e, ezért 6m + 5 . O = 46,3,

iből 463 h' M(463 O)arm o m > -, te at ','-; .
60 60

Az ordmátatengelyt az N(O; n\pontban metszi az e, ezért 6 . O+ 5n = 46,3, amiből

n = 463, tehát N(O; 463).
50 50

tehát M( ~~; O)

Másik megoldás:
--> -->

A PQ vektor párhuzamos a PM vek-
torral, ezért (m - 2,3; -6,5) =
= k - (5; -6) = (5k; -6k).
Ebből egyrészt -6k = -6,5, ezért

ezért k = .!2, másrészt m - 2,3 = 5k,
12

65 23 463
amiből m =5k + 2,3 =- +- =-,

12 10 60

Ha a C(1; -3) pontot összekötjük az adott e egyenes egy tetszőleges P(xo;Yo) pont­
jával és vesszük az igy keletkezett CP szakasz C-től távolabbi P'(x'; y') harmadoló-

.. kk 1'''1 CP' 2 Ipontjat, a or te Jesu: - = -. y
CP 3 " ,

Tehát a keresett P' pontokat egy C kő- 6 P (I' 4)~
2 '. l;..-__,.-'j.-:::

zéppontú A = - arányú középpontos p(" .") _~_ ... - 3) A
3 Xo' Yo .»> ."'f. -s-

kicsinyítéssel kapjuk. A középpontos " ..~.~~P'(x'; 23,.-
hasonlóság a középponton át nem hala- ~.I" ,

dó egyeneshez egy vele párhuzamos-w -o - -4· -2 O 2 4 6 x

egyenest rende!. Így elegendő az adott ," •• -2 I •

e egyenes egy P(xo; Yo) pontjának a kö-. ". -4T CO: -3)
zéppontos megfelelőjét megkeresni, és
ezen keresztül párhuzamost húzni az eredeti egyenesse!. Például: P l (1; 4) pont rajta
van az adott e egyenesen. Mivel a C pont abszcisszája is l, ezért a keletkezett CPI
szakasz hossza leolvasható a pontok 2. koordinátáibó!. A szakasz 7 egység, igya

CP I szakasz C-től távolabbi harmadolópontja PI' (l; ~J- Ezen a ponton áthaladó,

5
e-vel párhuzamos egyenes egyenlete: 3y - x = 3· - -l => 3y - x = 4.

3

1

9m - 3 9m-71 4A két abszcissza különbségének abszolútértéke: --- - --- - ,----,
3m + 2 3m + 2 - 13m + 21'

A *-gal jelölt megjegyzésnek megfelelően erre a törtre igaz, hogy

a) szerint __4_ = 2, innen m = O. Az egyenes egyenlete g ': y = 2,
3m+2

'11 4 2 . 4 I" 4 6l etve ---=- ,mnen m=--, az egyenes egyen ete g : y=--x+ .
3m + 2 3 3

2 S
y=-9x+'3'

10 16
y=--x+-.

9 3

b) . 4 3' 2 l '"szennt ---::::: . mnen m = - -, az egyenes egyen ete g :
3m+2 9

'11 4 . 10 ll . --- = -3, mnen m = - -, az egyenes egyen ete g '"I:
3m+2 9

e: 2x + 3y = 3 }

g: y = mx - 3m + 2

A g egyenletéből y-t behelyettesitjük az e-be:
2x + 3(mx - 3m + 2) = 3
(3m + 2)x = 9m - 3

9m-3
x - ---
1- 3m+2

f: 2x + 3y = -l
A g egyenletéből y-t behelyettesítjük azj-be:
2x+ 3(mx- 3m + 2) =-1
(3m + 2)x = 9m - 7

9m-7
x - --­

2 - 3m+ 2

5
1+-

Az EA2 meredeksége m 2 = - ------'L = _.:t:, a P-re illeszkedő m2 meredekségűegye-
2 3

4
nesegyenlete y-2=--(x-3); 4x+3y=IS.

3

Tehát a megoldás két-két egyenes.

Az aj feladat másik megoldása:
Kiindulunk a 2x + 3y = 3 egyenesen lévő E(O; l) pontból, megkeressük a másik

egyenes -2, illetve 2 abszcisszájú pontját: AI (-2; l); A2( 2; - ~J-
Az EAI meredeksége ml = O, a P-re illeszkedő, ml meredekségűegyenes egyenle­
te y = 2.
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a) A két egyenes metszéspontja a várható átlépési hely.
Ezt a pontot az x - 3y + 14 = O 1\ 3x + y - 18 = Oegyenletrendszer megoldásá­
val kaphatjuk meg: M(4; 6).

b) A kérdezett helyeket az e: x-3y + 14 = O egyenes és az M(4; 6) középpontú,
30 sugarú kör metszéspontjai adják.
Megoldandó tehát az x - 3y + 14 = O 1\ (x - 4) 2 + (y - 6) 2 = 302 egyenletrend­
szer.

K

E

20

2

3

K

É

p R

16

12

Q

2

A B C D

2

7

3

6

5

4

ÉN;;;Y_-",::.-_,,;

. (3 3)
ENy - .fi.; .fi. ' D

I J

K(2 - Ji; Ji)' Ny 3 45" \

I I I OD(2- Ji; Ji-l} -3 -2 -I D

b) Mivel az origóból indult, végül is OD szakasz hossza a kérdés, aminek a négy-

zete: (2 - Jir+ ( Ji -lr= 8,5 - 6.fi. + 5,5 - 3.fi. = 14 - 9.)'2 ~ 1,272;

azaz OD ~ 1,13 (km), mivel minden távolság km-ben volt megadva.
Összesen tehát 6 km-t haladt, de a kezdőponttól csak 1,13 km-re jutott a vitorlás.

a) Lásd az ábrát, ahol felhasználjuk,
l

hogy cos 45' = sin 45" = .fi.'

A keresett pontok:

Legközelebb a két négyzet P-vel, illetve Q-val jelölt
csúcsa van: eltérésük vízszintesen 8 cm, függőlege­

sen 12 cm, azaz a távolságuk a térképen:

.)64+ 144 = .)208 ~ 14,4 (cm).
Mivel a térkép léptéke l : 25 OOO, ezért ez 361 OOO cm
lesz a valóságban, azaz kb. 3,6 km legalább a két utca
légvonalbeli távolsága.
A két átellenes csúcs távolsága: vizszintesen 16 cm,
függőlegesen 20 cm, azaz légvonalban a térképen:

.)256+400 = .)656 ~ 25,6 (cm),
ami 640 OOO cm, kb. 6,4 km a valóságban.
Tehát kilométerben mérve a [3,6; 6,41 intervallumban
lesz a két utca távolsága légvonalban.

~ ~

A PQ vektor párhuzamos a PN vektorral, vagyis (-2,3; n - 6,5) =
= p . (5; -6) = (Sp; -6p).

2 3 . 23.. 6 5 6 íbót
Ebből egyrészt Sp = - , , vagYIs P = - -, masreszt n - , = - p, amI o

50

n = -6p+6,5 = 138 + 65 = 463, tehát N(O; 463).
50 10 50 50

Helyezzünk el koordináta-rendszert úgy, hogy origója az A város, abszcisszatenge­
lye NY-K irányú, ordinátatengelye pedig D-É irányú legyen. Az egység hossza a
tengelyeken I km. lIyen feltételek mellett az ágyú helyét a G(5; 3) a másik város he­
lyét pedig a B(3; 6) pont jelzi.

A G középpontú, 3,2 sugarú kör egyenlete: (x - 5) 2 + (y - 3) 2 = 10,24, az AB egye­
nesének egyenlete pedig 2x - y = O. Ha a kör és az egyenes egyenletéből alkotott
egyenletrendszernek nincs valós megoldása, akkor a két város között haladó egye­
nes út biztonságos.

(x - 5)2 + (y - 3)' = 1O,24}

y = 2x

A 2. egyeuletet az elsőbe helyettesítve, majd a négyzetre emeléseket és összevoná­

sokat elvégezve az 5x2
- 22x + 23,76 = Omásodfokú egyenletet kapjnk. Ennek disz­

kriminánsa 222 - 4·5·23,76 = 8,8 > O, tehát az egyenletnek (és igy az egyenlet­
rendszernek is) két megoldása van. Az AB egyenesének egy szakasza tehát nem biz­
tonságos.
Az egyenIetrendszer megoldásai: (1,90; 3,81) és (2,50; 4,99). Mindkét megoldás­
nak megfelelő pont az AB szakasz belső pontja, ezért maga az AB szakasz sem biz­
tonságos.

Másik megoldás:

Határozznk meg, hogy az AB egyenesének melyik (P) pontja van legközelebb az
ágyúhoz. Ehhez áIIitsunk G-ből merőlegest (/11) az AB egyenesére (e), majd határoz­
zuk meg a két egyenes metszéspontját.
~

AB (3; 6) az e-nek egy irányvektora, m-nek pedig egy normálvektora.
e egyenlete: 2x - y = O, megyenlete: x + 2y = ll. Metszéspontjukat a

2x - y = O }
egyenletrendszer megoldásából kapjuk: P(2,2; 4,4).

x+2y=11

A P pont az AB szakasz belső pontja, továbbá GP = ~2, 8' + 1,42 = ..f9:8
..f9:8 < 3,2, tehát az AB szakasz nem biztonságos.
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Ez ekvivalens a következőkkel:

x = 3y-14; (3y_lS)2+(y_6)2 = 900

x = 3y-14; W(y_6)2 = 900

x = 3y-14; (y_6)2 = 90

x = 3y - 14; (y ~ -3,5 vagy y ~ 15,5)

(x ~ -24,5; Y ~ -3,5) vagy (x ~ 32,5; Y ~ 15,5)
Tehát a H l(-24,5; -3,5), illetve a H2(32,5; 15,5) határpontig be kell jelenteni a
repülést (hogy konkrétan melyik pontig, az attól függ, melyik pont van az ország
területén kivül).

a) Félegyenesek egyenletét kell felírni!
fl: y = -2; x;> l

Azh irányszöge 60', tehát iránytangense .fi, ezért

k y = .fi(x -1) - 2; x'; l, ami más alakban irható így is:
y = .fix - 2 -.fi; x'; l.

Azh irányszöge _60', tehát iránytangense -.fi, ezért

k y = -.fi(x -l) - 2; x'; l, ami más alakban írható igy is:
y = -.fix - 2 +.fi; x'; 1.

b) Csak azh félegyenesnek van 4 ordinátájú pontja. A P(p; 4) pont ílleszkedik az

kra, ezért 4 = -.fip - 2 +.fi.

Rendezve: .fip =.fi - 6, amiből p = 1- 2.fi (ez teljesiti ap'; 1 feltételt is).

A jelzett pont abszcisszája tehát 1- 2.fi (az ionizálás a P(l- 2.fi; 4) pontban
történt).

y

-6 -4

Cl = (2; -5) + (4.fi; 4.fi) = (2 + 4.fi; -5 + 4.fi) ~ (S,93; 1,93;),

.fi . AF-90, = .fi(-4; -4), ezért .

C, = (2; -5)+(-4.fi; -4.fi)= (2-4.fi; -5-4.fi) ~ (-4,93; -11,93).

a) Első megoldás:

AB = ~S2 +42 =.J80 ~ S,94;

AC = ~32 + 92 =.J90 ~ 9,49;

BC = ~(_5)2 + 52 = J50 ~ 7,07.
Egy koszinusztételből:

AB' + AC' - BC2

cosCAB 1: = C
2·AB·A

SO+ 90 - 50 1
~ - ami miatt- 2.J80.J90 - {2'
CAB 1: = 45'.

Második megoldás:

AB = (S; 4), iránytangense tga = i= 0,5 (irányszöge így kb. 26,57');

AC = (3; 9), irány tangense tgIJ= ~ = 3 (irányszöge igy kb. 71,57').

Szükségünk van a {J - a szögre. (A közelitő eredményekből: 71,57' - 26,57' ~
~ 45'; kérdés, mennyíre azonosak a két szög tizedesei.)

... . l' (fJ-) - tgIJ- tga = 3 - 0,5 =~ = l ezért a kere-
Addiciós tete. tg a - l (J l 3 O 5 2 5 '+ tg . tga +., ,
sett szög pontosan 45'.

b) Keressük meg az alapok közös felező merőlegesét. AB felezőpontja:

(
O+ S -4+0) ~ 4)' fl" "l ikF= -2-; -2- =(4;-2); AB = (S; ezerta eiezomeroreges egyr nor-

málvektora (2; 1), egyenlete pedig: 2x + y = 2 ·4+ (-2) = 6. Húzzunk C-n át
párhuzamost AB-vel, ez lesz a másik alap egyenese. Eunek egy normálvektora az
előzőnek 90'-os elforgatottja, (l; - 2), egyenlete így: x - 2y = 3 - 2 . 5 = - 7. A
két egyenes metszéspontja a CD felezőpontja, E. Rendszerkéut megoldva:

2x+y=6 }.
x-2y=-7

A másodikból x = 2y - 7, beírva az elsőbe: 2(2y - 7) + y = 6, ahonnan 5y = 20,
azaz y = 4. Visszaírva: x = 2·4 -7 = 1, tehát E = (l; 4).

--->
D-t megkapj uk, ha E-ből felmérjük a CE-I:
(1 - 3; 4 - 5) = (-2; -1), ezért D = (l; 4) + (-2; -l) = (-1; 3).

10 x

-14

y

/
/ -10

j{~
C2

-6 -4

Az AB szakasz felezőpontja

(
- 2 + 6 -l-9)F= __ o -- =(2' -5)

2 ' 2 "
~

az AF pedig (2 - (-2); -5 - (-l)) =
= (4; -4). A C csúcs lehetséges helyeit

--->
úgy (is) kaphatjuk, hogy AF 90'-os el-

forgatottjáuak .fi -szorosát felmérjük
F-ből, hiszen a szabályos háromszög

magassága az oldal felének .fi -szo­
rosa. Mivel két ilyen elforgatott van
(+ 90'; - 90'), két C adódik.

.fi . AF:90' = .fi(4; 4), ezért
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D

E

8 la 12 14 16 18 20 x

B

y

10

8

6

4 C

-10

-6 -4

a) A súlypont mindkét koordinátája a csúcsok megfelelő koordinátáinak számtani
közepe, igy:

=(-2+6+1. -1-9+3)=(~._'!...).
S 3' 3 3' 3

------'t _) _) ~ ----7

b) Mivel AB = AC + CB, igy maga AC = (3; 4) és CB = (5; -12) a keresett két
összetevő.

, . . AP 3 AQ 5
a) Ket Ilyen pont IS van: PB = '5' QB = '3

Ekkor P = (5.(-2)+3.6. 5.(-1)+3.(-9»)= (I' -4) és
5+3' 5+3 '

(
3 (- 2) + 5 . 6 3'(-1)+5.(-9»)

Q = ; = (3; --6).
3+5 3+5

b) CB = (6-1;-9-3) = (5;-12). Ennek+90oos elforgatottjaitkell Ielmémi ő­

ből és C-ből, hogy megkapjnk a négyzet csúcsait. Az elforgatott vektor: (12; 5),
ezt C-ből felmérve: (l; 3) + (12; 5) = (13; 8) = D, illetve B-ből felmérve:
(6; -9) + (12; 5) = (18; -4) = E.

B

7 8 x65

A

4

C

2

y

4

3

o
-1

-2

a) AB = )2' + (_I)' = JS ~ 2,24;

CA = ~3' + 4' = fiS = 5;

CB = ~52 + 32 = f34 ~ 5,83.
A koszinusztételből meghatározzuk
a legnagyobb szöget, ami természe-
tesen a legnagyobb oldallal szemben
van (lásd pl. 2277.-es megoldás):

AB2 + AC' - BC'
cos CAB j = ------'­

2·AB·AC
5+25-34

= 2. JS . 5 ~ -0,1789, ami miatt CAB j ~ 100,30". Szinnsztétellel megha-

t , k kö k " sinABCj sinCABj
arozun egy ovet ezo szöget: = amiből

AC BC'
. AC· sin CAB j 5· sin 100,30" ,

Slll ABC j = ~ °8437 ezert ABC'< ~ 57 53"BC f34" -,.,.
Végül a harmadik szöget a szögösszegből számoljnk ki:
ACB j = 180"- CAB j-ABC j ~ 22,17".

b) T= AB·ACsinCABj _ JS.5.sinI00,30° _
2 - 2 - 5,5.

(Jobb számológéppel számolva, a megkapott értékeket a memóriába mentve pon­
tosan 5,5 jön ki; kérdés, valóban egzaktnl ennyi-e a terület. Ennek eldöntésére
szolgál a másik megoldás.)

Másik megoldás:
Foglaljnk téglalapba háromszögünket, és a téglalap területéből hagyjnk el a ki­
maradó (derékszögű!) háromszögek területét. Mivel minden lényeges pont koor­
dinátája egész, most egyszerü leolvasással ezt megtehetjük. A téglalap területe
(mindig .vizszintcs méretszer függőleges méret" sorrendben felsorolva az adato­
kat) 5 . 4 = 20 egység. Ebből elhagyandó az AC oldalra illeszkedő ("bal felső")

há .. "l 3·4aromszog teru ete: -2- = 6; az AB oldalra illeszkedő ("jobb felső") három-

.. "l 2· Iszog teru ete: 2 = I; és a BC oldalra illeszkedő ("jobb alsó") háromszög te-

"I 5 3ru ete: - = 7,5.
2

Az ABC Ll területe tehát 20 - 6 - I - 7,5 = 5,5 (valóban pontosan).
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b) A súlypont mindkét koordinátája a csúcsok megfelelő koordinátáinak számtani kö­

zepe,igy: S=[2+5+2-2.[3; -1+l-I+3.[3J=[3_ 2.[3; -~+.[3J=
3 3 3 3

= (1,85; 1,40).

6 x

B

-2

c

-2

Megjegyzés:
Ha a körüljárási irány pozitiv voltát nem kötjük meg, természetesen C-nek, illet­
ve S-nek AB-re tükrözött képei is megoldások.

AB = ~32 + 22 = m = 3,61 és AC = .[3AB =.f39 = 6,24.
.. . m . .[3m h

A terulet tehat T = = 6,5"13 = 11,26.
2

(Másképp az átfogó fele a sugár, de az a háromszög nevezetes volta miatt épp a

rövidebbik befogó, igy R = AB = m, lásd előző feladat megoldása.) A beir­
ható kör sugarát a háromszög területén keresztül határozzuk meg. Ez egyrészt a
befogók szorzatának fele (az előző feladat c) részében meghatároztuk); másrészt
rs, ahol s a fél kerület. Lévén a háromszög nevezetes, átfogója a rövidebb befogó

kétszerese: BC = 2AB = 2m = 7,21.

A fél kerület: s = m +.[3m + 2m = (3 + .[3)m = 8,53.
2 2

A b . h . kö . r -_ T _ 6,5.[3,2 -_ .f39 --132eir ato or sugara Igy -
s (3 + .[3)m 3 +.[3 , .

a) E báromszög barmadik, C csúcsát
az előző feladatban kerestük meg,
lásd ott. A Thalész-tétel miatt a kö­
rülírható kör középpontja a BC átfo­
gó felezőpontja:

F = [5 + 2 - 2.[3. I -l + 3.[3J =
2 ' 2

= (3,5 -.[3; 1,5.[3) = (1,77; 2,60).

Megjegyzés:
Természetesen az AB egyenesre va­
ló tükörkép is megoldása a feladat­
nak.

@A körülírható kör sugara (pl.) az FB szakasz, hossza:

R = ~(1,5 + .[3)2 + (I _1,5.[3)2 =

= ~2,25 + 3.[3 + 3+ 1- 3.[3 + 6,75 = m = 3,61.

B

B

x

6

4 5 6 x

X s

~8

c

-2 -I O
-I

-2

-10

G

c) Legyen AC felezőpontja

_(-2 + l. -I + 3) = (-O 5' l)
F - 2 ' 2 ".

---->
Innen felniérve az AF + 90"-os el-

forgatottjának .[3-szorosát, kapjnk
a háromszög G csúcsát. (Hiszen egy
szabályos háromszög magassága

.[3 -szorosa az oldal felének.)
Mivel
---->
AF = (-0,5 - (-2); 1 - (-1)) =
= (1,5; 2), ezért

.[3 AF,90' = (-2.[3; 1,5.[3).
Ezt felmérve F-ből, kapjuk:

G = (-0,5; 1)+(-2.[3; 1,5.[3) =

= (-0,5 - 2.[3; 1+ 1,5.[3) =
= (-3,96; 3,60).

a) Ez tehát a nevezetes 30"-60"-90"-os

háromszög. AC oldala .[3-szorosa
AB-nek, így C-t megkapjuk, ha A-

---->
ból felmérjük az AB +90"-os elfor-

gatottjának .[3-szorosát,
---->

Mivel AB = (3; 2), ezért

.[3. AB+9o" = (-2.[3; 3.[3).
Ezt felmérve A -ból, kapjuk:

C = (2; -l) + (-2.[3; 3.[3) =

=(2-2.[3; -1+3.[3)=
= (-1,46; 4,20).

c) Derékszögű háromszög területe a befogók szorzatának fele. Lévén a háromszög

nevezetes, hosszabbik befogója .[3-szorosa a rövidebbiknek:

412
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Megfordítva:
Az y = l egyenes tetszőleges S'" pontja egy, a feladatban szereplő ABC LI. súlypont­
ja. Az O középpontú, 3 arányú hasonlóság S"-ot olyan C"' pontba viszi, amelynek
ordínátája 3.
Tehát a keresett ponthalmaz az y = l egyenes.

A(-I;IO/
10

, y, A(-3; 6), 6,
,F

5
B(-7; 4)

, .,
'f 4,,

3,
y=2 ,

c(c; 2), ,,,, O-8 -7 -6 -5 -4 -3 ,2 -I x

a) Írjuk fel a háromszög a oldalának
egyenletét egy pontja - G(2; -l) -

~

és egy irányvektora - FE(9; S) - se-
8 E(S; 7)gítségével I

Az egyenes írányvektoros egyenle- 6 ~
te:v2 x- vIY = v2xO- VIYO Ll ' '. ~

a: Sx-9y = 19 F(-4;2) ,~fc-+2" ~B(lI'4,)Írjuk fel a háromszög b oldalának
egyenletét egy pontja - F(-4; 2) - -+--ci-+-t----2"'!

~ 6 -2 O '",,74 6 8 10 x
ésegyírányvektora-GE(3; 8)-se- - -4 -2 G(2;-I)
gítségével!
b: 8x - 3y = -38 -4

Írjuk fel a háromszög c oldalának -6
egyenletét egy pontja - E(S; 7) - és C(-7; -6)

~

egy irányvektora - FG(6; -3) - segitségéve!!
c:x+2y=19

b) A háromszög csúcsaiba mutató helyvektorok:
~

a = e + GF = (S; 7) + (-6; 3) = (-1; 10)
~

b = e + FG = (S; 7) + (6; -3) = (I I; 4)
~

c = g + EF = (2; -1) + (-9; -S) = (-7; -6)

Megjegyzés:
A, B, C pontok koordínátáit az oldalegyenesek metszéspontjaként is meghatároz­
hatjuk (ez terjedelmesebb).

12443.1 Az AB szakasz lehet az egyenlő szárú háromszög alapja (l. eset) vagy szára (2. eset).

1. eset:
Az AB felezőmerőlegese (j) kímetszí
az adott egyenesből a keresett harma­
dík csúcsot (C-t).
AB felezőpontja F(-S; S), azt felező­

merőleges egyik normálvektora az
~

FA(2; 1) vektor.
Fentiek alapjánf; 2x + y = -S.
Ennek 2 ordínátájú pontja a C(e; 2),
tehát2c+2 = -S. Ebből e = -3,5, te­
hát a háromszög harmadik csúcsa a
CC-3,S; 2) pont.

x

cc

y:;::; l

6

6

C y=3

s

1 B(2; O) 4 x

B(4; 5)

.~,
2 4' f«S;

I

8

v

6

4

2

y

y

4

3

2

-6 -4

-B ..c:6 '---4 ---i2 O
-2

-4 A(-2; O) O

A háromszög S súlypontja a CO súly­
vonalO-hoz közelebbi harmadoló
pontja. 0(0; O) rögzített,
C az y = 3 egyenes tetszőleges pontja.
C-ből a hozzátartozó S-hez úgy jutunk,

1
hogy egy O középpontú, - arányú ha­

3
sonlóságot alkalmazunk. Ez az y = 3
egyenest az y = 1 egyenesbe viszi át.

A háromszög csúcsaíba mutató helyvek­
torok:

~

a =e+FG = (1;3)+(-3;-2) = (-2; 1);
~

b = e + GF = (I; 3) + (3; 2) = (4; S);
~

c = f + EG = (S; l) + (1; -4) = (6; -3).

Írjuk fel a háromszög a oldalának
egyenletét egy pontja - B(2; 7) - és

~

normálvektora - AM(8; -4) - segítsé-
géve!!
a: 8x-4y=-12; 2x-y=-3.
Mivel mb merőleges az x tengelyre,
ezért b oldalegyenes párhuzamos az x
tengellyel, és ílleszkedik az A pontra,
egyenlete: b: y = 3.
A háromszög C csúcspontja az a és b
egyenesek metszéspontjaként adódik: ccO; 3).
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a n me ~ (C)

Az adott a: x - 3y ~ 14 oldalegyenes és a megfelelő magasságok egyenesének
metszéspontja adja a háromszög két csúcspontját:

anmb~{B) a: X-3Y~14} => B(-4; -6).
mb: x-y~2

a: x-3y ~ 14} => C(8; -2).
m,.: 3x+5y~14

B csúcsponton átmenő, me-re merőleges a háromszög c oldal egyenese, ennek egy
irányvektora v(3; 5) => c: 5x - 3y ~ -2.
C csúcsponton átmenő, mb-re merőleges a háromszög b oldal egyenese, ennek egy
írányvektora v*(I; -I) => b: x + y ~ 6.

b n c ~ {A} b; x + y ~ 6 } => A(2; 4).
c: 5x -3y ~-2

Az adott A(-I; -2) pont nem ílleszke­
dík az adott egyenesre, mert A koordí­
nátái nem elégítik ki az egyenes egyen­
letét: 2· (-I) - (-2) + 6" O => je­
löljük az adott egyenest a-val!
A háromszög B csúcspontja illeszke­
dik az a egyenesre, a feltétel szerint B
pont abszcísszája 2 =>
2·2-y+6 ~ O => y ~ JO =>
B(2; JO).
Állítsunk A-ból merőlegest a-ra, a ka­
pott egyenes (b) lesz a háromszög má­
sik befogójának egyenese. Mível a két
befogó merőleges egymásra, ezért .
na(2; -I) => vb(2; -I) b egyenes egy irányvektora, egy pontja: A(-l; -2)
V2X - VIY ~ V2XO - VIYO => -x - 2y ~ -(-I) - 2· (-2),
igy b egyenlete: x + 2y ~ -S. .
a és b egyenes metszéspontja a háromszög C csúcspontja.
a: 2x-y ~-6

b: x + 2y ~-S
Az egyenletrendszert megoldva kapjuk: C(-3,4; -0,8).

x

y

6

5

3

4

C,
l

A(-3; 6)

.. C
3

y=2

I
B(-7; 4), I

"",,,i~

-ti -10 -9 ~8 ~7 -'6 -5 -4 -3 -.2 -1 O

2. eset:
Ezen az eseten belül két
lehetőség is van, hiszen a
háromszög alapjának
egyik végpontja lehet az
A vagy a B pont is.
Ezekben az esetekben
egy-egy A, illetve B kö­
zéppontú, AB sugarú kör
és a megadott egyenes
közös poutja lehet a há­
romszög harmadik csú­
csa (ábra).

Az AB szakasz hossza m, így aki kőr egyenlete: (x + 3) 2 + (y _ 6) 2 ~ 20, a k
2

kör egyenlete: (x + 7) 2 + (y _ 4) 2 ~ 20.

A kl és az y ~ 2 egyenes metszéspontjait az (x + 3) 2 + (y _ 6) 2 ~ 20; Y ~ 2
egyenletrendszermegoldásaí adják: CI(-5; 2), C

2(-I;
2).

A k2 és az y ~ 2 egyenes metszéspontjait az (x + 7) 2 + (y _ 4) 2 ~ 20; Y ~ 2
egyenletrendszer megoldásai adják: C3(-3; 2), C

4(-Il;
2).

Négy pontot kaptunk, azonban a C4 pont nem ad megoldást, hiszen a C
4A

szakasz­
nak B éppen a felezőpontja, igy az ABC4 háromszög nem létezik.
A feladatnak összesen négy megoldása van:

a keresett harmadik csúcs lehet a (-3,5; 2), a (-5; 2), a (-I; 2) és a (-3; 2) pont is.

416
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Másik megoldás:
~ ~

Az AB és AC vektorok összege épp az adott szögfelező irányába mutat, mivel a há-
romszög egyenlő szárú. A szögfelező egyenletébőlleolvassuk egyik irányvektorát:
(3; -2) - ennek valahányszorasa a két oldalvektor összege.
~ ~

AB = (2 - l; 1 - (-3)) = (I; 4), a még ismeretlen AC = (x; y), igy
(I; 4) + (x; y) = t(3; -2), ahol I paraméter. A két koordinátára külön fe!irva az
összefüggést: I + x = 3t, 4 + y = -2t. Ekkor x = 3t- I és y = -21 - 4.
Mivel a két oldalvektor egyforma hosszú:

AB=~12+42 =m =AC=~X2+y' =~(3t-1)2+(-2t-4)2

B(8; 2)

10 x

B

18, azaz b = 9.

,/"

······;::::x
,,/

A'(5;2)

x S

2

A

10

)'

2

6

4

./

-6

-4

12

C

A(2; 5)

, C(2; 2)
,/

-6 -4 -2 O
-2

4

)'

5

3

2

Tükrözzük az A(2; 5) pontot az y = x
egyenesre (a pont koordinátái felcseré­
lődnek): A'(5; 2). A háromszög oldal­
egyenesének egyik pontját a szögfele­
zőre tükrözve a másik oldal egyenesé­
nek egyik pontját kapjuk. Így A' illesz­
kedik az a oldal egyenesére, s a B és A'
pontok által meghatározott a oldal­
egyenes és az y = x szögfelező rnet-
széspontja adja a háromszög C csúcs- ..",,//1° I I I I I
pontját. 2 3 4 5 6 7 8 x

Mivel A' és B pontok második koordinátája 2, BA' egyenes egyenlete y = 2. Ezért a
háromszög harmadik csúcspontja: C(2; 2).

Legyen A = (x; y) és B = (b; O), mivel
az x tengelyen van. A súlypont mind­
két koordinátája a csúcsok megfelelő

koordinátáinak számtani közepe, így:

S = (3; 2) = ( x +~ -1; y + ~+ 10J­

Az abszcisszákból x + b = 10 (*), az
ordinátákból pedig y = -4.
~

Az AB = (b-x;0-(-4)) = (b-x;4)
párhuzamos az x - 2y + 6 = O egye­
nessel, vagyis annak irányvektorával,
pl. a (2; l) vektorral. Párhuzamos vek­
torok megfelelő koordinátáinak hánya-

d I
,, · b - x 4

asa egyen 0, Igy -- = -, azaz
2 l

b - x = 8. Hozzáadva ezt a (*) egyenlethez x kiesik, és kapjuk 2b =

Ekkor 17 = (3t_1)2 + (-2t_4)2 = 9t 2 -6t+ l +4t 2 + 16t+ 16 =

= 13t
2

+ lOt + 17, vagyis O = 13t
2

+ lOt. Mivel ezúttal t * O(ekkor AB és AC ösz­

szege nullvektor volna, de akkor nem alkotnának háromszöget) t = -.!.Q.
, 13

Vagyis x = 3(-.!.QJ -l = - 43 és y = -2(- IOJ _ 4 = _ 32
13 13 13 13

, ~ (43 32JTehat AC = - 13; -13 ' ekkor egyenesének egy normálvektora pl. (32; -43),

egyenlete pedig 32x-43y = 32· I-43· (-3) = 161.

4 x32

B

A

)'

2

t
-4

-5

-6

-2 -1 O
-1

c

-3

~4

Az A pont az adott szögfelezőn fekszik,
abszcisszájábóI meghatározzuk ordiná­
táját: 2· 1 + 3y = -7, amiből y = -3,
tehát A = (I; -3). Innen tovább

Első megoldás:
Az alap egyik csúcsa B, a másik ennek
tükörképe az adott szögfelezőre. Állit­
snnk merőlegest B-ből a szögfelezőre:

3x - 2y = 3 . 2 - 2 . I = 4. Az egyen­
letrendszert megoldva az M metszés­
pont koordinátáit kapjuk:

2x+3y = -7}.
3x-2y=4

Az első másfélszereséből kivonva a másodikat x kiesik, kapjnk: 6,5y = -14,5, azaz

y = - 29. Átalakitva pl. az első egyenletet: x = -1,5y - 3,5, beirva y-t: x = - ~.
13 13

Tehát M = (-~; - 29J. Ha a BM -t felmérjuk az M-ből, megkapjuk a C-t.
13 13

BM = (-~ - 2' - 29 -lJ = (_ 28 - 42J
13 '13 13' 13'

C=(-l~;-~~J+(-~~;-;n=(-~~;-~D
Ekkor a fe!irandó egyenes egy irányvektora

CA = (1- (- ~~} -3 - (- ~~ J) = (;~; ~~Jegy normálvektora pl. (32; -43),

egyenlete pedig 32x-43y = 32· I-43· (-3) = 161.
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Visszairva (*J-ba: x ~ l. TehátA ~ (l; -4) és B ~ (9; O). (A megoldáshoz magához
nem kell ábra, persze befejezésül rajzolhatunk egyet, hogy szemléletesen is meg­
győződjünk az eredmények hihetőségéről.)

=> I. al + b, ~ 9}.
Il. a2+b2~3

13.(-15)+5.33) =>
18(

13 ' 16 + 5 , (- 20)
=>c'

18

=> B,(12'36+13'16 12.0+13.(-15))
25 ' 25

13

5

Az A csúcsból induló szögfelező a szemközti a oldalt A " B csúcsból induló szög­
felező a szemközti b oldalt B " C csúcsból induló szögfelező a szemközti c oldalt
c' pontban metszi. Így az osztópontra vonatkozó összefüggés alapján:

BA' ~ AB ~ 60~!3. => A,(12·36+5.(-20). 12.0+5.33)

A' C AC 25 5 17' 17

A'(19,5; 9,7);

AB' AB 60 12
-- --~-~

B'C BC 65 13

B'(25,6; -7,8);

BC' BC 65
--~-~-

c' A AC 25

Az a: x + y ~ 2 és b: x - 3y ~ -10 egyenesek metszéspontja (az egyenletrend­
szer megoldása) adja a háromszög C csúcspontját => q-l; 3).

A háromszög súlypontja a súlyvonalak ~'.'.'.. "1" . .'/csúcstól távolabbi harmadoló pontja, • • y ,' .i>:
ezért S a CF szakas~ F-hez közelebbi . . ' . 6 'b' A .

harmadoló pontja., Igy ~ h~madoló- C~I
pontra vonatkozo osszefugges alapjan -s- _ \G :i r __ s .
ki tudjuk számitani az AB oldal ,-~ • (Flf.,I ;f,:
FCf,;h) felezőpont jának koordinátáit: -10 -8 -6 -4 -2 O a 2~ 6. x

::;l~-~, ~ ~ '(" (5) ~ '~
Jelöljük a esúespontok koordinátáit A(al; a2)' illetve Btbv; b2)-vel!

al+bl~45

Az F pont az AB szakasz felezőpontja, igy 2 b '
a'+'~15

2 '

Mivel az A(al; a2) pont illeszkedik b egyenesre, ezért koordinátái kielégitik a b egye­
nes egyenletét: a, - 3a2 ~ -10 (Ill.).
Mivel a B(b,; b2) pont illeszkedik az a egyenesre, ezért koordinátái kielégitik az a
egyenes egyenletét: b, + b, ~ 2 (IV).
Az (1.) és a (II.) egyenletet összeadva, ebbe (IV)-et behelyettesitve kapjuk:
al + a2 ~ 10 (V).

c

p

cEgy tetszőleges O pontból inditsunk
helyvektorokat az egyes pontokhoz az
ábra szerint. Legyen S az ABC három­
szög súlypontja.
A tanult tételek szerint

OS~ a+b+e ~ a+2b
3 ' P 3'

b + 2e. e + 2a
q~ - es r=--.

3 3
A PQR háromszög súlypontját S,-gyel

. 1"1' h ~ P + q + rJe o ve Igaz, ogy OS, ~ !:..-~'-.:..-.:c
3

Az előbbi összefüggések felhasználásával:
a + 2b b + 2e e + 2a
--+--+--OS, ~ p + q + r 3 3 3 3a + 3b + 3e a + b + e

3 3 9 3
~ ~

Igaz tehát, hogy OS ~ OS" vagyis S ~ S" azaz a két háromszög súlypontja meg-
egyezik. Ezzel a feladat állítását bizonyitottuk.

A háromszög belső szögfelezői a szemközti oldalt a szögfelezőt közrefogó oldalak
arányában osztja. Számitsuk ki a háromszög oldalainak hosszát!

82(56; -33) => a ~ 1821 ~ ~56' + (_33)' ~ 65;

AC(20; 15) => b ~ lACI ~ ~20' + 15' ~ 25;

AB(-36; 48) => c ~ IMI ~ ~( -36)2 + 48' ~ 60.

A'
l' " . • ,Se
"~ .,~~i~!~(36;O))

~40 -30~20 ~IO O C'\.OO •• dG-,ió' 40 x
-IO\/", B'.

-20 A(16; ~15)
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(III.) és (V.) egyenletekből álló egyenlet.rendszert megoldva: A(S; S), e~t a meg~ele­

lő (1.), illetve (Il.) egyenletbe helycttesirvc kapjuk a haromszog B csucspontjanak
koordinátáit: B(4; -2).

x

B

c

A

A(-2; 5) Gly
:P
;~",4."
/Q

I I I

-3 -2 -I ol I 3 4

=> B' (4; -2).

ugyanigy b oldal egyenesétől (J: távolságra haladó egyenes BC oldalt is harmadol-
3

ja. Keressük meg BC, illetve AC oldal C-hez közelebbi A " illetve B' harmadoló­
pontját!

A,( 2 . 2 + l ' (- I) . 2.(-4)+1.(-1») => A'(l; -3);
3 ' 3

(
2 , 2 + 1 ' 8 2.(--4)+12)

B' .
3 ' 3

Húzzunk párhuzamost A', illetve B'pontokon keresztül b-vel (b), illetve a-val (a)!
Ezek metszéspontja (az egyenIetrendszer megoldása) adja a keresett P pontot.

a': X+ Y = 2} .=> P(3, -1).
b'; x-y=4

Másik megoldás:
Ha egy háromszög súlypontját össze­
kötjük a háromszög csúcsaival, akkor
három egyenlő területű háromszöget
kapunk. Ez következik abból, hogya
súlypont a súlyvonal (csúcstól távolab­
bi) oldalhoz közelebbi harmadolópont­
ja, s igy a háromszög oldalától való tá­
volsága az oldalhoz tartozó magasság
harmada.
Az is könnyen belátható, hogy egyedül a súlypont rendelkezik ezzel a terület har­
madoló tulajdonsággal.
Így a feladat a csúcspont koordinátáinak kiszámitása után a súlypont koordinátáinak
kiszámítására egyszerűsödik.

P illeszkedik az AB-re,
Q illeszkedik az OB-re.
A feladat szövege szerint OP és PQ
egyenes az OAB háromszöget három
egyenlő területű részre bontja az ABC
háromszög területét.

Mivel T(OAP) = .Ic T( OAB) és a há­
3

romszögek AP, illetve AB oldalához
tartozó magassága azonos, ezért

I ,
AP = - AB, tehat P az AB oldal A-hoz

3
közelebbi harmadolópontja.

IQ x

A(8; 2)

8

4

G

y

2

-G -4 -2 2

b I . "I a . I'Tehát a keresett P pont az a oldal egyenesétől -, b olda egyeneseto - tavo sagra
3 3

van. Az a oldal egyenesétől ~ távolságra haladó egyenes AC oldalt is harmadolja,

Az a: x + y = -2 és b: x - y = 6 egyenesek metszéspontja (az egyenletrendszer
megoldása) adja a háromszög C csúcspontját => C(2; -4).
Az a: x + y = -2 és c: x - 3y = 2 egyenesek metszéspontja (az egyenletrendszer
megoldása) adja a háromszög B csúcspontját => B(-l; -1).
A b; x - y = 6 és c: x - 3y = 2 egyenesek metszéspontja (az egyenletrendszer
megoldása) adja a háromszög A csúcspontját => A(8; 2).
Az ba oldalegyenes meredeksége -I, b oldalegyenes meredeksége I, a két egyenes
meredekségének szorzata - I => a és b egymásra merőleges egyenesek => ABC
derékszögűháromszög, C csúcsnál van a derékszöge.
A derékszögű háromszög területe kiszámítható pl. befogóikból. Az eg~szerüség

kedvéért jelöljük a háromszög oldalait: AB = c, AC = b, BC = a-val. Igya ha-
a·b

romszög területe T = 2'
A feladat feltétele szerint a háromszög belsejében keresnünk kell olyan P pontot,
amelyet a csúcsokkal összekötve három egyenlő (T) területű háromszöget kapunk

a b
T I a-b 3· b a' 3T':::::-=----=--= --'
3 3 2 2 2

422 411
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A POB '" területét PQ-nak feleznie kell. Ez csak akkor teljesülhet, ha Q az OB sza-
~ ~ ~ 1~

kasz felezőpontja. AB = (6; ~3), OP =OA +:3 AB = (O; 4), P(O; 4), Q(2; 1)

(O; O), _Y_~~__:o.:::(8; O)
'" 1---+

X

~ -6 - - - --
(8; O) x (4; -6)

6 -6 Y
(O; O)

1 X
1 X

1 1

1 1
1 1

1 1 m
(6; -4) (-6; -4)

(4; 6)

m

m

y

y

6

(O; O)

b) Megoldandó az a és az ma egyene­
sek egyenletéből alkotott egyenlet­
rendszer:

3X+7Y=I}.

7x-3y=1

A megoldás után kapjuk, hogya

. (S 2Jmetszespont P -' - .
29' 29

Mind a négy feladatnak két megoldása van.

a)

b)

y

12

Az ábrán látható módon
két különböző eset lehet:
hogy AB átfogó, vagy be­
fogó. Utóbbi esetben
kapjuk C3 , C4 , Cs, C6
pontokat, míg ha átfogó,
akkor Cl-et és Cz-t. A
koordináták meghatáro­
zása: AB = 10 egység.
Ekkor C3 , C4 pontok B­
től 10 egységre vannak,
míg Cs, C6 pontok pedig
A-tól 10 egységnyire.
---.
BA = (~8; 6), akkor
90 fokos elforgatottjai
(-6; -8), illetve (6; 8).
Ezzel
C3(4~6;-3-8) =
= (-2; -11), illetve
C4(4+6;-3+8)=
=(10; S). Hasonlóan Cs, illetve C6 az A-ból indulva: (~4 - 6; 3 ~ 8) =(-10; -S),
illetve (-4 + 6; 3 + 8) = (2; ll). Marad a másik eset, ha AB az átfogó. Ilyenkor az

~ AB = (4; -3) vektorok +900-os és -900-os elforgatottját kell felmémi az origóból,

tehát Cl (-3; -4), illetve C2(3; 4).

A
l (O;-8)

12455.1 Vázlaton tüntessük fel az adatokat és a kérdezett objektumokat.

a) A BC oldal egyenese (a háromszög a oldalegyene­
se) az FaCI; 2) ponton áthaladó, ma-ra merőleges

egyenes. Az ma egyenes egyenletéből kiolvasható
normálvektora a (3; 7) vektor, ez az a egyenesnek
irányvektora.
Az a egyenes egyenlete tehát: 7x - 3y = J.
A BC oldal felezőmerőlegese (azfa egyenes) pár­
huzamos az ma egyenessel, igy egyenlete:
3x + 7y = 17.

c)

(O;-8) r

(-4; 6)

-4

y

6

m

(O; 0)1

(4; 6)

,
4 x

-4

(-4; -6)

(O; O) Y

m

-6

4

(4; -6)

x
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d)

-9

(-3; 3)

-3

y

3

x

(-3; 3)

-3

y

3

3

A· t l ki .. dik I S.. Sca a rtva a masa I egyen etet: y = - - x, beirva: y:::: - -.
3 34

A I" .. (12 20)z e so egyenesen tehat -; - - a metszéspont a másodikon
34 34 ,"

Megjegyzés:
mb éppen az AB.

2 xAo

y

Másik megoldas:

Az adott egyenesek egyenlete y = 2. x - '! illetve y = 2. x-l alakba irható tehát
5 S' 5 '

az y tengelyt a - ~, illetve a - I jelzésű pontjában metszik. E két pont távolsága ±.
A KLM derékszögűháromszög KM ol­
dala a keresett négyzet oldalával
egyenlő. A KLM Ll - AOL Ll (L-nél lé­
vő szögük közös és van derékszögük),
ezért a megfelelő befogóik aránya

J" .. d' 3 5 3egyen o, megpe 19 :, mert - az
5

adott egyenesek iránytangense.
Jelöljük a KM szakasz hosszát a-val,

3
ekkor LM = - a.

S
Felirjuk a KLM Ll-re a Pitagorasz-tételt:

a2+(~a)' =GJ. 2Sa
2+9a2

= J;

Ezek távolsága a négyzet oldala: (~~ - ~~)' + (- ~~ - ( - ~~ )r=

(;4)' +(-;J =~~7s~S =~1~;6 =~= ~.
I

A négyzet területe eszerint 34 (Ha paraméteresen végigkövetjük az iménti számi-

tást, kiderül, hogy az Ax + By = C] és az Ax + By = Cz párhuzamos egyenesek tá-

IC] -C21
volsága .)

~A2 + B2

x

x

B

y

m

3

-3

-2

(-3; .. )1---+-----'» (3; - I)

-5
(-3; -5)

nI
(-9;-1) ~-------j(-3;-1) -I

a) A(l; 2), B(3; -2), C(-3; O)
Az A-ból induló súlyvonal átmegy a
BC oldal F felezőpontján, F(O; -I).
A súlyvonal egyik irányvektora:-,
AF = (-I; -3), egyenlete
3x-y = 1, azaz y = 3x-1.

Ez az x tengelyt az (~; O), az y

tengelyt a (O; -1) pontban metszi.

b) A B-ből induló magasságvonal me-
~ ->

rőleges a CA vektorra. Ez tehát a magasságvonal normálvektora, CA = (4; 2).
A B-ből induló magasságvonal egyenlete 2x + y = 4.
Ez az egyenes az x tengelyt a (2; O), az y tengelyt a (O; 4) pontban metszi.

A két adott egyenes persze párhuzamos (másként nem is volna egyértelműenmegha­
tározott a kérdéses négyzet), egyforma alakra hozva őket ez jól látszik: 3x - Sy = 4
és 3x - Sy = S. Egy rájuk merőleges, tetszőleges egyenessel való metszéspontjaik tá­
volsága a négyzet oldala. Ha már lehetőségünk van, válasszunk kényelmesen számol­
ható merőlegest: azt, amely az origón halad át: 5x + 3y = O. A párhuzamosok egyen­
letének jobb oldali konstansát jelőljük c-vel az egyszerre számolhatóság érdekében:

3X-SY =C}.
Sx + 3y = O
Az első háromszorosát és a második ötszörösét összeadva y kiesik, és kapjuk:

3c
34x:::: 3e, azaz x::::-.

34
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+ 90"-os és - 90"-os elforgatottj át:
----> ~

OFl =OF + (-2,5; 1,5) =(1,5; 3,5);
----> ~

OF, = OF + (2,5; -1,5) = (6,5; 0,5).

c

8 x

8

6

y

Megjegyzés:
A feladatot természetesen többfélekép­
pen is megoldhatjuk. D meghatározása

~

után, B-ből mérjük fel az AD-t,
~ ~ ~

OC = OB +AD = (2; -2) + (6; 3) = (8; 1); tehát C(8; l).

A -4

[2461.1* A két adott pont legyen A(-l; 4) és B(2; -2).
A B(2; - 2) pont koordinátái elégitik ki az átló egyenletét, ezért a téglalap átlója át­
megy a B ponton.

~

Az AD egyenes egyik normálvektora AB (3; -6 ), illetve (l; -2). Az AD egyenes
egyenlete x - 2y = -9.
A D csúcspontot az alábbi egyenletrendszer megoldása adja meg.

AD oldal egyenese: x - 2y = - 9 }
DB átló egyenese: y = 3x - 8 .

Ebből: D(5; 7).

A DB szakasz felezőpontja F(~; %J­
Ez egyúttal a másik átló, AC felező­

pontja is. Ezt felhasználva kapjuk meg
a C(Cl; C2) csúcspontot is.
c, -l __ 2

=} c, = 8.
2 2

c2 + 4 =:? =} <: =l.
2 2

Tehát C(8; l).

12462·1 a) A trapézban az átlók (metszéspontjuk: M) két hasonló háromszöget hoznak létre:
ABM ~ - CDM ~. A trapéz átlói e két háromszög hasonlóságának arányában
osztják egymást, ami pedig a két alap arányával

egyenlő. Ezért AB = ~82 + 42 =,f80 ~ 8,94,

DC = ~42 + 22 = fi.O ~ 4,47, arányuk:

~~ = ~=~=H=~·
Tehát az átlók is I : 2 arányban osztják egymást, -4". O 6 x

4

y

8

6

-4

=} C(7; 6).

\C~
~;:;\

2 P(9;2)V
8 \OY .:

,.4-r--,+--t- ~~

-2V A(6, -2) e
-4

g: -x + 2y = 5.

A megfelelő egyenesek metszéspontja adja a téglalap hiányzó csúcsait:

2X+ Y=20}e n f = {D} =} =} D(IO; O).
-x+2y=-1O

2x + y = 20}eng={C} =}

-x+2y=5

Ekkor az Af} 90"-os elforgatottjának
felét felmérve B-ből, kapjuk C-t, Mivel
két ilyen elforgatott van (+90", -90"),
két eredmény adódik.

Af} = (7 - l; 7 - (-3)) = (6; 10).
C21 ~ . /"2 AB+9o' = (-5; 3), ezert 2: F / J

Cl = (7; 7) + (-5; 3) = (2; 10); Dl V ~

~A~B = (5' -3) ezért -4~. 1/ / 6 8 10 12 x
2-90'" j'V
c;=(7; 7) + (5; -3) =(12; 4). -4 A

A;~ átlók mets~éspontjaegyúttal a fele- D
zőpontjuk IS, Igy -6 2

(
1+ 2 -3+10) (1+12 -3+4)F, = -2-; 2 = (1,5; 3,5) és F2 = -2-; -2- = (6,5; 0,5).

(Ugyanigy megoldható a feladat a D csúcsok és BD felezőpontok meghatározásával.)

Másik megoldás:
I ~

Az AB szakasz F(4; 2) felezőpontjából felmérjük az -AB = (1,5; 2,5) vektor
4

Húzzunk párhuzamost az adott P(9; 2)
ponton keresztül AB-vel! Ennek az
egyenesnek egy irányvektora például
~

AB (-3; 6) vagy v(-I; 2)
=} e: 2x + y = 20.
Állitsunk merőlegestAB-re az A, ilIet­
ve a B pontban! E merőlegeseket jelöl­
je f, illetve g; egy normálvektoruk pl.
n(-3; 6) vagy n*(-l; 2)
=}f: -x+2y=-1O
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b) Az átlók metszéspontja megkapható az AC és a BD egyenesek metszéspontjaként
- de jóval egyszerűbb az előző pont szerint megkeresni az AC (vagy BD) szakasz

." (1.(-2)+2.1 1.(-3)+2.6) .
"felső" harmadola pontjat, Ez M = 1+ 2 ; 1+2 = (O, 3).

c) A trapéz átlói egyenlők, hosszúságuk AC = BD = ~32 + 92 = m.
~ ~

A két átló merőleges egymásra, mert az MC (I; 3) az MO (-3; ll-nek a 9000s el-
BD·AM BD·MC

forgatottja. Ezért TAHC/J = TABD + TBCD 2 + 2 =

= BD (AM + MC) = BD . AC = m .m = 90 = 45.
2 2 2 2

---7 --j. ------7 ------7 ------7

OK = OB + BK = OB + AC =
= (5; 3) + (1; 3) = (6; 6) =} K(6; 6)

------7 ------7 ------+ ------7 ------7

OD = OA + AD = OA + BC =
= (2; 2) + (-2; 2) = (O; 4) =} 0(0; 4)
------7------7------7---7------+

OL = OA +AL = OA + CB =
= (2; 2) + (2; -2) = (4; O) =} L(4; O)
Három különböző megoldás van.

K

7 x

Másik megoldás:

Egy trapéz területe: T = a + c m, amiből a két alapot már ismerjük (l. a) pont).
2

A magassághoz szükség van a két alap mint párbuzamos egyenesek távolságára,

l. 2458.-as megoldás. AB = (8; 4), igy AB egyenese: x - 2y = 1 ·6 - 2· l = 4; a
vele párhuzamos CD egyenes pedig: x - 2y = 1 . I - 2 . 6 = -lJ.

Távolságuk igy m = 1
4

- (-l 1)1 =~ = 3-JS.
~12+(_2)2 -JS

'" J80 + fiD t: 3fiD t: 9,/100
A terni et Igy: T = 2 3" 5 = -2- 3" 5 = -2- = 45.

o CI--2~
-I . - D

x6

B

4

10

y

IZ

14

c

-10 -8 -6 -4 -Z_zOj

-4

Bármely pontból felmérve a másik két
pontot (bármilyen sorrendben) össze­
kötő vektort, alkalmas pontot kapunk.
Nincs azonban 3· 2 = 6 megoldás,
mert mindegyik kétféle módon is előáll,

tehát 3 alkalmas pont van.
HaA = (-2; 1), B = (4; 5) és

~

C = (-3; 9); akkor AB = (6; 4), és
~

00 1 = (-3; 9) - (6; 4) = (-9; 5),
~

00 2 = (-3; 9) + (6; 4) = (3; 13).
~

Továbbá CB = (7; -4), és
~

00 3 = (-2; I) + (7; -4) = (5; -3).
Mindhárom paralelogramma területe
az ABC Ll. területének kétszerese, amit
pedig (egész koordinátájú csúcsokról
lévén szó) legkényelmesebben talán a "befoglaló téglalap" módszerével számitha­
tunk ki (l. 2434.-es megoldás).
Ekkor a téglalap területe 7 . 8 = 56, az elhagyandó háromszögek területe pedig rendre
1'8 7·4 6·4
-=4 -=14 -=12.

2 ' 2 ' 2
Az ABC Ll. területe így 56 - 4 - 14 - 12 = 26,
a paralelogrammá(k)é pedig 2 . 26 = 52.

x

A rombusz csúcsaiba mutató helyvektorok (és igy
maguk a csúcsok is) könnyen megadhatók.
~

KA = (3; 2) - (2; l) = (I; l).
~ ~

KC = -KA = (-1; I).

KiJ a KA +900-os elforgatottjának kétszerese:
~ ~ -)

KB = 2· (-l; l) = (-2; 2), KO = -KB = (2;-2).
~ ~ ---;

OB = OK+KB = (2; 1)+(-2;2) = (0;3),
---; ---; ~ O) .OC = OK+KC = (2; 1)+(-1;-1) = (l; es
~ ~ ---;

OD = OK + KO = (2; l) + (2; -2) = (4; -l).
Tehát a rombnsz hiányzó csúcsai: B(O; 3), C(1; O) és 0(4; -l).

430 431
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y
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B

\
\ i\L

c

D

A paralelogramma középpontja K(O; 2), két szom­
szédos oldalának felezőpontja F(2; 4), G(O; 6).
Az A, F, K, G paralelogrammát határoz meg, melynek
átlói felezik egymást. Ezért, ha FG-nek M felezőpont­

jára tükrözzük K-t, megkapjuk A-t. Az eredeti parale­
logramma B, C, illetve D csúcspontja hasonlóan kap­
ható meg, ha A-t tükrözzük G-re, K-ra, illetve F-re.
FG felezőpontja M(l; 5) egyúttal AK felezőpontja is.

m = a + k =} a = 2m - k, ennek megfelelőenA(2; 8).
2

a+b
AB felezőpontja G g = -2- =} b = 2g - a,

ennek megfelelőenB( - 2; 4).
a+c

AC felezőpontja K k = -2- =} c = 2k - a, ennek megfelelően C(-2; -4).

a+d
AD felezőpontja F f = -2- =} d = 2f - a, ennek megfelelőenD (2; O).

~ ~

Ellenőrzésként megvizsgáljuk, hogy pl. AD = BC.
~ ~

AD = (O; -8), BC =(0; -8)
(Természetesen e feladat másként is megoldható, pl a paralelogramma más megha­
tározó tulajdonságainak fclhasználásával.)

Állitásunkat igazoljuk pl. vektorokkal!
Legyenek a koordináta-rendszerünk
kezdőpontjából az ABCD négyszög
csúcsaiba mutató helyvektorok rendre
a, b, c, d. Ekkor az ABCD négyszög
AB oldalának K felezőpontjába mutató

helyvektor a + b , BC oldalának L fe-
2

I .. "b . h I k b + cezepontja a mutato e yve tor --,
2

CD oldalának M felezőpontjába muta-

tó helyvektor c + d , AD oldalának N felezőpoutjába mutató helyvektor a + d .
2 2

Írjuk fel a KM szakasz F', illetve az LN szakasz FU felezőpont jába mutató helyvek­
torokat!

D(55 _~).
7' 7

c

c

o

4

6

-2

-4

d

-4

Használjuk az ábra jelöléseit! A paralelogramma A csúcsát a megadott egyenesek
metszéspontja adja:

x - 2y = 9 }

2x + 3y = 4
megoldása (5; -2), tehát A(5; -2).
Az A csúcsot a paralelogramma K középpontjára tükrözve kapjuk a C csúcsot.
A felezőpont koordinátáiról tanultak alapján ql; 4).
A C ponton átmenő, a-val párhuzamos coldalegyenes egyenlete: x - 2y = - 7.
A b és a coldalegyenes metszéspontjaként kapjuk a B csúcsot:

2x+3y = 4}.
x-2y=-7

( 13 18) ... (13 178).Ennek megoldása a -7; 7 rendezett szampar, tehat B -7;
A B csúcs K-ra vonatkozó tükörképe a paralelogramma D csúcsa:

D(23-(_I~} 2'1-
I;}tehátD(5;;_*J.

( 13 18)A paralelogramma csúcsai: A(5; - 2), B -7; 7 ' C(I; 4) és

F'-be mutató helyvektor:

a+b c+d---+--.
2 2

2

a+b+c+d
4
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l

H
4

I
ABD'" - AHK'" (2-2 oldal aránya :3 és az A-nál lévő szögük egyenlő), az arány

3: l, tehát HK = i BD, és HK II BD. Hasonlóan BCD '" - ICJ "', az arány 3: 2, te-

2
hát U = :3 BD és U II BD. Ezek szerint HK II U és U = 2HK.

KHM'" - UM'" (megfelelő szögeik egyenlők). Az arány l : 2, tehát a keresett sza­
kaszok I : 2 arányban osztják egymást.

Másik megoldás:
HM

A kérdés a MJ arány. A harmadoló pontok koordinátáit fel tudjuk imi, igy a négy

pont H, I, J, K megadható a csúcsok koordinátáival. Ezután HJ és KI egyenesek
metszéspontja az M pont. Megmutatjuk, hogy aKI szakasz K-hoz közelebbi harma­
dolóponjta, és a HJ szakasz H-hoz közelebbi harmadolópontja egybeesik, ez tehát
az M pont. Az első lépés:

H(2XA+XB . 2YA+ YB )

3 ' 3 '

I(2XB + xc. 2y. + Yc)
3 ' 3 '

J(2XD + xc. 2YD + Yc)
3 ' 3 '

K(2XA +xD. 2YA +Yo).
3 ' 3

KI szakasz K-hoz közelebbi harmadolópontja:

[

2 2XA + Xo + 2x. + Xc 2 2YA + Yo + 2YB + Yc J
3 3. 3 3_

3 ' 3 -

= (4XA + 2xB + Xc + 2xD. 4YA + 2YB + Yc + 2YD)
9 ' 9 .

HJ H-hoz közelebbi harmadolópontja:

[

2 2XA +--=':lL + 2xo + Xc 2 2YA + YB + 2YD + Ye J
3 3. 3 3_

3 ' 3 -

=(4XA+2XB+Xe+2XD. 4YA+2YB+Ye+2YIJ)
9 ' 9 .

x

x

4

A(3: 2)

B(3: -2)

2

y

2

o
-2

-ó

-4

-2

D(-3; 2)

a+b+c+d

-ó

Ct-ó; -4)

b+c a+d--+--
2 2

és hasonlóan2

F"-be mutató helyvektor:
2 4

Beláttuk, hogy KM szakasz, illetve az LN szakasz felezőpontjába mutató helyvek­
torok egyenlők, azaz a két felezőpont egybeesik, tehát a két szakasz felezi egymást.

a) Az O a BD szakasz felezőpontja, il­
letve az AC szakasz A-hoz közeleb­
bi harmadoló pontja. Így O rajta van
a BD és az AC egyenesen.

y L"C(xc: Yc)
........./\

. \
\
\

\

b) Legyen F a CO felezőpontja. DF az
OCD '" súlyvonala, tehát felezi a
háromszög területét, másrészt
OFD'" '" OAB'" (O-ra vonatkozó
tükörképek), ezért TOCD = 2 TOAB'

Megjegyzés:
A feladat b) része természetesen
megoldható más területszámÍtási

------;, --)o -) --)o

módszerekkel is OC = 20A és OD = OB továbbá a két háromszög O-nál lévő

szögei csúcsszögek, ezért a háromszög trigonometriai területképletéből adódik,
hogy TOCD = 2 TOAB'

2
az y koordinátákra is. Azaz az átlók fe­
lezőpontjait összekötő szakasz felező­

pontja a súlypont. Ha ez az átlók met­
széspontja is egyben, akkor az átlók felezik egymást, tehát paralelogrammáról van
szó. Forditva, ha paralelogramma, akkor az átlók felezik egymást, tehát mctszcs­
pontjuk egyben a súlypont is. Ezzel beláttuk az állitást.

-
414
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x

A megoldás elejének másik lehetséges módja:
Lásd a 2458.-as feladat megoldását!
A két egyenes párhuzamos: 4x - 3y = 5 és 4x - 3y = -8.

Ekkor távolságuk d = 1
5 - (-8)1 = .!.2 = 2 6

~42 +(_3)2 5 ,.

y
(6; O)

(-3{j; 3) (3{j; 3)

x

(-3{j; -3) (3{j; -3)

(-6; O)

4., B

P2 .p
3

Z
Q2

A
I I

-4 -3 -Z -1 O Z 3 4 x
-1

Q,

-Zt-3
P,

-4

x

(6; O)

(3; -3{j)

(-6; O)

y

(-3; 3{j) (3; 3{j)

A szabályos hatszögek csúcspontjainak koordinátái leolvashatók a két ábráról.
Meghatározásuknál kihasználtuk, hogy az a oldalú szabályos háromszögek magas-

. a.f3
saga --o

2

[2474·1 A PQQI PI Q2P2 hatszög oldalainak
hossza rendre

2E 2, 2E 4.fi, 2.fi, 2.

A hatszög kerülete: 4 + 10.fi.
A hatszög területét megkaphatjuk az
AP I Q2B téglalap és két egybevágó
egyenlő szárú derékszögű háromszög
területének különbségeként (I. ábra).

A téglalap területe (4.fi) . (3.fi) = 24.
a két egyenlő szárú derékszögű három­

szög együttes területe pedig (.fi)2 = 2.
A hatszög területe tehát 24 - 2 = 22.

12475.1 Az x
2

+ y2 + 4x + lOy+ a = Oegyenletet teljes négyzetté kiegészítéssel

(x - u) 2 + (y - v) 2 = r
2 alakra hozzuk, ahol a kör középpontja, K(u; v), sugara r.

(x + 2) 2 + (y + 5) 2 = -a + 4 + 25, ahol r 2 = -a + 4 + 25, ezért 29 - a > O.
Tehát az adott egyenlet akkor és csak akkor kör egyenlete, ha a < 29.

A 3y - 4x - 8 = O egyenletű egyenes egy pontja
A(-2; O). Ebből merőlegest állítunk az adott egyene­
sekre: 3x + 4y = -6. Ez a 4x - 3y = 5 egyenletű

egyenest a B pontban metszi. B-t, a 3x + 4y = -6;
4x - 3y = 5 egyenletrendszerből kapjuk meg:

B(;5; -~~}
A két adott egyenes távolsága:

d = AB = (2 ;SJ +( ~~r= 2,6.

Egy szabályos hatszög két szemközti oldalának távolsága az oldaIéI .f3-szorosa.
(A hatszöget alkotó szabályos háromszögek magasságának kétszerese.)
Egy szabályos hatszög területe 6 db szabályos háromszög területével egyenlő:

T = 6· .f3 a2 (I. pl. 1943.-as megoldás).
4

Tehát 2,6 = .f3a, amiből a = ~ (= 1,50), igy T = 6· ~(~r = 3~~6

A két harmadolópont koordinátái azonosak, tehát ez az M pont, ami eszerint harma­

HM I (KM)dolja a két szakaszt: -- = - = -- .
MJ 2 MJ

Azaz a HJ szakaszt az JK szakasz I : 2 arányban osztja.

További megoldás:
Helyezzünk A-ba egy 4, B-be egy 2, C-be egy I, és D-be egy 2 egységnyi tömeget.
Kétféleképpen fogjuk kiszámitani a rendszer tömegközéppontját, amely éppen az M
pont lesz. Elöször AB és CD tömegközéppontját határozzuk meg, majd ezekböl az
egészét. Másodszor AD és BC tömegközéppontjaival kezdünk, majd ezekéből adó­
dik az egészé. A két módszernek ugyanoda kell vezetnie, a rendszer tömegközép­
pontjához. A és B tömegközéppontja a 2 : I tömegarány miatt H lesz, C és D-é pedig
J. Mivel H-ban kétszer akkora tömeg van, mint J-ben, hiszen 4 + 2 éppen kétszerese
2 + l-nek, ezért a rendszer tömegközéppontja ezen az úton HJ H-hoz közelebbi
harmadoló pontja. Hasonlóan a másik úton A és D tömegközéppontja K, B és C-é
pedig J, ismét K-ban kétszer akkora tömeg van, mint J-ben, tehát KJ K-hoz köze­
lebbi harmadoló pontja lesz a rendszer tömegközéppontja. Mivel a két módszer
ugyanoda vezet, ezért HJ és KJ harmadolják egymást.

_10,14 -5- .f3 - ,85.
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C .
25 - - > O Igy

4

Ha egy kör középpontja az y tengelyen van, akkor a középpontja K(O; v), v E R.

Minthogy r = 15, a körök egyenlete x 2 + (y - v)2 = 225.

y

12

x8

10

A feladat többféle módon oldható meg.
1) Az A középpontÚ, 5 egység sugarÚ kör és az AB felezőmerőlegesének metszés­

pontjai megadják a keresett körök középpontját. (ábra)
2) Az A és a B középpontú, 5 egység sugarú kör metszéspontjaként számitjuk ki a

körök középpontját.

i
y J,I

12

a) Az első egyenletben nincs x 2_es tag, ez nem lehet kör (hanem parabola). A má­

sodik és harmadík egyenletben nem egyenlő x 2 és y2 egyűtthatója,ezek sem kö­
rök (hanem ellipszis, illetve hiperbola). Az ötödík egyenletben vegyes tag (xy)
szerepel, ez sem kör (sőt, az egyenletnek a koordínátasík egyetlen pontja sem fe­
lel meg).

A negyedik egyenletet víszont rendezve: 2x 2 + 2/ - 8x + 4y - 40 = O,

2-vel végígosztva: x 2 + / - 4x + 2y - 20 = O,
átalakitva: (x - 2) 2 - 4 + (y + 1) 2 - 1 - 20 = O,

megfelelően rendezve: (x - 2) 2 + (y + 1) 2 = 25 - ez valóban kör.

b) Az előző pontban kapott végső egyenletbőlleolvassuk,hogy a kör középpontja
(2; - 1), sugara 5.

a) Az első egyenletben níncs x 2_es tag, ez nem lehet kör (hanem parabola). A har­

madík és ötödik egyenletben nem egyenlő x 2 és y 2 együtthatója, ezek sem körök
(hanem hiperbola, illetve ellipszis). A negyedik egyenletben vegyes tag (xy) sze­
repel, ez sem kör (hanem két párhuzamos egyenes).
A második egyenletben teljes négyzetté alakitunk:

(x_2)2 -4 + (y_l)2 -l -4 = O, azaz (X_2)2 + (y- 1)2 = 9 -ez kör;

A másodfokú kétismeretlenes egyenlet akkor és csak akkor állít elő kört, ha

a) négyzetes tagjaik együtthatója egyenlő, igy A = 4;

b) az egyenlet nem tartalmaz xy-os tagot, igy B = O;

c) (x_u)2+(y_v)2 = r 2 alakraírvar 2 > Oteljesül, tehát:

4x 2 + 4/ - 32x + 24y + C = O;
osszuk el 4-gyel

C
x 2 + y' - 8x + 6y + "4 = O;

C
(x_4)' +(y+3)2 = 16+9-"4'

Ez a (4; -3) középpontú r = ~25 - ~ sugarú kör egyenlete, ha

C < 100.

Minthogy d(AB) = .f5O = 5fi, tehát AB hossza a kör sugarának fi -szöröse.
igy az AB átmérőjű k Thalész-kör - és AB f felezőmerőlegesének metszéspontja
adja a keresett körök középpontját.

Az AB szakasz felezőpontja F (%; %). az erre illeszkedő / egyenes normálvekto­

ra egyenlő az AB egyenes írányvektorával: nt = (7; -1).
Ebből j egyenlete 7x-y = 15.

k h l' kö kö . F AB 5fiA T a esz- or özeppontja , sugara :2 = -2 -.

igy kkör egyenlete (x -H+ (Y -H

Megjegyzés:
A kör középpontja és sugara ísmeretében felírható a kör egyenlete. Ha a sugár adott,
a középpontot kell meghatároznunk.

25

2

Négyzetre emelés és rendezés után kapjuk: x 2 + / - 5x - 5y = O.
Az/-re és a k-ra felírt egyenletből álló egyenletrendszer megoldása: Kl (3; 6), illetve
K 2(2; -l). (Ábra)

A feladatnak két megoldása van: (x - 3) 2 + (y _ 6) 2 = 25,

(x - 2) 2 + (y + 1) 2 = 25.
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c) (x_I)2+(Y+4)2 = 36

Ez a kör az ordinátatengelyt a P(O; p) pontban metszi. Mivel P a körnek is pontja,
ezért igaz a következő kijelentés: (O - 2) 2 + (p _ l) 2 = 20.

Ez ekvivalens a p 2- 21' - 15 = Omásodfokú egyenlettel, amelynek gyökei a -3 és
az 5. A kör tehát két pontban metszi az ordinátatengelyt, a P,(O; -3) és a P

2(0;
5)

pontban.

12484·1 A kör középpontját tükrözzűk, a sugár változatlan marad.
a) (x+ 1)2+(Y+4)2 = 36 b) (x_1)2+(y_4)2 = 36

y

Az előző feladatban is bemutatott úton eljuthatunk az ABC háromszög körülírt kö­
rének egyenletéhez.
AB felezőmerőlegesénekegyenlete: x + y = 3, BC felezőmerőlegese:x = 2.

A körülírt kör középpontja a C(2; l) pont, a kör sugara r = J2Q, egyenlete pedig:
2 2(x - 2) + (y - I) = 20.

A P, Q, S pontok nincsenek egy egyenesen; a PQS háromszög körűlírt körének
egyenletét kell tehát felími.
A kör középpontját két oldalfelező merőleges metszéspontjaként kaphatjuk meg.

A PQ oldal felezőpontja (%; %); PQ = (5; l) normálvektora a PQ oldal felező­

merőlegesének, ezért a felezőmerőleges egyenlete: 5x + y = 9.
~

A QS oldal felezőpontja (4; -I), QS = (O; -6), igya (O; l) vektor a QS oldal felező-

merőlegesének normálvektora; a felezőmerőleges egyenlete: y = -I (ezt rövidebb
úton is megkaphatjuk, ha az adatok alapján felfedezzük, hogy a háromszög QS ol­
dala párhuzamos az y tengellyel, igya QS felezőmerőlegese természetesen párhu­
zamos az x tengellyel). A két felezőmerőleges metszéspontja a C(2; -I) pont. A kör

sugarát megkaphatjuk például a CP szakasz hosszaként is: r = ~32 + (_2)2 = Jl3.
A keresett kör egyenlete: (x - 2) 2 + (y + l) 2 = 13.

a hatodik egyenletet 2-vel végigosztva: x 2 + / - 18x - 16y + 80 = O,

teljes négyzetté alakítva: (x - 9) 2 - 81 + (y - 8) 2 - 64 + 80 = O,

megfelelően rendezve: (x - 9) 2 + (y - 8) 2 = 65 - ez is kör.

b) Az előző pontban kapott végső egyenletekből leolvassuk, hogy az első kör kö­

zéppontja (2; l), sugara 3; a másodiké (9; 8), illetve -J65(= 8,06).

12481.1 A kör középpontja a KM szakasz felezőpontja: C(-639; -308,5). A kör sugara a CM

szakasz hossza: r = ~(-78 + 639)2 + (-588 + 308, 5)2 = ~392 841,25.
Mekkora a CL távolság?

CL = ~(-752 + 639)2 + (308 + 308,5)2 = ~392841,25,
azaz CL = r. Az L pont tehát rajta van a CM átmérőjű körön.

Másik megoldás:
A kör középpontjának és sugarának meghatározása ntán a kör egyenlete:

(x + 639)2 + (y + 308,5)2 = 392841,25. Az L pont koordinátáit behelyettesitve:

(-752 + 639)2 + (308 + 308,5)2 = 392 841,25, ami igaz kijelentés; az L pont tehát
a kör pontja.
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a) Legyen a középpont K = (-l; y) és
B = (x; O). Mivel átellenes pontok­
ról van szó, AB felezőpontja K.

(
7 + X 4+0)Ekkor (-l; y) = - -2-; -2- .

Ebből (a tulajdonképpen két egyen­
letbőI): x = -9 és y = 2. A közép­
pont igy K = (-l; 2), a sugár pedig

például KA = ~8' + 22 = ~.
A kör egyenlete tehát:

(x+ 1/ + (y_2)2 = 68.

Ha a kör középpontja a qo; 5) pont, akkor egyenlete: x
2 + (y - 5) 2 = r

2
Ez érinti

az 5x + 3y = -19 egyenletű egyenest. Azaz olyan r kell, amelyre a rendszernek
csak l megoldása van. Egyszerűbb azonban, ha meghatározzuk a C pont távolságát
az egyenestől, mert érintés esetén az lesz a sugár. C-ből merőlegest állítunk az adott
egyenesre: 3x - Sy = -25. Ez az eredeti egyenest az M(-5; 2) pontban metszi.

A keresett kör sugara: r = CM = ~52 + 32 = 5.
A kör egyenlete tehát: x 2 + (y - 5) 2 = 34.

Csak egy ilyen négyzetet kell megadnunk, nyilván
végtelen sok van, mivel az origó körül lehet forgatni.

A kör sugara 17, mivel 17 2 = 289, középpontja az
origó. Emiatt az a legegyszerűbb négyzet, amelynek
oldalai párhuzamosak a tengelyekkel:
A(17; 17), B(-17; 17), q-17;-17), D(17;-17).
Lásd az ábrát!

A keresett kör sugarát jelöljük r-rel. A kör C középpontja mindkét koordinátaten­
gelytől r távolságra van, ezért mindkét koordinátájának abszolútértéke r.
A fentiek miatt qr; -r), hiszen a kör biztosan a negyedik síknegyedben van.

A kör egyenlete: (x _ r) 2 + (y + r) 2 = r 2

A P(9; -2) pont rajta van a körön, tehát a (9; -2) rendezett számpár megoldása a

kör egyenletének: (9 _ r) 2 + (-2 + r) 2 = r 2

A négyzetre emelések elvégzése és rendezés után: r 2
- 22r + 85 = O.

Ennek megoldásai az 5 és a 17.

Két megfelelő kőr van tehát: (x - 5) 2 + (y + 5) 2 = 25, illetve

(x _ 17) 2 + (y + 17) 2 = 289.

x64

C,(R; R)

I

I

I,
I R
I

I

I

P(6: l) :
l~l
6 8 10 12 14 16 x

(r).

R

-4

-6

-8

----~--1O

4

y

2

_8 -6

o

2

4

y

8

6

10

Mivel a keresett kör mindkét koordiná­
ta-tengelyt érinti, és P az L siknegyed­
ben van, így a kör középpontja is az L
siknegyedben van, középpontja C(r, r).
A kör egyenlete (ha középpontja
qu; v), sugara r):

2 2 2
(x-u) +(y-v) = r.
Mivel P(6; l) illeszkedik a körre, igy
koordinátái kielégítik a kör egyenletét:

222
(6 - r) + (I - r) = r .

Ebből r2
- 14r + 37 = Oegyenlet megoldásai:

r,=7+2.J3=10,5 (R); r2 = 7 - 2.J3 = 3,5
A feladatnak két megoldása van:

(x -7 - 2.J3)2 + (y -7 - 2.J3)2 = (7+ 2.J3)2;

(x -7+ 2.J3)2 + (y -7 + 2.J3)2 = (7 - 2.J3)2

a) A kör az x tengelyt a (-l; O) pont­
ban érinti, r = 5, K(-l; -5),

egyenlete: (x + 1)2 + (y + 5)2 = 25.

b) A kör az y tengelyt a (O; - 5) pont­
ban érinti, r = l, K(-l; -5),

2 2egyenlete: (x + 1) + (y + 5) = l.

A középpontot a két egyenes metszés­
pontjaként kapjuk meg. A két egyenle­
tet rendszerként megoldva:

x+2y= l2},
x-y=O
a másodikból: y = x, beírva az elsőbe:

x + 2x = 12, ahonnan: x = 4, ezért
y = 4. A kör középpontja tehát a K(4; 4)
pont, s ha a kör átmegy az origón, su­
gara e két pont távolsága:

az OK szakasz hossza: 4~.
A kör egyenlete igy:

2 22?(x-4) +(y-4) = 32, vagy felbontva: x +y--8x-8y=0.
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b) Ezeket megkapjuk, ha K-ból felmérjük a KA 900-os elforgatottjait.
---4

KA +90" = (-2; 8), ezért
---4

OC = (-1; 2) + (-2; 8) = (-3; 10);
---4 ---4

KA_90" = (2; -8), ezért OD = (-1; 2) + (2; -8) = (I; -6).
Tehát C(-3; 10) és D(I; -6).

x10

K2

II ±m
2

8

6

4

y

/2
(

II ±.J12l -104
Pl,' = 2

Az adott kör középponti egyenlete K(2; -5), r = 3 ismeretében:
(x_2)2+(y+5)2 = 9.
A keresett ponthalmaz egyenlete K(2; - 5), r = 3..fi ismeretében:
(x - 2) 2 + (y + 5)2 = 18.

Megjegyzés:

Ha r < OP < r..fi, a kör látószöge P pontból 900-nál nagyobb.

Ha OP> r..fi, a kör látószöge P pontból 900-nál kisebb.

Először meghatározzuk a körök közép­
pontját.
Az első egyenletet átalakitva:
(x_2)2+(y_1)2 = 9;
a másodikat pedig:

(x_9)2+(y_8)2 = 65.
A két középpont tehát a Kl = (2; 1) és
a K2 = (9; 8). A K lK2 szakasz a rá mint
átmérőre rajzolt Thalész-kör pontjaiból
látszik derékszögben. Annak közép­
pontja a szakasz felezőpontja,

F = (2 + 9. 1+ 8) = (5 5' 4 5)'
2 ' 2 ""

sugara pedig a szakasz hosszának fele, ~2

vagyis pl. az FK, szakasz hossza:

R = ~(9 - 5,5)' + (8 - 4,5)2 = ~~3,-5'-+-3-,5-2 = ~24,5.
A Thalész-kör egyenlete tehát: (x - 5,5) 2 + (y _ 4,5) 2 = 24,5.
Keressük ennek az abszcisszatengelyen lévő pontját, vagyis amire y = O.

Ekkor (x - 5,5) 2 + (-4,5) 2 = 24,5, amiből (x - 5 5)2 = 4 25 =!:2 ezért, , 4 '

x=5,5± m = l1±m ~<7,56
2 2 3,44

Másik megoldás:
--------7 -------? < -----)-------?

Ha a keresett pont P(P; O), akkor KIP 1- PK 2 , vagyis KIP . PK2 = O,
(p - 2; -1) . (9 - p; 8) = O; (p - 2)(9 - p) - 8 = O.

Átrendezve:

zp - IIp - 26 = O;

E

B(5; 8)

4 6 8 102

7)

50 25

4 2

A Thalész-tétel szerint azok a pontok,
amelyekből az AB szakasz derékszög­
ben látszik, egy AB átmérőjű kört al­
kotnak (A és B kivételével).
Ezért az AB átmérőjű k kör és az adott
egyenletű e egyenes közös pontjai le­
hetnek csak a keresett pontok (ábra).

Akk'" . C(3 15)ozeppontja '2; 2 '
sugarának négyzete:

r
2

=(5-%)' +(8-
l;J

A kör egyenlete: (x -%J+ (Y - I;J 2;
A kör és az egyenes metszéspontjainak első koordinátája 4, ezért második koordi-

nátáikat a (4-%J+ (Y - 1;J= 2; egyenlet megoldásai adják.

Rendezve: y' - l5y + 50 = O. Megoldóképlettel kapjuk: y = 5 vagy y = 10.
A keresett pontok tehát P(4; 5) és Q(4; 10), s ezek valóban meg is felelnek a meg­
fogalmazott követelményeknek.

Egy kör valamely külső P pontból IX szögben látszik,
ha a P-ből húzott érintőszakaszokhajlásszöge IX. Ha
e szög derékszög, akkor PEOF négyszög négyzet.
Egy kör derékszögben látszik azokból és csak azok­
ból a pontokból. amely pontok az adott körrel kon­
centrikus körön vannak és sugaruk az adott kör r su­

garának ..fi-szerese, azaz PO = r..fi.
Ha P-t az O körül körbeforgatjuk, P kört ir le, mely­
nek minden pontjából a kör derékszögben látszik.

Tehát a keresett ponthalmaz O középpontú, r..fi sugarú kör.
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P(8; 2)

Keressükakört(x-u)2+(Y_v)2 = R 2

alakban. A három feltétel a következő

három egyenlet felirását teszi lehetővé:

(l) (2-u)'+(-I-v)2 =R')
(II) u = R .

(III) Ll - v = 2

(Mivel a körön lévő (2; -I) pont a IV.
síknegyedben, azaz az ordinátatengely-
lől ,jobbra" van, ezért e tengelyt érintő -2
kör egésze, és igy középpontja is erre
van. Ezért a (II) egyenletben u előjele is
pozítiv, ezért magával R-rel egyenlő.

Ha ezt az elhelyezkedést nem tudnánk, úgy az érintés csak az 'u I = R egyenletet je­
lentené.) A (II)-t beírva (lII)-ba, és átrendezve: v = R-2; ezt és (II)-t beírva (I)-be:

(2 - R) 2 + (- I - (R - 2» 2 = R 2
, azaz: (2 _ R) 2 + cl _ R) 2 = R 2

Felbontva: 4 - 4R + R 2 + l - 2R + R 2 = R 2, rendezve: R 2 _ 6R + 5 = O, megoldva:
R = 5 vagy l. Így Ll = 5 vagy I és v = 3 vagy -1. Két megfelelő kört kaptunk tehát,
egyenIetük: (x - 5) 2 + (y - 3) 2 = 25, illetve (x _ I) 2 + (y + l) 2 = l.

Alakítsuk át az adott (k) kör egyenletét!

(x- 2)2 + (y - 3)2 = 25, így ennekkö­
zéppontja és sugara C(2; 3), illetve
r = 5.
E kör legkísebb abszcisszájú pontja
E(-3; 3), ez a keresett (kj) kör egy
olyan pontja is, melyben érintí az adott
k kört.
Az érintési pont és a 2 kör középpontja
egy egyenesen van, igy kl kör CI kő-

zéppontjának 2. koordinátája 3. EP a -4
kl kör húrja. A húr If) felezőmerőlegese átmegy a kör középpontján. Így a C, kö­
zéppont azfés az y = 3 egyenes metszéspontja.
f: EP felezőpontja F(2,5; 2,5) egy normálvektora (ll, -l), egyenlete

28Ilx-y=25 hay=3 x=-, , II

A keresett kör középpontja CI(21 81 ; 3), sugara r = CIE = 28 + 3 = 5~
11 II

(
28)' 2 (61)2A kör egyenlete: x -ll + (y - 3) = II

y

C
4 ,,/""""'x

,l' x \

2 ~~l··,i

2
l

-6 -4 O 4 6 8 xx

-2 K2

~4

-6

A kisebbik kör középpontját és sugarát leolvassuk az egyenletből:

K I(6; 3), RI = l.

a) A nagyitás centruma C(7; 4). A nagyobb kör K2 középpontjára:
--; --;

CK2 = 5CK I = 5· (6-7; 3-4) =
= 5· (-1; -I) = (-5; -5), ezért
i'iiG = (7; 4) + (-5; -5) = (2; -1).
Ter;;'észetesen R2 = 5R l = 5.
A nagyított kör egyenlete tehát:

2 2 5(x-2) +(y+l) =2.

@Az első egyenletet átalakítva: x 2
- l2x + y2 - 6y = -44,

a másodikat: x 2
- 4x + y2 + 2y = 20. Kivonva ebből az elsőt, a másodfokú tagok

kiesnek: 8x + 8y = 64. Ebből y = 8 - x. Beirva ezt bármelyik (pl. az első) kör­

egyenletbe: (x - 6) 2 + (8 - x-3) 2 = l, azaz (x _ 6) 2 + (5 _ x) 2 = l.

Felbontva: x 2 - l2x + 36 + 25 - !Ox + x 2 = l, rendezve: 2x 2 - 22x + 60 = O.
Megoldva: Xl = 6; X2 = 5; visszaírva: YI = 8 -x = 2; Y2 = 3.
A két kör közös pontjai tehát: (6; 2) és (5; 3).

I. x
2

+ y' = 25 }

II. x 2 + y'-14x+17 = O .

Ennek az egyenletrendszernek a megoldása adja a körök metszéspontjait.
I. - II. l4x = 42, innen: x = 3. Ezt 1.- be helyettesítve YI = 4, y2 = -4.
A metszéspontok: (3; 4) és (3; -4).
A metszéspontokon átmenő egyenes egyenlete x = 3, a közös húr hossza 8.

446
447

... •



-------a;p----------
KOORDINÁTA-GEOMETRIA

KOORDINÁTA-GEOMETRIA

k

x86

f
10

y
A megadott e egyenes O abszcisszájú
pontja a P(O; 2) pont.
A keresett érintő körök középpontja
rajta van az e-t P-ben metsző, e-re me­
rőleges f egyenesen, mert az érintési
pontba vezető sugármerőleges az érin­
tőre. Másrészt az érintő körök sugara 5
egység, ezért a körök középpontja a P_
től 5 egységnyire, vagyis a P középpon­
tú, 5 egység sugarú k körön van (ábra).
Az érintő körök középpontja ezek sze­
rint eleme az f n k halmaznak.
Az e egyenes (3; 4) normálvektora azt
egyenesnek egy irányvektora, igy f
egyenlete: 4x - 3y = - 6. A P közép-

pontú, 5 egység sugarú kör egyenlete: x 2 + (y _ 2) 2 = 25.

A metszéspontok koordinátáit a 4x - 3y = -6 1\ x 2 + (y - 2) 2 = 25 egyenletrend­
szer megoldáshalmaza szolgáltatja: C l(3; 6) és C,(-3; -2).

Két érintő kör van (az ábrán kl és k2 ) , ezek egyenlete: (x _ 3) 2 + (y _ 6) 2 = 25, il-
2 2letve (x + 3) + (y + 2) = 25.

Ezt az utat (amely a legiukább "koordináta-geometriai"-nak nevezhető) csak ak­
kor érdemes választanunk, ha kellően járatosak vagyunk másodfokú egyenlet­
rendszerek megoldásában és az algebrai kifejezések "kezelésében".

12501.1 A kör AB húrja két körszeletet hoz lét-
y \re, ezek területét kell meghatározni.

8 (x-4)2+(y-5)2=5Az egyenes és a kör metszéspontjait az

\3x + y = 12 } 7

A~c"","
' 2 6(x-4t+(y-5) =5

egyenletrendszer megoldásai adják: 5
~/A(2; 6), B(3; 3).

4 r----> ----> rMivel KA = (-2; l) és KB = (-1;-2),
3 r----> ---->

B\ezért KA . KB = O, vagyis az IX közép-
2 \ponti szög pontosan 90°. Vx +y = 12

A kisebbik körszelet területe megkap-
\ható tehát egy negyedkör és egy egyen- l. I I I •lő szárú derékszögü háromszög

-) O
2 3 ~ 5 6 7 x

I r, 1"2 I
1---"- I I
~---!?---+-~-I

A keresett érintő körök középpontja a
K(O; -3) pont, az érintett kör (k) kö­
zéppontja az L(2; 3) pont, sugara pedig

R = fI36.
Mivel KL = ~22 + 62 = {40 < R,
ezért K az R sugarú körön belül van.
Ismert, hogy az érintkező körök közép­
pontjainak távolsága a sugaraik össze-
ge, vagy különbsége. A sugarak össze-
ge csak akkor lehetséges, ha az érintő

kör középpontja az érintett körön kivül
van. Most tehát csak KL = IR - r I le-
hetséges.

Ha r < R, akkor KL = R - r, tehát r = R - KL = -J136 - {40.
Ha r > R, akkor KL = r-R, azaz r = KL + R = .J136 + {40.
Két érintő kör van tehát:

k,: x' +(y+3)2 = (.JI36 _{40)2, illetve k
2

:

Megjegyzés:

Az adott feltételek miatt a keresett kör az adott kört csak kivülről érintheti.

Megjegyzés:

A feladat megoldható a fent vázoltnál kevesebb geometriai megfontolást tartalmazó
utakon is.

- Az egyik lehetséges úton szükség lehet arra a geometriai ismeretre, hogy az
érintkező körök centrálisának egyenesén (a mindkét kör középpontján áthaladó
egyenesen) rajta van az érintési pontjnk. Ebben az esetben az érintési pontokat
egy egyenes (ti. a centrális egyenese) és a k metszéspontjaként kapjuk meg.
(A KL egyenes egyenlete: 3x - y = 3, az érintési pontok

E (10 + .J34O. 15+ 3· .J34OJ. (10 -.J340. 15 - 3..J34OJ
' 5 ' 5 es E2 5 ' 5 .)

Egy másik lehetséges út, ha a keresett érintő kör egyenletét x 2 + (y + 3) 2 = P
alakban írjuk fel és algebrai feltételt adunk az érintkezésre:
A p (pozitiv) paraméter értékét úgy kell meghatározni, hogy az
x

2 + (y + 3)2 = P }

(x - 2)2 + (y - 3)2 = 136

egyenIetrendszernek egyetlen rendezett számpár legyen a megoldása.
Ebből a feltételből végül arra a következtetésre jutunk, hogy p lehetséges értékeit

ap2 - 352p + 9216 = O másodfokú egyenlet gyökei szolgáltatják.

448
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x

x

4

6

2

Átrendezzük a köregyenletet:

x2-lOx+y2_IOy+40 = O, azaz

(x - 5) 2 - 25 + (y - 5) 2 - 25 + 40 = O,

tehát (x - 5) 2 + (y _ 5) 2 = 10.
Leolvassuk a kőzéppontját: K = (5; 5).
Meghatározzuk a 4 abszcisszájú pont­

jait: (4 - 5)2 + (y - 5)2 = 10, vagyis

(Y_5)' = 9, tehát y = 5±3, azaz 8
vagy 2. A két érintési pont tehát -6 -4 -2 O 2 4 6 8 10
Ej = (4; 8) és E2 = (4; 2).

~

Az ezen pontokbeli érintők normálvektora KE j = (4 - 5; 8 - 5) = (-1; 3), illetve
~

KE2 = (4 - 5; 2 - 5) = (-1; -3). Az érintők egyenlete tehát:
-x + 3y = -4 + 3 . 8 = 20, illetve -x - 3y = -4 - 3 ·2 = -10.
(Vagy, ami ugyanaz, x - 3y = -20, illetve x + 3y = 10.)

Az I iránytangensű egyenesek egyenlete: L y = x + b.
Az egyenes érinti a kört, ha egy közös pontj uk van.

II. X
2 + y 2 + 2x _ 8 = O.

Az L-ből y-t a II.-be helyettesitve: x 2 + (x + b)' + 2x - 8 = O.

Ebből: III. 2x
2

+ 2(b + l)x + b' - 8 = O.
Az egyenletrendszernek egy megoldása van, ha a III. egyenlet diszkriminánsa nulla:

D = 4(b+ 1)2_ 8(b
z_8) = O. Innen-b 2+2b+ 17 = O.

Ennek győkei: b, = 1 + 3fi

b2 = 1- 3fi.

A két érintő egyenlete: y = x + 1 + 3fi

y = x+I-3fi.
A kört metsző egyeneseket kapunk, ha az L és IL-ből

álló egyenletrendszernek, illetve a III. másodfokú
egyenletnek két gyöke (megoldása) van, azaz D > O.

Az l.. D-re kapott másodfokú függvény vázlatos gra-
4

fikonját a zérushelyek ismeretében készitettük el. A
függvény maximummal rendelkezik, mert a másod­
fokú tag előjele negativ. Ebből állapitható meg, hogy
b mely értéke esetén lesz D > O. Ez akkor következik
be, ha y = x + b egyenes egyenletében

1 - 3fi < b < 1+ 3fi.

x

m

10 128

/~...""

//

6

(x- 2)2 +(y-lO) 2 =18

T- A.·······

egyenletrendszernek nincs valós megoldása.

A feladat első részének megoldásához azt kell megmutatnunk, hogy az egyenes és

; :ö: egyenletébőlalkoto}tt

(x-2)' +(y-IO)' = 18
, ,

Az első egyenletből kifejezett y-t beirva a másodikba: (x - 2) - + (x - 10) - = 18,

amiből x' - 12x + 43 = O adódik. Ennek a diszkriminánsa: 144 - 172 < O, tehát a
másodfokú egyenletnek és így az egyenletrendszernek sincs megoldása.
A körnek és az egyenesnek tehát valóban nincs közös pontja.

Az adott egyeneshez legközelebbi (A)
és attól legtávolabbi (B) pontot a kör
középpontj ából (K-ból) az egyenesre
állitott merőleges (m) metszi ki a kör­
ből (ld. a vázlatot).
m: x + y = 12, tehát a metszésponto-

kataz x+y=12 }

(x-2)' +(y-IO)' = 18

4egyenletrendszer megoldásából kapjuk. ./
A megoldások (5; 7) és (-1; 13). 2 ../
Az m egyenes a (6; 6) pontban metszi . ",/~./_.+--+-_+--+----j~~__

az y = x egyenletű egye~est, tehát a -'4 •_'?/'j O 2 4
körnek az y = x egyenletu egyeneshez /
legközelebbi pontja A(5; 7), a legtávolabbi pedig B(-l; 13).

A kör érintője merőleges az érintési ponthoz tartozó sugárra.

x 2 + y2 = 25; P(-4; -3).
->

Az érintő normálvektora OP(-4; -3).
A kőr érintőjének egyenlete: -4x - 3y = 25, azaz 4x + 3y + 25 = O.

1 tz » 1 r; 2 5·(Jt-2)
területének különbségeként is: tI = 4·(-v5t ·Jt- 2 · (-v 5 ) = 4 = 1,43.

A nagyobbik korszelet területét megkapjuk, ha a teljes kőr területébőllevonjuk az
r; 2 5·(Jt-2) 5·(3Jt+2)

imént kiszámitort területet: t2 = (-v5) Jt- 4 = 4 = 14,28.

Az x
2

+ y' = 100 egyenletű kör 6 ordinátájú pontjai E j(8; 6), E,(-8; 6).
->

Az EI -hez tartozó érintő egyik normálvektora OE j (8; 6).
Az érintő egyenlete 8x + 6y = 100.

->
Az E2-höz tartozó érintő egyik normálvektora OE2(- 8; 6).
Az érintő egyenlete - 8x + 6y = 100.

4S0 4S1
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x8

y

8

6

Átrendezzük a köregyenletet:
2 2

X - IOx + y - lOy + 40 = O, azaz

(x - 5) 2 - 25 + (y - 5) 2 - 25 + 40 = O, tehát

(x - 5) 2 + (y _ 5) 2 = 10.
Leolvassuk középpeutját és sugarát:

K(5; 5), R = .JW.
A körnek a 3x - y = -l egyenessel párhuzamos érin­
tőkkel való közös pontjaiba a középpontból az egye-

nesre merőleges, .JW hosszú vektorok mutatnak. Az
egyenes egy normálvektora a (3; -l) vektor, az egyenesre merőleges vektorok mind
ennek számszorosai. A (3; -1) maga alkalmas az egyik ilyen vektomak, hiszen

hossz~ éppen .JW. A két érintési pont egymás átellenese a körön, tehát a közép­
pontbol ezekbe mutato vektorok egymás ellentettjei. Igy az érintési pontok
---> --->
?Ej .':' (5; 5) + (3; -l) = (8; 4) és OE2 = (5; 5) + (-3; l) = (2; 6). A megfelelő
enntok egyenlete pedig: 3x - y = 3 . 8 - 4 = 20 és 3x - y = 3 . 2 - 6 = O.

----.
c) A PC(-4; 4) az érintő normálvektora, tehát az egyenlet:

-4x + 4y = -4 . 3 + 4· (-2) = -20.
Egyszerűbb alakban: x - y = 5.

a) A kör sugara a két pont távolsága, mivel P rajta van a körvonalon. Innen

R(-4; 4), azaz a távolság ~(_4)2 + 42 =m = 4fi, ennyi lesz a kör sugara.

b) A kör egyenlete: (x + I) 2 + (y - 2) 2 = 32.

Húzzunk a kör 0(0; O) középpontján keresztül az adott g egyenesre merőleges f
egyenest! Ennek egy irányvektora: v(4; -3) =; f: 3x + 4y = O.
Azfegyenes és az adott kör metszéspontja adja a keresett érintési pontokat:

3x + 4y = O } {Y = -0,75x {
x' + y' = 36 =; =; x' + (-O, 75x)2 = 36 =; x =± 4, 8.

Tehát az érintési pontok: E(4,8; -3,6), illetve E'(-4,8; 3,6).
A keresett érintők párhuzamosak az eredeti g: 4x - 3y = 7 egyenesse!.
Ígyegyenletük: e: 4x - 3y = 4 . 4,8 - 3· (-3,6) =; e: 4x - 3y = 30

e': 4x - 3y = 4 . (-4,8) - 3·3,6 =; e': 4x - 3y = -30.

y

10

-12

Az x
2

+ y2 = 8 egyenletű kőr középpontja az origó, sugara 2fi. Ennek az
x - y = Oegyenessel párhuzamos érintőivel való közös pontjaiba a középpomból az

egyenesre merőleges, 2fi hosszú vektorok mutatnak. Az egyenes egy normálvek­
tora az (l; - 1) vektor, az egyenesre merőleges vektorok mind ennek számszorosai.

Az (l; -1) hossza fi, igya (2; -2) alkalmas az egyik ilyen vektornak, hiszen hosz-

4

2 I
~2072 4

-2 .

./ E(4,8: -3,6)

~~-;/
-8 II

-lj;T

y.... rl..... ~:~.
/8

,1./<
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/~(3; 8)
,/

e

20

21

P(-9; 8)

2
_2_·-",tg'C.a,--tg a =
l-tg2

{X

2
tga = - .::::::}

5

Másik megoldás:
*-tól: ACO derékszögű háromszögben

2~
5

l-l~J
. BC 20 AC 21
Igy ACB derékszögű háromszögben tg2a = - = - =} tgfJ= - =_

AC 21 BC 20'
't k . 21ezer a eresett egyenes meredeksege m = tg(lS00-fJ) = -tgfJ= -- = -105.

20 '

A kör egyenlete teljes négyzetté alaki-
. . ( 3) 2 2tas utan x - _ + (y - 2) = 36 =} a

kör középpontja K(3; 2), sugara r = 6.
Mivel a körhöz egy külső pontból hú­
zott érintő szakaszok egyenlők, ezért
az érintési pontokat összekötőhúr sza­
kaszfelező merőlegese átmegy az érin­
tők metszéspontján és a kör közép­
pontján. (APCK deltoid, átlói merőle­

gesek egymásra, aszimmetriatengelye
- PK átló - felezi a másik átlót.)

A kör egyenlete teljes négyzetté alaki­

tás után: (x - 2) 2 + y 2 = 4, tehát a kör
középpontja és sugara: K(2; O), r = 2.
Az e: y = mx + 5 egyenletű egyene­
sek mindegyike az y tengelyt +5-ben
metszi. Az ezen a ponton áthaladó
egyenesek közül az y tengely érintője a
körnek (ennek az egyenesnek azonban
nincs meredeksége, tehát a feladatnak -jlf---+--:

nem megoldása), mivel a másik érintő -2 x
is ezen a ponton megy át, a két külső

érintő metszéspontja (O; 5). -2 -,

~gy körhöz egy külső pontból húzott érintő szakaszok egyenlők (ez itt 5 egység),
es a knlső pontot a kör középpontjával összekötő egyenes felezi az érinrök haj­
lásszögét, ezért a és B, továbbá ebből a meredekség kiszámítható. *
ACK derékszögűháromszögben tga = ~ =} a = 21, So.

8 az ABC háromszög kiilső szöge, tehát 8 = 90° + 2a = 133,6".
Tehát m = tg 8 = tg 133,6" = -1,05.

x-y=-4 }
(x + 12)2 + y' = 1'2 .

Az elsőből y = x + 4, ezt beirva a másodikba: (x + 12)2 + (x + 4)2 = 1'2

Felbontva, rendezve: 2x 2 + 32x + 160 - 1'2 = O.
Ennek egy gyöke van, ha diszkriminánsa O, azaz 322 - 4·2· (160 - 1'2) = O.

Rendezve: Sr 2 = 256, amiből (figyelembe véve, hogy a kör sugara nem lehet nega­

tiv) r = 4fi = 5,66.

sza 2fi. A két érintési pont egymás átellenese a körön, tehát a középpontból ezek­
be mutató vektorok egymás ellentettjei. igy az érintési pontok:
--> -->
OE] = (O; O)+ (2; -2) = (2; -2) és OE2 = (O; O)+ (-2; 2) = (-2; 2).
A megfelelő érintők egyenlete pedig: x - y = 2 - (- 2) = 4 és x - y = - 2 - 2 = - 4.

A C(-12; O) középpontú, r sngarú kör egyenlete (x + 12) 2 + / = 1'2, aminek a fen­
ti egyenesek valamelyike akkor érintője, ha azzal egy közös pontja van, azaz kette­
jük egyenletét rendszerként megoldva egy megoldás adódik.

Az első érintő esetén a rendszer: x - y = 4 }

(x + 12)2 + y' = r' .

Az elsőből y = x-4, ezt beirva a másodikba: (x + 12) 2 + (x _ 4) 2 = 1'2
2 2Felbontva, rendezve: 2x + 16x + 160 - r = O.

Ennek egy gyöke van, ha diszkriminánsa O, azaz 16 2
- 4 . 2 . (160 - 1'2) = O.

Rendezve: Sr 2 = 1024, amiből (figyelembe véve, hogy a kör sugara nem lehet ne­

gativ) r = sfi = J1,31.

A második érintő esetén a rendszer:

Másik megoldas:

Az x 2 + / = S egyenletü kör középpontja az origó, sugara r = ~ = 2fi.
Az y = x egyenes irányszöge 45°, ezért a rá merőleges E] Ez egyenes is 450-os szö­
get alkot az x tengellyel, vagyis az OE2P t. egyenlőszárú és derékszögű, átfogója

fiE20 = fil' = 4. Ezért CP = S.
CKP t. - OE2P t. (szögeik 45", 45", 90") a nagyítási arány CP: PO = S: 4 = 2,

vagyis a keresett körök közül a kisebbiknek a sugara OK = 21' = 4fi.
Hasonlóan: CLQ t. - CKP t., a nagyirási arány CQ: CP = J6: S = 2, ezért a na­

gyobbik kör sugara CL = 2CK = sfi. (CQ = 16, mert OQ = OP = 4).

454 455
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Határozzuk meg az érintési pontokon átmenő szelő és a kör metszéspontját!

2x - y = -2 } Y = 2x + 2} }::::::} ==>? 2 ==>
(x - 3)' + (y - 2)' = 36 (x - 3t + (2x) = 36

Xl = 3; x, = -1,8.
Az érintési pontok: A(-1,8; -1,6); C(3; 8).
Mivel CK párhuzamos az y tengellyel, ezért a C-ben húzható érintő párhuzamos az
x tengellyel, egyenlete: e: y = 8.
A keresett P külső pontot az érintő és AC szakaszfelező (j) merőlegesének (amely
átmegy a középponton) metszéspontja adja.

---4

l' egy normálvektora pl. AC(4,8; 9,6) vagy n(l; 2) =:- f: x + 2y = 7.

e nj = (P); e: y = 8 }
=:- P( -9; 8).

J: x + 2y = 7
I

10 x

y

-6 _4

Az ismert kör egyenletét átrendezve: (x - 2)' + (y + 1) 2 = 25, amiből K = (2; -1),

R = 5. Az ismeretlen kört keressük (x - u) 2 + (y - v)' = R 2 alakban. A három fel­
tétel a következő három egyenlet felirásat teszi lehetővé:

(I) ~(2-u)'+(-I-v)2 =5-R)

(II) luj=R .

(III) 6u - 7v = -2

(Két kör akkor érinti belülről egymást,
ha középpontjaik távolsága a sugarak
különbségével egyenlő.) Két eset van
aszerint, hogy a kör az ordinátaten­
gelyt pozitiv oldalról (az I. és lY. sik­
negyed felől, "jobbról"), vagy negativ
oldalról (a II. és III. siknegyed felől,

"balról") érinti - ekkor a (II) egyenlet:
u = R, illetve u = -R. Kezelhetjük
egyben is e két esetet: u = ±R, és csak
akkor választjuk szét őket, amikor már feltétlenül szükséges.

Beirvaezt a (III)-ba: ±6R-7v =-2, innen: v= ±6R+2
7

Beirva mindkettőt az (I)-be: (2 +R)' + (-t - + 6~ + 2J= 5 - R.

Elvégezhetjük a négyzetre emelés t, ha kikötjük, hogy R < 5 (ami a belülről érintés
miatt amúgy is követelmény), ekkor (a második tagban a lehetséges összevonásokat

. , h') 2 (-9 +6RJ' ,mar vegre ajtva): (2 +R) + 7 = (5 - R) .

Felbontva: 4 +4R + R2 +~ ± lO8R + 36R' = 25 _ lOR + R' ahol a két-két elő-
49 49 49 '

jel közül vagy csak a felsők, vagy csak az alsók érvényesek. Összevonva és 49-cel

szorozva: 36R
2

+ (490 +88)R - 948 = O. A fölső előjel (,jobbról" érintés) esetén a

36R' + 402R - 948 = Oegyenlet gyökei: 2 és -13,16; az alsó előjel ("balról" érin­

tés) esetén a 36R' + 578R - 948 = Oegyenlet gyökei: 1,5 és - 17,5 - mindkét eset­
ben a pozitiv gyök lehetséges, a negativ nem. Ekkor az első esetben u = R = 2 és

6R + 2 h' lk l kö l z 2 ,V = --- = 2, te at az a a mas or egyen ete: (x - 2) + (y - 2) = 4; a maso-
7

dik b R l 5 ' -6R + 2 h" ik lk I köI eset en u = - = - , es v = = -l te at a masl a a mas or
7 '

egyenlete: (x + 1,5)2+ (y + 1) 2 = 2,25.

o

p

_--_D

c

A P(3; l) pont az

x 2 + / - 2x + 2y - 14 = O egyenletű

kör belső pontja.
Egy körben a párhuzamos húrok közül
az a húr a rövidebb, amelyik a kör kö­
zéppontjától távolabb van.
Ha a két húr párhuzamos, akkor ez
nyilvánvaló. Más esetben, ha valame-
lyik húrt a kör középpontja körül elfor-
gatjuk, a két húr párhuzamos helyzetbe
hozható.
A P pontra illeszkedő húrok közül az a legrövidebb, amelyik merőleges PO-ra.
(P az AB húr felezőpontja).
Ez belátható az ábra segitségével. Legyen egy P-re illeszkedő tetszőleges húr CD.
Az O középpontból a húrra állitott merőleges talppontja F (Ez egyúttal a húr fele­
zőpontja). Az OPF derékszögű háromszögnek átfogója az OP, tehát OP > OF. Te­
hát a P-re illeszkedő húrok közül valóban AB a legrövidebb.

Az adott kör középponti egyenlete: (x-l)'+(y+ 1)2 = 16; 0(1;-1).
A félhúr hosszát az OPB derékszögű háromszögből számithatjuk ki:

OP=~, r=4, ~AB=.J16-8=~.
2

Innen a húr hossza AB = 4fi..
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y~-5

x =:3

2 4 6 8

y

O

y

/-, /
-, /

-4

-~
-4

4

4

2

-6

-8

L siknegyed:
x? O; y? O; x + y = 4; (y = -x + 4),
IL siknegyed:
x OS; O; y?O; -x+y=4; (y=x+4),
IlL siknegyed:
x OS; O; Y OS; O; -x-y = 4; (y = -x-4),
IV síknegyed:
x? O; Y OS; O; x - y = 4; (y = x-4),
A keresett pontok egy négyzet határoló vonalát alkot­
ják

ben a megoldástípusban mindig), és kapjuk: -96a 2 - S6a + 96 = O, Ennek gyökei:
43,

- '3 és '4' Az ílyen meredekségű, P-n átmenő egyeneseknek van tehát egy közös

pontj uk a körrel, vagyis ezek az érintök. Visszairva a paraméteres alakba:
4 4, 3 3

y =- - (x - 9) - 2 =- - x + 10, Illetve y =- (x - 9) - 2 =- x-8, 7S,
3 3 4 4

Megjegyzés,'

Ez a megoldástipus a többi másodrendű görbe - ellipszis, hiperbola, parabola - ese­
tén is ugyanígy alkalmazható a külső pontból húzott érintők meghatározására,

(x - 3) (y + S) OS; O
L x-3os;O

y + S? O
x OS; 3 és y? -S

ILx-3?0
Y+Sos;O
x? 3 és y OS; -S

12517,j L síknegyed:
x ~ O; y? O; x+y < 4; (y < -x+4),
IL siknegyed:
x::; O; y?O -x+y < 4; (y<x+4),
IlL siknegyed:
x:S; O; Y OS; O; -x-y<4; (y> -x-4),
IV síknegyed:
x ~ O; Y OS; O; x-y < 4; (y>x-4),

x

Megjegyzés,'
Mint a normálvektorokbóllátható, a két érintő merőleges egymásra,

Másik mega/dá'
Írjuk fel az összes P-n átmenő egyenes egyenletét paraméteresen y = a(x - 9) - 2
alakban, A "függőleges", vagyis az y tengellyel párhuzamos egyenest ugyan nem
tndjuk ilyen alakban felirni, de az adatokból ki- (vagy az ábráról le-)olvasható - P
abszcisszája nagyobb, mint K-é plusz a sugár -, hogy jelen esetben nem lehet ilyen
érintőről szó. Keressük ezen egyenesek közül azokat, amelyeknek a körrel egy kö­
zös pontj nk van, vagyis amelyekre a két egyenletből álló rendszernek egy gyöke
van, Beirva az egyenes egyenletéből már úgyis kifejezett y-t a kör egyenletébe:

(x- 2)2 + (a(x- 9) - 2 + 1)2 = 2S, összevonva: (x- 2)2 + (ax- 9a _1)2 = 2S,

Felbontva: x 2 - 4x + 4 + a 2x 2 + 81a 2 + 1 - l8a 2x - 2ax + 18a = 2S, rendezve:

(a 2+ l)x 2-(18a 2+2a+4)x+8Ia 2+ 18a-20 = O, Ennek egy gyöke van, ha

diszkriminánsanulla: (18a 2+2a+4)2- 4(a 2+ 1)(8la 2+ l8a-20) = O,

Felbontva: 324a 4 + 4a 2 + 16 + na 3 + l44a 2 + l6a _ 324a 4 _na' + 80a 2
-

- 324a 2 -na + 80 = O, Rendezéskor a negyed- és harmadfokú tagok kiesnek (eb-

A köregyenletet átalakítva: ~

~:~~~ ~ l~ +~)~ ;, 2S, amíből ,:,:_",. El

A PK szakaszra mint átmérőre Tha- .: .,
lész-kört rajzelunk. megkeressük a két 1/ 2 .',
kör metszéspontjait, ezek lesznek az / 46,\,-, ''''r-i--,4=-~

--+-1 O i'"érintési pontok, és ezeken és P-n át -4 \-2 K ,I

egyenest fektetunk. A PK felezőpontja \ -2
a Thalész-kőr középpontja: ',4

(
2 + 9 -l-2) -,

F = -2-; -2- = (S,S; -1,S), -6

a Thalész-kör sugara r=KF=~(S,S-2)2+(-I,S-(-1))2= [Ji:5,egyenlete

igy: (x - S,S)2 + (y + 1,S)2 = l2,S, Felbontva: x 2 + / - llx + 3y = -20,
Kivonva ezt a másik kör eredeti egyenletéből a másodfokú tagok kiesnek, és kapjuk:
7x - y = 40, Ebből y = 7x - 40, amit beírva az eredeti kör átalakított egyenlctébe:

(x - 2) 2 + (7x - 40 + l) 2 = 2S, Összevonás után felbontva:

x 2_ 4x + 4 + 49x 2 - S46x + lS21 = 2S, rendezve: SOx2
- SSOx+ ISOO = O,

Ennek gyökei: 6 és S, visszahelyettesitve: y = 7x - 40; YI = 2; y2 = -S, A két
--->

érintési pont tehát El = (6; 2) és E2 = (S; -S), PEl = (6 - 9; 2 - (-2)) = (-3; 4),
így a PEl érintő egyenlete: 4x + 3y = 4 ' 6 + 3 ,2 = 30;
--->
PE2 = (S - 9; -S - (-2)) = (-4; -3),
így a PE2 érintő egyenlete: 3x - 4y = 3 ' S-4, (-S) = 3S,

458 459

- h



f

KOORDINÁTA-GEOMETRIA KOORDINÁTA-GEOMETRIA

I •
8 x

I
8 x

I

6

I

6

I

4

I

4

20 4 6 8 x
I-2 : !
:"'_,.-.~.~;.....,II

-4

6

4

2

-8 -6 -4 -2 ° 2
-2

-4

y

6

y

I t I

~8 -6 ~4

A második feltétel szerint csak
olyan pontok tartozhatnak hozzá a
Hl-hez, amelyeknek második koor­
dinátaját négyzetre emelve legalább
4-et kapunk. Ez mindazokra a
P(x; y) pontokra teljesül, amelyekre
Iyl;:, 2, azaz y;:' 2 vagy y'; -2.

Ezeket a pontokat a második ábra
szemlélteti.

A Hl halmazhoz a mindkét előbbi

halmazhoz hozzá tartozó pontok,
azaz a két halmaz metszetének ele­
mei alkotják (az ábrán mindkét
irányban vonalkázott síkrészek),

a) A Hl ponthalmaz csak olyan ponto­
kat tartalmazhat, amelyek két felté­
telnek is megfelelnek (az "és" miatt).
Az első feltétel szerint csak olyan
pontok tartozhatnak hozzá a H ,­
hez, amelyeknek első koordinátaját
négyzetre emelve legalább 9-et ka­
punk. Ez mindazokra a P(x; y) pon­
tokra teljesül, amelyekre Ix I ;:, 3,
azaz x > 3 vagy x'; -3. Ezeket a
pontokat az első ábra szemlélteti.

b) A Hz ponthalmaz azokat a pontokat
tartalmazza, amelyek két feltétel
közül legalább az egyiknek megfe­
lelnek (a "vagy" miatt).
Az a) részben leirtakhoz hasonló
gondolatmenettel kapjuk, hogya Hz
a mellékelt ábra szerinti pontok hal­
maza.

x

y

Lásd az ábrát! Egy 4 egység sugarú kör belseje és határa az egyik egyenlőtlenség

megoldása, mig egy forditott parabola feletti rész a másiké, igya megoldáshalmaz a
közös rész.

s

Lásd az ábrát! Egy abszolútérték-függ­
vény képe feletti, és egy parabola alat­
ti tartomány közös része (az ábrán ró­
zsaszinnel jelölt) a megoldáshalmaza a
két egyenlőtlenségből álló rendszer­
nek. (A határolóvonalak nem tartoznak
a megoldáshoz. a ponthalmaz nyilt.)

-
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Az adott kör középpontja (4; O). A sza­
bályos háromszög szimmetrikus bár­
mely magasságvonalának egyenesére.
Mivel a keresett háromszög egyik csú­
csa az origó, a szimmetria miatt a há­
romszög egyik magasságvonala az x
tengely, az origón átmenő két oldala (4; O)

egyenesének irányszöge + 30°, illetve A:~O'---<--+--+---+---i--+---+~

_30°, meredekségük ml = tg300= 13, -I

3 -2

illetve m2 = tg(-300) = - 13, az 01- -3
3

dalegyenesek egyenlete:

13 . 13
Y =-x illetve y =--x.

3 ' 3
A kör és az oldalegyenesek metszéspontja adja a keresett háromszög csúcspontjait.

Ezek az y = ~ x }, ilIetve y = - ~ x } egyenletrendszerek
(X-4)2+y'=16 (X_4)2+ y2=16

megfelelőmegoldása.

Az egyenletrendszerek első egyenleteit négyzetre emelve behelyettesitjük y2et a
második egyenletbe.

Így kapott másodfokú egyenlet mindkét esetben: (x - 4)2 +~ x 2 = 16.
3

Ennek megoldásai O, ilIetve 6, a megfelelő egyenIetrendszerekbe visszahelyettesit-

ve a háromszög csúcspontjai; A(O; O); B(6; 213); C(6; -213).
Mivel a B és C csúcspontok abszcisszája megegyezik, távolságuk közvetlenülleol­

vasható, a háromszög oldalának hossza: a = BC = 413.

A háromszög kerülete; K = 3a = 1213 (hosszúságegység).

a2.13
r;;

A háromszög területe; T =--- = 12\13 (területegység).
4

Másik megoldás:

E ld I , bál háromsze ,a13 kö "l' kö k 2gy a o a II sza ' yos laromszog magassaga -2-' a om Irt or sugara enne "3

. 2a13 a FId kb l' ,a r:resze: r:::: -. --:::: r:::' e a atun an a <or sugara 4, ezert 4:::: r:::' a:::: 4\13.
3 2 \13 \13

A háromszög kerülete; 3a = 1213, területe: a'13 = (413)2 13 = 1213.
4 4

x

2 3 4 x

y=-I

y

x=o

3

2

-3

-4

2 2C) X + y oó 25b)yoó-x+3a) y "" IX I

A 2521. feladat a) részének megoldása mutatja, hogy az x
2

"" l; / "" l egyenlőt­
lenségrendszernek éppen az adott ponthalmaz felel meg.

Részleteiben könnyebb megadni a ponthalmazt.

Az y ""~ ·Ixl egyenlőtlenség megadja a ponthalmaz "felső" részét, az y oó - ~ ·Ixl
2 2

egyenlőtlenség pedig az "alsót".
3 3

A két rész unióját az y "" - . lxi v y oó - - ·Ixl feltételrendszerrel adhatjuk meg.
2 2

329A feltételrendszerrel ekvivalens az Iyl "" "- .lxi egyenlőtlenség, de az y "" - x 2

2 4
egyenlőtlenség is, ezért ezek is a megadott ponthalmaz egy-egy algebrai leirását ad­
ják.

Megjegyzés:

Egy szorzat akkor és csak akkor O, ha
valamelyik tényezője O.
xy(y + 1)2 = O <=?

x=o v y=O v y=-I

Mivel (y + I) 2 "" O \1y E Resetén =>
xy "" O, ha x és y azonos előjelű.

~526)*
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C(] ; 7) '\". ••.. •.•.•• • .•••B26t~" • .

2t4 • • A(6,2)

--+--ol" I I I I l•°l 2 4 6 x

a) AB = OB - OA = (-0,8; -4,8) - (-1,8; 0,2) = (I; -5);
---. ---. ---. 3
AC=OC-OA = (9,2;-2,8)-(-1,8;0,2)= (11;- );
---. ---. ---. )
BC = OC - OB = (9,2; -2,8) - (-0,8; -4,8) = (10; 2 .
A merőlegesség igazolásához a skaláris szorzás alkalmazása kínálkozik:

AB· Be = (1;-5)(10; 2) = JO + (-JO) = O, tehát AB és BCmerő1eges szakaszok.
Az ABC háromszög tehát a B csúcsánál derékszögű.

b) Az A csúcsnál fekvő a hegyesszög mindegyik szögfüggvénye kiszámítható.

BC ~J02+2' ~J04 I. iből 6343"Példánl tga = - = = - = '\14 = 2, amI o a = , .
AB ~12+(_5)2 26

A másik hegyesszög 26,57° nagyságú.

c) A derékszögü háromszög köré irható kör középpontja az átfogó (most az AC sza­
kasz) felezőpontja; F(3,7; - 1,3).

A kör sngara az átfogó hosszának fele; r = FA = ~5,52 + (-1,5)' = ~32,5.
A körülirt kör egyenlete tehát: (x - 3,7) 2 + (y + 1,3)2 = 32,5.

125

9'

16) , (2 16)- tehat B, = __ o - •

3 ' 3' 3

A - 900-os elforgatáshoz tattozó lépések.

B1 =-~'cD=-~'(5' 5)=(_2._2)
2 3 3' 3' 3'

OB =OC+cB =(1' 7)+(_2, _2)=(_3..
2 2' 3' 3 3'

A BCh ' öa súl ' S(29 53)z A l aromszog su ypontja '9; 9 '

AB Ch ' ös súl . S (19 43)az 2 aromszog su ypontja 2 9; 9 .

Megjegyzés:
Vektorok nélkül is dolgozhatunk. Felirjuk az AC-re merőleges, C-n áthaladó egye-

nes egyenletét: x - y = -6. Felirjuk a C középpontú, ~ AC sugarú kör egyen-
3

letét is: (x _1)2 + (y - 7)2 = 50, majd megoldjuk a két alakzat egyenletéből al-
9

kotott egyenletrendszert.

A ld ' ké dódó d impárok (8 26) , ( 2 16)mego as ent a O o ren ezett szamparo '3;:3 es -:3;:3'

b) Derékszögű háromszög körülirt körének középpontja az átfogó felezőpontja, su­
gara pedig az átfogó hosszának fele.

A AB Ch ' .. kö "l' kö k l ( 13)2 ( 16)2Z l aromszag arn Irt orene egyen ete: x-
3

+ y-
3

az AB2C háromszögé pedig: (x -%r+ (y - 1
31
r 1~5

C a kör tetszőleges (A-tól és B-től kü­
lönböző) pontja. Az ABC t> S súly­
pontja az OC szakasz O-hoz közelebbi
harmadolópontja. S-hez egy O közép-

pontú, ~ arányú kicsinyitéssel jutha­

tunk. Az O középpontú, r = 3 sugarú

kör ~ arányú kicsinyített képe az O
3

középpontú, egységsugarú kör. E kör­
nek az x tengelyen lévő pontjain kivül
minden pontja a keresett ponthalmaz­
hoz tartozik, ui., ha S az O középpon-

D
y
12

a) Vektorokkal dolgozunk. A háromszög harmadik
csúcsának meghatározásához elegendő az ebbe a
csúcsba mutató helyvektor koordinátáit megadni.
A feladat szövege szerint a harmadik csúcs meg­
kapható úgy is, hogy azA csúcsot 900-kal elforgat­
juk a C csúcs körül, majd az elforgatással kapott
pontot C-ből a harmadára kicsinyitjük. Mivel a
forgatás kétféle irányban is történhet, ezért a fel­
adatnak két megoldása van. Mi a + 900-os forga­
tással adódó megoldást részletezzük (ábra).
------00 ------f -)

CA = OA - OC = (6; 2) - (1; 7) = (5; -5),
---.

ennek +90"-os elforgatottja a CD(5; 5) vektor.

---. l ---. 1 (5 5)Ezt C-ből harmadára kicsinyítve: CB, = 3" CD = 3' (5; 5) = 3'; 3' .

---. ---. ---. (5 5) (8 26)A B, pontba mutató helyvektor: OB, = OC + CB, = (1; 7) + 3';:3 = 3';:3'
A helyvektor koordinálái megegyeznek a végpontjának koordinátáival, ezért a

. , (8 26)harmadik csucs: e, :3; :3 .

464 46S
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x

A'

c

y

o (O; O)

P(5,8; 1,2).

D

y

3

2

4

A(-3,8; 4.5)

BP =~ => p(2.7+3'5 2.3+3.0) =>
PC 3 5' 5
D és P pontokon átmenő egyenes
egyenlete: egy irányvektora

.-,
v = DP (3,8; - 1,8) és áthalad
D(2; 3) ponton, egyenlete:
1,8x + 3,8y = 1,8·2 + 3,8·3
0,9x + 1,9y = 7,5.
Ez az egyenes az AB egyenesét (az
x tengelyt) ott metszi, ahol

25 .
y=O => x=3=8,3.

Tehát DP egyenes AB egyenesét az

M(8,3; O) pontban metszi.

Másik megoldás:
BPM I'> - ADM 1'>, mert két-két szögük egyenlő => megfelelő oldalaik aránya egyen-

l " BP BM 2 k 10· .
o: - = -- => - = -- => k = - = 3 3 igy AM szakasz hossza 8 3

AD AM 5 5+k 3' , , .
Tehát DP egyenes AB egyenesét az M(8,3; O) pontban metszi.

a) Vektorokkal dolgozunk.
A téglalap híányzó csú­
csának meghatározásá­
hoz elegendő az ebbe a
csúcsba mutató helyvek­
tor koordínátáit megad­
ni.
A feladat szövege sze­
rint a C csúcs megkap­
ható úgy is, hogy az A
csúcsot -90'-kal elfor­
gatjuk a B csúcs körül,
majd az elforgatással kapott pontot B-ből a felére kícsínyítjük:
.-, .-, .-,
BA = OA - OB = (-3,8; 4,5) - (2,4; 2,1) = (-6,2; 2,4), ennek -90'-os elforga-

.-,
tottja a BA' = (2,4; 6,2) vektor. Ezt B-ből felére kicsínyítve:
.-, 1.-, 1
BC =:2' BA'=:2' (2,4; 6,2) = (1,2; 3,1).

A C pontba mutató helyvektor:
.-, .-, .-,
OC = OB + BC = (2,4; 2,1) + (1,2; 3,1) = (3,6; 5,2).

xa

4 6 8 x

a

tú, egységsugarú körön van, akkor az O középpontú, 3 arányú nagyítás az eredeti
kör egy pontj ába viszi át.

Tehát a súlypontok halmaza az x 2 + / = l kör, elhagyva ebből a (-l; O) és a (I; O)
pontot.

-4

BC oldal C-hez közelebbí H harmadolópontja:
H(7; 9), CD oldal F felezőpontja F(5; ll)

c l" . ( 7 + 5 3 + 11) K(6 7)EF re ezöpontja: K -2-; -2- => ;.

AH szakasz H-hoz közelebbi negyedelőpontja:

L(3.7:1'3; 3.9:1.1) => L(6; 7).

Tehát K és L egybeesik, vagyis AH felezi BF-et, és BF
negyedeli AH-t.

a) Az ábrán a-val jelölt szakaszra fel­

irva a Pítagorasz-tételt: (2a) 2 =
2 2 10

= 10 + a , ahonnan a = -f3 ~ 5,8.

Tehát úgy célszerű felvenni a három
települést a koordínáta-rendszerben
(gondolva ab) részre is, ahol leg­
jobb, ha a kör középpontja az origó!), hogy A(-5,8; O), C(5,8; O), és végűl a B
pont koordinátáíra az ábra alapján (2,9; 5) adódik. Ezt ábrázolj uk.

, 2 2 100 2 2
b) A Thalesz-kör egyenlete: x + y = -, azaz 3x + 3y = 100,

3
Másik lehetőség az elhelyezésre, ha a
derékszöget teszük az origóba, az ol­
dalakat pedig a tengelyekre, pl. igy:

A(O; 10); B(O; O); ekkor c(~; OJ­
A kőr egyenlete most:

(
5 )2 2 100

x - -f3 + (y - 5) = -3- .
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rülete 55,25n = 43,39.
4

x

42

y

K

qo: _2)

0(0; '-10)

o
-2

-6

-8

A(O; 2)

a) Az A(O; 2) és a B(O; -4) ponttól
egyenlő távolságra lévő pontok hal­
maza az AB szakasz felczőrnerőle­

gese. Ennek egyenlete: y = - I.

b) A P(x; y) pont pontosan akkor van
kétszer akkora távolságra A-tól,
mint B-től, ha

~X2 + (y _ 2)2 = 2~X2 + (y + 4)2.
Minthogy az egyenlet mindkét olda­
la pozitiv, ezért az egyenlet ekviva­
lens az

x
2+(Y_2)2=4[x2+(Y+4)2]

egyeniettel.

Ezt átrendezve
3(x

2
+ y2) + 36y + 60 = O és 3-mal

osztva jutunk az alábbi egyenlethez:

x
2

+ y2 + 12y + 20 = 20. E kör középponti egyenlete x 2 + (y + 6)2 = 16.
E kör minden pontja megfelel, mert végig ekvivalens lépésekkel dolgoztunk.
A keresett ponthalmaz a K(O; -6) középpontú, 4 egység sugarú kör.

c) P(x; y) pont feleakkora távolságra van A-tól, mint B-től pontosan akkor, ha

2~x2 +(y_2)2 = ~X2 +(y+4)2

Ab) pontban leirt úton (ekvivalens átalakitásokkal) a következő kör egyenleté­
hezjutunk: x 2 + (y- 4)2 = 16.

A keresett ponthalmaz tehát egy 0(0; 4) középpontú, 4 egység sugarú kör.

Alkalmazzuk az előző feladat módszerét! A felvett koordináta-rendszerben a sz _
kasz végpontjai: A(O; O)és B(6; O). a

A sik egy tetszőlegesen kiválasztott P(x; y) pontja pontosan akkor tartozik hozzá a

keresett halmazhoz, ha PA = 2PB, azaz igaz, hogy ~x' + y' = 2~(x _ 6)2 + y2.
Ez t,~hát a keres,ett pontokhalma~ának egy egyenlete. A ponthalmaz tulajdonságait
ebbol az alakboi nem látjuk, ezert az egyenletét ekvivalens átalakitásokkal más
alakra hozzuk:
22 2222 22

X +y =4(x-6) +4y <=;3x +3y -48x+144=0<=;x +y -16x+48=0.
Ez ekvival 22 ,

Z e Viva ens az (x - 8) + y = 16 egyenlettel, tehat a keresett ponthalmaz a (8' O)
középpontú, 4 sugarú kör. (Az alkalmazott átalakitások mind megfordithatók vol­
tak, ezért a megadott kör minden pontja valóban hozzá tartozik a keresett halmaz­
hoz.)

y

2

-2

A helyvektor koordinátái megegyeznek a végpontjának koordinátáival, ezért a
harmadik csúcs: C(3,6; 5,2).
A téglalap D csúcsába mutató helyvektor:
--7 --7 --7 --7 --7

OD = OA +AD = OA +BC= (-3,8;4,5)+(1,2;3,1) = (-2,6;7,6).
A helyvektor koordinátái' megegyeznek a végpontjának koordinátáival, ezért a ne­
gyedik csúcs: D(-2,6; 7,6).

Megjegyzés:
Vektorok nélkül is dolgozhatunk. Felhjuk az AB-re merőleges,B-n áthaladó egye-

I
nes egyenletét: 3, lx - 1,2y = 4,92. Felhjuk a B középpontú, 2AB sugarú kör

egyenletét is: (x- 2,4)2 + (y - 2,1)2 = 11,05, majd megoldjuk a két alakzat
egyenletéből alkotott egyenietrendszert. A megoldásként adódó rendezett szám­
pátok: (3,6; 5,2) és (1,2; -I). A téglalap pozitív körüljárású, ezért csak a
(3,6; 5,2) rendezett számpár felel meg. Tehát C(3,6; 5,2). A téglalap középpontja
az AC átló felezőpontja: F(-O,!; 4,85). Mivel a BD átlónak ugyancsak F a fele­
zőpontja, ebből már D meghatározható: D(-2,6; 7,6).

b) Az AB szakasz hossza ~44,2, a BC oldal hossza ennek a fele, tehát a téglalap
442

kerülete 3· ~44,2 = 19,94, területe pedig ~ = 22,1.

c) A körülirt kör középpontja az AC átló felezőpontja: F( -O, I; 4,85), a kör átmérője

azAC átló. AC2 = AB2 + BC2 = 44,2 + ~. 44,2 = 55,25, tehát a körülirt kör te­
4

Vegyünk fel úgy egy koordináta-rend­
szert, hogy abban az AB szakasz egyik
végpontja az origó, másik végpontja
pedig az abszcisszatengely pontja le­
gyen: A(O;O), B(8; O).
A sik egy tetszőlegesen kiválasztott
P(x; y) pontja pontosan akkor tartozik
hozzá a keresett halmazhoz, ha

Ap 2 + Bp 2 = 40.
A tanult távolságképlet felhasználásával: x 2 + y2 + (8 _X)2 + y2 = 40.

Rendezés után: 2x 2 + 2y2 - 16x + 24 = O, illetve (x _ 4) 2 + y2 = 4 alakba irható.
Ez a keresett ponthalmaz egyegyenlete.
A keresett pontok halmaza tehát a (4; O) középpontú, 2 sugarú kör.
(Az alkalmazott átalakitások mind megfordithatók voltak, ezért a megadott kör
minden pontja valóban hozzá tartozik a keresett halmazhoz.)
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Megjegyzés:
Általában is igaz, hogy ha adott A és B pont és A > O (A '" l) valós szám, akkor
azon P pontok halmaza, amelyekre PA = APB egy kör. Ezt a kört Apolloniosz­
féle körnek nevezik.

y

k

e: y=X+3}
=} P( -0,5; 2,5).

f: y=-x+2

enf={Pj

I 312C és e távolsága, azaz a CP távolság: 'V(-2 + 0,5)2 + (4 - 2, 5)' =
2

Másik megoldás.
*-tól: A pont és egyenes távolságképletébe C koordinátáit behelyettesítve:

d=~=1-2~+31=~ = 3~.

a) A szabályos háromszög körülirt körének sugara a háromszög magasságának két
2 4fi·fi

harmada: r = - . = 4.
3 2

b) A nagyitott kör középpontja a Cl (2; 4) pont, sugara r] = 8, tehát a kör egyenlete:
(x- 2)2 + (y - 4)2 = 64.

c) Az eredeti körbe irt szabályos háromszög területének négyszerese:

4· (4fi)'fi = 48 '3 ~ 83144 \j':;, .

A két alakzat egyenlete:

k: y=~4-x' ésf: y= fi(x+2).
3

A k alakzat egy origó középpontú fél­
kör, melynek sugara 2.
Az f alakzat egy egyenes, mely az x
tengelyt az A(-2; O) pontban metszi,

d k
. fi

mere e sege m = tga =-.
3

Az egyenes pozítív irányszöge tehát 30". Egy pontja és iránya ismeretében az egye­
nes megszerkeszthető. A rajzrólleolvashatók a két kőzös pont koordinátái (az egyik
érték csak közelitőleg): (-2; O), (1; 1,7).
Ha kiegészítjük az ábrát, akkor a létrejött COB -9: = 60°, mert ez az AOC egyenlő

szárú háromszög külső szöge, továbbá OC = OB, ezért a COB ~ egyenlő oldalú. A

BOC szabályos háromszög magassága fi. Ez egyúttal a C ordinátája. igya C má­
sodik koordinátája is pontosan megállapítható.

Az egyenletrendszer megoldásai: A(-2; O), CCl; fi).

y

~O

Vegyünk fel egy derékszögű koordiná­
ta-rendszert, amelyben Cuki a qo; O),
Szotyi pedig az S(60; O) pontban van.
A gazda az eledelt az E(x; y) pontba

tette, tehát Cukitól CE = ~x 2 + y'
távolságra, Szotyitól pedig

ES = ~(x - 60)2 + y' távolságra.
A szöveg szerint a kutyák egyszerre ér­
keznek az eledelhez, ezért CE = 2 . SE,
vagyis az E(x; y) koordinátáira igaz,

hogy ~X2+y' =2.~(x-60)2+y'.
Ez a kétismeretlenes egyenlet ekvivalens a következőkkel:

x 2 + y2 = 4 . (x 2
- l20x + 3600 + /)

3x 2 + 3y2 - 4S0x + 14400 = O

x'+/-160x+4S00 = O
2 2

(x- SO) + y = 1600.
Az eledel tehát bármelyik olyan E(x; y) pontban lehet, amelynek koordinátái igazzá
teszik az utolsónak kapott egyenletet. Ezek a pontok egy olyan kört alkotnak, amely­
nek középpontja a P(SO; O) pont, sugara pedig 40 (méter).

Határozzuk meg a kör középpontját:
osszuk el az egyenletet 4-gyel és ala­
kitsunk teljes négyzetté! A kör egyen­

lete: (x + 2)2 + (y_4)' = 31.
igy a kőr középpontja q-2; 4). *
Állítsunk if! merőlegest C-ből az adott
(e) egyenesre. E két egyenes P met­
széspontjának és C-nek a távolságát
kell meghatározni.
Mivelfmerőlegese-re, meredekségeik
szorzata -l, e meredeksége l =} f
meredeksége -l és f illeszkedik C-re
=} f: y = -x + 2.

470 471



f

KOORDINÁTA-GEOMETRIA KOORDINÁTA-GEOMETRIA

--,
A K középpontú kör P pontbeli érintőjének normálvektora KP.-,
Az adott kömél K(-4; -3), P(-I; I), KP = (3; 4).
Az érintő egyenlete 3x + 4y = l.
P-ből indulva ezen az egyenesen mozog tovább a pont.

Ezt megoldva, majd a kapott gyököket visszahelyettesitve adódik az egyenletrend­
szer megoldáshalmaza:

M = {[IS + 3-JlS. -25 - -JlS). [15 - 3-JlS. -25 + -J15)}
10 ' 10 ' 10 ' 10

Három tizedesjegyre kerekítve a közös pontok koordinátái tehát:
P I(2,662; -2,887), P2(0,338; -2,113).

,
-,

e

I )o

1,5 x

P(l,5; 0,5)

y

y

Az OEIP derékszögűháromszögből

0,5 1 ,
tgl' = - = -, tehat I' = 18,435°.

1,5 3
Az OE2P derékszögűháromszögből

ip + 21' = 90°, vagyis
ip = 90°-21' = 53,13°.
Ezért cos ip = 0,600 és
sin ip = 0,800.
Tehát E2(0,300; - 0,400) a másik
pont, ahol a proton elhagyhatta a
pályát.

Másik megoldás:
Az OP átmérőjű kör kímetszi a kör­
pályából mindkét érintési pontot
(Thalész-tétel) .
Az OP szakasz felezőpontja
F(0,75; 0,25),

OF
2

= 0,75 2 + 0,25 2 = 0,625,
igya Thalész-kör egyenlete:

(x - 0,75) 2 + (y _ 0,25) 2 = 0,625,
ami átalakitva

2 2
X + y - l ,5x - 0,5y = O.
A két kör metszéspontjait az egyenleteikből alkotott egyenletrendszer megoldá-

sá~al k~Phaotju2k5meg. } 27} }
x + y- = , x + y- = 0,25 x 2 + y' = O 25

2 ') {:::} <=:>'
x + y- -1,5x - 0,5y = O 0,25 -1,5x - 0,5y = O y = 0,5 - 3x

q x
2_+

(0,~-3x)2 = 0'25} q 1O~2 -3x = O} q x~Ox -3) = O}.
y - 0,5 3x y - 0,5 - 3x y - 0,5 - 3x

Ebből a (O; 0,5) és a (0,3; -0,4) rendezett számpár adódik az egyenletrendszer
megoldásaként. A körpályát a proton az EI (O; 0,5) vagy az E2(0,3; -0,4) pontban
hagyhatta el.

Az a kérdés, hogy a két alakzatnak van-e közös pontja. Ha van ilyen, akkor az üt­
közés lehetséges.

A
2két

a:akz~t)egYenletébŐlalkotott egyenletrendszer (az egyenletek átalakitása után):

x +y =-

x=16y+f·

12

/'
.,/,...'" e'

10./'
/'--

8

y

B(O; 8)

I I I
~8 -6 -4

A körpálya középpontja C(3; 4), suga­
ra 5, a kör egyenlete:

(x_3)2+(y_4)2 = 25.
A kör az y tengelyt ott metszi, ahol
x = O. ~ A metszéspontok:
A(O; O), B(O; 8).
Az A pontbeli érintő egy normálvek-

--,
tora AC(3; 4) és áthalad az A(O;O)
ponton, igy az érintő egyenlete:
e: 3x + 4y = O.
A B pontbeli érintő egy normálvek-

--,
tora BC(3; -4) és áthalad a B(O; 8)
ponton, igy az érintő egyenlete:
e': 3x-4y = 3· O-4· 8 ~ 3x-4y = -32.

a) A körpálya középpontja az origó, sugara pedig 0,5 rnéter.
A megadott képletbe helyettesítve:

v= r·B·Q 0,5,2,1,6,10-
19

= 1,6 108 =9,581.107 m
m 1,67 .10-27 1,67 s

(azaz a fénysebességnek kb. 32%-a).

@Első megoldás:
Az adatok alapján világos, hogy az egyik pont az EI(O; 0,5) lehet. Az E2 koordi­
nátáit az ábra alapján is megállapithatjuk az OE2 átfogójú, ip hegyesszögű derék­
szögű háromszög segítségével: E2(0 ,5cos ip; -0,5sin ip).
Az ábrán e-nal jelölt szögek valóban egyenlők, egyrészt az OP egyenesére vo­
natkozó szimmetria miatt, másrészt pedig amiatt, mert PEl párhuzamos az absz­
cisszatengellyel, igy az origónál fekvő xOP szög és a P-nél fekvő OPEl szög vál­
tószögek.
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---.
Az FC irányvektorú, C-re illeszkedő e egyenes egyenlete
5 15.
-x+4y=--+16, illctve Sx-t Sv e 17 (e).
2 2

b) Az autóbusz állomást F-ben épitík fel.

c) Ha az e út megépitése után két buszállomás is épithető, s ezeknek A-hoz, illetve
B-hez is a lehető legközelebb kell lenniük, a két állomás helyét az A-ból, illetve
B-ből az e-re állitott merőlegeseknek, a-nak és b-nek, az e-vel való metszéspont­
ja, A' és B' adja meg.

Behelyettesítés után;

(
16Y+ l ) 2 2 _'~)--- +Y-

12 4 ,
l6y+ l

x=
12

Az első egyenletben a négyzetre emelést elvégezve és l44-gyel mindkét oldalát
szorozva:

256y' + 32y + l + l44y' = 36} 400y' + 32y - 35 = O}
16y + l <=> l6y + l .

x=--- x=---
12 12

Mivel az y-ban másodfokú egyenlet diszkriminánsa (322 + 4 . 400 . 35) pozitív,
ezért az egyenletnek van megoldása (két különböző), igy az egyenletrendszernek is
van megoldása, vagyis a két alakzatnak (a körnek és az egyenesnek) is van közös
pontja. A foton tehát e!találhatja részecskét.
(A megoldáshoz ugyan nem tartozik hozzá, de megadjuk a közös pontokat is;
P j (0,428; 0,258), P2(- 0,368;-0,338).)

a) A C-n átmenő, A-tól és B-től egyen­
lő távolságra két egyenes van;
l. C-re és AB felezőpontjára, F-re

illeszkedő egyenes.
2. C-re illeszkedő, AB-vel párhuza-

mos egyenes.

Minthogy az autóbusz-járatnak a két
falu között kell haladnia, ezért csak
az l. esetnek megfelelő e egyenes a
feladat megoldása.
Részletezve;

F( l; nFC = (-4; H
o

A -1

-2

x
•
e

Az A-ra illeszkedő, e-re merőleges

a egyenes egyenlete: - 8x + 5y = II }.
e egyenes egyenlete: 5x + 8y = 17

Ezen egyenIetrendszer megoldása adja az egyik buszállomás, A' koordinátáit.
3

x = - 89 (= -0,034)

191
y = 89 (= 2,15).

Az egyik buszállomás belye A'(-0,03; 2,15).
A B-re illeszkedő, e-re merőleges

b egyenes egyenlete: - 8x + 5y = -12,
e egyenes egyenlete: 5x + 8y = 17.
Ezen egyenIetrendszer megoldása adja a busz másik megállójának, B' koordinátáít:

181
x = 89 (= 2,03),

76
y = 89 (= 0,85).

A másik buszállomás helye B'(2,03; 0,85).

(2551~ Vegyünk fel egy alkalmas koordináta-rendszert. Illeszkedjen az e egyenesre az
abszcisszatengely és legyen az A pont az ordinátatengelyen. A(O; a), legyen továbbá
B(b; c). Mivel az e egyenes és a két pont adottak voltak, ez az algebra nyelvén azt
jelenti, hogy az a, b és c valós számok adottak.
Vegyünk fel egy tetszőleges pontot az e egyenesen (az abszcisszatengelyen); P(x; O).
Erre a pontra nézve;

PA 2 = (x_0)2+(0_a)2 =x2+a 2,

PB 2
= (x_b)2+(0_e)2 =x2_2bx+b 2+e 2, tehát

PA2+PB 2 = 2x 2_2bx+a 2+b 2+e 2

Ha az e egyenes összes pontjára képeztük ezt az összeget, akkor a feladat kérdése
igy is megfogalmazható;

"Melyik számot irjuk azx helyébe, hogy 2x 2
- 2bx + a 2 + b 2 + e 2a másodfokú po­

linom helyettesítési értéke a legkisebb legyen?".
Alakitsuk át a másodfokú polinomot a teljes négyzetté kiegészités módszerével:

2x
2

_ 2bx + a 2 + b 2 + e 2 =2(x 2_ bx) + a 2 + b 2 + e 2 =

(
bJ2 b

2
= 2 x - '2 - 2 + a2 + b2 + e2

, tehát

2x
2

- 2bx + a
2

+ b
2 + e

2
= 2(x - %J+ a' + b: + e2

-
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O) pont az AB szakasz F felezőpont-

KOORDINÁTA-GEOMETRIA

e

., x

(h; O)

F

A(O; a)

(O; O) (h )p -' O
2'

)'
Mivel (x -%r:o O, ezért a legkisebb

értéket akkor kapjuk, ha (x _%)
2

= O,

h
vagyis ha az x helyébe a "2 számot írjuk.

A PA 2 + PB
z

összeg tehát az abszcisz-
(x; O)

szateugely p(%; O) pontjára minimális.

Megjegyzés:

A minimum-tulajdonsággal rendelkező P(%;
jának a merőleges vetülete az e egyenesen.

(2552~ aJ Lásd az ábrát!
y

8

2 1- 2a + a2
a+--c--

4
2

2 + h2
T="a__

2 2
= 0, 625a' - O, 25a + 0,125.

az eredeti háromszög területének ötöde).

Másik megoldás:

5a
2

- 2a + l .. '1' h 5 2 2 .. '1'T = nunima IS, a a - cl mtrurna IS.
8

5a 2 - 2a = a(5a - 2), ez minimális az a = 0,2 esetén (az a H a(5a - 2) függ­
l-a

vény két zérnshelyének a számtani közepével). Ekkor h = -2 = 0,4, a terület

pedig 0,1 (vagyis az eredeti háromszög területének ötöde).

e) Az iménti eredményt átalakítva kapjuk: T = 0,625(a 2 - 0,4a + 0,2) =
= 0,625((a - 0,2)2 - 0,04 + 0,2) = 0,625(a - 0,2)2 + 0,1, aminek van minimuma,

mégpedig akkor, ha a = 0,2. Ekkor h = I - a = 0,4, a terület pedig O, I (vagyis
2

x
•(I; O)«(I; O)

(O; I)
"" ",

.....r

b) c) Az alsó befogó egyenese a egység .vízszintes''
haladás alatt h egységet süllyed .függőlegcscn".

tehát meredeksége -~, az ordinátateugelyen lé­
a

vő metszete a létrehozás miatt h, tehát egyenlete:
h

y=--x+h.
a

Erre merőleges, másik befogónak alkalmas egye­
nes (mivel merőleges egyenesek meredekségének

szorzata -IJ az y = .':x + h. Ennek az x + y = l egyenletü átfogóval való met-
h

széspontját megkapjuk a két egyenlet rendszerként való megoldásával.
A befogó egyenletében már kifejezett y-t beirjuk az átfogó egyenletébe:

x+~x+h=l, amiből (I+~}=I-h, azután; x= ~:: = ha~~:'
h

h - h2 a + h - (h - h' ) a + h2
Visszairva: y = I - x = l - -- = =

a+h a+h a+h

A metszéspont tehát pl h - h
2

; a + h' ). A befogók akkor egyenlők, ha a vég-
a+h a+h

pontok koordinátái különbségének négyzetösszegei egyenlők, azaz:

a' + h2 = lh - h
2
)2+la + h

2
_ h)2

a+h a+h
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A pálya az y tengelyt az x = Ohelyen, azaz az y = -4 pontban metszi. Az x tengelyt

pedig ott, ahol y = O, tehát a -2x' + 8x - 4 = Oegyenlet gyökeiben.

_ 2-vel való osztás után: x' - 4x + 2 =O, ahonnan XI =2 + ,fi = 3,41 és

x, = 2 -,fi = 0,59 helyeken.

5. STATISZTIKA, VALÓSzíNŰSÉG

5.1. Statisztika

a) Ijegy (Xi)Etf3=RHffi
db (ni) 4 3 6 5 2

b) Az átlag:
__ xjnl + x,n, + ... + x,n, 1·4 + 2 ·3+ 3·6 + 4·5 + 5·2 58
x - = = -=2,9;

nj +n, + ... +n, 4+3+6+5+2 20

" d' (x j -x)'nl +(x2 «)'n, + ... +(xs -X)2ns
a szeras pe ig (J'= =

nl +n2 + ... +ns

= (1- 2,9)' ·4 + (2 - 2,9)' ·3 + (3 - 2, 9)' ·6 + (4 - 2, 9)2 ·5+ (5 - 2, 9)2 ·2
=

4+3+6+5+2

f3l,8~
= ~w = \11,59 = 1,26.

Az átlag: x xjnj + x2n2 + ... + x,ns l· 6 + 15·7 + 10· 8 + 3·9 + 1·10= =7,6.
~+n,+ ... +~ 30

A pontszámok minimuma 6, maximuma 10, tehát a terjedelem 4.

A
.. (XI _X)2 nj +(x2 _X)2 n, + ... +(x, -x)'nsszoras: (f= ::::: 0,8406.

nl +n, + ... +n,

Az átlagos abszolút eltérés:

S ( )
_lXI - xlnl + IX2 - xln, + lx, - xl n, + IX4 - x[n4 + lx, - xlns" x - = 0,7067.

nl + ~ + n3 + n4 + ns

g

G

= --11088 = 8m = 1,94.m 17

y=2x'

322 + 82

17'

nessel a G( 49; 26) pont.17 17
A keresett legkisebb távolság tehát

(17 ;;49)' +e\~26rEG=

Az ábra szerinti jelölést használjuk (el­
lenőrizhető, hogy a megadott g egye­
nesnek és a parabolának nincs közös
pontja és g nem párhuzamos a parabo­
la tengelyével).
A g egyeneshez a parabolának az az E
pontja van legközelebb, amelyben a g­
vel párhuzamos e egyenes érinti.
Az y = 4x + c egyenletű egyenes pon­
tosan akkor érinti a parabolát, amikor c
értékét úgy választjuk meg, hogy az
egyenes és a parabola egyenletéből alkotott

y = 4X+C}2 egyenletrendszernek egyetlen valós számpár megoldása van.
y = 2x

y =4x + c} 2x
2 = 4x + c} 2x' - 4x - c=O}

2 <:::> 2 <=> 2 •
Y =2x y =2x y = 2x
Az utolsónak kapott egyenletrendszer ekvivalens az eredetivel, és pontosan akkor

van egy megoldása, ha a 2x' - 4x - c = Omásodfokú egyenletnek egy valós meg­
oldása van, vagyis az egyenlet diszkriminánsa nulla: 16+ 8c = O, azaz c = - 2.

A I há 4 2' . y = 4x - 2}z e egyenes egyen ete te at y = x - , es ez a parabolat az ,egyen-
y = 2x

letrendszer egyetlen megoldásának megfelelő E(l; 2) pontban érinti.
E(l; 2) és a g egyenes távolsága kiszámitható pl. az E-n áthaladó merőleges segit­
ségével is.

A "I l l 9 k .. 4mero eges egyen ete y =- - x + -, enne metszespontja az y = x - 10 egye-
4 4
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hot dogpizzahamburger palacsinta rántott hús
o

b) 8

7

6

5

4 -

3

2 -

A grafikon havi adatokat közöl. A viszonyítási alap ekkor az össznépesség "l hó-
. "" kb 10 millió ..

napra Juto resze, azaz . ~ 833 ezer fo. (pontosabban szökőévben a 31
12

napos 847 ezer, a 30 napos 820 ezer, a 29 napos 792 ezer (792,3). Nem szökőévben
a 31 napos 850 ezer (849,3), a 30 napos 822 ezer, a 28 napos 767 ezer fő).

a) 2000 februárjában kb. 792 . 0,004 ~ 3,2 ezerrel csökkent az össznépesség.
b) Egyikben sem.

c) Mindegyikben.

d) Gyors becsléshez nem megfelelő mind a 19 havi adat kiszámítása és ezek össze­
adása. Ehhez célszerű inkább egy átlagos havi csökkenési ütemet választani
- esetünkben ez kb. 3,5 ezrelék - és ezzel számolni.
A becsült érték igy: 833 . 0,0035 . 19 ~ 55,4 ezer. Körülbelül ennyi fővel csök­
kent az ország népessége a vizsgált időszakban.

Megjegyzés:

Óvatosabb közelitést adhatunk alsó és felső becslések segítségével. A havi esők­
kenési ütem átlaga 3 ezreléknél nagyobb volt, hiszen a 19 hónap közül "ránézés­
re" is mindössze 5-6-ban volt kisebb (de nemjelentősen kisebb) a csökkenés üte­
me. A 4 ezrelék hasonló okoskodással felülről becsli az átlagos havi csökkenés
ütemét. Így azt mondhatjuk, hogy a vizsgált 19 hónap alatt a uépesség csökkené­
se 833 ·0,003· 19 ~ 47,5 ezer és 833·0,004· 19 ~ 63,3 ezer fő közöu volt. A
grafikon szerint inkább a 47,5 ezerhez lehetett közelebb a valódi érték (ami
egyébként 54,5 ezer volt).

e) A maximum értéke kb. -2,2, ezrelék, ami a 2001. VII. hóuaphoz tartozik.
Ez aztjelenti, hogy a vizsgált hónapok között a népesség csökkenése 2001 júliu­
sában volt a legkisebb arányú. (adatforrás: www.ksh.hu)

2
- = 0,1.
20

2
-=0,1;
20

- rózsa

711 ~ 27,35;
26

5

,- - - tulipán

D • D • •21 22 23 24 25 26

• D III D D
27 2H 29 30 31 32

szegfű

4
tulipán

nárcisz - - --,

7

rózsa

ibolya - - '.

szegfű --,'

(X j -x)'''j +(x, -x)',,, +",+(x12 _X)2"j, 149994
a szórás o = ::;

n] +112 + ...+nI2 26-

= ~ 5769 ~ 2 92; a sokaságnak két módusza van: 26 és 28 (ezek fordulnak elő
676 '

a leggyakrabbau, egyaránt 4-szer); a medián pedig 27,5. (Ha felsoroljuk nagyság
szerint rendezve mind a 26 adatot, a páros számosság miatt .Jcözcpső" nincs, a
13. adat 27, a 14. pedig 28, ezek átlaga most a medián.)

b) Az egyes válaszok gyakorisága épp a fenti táblázat alsó sorában látható.
A relativ gyakoriságot ezekből a számokból kapjuk, az összes válasz számával
(7 + 4 + 5 + 2 + 2 = 20) való osztás után.

. 7 4 O 5 O 25Igy ezek rendre: 20 = 0,35; 20 = ,2; 20 = , ;

12558.1 a), c)
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Halálozási arányszámok ezrelékben:

b) 1989-ben kb. 3000, 1998-ban kb. 4900 USD volt,
4900 - 3000 or 63'" .. k d' . lez ·100'/0 ~ 70-OS nove e est Je ent.

3000

c) A Magyarországra megadott grafikon eltolás sal leginkább a Portugáliára meg­
adott grafikon 1973 és 1982 kőzőtti részével hozható fedésbe. Ha a magyarorszá­
gi értékeket tekintjük, akkor ezek a megfelelő portugáliai értékekhez képest
mintegy 10 éves "késésben" vannak.

a) A megkérdezett nők száma kb. 2000· 1090 ~ 1040, a megkérdezett férfiak szá­
2090

ma pedig kb. 960 fő volt.

b) 1040· 0,111 ~ 115. A megkérdezett nők közül körülbelül ennyien szoktak le a
dohányzásróI.

c) A megkérdezett 2000 felnőtt között kb. 1040 . 0,236 + 960 . 0,4 ~ 630 rendsze­
resen dohányzó volt. Ha a minta reprezentativ volt, akkor a 8, I millió felnőtt kő-

zött ugyanolyan arányban voltak a rendszeresen dohányzók, mint a 2000 meg­

kérdezett között. 8 I· 630 ~ 2,55, tehát kb. 2,55 millió rendszeres dohányos
, 2000

volt 1995-ben Magyarországon (a felnőtt lakosság 31,5%-a).

12562.1 a) Születési arányszámok ezrelékben:

b)

12563.1 a)

1970 1975 1980 1985 1990 1995
IMagyarország 14,7 18,4 13,9 12,4 12,1 11,0
I Finnország 14 14 13,2 12,8 13,2 12,4

1970 1975 1980 1985 1990 1995
I Magyarország 11,6 12,4 13,6 13,9 14,1 14,2
I Finnország 9,6 9,4 9,3 9,7 10 9,7

1970 1975 1980 1985 1990 1995
I Magyarország 3,1 6 0,3 -1,5 2,0 3,2
I Finnország 4,4 4,6 3,9 3,1 3,2 2,7

1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998
Magyarország 3200 3200 3500 3800 4000 4100 4300 4600 4900
Görögország 8000 8500 9000 8500 9000 11000 12000 11500 n.a.
% 40 38 39 45 44 37 36 40 n.a,

d) Finnországban 1985 és 1990 között; II ezer USD-ről 27 ezerre, azaz kb. 2,45­
szörösére nőtt a mutató értéke.

, [2564·1 a) Magyarországon a vizsgált 28 éves időtartam alatt a születéskor várható élettar­
tam gyakorlatilag változatlan maradt; 1993-tól kismértékű (de elég nagy "sebes­
ségű") növekedés figyelhető meg, ez azonban 1998-bau megtorpan.
A másik négy országbau a születéskor várható élettartam a vizsgált 28 év alatt
4-8 évet növekedett; a legtöbbet Portugáliában, abol 1976-ig még a magyaror­
száginál is alacsonyabb értékek voltak.
Finnországban 70,4-ről 76,8 évre növekedett a szűletéskor várható élettartam.
1982-ig szinte egyenletes, átlagosan évi 0,37 éves növekedés volt, ez 1982-90
között évi O, l-re csökkent, majd 1990-96 között évi 0,33 évre nőtt. Magyaror­
szágon mindvégig 70 év körül maradt a születéskor várható élettartam, 1995-re
azonban már 7 évvel maradt el ez az érték a finnországitól, holott 1970-ben még
csak I év volt a .Jemaradás",

b) A születéskor várható élettartammal szemben a 45 éves kort megértek élethossz­
kilátásai romlottak Magyarországon a vizsgált időszakban. Mig 1970-ben egy
45 éves ember még további 29,5 év életre számithatott, addig 1993-ban már csak
további 27,8 évre, de I998-ban is csak további 28,9 évre.
A bemutatott országok közül csak Magyarországon romlottak a 45 éves kort
megértek további élethossz-kilátásai, a többi országban 2,5--4 évet nőtt ez a mu­
tató: 1996-ban a 45 évet megért emberek átlagosan 78-80 éves korukig fognak
élni, szemben a magyarok kb. 74 évével.

12565·1 a) Magyarországon 1977-ig kismértékben csökkent, majd 1980-ra újra az eredeti
szintre emelkedett a mutatószám. Csak 1985-ben indult meg jelentősebb csökke­
nés; 1995-re 6 ezrelék alá került a keringési betegségben elhunytak teljes népes­
séghez viszonyított aránya (az összes elhalálozások teljes népességhez viszonyi­
tott aránya 14 ezrelék körül volt a vizsgált időszakban, tehát ennek igen jelentős
hányada a keringési betegségben elhunytak aránya).
A magyarországi mutatók mind tendencia, mind abszolútérték szempontjából lé­
nyegesen kedvezőtlenebbek, mint a másik négy országban, abol mindenütt 3,5 ez­
relék alá került a mutatószám. Görögország kivételt jelent abból a szempontból,
hogy - az összes között a legalacsonyabbról induló - mutató 1987-ig növekedett,
s bár a tendencia ekkor megfordult és kb. a magyarországival megegyező mértékű
csökkenés mutatkozott, a kezdeti értéknél magasabb maradt.

b) A O-64 éves korban (tehát viszonylag fiatalon) keringési betegségben elhunytak
adatai Magyarország szempontjából még az előzőnél is kedvezőtlenebb képet mu­
tatnak. Míg a többi vizsgált országban 1996-ra sikerült ezt a mutatót 5-7 ezrelék
körüli értékre leszoritani, addig Magyarországon a kezdeti 14 ezrelékről 16 ezre­
lékre nőtt úgy, hogy közben évekig még 18 ezrelék felett is volt.

...
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A normális szívfrekvencia maximumának átlaga: 154,

mediánja: 160.

12569·1 A normális szívfrekvencia (pulzusszám) minimumának átlaga: 85,

mediánja: 80.18 24 25 29 30 39 40-49 50-59 60-69 69-
fDDP 30 28 29 21 23 16 19
rDLP 15 17 20 27 30 36 26

12566.1 a) Százalékban megadott értékek:

b) Nem.
Az egyes életkori csoportok létszáma nem ismert, ezért a támogatók létszáma
sem állapítható meg a százalékos adatokból.

c) Az "apák" (kb. 40 évtől) közül többen a OLP, míg a fiúk (l8-39 évesek) közül
többen a OOP párttal szimpatizálnak.

A felsorolt élelmiszerek kalóriatartalmának átlaga: 337,14,
mediánja: 345,

Az első és második sor között van átfedés: 5,6%, ez 32 OOO-es létszám esetén 1792
fő. Az egyes sorokat megjelölők százalékos arányát átszámítva létszámra, sorban
27 200, 3136, 3008, 448 fő adódik. A kétszer számolt 1792 tanuló felét az első, felét
a második sorból fogjuk elhagyni, igy ott 26 304 és 2240 fős létszámmal számolunk.

a) Eszerint l-es jegyet szerzett:
az első sorban (26 304 . 0,001 ~) 26,
a másodikban (2240· 0,007 ~) 16,
a harmadikban (3008 . 0,01 ~) 30
és a negyedikben (448· 0,023 ~) 10 fő, összesen 82 tanuló.
Hasonlóan 2-es jegyet 5471 + 1284 + 2106 + 303, összesen tehát 9164 tanuló
szerzett. Ugyanigy 3-as jegyet 7786 + 735 + 761 + 118 = 9400; 4-es jegyet:
6129 + 159 + 93 + 16 = 6397; és végül 5-t: 6892 + 47 + 18 + 1 = 6958 tanuló
kapott. (Ha ezeket összeadjuk, 3200l-et kapunk összegül, mert bár mindenki
pontosan egyszer, valamelyik sorban, valamelyik jegynél szerepel, de a kercki­
tésbőI adódik ennyi eltérés.)

b) A hármas jegyet szerzők négy kategória (sor) szerinti megoszlása: 7786; 735;
761; 118. Ez százalékosan: 83%, 8%, 8%, 1%.

c)
100%
90%
80%
70%

60%
50%
40%
30%
20%
10%
0%

a) A kördiagram szerint a müvelt terület 1200 km-, egyúttal 160°-os cikk. Eszerint,
1200

mivel a szög a területtel arányos, ezért 1°-nak megfelel -- = 7,5 (krn-).
160

Eszerint az erdő, amely a diagramon 880-os cikk, 660 km 2 területű.

30
b) Mivel a lakott terület 30 km", ezért - = 4 fokos szög reprezentálja.

7,5
c) A körzet teljes területe 360 . 7,5 = 2700 (km-).

gesztenye

~ 41,95.

Szénhidrát

dió mogyoró

gramm

35

30

25

20

15

10

5

O
alma

2(345 - 337, 14)2 + (340 - 337, 14)2 + ... + (382 - 337, 14)2

7

100 g élelmiszerben

szórása:

Élelmiszer Szénhidrát (gramm)

Alma 7,2
Dió 12
Mogyoró 9
Gesztenve 31.8

, .
Élelmiszer Kalória

Búzaliszt 345
Búzadara 340
Rizs 345
Fehérkenyér 257
Zsúrkenyér 303
Kétszersült 388
Száraz tészta 382

5
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_ 48 ... {34,8
x = 20 = 2,4; a szoras pedig if = v-2iJ = ~I, 74 = 1,32.

Az összesitést a táblázat tartalmazza, diagramból mutatunk kétfélét is.
7

6

S

4

3

2

l

O+-""""---~

b) Az átlag

12574.1 a) 16

14

12

10

8

6

4

2 --

O+-----';-;'-::~~~~l--,~~~~.Ll...

b) Moszkvában 7 + 10 + 15 = 32, Szöulban 11 + 6 + 6 = 23
Barcelonában 11 + 12 + 7 =30, Atlantában 7 + 4 + 10 =21
Sydneyben 8 + 6 + 3 = 17 érmet nyertünk. '

Ezen adatok átlaga: 32 + 23 + 30 + 21 + 17 = 123 = 24 6
5 5' .

c) Az aranyérmek száma összesen 7 + 11 + II + 7 + 8 = 44
az ezüstöké 10 + 6 + 12 + 4 + 6 = 38, a bronzoké 15 + 6 ~ 7 + 10 + 3 = 41
Ezek átlaga rendre 8,8; 7,6; 8,2. .
(Ezen átlagok összege természetesen megegyezik a b) pontbeli eredménnyel.)

12575·1 a) jegy 3 4 S

db 2 3 2

- --- - -/"---
_0-/--

b) 1996-ban volt a maximum; ebben az évben volt tehát a rendelkezésre álló (ter­
melt + importált) és felhasznált energiamennyiség különbsége a legnagyobb,
ugyanez a különbség 1991-ben volt a legkisebb. Ebben az évben sikerült legjob­
ban előre megbecsülni az energiafelhasználás mértékét.

a) A legnagyobb létszámú kisebbségek: Ukrajnában az oroszok, Spanyolországban
a katalánok, Romániában a magyarok és Jugoszláviában az albánok. (Az orszá­
gok eltérő összlakossága miatt nem biztos, hogy ugyanezek, vagy ugyanebben a
sorrendben a legnagyobb arányú kisebbségek. Az adatokból ez azonban nem vá­

laszolható meg.)
b) Mert itt rajzolódott át a térkép a Szovjetunió és Jugoszlávia felbomlásával. Ez a

magyarázata a sok ukrán orosznak és jugoszlávalbánnak. A magyarkérdés még
az első világháború utánra vezethető vissza, amikor nagy magyarlakta területek
is a szomszédos országokhoz kerültek.

Megjegyzés:
A feladat jól mutatja a statisztika alkalmazásánál mindig fellépő tantárgyi integrá­
ciót. Igaz, itt ab) kérdés inkább történelem, mint matematika, ezért vizsgán vagy
dolgozatban természetesen ez igy nem adható fel, legalábbis amig önálló matema­

tika-érettségi van.

év

Az elégtelenek megoszlása: 26; 16; 30; 10 (31,7%; 19,5%; 36,6%; 12,2%), a je­
leseknél: 6892; 47; 18; 1 (99,1%; 0,7%; 0,3%; 0,0%) - az utóbbinállényegében
biztos, hogy egyetemre, főiskolára menőé a jeles, hiszen 1%-ot tesz ki az összes

többi!

[2573.1 a) 120

100
~ 80e:,
'"v 60

"v'>,
ee 40v

20

O
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b) A gólok átlaga x = 118 = 236' a módusz 2 (ez fordul elő leggyakrabban, 15-
SO "

ször), a medián 2 (ha felsoroljuk nagyság szerint rendezve mind az SO adatot, a pá­
ros számosság miatt .Rözépső" nincs, de a 25. és a 26. is ez lesz).

2

vazték

4

jukatékág
il elvek száma

O-9 10-19 20-29 30-39 40--49 közötti gólt
O O 5 4 3 csapat rúgott
O l 3 3 5 csapat kapott

a) Amint azt akár a rúgott, akár a kapott gól ok oszlopának összegzésével megkap­
hatjuk, 398 gól született összesen az őszi szezonban, ez a 132 meccsen (l. előző

398 199 -
megoldás a) része) átlagban ~ = - = 3,015 gólt jelent.

132 66

b) A 12 csapat által rúgott 398 gól csapatonként átlagban 3
1928

= 1:9 = 33,16 gólt

jelent.

c) Mivel a kapott gólok összege ugyancsak 398, ez az átlag az előzővel megegyezik.
(Ami természetes is, hiszen minden berúgott gólt be is kapott valamely csapat.)

a) Naponta 20 + 40 + 60 = 120 kazetta készü\. (Az első oszlop számainak összege.)

b) A pincében naponta 20 + 40 + 10 = 70 hanghordozó készül. (Az első sor szá­
mainak összege.)

c) CD-ből 40 + 40 + 80 = 160, minidiszkből 10 + O+ 30 = 40 készül naponta - ez
az a) pont eredményével együtt aztjelenti, hogy CD-ből a legnagyobb a napi ter­
melés.

d) A sufniban 40 + 40 + O = 80, a garázsban 60 + 80 + 30 = 170 hanghordozó a
napi termelés - ez ab) pont eredményével együtt azt jelenti, hogy a pincében a
legkisebb a napi termelés.

d)

a) A haszon az eladási ár és a költségek (nyersanyag, munkabér, egyéb) különbsége.
Ez egy kazetta esetén 100 - (20 + 20 + 3) = 57,
egy CD esetén 300 - (40 + 13 + 4) = 243,
egy minidiszk esetén 200 - (\50 + 30 + 1) = 19 picula.
Tehát a CD haszna a legnagyobb darabonként.

b) Az összes napi haszon a darabonkénti hasznok és adarabszámok szorzatának
összege, azaz 57 . 120 + 243 . 160 + 19 ' 40 = 46 480 picula.

D DDI!!!I D !!!! DD
O l 2 3 4 5 6 7

I-- ~I

------,

2O

a) A 12 csapat mindegyike 22 meccset játszott, de mindegyiken 2 csapat vett részt,

igyamérkőzések száma 12·22 = 132.
2

b) A győzelmek (vagy vereségek) oszlopában összeadva a számokat, 98-at kapunk
eredményül - ennyi meccs végződött valamelyik csapat győzelmével, ez a mecs-

98 49 - 34 d" 1"1'esek - = - = 0,742 része. A többi (\32 - 98) = meccs ontet enu veg-
132 66

34 17 -.
ződött ez a meccsek - = - = 0,257 resze.

, 132 66
(A döntetlenek oszlopában a számok összege 68, annak megfelelően, hogy mind
a 34 döntetlen meccs mind a két résztvevő csapat "elszámolásában" feltűnik.)

c) Ha összeadjuk a megszerzett pontok oszlopának számait, 362 az eredmény, igy
. .. 362 181 .

a 12 csapat által megszerzett pontok csapatonkénti atlaga: ~ = - = 30,16;
12 6

362 181 -
a 132 meccsen megszerzett pontok meccsenkénti átlaga: 132 = 66 = 2,742.

@Minden eldőlt meccs~n3 + O, azaz 3, és minden döntetlenül végződöttön 1 + 1, az­
az 2 pont "talál gazdara", ezert a megszerzett pontok osszege 3 . 98 + 2 . 34 = 362
- amiből bármelyik fenti átlag ugyanúgy kiszárnitható. A meccsenkénti még köz-

49 . 17., 2 kerül ki t'vetlenebbül kijön: a mérkőzések 66 részen 3, 66 reszen pont eru iosz as-

49 17 181
ra, tehát az átlag: 3· 66 + 2 66 = 66
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b) Az összes befizetéseket egyrészt a fenti táblázat oszlopainak összegzésével szá­
míthatjuk ki - másrészt, mível minden százaIékra 260, illetve 340 Ft befizetés
jut, természetesen az összes befizetés, vagyis a 100% százszor ennyi, tehát
26 OOO, illetve 34 OOO Ft.

STATISZTIKA

százalék középponti szög
Spanyolország 29,3 105,5"
Olaszország 23,0 82,8 0

•

Izrael 11.7 42.1"
Marokkó 9.2 33.1"
Egyiptom 9,2 33,1 0

többi orszáa 17,6 .·03.4"-,,/;

a) Az össztermelés 85,2 millió mázsa.

közös költség fűtés

M. 7644 10 234
J. 2756 3706
E. 5096 7412
S. 8034 10 030
p. 2470 2618

L 26 OOO 34 OOO

STATISZTIKA

b) 14

12

10 -----

8
IM jukaték

6 III vazték

4 D keleti

2 II nyugati
O

jukaték vazték keleti nyugati

12582.1 a)

c) Mindkét oszlopban az aráuyok átlaga 20%, hiszen az összest, vagyis a 100%-ot
osztjuk S felé.

12583.1 Kezdjük azzal, hogy táblázatba foglaljuk az egyes produkcíók szerepléseinek számát.

Gerendás Péter 6 Kérdőjel 1 Al Capone I
Mozaik 7 B. Bíró Zoltán 3 Benkő László l
JazzConsort l Bach Szilvia l Képviselő Funk 1
Vas-Bocskai 1 Géczv Eríka 1

többi ország - --.,

y.----:;-;r----

Egyiptom --',

,'- - - Spanyolország

a) A produkciók egyszerű megszámlálásával: ll. Marokkó-v-"

Izrael
- ~ - - - - - Olaszország

b) SI %, illetve 33%. (l tonna = 10 mázsa)

491 493
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b) Magyarország: 1,225·1,188·1,282·1,236'1,183 = 2,728, tehát az 1992-höz
viszonyitott árszinvonal 272,8% volt.
Nagy-Britannia: 1,016·1,025·1,034·1,025·1,031 = 1,138, tehát az 1992-höz
viszonyitott árszínvonal 113,8% volt.

c) Magyarország: x 5 = 2,728, amiből x = 1,222. Átlagosan évi 22,2%-os volt az
árszínvonal emelkedése.

Nagy-Britannia: i = 1,138, amiből y = 1,026. Átlagosan évi 2,6%-os volt az
árszinvonal emelkedése.

Tudományoskutatásra fordítottösszegek

" " " " ''8'$ .$ $ '$ i?§' oli! fi! oli!'§' o
§ § J2
~ i'i s r;f i?

ij
si ~

,~ o ~

~li! ,$
~

40 OOO
35 OOO
30 OOO

O;
__:9 25 OOO

20000
-Ej 15 OOO

la OOO
5 OOO

O

1990 1999 a növekedés %-ban kifejezve:
természettudomány 4803 13 281 176,51
műszaki tudomány 16512 36486 120,97
orvostudomány 1482 6346 328,21
agrártudomány 3567 9429 164,34
társadalomtudomány l 955 10 613 442,86

""véb 1599 értelmetlen

b)

1990 2000 a változás százalékban kifejezve
műszaki 18 136 42831 24695 136,17
mezőgazdasági 4524 II 127 6603 145,95
közgazdaságtudományi 7 184 28073 20889 290,77
orvosi 6464 7573 l 109 17,16
gyógyszerészi l 193 1401 208 17,44
egyéb egészségügyi 1430 4807 3377 236,15
állatorvosi 517 928 411 79,50
bölcsészettudományi 5712 24563 18851 330,02
jogtudományi és államigazgatási 3594 10 303 6709 186,67
természettudományi 4991 II 537 6546 131,16
tanárképző főiskolai 9856 12992 3 136 31,82
tanítóképző főiskolai 5607 8513 2906 51,83
óvodapedagógusi 1597 2030 433 27,11
testnevelési 472 723 251 53,18
művészeti 2156 3107 951 44,11
hittudományi 1068 3731 2663 249,34
egyéb 2100 1964 -136 -6,48

12587.1 a)

Dzyx

DxYZ

- -~

19971996

.........- Magyarország

--+- Nagy-Britannia

1995
év

199419931992

18-24 25-29 30-39 40-49 50-59 60-69 69-
korcsoport(év)

.--- --- --_..__....- ------_._-_._...._- --_.._...-

~

r-: ~
~I . - -

- f-
- --

I--,

I-- r I- t 1--· ----_...- , _._-

- 1-- R'- 1- - -

f-
- ····1-

k 1-- --
I-- _ ..• I -

- ---- -- . -- - -

I ---- I-

450

400

~ 350
'o
~

t) 300
~

';;, 250
'ro
t! 200
S
61J 150
~

C1J 100

50

O

b) A teljes szavazókorú népesség 7,89 millió fő.

ZXY támogatottsága 1,954 millió fő (24,8%),
XYZ támogatottsága 1,864 millió fő (23,6%).

12585·1 a)
140

120

100

~ 80
se
~

60'o
C

:~ 40

20

O

12586.1 a)
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D áll. isk.

lill szakiskola

D kőzépiskola

D egyetem,
főiskola

D áll. isk.

• szakiskola

D középiskola

D egyetem,
főiskola

D ált. isk.

• szakiskola

D középiskola

D egyetem,
főiskola

Észak-Alföld

Dél-Dunántúl

Közép-Dunántúl

D ált. isk.

• szakiskola

D középiskola

D
egyetem,
főiskola

D ált. isk.

• szakiskola

D középiskola

D egyetem,
főiskola

D áll. isk.

• szakiskola

D kőzépiskola

D egyetem,
főiskola

D áll. isk.

• szakiskola

D középiskola

D egyetem,
főiskola

Dél-Alföld

Nyugat-Dunántúl

Közép-Magyarország

Észak-Magyarország

"

energia­
hordozó

feldolgozott
termékek

élelmiszer,r-ital, dohány,

D közgazdaságtudományi

~ bölcsészettudományi

D hittudományi

gépek és
szállító­

eszközök

nyersanyag - "",

feldolgozott
termékek

nyersanyag

élelmiszer, _
ital, dohány \,

energia- __ J
hordozó

gépek és
szállító­

eszközök

d) 30000 ---- - ---------

25 OOO --_.._---------------

20000
'8

t5 OOO

to OOO

5 OOO

O
1990 2000

a) Az "egyéb" tanulmányi ágban tapasztalható csak csökkenés.

b) Létszámban a legnagyobb növekedés a műszaki területen tapasztalható.

c) %-osan legnagyobb növekedés a bölcsészettudományi ágban volt. Ezt követi a
közgazdaságtudományi és a hittudományi ágban tanulók számának százalékos
növekedése.

a) A kördiagram készítéséhez a teljes szöget - 3600-ot - a különféle iskolatipusba
járók arányában osztjuk fel.
Pl.: Közép-Magyarországon (241 OOO + 22 OOO + 109 OOO + 49 OOO =) 421 OOO

tanuló jár iskolába. 241 OOO . 360° ~ 0,5724 . 360° ~ 206°, igy az általános is-
421000

kolásokat szemléltető körcikk középponti szöge ~ 206°.

A kördiagram készítésekor az egyes termékeknek megfelelő középponti szöget
megkapjuk, ha a megadott százalékérték század részével megszorozzuk a teljes szö­
get. Például: a feldolgozott termékeknek megfelelő középponti szög az első ábrán
0,353 . 360° ~ 127°.

Behozatal Kivitel
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b)

általános iskola szakiskola
250 OOO 25 OOO - - -- _._-------

200 OOO - ~- 20 OOO

150 OOO - -- ------ 15 OOO:: ::- _I 1- ~.

100 OOO - 10 OOO -
~- :::- :: ::--.: - - 9;

50000 - :: I 5 OOO
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Szakközépiskolai tanulók összetétele
a 12. évfolyamon

3%--,

5%--,

2%-

--.t-- gimnázium

---+- szakközépiskola

szakiskola

~:f
300

200-1---­

100 --7=--.-------'--:....,...----=4
oJ~-~~~~

pc
!<$
~-,

,-- 14%

III mechanikai D villamos D vegyészeti D építési

• biológiai D biokémiai D geológiai

2% --~

1%--, ~

6%--, ',- ~

68%
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13 .

198

év

férfi
47,7%

Az összlakosság százalékos
megoszlása

-

0-9 10-19 20-29 30-39 40--49 50-59 60-69 70-79 80-89 90-

nő

52,3%

b) A nőtöbblet alakulása az egyes korcsoportokban:

250

200

150
~
~ 100
~

50

O-h;~-'-';~-'-';~-,-;~-,-J-~

-50

0-9 10-19 20-29 30-39 40-49 50-59 60-69 70-79 80-89 90­
év

c)

12595.1 a) 900

~ ~-~700

~ .~
~500 ~

~ 400
300 _!

200
100

O

fJ!lI külföldi

D belföldi

J

242016

A vendégéjszakák száma

128

--- />:':
/'- ~-!

....• /- --

4

4500 4270
4000
3500
3000
2500
2000
1500
1000
500

O +--,"""--L~

'c,% ~ ;SY ;SY ;""rc-ó.o 'i-,.&o .&0,,'\! .<;'
'~ 'c,'" ~o' eJ' <" i>§ ",'" ,o ",'"A~ ,f' ,,'Y ",'Y AC, '" <:F"c,.p% 'e;~ it ':;P ~c,% ~

''ZJ'i <ll'" ~"Iv
~<ll'\! "v"''\!

b)

a) Az összes kereskedelmi szálláshelyen töltött vendégéjszakák 57,2%-át foglalták
el kíílföldiek.

idő (óra)

b) A szomszédos pontokat összekötő szakasz pontjaihoz nem tartozik tényleges láz­
érték.

c) A lázgörbe alapján nem állapítható meg, hogy déli 12 órakor mennyi volt a tény­
leges hőmérséklet. Pl.: lehet, hogy felugrott a láza, de az is lehet, hogy lázcsilla­
pító hatására alacsonyabb lett a beteg hőmérséklete annál, mint ami a grafikonról
leolvasható.

12593·1 a) 39,5

~ 39

~ 38,5

-E 38
6:g 37,5

37+--~-~-~--~-~_~
O

e) Közép-Magyarországon jelentősen több, Dunántúlon pedig több éjszakát tölte­
nek el a külföldi turisták, mint a hazaiak, a másik három régióban viszont a ma­
gyar vendégek a gyakoribb látogatók. Ez leginkább Észak-Magyarországra jel­
lemző.
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-+- energia
(kca1/kg/nap)

D Noordholland

Overijsel

I!!I Utrecht

• Zeeland

III Zuidholland

D Drenthe

D Fries1and

D Groningen

D Gelderland

D Limburg

ONoordbrabant

2,2

STATISZTIKA

2,62,8

Az átlagos havi változás:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 II

b) Az energiaszükséglet (kcal/kg/nap) átlaga: 103
szórása: 8,8
mediánja: 99,5.

c) A szereplő számsokaságnak 2 módnsza van, a 99 és a 95.

d) Egy csecsemő energiaszükségletének átlagos bavi változása (kcal/kg/nap):
Jelöljük di-vel az i-dik és az (i - l)-dik hónap közötti változást! (1 :; i :; ll)
dl = 116-124 = -8 dz = 109-116 =-7
d3 = 103 - 109 = -6 d4 = 99 - 103 = -4
d5 = 96,5 - 99 = - 2,5 d6 = 95 - 96,5 = -1,5
d7 = 94,5 - 95 = -0,5 dg = 95 - 94,5 = 0,5
dg = 99 - 95 = 4 dIO = 100 - 99 = l
dll =104,5 - 100 =4,5

b)

c) Egy holland tartomány átlagosan 31800: II = 2890 (km-),

11

~d
~, -19,5
1.=L- = -- = -1,77 (kcal/kg/nap).

II II

12599.1 a) Hollandia területe 31 800 km-.

-r
I
,

12598.j a)

I
140
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100

80

60

40

20

O
O

szénhid­
rogének

69%

----'

szénféle­
ségek
13%

systolés vérnyomás
diastolés vérnyomás

16-18
éves

2000

2000
egyéb

2% ---\

13-15
éves

70%

60%

50%

40%

30%

20%
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O

villamos
energia ---~~

16%

STATISZTIKA

-~-~,
szénféleségek

19%

7-9
éves

szénhid­
~--~---- rogének

61%

___ egyéb
1,0%

1990

0-6
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70%

60%

50%

40%
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O

systolés vérnyomás (Hgmm) diastolés vérnyomás (Hgmm)

Iátlag 125 80
Imedián 125 80
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b)

12597.1 a) Hgmm
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a) A nevesített 37 autómárkához tartozó eladási darabszámok átlaga:
(174303 - 179) : 37 = 4706.

b) Az átlagtól való eltérés a következö autómárkák esetén:
Renault: 13 319, Seat: 414, Porsche: 4691.

c) Az e1sö 5 márka értékesítése fedi le az eladott darabszám felét.

a) átlag: 2,62
szórás: 1,0
medián: 2
módusz: 2

b) 14 - - -- "1r-- --- ----------

torna ökölvívás birkózás lövészet

egyéni
aranyérem--- ----------1 cd

! '-------=::=.:::::.J

12601.1 a) 12
Afrika Afrika

14% 12,2% 10
Európa Európa
39,7% 43,6% 8

----- --, --------,
Amerika 6

20,3% Amerika
414,9%

2

Ázsia Ázsia °26% 29,3% vívás úszás

b) A második évben az összbevétel csökkent, háromnegyedére esett vissza, ezt je­
leztük a kisebb körrel. Átrendeződés folyt az egyes konlinensek között: Európa
részesedése nőtt, hasonlóan Ázsiáé is, bár csak arányaiban, hiszen mindenhol ke­
vesebb a bevétel, Amerikában zuhant vissza a legjobban.

b) 2,6 millió literből 94% a felsorolt 5 cég, 6% az egyéb. Azaz 156 OOO liter az
egyéb, Tejes I 806 OOO líter; Tejes 2 624 OOO liter; Tejes 3 494 OOO líter; Tejes 4
312 OOO liter; végül Tejes 5 208 OOO literrel részesedik a napi fogyasztásból.

c) A vezető cég Tejes I 806 OOO literrel. Mivel Tejes 2 részesedése 624 OOO Iíter,
ezért 182 OOO literrel többet kell megszereznie a többlet 600 OOO literből, mint
Tejes l-nek, ha utol akarja érni. Ezért a többletből 30,3%-kal többet kell megsze­
reznie, mint Tejes l-nek. Azaz, ha Tejes I megszerez pl. 15%-ot, 90 OOO litert,
akkor Tejes 2-nek 90 OOO + 182 OOO = 272 OOO litert kell megszereznie, ami ép­
pen 30,3%-kal több, mint a 15, tehát 45,3%.

a) A kördiagramon a ha­
todik az egyéb kategó­
na.

Tejes 5 __~

8%

Tejes 4
12%

Tejes 3 ,"
19%

. __ egyéb
: 6%

Tejes l
._---- 31%

Tejes 2
24%

a) A sportágankénli összes érmes helyezések átlaga: 23,1
mediánja: 16.

A számsokaság kétmóduszú: móduszai l és 20
szórása: 23.

b) Az első öt sportág az ezüstérmek száma szerinti sorrendben:
kajak-kenu
vívás
úszás
birkózás
torna vagy atlétika

Az első öt sportág a bronzérrnek száma szerinti sorrendben:
vívás
kajak-kenu
birkózás
atlétika (az előzővel felcserélhető)

úszás
Az első öt sportág az összes érmek száma szerinti sorrendben:

vívás
kajak-kenu
úszás
birkózás
torna
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1500 2000

• teherautó

O motorkerékpár

• teherautó

D motorkerékpár

összesen:
23,4%

Járműeloszlás 2002-ben

Járműeloszlás 1997-ben

O 500 1000

cm személyautó

D autóbusz

~ személyautó

D autóbusz

motorkerékpár
125%

O 500 1000 1500 2000 2500

autóbusz
-15,2%

autóbusz
1,6%

autóbusz
1,1%

teherautó
19,4%

teherautó
17,3%

Járműeloszlás 1997-ben

Járműeloszlás 2002-ben

személyautó
SO,3%

teherautó
17,9% "'..,

motorkerékpár
0,2%

személyautó
24,S%

személyautó
SI,2%

'----

motorkerékpár
0',4%

Az utolsó szám az összes jármű létszámnövekedése százalékban az 5 év alatt,

Megjegyzés:
Az egyes százalékos növekedések átlaga nem adja meg a 23,4%-ot, mert nem azo­
nos súlyokkal szerepelnek!

b)

c) Látszik, hogy a forgalom az óránkénti 2000 körüli (pontosan 2012) értékről 2500
körülire (2482) nőtt. Ez közel 25%-os növekedés. Ez az első észrevétel. A máso­
dik az összetételre vonatkozik, ahol a tömegközlekedés aránya 2%-ról kb. a felé­
re, I %-ra esett vissza. Ez rossz jel, mert ezzel a terhelés és a környezetszennye­
zés tovább nő. A motorkerékpárok száma több, mint kétszeresére, 125%-kal nőtt,

míg az autók kb. a forgalom növekedésének arányában nőttek, a teherautók kissé
alatta. A buszok száma viszont csökkent 15,2%-kal! Az alábbi százalékos válto­
zás adható meg a négy járrnűtipusra:

12607.1 a)

EJ Afrika

- ~ -- --'

Afrika
6%

Amerika
S%

" Ausztrália
"" 20/0

,
,

Antarktisz
3%

Ázsia
9%

Európa
2% --

EJ Európa • Ázsia

gyakoriság
20

15

10

5

O-l-~~--,~~~~--;e---,
70 SO 90 100 110 120 130 140 150

D Amerika • Ausztrália D Antarktisz

tengerek
70%

0% 20% 40% 60% SO% 100%

Ázsia
30%

Afrika
21%

___ Európa
,: 7%

->-----re.",

Antarktisz
9%

Ausztrália _
6%

Amerika
27%

20

15

10

5

O~~
70 SO 90 100110120130140150

.g: = 0,147. (Az eredményeket egy zsebszámológép statisztikai üzemmódjával
x
némi jártassággal ki lehet számitani, a fenti képletek végigszámolásához pedig
türelem szükséges.)

b) A Föld teljes felszinét a gömbbel való közelitésből kapjnk:

F = 4R 2n = 5,112,10 8 km-,
A megadott földrész-területek rend­

re, ugyancsak 108 krn--ben: 0,105;
0,449; 0,303; 0,398; 0,088; 0,133.

Ezek összege 1,476 . 10 8 krn-.
Mivel a teljes felszin

5,112 . 10 8 km-, ezért a tengerre

adódik 3,636 . 108 km-, arányában
70%.
A kördiagram a tengerekkel együtt:

a) Oszlop. illetve vonaldiagram
gyakoriság

- 70· 2 + 80 . 3+ 90·6 + 100 ·12 + ...+ 130·8 + 140·1 + 150 . 2 _ II O'
b) x = 70 - •

2· (110.43 -70)' + 3· (110.43 - 80)' + ... + 2· (150 -110,43)'
(1= =16;

70

12605.1 a)
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megye terűlet (km-) lakosság (ezer fő) népsűrűség (lakos/kmé)

Bács-Kiskun 8362 539,7 64,54

Békés 5632 402,5 71,47

Csongrád 4263 427,1 100,19

Hajdú-Bihar 6212 549,7 88,49

Pest 6393 985,1 154,09

Szabolcs-Szatmár 5937 572,4 96,41

Szolnok 5608 420,7 75,02

900
800+---,­

700

600

500

400

300

200

1O~ l---l---)::=~=:::::::::::::r~~~::::::::::::::+::::::::::::=i==~

Szilárdhulladék-eloszlásb)

'~ ,~% ''tJ-% 'rr;,.%
<r,~ $o."'\) ~ i,.'o'V

~~ c.",<r,o 4>0';; d-0
" il O',,, ;;."..;;.",,,, ",' ,,'f

c) A legnagyobb szemetelő az USA, bár egy főre jutó szilárd szemétben Japán alíg
marad le, hiszen jóval kevesebb emberre jut ez a mcnnyiség. Kanada például élre
ugrik, hiszen a legkisebb lakossága van a felsorolt országok között. Figyelembe
véve a lakosságot: légszennyezésben Kanada, USA, Nagy-Britannia a sorrend;
szílárd szennyező anyagokban pedig: USA, Japán, Kanada.

[J Békés

[J Csongrád

[J Hajdú-Bihar

[J Pest

D Bács-Kiskun

D Szabolcs-Szatmár

• Szolnok

50004000300020001000o

2

b)

12608.1 a)

A felső szalagdiagramon a lakosság, az alsón a terület eloszlás látható. Pest esetén
kis területen arányaiban sok lakos, mig fordítva: Bács-Kiskunban nagyobb területen
arányaiban kisebb a lakosság. Tehát a népsűrűség minimuma az ábra szerint Bács­
Kiskun, mig a maximuma Pest. Ezt természetesen az al-ban megadott népsűrűség­
adatok is jelzik. Minél jobban felfelé nyílík a két vonal ott nagyobb a népsűrűség.

22 OOO

22500

21000

20500

20000

19500

19 OOO -IJIIl,JIL-,JIL,JIIl,JIL,JIII,.

---- I

...., N ~ ~ ~ ~ ~ 00 ~ o
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ o
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ o-----_....-< __ N

5 OOO

15 OOO

25 OOO

20 OOO

10000

Az első grafikon a lényegében változatlan, vagy csak alig növekvő lélekszám mel­
lett érvelők fegyvere lehet (radikális sziú .nacionalistak": "lám, a gonosz többségi
fehér társadalom elnyomja a kisebbségeket, elszívja népünk erejét, romlásba és
nemzethalálba taszít" stb.); a második épp ellenkezőleg, a dinamikus fejlődést látó­
ké ("az állam nagyvonalú gondoskodása lendületes gyarapodást eredményez"; sőt

ennek veszélyeit is felnagyithatja egy többségi szélsőséges: "a mi pénzünkön soka­
sodnak, és majd kiszorítanak innen bennünket"). Mindkét túlzással szemben aján­
latos a józanság: hiszen ugyanarról az adatsorról beszélnek! Fontos lenne az egész
(USA-belí, illetve kanadai) népesség növekedésének ismerete is, hogy azzal egybe­
vetve mit mutat ez a növekedés.

USA
57%

Franciaország
5%

Légszennyezés-eloszlás

Kanada
8%

Japán
4%

Olaszország Spanyolország
5% 5%

Németország
7%

Nagy-Britannia
9%

12609.1 a)
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cr,
cr,

_.._--

00
00
cr,

év

• •

I

- -----_.._----

o e-i "" -r <n -o t- oo cr, o ~

00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 cr, cr,

'" '" '"
cr,

'" '" '" '" '" '" '" '"év

d) Az al-beli díagram a bortermelés alakulását torzitatlanul mutatja évről évre. A
b)-beli díagram alapján a bortermelés folyamatos növekedését, a cl-beli alapján
pedíg folyamatos csökkenését lehet sugallní manipulativ céllal.

c) 18 OOO

:2 16 OOO

o 14 OOOoo 12 OOO
~

10 OOO,~

"i3
§ 8 OOO
~ 6 OOOo
.o

4000

2000

O

b) 18 OOO

:2 16 OOO

o 14000
oo 12 OOO
,

10 OOO,"
"i3
E 8 OOO
" •~

1: 6 OOOo
.o

4 OOO

2 OOO

O
o ~

00 00

'" '"

-I

1987 1988 1989
125,4 127,5 129,9

1983 1984
121,5 121,7

18 OOO

:2 16 OOO

o 14 OOO
:5
~ 12000

.a3 10 OOO

=o~ 8 OOO
- 6000
.c 4 OOO

2000
0+--~~-~-~-~~-~-~~~~-~---1

a) Az első grafikon előnye, hogya vízsgált időtartamra jó áttekíntést ad. Megálla­
pitható belőle, hogy apolitikus népszerűségénekenyhe csökkenése a fő tenden­
cia a 12 hét során. Hátránya, hogy a részleteket, az ingadozásokat és a pontos ér­
tékeket nem lehet leolvasni.
A második grafikon előnye a pontos leolvashatóság, a rövid időtartamú változá­
sok jó megfigyelhetősége. Hátránya, hogy a változásokat felnagyitva manípnla­
tiv célokra használható.

b) A politikust támogatóként azt lehet sugallní, hogy a népszerűsége gyakorlatilag
változatlan, mig ellenzékiként a második grafikon szubjektív hatására alapozva
egyenletes és erőteljes csökkenést lehet sugallni a nem kellően figyelmes olvasó
számára. A csökkenésen nem lehet vitatkozni, csupán annak mértékén.

b) Az első grafikon alkalmas olyan sznbjektív benyomás keltésére, hogy nagymér­
tékű változások történtek (erőteljes csökkenést sugall 1981-83-ban, erőteljes

növekedést 1984--89 között). Az eredmények, ílletve hiányosságok szándékos
felnagyítására alkalmas tehát ez a grafikon.
A második grafikon az állandóság, illetve kísmértékű emelkedés szubjektiv ér­
zetét keltheti, tehát alkalmas lehet az elért eredmények lekicsinylésére.

12613.1 a)

o O;; '" "" -e- <n -c t- cc cr, o
00 00 00 00 00 00 00 00 00 cr, cr,

'" '" '" '"
cr,

'" '" '"
cr,

'" '" '"~ ~

év
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Tovább lehet "élezni" a különbségeket, ha nem O-nál kezdjük az y tengely beosz­
tását.

c) A skálán múlik minden, honnan indul, és milyen egységek vannak rajta (lépték).
Artúr kiemelkedik kicsi eltérések

500 OOO

400 OOO

300 OOO

200 OOO

100 OOO

O 1-L..L~-t.-- r-'- '--1---

-<J...~~ ':$-~ . "/).'}":>-

V (J'ú <:;j'>

510 OOO

490 OOO

470 OOO

450 OOO

430 OOO

410 OOO

390 OOO

370 OOO

350 OOO

12616.1 a) 1400
1200
1000
800
600
400
200

O
o-o

'"
b) 1400

1200
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800
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400
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O
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I
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b) 500 OOO
450 OOO
400 OOO
350 OOO
300 OOO
250 OOO
200 OOO
150 OOO
100OOO
50 OOO

O
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IZ617J a) idő '93.09. '95.03. '96.01. '97.01. '97.1 l. '98.08. '99.01. 2000.01. 2000.08.
jegyér 25 35 50 60 70 75 90 95 100
bérlet J140 1500 1950 2460 2800 3000 3400 3600 3800

vagy talán még jobb:
Egy főre jutó cigarettafogyasztás az EU tagallamaiban, db (1997)

3500

d) Az átlagos egy főre jutó cigarettafogyasztás lehet a súlyozott számtani közép, ha
ismerjük az országok lakosainak számát. Enélkül nem lehet a kérdésre válaszol­
ni, (Az országok között a középső - medián - Portugália 1681 szállal, mert az a
középső ország, hiszen a grafikonon már nagyság szerint sorba vannak rakva az
országok.)

b) Az a probléma, hogy az időt nem egyenletesen mutatja, van olyan két dátum,
amelyek között csak 5 hónap telt el, s van olyan, amelyek között másfél év, illet­
ve többször egy év. Ezért a változás meredeksége csalóka.

c) Mintha a növekedése az utolsó időkben lelassult volna, de ez a rossz lépték miatt
van. A grafikon első részében általában egy-másfél év távolságú pontok vannak,
míg a végén van 7 hónapos is.

d) Nem helyes, zavaró a kettő együtt, mert más egység van megadva, az egyiknél
10 Ft; a másiknál 500 Ft az egység. Az azért leolvasható, hogya bérletáraknál
erőteljesebben emelkedtek a vonaljegyárak.

a) Azt tudjuk leolvasni, hogy az egyes EU országokban egy év alatt átlagosan hány
szál cigarettát szívtak ell997-ben, Ismerve a lakosok számát, ebből meg lehet
mondani, hogy hány szál cigaretta fogyott az egyes országokban.

b) Zavaró a ferde oszlopdíagram, amit a cígarettás doboz még el is takar, a vége pe­
dig feleslegesen felkunkorodik -, nem lehet tudni, hogy az oszlopok csak a fehér
vagy a fekete véggel együtt értendők, Aránytalan az oszlopok hossza, valamint
az sem látható, hogy O szint hol van, Az sem vílágos, mit jelent a csillag Luxem­
burg és Finnország esetében,

c) Egy korrekt ábra:

Egy főre jutó cigarettafogyasztás az EU tagállamaiban. db (1997)
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Finnország
Svédország

Hollandia
Franciaország

Nagy-Britannia
Olaszorszag

Belgium
Portugália

Ausztria
Írország

Dánia
Németország

Spanyolország
Luxemburg

Görögország

o 500 1000

St4

1500 2000 2500 3000 3500

s

a) A kenőpénzek nagyságát akarja a rendőrség különböző rangú vezetői esetén áb­
rázolni, Nem derül ki azonban, hogy ez egy ügyre, vagy egy bizonyos időszakra

vetített összeg, A számok 130 rendőr megkérdezéseből származnak. Teljesen
megbízhatatlan adat, ráadásul nem tudjuk, mire vonatkoznak a számok, Talán az
egyetlen következtetés, hogya minisztéríumi vezetők kenőpénzei legalább egy
nagyságrenddel nagyobbak az országos vezetőkénél. és a kisembereké 600-ad
része a legmagasabb kenőpénzeknek.

b) Hiba, hogyapénzoszlopok magassága nem arányos az értékükkel. Ráadásul tel­
jesen feleslegesen girbe-gurbák, például ha a 25 OOO Ft egy pénzérme, akkor
100 OOO Ft nem 3, hanem 4 darab, mig az 500 OOO már 20 darab (az ábrán talán
4), az l 500 OOO pedig már 60 darab (az ábrán 6), végül a legmagasabb 600 darab
lenne (az ábrán talán 38, nehéz megszárnolni). A térbeliség is zavaró lehet, bár
nem ez a fő hiba,
Egy helyes ábra, az adatok alapján:

Sts
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a) Először is nem világos, mi a munkanélküliségi ráta. Az sem világos, hogy a
246 300 munkanélkülibe már beszámították, vagy még hozzá kell adni a 135 OOO
tartós munkanélkülit. Ha beszámították, akkor a 3 978 OOO foglalkoztatott mellett

az arány 246 3~04: ~09~8 OOO 0,058, tehát 5,8%. Ha még hozzá kell adnunk a

tartósan munkanélkülieket, akkor 0,0875, azaz 8,75% lenne az arány. Ez sehogy
sern stimmel. A cikk szövege szerint egyébként bele kell érteni a 246300-ba a
135 OOO főt, amíre a szövegben megadott arány 49,5%, ez sem jó, hiszen valójá­
ban 54,8%! Azaz a tartós munkanélküliek aránya még magasabb.

b) Az ábrán a férfi és női ráta viszonyait tüntettük fel,
amiről a szövegben egy sort sem irnak, ráadásul a
megadott 6,7% kb. az 5,8 és a 7,5 számtani köze­
pe. Jobb lenne kördiagram a térbeli "sajt-" (ellip­
szis) diagramnál, ami pont a szögeket torzitja, igy
nem lehet leolvasni helyesen az arányokat.
A pontos diagramnál kicsit nagyobbat sugall az
újság ábrája. Emellett inkább a munkanélküli nők
és férfiak számát kellett volna ábrázolni, az többet
mondana.

Megjegyzés:
Itt nyilván azt próbálták ábrázolni, hogy a nők körében 5,8%-os, a férfiak között
7,5%-os a munkanélküliség - de mit jelent igy ez a diagram? Minek az eloszlása
ez? Semminek. Viszont a 44%-56% valóban valami eloszlást jelent - itt viszont
(adatok hiján; sőt ismerve a nemek megoszlását, kifejezetten az adatok ellenére)
az a háttérfeltételezés, hogy ugyanannyi a női és a férfi munkavállaló (munkaké­
pes stb.), ami nem igaz.

a) Az első két hasáb nem a képzeletbeli kezdővonalról indul; felesleges a térbeli­
ség; zavaró a hajó és a felfestett víz az alsó téglán, mivel az éppen a személyautó­
kat ábrázolja; nem világos, mi az a, és mi a b, megjegyzés; míért áll majdnem
minden adat két számból (milyen tól-ig határokat ábrázolnak?); a két szám me­
Iyikét akarja jelezni a téglák hossza; amely egyébként messze nem arányos a fel­
tüntetett költségekkel (egyik számmal sem).

b) Az alsó tengelyen lévő számok milliárd Ft-ot jelentenek, az ágazatokat átlagáron

ük I 'b 172 + 232 . b' h "'vettu , p . auto usz: 202, ami persze nem iztos, ogy Ja, mert
2

nem tudni, mit jelent a két érték!

1084 6
írásbeli dolgozatok átlaga (pont)

2O

4 OOO OOO

a) Mert nem O-tól indul a tengely, így a különbségek felnagyitva látszanak. Emellett
pontatlan is, hiszen pl. 1994 és 1995 között 0,03 a különbség, ami nagyobbnak
látszik, mint 1996 és 1997 között, ahol pedig már 0,04 a különbség.

b) Egy helyesebb ábrázolás:

1992
1993 -pw...---:"++-'--+-e-~~-'-+-'-+ __-'--'-'L..~_

1994 +-..."...,~-r--7"---""'''''''''-!-'-'--''c
1995 f-2-+;-~~~--ci­
1996 +-+;;--!-'-'-"-'-+-"--'
1997+--';-;-'---'--i- --'--i--'-'--'-~~
1998 -l-'>--'----:.,::,.::.;.~-~~-'--+~_+_---:.,---:.,---:.,-+-:..;..::c..L,
1999 +--:----+-+---~-+--'---'--.........;-----'---:.l,____--______i

8 OOO OOO

10OOO OOO

12OOO OOO

t4 OOO OOO

2 OOO OOO

16OOO ooo
Rendőri korrupció becsült mértéke

6 OOO OOO

c) Nyilván nem csak a tanulók szinvonala változott ilyen mértékben, hanem a fel­
vételi dolgozatok nehézsége is. Emellett nem tudjuk, melyik tárgyra vonatkozik
az ábra. Azaz lényegében semmit nem mond, ráadásul minden évben lehetett má­
sik tantárgy, amiből a maximális pontszámot elérték.

516 517
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II109

6

1/36
2/36
3/36
4/36
5/36
6/36
5/36
4/36
3/36
2/36
1/36

6 7 8
pontösszeg

I lehetőség

2 lehetőség

3 lehetőség

4 lehetőség

5 lehetőség

6 lehetőség

5 lehetőség

4 lehetőség

3 lehetőség

2 lehetőség

I lehetőség

54

2 3 4 5
dobókocka pontjainak száma

32

~

r- r-

~

- . - .. r- ..

..

i

14
12

_~ 10

'I: 8o
o:l 6
50 4

2
O

0,180

0,160

en 0,140
'ro.i'J 0,120
o

o:l 0,100
»,

::' 0,080

] 0,060
c
- 0,040

0,020

0,000

dobás 1 2 3 4 5 6.
gyakoriság 6 8 12 13 7 14
relatív evakorisáa 0,100 0,133 0,200 0,217 0,117 0,233

c)

b) Számolás:
2 = I + I
3 = 1+2
4=1+3=2+2
5=1+4=2+3
6=1+5=2+4=3+3
7=1+6=2+5=3+4
8=2+6=3+5=4+4
9=3+6=4+5
10=4+6=5+5
11=5+6
12 = 6 + 6

b) A leggyakrabban a hatos fordult elő.

!2625,1 a)

12626,! a)

~'I~-

u Ú Ü Ű

(milliárd Ft)
1000 1200 1400800

főirányok

í o ó ö ő

magánhangzók

600

0,3

o

ee
·ro10,2

50
> 0,1
-~

íj

400200o

a á e é i i o ó ö ő u Ú Ü ű

Irégi 0,11 0,11 0,21 0,05 0,16 O 0,12 O 0,02 O 0,16 O 0,07 O
I úi 0,17 0,11 0,32 0,04 0,13 O 0,11 O O 0,02 0,08 O 0,02 O

Tervezett közlekedésfejlesztési és -fenntartási
beruházások Magyarországon (1994-2000)

repülőgép

hajók

vasú:J~~~~",~...",~",,,,~....~..~..,-Jteherautó

autóbusz

személyautó

a) A gyakoriságokat épp a feladat táblázatában szereplő adatok jelentik. A relativ
gyakoriságokat ebből az összes eset számával (2 + I + O+ I + 3 + O+ I + 2 = 10)
való osztás révén kapjuk:

b) A diagramon a relatív
gyakoriságok láthatók;
a gyakoriságok diag­
ramja ugyanilyen, csak
a felvett értékek 10­
szer ekkorák.

b) 0,35

.:iP 0,30
'I: 0,25
o

o:l 0,20
»,
~ 0,15

1ii 0,10
~ 005

0,00
á éa e

!2624,1 a)
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c) Ez éppen a kumulált relatív gyakorisággal egyenlő, tehát a kérdezett gyakorisá­
gok 0,668, illetve 0,576.

-- F 'p" ~~

[[;]D ;:rfi r-
---- ---------_ ...-

l-

r-

f-
-

-- -_.._- - - I
j r-1 - -

r-
--

_r- f='- -- --- ---- -

432

hibák száma relatív gyakoriság
O 0,36 -' 0,360
l 0,74 - 0,36- 0,380
2 0,915 - 0,74 = 0,175
3 0,975 - 0,915 = 0,060
4 0,995 - 0,975 = 0,020
5 0,999 - 0,995 = 0,004
6 1,000- 0,999 = 0,001

>7 O~ 0,000

o

0,400
0,350

en
~E 0,300

~ 0,250
OQ 0,200
"~ 0,150
~

'il 0,100
0,050

0,000 +-c:-r-:-.--::-r-:--.---=,::::;O=<:-..,.......,-~-,~

A grafikon:

12631.1 a) Készítsünk táblázatot az előforduló
hibaszámok relativ gyakoriságáról:

64594939
életkor

2924

1,000

0,900

0,800

0,700

0,600

0,500

0,400

0,300

0,200

0,100

0,000
15

b)

c) Aminőségi előirások szelint kell, hogy a távolság legalább 14,5 - 1,5 ~ 13 (mm)
és legfejebb 14,5 + 1,5 ~ 16 (mm) legyen. Ez 21 alkalommal fordul elő, ez az ösz-

szes esetnek ~~ ~ 0,875 része (87,5%-a).

hibák száma

élettartam gyakoriság
850-900 10
900-950 16

950-1000 28
1000-1050 40
1050-1100 60
1100-1150 45
1150-1200 25
1200-1250 17
1250-1300 9

. ., 360·0+ 380·1 + 175·2 + 60· 3+ 20·4+ 4· 5+ l· 6
b) Atlagos hibaszám ~ ~ 1,016,

1000

b) Az átlagos élettartam a várható élettartamnak jó becslése:
'l 'l 875·10+925·16+ ... +1275·9 ,
at agos e ettartam = = 1075 (ora).

250

12632.1 a)

osztályhatárok mm-bcn gyakoriság relatív gyakoriság
12-13 2 0,08
13-14 4 0,17
14-15 12 0,50
15-16 5 0,21
16-17 l 0,04

b)

12630·1 a) 12

10

en 8.~

00
.~

6o
~
e-, 4ee

2

O
14-1512-13 13-14

mm

522 523

tr
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2219-2115-16 17 18

munkaidő (perc)

8

10-14

6 7

o

7

54
magszám

32o

b) Az átlagos magszám:
0·2 + II + 2·3 + 3·9 + 419 + 5 26 + 6 21 + 7 ·12 + 8·7 506

x = = -= 5,06'
2 + l + 3 + 9 + 19 + 26 + 21 + 12 + 7 100

kerekítve mondhatunk kb. 5 magot.

c) A mediáu az 50. és 51. mag átlaga, mindkettő 5, tehát 5. A módusz a leggyako­
ribb magszám, a gyakorisági diagramon jól láthatóan ez is 5.

a) Az egyes "munkaidőosztály" átlagok rendre: 12; 15,5; 17; 18; 20; 22 - ahonnan
a 30 dolgozat átlagos munkaideje a gyakoriságokkal súlyozott közepe a felsorolt

. k 12·5+15,5·7+17·4+18·7+20·6+22·1 504,5 16 6'
6szamna: - =--= 81

30 30 "
tehát az átlagos, egy dolgozatra eső munkaidő becsölt értéke: 16 perc 49 sec.

b) A pontosabb átlag az osztályba sorolás előtti adatokból: 16,86 perc, azaz 16 perc
52 másodperc, 3 másodperccel hosszabb. Az eltérés onnan van, hogy az osz­
tályokban nem egyenletesen szerepelnek az értékek, így az osztályközép csak
becslés.

@Az első táblázat alap­
ján a hisztogram: a
10-14 5 egység szé­
les, 15-16 2 egység
széles, a 19-21 há­
rom egység széles, a
többi egységnyi. A
magasságoknál a gya­
koriságot kell osztani
az osztályszélesség­

gel, ez adja a hisztog­
ram téglalapjai magas­
ságát.

[263!iJ a) 30

25

20

15

10

5

o-lJ:1ill~9glf!1

1250 1300

piros
14

(100,8°)

fehér
22

(158,4°)

,

'----

zöld
14

(100,8°)

P F Z

Igyakoriság 14 22 14

I relatív zvakorisáz 0,28 0,44 0,28

Az izzó élettartama relatív gyakorisága

legfeljebb (óra)
900 0,040

950 0,104

1000 0,216

1050 0,376

1100 0,616

1150 0,796

1200 0,896

1250 0,964

1300 1,000

c) A fehér szín fordult elő a leggyakrabban.

d)

900

A grafikon:

c)

12633.1 a-b)

514 51S

-
I----------------_±_----------------_...



STATISZTIKA STATISZTIKA

32 55

15001- 20001- 25001-
20 OOO 25 OOO 30 OOO

31

10 001­
15 OOO

25

------~----------------~___J

5001­
10 OOO

1-5000

1-5000 1--__12I_____
5001-10 OOO 8

e---!2_ 00 l-IS OOO 2
IS 001-20 OOO O ----
20001-25 OOO 2
25001--30 OOO I

közönt létszámban nyelvet beszélnek

lIO ­

100

90

80

70

60

50

40

30

20

10­

O

b) 0,40 --

on 0,35
-ro

0,30~

'C

~
0,25

c-, 0,20on
> 0,15
.~

0,10
il 0,05

0,00
20

30 OOO
b) A legnagyobb nyelv 232 300 ~ 0,13 részt jelent. Az öt legnagyobb nyelv be-

ol o,. k .. 10 o 3 103 OOOsze ome egyuttes etszama 10 OOO, ez ~ 0,44 részt jelent. A tíz leg-
232300

nagyobbé pedig 151000, ez 151 OOO ~ 0,65 rész.
232300

j263iJ a)

A fejek számúnak gyakorisága
350

300

250

200

150

100
50 -­
O+-LJ,-L-L,-L--L,-L-..L,-L...L-,--L...L,

adat gyakoriság relatív gyakoriság
20 2 0,20
25 2 0,20
3t 4 0,40
32 I 0,10
55 1 0,10

O I 2 3 4 5

b) Az összes fejek száma: 148 + 2·312 + 3·303 + 4·165 + 5·34 =
=148 + 624 + 909 + 660 + 170 =2511.

c) Mivel egyszerre 5 pénzt dobtak fel. 1000 kísérlet 5000 dobást jelent, tehát a re-

lati kori 2511anv gya onsag: -- = 0,5022.
5000

A gyakoriságot és relatív gyakoriságot tartalmazó táblázat:

3,7 3,3 3,7 3,5 3,5
3,6 3,6 3,9 3.8 3,6
3,7 3,6 3,9 3,5 3,8
3,7 3,6 3,5 3,7 3,7

adat gyakoriság relatív gyakoriság
3,3 I 0,05
3,4 O 0,00
3,5 4 0,20
3,6 5 0,25
3,7 6 0,30
3,8 2 0,10
3,9 2 0,10

12636.1 a)

12637.1 A kerekített értékeket tartalmazó táblázat:

12638.1 a)

516 517

*
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a) Az osztályba soroláshoz 5 egyforma széles osztály kell, tehát a legkisebb (52 mm)
és a legnagyobb (93 mm) adat távolságát kell 5 egyenlő részre osztani.
93 - 52 ~ 41, ennek ötöde kb. 8, tehát az osztályok:
51-59; 60-68; 69-77; 78-86; 87-95.
Ezek 9 adatot tartalmazó osztályok, ugyan 8 egység szélesek, de mindkét végük
számít.

c) Az osztályközepek: 4,5; 14,5; 24,5; 34,5; 44,5. Ezekkel számolva az összeg:
3 . 4,5 + II . 14,5 + 22 . 24,5 +JI . 34,5 + 3 . 44,5 ~

~ 3 ·49 + JI ·49 + 22 . 24,5 ~ 1225,
1225

az átlag pedig: 5() ~ 24,5 (természetesen, a szimmetria miatt).

Az eltérés oka az, hogy az osztálygyakorisági táblázatból már elveszett, hogy az
egyes osztályokon belül milyen a pontszámok eloszlása, azt csak becsülni tndjnk
egy átlagértékkel, az osztályközéppel.

1-30 2
31-60 13
61-90 7
91-120 5
121-150 2
151-180 4
181-210 4
211-240 1
241-270 1

közötti számú oélda fejezetben szereoel

b) 13
12
II
10
9
8
7
6
5
4
3
2
l
O-I-I-~--L--L,-l_L,..l---L~---.J~-.l---L,-l----l~L--'--,-L--l--,

12

10

8

6

4

2

O
51-59 60--68 69-77 78-86 87-95

b) A pontos átlag az eredeti adatok alapján: x ~ 74,625 ~ 74,6 mm, az osztályköze-
kk I ' It á ti 55·5 + 64·7 + 73· JI + 82 .JI + 91 . 6 74,35 (mm).pe e szamo a ag: 40

Az eltérés oka a 2643. c) megoldásban már ismertetett kerekités.

A gyakoriságok:

Borsóhüvely-hosszok
osztálygyakorisága

A diagram:

12646.1 a)

Újoncok száma

r-r-

I
r-r-

re
r-

l-

n l,

70
60

ro
.~ 50
if] 40

~ 30
O~ 20:5'

10
O

'\~ '\" 't>~ 't>" 'Op e,".> /'!ef" /"!ef" »
,\j .:::-" v ,'t>' ,'ö ,e,'

magasság (cm)

b) Az átlagos magasságot csak becsülni lehet az osztályközépértékekkel:
168'18+173·37+178·60+183·65+188·48+193'22 ~ 18108

250 '
tehát kb. 180 cm az újoncok átlagmagassága.

c) A szórást is csak becsülni lehet, az eltérésnégyzet-összegek átlaga:

12
2

'18+7
2

.37+2
2

'60+32 .65+82 .48+132 ·22 ~ 4808
250 ' ,

tehát a szórás ennek a négyzetgyöke: 6,9.

Megjegyzés:

Ha valaki nem tizesre kerekít, akkor a 181-es átlaggal ez ~46,9 ~ 6,85.

d) A legmagasabb 40 újoncból 22 191-195 cm közötti, 18 pedig 186-190 cm kö­
zötti. A középső 20. és 21. elemek átlaga már a 191-195 osztályban van. Azaz
biztos az utolsó osztályba esik.

12644.1 a)

no n1

•
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Új betegszabadsági eloszlás

Ennek a hisztogrammja:

O

20
e--­

15

10

5 LJ~---l==;===l===:;:::=:=:::;:::===+===

osztályzat 1 2 3 4 5
gyakoriság O l 3 5 5

relatív gyakoriság O
1 3 5 5
-~O 07 -~O 21 -~O 36 - ~ 0,36
14 ' 14 ' 14 ' 14

b)

O-5 6-15 16-25 26--40 40-45

@Bár a két lépték nem azonos, kevésbé szembetűnő, de még így is látszik a válto­
zás. Jelentősen csökkent a betegnapok száma. Az első esetben Xl = 17,6,
11, = 11,5; a második esetben X2 = 13,2, 112 = 12,2; - azaz a szórás nem válto­
zott jelentősen, de az átlagos betegszabadságon töltött idő igen, hiszen az több
mint 4 nappal, kb. 25%-kal csökkent. Több lett a rövidebb betegszabadság.

12648.1 a) X = 4 + 3 + 4 + 5 + 3 + 5 + 4 + 2 + 3 + 4 + 5 + 5 + 4 + 5 = 56 = 4,00.
14 14

A hozzá tartozó ábrázolás pedig:
Egyenletes osztályköz gyakorisági diagram

c) Mint megszámolható, 39 fejezet van. Az osztályközepekkel szorozva az egyes
osztályok létszámát, a következő átlagot kapjuk:
15,5·2+45,5·13+75,5·7+ ... +225,5·1+255,5·1 = 3874,5 ~ 99,35.

39 39

d) Az igazi átlag 3894 ~ 99,85. Az eltérés a ej-beli eredmény től mindössze 0,5
39

példa, ami most egyúttal (a lOO-hoz igen közeli eredmény miatt) kb. 0,5%, igen
csekély. (Nyilván általában az osztályszélességek csökkentése a hibát is csök­
kenti, növelése pedig nőveli.)

a) A legkevesebb betegszabadságon töltött nap a O, a legtöbb a 41. Ez összesen 42­
féle adat, ezt például 6 db hetes csoportba lehet osztani, igy: O-6; 7-13;
14-20; 21-27; 28-34; 35--41. (Lebetne még 3 db l-l-es, vagy 7 db 6 egység
széles osztály, a 14 db 3 egység széles már túl sok, a 2 db 21-es, illetve a 21 db
2 egység széles sem túl használható.) A kivánt táblázat tehát:

10

8
61---1

4

2

O-l-~-~--I--~--J--~-~----t===1

O-6 7-13 14-20 21-27 28-34 35--41

@Egy más osztályozás, ahol - mivel egy hét általában 5 munkanap-:
legfeljebb egy hetet (0-5 napot) hiányzók: 7 fő,

legalább egy, legfeljebb három hetet (6-15 napot) hiányzók: 18 fő,

legalább három, legfeljebb öt hetet (16-25 napot) hiányzók: 11 fő,

legalább öt, legfeljebb nyolc hetet (26--40 napot) hiányzók: 13 fő,

nyolc hétnél (40 napnál) többet hiányzók: I fő.

Ennek ábrázolása hisztogrammal:
Betegszabadsági hisztogram

O-5 6-15 16-25 26--40 40--45

Megjegyzés:
Ezekkel az adatokkal a fentieknél egyszerűbben is lehet átlagot számítani, hiszen

2 . I + 3 . 3 + 4· 5 + 5 . 5 56, illetve 2.~ + 3 .~ + 4 .~ + 5 ~ = 56
1+3+5+5 14 14 14 14 14 J4

c) 11= /(2-4)2 '1+(3-4)' '3+(4-4)2 .5+(5-4)2 ·5 = (l2 = l§. ~ 0926.
~ 14 ~14 ~7 '

1264.)] Mindhárom jellemzőt könnyebben kiszámoljuk, ha készítünk egy gyakorisági táb­
lázatot:

l
osztályzat =
gyakoriság =

l· 5 + 2·2 + 3·4 + 4·5 + 5·3 56
Az átlag ekkor . = - ~ 2,95; a (két) módusz 1 és 4

5+2+4+5+3 19

532 533

•
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guarani 3003 OOO

csirigvano 100 OOO

terena 25 OOO

asuslaj 15 OOO

csiripa 10000

mbüa 5 OOO

szanapana 3 OOO

angaite 2 OOO

maszkoj 2000

guajaki 1000

guajkuru 1000

kaszkiha 500

r

Plútó 0,15

Merkúr 0,38

Mars 0,53

Vénusz 0,94

Föld 1

Neptunusz 3,88

Uránusz 4,1

Szaturnusz 9,44

JUDiter 11,27

d
Jupiter 9,84 óra

Szaturnusz 10,23 óra
Uránusz 15,50 óra
Neptunusz 15,80 óra
Föld 23,93 óra

Mars 24,62 óra

Plútó 6,38 nap
Merkúr 58,65 nap
Vénusz 243,01 nac

Q

Szaturnusz 0,69

Uránusz 1,19

Jupiter 1,31

Neptunusz 1,66

Plútó 2

Mars 3,94

Vénusz 5,25

Merkúr 5,42

Föld 5,52

m
Plútó 0,0025

Merkúr 0,05

Mars 0,1

Vénusz 0,81

Föld 1

Uránusz 14,54

Neptunusz 17,23

Szaturnusz 95,14

Juniter 317,89

b) Átlag: ha valaki mindegyik koncerten ott volt, átlagban ennyi dalt hallott; ha va­
laki a 10 koncert valamelyikére véletlenszerűen ment el, ennyi dalra számitha­
tott; az átlag és koncertek számának ismeretében könnyen megmondható az ösz­
szes elhangzott dal száma. Medián: a koncertek felében ennél kevesebb, felében
ennél több dal hangzott el.

12654.1 a) Lásd a táblázatot!

b) Az összeg (egyszerű összeadás révén) 3 167 500.
Mivel 12 nyelvről van szó, az átlag
3167500 ... .. .

12 = 263 958. A medián pedig a tablazatbol

könnyen kiolvasható: a páros számosság miatt "kö­
zépső" adat nincs, a felsorolásban 6. adat 5000, a
7. 3000 - ezek átlaga. 4000 a medián.

c) Az eltérés oka a sok "kis" adat, és az egy nagyon "ki­
lógó" nagy. (A guarani létszám egyedül kb. 95%-a az
összegnek!) Ez az átlagot igen megemeli (annyira,
hogy az az összes többi adatnál nagyobbl), miközben
a medián az adatszámok zömét alkotó "kis" tartományban marad.

12655.1 a)

17+14+18+17+15+33+16+9+32+14 185 185
a) Az átlag = - = .

10 10 '
A medián meghatározásához soroljuk fel nagyság szerint rendezve a 10 adatot:
9, 14, 14, 15, 16, 17, 17, 18, 32, 33. A páros számosság miatt .Jcözépsó" adat
nincs, az 5. adat 16, a 6. pedig 17, ezek átlaga, 16,5 a medián.

90

12652.1 Az átlag 10 + II + ~~ + ... + 99 10:02 = 1~9 = 54,5; a medián ugyanennyi.

(Ha felsoroljuk nagyság szerint rendezve mind a 90 számot, a páros számosság mi­
att .középső" nincs, a 45. szám az 54, a 46. pedig az 55, ezek átlaga most a medián.)
Mivel minden "adat" ugyanannyiszor (nevezetesen egyszer) fordul elő, e sokaságnak
nincs módusza.

Megjegyzés:
Minden, egyenletesen változó adatsor - azaz számtani sorozat - átlaga és mediánja
megegyezik; és - hacsak nem Oa differencia - nincs módusza.)

(ezek az eredmények fordulnak elő a leggyakrabban); a medián 3 (ha felsoroljuk
nagyság szerint rendezve mind a 19 adatot, a 10. a középső, ez most egy hármas).

(2650) Legyen n számú osztályzat, összegük s (mindkét paraméter természetes szám). Ki­

vánalom tehát, hogy 4,5 <!.- < 4,51. Ezt 2n-nel szorozva, 9n-et kivonva:
n

0< 2s - 9n < 0,02n (*).
Mivel 2s - 9n egész, a fentivel egyenértékű, hogy: l ~ 2s - 9n < 0,02n, amiből

1 < 0,02n, azaz 50 < n; lévén n egész, tehát legalább 51.

Megjegyzések:
l. Ennyi jegy ritkán jön össze!
2. n = 51 esetén valóban előfordulhat a kivánt eset, pl. 26 db 5-ös és 25 db 4-es át­

laga kb. 4,5098.
3. Nemjó minden, 50-nél nagyobb n; hiszen ha páros, akkor 2s - 9n is páros, igya

(*) azzal egyenértékű, hogy 2 ~ 2s - 9n < 0,02n, amiből 100 < n. A teljes meg­
oldás tehát: az 50-nél nagyobb páratlan és a 100-nál nagyobb páros számok.

12651.1 a 5·1 + 4·26 + 3·2017 + 2·52154 = 110468 = 2,038.
) 1+ 26 + 2017 + 52154 54198

b 5·1 + 4·26 + 3, 2017 + 2,52154 + l· 582147(+0 ·1876042) = 692615 = O 276
) 2512387 2512387 ' .

c) A találatok módusza természetesen O (ez a leggyakrabban előforduló eset), me­
diánja szintén O(mivel a szelvények jóval több mint fele O-találatos, a találatok
száma szerinti felsorolásban a középső szelvény még bőven ilyen).

$l4 $lS

b
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b) A tömeg (m) és sugár (r) szerinti sorrend szinte megegyezik; és ezek erösen ha­
sonlóak a másik két szempont (sűrűség, (1; tengelyforgás ideje, d) szerinti fordi­
tott sorrendhez. A .könnyü" bolygók egyúttal "kicsik", ami viszonylag könnyen
érthető - annak dacára, hogya "nagyok" sűrűségejellemzőmódon jóval kisebb
a "kicsikénél". Továbbá a "nagyok" jóval gyorsabban forognak tengelyük körül,
mint a "kicsik". E két utóbbi szempontra könnyű, felületes magyarázat nincs is.
(Nem szükséges tudni, bár földrajzi vagy fizikai tanulmányainkból tudható, hogy
a Naprendszer bolygói éppen ezen jellemzők szerint oszthatók két csoportra: az
ún. Föld-tipusúakra ["könnyűk, kicsik", nagy sűrűségűek, lassabban forognak],
és a Jupiter-tipusúakra ["nagyok, nehezek", kis sűrűségűek, gyorsabban forog­
nak]. Előbbiek kőzetekből, fémekből; utóbbiak folyékony hidrogénből és hé­
liumból épülnek fel - ez magyarázza sűrűségűk különbségét. A Plútó kivételével
ráadásul a Naptól való távolságuk is jellemző a csoportok tagjaira - de ez már
igazán messzire, a keletkezési elméletekhez vezet.)

c) Megadjuk mind a négy eredményt, hogy bármelyik kiválasztott ellenőrizhető

legyen'

m r e d

Iátlag 49,64 3,52 3,00 34,69 nap
I szórás 99,13 3,93 1,90 75,80 nap

~ .. 37 880 47 fi .. ... l . db .. I b 947 73 l'2656. a) Osszesen --- ~ 9 izetö nezo vo t az eva an, ami at ag an - ~ a-
~ 13

togatót jelent estenként.

b léoö 19980 21 F '1' .. .. (h' b l' .. kifb) Egyeepore --- ~ t pa yazati tamogatas Jutott te at a e epo I ize-
947

tett árához képest még kb. 50%).

12657.1 a) Az adatok összege 1251.

b) Az átlag kb. 74, a szórás kb. 39 (lévén létszámról szó, nincs értelme az egésznél
kisebb helyiértékeknek, az egészeknél nagyobb pontosságnak e jellemzők ese­
tén). Két módusz van, 60 és 78 - ezek fordulnak elő kétszer-kétszer, minden más
adat csak egyszer. A medián pedig 62 (ha felsoroljuk nagyság szerint rendezve
mind a 17 adatot, a 9. a középső, ez most 62).

c) A teljes bevételt a 60 + 25 Ft és az összlétszám szorzatának, valamint az 1500 Ft
és az estek száma szorzatának összege adja:
(60 + 25)·1251 + 1500· 17 ~ 131 835 (Ft).

12658.1 a) Átlagos jegyár ~ 280·2000 + 120 ·1200 ~ 1760 (batka).
400
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b) Az adott szinházban nincs 1760 batkás jegy, ezért az átlagos jegyámak ilyen
konkrét jelentése nincs. Önmagában, a színházjegyek árának eloszlása nélkül, az
1760 batka igen kevés tájékoztatást ad a valódi jegyárakról. Biztosan csak annyit
tudhatunk meg ebből az egy számból, hogy nem lehet minden jegy olcsóbb 1760
batkánál és az sem lehet, hogy minden jegy ennél drágább.
Mire használható? Nem túl sok mindenre. Az adott szinház esetében gyorsan ki­
számítható a teltházas árbevétel (400· 1760 ~ 704 OOO batka), vagy egy másik
szinház átlagos jegyárával összehasonlitva az előző bekezdésben emlitettekhez
hasonló megállapításokat tehetünk, vagy ha kibéreljük az egész szinházat, ennyi
lehet a jegyegységára.

a) A megadott pontszámok átlaga:
::c3 ·1c::0.::0.::+.:l_·::::63::...+.:....:..1.-.::6...2--'+--'I'--..:;-60:;-+-:...::2_.1:.:2::...+::...1::....--'6 + 1::.....=2--'+--'IC-.::.O

~ 47, tehát a tanuló ez­
11

zel a jellemzővel érvelt.

b) A legtöbbször előfordulóeredmény 100 pont, a tanár tehát a móduszt választotta.

c) Az igazgató a sorba rendezett adatok közül a középsőt, a mediánt választotta.

d) Az eddig megadott statisztikai jellemzőkhöz vegyük még hozzá a szórást is:

3·53' + 162 + 152 +]3' + 2· 352 + 41' + 452 + 47'
II ~ 39,8.

Csupán ezekkel a statisztikai jellemzőkkel nem lehet megállapitani (főleg nem
közülük egyetlen egynek a kiragadásával), hogy valóban "rendkivüli" volt-e a
teszt eredménye. Ennek egyszerűen az az oka, hogya "rendkivüli" fogalma szá­
munkra most nincs pontosan meghatározva.
Legfeljebb hasonlókat tudunk mondani:
Ha az eddigi tesztek eredményei átlagban, eloszlásban "nagy" eltérést mutatnak
a mostanihoz képest (pl. korábban mindenki legalább 90 pontot, vagy mondjuk
legfeljebb 20 pontot ért el, vagy éppen a szórás minden esetben a mostaninál jó­
val kisebb volt, stb.), akkor lehet rendkivülinek (szokatlannak) minősiteni a mos­
tani eredményt.
A fentiek miatt nem tudunk "igazságot tenni" a kérdésben még akkor sem, ha a

relativ szórás 3:;8 ~ 0,847 (azaz 84,7%), ami meglehetősen nagynak tűnik.

12660.1 Világos, hogy az osztályzatokból alkotott számsokaságnak nincs módusza, a me­
diánja és átlaga is 3.

,e-------;c--;:----:-
lD· 22 + IO . J' + 5· O'

A szórás: ~ .fi ~ 1,41.
25
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kiemelni (ezzel a felületes szemlélőben azt a benyomást lehet kelteni, mintha a
szórás a 7 ponthoz tartozna, tehát mintha az E csoport "inkább jó"-ra minősítette
volna a terméket).

12664.1 A vélemény nagymértékben függ attól, hogya "gyógyhatás" milyen betegségnél
mutatkozik.
Ha pl. egy eddig gyógyithatatlan kórról van szó, akkor mindkét esetben bizonyitott­
nak tekinthető a gyógyhatás, ha azonban olyan betegségről, amelyből spontán mó­
don is nagy számban (pl. 60%-ban) gyógyulnak fel az emberek, akkor csak a má­
sodik esetben mondható meggyőzőnek a készítmény gyógyító hatása.

a) Például: 7db 2-es.

b) A 7 szám összege 7· 4,3 ~ 30,1, ezért megfelel például a következő:

O; O; O; O; O; O; 30, l.

c) A legnagyobb és a legkisebb adat különbségének abszolútértéke 0,8.
Például: -0,8; -0,8; -0,8; O; O; O; O.

d) A szórás csak akkor lehet O, ha mindegyik adat az átlaggal egyenlő, azaz minden
adat ugyanaz. Például: 5; 5; 5; 5; 5; 5; 5.

a) Az életkorok átlaga 31,83 év, a fizetéseké 9395,8 fabatka.

b) Életkor: terjedelem ~ 28 év, szórás ~ 8,74 év;
fizetés: terjedelem ~ 8000 fabatka, szórás ~ \707,7 fabatka.

c) Különböző mennyiségek szóródását a relativ szórásuk segitségével is összeha­
sonlíthatjuk.

Az életkorok relatív szórása: 8, 74 ~ 0,2746 (27,46%),
31,83

a fizetések relatív szórása: \707,
7 ~ 0,1818 (18,18%),

9395,8
tehát az életkorok "jobban szóródnak", mint a fizetések.

12665.1 a) 4

° 20,27 20,46 20,47 20,48 20,49 20,5 20,51 20,52

tömeg (gramm)

a) Mindkét csoportban 5,5 az adott pontszámok átlaga. Csak ennek az adatnak az
ismerete igen kevés messzemenő következtetések levonására, az azonban talán
várható, hogy a termék nem arat majd osztatlan sikert. Elképzelhető, hogy szinte
mindenki közepes minősitést ad majd a termékre (azaz nem lesz túl kelendő), de
az is, hogy két pártra szakadnak a fogyasztók, és akár 50%-uk is lelkes vásárlója
lehet a terméknek (ez a gyártó számára jóval kedvezőbb lenne, mint az előző vál­
tozat).

b) Az E csoportban a szórás 0,764, az M csoportban 4,052. Ez alapján az E-beli
tesztalanyok legalább 75%-a az [5,5 - 2·0,764; 5,5 + 2 . 0,764] intervallumba
eső pontszámokat adott, azaz leginkább 4-7 közötti pontok lehettek a csoportban
(a 4-et és a 7-et is beleértve).
Az M csoportban tapasztalt szórás olyan nagy, hogy ez csak igen polarizált (a két
"véglet" körül csoportosuló) adatok esetén jöhetett létre. A csoportban többen lel­
kesedhettek a termékért, de majdnem ugyanennyien elutasitották azt. A két cso­
port eredményének ismeretében tehát inkább a gyenge-közepes minősítés várható
a termék általános fogadtatását illetően.

c) A teszteredmények nem nevezhetők igazán kedvezőnek, ezért csak "manipulá­
cióval" lehet jó benyomást kelteni.
Az M csoportnál egyértelműen a móduszt célszerű kiemelni (a legtöbben maxi­
mális pontra értékelték a terméket), és "bölcsen hallgatni kell" például a medián­
ról vagy az átlagról (5, illetve 5,5). Az E csoportnál természetesen a maximális
értéket (ez 7 pont, ami még jónak mondható) és mellé az alacsony szórást lehet
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b) x ~ 20,48 gramm; a ~ 0,051 gramm.

c) 19 mérés, ami az összesnek 95%-a.

A másodszorra kifogott 200 ponty 9%-a megjelölt. Becslésnek megfelel, ha feltéte­
lezzük, hogya tó teljes pontyállományának szintén 9%-a (azaz 200 darab)van meg-

jelölve. A teljes pontyállomány tehát 200 ~ 2,2 ezer körülire becsülhető.
0,09

(Természetesen, hallgatólagosan feltételeztük, hogyahalastóban nem változott meg
két hét alatt a pontyállomány száma pl. lehalászás vagy új telepítés következtében,
továbbá azt is, hogy a két hét alatt nagy valószinűséggel egyenletesen elkeveredett
a megjelölt 200 ponty a többi között.)

Ha n tanuló irt dolgozatot, akkor az osztályzatok átlaga a feladat szerint 78 ~ 3,25.
n

Innen n = 24, tehát 24 tanuló irt dolgozatot. (*)
A feltétel szerint nem volt elégtelen. Tegyük fel, hogy x tanuló irt jeles dolgozatot.
Ha a többiek dolgozatát mind elégségesnek tekintjük, a dolgozatokra kapott osztály­
zatok összege biztosan nem lehetett 78-nál nagyobb, azaz x . 5 + (24 - x) . 2 :s; 78.
Ebből x :s; 10 adódik. Tehát a jeles dolgozatok száma legfeljebb 10 lehetett. Ekkor
az osztály többi tanulója valóban elégségest ért el, mert 10 . 5 + 14 . 2 = 78.
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Megjegyzés:
A *-tól az alábbi következtetéssel is megoldható a feladat: Ha mindenki jelest irt
volna, az osztályzatok összege 5 . 24 = 120 lenne. Ha egy ötöst kettesre cserélünk,
az összeg 3-mal csökken. 120 - 78 = 42, ezért 42-vel kell csökkenteni az összeget,

ezt 42 = 14 cserével lehet elérni.
3

A leggyakrabban előforduló szám, a módusz a 31, ami 58-szor szerepelt.
Az összesen 1624 darab (48 + 45 + 56 + ... + 53 + 47 = 1624) kihúzott számot nö­
vekvő sorba rendezve, a középső kettő átlaga a számhalmaz mediánja (páros számú
elem esetén). A 812. és a 813. szám is a 18, ezért a megadott számhalmaz medián­
ja a 18.

január július
a középhőmérsékletek átlaga -r.u-c 22,0 -c
módusz(ok) -1,2 -c 21,6 oC; 22,4 -c
az átlag eltérése a módusztól 0,09 -c 0,37 -c ; 0,43 -c
medián ~1,1 -c 22,0 -c
az átlag eltérése amediántól 0,01 -c O,Q3°C

1997. 1998. 1999. 2000. átlag szórás
a csapadék mennyisége 304 mm 644 mm 842 mm 389 mm 545 mm 212,4mm

a csapadékos napok száma 104 109 135 104 113 12,9

átlagos csapadék a
2,9 mm 5,9 mm 6,2 mm 3,7 mm

csaoadékos nauokon

Például: a csapadékos.~n=a:,:p.::o=k=s=zo:::·r=á::sa=:~ _

D(I13) = ~(104 -113)' + (l 09 _113)2: (135 _113)2 + (104 -113)' = ~6:2 =

= 12,9.

Budapesten 1997-2000 években a napsütéses órák átlaga 2076 óra, szorasa
83,90 óra. 1997 és 2000 kőzött a napsütéses órák számának átlaga 120 órával volt
alacsonyabb, mint a 40-es évek második felében. Ez a különbség az utóbbi szórásá­
nál is nagyobb érték. Csak egy évben volt több a napsütéses órák száma, mint az át­
lag 1946 és 1950 között.
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osztályzat 1 2 3 4 5 módusz átlag szórás
l. osztály O O 24 O O 3 3 0,000
2. osztály O 7 10 7 O 3 3 0,764
3. osztály 7 O 8 O 7 3 3 1.595

Az adatok móduszai (a leggyakrabban előfordulóértékek): 32 ezer és 33 ezer lakos;
mediánja: 34 ezer fő, mert a számsokaságot nagyság szerint rendezve a két középső
elem, a 12.: 33 ezer fő és a 13.: 35 ezer fő, átlaga 34 ezer fő.

kertvárosban nagy házak között lakásban
7 órakor II -c 13 -c 18 -c
10 órakor 12 -c 14 "C 20 -c
13órakor 16 -c 17 -c 20 -c
16 órakor 16 "C 17 -c 21 0C

19órakor 15 -c 16 -c 20 -c
átlag 14,0 -c 15,4°C 19,8 -c
medián 15 -c 16 -c 20 -c
módusz 16 -c 17 -c 20 0C

~ A B C D E F G összesen
virágok
árvácska 16 20 24 30 24 26 24 164
bársonyvirág 12 12 10 18 20 24 12 108
százszorszép 20 16 24 24 16 16 18 134
nárcisz 8 10 12 16 12 18 20 96
tulipán 12 10 16 14 14 16 14 96
kankalin 10 14 14 10 12 14 14 88
a virágok ára

5440 5760 6880 7760 6800 7760 6800
összesen (Ft)

átlag módusz medián
árvácska 23,4 24 24

bársonyvirág 15,4 12 12
százszorszép 19,1 16 18

nárcisz 13,7 12 12-
tulipán 13,7 14 14

kankalin 12,6 14 14

Árvácskából fogyott a legtöbb, kankalinból a legkevesebb. A felsorolt vásárlók kö­
zül D és F fizetett legtöbbet a virágokért.
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Például a fizetések növekvő sorrendben: 35e, 45e, 45e, 45e, 45e, 45e, 50e, 55e, 55e,
55e, 55e, 60e, 60e forint.

Az érettségizők matematika átlaga:
26·3,27 + 30 . 3,43 + 24·3,83 = 279,84 = 3,498 = 3,50.

26+30+24 80

12680.1 A táblázatbeli számsokaság átlaga: 27,86 = 28,
szórása: 6,6,
mediánja: 29,

a táblázatbeli számsokaságnak nincs módusza.

a) Ha a 16 szám átlaga 3,25, akkor az összegük 16 . 3,25 = 52. A medián 3, ezért a
számokat nagyság szerint rendezve, a két középső szám átlaga 3 kell hogy le­
gyen. Mivel az 5 számjegy mindegyike kell hogy szerepeljen, ezért a két középső
szám a 3. A módusz is a három, ezért a 3 a legtöbbször szereplő szám.
A feltételeknek megfelelő számsor:
pl.: l, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 5, 5, 5 vagy

1,2,2,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,5,5,5 vagy
1,2,2,2,3,3,3,3,3,3,4,4,4,5,5,5vagy
l, 1,2,2,3,3,3,3,3,3,4,4,5,5,5,5 stb.

b) A számok összege: 54, a számok módusza 4, igya 4-esből lesz a legtöbb. A szá­
mok mediánja 3,5, ezért a nagyság szerint rendezett számsorban a két középső

szám a 3 és a 4. A feltételeknek eleget tevő számsor:
pl.: 1,2,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,4,5 vagy

1,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,5,5 stb.

c) a szórás az a) feladatbeli számsorokná1: 1,03, illetve 1,09, illetve 1,15, illetve
1,30, a b) feladatbeli példáknál pedig: 0,93, illetve 1,05.

12678.1 a) Az osztálylétszámok átlaga 29,6, a medián 29,5, a módusz 27.

élelmiszer átlag (FtJkg)
sertéscomb 855.33
bontott csirke 469,67
napraforgó étolaj (liter) 261,33
kristálycukor 160,67
fehér kenyér 129,00
rizs 171,67
tej (liter, 2,8%-08) 123,00
burgonya 57,33
alma 107,33
citrom 269,33
narancs 199,33

élelmiszer változás (%)

sertéscomb 52,51
tej (liter, 2,8%-03) 44,55
kristálycukor 33,09
fehér kenyér 30,36
bontott csirke 19,44
burgonya 12,00
citrom 5,14
narancs 4,04
alma 3,57
napraforgó étolaj (liter) 2,56
rizs -5,62

12681·1 a) Az egyes élelmiszerek decemberi árának átlaga a megadott három évben:

b) Az egyes élelmiszerek árának változása 1999 és 2001 decembere között és a vál­
tozás csökkenő mértéke szerinti sorrend:

12682·1 Az egyes tízéves időszakok alatt a következő volt a népességszám-növekedés (ezer
főben; ezeket a táblázat szomszédos adatainak különbségeként kapjnk meg):
100, 110, 120, 120, 120, 430, 440, 610, 650. Ezen adatok átlaga:
100 + IlO + 120 + 120 + 120 + 430 + 440 + 610 + 650 2700

9 = -9-=300,

tehát háromszázezer fő a tízéves népességszám-növekedések átlaga.

Másik megoldás (ötletesebb):
A táblázat utolsó és első adatának különbsége (3000 - 300 = 2700) éppen az utolsó
és első év népességének különbsége (ezer főben). Mivel közben 1990 - 1900 = 90 év
telt el, ez éppen kilenc darab tízéves ídőszakot jelent, tehát az átlag
2700 _
-9- = 300 (ezer fo).

8.7.6.4. 5.
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c) Az összehasonlitást már b)-ben megtettük: a kétféle átlag alig tér el, a szórást vi­
szont megnövelte az osztályba sorolás. De osztályba soroláskor bármilyen irány­
ban lehet eltérés.

b) A napos órák átlagos száma az osztályközéppel számolva:
0,5·12 + 1,5·6 + 2,5·17 + 3,5· 22 + ... + 8,5·2 = 5 (kb 3 29) ..

80 3,287 ., ora.

Napok száma

8~97~86~75-64-53--42-31~2O~I

30

20

10

12687.1 a)

a) A sportolók összes olimpiai bajnokságai számának átlaga: 4
szórása: 1,3
mediánja: 3,5
módnsza: 3.

b) Az egyéni aranyak sportágankénti megoszlásából készitett kördiagram:

Egyéni aranyak

(21 olimpiát figyelembe véve)

b) Az átlagtól való eltérés I896-ban: 132,
I 996-ban: 73.

c) A II. világháború utáni olimpiákon résztvevő versenyzők számának átlaga: 188.

12683.1 a) A nyári olimpiai játékokon indult magyar versenyzők számának átlaga: 139,
szórása: 76.

12686·1 a) Xl = 34,23; Ul = 7,9; me = 36.

9

12685.1 Átlagosan (19,86) 20 érmet szereztünk olimpiánként.
Az érmek számánakmediánja: 21.

4

lJ vívás

D úszás

D torna

D ökölvívás

D öttusa

c) Aszórásnégyzet:

2,79
2

. 12+ 1,79' . 6 + 0,792 .17 + 0,21 2
. 22 + 1,212

. II + ... + 5,212 . 2 = 3 57'
80 ' ,

ahonnan a szórás: 1,89 (kb. 1,9) óra.

12688.1 a) A magasságátlag: 165,125 (cm), kb. 165 (cm); szórása: 5,6 (cm).

b) A tömeg mediánja (sorba rendezve a 8. és a 9. adat, vagyis 57 és 59 kg számtani
közepe): 58 kg. Az alsó negyedelő a 4. és 5. adat átlaga: (54 és 55-ből) 54,5 kg;
a felső negyedelő a 12. és 13. adat átlaga: (62 és 66-ból) 64 kg.

c) A cipőméret módusza (leggyakoribb értéke): 39, terjedelme 3 - hiszen a legna­
gyobb érték 39, a legkisebb 36, és 39 - 36 = 3.

d) Néhány kiugrástól eltekintve általában a magasabbnak a lába is nagyobb, de ez
csak trend, nem egzakt összefüggés.

a) Átlagos napi mennyiség: lll.

b) A szórás: 7,82.

@Az átl~g körüli kétszórásnyi,intervall~mban kb. 95% esélly,el benne lesz a napi
varhato mennyiseg (ha normális eloszlast kovetnek a napl tojásszámok): [95; 127],

180170 175

• •• --e--

-. -------

- ------------. • --e

165

•

160

-- .-

40
39 ----------- ----e

38

37 -.- --~--.--. •

36

35-l----~---~---~---~---~
155

Az osztályközepek: 0-16 esetén 8, 16-24 esetén 20, 25-33 esetén 29, 34--41
esetén 37,5; végül a legnagyobb érték 53, tehát az ntolsó osztály 42-53, ennek
közepe: 47,5.

E l '1 8·3+20'4+29·18+37,5·29+47,5'10
zze az at ag: 34,20 óra;

64
csak egy kicsit kevesebb, mint a részletes adatokból számolt 34,23!

A ' " 26,2
2'3+14,22.4+5,22'18+3,32'29+13,32'10 96

szorasncgyzet: = 84,c ,
64

ahonnan a szórás: 9,2 (óra). Ez márjobban eltér a pontosan számolt 7,9 órától.
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Az átlagos koncentráció (számtani közép): 27,1 (rnikrograrnrn/m-). A medián 26,
mert az a 16. adat, ha sorba rendezzük a 31 darab értéket. (Megjegyzés: ki lehet ta­
lálni, mikor volt szeles idő, esetleg csapadékkal, mert akkor mindig leesik az érték.
Ködös, csendes időben pedig nő. Így inkább december elején lehetett változéko­
nyabb idő, és az utolsó héten inkább csendes.)

Tévénézési idő eloszlása félórára kerekítve
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Az átlag 1,63 óra, azaz kicsit több, mint másfél óra. Mellesleg a leggyakoribb az
l óra, ez közel 25%-ban fordul elő. A medián 1,5 óra. Tehát a gyerekeknek több
mint a fele legfeljebb 1,5 óra tévét néz.

b) Minden relativ, attól függ, mit nevezünk soknak. Egy átlagfilm másfél-két óra,
egy focimeccs szintén, igy ez az adat napi egy ilyet jelent (vagy zenét, hireket,
és egyebet). Az elgondolkoztató inkább az, hogy 25% legalább 2,5 órát nézi a té­
vét, ami már tényleg soknak tűnik, különösen annak a 6-nak az esetében, aki leg­
alább 3,5 órát tévézik. Az eloszlást grafikusan is szemléltethetjük kör-, illetve
oszlopdiagramon. Az előbbin jól látszik, hogy legfeljebb két órát a gyerekek
75%-a néz, és 3 óránál többet kevesebb, mint 10%. Tehát talán még nem annyira
ijesztő az eredmény, bár ismerni kellene azt is, hogy mit néznek. Hiszen van sok
értelmes, ismeretterjesztő vagy művészi produkció is, a túlnyomórészt felszínes,
silány műsorok között.

tizenévesek száma

a) A 42 király átlagos uralkodási ideje: 22,3 év.

b) A szórás: 16,9 év. Igen nagy szórás, majdnem akkora, mint az átlag (a relativ
szórás: 0,76, ami elég nagy.) Az ok a sok rövid, és a néhány igen hosszú uralko­
dási idő. Még Erzsébet sem vezet a (2002-ben) 50 évével, hiszen 56, 59 sőt 63
éves uralkodás is van. (Ez utóbbi Viktória királynőé.)

12695.1 a) A tévé előtt tőltőtt órák

azaz naponta legalább 95 és legfeljebb 127 tojást várhat. Ezzel a heti minimum:
665, a várható maximum pedig 889 tojás.
Ha a normális eloszlástól nagyon eltér a tojásszám, akkor a Csebisev egyenlőt­

lenségből az átlag körüli háromszórásnyi intervallumban több, mint 89%-ban
lesznek a tojások, ekkor még szélesebb intervallum adódik: [87; 135], amiből a
minimális és maximális tojásszám eltérése még nagyobb lesz, a heti 609 és 945
közőrt mozog közel 90%-os eséllyel.

[2690·1 a) A 29 alkalmazott fizetésének az átlaga: 63 966 Ft. Ez elég rossz jellemző, hiszen
három kivételével mindenki kevesebbet keres. A három kiugró érték felviszi az
átlagot.

b) A medián: 46 OOO Ft. Ez jól jellemzi, hogy kb. milyeu fizetést várhat egy alkal­
mazott. A vezetők pénze ebből uem derül ki, de az a számtaui közép ből sem. A
módusz, a leggyakoribb fizetés szintéu 46 OOO Ft.
A számtani közép előnye, hogy a teljes bérkiáramlást, igy pl. ebből az állam TB­
bevételeit könnyen ki lehet számolni. Ezt a másik kettőből nem lehet. Nem in­
formativ viszont egy munkavállaló számára. Arra a medián jobb. A módusz arra
jó, hogy a leggyakoribb fizetéskategóriát tudjuk meg belőle, de ez sem az állam­
nak, sem a munkavállalónak nem túl informativ.

12691·1 a) A számtani közép: 156 kg; a medián: 91 kg, mert a középen álló szarvasmarha­
tömeg pontosan ennyi, a táblázatban már sorban vannak a tömegek, igy vizuáli­
san éppen a középsőr kell kiválasztani.

b) Mindegyik jól jellemzi, más-más szempontból. Ha a gazda az egész állományt el
akarná adni, a kilónkénti ár ismeretében rögtön tudná, mennyit ér. Azonban az
ebből nem derül ki, hogy sok kis tömegű (vélhetően fiatal) borjú van, és néhány
fejlett nagy példány. A medián szerint az állomány több mint a fele nem éri el az
I mázsát. Ilyenkor többet mond a második adat, anyagilag inkább az első a hasz­
nosabb.

12692·1 a) Jóska magassága nem tekinthető átlagosnak, hiszen a maximális magasság eddig
192 cm volt, aminél13 cm-rel magasabb Jóska. A számtani középnél (azaz az át­
lagnál) meg még jóval több.

b) A módusz marad: 164 cm (kilenc férfi magassága is ennyi, elég kis növésűek te-

l "l' I) d" . 164 + 172epu ese. ; a me lan 2 168 (cm) volt, ami a 33. elem hozzávételével

172 cm-re, tehát 4 cm-rel nő. A számtani közép eredetileg: 170,31 (cm) volt, Jós­
kával: 171,36 (cm) lett. Tehát ebben az esetben ez a közép sem változott sokat;
(sőt kevesebbet, mint a medián, ami pedig ritka, általában kiugró adatra a szám­
tani közép érzékenyebben reagál).
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a) 3,58 az átlag, tehát átlagosan kevesebb, mint 4 könyvet olvasott ez az 50 ember az
elmúlt évben. A medián 4, és a módusz is 4. Itt mindhárom jellemző közel egyenlő.

b) A szórás: kb. 2,16.

a) 1,16; azaz kb. I testvér van átlagosan, a kétgyerekes családrnodell az átlagos eb­
ben az osztályban.

b) 1,16·31 = 36 a testvérek száma, ehhez jön a 31 osztályba járó gyermek, tehát
ebben a 31 családban összesen 67 gyermek van. (Megjegyzés: az egy családra
eső gyerekszám tehát 2,16. Ebből az országos számra, ami sajnos jóval 2 alatt
van, azért nem lehet következtetni, mert ahol nincs gyermek, az nem is jár isko­
lába, igy nem kerül egy ilyen mintába!)

a) A négy csoport átlagát azzal kell súlyozni, hogy milyen arányban szerepelnek a
32 OOO tanuló között: 2,93· 0,41 + 4,01 . 0,18 + 3,65 . 0,31 + 2,91 . O, I =
= 3,3456, azaz kerekitve 3,35 a matematika-érettségi országos átlaga. Úgyis szá­
molhattunk volna, hogy a négy csoport létszámát kiszámoljuk a 32 OOO-es össz­
létszámból és a %-os arányokból. Ezután ezekkel a számokkal szorozzuk meg a
csoportátlagokat, és végül 32 OOO-rel osztunk.

b) Ezalatt teljesitett az l. csoport (elsősorban a humán tárgyakat kedvelők) és a 4.
csoport (akinek nincsenek kedvenc tantárgyai). A másik kettő felette, nyilván
akik a reáll szeretik inkább, vagy mind a reál, mind a humán tárgyakat. Ez elég
logikus eredmény egyébként.

c) A reál tárgyakat kedvelők matematika jegyei annyival jobbak, hogy a humán, il­
letve a kedvenc tantárgyat nem megjelölők átlaga még az egyszórásnyi környeze­
ten is kivül esnek, tehát a 2. csoport és az l. és 4. csoport viszonylag élesen ket­
té válik. A 3. csoport viszont semelyik tábortól nem válik ilyen élesen el. Kicsit
közelebb áll a 2. csoporthoz, mint a másik kettőhöz, de az egységnyinél nagyobb
szórás miatt itt az átlag a legkevésbé jellemzi a teljesitményt. Azaz azt is megfo­
galmazhatjuk, hogya humán-reál érdeklődésűek esetén szóródnak a legjobban az
eredmények, igaz ez a második legnagyobb csoport. Az első a legnagyobb létszá­
mú, mégis a legkisebb szóródású, tehát viszonylag megbizhatóan gyenge ered­
ményt érnek el a humán érdeklődésüek a matematika-érettségin.

12699.1 a) Az átlagok egyszerűen a százalékokkal (azaz századrészekkel) súlyozott osztály­
zatok, és ekkor sehol nincs kiírandó nevező, mert az végig l:
egyetem, főiskola: 0,00 I . I + 0,208 . 2 + 0,296 . 3 + 0,233 . 4 + 0,262 . 5 = 3,55;
felsőfokú szakmai: 0,007 . l + 0,573 . 2 + 0,328 . 3 + o,ml· 4 + 0,021 . 5 =

= 2,53;
középfokú szakmai: 0,01 . 1+ 0,7·2 + 0,253·3 + 0,031·4 + 0,006·5 = 2,32;
nem tanul tovább: 0,023 . I + 0,677 . 2 + 0,263 . 3 + 0,035 . 4 + 0,002 . 5 = 2,32.
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b) A szórások ugyanigy:
egyetem, főiskola:

~O, DO! . 2,55' + 0,208· 1,55 2 + 0,296· 0,55' + 0,233· 0,45' + 0,262· 1,452 =
= 1,09;
felsőfokú szakmai:

~O, 007 ·1,53' + 0,573· 0,53' + 0,328· 0,472 + 0,071· 1,47' + 0,0212,472

= 0,73;
középfokú szakmai:
I 2 2 2 ') 2-V0,01·1,32 + 0,7·0,32 + 0,253·0,68 + 0,031·1,68- + 0,006·2,68

= 0,58;
nem tanul tovább:

~O, 023· 1,32' + 0,677. 0,322 + 0,263· 0,68' + 0,035 ·1,68' + 0,002'2,68'
= 0,59.
Az első csoport szórása a legnagyobb, de ott kb. !O-szer annyi tanuló van, mint
a 2. vagy 3.-ban, és majdnem 60-szor annyi, mint a 4.-ben.

c) A 2., 3., 4. csoport szúrása azért lett kisebb, most a létszámokat nem nézve, mert
a nagy tömeg ugyanazt a jegyet (a kettest) szerezte. Az egyetemre igyekvők kö­
zött négy jegy is hasonló mértékben fordul elő, ezért lesz nagy a szórás. Ezzel
együtt nyilván az ő eredményük a legjobb. Utána a felsőfokú szakmai jön, és az
utolsó kettő között gyakorlatilag nincs különbség. Egyformán gyenge mind a két
csoport, szinte azonos átlaggal és szórással,

a) A rnegyei átlagok kiszámítása soronként történik, a jegyeket a százalékok szerint
súlyozva és összeadva, például Budapest:
0,002· I + 0,235·2 + 0,302· 3 + 0,214·4 + 0,247·5 = 3,47.
A teljes táblázat a következő:

Budapest 3,47 Nógrád 3,31
Baranya 3.23 Pest 3,39
Bács-Kiskun 3,44 Somogy 3,22
Békés 2,99 Szabolcs-Szatmár-Bereg 3,20
Borsod-Abaúj-Zemplén 3,28 Jász-Nagykun-Szolnok 3,22
Csongrád 3,40 Tolna --~
Fejér 3,26 Vas 3,49
Győr-Moson-Sopron -l-'__},50 Veszprém 3,31
Hajdú-Bihar 3,33 Zala 3,55
Heves 3,41 megyék átlaga 3,32
Komárom-Eszterrrom 3,15 országos átlag 3,35

b) Azért nem egyezik meg a kétféle átlag, mert a megyékben nem azonos a tanuló­
létszám, így ezzel súlyozní kellene.
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a) Az átlag: 276 méter;
a medián Ca középső, 23. adat a sorba rendezésben): 200 méter;
a módusz: 200 méter.

12260 -15690
Észak-Magyarország: 15 690 ·100% = -21,9%.

megjegyzés azonban az, hogy jóval nagyobb mintát kellene megvizsgálni igazán
megalapozott döntéshez.

Nyilván az ellenőrzés alapján az ajobb gyártás, ahol az átlag közelebb van a célzott
25 mm-hez, és a szórás is kicsi, tehát kevés a selejt. Az Agyártósor esetén az átlag:
25,008 (mm) a szórás: 0,047 (mm), a B gyártósor esetén az átlag: 25,000 (mm) a
szórás: 0,067 (mm). Érdekes helyzet, az átlag szerint jobb a B sor, az A-nál viszont
kisebb a szórás, "egyformábbak" az eredményül kapott alkatrészek. Mivel azonban
az átlagnál az eltérés csak az ezred milliméter, tehát mikrométer tartományban van,
a szórásnál viszont 2 század, ezért talán mégis az A sort találnánk jobbnak.
Például tudjuk, hogy az alkatrészek 95%-a az átlag körüli 2 szórásnyi intervallum­
bau van, mivel általában gyári termékek méreteloszlása normális.
Ezért ez A-nál: [24,914; 25,102], tizedpontossággal [24,9; 25,1]; mig a B sor esetén
[24,866; 25,134], ami szélesebb intervallum, mint a másik, noha egy tizedesre ke­
rekitve ekkor is [24,9; 25,1] adódik, azaz nincs jelentős különbség a két sor között.
Ismét (az előző feladathoz hasonlóan) nagyobb mintát kellene kémi a döntéshez.

b)

13633·17 840+23 912·15 920+10 100'12 260 = IS 690 (kg).
13 633 + 23 912 + 10 100 ha

. . 17840-15690
b) Dunantul: ·100% = +13,7%;

IS 690
.. IS 920 -IS 690

Alfold: ·100% = +1,5%;
15690

12706.1 a)

= .J9:5 = 3,08.

8

A B eljárás esetén:
r------------
02 +42 +32 +12 +32 +3' +4' +42

XB = 23, <7B=
8

A várható élettartam megegyezik a két minta esetén, csak a második szórása na­
gyobb. Ezért egyenletessége miatt talán megbizhatóbb az A eljárás. A legfontosabb

Az A eljárás esetén:
r------------
2' +12 +1' +02 +2' +0' +32 +32

xA = 23, <7A =

c) Minden sor százalékos számainak az országos átlagtól való eltérései abszolút ér­
tékének összegét kell öttel osztani. Amelyik sorban ez a szám kisebb az jobban
reprezentálja az országos átlagot. Ebben az összehasonlitásban Csongrád megye
a legreprezentativabb, hiszen 0,98% jön ki. Alig rosszabb Veszprém, Hajdú-Bihar
és Pest, egyformán 1,I6%-kal. A legnagyobb az eltérés Békés esetében: 5,70%,
ez közel hatszorosa Csongrádénak.

d) Ebben az esetben az eltérések négyzetösszege átlagának gyöke kell. Várhatóan
az előző szempontból reprezentativ megyék itt sem lehetnek nagyon rosszak és
forditva.ltt is Csongrád vezet 1,157%-kal, utána Hajdú-Bihar 1,384%, Veszprém
1,485% és az utolsó itt is Békés 7,134%-kal.

A 24 növény magasságának számtani közepe: 74,5 cm. A medián 91 és 91 számta­
ni közepe (mivel páros számú adat esetén nincs középső, a képzeletbeli középső

melletti két elem átlaga a medián ilyenkor), azaz 91 cm. A növények 75% elérte
vagy meghaladta az elvárt 85 cm-es átlagos magasságot. A számtani közép ilyenkor
nem túl informativ, mert ha néhány növény elpusztul (ezek adják a 6, 7 cm-es ma­
gasságokat), nagyon leviszi a számtani közepet. Igazat adnék ezért az üzletnek, hi­
szen ha az első négy (nyilván elhalt) növényt kihagyjuk, akkor 87,95 (kb. 88) cm
lesz a megmaradó 20 növény átlaga. A cég tehát igazat állitott, bár talán hozzá kel­
lett volna tennie, hogy feltéve, ha a növény életben marad, amire ilyen és ilyen szá­
zalékos esély van.

12'7.92;1 a) A módusz 2, akkor ez a leggyakoribb, tehát a hiányzó adat maximum 10 lehet.

b) Ha a medián 2, akkor a középső elem a 2 - viszont ha 36 vagy annál több elem
van, akkor a középső sorszáma már nagyobb, mint 18. Tehát már nem 2 lenne az
értéke. Azaz ekkor is 10 lehet a maximum. (ll-nél már a 2 és a 3 számtani
közepe a medián: 2,5.)

7 1·7+2·11+3·7+4·x 7
c) Ha az átlagos utas-szám -, akkor = -, ahonnan a

3 25 + x 3
ISO + 12x = 175 + 7x egyenlet adódik, tehát 5x =25, azaz a hiányzó negyedik
adat értéke 5.

550 551

•



p

STATISZTIKA
STATISZTIKA

perc gyakoriság

0-10 5
ll-20 12
21-30 6
31-40 2
41-50 l
51-60 l

c)

város boltl boll2 bolt3 bolt4 boll5 átlag helyezés medián helyezés módusz helyezés
Budapest 254 257 257 259 268 259 l-3. 257 3-4. 257 l.
Miskolc 252 254 255 267 267 259 l-3. 255 l-2. 267 3-4.
Szeged 255 256 257 266 266 260 4. 257 3-4. 266 2.
Gvőr 252 254 255 267 267 259 l-3. 255 l-2. 267 3-4.

a) Terjedelem: 188 - 65 ~ 123 (eFt);
átlag: 80,9 eFt;
átlagos abszolút eltérés (eFt-ban):

8 .165 - 80,91 + 5 ·In - 80, 91 + 4 .180 - 80, 91 + 2 .1115 - 80,91 + l .1188 - 80, 91 ~

20
~ 17,53
szórás: 28,48 eFt.

12712.1 Rendezzük célszerüen az adatokat egy táblázatba:

(Az alacsonyabb érték "előkelőbb" helyezést jelent.)

12713.1 A sorba rendezett adatok között 50. helyen az 51, az 51. helyen az 52 áll, tehát a
medián 51,5. A leggyakrabban kihúzott szám az 54 volt (4-szer).

Megjegyzés:
3-szor húzták ki:
25,26,42,50,51,52,60,n.

2-szer húzták ki:
5,6, ll, 19,27,28,31,56,63,66,69,70,77,79,81,84,85,88,89.

I-szer húzták ki:
1,2,4,8, 12, 14, 15, 16,20,21.22,23,24,32,34,36,40,43,45,47,48,53,55,
58,62.67,71,74,75,76,78,82,83,90.

l-szer sem húzták ki:
3,7,9, la, 13, 17, 18,29,30,33,35,37,38,39,41,44,46,49,57,59,61,64,65,
68,73,80,86,87.

5 + 3,4 55
~ - ~ 4 58'

12 "
52
U~4,73;

a) András: 4·5 + 2 . 4 + 3
12

Zoli: 2· 5 + 3 . 4 + 3 . 5 + 3 . 5
II

Béla: 4· 5 + 3 . 5 + 3 .3 44
ID ~ w~ 4,4.

b) Zoli, András, Béla.

átlag szórás
1. dolgozat 2,63 1,27
2. dolgozat 3,06 1,14
3. dolaczar 2,75 1,52

l. 2 10. 15 19. 23
2. 3 ll. 15 20. 25
3. 5 12. 15 21. 27
4. 10 13. 15 22. 27
5. 10 14. 16 23. 27
6. l! 15. t7 24. 34
7. 12 16. 18 25. 40
8. 12 17. 18 26. 45
9. 13 18. 22 27. 55

1,4· (2·5 + 2· 4 + 2·3) + 2 + 3 + 5 + 0,8· (2. 3 + 4)
12 ~ 4,3,

tehát 4-es osztályzatot kap a tanuló.

Megjegyzés:

Az -értékszorzó" nem azonos a súlyozással. Ha ezek a szorzók egyben súl k í

akkor az átlag: 1,4· (2·5 + 2· 4 + 2 3) + 2 + 3 + 5 + O, 8. (2. 3 + 4) , yo IS,

, 1,4'6+3+0 8'3 ~3,74, teháta

~:no~~ ~~~kgO~~~e~el~h~~P!Mellesleg "értéksz~rzó" alkalmazásával akár 5-nél na­
en1I ...

A sorban 14. adat a medián: 16.

a) 93,1 ezer Ft.

b) ID ezer Ft-tal nő.

c) ID%-kal (9310 Ft-tal) nő.

a) 53 perc.

b) Rendezzük az adatokat nagyság szerint növekvő sorba:

12708·1 A legtöbb elem a ,,1I-20" osztályban van.
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b) Az átlagfizetéstől való "távolságok" változatlanok maradtak, ezért a szóródási
mutatók sem változtak.

c) Az átlagfizetéstől való "távolságok" I,I-szeresre nőttek, ezért a szóródási muta­
tók is I, I-szeresükre változtak.

12715.1 a)
időtartam relatívgyakoriság

° 0,500

2 0,100

3 0,033

1« ",t'H I' " "0;233 .
7 0,133

STATISZTIKA

Az öt szám számtani közepe: 23 + N a medián attól függ, hogy N a megadott
5

négy számhoz képest hol helyezkedik el.
Ha N < 5, akkor a medián 5, tehát 23 + N =25, azaz N =2, ami tehát megoldás.
Ha 5 :s N:S 7, akkor a medián maga N. Ekkor 23 + N = 5N, ahonnan 4N = 23, te­
hát N = 5,75, ami szintén lehet, mert 5 és 7 közé esik. (Ha N csak egész szám le­
hetne, akkor ebből nem adódna megoldás!)
Ha 7 < N, akkor a medián 7. Ekkor végül 23 + N = 35, ahonnan N = 12. Ez is jó,
tehát három megoldás van: N = 2; N = 5,75; N = 12.

12718.1 a) 26,2
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csapat ugrók száma medián (cm) módusz (cm) átlag (cm) szórás (cm) relatív szórás
Szöcskék 10 125 125 126 5,83 0,046
Brekik 8 125 120 128,75 9,92 0,077

b) Ismertek:
a'x: szórás;
n: adatok száma;
Minr: a legkisebb adat;
Maxx: a legnagyobb adat;

L (X - .1')2: az átlagtól való eltérések négyzetének összege, másként négyze­

tes eltérés (= n cr~).

Nem ismertek:
Kvrlx: alsó negyedelő, másként alsó kvartilis; ez a sorba rendezett adatok

közül az ":. -edik adat, ennek hiányában, ahogy a mostani példában is, két
4

közrefogó adat számtani közepe;
Kvr3x: felső negyedelő, másként felső kvartilis; ez a sorba rendezett adatok

közül a 3n -edik adat, ennek hiányában, ahogy a mostani példában is, két
4

közrefogó adat számtani közepe.
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~I,(X - .1')2
c) cr =

x n

b) Fontos tudni, milyen feltételekkel irták ki a csapatversenyt. Nyilván nem sok ér­
telme lenne csapatversenyrőlbeszélni, ha a legnagyobb magasságot ugró ember
csapatát hirdetnék ki győztesnek. A kiirási feltételek alapján mérlegelhető, mi­
lyen összeállítású csapat inditása célszerű (a csupa 240 cm felett ugrókból álló
csapat persze nehezen verhető).

Nem egyenlő létszámú csapatok inditása esetén az átlageredmény nem igazságos

12719.1 a)
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a) A megadott adathalmaz mediánja 0, módusza 0, tehát legfeljebb a számtani kő­

zép lehet 6,5 cm, ami teljesü! is: 65 = 6,5.
10

Megjegyzés:
Elég értelmetlen, hogy aki nem kelteket is bekalkulálják az átlagba, hiszen itt
vagy nincs növényem, vagy kb. 20 cm-es lesz, tehát a számtani közép semmit­
mondó, 6,5 cm-es át!agnövény nem lesz. A másik két közép azt mutatja, hogya
növények több mint a fele ki sem kel!

b) Átlag: 2,17 nap az első félévben,
szórás: 2,50 nap,
terjedelem: 7 nap,
átlagos abszolút eltérés: 2,2 nap.

13 52 +15 52 +1652 +7.652
b) A szórás: ' '10 ' '= 9,95 (cm).

A szórás nagyobb, mint az átlagérték, a relatív szórás 1,53, tehát 153%-os. Azaz
ez az átlag semmitmondó.
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mérőszám.A nagy létszámú csapatnál a .Jcözcpc," többség szinte elenyészővé te­
heti a kimagaslóan jó, vagy nagyon gyenge eredmények átlagra gyakorolt hatását,
míg egy kis létszámú csapatban éppen forditva: egy kimagaslóan jó teljesítmény
az átlagot magasba szökkentí, egy ,egy ígen gyenge teljesítmény pedíg alaposan
lehúzhatja. Célszerű tehát azonos létszámú csapatok számára kiírni a versenyt, il­
Ietve meghatározní, hogy a kiirt létszámnál nagyobb indulószám esetén mely
eredményeket veszik figyelembe. Ajelenlegí adatok esetén kitíízhető például csa,
patverseny a legjobb 8 ugró átlagára. Ebben az esetben a nagyobb létszámmal in,
duló csapat előnyben van, hiszen a rossz formát kífogó versenyzőinek eredménye
(részben legalábbis) hatástalanítható. Ilyen feltételek mellett is a Brekík csapata
nyerne azonban, hiszen a legjobb 8 "Szöcske" átlaga is csak 127,5 cm.
Elképzelhető például, hogy a kőzépső 6 eredményeit veszik figyelembe, kiszűrve

ezzel a "szélsőségeket", erősitve a verseny esapatjellegét. Ekkor a Szöcskék átla,
ga 125 cm, a Brekik átlaga pedíg 127,5 cm lenne. Ez megerősiti azt a benyomá,
sunkat, hogya Brekik csapatban jobb teljesítményt nyújtottak, mint a Szőcskék.

[i7illJ a) Az átlag: délután 4,28 pont (75 fő); este 2,8 pont (90 fő).
b) Módusz: délután 5, este 3; medián: délután 5, este 3.

c) Szórás: délután 1,03, este 1,30; relatív szórás: délután 23%, este 46%.
Az egyesített lista mutatói: módusz 5, medián 4, átlag 3,47, szórás 1,395, relatív
szórás 40%.

Az elemzés elkészítéséhez segítséget, ötleteket adhat a 2663. feladat megoldása is.

(2721) A viszonylag nagy szórás (relatív szórás) az átlagtól való nagyobb eltérések gyakori
fellépésére utal. Az átlag mindkét osztályban közel van a közepeshez, a B osztály,
ban azonban a relativ szórás kb. 55%, szemben az A osztálybeli 32%,kal. Ez azt sej,
teti, hogya B osztályra lehet inkább jellemző a több jó-jeles, illetve elégséges-elég,
telen.

Az alábbiakban felhasználjuk azt a tényt, hogyaszórásra ígaz, hogy n . ,,-2 megadja
a négyzetes eltérések összegét.

a) Ha az A osztályban l O-néltöbb 4,es lenne, akkor ezek négyzetes eltérésének ősz­

szege legalább II . (4 - 2,84) 2 = 14,80 lenne, azaz a többí 14 osztályzat négyze­

tes eltérésének összege legfeljebb 25 . 0,92 2 - 14,8 = 6,36 lehetne.

Vegyük még figyelembe, hogy a jeles négyzetes eltérése (5 - 2,84)2 = 4,67,

a közepesé (3 - 2,84) 2 = 0,0256, az elégségese (2 _ 2,84) 2 = 0,71,

az elégtelené (1- 2,84)2 = 3,39.
A négyestől különböző 14 osztályzat összege 25 ·2,84 - II ·4 = 71 - 44 = 27.
Ezekből látható, hogya 14 osztályzat legkisebb négyzetes eltérés-összegét úgy
kaphatjuk, ha a lehető legkisebb négyzetes eltérésűből a lehető legtöbbet választ,
juk (a közepes négyzetes eltérésének minden más osztályzat négyzetes eltérése
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legalább 27,szerese!). Közepesből legfeljebb 6 választható, hiszen 7 közepes
esetén a másik 7 osztályzat összege 6 lenne, ami nyilván lehetetlen.
A 6 közepes mellé tehát még 8 osztályzatot kell választani úgy, hogy azok Össze,
ge 10, négyzetes eltéréseik összege legfeljebb 6,36 - 6 . 0,0256 = 6,21 legyen.
Világos, hogy a nyolc osztályzat között nem lehet sem 4,es, sem 5,ös, hiszen ek,
kor a másik 7 osztályzat összege 7,nél kevesebb lenne, ami nyilván nern lehetse­
ges.
Elégségesből ugyanezért nem lehet kettő (vagy több). Az egyetlen lehetséges
eset tehát, hogy 1 db elégségesnek és 7 db elégtelennek kell lennie:

~
~
Ennek az eredménynek a szórása azonban 1,25, ezért nem lehetséges az A osz­
tályban. A 4,esek számának növelésével a szórás csak növekedhet, hiszen a 2,84,
es átlag megmaradása miatt egyidejííleg a közepesből elégségesre vagy elégsé
gesről elégtelcnre kell változtatni egy vagy több osztályzatot. Ilyen módon azon,
ban a négyzetes eltérés tovább növekszik.
Az A osztályban tehát nem lehetett lü-nél több jó credményű teszt, ez csak a B
osztályban fordulhatott elő. A feladat szövege szerint tehát 10 vagy még több kö­
zepes volt az A,ban és a közepes volt a módusz, l Oenél több jó volt a B,ben és ott
a 4,es volt a módusz. A közepes osztályzat tehát az A osztályban volt jellemző.

@Becsüljük meg, legalább hány elégtelen lehetett a B osztályban!

A 28 osztályzat négyzetes eltérésének összege 28· 1,57 2 = 69,02, az osztályza­
tok összege pedig 80.
Az osztályzatok között volt legalább II db 4'es, ezek négyzetes eltérésének ösz­

szege II . 1,14 2
= 14,30. Tegyük fel, hogy pontosan II db 4,es volt. Ekkor a

többi 17 osztályzat összegére 36, négyzetes eltérésűk összegére pedig kb. 54,72
marad.

A jeles négyzetes eltérése 4,67, a négyese 1,30, a kőzepesé 0,02, az elégségese
0,74, az elégtelené pedig 3,39.
Megmutatjuk, hogy legalább 10 elégtelen osztályzat volt a B,ben.
A 17 osztályzat összege 36, ezért "túl sok" jeles nem lehetett, konkrétan legfel­
jebb 4. Ha ugyanis a jelesek száma 5 (vagy több) lenne, akkor a 12 másik osz'
tályzat összege II (vagy kevesebb) lenne, ami nyilván lehetetlen. A legfeljebb
négy jeles négyzetes eltérése együtt legfeljebb kb. 18,32, tehát a 13 másik osz'
tályzaté egyült legalább 54,72 - 18,32 = 36,4. Ha az elégtelenek száma legfel­
jebb 9 lenne, akkor ezek négyzetes eltérése összesen legfeljebb kb. 31,14, vagyis
a 4 másik osztályzaté együtt legalább kb. 5,36. Ez azonban lehetetlen, hiszen a
lehetséges osztályzatok közül a 4-es a legnagyobb négyzetes eltérésű, ám
4 . 1,30 < 5,36. Ezzel beláttuk, hogya B,ben legalább 10 elégtelen dolgozat volt,
ha a jók száma ll.
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328
mig B eredményessége: .- =°65

504 "
Ha B-ben ll-nél több 4-es volt, akkor az elégtelenek számára vonatkozó alsó
becslésünket a fenti gondolat megismétlésével bizonyíthatjuk. (A 2,86-os átlag­
ból adódik, hogya 4-esek száma biztosan kevesebb 17-nél, a szórás felhasználá­
sával ezt az értéket még lejjebb is szoríthatnánk. Ennek most nincs gyakorlati je­
lentősége, hiszen a közölt bizonyitás könnyen megismételhető a megmaradt 4
esetben.)
Ha az A-ban legalább 10 elégtelen dolgozat van, akkor a közepesek száma leg­
alább ll. Ennek a 21 osztályzatnak az összege 43, ami azt jelenti, hogya meg­
maradó 4 osztályzat összege 28 (a 2,84-es átlag miatt). Ez nyilván lehetetlen,
ezért az A-ban IO-nél kevesebb elégtelen volt (ha volt egyáltalán).

Megjegyzés:
Az alábbi táblázatban egy, a feladat szövegének megfelelő eloszlás látható.

M· I .. 176 073a) rve A eredmenyessege: -- = , ;
242

ezért a büntetőt A-val dobatnám.

b) Feltéve, hogy ezek a relativ gyakoriságok mint a bedobás esélyei szerepelnek,
valamint, hogy az egyes dobások sikeressége nem befolyásolja a dobó állapotát
(ami sajnos nem igaz), a két arány ötödik hatványát kell venni. Azaz 0,20, illetve
0,12 eséllyel dobna be A, illetve B egymás után öt büntetőt.

a) A minimum 118, a maximum pedig 166 liter, a különbség 48 liter. Ekkor az
egyenlő, 5 literes tartományok 10 osztályt jelenthetnek, mondjuk 117-tőI167-ig:

117-121; 122-126; 127-131; 132-136; 137-141; 142-146; 147-151;
152-156; 157-161; és 162-166-ig.

559

A magyar tarka esetében a gyakoriság eloszlása:

Gyakoriság

b) A holstein-friz esetében a gyakoriság eloszlása:
Gyakoriság

c) Az összehasonlitáshoz néhány jellemző szám: átlagok, mediánok, szórások, min­
denhol a pár első tagja a holstein-friz, a második a magyar tarka:
átlagok (145; 145), mediánok {146; 145), szórások {13,6; 11,I}.
Nagyon kicsi a különbség, bár tendenciózusan az első egy kicsítjobb, még a szó­
rásnál is, mert ott figyelembe kell venni, hogy több adat van, és mégsem nagyobb
a szórása. Ebből azért nehéz lenne dönteni a két fajta tenyésztése között, ha csak
a tejhozamért tartjuk.

5 4 3 2 l átlag szórás

rA 3 o 12 10 o 2,84 0,92
IB 3 13 o l 11 2,86 1,57

a) A harmadik vizsgán, hiszen a másik kettőn az átlagnál alacsonyabb teljesitményt
nyújtott, mig a harmadikon 5 ponttal jobbat. Feltéve, hogy az átlag körüli szórás­
nyi intervallumon belül kb. az adatok 65%-a található normális eloszlást feltéte­
lezve, a maradék fele alatta, fele felette van, akkor a felső 17,5%-ban van a tel­
jesítménye (a másik két esetben ugyanez az alsó 17,5%-kal igaz!)

b) A második vizsga teljesitménye jobb volt, mint az első; mind a teljes évfolya­
mon, mind X tanuló esetében, bár nála csupán I ponttal, ami nem jelentős. Az át­
lagpontszám viszont 5-tel magasabb, míg az első szórása csak 3 volt, tehát töme­
gesen jobb eredmények kellett, hogy szülessenek, igaz a szórás is megnőtt, azaz
maradt gyenge is. Mégis az átlag 5 pontot javult.

Az első csapat átlagpontszáma: 30,04, a második csapat átlagpontszáma: 26,61.
A különbség 3,43.
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12722.1 a) A kapott gólok száma alapján X jobbnak látszik.

b) A kapott gólok számának eloszlása X-nél egyenletes, Y-nál hullámzó teljesit­
ményre utal, tehát inkább megerősiti az X melletti döntést.
A közölt táblázat természetesen nem döntő érv X mellett, hiszen a kapus teljesít­
ménye nem önmagában, hanem a csapatával együtt mérhető. Sokat számit az is,
milyen erősségű ellenfelekkel küzdöttek az egyes kapusok csapatai. Elképzelhe­
tő például, hogy X csapatának csupa .könnyű", mig Y csapatának igen kemény
ellenfelei voltak. Ez esetben akár meg is fordulhat az al-beli információ alapján
meghozott ("elsietett") döntés, hiszen Y javuló formát mutatott, mig X inkább
hanyatlót.

*
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Minden jellemző kiszámítása nélkül is látszik a fő kulönbség, hogya B osztály­
ban szinte nincs középmezőny, sok a gyenge (igaz nincs elégtelen, csak kettes), és
sokjeles van.Az átlag itt: 3,31, ami jobb az A osztályénál. viszont a szórás: 1,29.
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B osztályjegyei

A osztály jegyei
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Az osztály eredménye átlagos, a több kettest, mint négyest a jelesek szép száma
ellensúlyozza, megbízható tömeg a közép, a tanulók kb. harmada közepes. Az át­
lag egyébként 3,14, ami matematikából egész "rendesnek" rnondható, míg a szó­
rás: l,tz.

b) Először itt is egy grafikon, majd a jellemzők kiszámítása után hasonlítjuk össze
a két osztályt:

feletti: pl. Luxemburg kimagaslik, igaz nagyon kicsi területű, ráadásul tranzitor­
szág. Dánia háromban fölötte, egyben éppen csak alatta van, hasonlóan Hollan­
dia, Franciaország. Mindenképpen a gyengén "behálózott" országok közé tarto­
zik: Portugália(igaz, "végország"), Görögország, illetve sajnos Magyarország is
verseng az előbbi kettővel a lemaradásban (közútban Görögország megelőzi, de
őket autópályában "verjük", Portugáliával éppen fordított a helyzetünk: ott keve­
sebb a közút, de jobb az autópálya-mutató.)

d) Mérjük az eltérést azzal, hogy az átlag hány százaléka a magyar adat. Ezek rend­
re: 34%, 33%, 20%, 31 %. Ezek közül a 20%, az 1000 km--re eső autópályahossz
a legrosszabb adatunk.

~731·1 a)
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a) A keresett átlagok rendre: 953,9; 8,8; 18,6; 0,11. Magyarország (bár "átjáró" or­
szág) mindenben jelentősen lemaradt, még az átlag harmadát sem éri el! Ez je­
lentős útfejlesztést igényel a közeljövőben.

b) A terjedelmek rendre: 1873; 24,24; 53,9; 0,24. Igen nagyok, főleg az első három,
amelyek az átlag két-háromszorosai, ezt mutatják az alább megadott szórások is.
(Bár ezek kiszámitása nem volt kérdés: 627; 6,27; 17,22; 0,06. A relatív szórások
- 0,66; 0,71; 0,93; 0,55 - mégjobban mutatják, milyen nagy különbségek vannak.)

c) Például úgy, hogy az átlag alattiak vagy felettiek. Lehet persze, hogy egy-egy or­
szág az egyík szempont szerint az átlag alá, a másik szerint fölé esik. Mindcn­
képpen nagyon jó közlekedésűaz az ország, amelyik minden szempontból átlag

Legyenek a sokaság elemei Xl' X2, •.. X". Tudjuk, hogy az átlaguk 56, és mondjuk
Xl = 68, valamint azt is, hogy ez többször nem fordul elő, azaz ha i > l, akkor
Xi " 68. A 68 nélkül a maradék számok átlaga 55. Ekkor ezen számok összege
55(n - l). Ehhez hozzávéve a 68-at, az átlag 56 lesz, tehát 55(n - l) + 68 = 56n,
ahonnan n = 13 következik. Ha 12 pozitív elem átlaga 55, akkor a legkisebb szóba
jövő elem az l. Akkor lesz a maximum a legnagyobb, ha II darab l-est veszünk.
Mivel a számok összege 660, ha II db l-est veszünk, akkor 649 a legnagyobb. Min­
den más esetben kisebb a legnagyobb elem, tehát a keresett maximnm legfeljebb
649. (És legalább 55, ha mind a 12 szám egyforma.)

Mivel a győztes csapat testmagasságai jól láthatóan két csoportba oszthatók:
144-152 íntervallumban van 7 fő, majdnem a csapat fele, mig a másik csoport mi­
nimuma 180, maximuma 198, tehát 9 fő pedig a 180-198 intervallumban van. A
csapat átlagos testmagassága 173 cm, a szórása: 21,8 ern. Mivel "normális esetben"
az átlag körül vannak a játékosok magasságai, mig itt az átlag a "senki földjén" van,
nagy eséllyel mondhatjuk, hogy ez a "Törpék és óriások" csapata lehet, tehát ők

győztek, feltéve, hogy az ellenfél egy normális, nem egy másik "Törpe és óriás"
csapat.

a) A nagyobb létszámú osztályban jobb jellemző az átlag, mert annak ellenére, hogy
több elem van, mégis kisebb a szórás, az elemek kevésbé térnek el a 168 cm-től.

@A kisebb osztályban, mert ott ez az eredmény az átlagtól háromszoros szórásnál
mcsszebb lévő elemeket jelenti, tehát még a durva Csebisev-egyenlőtlenségsze-

rint is az esély .le-nél (0,111) kisebb, mig a másik osztályban a IS-ös eltérés
9

'd '" 15 3 5 ..ma] nem a szaras negyszerese, pontosan -::= ,7-szorosa. Tehat a Csebisev-
4

egyenlőtlenség szerint az esély kisebb, mint _1_
2
~ 0,071. Így a kisebb osz­

3,75
. tályban a nagyobb szórás miatt mégis valószinűbbez az eset.
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a) Hagyományos alma: átlag 119,75 (g), medián 120 (g); módusz 120 (g). Bioalma:
átlag 115,3 (g) medián 115 (g), módusz 115 (g).

Az összehasonlítás tehát a következő: a B osztályban tőbb jó eredmény szülctett,
de nagyobb a szóródas, főleg azért, mert kisebb a középmezőny. A szokásos ösz­
szehasonIítás szerint (átlag) a B osztály lenne a "nyerő". A medián egyébként
azonos (3). A módusz viszont az A osztályban jobb: 3, mig a B-ben csak 2.

a) Akkor elég, ha egy napra legfeljebb 999 fiú, illetve ugyanennyi lány születése
esik. Mivel minden évben 95 OOO és 280 OOO között volt az újszülöttek száma,
aminek kb. a fele fiú és lány. Mivcl az eltérés legfeljebb 5%, vegyük például a lá­
nyokat nagyobbnak (a legszélsőségesebb eset: 52,5% lány és 47,5% fiú): 49 875
és 147 OOO közé esik az egy évben született lányok száma. Most a felső határ az
érdekes, 147 OOO-ből egy napra 402,7 jut átlagosan. Mivel a 999 ennek több,
mint kétszerese, ezért várhatóan általában elegendő a személyi szám. Nagy rit­
kán persze előfordulhat extrém eset.

b) Mivel 8-szor annyian vannak, ha a szűlctések száma is arányos, akkor napi 3222
lány várható átlagosan, így biztosan nem lenne jó ez a rendszer, ott eggyel növeI­
ni kellene a jegyek számát.

b) Alma tömeg eloszlása

c) Több szempontot is figyelembe vehetünk, pl. hol a legkisebb az egy autóra eső

balesetek száma, vagy hol minirnális az l mérföld megtett útra eső balesetek szá­
ma. Esetleg a kettő kombinációjaként kiszámoljuk az egy autóra eső rnérföldszá­
mot, s ezzel osztjuk a halálesetek számát. A három különböző modell szerinti
eredmény:

állam egy autóra eső egy mérföldre eső egy autóra eső

balesetszám balesetszám rnérfőldszám

Alaszka 0,000218 0,000 OOO 0279 0,01356__
~-'.
Kalifornia 0,000172 0,000 OOO 0145 0,32275
C--

Florida 0,000242 0,000 OOO 0217 0,222 Ol-
~ewYork 0,000184 0,000 OOO 0164 0.160 t8_
Rhode Island 0,000 127 0,000 OOO 0103 0,00638

Az első szerinti biztonsági sorrend: l. Rhode Island, 2. Kalifornia, 3. New York,
4. Alaszka, 5. Florida.
A másudik szerint: I. Rhode Island, 2. Kalifornia, 3. New York, 4. Florida, 5.
Alaszka. Tehát csak a végén van egy helycsere.
A harmadik azonban nagyon széthúzza a mezőnyt, itt az egy autóra eső mérfőld­

szám a nevező, a halálesetek száma pedig a számláló: 1. Rhode Island, 2. Alasz­
ka, 3. New York, 4. Florida, 5. Kalifornia. Mindenképpcn Rhode Island a leg­
jobb, New York középen van, Florida pedig a lista második felében.

---o--- hagyonlányos
~,)- bioalma gyakoriság

A bioalma szóródása nagyobb, és kisebb hullámzást mutatnak a gyakoriságok, a
bagyományos alma jobban hasonlít egy normális eloszlás harangjára, kisebb a
szóródás. Hasonlóság nemigen látszik az ábrán.

12734·1 a), b) Az első oszlop valamilyen nyilvántartásból származhat, az adott államban
bejelentett gépkocsik száma, valószinűleg többé-kevésbé megbízható. Ugyanez
mondható el a harmadik oszlopról is, ahol az adott államban bekövetkezett halá­
los balesetek áldozatainak a számát találjuk. A második oszlop az adott államban
vélhetőerr a megjelölt számú gépkocsik által megtett összes út hossza mérföldben
kifejezve. Ez az adat tűnik a legkérdésesebbnek. Honnan tudja a sofőr pontosan,
hogy az adott államban, ahol be van jelentve gépkocsija, pontosan mennyit ha­
ladt, s rnennyit más államokban. Ezzel együtt ez az adat kétséges bíztonságú.
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a) Az eloszláshoz először meghatározzuk az egyes csoportok létszámát:
humán: 13 120; reál: 5760; humán és reál: 9920 és végül nincs irányultsága:
3200 tanulónak. (Az adatok nem teljesen pontosak, hiszen nem pontosan 32 OOO
tanuló van.) Eszerint elégtelent kapott: 39 humán (0,3%), 6 reál, 10 humán-reál
irányultságú és 16 irányultság nélküli, összesen: 71 tanuló.
Hasonló módszerrel elégséges: 5130 + 622 + 1845 + 1382 = 8979 tanuló,
közepes: 4736 + 1192 + 2718 + 1002 = 9648 tanuló,
jó: 2152 + 1405 + 2381 + 483 = 6421,
jeles: 1063 + 2534 + 2966 + 317 = 6880.
Oszlopdiagramon az országos eloszlás:

Jegyek országos eloszlása
lO OOO

8 OOO

6 OOO

4000

2 OOO

o+---+--"--"-'-"-l
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c) A baloldali, 3 órás eloszláshoz hasonlit a kép jobban, mert azok a diákok több,
mint 4-szer annyian vannak, igy a súlyozott középben mindig 4-szer olyan sulyt
jelentenek.

a) A térképről leolvashatjuk, hogy az egyes megyékben százezer főre hány tbc-s jut.
Ezt a táblázatból kiolvasható lakosságszámmal szorozva megkapjuk az egyes me­
gyékben, illetve Budapesten a tbc-sek számát. Ezt osztva az összlakossággal. ki:
jön, hogy 100 OOO főre hány tbc-s jut. Ez valójában a lak?,sság eloszlá~a ~zennl1

súlyozott közepe a tbc-s arányszámoknak (nem egyszeru szamtam kozep, anu
rossz megoldás!). Tehát pl. Bács-Kiskun megyében a térkép szerint 9,73 tbc-s jut
100 OOO lakosra amit szorozni ke1l5,31-dal, mert ennyi százezerben a lakosság­
szám. Kapjuk, hogy ebben a megyében 51,6663 tbc-s beteg ~an. Hasonlóan, kap­
juk a betegek számát a többi megye esetében, és ez osztando a lakossags~amok

összegével (100,44), ami az összlakosság 100 OOO-ben (tehatlO 044 OOO fo ~ h­
rekitett összlakosság). A számlálóhoz beirjuk a térkép adatait a megadott tabla­
zatban egy beszúrt sorba (a sorok végén összegeztük a lakosság-, illetve beteg­
számot):

B-K Ba Bé B-A-Z Bp, Cso Fe összesen
531 401 392 729 1815 418 426 4712
9,73 lO,t8 17,61 21,65 21,65 14,75 8,45

51,6663 40,8218 69,0312 157,8285 392,9475 61,655 35,997 809,9473

Gy-M-S H-B He J-N-Sz K-E Ná Pe összesen

424 542 323 4t I 309 216 1032 3257
8,49 30,71 10,49 11,58 6,77 13,31 22

35,9976 166,4482 33,8827 47,5938 20,9193 28,7496 227,04 560,6312

So Sz-Sz-B To Va Ve Za összesen

330 569 244 266 373 293 2075

6,92 19,24 12,23 2,61 4,8 4,06

22.836 109,4756 29,8412 6,9426 17,904 11,8958 198,8952

Matematika jegyek eloszlása a 3 és
5 órában tanulóké együttesen
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b)

Matematika érettségi jegyek I 2 3 4 5
3 órás gyakoriság 55 6056 6220 3502 2408
5 órás "yakoriság 9 408 802 1151 2110

b) Az országos eloszlás százalékos aránya: 0,2%; 28, l %; 30,2%; 20, I%; 2 I,5%.
A legközelebb a harmadik sor (human-reál) van ehhez, ngyanis az abszolút elté-

. k á I" . 0,1+11,0+5,9+3,7+134
rese atlaga az e so csoportnal: 5 ' = 6,8 (%),

isodik . 0,1+17,3+9,5+4,3+225
a masodr csoportnal: 5 ' = 10,7 (%),

harmadi! '1 0,1+9,5+2,8+3,9+8,4
a arnradi ( csoportna: 4 9 (al)5 =, roi,

0,3+ 15,1 + l, l + 5,0+ 11,6
a negyedik csoportnál. 5 = 6,6 (%).

Ez a legkisebb a humán-reál csoportnál. Egészében tehát ez a legreprezentatívabb
csoportja az országos átlagnak. Átlagos négyzetes eltéréssel számolva is ez az
eredmény.

c) Ahol a jó jegyekben többet, a rosszban kevesebbet produkáltak, az a jobb az át­
lagnál. Eszerint a legjobb, egyébként ez az átlagból is látszik, a második (reál)
csoport. A humán-reál van legközelebb az átlaghoz. de attól felfelé tér el. Az irá­
nyultság nélküli és a humán átlag alatti, és egymáshoz képest kicsi a különbség.
Az irányultság nélküliek a leggyengébbek, de alig jobb a humán csoport. Az át­
lagok: humán: 2,93; reál: 4,01; homán-reál: 3,65; irányultság nélküli: 2,91. Az
országos átlag: 3,35. Azaz, ahogyan mondtuk, átlag feletti a másodikés a harma­
dik csoport, átlag alatti az első és a negyedik, közel egyformán gyenge, de pici vel
jobb a humán, ahogy éreztük az eloszlásból is.

a) Az első eloszlás 32 OOO-ből 57%-nyi, azaz 18 240 tanulóra,
a második eloszlás 14%-nyi, azaz 4480 tanulóra vonatkozik,
eszerint a gyakoriságokból összesen 22 720 tanulóra vonatkozó eloszlás:
18 240-ből 55, 4480-ból 9 elégtelen, azaz Összesen: 64 elégtelen.
Hasonló megfontolással:
elégséges: 6056 + 408 ~ 6464 tanuló;
közepes: 6220 + 802 = 7022 tanuló;
jó: 3502 + 1151 = 4653 tanuló;
jeles: 2408 + 2110 = 4518 tanuló.

Az összes betegek száma 1569,474; ezt osztva 100,44-gyel megkapjuk a keresett
arányt, tehát az országos átlag: 15,63 tbc-s 100 OOO lakosra. Látszik, hogy nagy
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c) A régiók között keressük az abszolút szám, illetve az arány maximumát, ez tehát
egy újabb összesitést igényel a megyei táblázatból, illetve az előző pontbeli diag­
ram révén. Az abszolút szám láthatóan Közép-Magyarország esetében a legna­
gyobb (620), az arányhoz kellenek a lakosságszámok, ez (százezrekben) az
egyes régiókban rendre 28,47; 11,08; 9,83; 9,75; 12,68; 15,22; 13,41. Az arányok
igy: 21,78; 6,77; 5,60; 9,64; 17,43; 21,22; 13,65. Tehát - ha alig 0,5-del is - szin­
tén Közép-Magyarország a listavezető az arányok tekintetében is, amely régiót
szorosan követi az Észak-Alföld régió, majd Észak-Magyarország, a legjobb
helyzet a nyugat-dunántúli régióban van, ahol csak 5,6 ez az arányszám.

(2738) a) Az egyes csökkenések 1930-at véve 100%-nak: 17,8%, 28,1%, 27,3%, 54,7%,
77,0%, 87,3%. Ezek átlagát. amiből válaszolhatnánk a kérdésre nem tudjuk ki­
számitani, mivel nem ismerjük, hogy hány nő esett az egyes osztályokba, és itt
súlyozott közép kell!

--.- Mexikó
--G-- Svédország

70-60-6915-59

Mexikó Svédország
-14 33476061 I 506667
15-59 51940 OOO 5091 579
60-69 4719542 1117967
70- 1 399300 949654,7

L: 91534902 8665868
arány 4,9 10,4

c) A paradox jelenség oka, hogy Mexikó nagyon "fiatal ország": több, mint 30%-a
14 év alatti gyerek, mig Svédországban a gyerekek aránya 17%; alig több, mint
a fele. A középkorosztály Mexikóban 57%, Svédországban 59%; és a fő különb­
ség, hogy az öregek aránya Mexikóban csak 12%, mig a svédeknél kb. kétszere­
se, 24%. Tehát elöregedettebb a svéd társadalom. Kevesebb gyerek születik, vi­
szont azok tovább élnek.

b) Az egész népességre vonatkozó halálozási mutatóhoz összegezzük, hogy hányan
haltak meg 1998-ban külön-külön a két országban: Mexikó esetén a négy adat
összege: 446 448 fő, Svédország esetén 90 330 fő. Minden a lakosság méretétől

függ: Mexikó összlakossága 91,53 millió, Svédországé 8,66 millió. Ebből Mexi­
kóban kísebb mégis a halálozási mutató: 4,9 ezrelék, Svédországban 10,4 ezrelék.
Az összlakosság a halálozási arányszámokból kiszámitható, hiszen pl. a 110 471
halott gyermek 0,33%-a a 14 év alatti gyerekeknek, ahonnan ez a létszám
33476061, lásd a táblázat első sor második oszlopát.
Hasonlóan kaptuk a többi elemét is a táblázatnak.

b) Ugyanazt, amit az al-ban is tudni kellett volna, nevezetesen az egyes korosztályok
létszámát. Előfordulhatna, pl. ha 1994-ben a vizsgált korosztályokba tartozó nők

száma több, mint kétszerese az 1930-asnak. Ez elég valószinűtlen (nem is igy van)!
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a szórás, hiszen van 30,71-os érték, majdnem kétszerese, és 2,61, ami csak hato­
da az átlagnak.

Megjegyzés:
Az újság adatai nem teljesen pontosak, mert egész számú betegnek kell lennie az
egyes megyékben, s az ezekkel az adatokkal nem teljesülhet. Hiszen pl. B-K ese­
tében a 5,31 százezer lakos és a 9,73 arányszám együtt biztosan nem lehet jó. Ha
az adott évben 51 tbc-s volt a megyében, akkor 531 OOO lakos mellett ez 9,60-os
arány; ha viszont 52 beteg volt, az meg 9,79. Viszont 51,6663 beteg meg nem le­
het!

b) Először szükségünk van a tbc-s betegek megyénkénti számára, s ezt kell a régiók
szerintösszegezni, amiaz előző táblázat beszúrt"szorzatsorainak" az egészre ke­
rekített számai, azaz a húsz szám rendre: 52; 41; 69; 158; 393; 62; 36; 36; 166;
34; 48; 21; 29; 227; 23; 109; 30; 7; 18; 12. Ez a régiók szerint: K-M: 620; K-Dt:
75; Ny-Dt: 55; D-Dt: 94; É-M: 221; É-A: 323; D-A: 183.
Oszlopdiagrarnon ábrázolva:

TBC-s betegek eloszlása régiónként
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MTK 33
Dunaújváros 20
ZTE 18

FrC 4

Videoton 3
Újpest -l
Debrecen -5

Sopron -9

Kispest -11

Győr -ll

Vasas -20

Haladás -21

Sipi Cilkó Times Bazsa Péter Ádám Zozó Laci Katus Maci
Iszereplésszám 140 124 ll8 71 64 55 51 21 17 9
I relatív gyakoriság 1,00 0,89 0,84 0,51 0,46 0,39 0,36 0,15 0,12 0,06

javítás félévi jegy év végi jegy

B. Dóra -0,65 4 3
D. Rózsa 0,01 2 2
F. Réka 0,03 3 3
F. András 0,97 2 3
H. László 0,45 2 3
L. Péter 0,56 2 3
R. György 0,63 I 2
Sz. Tamás -0.60 4 4
Sz. Gábor -0,36 2 2
T. Borbála -0,16 3 3
átlag 2,50 2,80

kell egyezzék a lejátszott meccsek számával - csapatonként külön-külön, és a táb­
lázat összesítésében is. A "győzelmek száma" . 3 + "döntetlenek száma" . 1 meg
kell egyezzék a pontok számával - szintén csapatonként és összesítésben is. '

népsűrűség

Európa 56
Ázsia 74
Afrika 22
Észak- és Közép-Amerika 19

Dél-Amerika 17
Ausztrália és Óceánia 3
Antarktisz O

átla. 27

a) Lásd a táblázatot; a népsűrűséget

fő/km- egységben adtuk meg.

b) A kapott népsürűségek átlaga, mint
látható, 27 fő/km-. (Ha Antarktisz
nullás adatát figyelmen kivül hagy­
juk, akkor 32 fő/km-.) Ugyanakkor
a lakott szárazföldek teljes területe
134 rnillió 300 ezer km-, összlakos­
sága 5 milliárd 341 millió fő (a fel­
adatgyűjteménybeli táblázat megfe­
lelő oszlopainak összegzésével). Az ezek hányadosaként kapott átlagos népsűrű­

ség 40 fő/km". (Ha a gyakorlatilag lakatlan Antarktisz területét is beszámítjuk. az
összterület 147 millió 600 ezer km-, az átlagos népsűrűség pedig 36 fő/km- lesz.)
Akár a 27-36, akár a 32-40 párost vizsgáljuk, a különbség jelentős. (Márpedig
csak ezeket lehet összevetni Antarktisz figyelembe vétele vagy nem vétele miatt.)
Ennek oka, hogy a földrészek területe különbözik. A népsűrűségek átlagában
mindegyik kontinens népsűrűsége azonos súllyal esik latba, a kicsi és ritkán lakott
Ausztráliáé ugyanúgy, mint a nagy és sűrűn lakott Ázsiáé - a teljes átlagos nép­
sűrűségben viszont tulajdonképpen a területtel súlyozva átlagoljuk a kontinensek
népsűrűségét. (Ellenőrizze egy fiktiv adatsorral: ha azonos lenne minden földrész
területe, a kétféle módon számított átlag megegyezne. Érdekes lenne a helyzet egy
fordított "szereposztásban": nagy, de ritkán lakott és kicsi, de sűrűn lakott konti­
nensek esetén a kétféle átlag nagysági viszonya akár forditott is lehetne.)

c) A terület szerinti sorrend: Ázsia, Afrika, É-K-Amerika, D-Amerika, Antarktisz,
Európa, Ausztrália-Óceánia; a lakosság szerinti: Ázsia, Afrika, Európa, É-K-Ame­
rika, D-Amerika, Ausztrália-Óceánia; Antarktisz; a népsűrűség szerinti: Ázsia,
Európa, Afrika, É-K-Amerika, D-Amerika, Ausztrália-Óceánia, Antarktisz.

d) A szárazföldek összterülete 147.6 millió km 2 (lásd b) rész), ez az 510 millió km2­

es összfelületnek 29%-a, tehát 71%-ot borit viz.

a) A táblázatban 12 piros szinnel jelölt (tehát kecsua) nyelv található.

b) A 12 adat összegzésével: 7 millió 589 ezer.

c) Ehhez össze kell adni mind a 44 létszám-adatot, az összeg: 9 744 275.

Ak ' l' , h' d 7589000 O 8et etszam anya osa: = ,7 .
9744 275

d ksé h' d 9 744 275 49 kb 49'") A most szü seges anya DS: O, , azaz . 70.

20 OOO OOO

12740.1 a) A félévi három legjobb: Sz. Tamás 4,30, B. Dóra 3,85, F. Réka 3,22.

b) Az év végi három legjobb:
Sz. Tamás 3,70, F. Réka 3,25,
B. Dóra 3,20.

c) A három legtöbbet javitó (mint
az amellékelt táblázatból kiol­
vasható): F. András 0,97,
R. György 0,63, L. Péter 0,56.

d) Lásd a táblázatot!

e) Az átlagok átlaga félévkor 2,56,
év végén 2,64;
ajegyek átlaga félévkor 2,50, év
végén 2,80.

12741.1 al-b)

A relativ gyakoriságokat az első sorbeli gyakoriságok 140-nel (az összes koncert
számával) való osztásával kapjuk.

c) A szereplések számának nincs módusza, mert minden adat csak egyszer fordul
elő. A medián a nagyság szerinti felsorolásban a "középső", illetve most a páros

, 'd . ké kö .. , I 55 + 64 59 5szarnu a at miatt a et ozepso at aga, =, .
2

d) Ha 140 koncert mindegyikén 5 zenész szerepelt, akkor összesen 140·5 = 700
szereplés történt. A táblázatbeli szereplések számának összege 670, igy 30 sze­
replési alkalom nincs feltüntetve.

12742.1 a) Lásd a táblázatot!

b) A gólkülönbségek átlaga O.

c) Mivel minden berúgott gólt be is kapott valamely csapat,
ezért ugyanannyi az összes rúgott gól, mint amennyi a ka­
pott. A gólkülönbségek összege igy természetesen O, tehát
az átlaguk is.

d) Egyik ilyen lehetőség éppen az előző pontban emlitett:
megegyezik-e a rúgott és kapott gólok száma? Egy másik:
ugyanannyi-e a győztes mérkózések száma, mint a vesz­
teseké; a döntetlenek összes száma pedig páros-e. A nyer­
tes, vesztes és döntetlen meccsek számának összege meg
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12745.1 a) A csikitano, 20 OOO beszélővel.
b) Az 5000 (háromszor: baure, csimane, zamuko).

12746.1 a) szakítószilárdság
470-480 480-490 490-500 500-510 510-520 520-530

(10 OOO N/m')
I gyakorisága l 4 10 10 4 2

b) A házasságban élők számának változása megkapható a házasságok számának
növekedése (házasságkötések száma) és csökkenése (megszűntházasságok szá­
ma) különbségeként,

1980 1990 1996 1997 1998
házasságkötések száma 80331 66405 48930 46905 45500
megszünt házasságok száma 98221 89817 82863 84193 85 OOO
házasságok számának változása -17 890 -23412 -33933 -37288 -40 OOO

c) A megadott táblázat megfelelő sorait választva:

19981997
0t---+-+---+-7-~~:--~--\--+--___1

-5 OOO

-10 OOO

-15 OOO

-20 OOO

-25 OOO

-30 OOO

-35 OOO

-40 OOO

Vonalgrafikonon szemléltetve:
1980 1990 1996

1980 1990 1996 1997 1998
házasságkötések száma 80331 66405 48930 46905 45500
válás következtében megszűnt 27797 24888 22590 24992 25500
Ezer házasságkőtésrejutó válás 346,0 374,8 461,7 532,8 560,4

A grafikon:
1,0

0,9 i---t----___1--+---f---I---1
0,8

bO
-<lj 0,7

~ 0,6 t---I--+--~--~·---_T r-- -I-+---------c---·
@ 0,5

.::; 0,4 i---I--f--
ro

'"§ 0,3

0,2

0,1
0,0 +-----T-+----1~_+_-\____+_-~__+-+____+-__r____1

b)

A szakítószilárdság

legfeljebb 480 490 500 510 520 530
(l0 OOO N/m')

relatív gyakorisága
l

:1 ~ 0,161 .12 ~ O 484 25~0806 29 ~ 0935 .3-1 ~ I- ~ 0,032
31 31 ' 31 ' 31 ' 31

1980 1990 1996 1997 1998
megszűnt házasságok száma

27 797 24888 22590 24992 25500
válás következtében

ezer fennálló házasságra
9,9 9,9 9,7 10,9 11,3

jutó vá1ás

fennálló házasságok
2,81 2,51 2,33 2,29 2,26

száma (millió)

d) A táblázat utolsó előtti sora megadja, hogy az adott évben fennálló házasságok
hányezrelékével egyenlő az adott évi válások száma. Mivel a válások száma is­
mert, ezért a fennálló házasságok számát egy osztással kaphatjuk meg. Például

1980-ban: ~~O~:~ ~ 2,81 . 10
6

, tehát a fennálló házasságok száma kb. 2,81 mil­

lió volt.

---t- házasság

-----+- megszűnt

házasság

530

---=----=---=-~r--I---
i I 1--------

------T---

490 500 510 520
szakítószilárdság legfeljebb (10 OOO N/m')

480

100 OOO

90000
80000
70000
60000

50000
40000
30000
20000

10000

O+-~--+--\---+-+--\--+--~~~

12747.1 a)

1980 1990 1996 1997 1998
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=

fiúk magas­
----+---- sága (cm)

lányok ma­
--+- gassaga (cm)

28. (5 -3,51)' + 25· (4 - 3,51)2 + ... + lO· (1- 3,51)2
D(3, 51) = 90

átlag szórás

komolyzene,opera 2,92 1,39

operett, musical 2,83 1,32

jazz, tánczene 3,51 1,37

népdal, cigányzene 2,88 1,38

eevéb 2,86 1,49

b)

= ~14,2 -12,3279 ~ 1,37.

A számítás módját a jazz, tánczene kategóriával kapcsolatban részletezzük:

28·5 + 25·4 + 12·3 + 15·2 + lO· I .
x= =3,51.

90

= 168,489 ~ 137.
90 '

Bebizonyítható, hogy a szórás az alábbi egyszerűbb módon is kiszámítható:

D(3,51)= 28·5' +25.4
2

+12·3' +15.2
2

+10.1
2

-3,5i'
90

Megjegyzés:
A lOO%-tól való eltérés a kerekítésekből adódik.

12750.1* a) Testmagasság:

150

140

130

120

110

100

90

80

70

60

50 -Hh-~~-.--~~--.--~~--'--~-

operett, musical
5 I

15,6% 18,9%

4
14,4%

2
21,1 %

I
20%

3
10,0%

komolyzene, opera

5
18,9%

3
22,2%

jazz, tánczene népdal,cigányzene
1 511,1% 16,7% I

5
23,3%

31,1% 2
16,7%

4
16,7%

2
15,6%

3
27,8%

egyéb
5

17,8% I
26,7%

12748·1 a) A telitalálatos sorsolásokon szereplő számok összege 259 = 37·7, ezért eddig
37 sorsoláson találtak telitalálatos szelvény t.

b) Nándinak van igaza.

12749.1 a)
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b) Egy év alatt egy fiú tömegének változása:
Jelöljük d;-vel az j-edik és az (i - l j-edik év közötti változást! 1 :o; i :o; 10
dl = 10,07 - 3,40 = 6,67
d2 = 12,56 - 10,07 = 2,49
d3 = 14,61 - 12,56 = 2,05
d4 = 16,50 - 14,61 = 1,89
ds = 18,37 - 16,50 = 1,87
d6 = 21,90 - 18,37 = 3,53
d7 = 24,54 - 21,90 = 2,64
ds = 27,26 - 24,54 = 2,12
dg = 29,94 - 27,26 = 2,68
dIO = 32,60 - 29,94 = 2,66

10

A · '1"1 ~di 29,2z eves va tozas at aga: "=--- = -- = 2 92 (kg)
10 10 ' .

Az éves változás kiszámolásának másik módja: a 10 éves kori tömegből kivonjnk
"l ' k . .. " 32,6 - 3 4 29 2a szu etes on tomeget es atlagolunk: ' = -'- = 2 92 (kg)

10 10' .
Egy év alatt egy fiú magasságának változása: (a fenti gondolatmenetet követve):
8,97 cm - 9 cm.
Egy év alatt egy lány tömege, illetve magassága átlagosan 2,85 kg-ot,
Illetve 8,78 cm - 9 cm-t növekszik.

b) Az osztályok legyenek egyenletesen megadva:
a legnagyobb létszámot (1 140 OOO) figyelembe véve legyenek 100 OOO szélesek,
tehát 1-100 OOO; 100001-200 OOO; ... 1100001-1200 OOO.
Eszerint a gyakoriságok:

járműipar

27%

olajipar
10%

kereskedelem
27%

távközlés
3%

informatika
7%

villamosipar
3%

A fő gazdasági területek gyakoriság eloszlása a
világ 30 legnagyobb vállalkozása alapján

postaipar
elektronika 3% - -;

7%

gépipar
3% -----~-- __

biztosítás
7%

élelmiszeripar
3%

foglalkoztatottak száma gyakoriság

t-lOD OOO 9

100001 200 OOO 8

200001-300 OOO 5

300 001--400 OOO 3

400001 500 OOO 2

500 001-600 OOO 1

600 001-700 OOO O

700001 800 OOO O

800 00 l-900 OOO O

900001-1000 OOO l

1000 001-1 100 OOO O

l 100001 l 200 OOO l

c) A %-os növekedés születéstől 10 éves korig fiúk esetében:
• tömeg: 858,82% (3,4 kg-ról 32,6 kg-ra történt a növekedés, tehát a válto­

zás 29,2 kg.)
• magasság: 177,27%.

A %-os növekedés születéstől 10 éves korig lányok esetében:
tömeg: 849,4%
magasság: 174,9%

12751,1 a)

-- fiúk tömege (kg)

-- lányok tömege (kg)

~ ~ ~ ~ ~ ~
0 0 0 " 0 "> > > > > >'0 '0 '0 '0 '0 '0

vo 'D c- 00 o- S

Tömeg:

35,00

30,00

25,00

20,00

15,00

10,00

5,00

0,00 ~ ~

~ ~
-o -c
.lj
,~

~
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A gyakorisági diagram:

Foglakoztatottak száma szerinti gyakoriság eloszlása

9
8
7

6
5
4
3
2

1
O+--+--+--I--+-+--+-~-~-+-+----+-~

",'"
"",'"

")'
","

"",'",,"
c) A eégek átlagos bevétele az ötödik oszlopban lévő számok átlaga: 98,97 (azaz

kb. 99) milliárd dollár.

Megjegyzés:
A szórás: 37,7 milliárd, arelativ szórás 0,38. A medián 83,9 milliárd, ez a sorban
a 15. és 16. vállalat átlaga, mert nincs középső.

d) Az ötödik oszlop és a negyedik oszlopban lévő számok hányadosa az egy főre eső

bevétel. Excel-ben könnyen sorba rakbatók a vállalatok ezen mutató szerint.
Enélkül is megállapithatók az ebben a tekintetben élen állók. Nyilván azok vezet­
nek, ahol nagy bevétel kevés foglalkoztatottra esik. Az Itoehuban, a Marubeniben
és a NISSHO IWAI-ban mindössze 5 800 ember alkalmazott, a Snmomitoban
8 500, de a Mitsuinál és a Mitsubishinél is csak II OOO, illetve II 700. A többiek
jóval, akár egy nagyságrenddel több embert alkalmaznak, a következő a City­
gronp is 38 300, s aztán már 82, illetve 87 ezer jön, a többi 100 OOO feletti. Mivel
a bevételek között nincs ilyen nagyságrendi különbség, ezért ezek a felsoroltak
fognak vezetni az egy főre eső jövedelemben. A legkisebb létszámú Itochu a be­
vételben ugyan csak 9., de előtte két II OOO alkalmazottú van, amelyek nem for­
galmaztak legalább kétszer annyit, tehát első az Itochu az egy főre eső 19,43 mil­
lió dollárjával! A Marubeni és a NISSHO szintén 5800 fővel 98, ill. 75,9 milliár­
dot forgalmaz, náluk ez a mutató 16,9, ill. 13,09 millió dollár egy főre. A Sumo­
mitonál II millió dollár, és a Mitsuinál és Mitsubishinél ez a mutató: 12,47 mil­
lió, illetve 9,67 millió dollár. A Citygroup már "csak" 2,1 millió dollár egy főre

eső bevétellel bir. A többi biztosan kevesebb. Tehát a sorrend: Itoehu, Marubeni,
NISSHO, Mitsui, Sumomito, Mitsubishi. A nevek alapján mind a hat japán cég,
5 kereskedéssel foglalkozik, az egyetlen "termelő" a Mitsubishi, itt nyilván a ro-
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botizáció magas foka az ok, a többi ötnél az elektronika, az e-kereskedelem roha­
mos fejlődése lehet a kevés emberi munkaerő-igény oka.

152 OOO
a) Az összesitett adatok hányadosa 262 400 0,58, ennyied rész, vagyis 58% volt

még nyelvhasználó.

b) A három legnagyobb beszélői létszám: kri 58 OOO, ozsibva 40 OOO, csipevéj 9800.
A három legnépesebb etnikum: ozsibva 95 OOO, kri 60 OOO, mikmak 13 OOO.

c) A legnagyobb arányban beszélt nyelvanitinat (7 a 7-ből, 100%), ezt követi a esi:
pevéj (9800 a 10 OOO-ből, 98%). A harmadik helyen "holtversenyben" a kn
(58 OOO a 60 OOO-ből) és az eesaottin (1450 az I 500-ból, egyaránt 97%).

a) Az A változat szerint 15 + 46 = 61 fő fizetne 600 Ft-ot,
mig 35 + 4 = 39 fő 1000 Ft-ot.

, ",,,, 61·600+39·1000 (Ft)
Akkor az atlagos egy fore eso bevetel: = 756 -f" .

100 o

b) A B változat szerint a bevételek: 15 fő fizetne 350 Ft-ot, 46 fő 600 Ft-ot, 35-en
850 Ft-ot, végül 4-en 1250 Ft-os napijegyet. Ez összesen: 67 600 Ft, tehát I főre

676 Ft esik.

c) Az első változat szórásnégyzete:

61.1562 +39.2442
, ' ,

=~-'---'-'---- = 38 064, Igy kb. 195 Ft a szoras,
100

15.3262 +46762 +35.1742 +4.5742

a második változat szórásnégyzete: 100

= 42 374; igy kb. 206 Ft a szórás, Tehát a finomabb rendszer szórása nagyobb.

d) Az elsőt, mert nagyobb a bevételem és a szórás is kisebb, tehát megbizhatóbb.

Az egyes iskolafokozatokon az egy pedagógusrajutó diákszám átlaga az OECD or­
szágokban:

Az átlagokhoz legközelebb álló országok:
• óvoda esetében az Egyesült Államok és Spanyolország, .

általános iskola esetében a Cseh Köztársaság és az Egyesült AlIamok,
középiskola esetében a Cseh Köztársaság és Németország.
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