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BEVEZETÉS

Az új, kérszintű érettségi előkészítése keretében, a kőzépszmtű matematikavizsgára való felkészülést
szolgúló feladatgyűjtemény megoldaskötetét tartja kezében az olvasó. Igyekeztünk olyan művet ké­
szitcni, mclyct egyaránt haszonnal forgathat tanár és diák. Tekintettel arra a tartalmi megújulasra, me­
lyet II Nemzeti alaptanterv, a kerettanterv az érettségi vizsgakövetelmények előírnak. és amely tük­
rözódik a feladatgyüjtemény ősszeállitasán. valamennyi feladat megoldását clkészltcuük. Ennek
eredményeként három kötetet töltenek meg a megoldások

A megoldások leírását változatos formaban közöltük. Az egyszerűbb esetekben csak az alkalmazott
képlétre hivatkoztunk, máshol a részletszámirásokat is leirtuk. Az újszerű feladatoknál igyekeztünk a
felhasznált ismereteket bövebben közölni. Ahogyafeladatok kőzőtt számouevöen több szőveges,

életközeli példát találhatunk. úgy a megoldások is gyakorlatiasabbak, több magyarázó szöveget tar­
talmaznak. Igyekeztünk a helyes egyensúlyt megtalálni az egzakt. formájában is precíz megoldasle­
írás, és a feladat tartalmából következő, a feltett kérdésre életszerűségébenkielégitő választ adó meg­
fogalmazás közöu. Minden esetben utaltunk az alkalmazható gondolatmenetre, hivatkoztnnk a hasz­
nálható összeföggésekre, tételekre. Pefhivjuk ugyanakkor a figyelmet arra, hogy a megoldások nin­
csenek valamennyi esetben olyan részletességgel kidolgozva, mint amilyet az érettségi vizsgán, illet­
ve évközi dolgozatokban adott esetben megkövetelhetnek. (Például a mellékszámitásoktól általában
eltekinrettiink.} A feladatgyüjteményben megjelenő szamos újszerű feladatnal azok újszerű szellemi­
ségéhez illesztettük a megoldás gondolatmenetet, erősítve az érettségi által is támogatott tartalmi mo­
demizaciót.

Az egyes feladatokra legtöbbször csak egy megoldást közölhenünk. Ezek nem tartanak igényl a
.mintamegoldas" statuszra, meg kevésbé a kizárólagosságra; a kötetet használok bizonyára szarnos
más, esetenként egyszerűbb megoldást is készítenek majd a teladarokra. A megoldásnkhoz helyen­
ként kiegészítéseket is fűztünk. Ezek jelenthetnek más gondolatmenetű Másik megoldást vagy olyan
Megjegyzést, amely a feladat lehetséges általánositasára utal, vagy valamilyen kiegészítő ismeretre
hívja fel a figyelmet. Egyes feladatok escten hivatkeztunk a fdadatgyűjteményben máshol esetleg
megtalálható. hasonló feladatok sorszámára.

A feladatgyűjteményhez hasonlóan megoldásköretünk is a gyakorlatban elterjedt többféle jelölés­
rendszert alkalmaz. Nem is törekedtünk ezek köztil egyfélének a kizárólagos hasznúlatára. még ke­
vésbé a köztük való igazságtevésre. Ugyanakkor igyekeztünk következetcsek lenni abban, hogy pl.
minden esetben megkülönböztessük egymástól a függvényt, annak hozzárendelési szabályát, illetve
grafikonját. Az egyenletek, egyenlőtlenségekmegoldásakor, ahol az alaphalmazt a feladat külön nem
adja meg, mindig a valós számoknak azt a legbővebb részhalmazát tekintjük alaphalmaznak. amelyen
a szereplő kifejezések értelmezve vannak. Ugyanezt a gyakorlatot érvényesítettük a függvények ese­
tében is.

Az egyes feladatok konkrét számokkal történő végigszámolása során általában több értékes jeggye!
dolgoztunk, mint amit a végeredményben feltüntettünk. A számitasok végeredményeiben ennek kö­
vetkeztében lehetnek kisebb eltérések, hasonlóan ahhoz, hogy a közölt részeredményekkel. vagy ezek
korúbban használt pontosságú alakjával számohmk-e tovább.

A geometria feladatok megoldásában gyakran hivátkozunk olyan összetüggésekre, amelyek indok­
lásának állandó ismételgetésétől eltekinternink. Ilyen összefüggések például: az a oldalú négyzet át-
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JELÖLÉSEK JEGYZÉKE

u.

lőjánakhossza: d =a-fi; az a betogójú egyenlő szárú háromszög átfogójának hossza: c =a-'/l; az

a oldalú szabályos háromszög magasságának hossza: m = ~ ..,/i
A megoldáskötet általában egyseinnyomással készült. A Függvénytan és a Geometria fejezetben

azonban megjelenik második szinként a piros. Fontosnak rartottuk ezt, mert így a grafikonok és az ab­
rák sokkal áttekinthetőbbek. Altalában azt a gyakorlatot követtük. hogy a kiinduló görbék. alakzatok
feketék, a segedvonalak szürkék és rózsaszínűek. míg a végső grafikon vagy alakzat, a végeredmény
piros.

A fe1adatgyűjteménybe bizony becsúsztak olyan feladatok is, amelyek megfogalmazása hibás volt,
túl nehezre sikerültek, és a nyomda ördöge is otthagyta kézjegyét a kiadványou. Az ezek közül eddig
felfedezetteket kijavítottuk, és az új kiadásban már IIjavíton feladatok szerepclnek. Ennek megfelelő­

en természetesen ebben a megoldáskötetben már IIjavítorr feladat megoldása található meg. Az ilyen
feladatokat - a korábbi kiadású feladatgyűjteményektulajdonosai segítése céljából - kötetünkben *
jellel jelöltük. Felhívjuk a figyelmet arra, hogy az időközben megváltozett középszmui érettségi vizs­
gakövetelmények miatt néhány feladat háromszintű besorolása ís módosutt a feladatgyűjteményben.

AL új, középszintű érettségi irásbeli vizsgája három részből áll. Az első részben egyszerű, a defini­
ciók, összefüggések ismeretét vizsgáló feladatok szempelnek Ilyeneket találhatnak a feladatgyűjte­

ményünk 6. fejezetében. A vizsga második részében a "hagyományos" érettségi feladatokhoz legin­
kább hasonló, azoktól legfeljebb szellemiségében eltérő példákkal találkoznak a vizsgázok. Ilyen fel­
adatok vannak a feladatgyüjtemény első öt fejezetében, amelyek a matematika egy-egy témakörét
dolgozzák fel. Az érettség! vizsga harmadik részébe összetett, a matematika több területét érintő fel­
adatok kerülnek. Ezekre a feladatgyüjtemény 7. fejezetében gyűjtöttünk össze példákat. A 8. fejezet
az előzőekben leírtaknak megfelelő felépitésű, hármas tagolású, teljes feladatsorokat tartalmaz.

A diákok figyelmet elsősorban arra hívjuk fel, hogyafeladatok megoldásához önállóan célszerű

hozzáfogni. Csak többszöri, síkertelen nekikezdés után érdemes a megoldaskötethez fordulní, először

inkább csak örletszerzés céljából. Ha még igy sem sikertil önállóan megoldani a feladatot, akkor ja­
vasolt a megoldás részletes áuanulmányozása. Természetesen síkeres megoldás eseten is ajánlott az
eredmény ellenőrzése, esetleg egy más megoldás megismerése ezekből a kötetekből.

A feladatgyüjtemény és a megoldáskötet is segíteni próbál napjaink matematikaoktatásanak abban
a célkitűzésében, amelyet egy nemzetközi kutatócsoport igy fogalmazott meg: .Fejleszteni az egyén­
nek azt a készséget, hogy képes felismerni, megérteni. milyen szareper játszik a matematika a ben­
nünket körülvevő világban, és hogy ennek tükrében képes megalapozott döntéseket hozni és csele­
kedni, hogy jelenlegi és későbbi élete során alkotó és felelős ember legyen."

Itt szerétnénk köszönetet mondani a lektorok segítő munkájáért, akik nagyon sokat tettek annak ér­
dekében, hogy a megoldások egységessége és színessége közöttí egyensúly kialakuljon. Köszönjük a
kiadónak és a nyomdának a szerkesztős során tanusitott rugalmas együttműködést és a szép kivitele­
zést Ismét elmondjuk, hogy valamennyiünk legjobb igyekezete ellenére a hatalmas anyagban az ol­
vasó tanár és diák.hiányosságokra, hibákra bukkanhat. Kérjük, jelezzék ezeket a kiadónak, hogy azo­
kat kijavitva a feladatgyűjtemény és ez a megoldáskötet is még inkább meg tudja valósitani a mate­
matikaoktatás megújításában kitűzött célokat.

A szerzók
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eleme (a halmaznak)
nem eleme (a halmaznak)
valódi részhalmaza
részhalmaza
egyesítés, unió
közös rész, metszet
különbség (halmazoké)
halmaz komplernentere; esemény

ellentéte
üres halmaz
halmaz elemeinek felsorolása
halmaz számossága; szám abszo-

lútértéke, vektor hossza

univerzális kvantor (,,minden")
egzisztenciális kvantor ("van

olyan")
konjunkció ("és")
diszjunkció ("vagy")
negáció (tagadás)
implikáció (következés)
ekvivalencia
faktortálls

binomiális együttható

természetes számok halmaza
pozitiv egész számok halmaza
egész számok halmaza
racionális számok halmaza
irracionális számok halmaza
valós számok halmaza
egyenlő

nem egyenlő

definiáló egyenlőség

kerekítve, közelitöíeg egyenlő

kisebb
nagyobb
kisebb vagy egyenlő

nagyobb vagy egyenlő

•

+ összeadás; pozitiv előjel;

legalább az egyik esemény be­
következik

kivonás; negatív előjel

± plusz vagy mínusz, mindkét előjel
(mindkét művelet) lehetséges

szorzás: két esemény egyszerre
következik be

osztás
törtvonal

a k hatvány (alap és kitevő)
r

\I (négyzetjgyök

( ; ) két szám legnagyobb közös osz-
rója: pont vagy vektor koordi­
nátái (egyes könyvekben - ná­
lunk nem! - nyílt intervallum)

[ ; ] két szám legkisebb kőzös több-
szöröse: zárt intervallum

J ; [ nyílt intervallum
[ ; [ balról zárt, jobbról nyílt interval-

lum
J ; ] balról nyílt, jobbról zárt interval-

lum
00 végtelen
[ l egeszrész
{ } törtrész
sgn előjel

I osztója: feltételes valószínűség

r nem oszrója
% százalék
%0 ezrelék

abcd (négyjegyű) szám, amelynek
számjegyei a, b, c és d egész
számok

f: A-----7B azj'nevü függvény értelmezési tar­
tománya A, egy képhalmaza B

H hozzárendelés
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HALMAZOK

1.1. Halmazok

1,l GONDOLKODÁSI MŰVELETEK

Ir
tg-= 1·4 .

K

Q'

Q

z

2

3

-5

191000

"tg 4"

Mivel sin 1500 = ~; 191000 = 3;uj],t·"} •

Df az f függvény értelmezési tarto- d(P; Qj a P és Q pontok távolsága
mánya T.4RC terület (az A.BC héromszögé)

f(x) az .f függvény helyenesitési érté- p' a P pont képe valamely transzfor-
ke az x E Df helyen méció során

--&- illeszkedik [A, B, c] az A, B, C pontok által meghatá-

l, parhuzamos rozon sík

.L merdlcges
[a, hl az a, b egyenesek által meghatá-

rozott sík
I"" derékszög V térfogat
- egybevágó A felszin

hasonló -e

" fok
AB A-ból B-be mutató vektor

(szögjperc v vektor
O nullvektor(szögjmásodperc
ab a es b vektorok skaláris szorzata, szög

~ háromszög x atlag

PQ PQ szakasz (és a hossza is) a szaras

PQ a PQ szakasz hossza p valószínűség

PCA) az A esemény valószínűsége

sin 150"

A három leggyakrabban kihúzott szám a 69 (négyszer), a 13 (háromszor) és a 27
(kétszer).

hligaz c~ hamis d) igaz e'~ hamis

------_---II Kh'
Kh­

_---.J

A AB B o

x 2_1 (x-1)(x+1) __ 0
iá) -- = O <=> egyenlet nincs értelmezve, ha x = l, ezért az
L~ x-l x-l

egyenlet ekvivalens x+ l = O egyenlettel, melynek megoldása x:::: -1, amely
egész szám, így A = {-l}.
x - l > O <=> x > l, ennek legkisebb egész megoldása x :::: 2, így B ={2}.
Mivel egy prímszám pozitiv osztóinak száma 2 (az l és önmaga), így C = {2}.

Mivel (_1)2":::: [(_1)2]" "" l" = 1; han E Z, így D = {l}.

bjB ~ C

6 7
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HALMAZOK HALMAZOK

a) a E A esetén:

Ha A = N =} a· a = a
2

E N, mert egy természetes szám négyzete is természe­
tes szám.
Ha A = Q~ =} a· a = a 2 rt: Q*, mert egy irracionális szám négyzete nem mín-

dig irracionális szám, pl. -/2. -,/2 = 2 g: Q*, de (l + -v'2)2 = 3 + .../2 EQ*.

(Két irracionális szám szorzata lehet racionális vagy irracionális szám.)

HaA = R => a . a = a 2
E R, mert két valós szám szorzata is valós szám.

b) a E Aés b e Aesetén:
a

Ha A = N => b e N, merr két természetes szám hányadosa nem mindig termé-

szetes szám, pl. i e: N, de %= 2 e K; valamint b = O-ra nincs értelmezve a

müvelet.

a
Ha A = R =} ~ R, két valós szám hányadosa nem mindig valós szám, mert

b

b = O-ra nincs értelmezve a tört, de ha b :;t Q, akkor ~ E R.
b

c) a E A esetén:

a
Ha A = Q~ => b II Q"', mert két irracionális szám hányadosa nem mindig irra-

- r;;
. ..., 3-,,12 '\16,----

Clonalis szarn, pl. -----,=- =3 e: Q*, de -----= = ...,;2 E Q*.
-v/2 ..,,13

x3

L2J
}' A

~

,
6+ ~

"5
,

4

o
n,
o

-1

B }',
n,

A

-1

-J

u) Mivel (x-I)(I +x) > O ,;::} x
2 -l> O,

~ az egyenlőtlenség megoldása az ábráról
leolvasható: x < -l v x > l.
2x - 4 c:.; O ,;::} x c:.; 2 legnagyobb egész
szám megoldása: x = 2.
Egyetlenegy páros prim van, ez a 2.

( l
" {1, ha n páros;

-) =.. (n E Z)
-I, han páratlan.

Tehát a halmazok:
A={xERlx<-l vx>l};
B = {2);
C= {2);
D={-l;l).

b)B = C

a)x=-l eseten (_1)2+)'2= I, ebből

y = O, igyA = {(-l; O)}, egyetlen pont.
Szorzat akkor es csak akkor 0, ha valame­
lyik tényezőjeO, így x = Ovagy x = -l, a
sik pontjai közül egy-egy egyenest adnak.
Tehát a B halmazt két egyenes pontjai al­
kotják.

hj A ket halmaz nem egyenlő.

[ 6.
I~~ /

[]

HaA=K =}

a EA ésb E A eaetén:

a) HaA = K =} a + b E N, mert két természetes szám összege is tenneszetes szam.
Ha~4 = Q =} a + b E Q, mert két racionális szám összege is racionális szám.
Ha A = Q* =} a + b II Q$, mert két irracionális szám összege lehet racionális

vagy irracionális szám, pl. ·"/2 + (--v'2) = Oe: Q*, de ..,/"2 + -"/3 E Q*.

b) HaA = N =} a-b e: Ni mert pl. 5-7 = -2 II N.
HaA = Q =} a - b E Q, mert két racionális szám külőnbsége is racionális szám.
Ra A = Q* => a - b II Q*, mert két irracionális szám különbsége lehet racionális

vagy irracionális szám, pl. '\If]- '1/'2 = O II Q*, de '1/'2 - >/3 E Q".

c) HaA = N =} a . b E K, mert két természetes szám szorzata is természetes szám.
Ha A = Q =} a . b E Q, mert két racionális szám szorzata is racionális szám.
Ha A = Q* =} a· b e: Q*, mert két irracionális szám szorzata lehet racionális

vagy irracionális szám, pl. 'IJ'2 ·.,/2 = 2 e: Q", de"";2 ''''/3 = "/6 E Q*.

a
- II N, mert a = Q-ra nincs értelmezve a müvelet.
a

HaA = Q* =} E. e Q*, mert O e: Q*,és ~ = l v a e Q*esetén, de I E Q~.
a a

a
Ha A = R=>- e: R, mert a = O-ra nincs értelmezve a müvelet.

a

ta) Az adott K halmazból kivélaszthatók olyan elemek, melyre a + b II K, például
l + 2 = 3 II K, tehát nem igaz az állítás.

.:9JJ Az adott K halmazból kívélaszrhatók olyan elemek, melyre a - b rt: K, például
1 - 2 = -1 ol K, tehát nem igaz az állítás.

/q) Az adott K halmazból kiválaszrhatók olyan elemek, melyre a . b rl K, például
~. 2· 2 = 4 e: K, tehát nem igaz az állítás.

Megjegyzés:
Ha a:;t b, akkor minden K-beli elemre teljesül, hogy c . b E K.

• •



HALMAZOK HALMAZOK

G Legyen K == {l; 2j, ekkor

a) a 2 = a Óa, 1·1 = 1 E K,de2·2 = 4 ~ K, tehát nem teljesül.

a b ,1 K ct 2 2 K h' I' '1b)/; (a"!: )eseten"2i:'O , e.= E ,te atnem teijesut.

e) ~ = 1 E K, tehát teljesül.
a

átrendezve:

\
D rombusz

//
6/~éi;'z'~~

A tealala

A = {6; 12; 18; 24; ... j
B = (6; 16; 26. 36; ",J
C = [2; 5; 8; 11; 14; 17; '" J
D = [12; 24; 36; 48; ,,,)
E = (3; 7; 11; 15; 19; ",j
F = [1; 2; 3; 6J
G = [6; 12; 18; 24; ,,,J
H = [6; 12; 18; 24; )

A=G=H

E két összeg egyenlő, azaz

(7J' + ~I + r) + (~ = (~ · (71 + (7) + (7) , m~
l ~3-, ,,::l 7) O) _2-, 4 6.

I
I

\

BnF=D
EnF=D
AnF=C
AnD=C

(7)_(7)+ (7)- (;'1 +[71_ (71 +(7) _(7'1 = O
O \.1 ,,2) .J) ,4) 5/ \6 \7)

A binomiális tétel értelmében a baloldalon álló kifejezés (1 _ I) 7 = O.
Tehát egy 7 elemű halmaz részhalmazat között ugyanannyi páros számú elemből ál­
ló részhalmaz van, mint páratlan számu elemből álló részhalmaz (lásd 272. feladat).

Másik megoldás.

w=~,~=m W=Q, m=~,m~
G)= k'(~!-k)1 =(7~kJ. ahol ke [0.1, 2"",7J,
(Ez utóbbi belátható így is: A 7 elemű halmazból annyiféleképpen választható ki
például 2 elem, ahányféleképpen a többi 5 elemet nem választjuk ki.}

Az egyjegyű primszámok. 2, 3, 5, 7.
Ezek halmaza: f2; 3; 5; 7}.

E halmaznak 24 "" 16 részhalmaza van, melyek a következők:[); [2J; [3J; [5J; (7J; {2; 3J; {2; 5J; (2; 7[; [3; 5); [3; 7J; [5; 7J; [2; 3; 5J;
(2; 3; 71; [2; 5; 7J; [3; 5; 7J; [2; 3; 5; 7),

Aranka és Béla február minden páros sorszámú napján találkoznak egymással és
minden öttel osztható sorszámú napján együtt mennek mozíba. Februárban kétszer
(lO-én és 2D--án) voltak együtt moziban és háromszor (5-én, IS-én és 25-én) voltak
külön mozíban.

Nem igaz. Legyenek például a kihúzott számok: l; 2; 3; 4: 5, a három testvér meg­
játszott számai pedig:

1; 2; 3; 10; 20

1; 2; 4; 30; 40

3; 4; 5; 50; 60,

Legyen K = {O; l}, ekkor

a) O. O = O E K, 1· 1 = 1 E K, tehát teljesül.

. O
b). = O E K, b = Oesetén a tört nincs értelmezve, tehát nem teljesül.

, 1
e) - = 1 E K, a = Oesetén a tört nincs értelmezve, tehát nem teljesül.

1

A négy üzlet egyszerre van nyitva 93o::""'1200_ig és 13oo_ 1430_ig. Tehát összesen
négy óra hosszú az az idöszak, amikór mind a négy üzlet egyszerre nyitva van.

7 elemű halmaz páratlan számu elemből álló részhalmazainak száma:

(n+GJ~G)+G)

i liS,1, .

A páros számu elemből álló részhalmazainak száma:

(~)+ G) +(:)+(~)
,. 11
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B

E

c

A
A ro H = D, azaz a 6-tal osztható pozi­
tív egész számok halmaza.
(A n B) \ C = F, olyan 6-tal osztható
pozitiv egész számok, melyek nem O­
ra vagy 5-re végződnek, ezek nem
oszthatók 5-tel.
F:= 16; 12; 18; 24; 36; 42; 48; 54; 66;
72; ... j.
Az ábrázolt halmazok egyike sem üres
halmaz.

A ,= (-2; 2)
R ,= (-2; -1; O; l; 21
C ,= (O; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7)

a) (A 1 Bj \ C = 0

b)(AuR)IC= (-2;-1),
ej (A IB) n lA IC) = 0
d) lA u R) 1 (B u c) = 0

e)(AnR)IC={-2j

fl (.4nBjIIAnC)={-2),

CuD={a;b;c;e;iJ, CnD={a}, C\D=(e;iJ, D\C={b;c}.

Ha A c B c C, akkor Venn-diagrammal
ábrázolva:
A diagramból Játszik", hogy
AuBuC=C és AnBnC=A.

A ,= (O; 1; 21;

B,= (-2,2);

C ,= {2; 3; SJ;

AnBnC= (2J.

Az A, B, C halmazok egyike sem valódi részhalmaza a másiknak.

I 211
I 24.

!27;1 a) hamis b) hamis c) igaz d) igaz

'28·1 aj, igaz b} hami" c) igaz d) hamis

)

B3.

\
(

L

~I / l1IJ

I \
\

2.
A d b

(,' ~
/ \ J!\I e
I 4. 6.

)
g

d,
( f
I c

a

c

A

!

A

Számozzuk meg az A, H, C halmazok ajtal létrehozon tartományokat 1-7-ig. Az első

feltétel szerint összesen hat elemet (a, h, c, d, e,f) kell elhelyeznünk ezek valamelyi­
kében. A második feltétel miatt a b elem a 2. vagy 5. tartományban lehet, és ezekben
nem is lehet rajta kivül más. A harma-
dik feltétel szerint a 4., 5., 6. tartomá­
nyokban összesen az e ésj'van - emiatt
b nincs az 5.-ben, tehát a 2.-ban van, és
az 5. üres. A negyedik feltétel szerint 1.
és 2. tartományokban a b, c, dvan - kö­
zülük már láttuk, hogya b (és csak ő) a
2.-ban van, tehát c és d az l.-ben. Az
ötödik feltétel szerint a 4. es 7. tarto­
mányokban van a es e - ezt összevetve
a harmadikkal adódik, hogya 4.-ben
van e, és a 7.-ben a. Ígyfcsak a 6.-ban
lehet. Tehát a halmazok: A := {b; c; d; e}, H:= {b;J1, C:= {a; e;J1.

Többféle megoldás is elképzelhető, például:

..
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a) Nem igaz, merr a két müveler különböző tartományokat ad eredményül.

~
I

A \ B: Azoknak a magyar állampolgároknak a halmaza, akik szeretik a mézet, de
nem szeretík a tejet

B \ A: Azoknak a magyar állampolgároknak a halmaza, akik szeretik a tejet, de nem
szeretik a mézet.

B ro C: A kilenccel osztható pozitiv egészek halmaza.
B u C: A 9-cel osztható negatív egész
számok és a hárommal osztható pozi- A
tlv egész számok halmaza.
A ro C: A Ix-cal osztható egész szá­
mok halmaza.
A n B: A 6-tal osztható pozitiv egész
számok halmaza.
A n B n C: A 18-cal osztható pozitiv "C~~__.s->
egész számok halmaza.

f) igaz

c

e) hamis

bJ

ct) igaz

B

e) igazb) hamis

A

a) igaz

a) Igaz, mert mindkét müvelet ugyanazokat a tartományokat adja eredményül. (Ezt
a müveleter hívják szimmetrikus differenciának is, jele: A L'l B.)

b) Igaz, mert mindkét müvelet ugyanazt a tartományt adja eredményül.

al

A

c

B

)

II

J

I 35·1 aj b) Hl =AnB=BnC;
H 2 ::: B\A =B\C;
H3=H1; H4=A\B.

A n B: Azoknak a magyar állampolgároknak a halmaza, akik szeretik a mézet és
(szeretik) a tejet is.

A u B: Azoknak a magyar állampolgároknak a halmaza, akik a méz és a tej közül
legalább az egyiket szererik.

I I
\( \/ \/
~

~
-2.105 -2.1

Bc •
A •

l-es tartomány: Hl \ H2 ;

2-es tartomány: (Hl n H 2) \ H 3;
3-as tartomány: H l fl H3 ;

4-es tartomány: (H3 fl H 2 ) \ HI;
5-ös tartomány: H3 \ H2.

1·36.1 a) Mindkér intervallunmak végtelen sok eleme van!
pl. {-2,109; -2,108888; -2,107; -2,1051; -2,!} c A
pl. {-2.104; -2, lD3; - 2,1028; -2,1021215; -2,1} c B

b) B valódi részhalmaza A-nak!
AnB=B; AuB=A; A\B=]-2.1l;-2,105J; B\A=[}

-2,11
,

BA

jobb oldal

b) Igaz, mert mindkér művelet ugyanazt a tartományt
adja eredményül.

baloldal

'á) A \ (B U ej vagy CA \ B) n (A \ c)

I,~)D\E
Ic) G u (H nl)vagy(Gu HJ n (Gv l)

ftl. ,
;,

14 15
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x)-_5+/ __ ]O

a) Mivel az A, a B, és a Ovércsoportúak száma együtt 410 + 482 + 64 = 956, ezért
1000 - 956 = 44 az AB vércsoportúak száma. (Lásd még a venn-diagramos éb­
rát!) Vigyázat, ebben az esetben a halmazoknál megszokottól elréröen az A és a
B vércsoport a tisztán A és a tisztán B-t jelenti, az AB se az A sc a B vércsoport­
hoz nem tartozik!

x=2

+ u+x=5
I· 1'+x=7

U+F+X= 10
X' lj

I. '42·'1 , ci) F () J a harmadik oszlop, S az első sor, tehát a táblázat szerint a válasz 10.

.lj) B a teljes második sor, itt az elemek összege: 7 + ] ] + 15 + 9 = 42.

'c) 7 a "nem jobbkezcsek", tehát a balkezesek halmaza (az első két oszlop), V a har­
madik sor, tehát V n 7 elemszáma. 2 + 3 = 5.

,1) B u V a második és harmadik sor együtt, F Iv 7 a férjezettek vagy balkezesek
> halmaza (első, második és harmadik oszlop), ezek közös részének elemszáma tc­

hát az első három oszlop és a második vagy harmadik sor kereszteződésében álló
elemek összege: 7 + 2 + II + 3 + 15 + 8 = 46.

•

x

B

2 4 6

/ '\
x C (4;-3)

A

'I: :1' ::-
10 11*9

y

o

-3

-:- :i' il: *5 6 7 8

A n B:# 0, ha 2::;; b ::;; 6
Hab = 2 vagy b = 6, akkorA nB
1 elemű halmaz.
Ha2 < b < 6, akkorD =A n B
2 elemű halmaz {P; Q}.

~: :1: t t t
A O l 234

Bo o

Pl. A = N
B= {xERI0<x<4}
C= (1;2;3j

C2.-=- x-x)c

A és B végtelen halmaz, C véges halmaz.

A 28 tanulóból a megadott adatok szerint 28 - 23 = 5 tanulónak van jelese fizika­
ból, és 28 - 21 = 7 tanulónak matematikábóL Mivel matematikából vagy fizikából
10-en kaptak jelest, és 5 + 7 = 12 jeles osztályzat van összesen, ezért 12 - 10 = 2
tanulónak van mindkét tárgyból jelese. (Lásd még a venn-diagramor.)

B
I

482 fő

,
,

A AB B O összes
Rh+ 42 O 61 17 120

Rh 47 I

összes 410 44 482 641 1000

A AB
/

I]I,

/ ,
~

410 fő

b) MivelRh+ 120 fő, tehát Rht összesen 1000-120 = 880. Mivel a41üA vércso­
portúból Rh" 42 fő, ezért 410 - 42 = 368 fő az A és Rh- vércsoportú. A 482 B
vércsoportúból Rh+ 61 fő, ezért B és Rh" 482 - 61 = 421 fő. Végül AB és Rh+
vércsoportú nem volt, tehát mind a 44 fő AB-s Rh". Eszerint az Rh- A, B és AB
együtt: 368 + 421 + 44 '" 833. Összesen 880 Rh- vércsoportú személy van, tehát
880 - 833 '= 47 fő az, aki a O-sés Rh" vércsoportba tartozik.

Másik megoldás. (táblázatos formában, az egyes lépéseket dőlt berűvel jelölve)

B

3
4 I2

A

Két halmaz uniójának annyi eleme van, mint amennyi elem összesen csak az egyik
halmazban, meg csak a másik halmazban, meg a metszetükben található, azaz
IAuBI = IA\BI+IBIAI+IA"BI.

Átrendezve, IB\A I = lA uBI-lA \BI-IA" BI = 9-4-2 = 3, ennyi elem

van csak a B halmazban. ezért

IAI=2+4=6,

IBI=3+4=7.

Megjegyzés:
Szépen ellenőrizhető a salra-formula ­
vagy más néven Poincaré-térel c.telje­
sülése:

lA u BI = lAl + IBI-lA" BI. azaz
most 9 = 6 + 7 - 4.

1. 17
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-3,155 S; In :::; -0,8453.

Három olyan halmaz, melyek végtelenek és bármelyik két halmaz közös része is
végtelen: A; c: D vagy c: E; F

a) Például igy: (A \ (B u e)) u (B \ (A u C)). Ha ismeri a szimmetrikus differen­
cia műveletét (lásd 30. a), akkor egyszerűbben: (A L'l B) \ C.

b) (D u CE n F)) \ (D n CE u F) vagy CD \ (E u F) v ((E n F) \ D)

c) Például: (G \ (H u 1)) u CH \ CG u 1)) u (l \ (G u H)) u (G n H n lj, de sok
más lehetőség is van. Azonban mindegyikben a három halmaz szerepe azonos,
egymással .felcserélhetö". (Az eredmény szimmetriája ezt szépen mutatja. A
szirrunetrikus differencia műveletével - lásd 30. a) - az eredmény egyszerűbb:

CG L'l H) ,:',.l: illetve éppen a halmazok egyforma szerepe rniatt bármely más zá­
rójelezéssel is ugyanezt kapjuk, vagyis a müvelet kommurativ és asszociatív, te­
hát irhatjuk így: G il H il f.)

c

N

"" x,

/
,

I,·, P, , ,, , ,, ,
, O A

K

• )

o

'-:-:íJ-~~j ---~-

1 \} !J"'- :4

-3

így LO == -/52.
LN"U derékszögű háromszögben.

6
tga == - == 1,5, ebből (x == 56,31".

4

LV == 4; Nt) == 6; OP = 2.
UI/O derékszögű háromszögben Pita­
gorasz tétele alapján:

L02 = I ~r2 N0 2
_.n + ,

LP és LK a körhöz L pontból húzott
érintök. Egy körben az érintő merőle­

ges az érintési pontba húzott sugána,
így LPO és LKO háromszögek derék­
szögüek.

OP
Ebben sinp = OL == 0,2774, igy fl = 16,1".

A n C halmaz akkor nem üres, ha az y = /n.t + 3 egyenes LP és LK szélsőértékek

között halad.

Mivel az egyenes m meredeksége jellemezhető irányszögének tangensével. LP
egyenes In] meredeksége /nl == -tg (a- jJ) == -tg40,21" = -0,8453.
LK egyenes meredeksége: ~ == -tg(a+ fl) = -tg72,4l" == -3,155.
TehátA n C nem üres halmaz.fia

r------,
I~I

(~

Mlvel mindenki megoldott legalább egy feladatot, ezért a két feladatot megoldó ta­
nulók száma az indulok létszámának 30%-a (60% + 70 f) ;' == 130%, ami a kétszer fi­
gyelembe vett 9 tanuló miatt több 30%-kal az indulők szamánál).
A versenyen tehát 30 tanuló indult, mert ennek a 30%-a éppen 9.
Ez lehetséges is, hiszen ezzel számolva: 21 tanuló oldotta meg az első, 18 tanuló li

második feladatot, s igy valóban 9-en voltak a mindket feladatot megoldók.

a) Igen, hiszen például teszöleges számú olyan tanuló lehet, aki egyik adott halmaz­
ba sem tartozik.

b) Legalább 152.

e) A legtöbb ilyen tanuló akkor van, amikor a komolyzenét kedvelő tanulók és a
sportoló tanulók halmazának metszete a legkisebb elemszámú.
Mivel 77 + 90 == 167, ezért a két halmaz metszete legalább 2 elemű halmaz. Ez
aztjelenti, hogy legfeljebb 75 komolyzenét kedvelő, de nem sporroló tanuló le­
het ebben az iskolában.

Konkrét példánkban leszámoljuk a különböző betüket. v, á, r, o, s, é, t, e, i, í, a, ú ­
12 különböző betű szerepel. {Általánosnn a szita-formulával lehet számolni: jelölje
a négy szót A, B, C és D. Ha IH jelöli a H halmaz számosságát. akkor esetünkben:

IAuBuc-.JDI ~ IAI+IBI+lcl+IDI-
-lAn BI-IA n ci-lA ,,>DI-I Bn cl-IB nDI-ICn Dl +

+,,1 n Bncl~IA ">BnD I+1,1 n enDI +IBn C"D I-lAnBn c">DI =

== 5 +5 +5+5 -2-2-2-2-2-2+ 1 + l + 1 + I-O == 20-12+4-0 = 12.

Azaz 12 különbözö betű lesz a szavakban.)

Számoljuk ki szira-módszerrel a mindhárom árucikkból vásárlók számat. Legyen ez
a (nyilván nemnegativ) szám x.
15 + 12 + 10- 6 -I - 3 + x == 25 (hiszen I5-cn nem vásároltak semmit), amiből

x = _ J

Ez nyilván lehetetlen, ezért a főnöknek figyelmeztetnie kell beosztottját, hogy pon­
tosabban végezze el a rábízott feladatot.

a) Mivel Iüoü-en vettek részt, ezért 1000 - (41 ü e-482 + 64) == 44, ami tehát az AB
vércsoportúak sza ma.

b) Mivel Rh + összesen 120, és ebből megvan az A, B, és AB-sek szánía, ezért ki­
számítható a ü-soké is: 17. Ezután - mivel a O-s oszlopban 64 az összeg - innen
64 - 17 == 47 Rh" és egyben O-s vércsoportú személy van.

t. t.
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Az egyik feltételt áralakirva kapjuk, hogy IA I+ IB! + IC I = 31 A n II n C I+3.
Az ábra szerint D, E, ... , .s-vel jelölve az.4, B, C halmazok által létrehozott hét (kö­
zös elem nélküli) tartományt (vegyük észre, hogy H = A n B n C), a fenti állítás a
logikai szita miart így is írható:

ID 1+ IEI +IHI +1 GI+IEI+I F +111 +IHI+ IGI+ IHI +111+ IJI =

= IDI+2IEI+IFI+ 2IGI+3!HI+2111+1./1 = 3IH!+3;
amit egyszerűshvokapjuk; ID I+21 E I+IF I+21 GI+2111 +IJ I = 3.

A másik feltétel szerint egyik halmaz sem részhalmaza semelytk másiknak, tehát
mindnek van olyan eleme, mel~ a metszetben nincsen, vagyis ID I, IFI, IJ Imind­
egyike pozitív, tehát ID I+ lF 1+ 1.1 I ~ 3.

E két eredményből következden az E, G, 1 halmazok üresek, és ID I= IF I= IJ I= i.
.ti. keresett számcsságú (A \ B) u (B \ c) u (C \ A) halmaz új jelőléseinkkel:
D u E u FuI u J u G, ennek elemszáma pedig a fentiek szerínr 3,

A E B'

(, D/~P )

/ G f \

-:':

20

~

I !j4.

;1',2. Logika

.a) Igaz. Minden egész szám felírható két egész szám hányadosaként is.

b) Ez a kijelentés az a)-belinek a tagadása, ezért hamis.

e) Hamis. Pl. a ~ racionális szám, de nem egész szám.
7
2

d) Igaz, például -::;-.
o

e) Ez a kijelentés a "A1inden tennészetes szám racionális" kijelentéssel azouos, te­
hát az a) ezerint igaz kijelentés, hiszen a tennesletes számok egyben egész szá­
mok is .

Mindhárom állítás igaz.

a) "Két páros szám összege mindig páros" - megfordítása: "Páros szám mindig két
páros összege".

b) Nem igaz, mert páros szám lehet két páratlan összege is.

Ekkor a lányok száma 1 és 8 közé eső egész szám, és nyilván "a legalább két fel­
adatot hibátlanul megoldó lányok" száma is egész. Az 1 és 8 közötrí egészek közül
egyedül az 5 olyan, amelynek négytized része is egész, vagyis öt lány és négy fiú
szerepelt a döntőben.

Ha a kiránduló csoport lány tagjainak a száma x, akkor a fiú tagok száma 20x. A
csoport létszáma így 2h, melyről tudjuk, hogy 50-nél nem nagyobb, pozitív, kétje­
gyű páros szám. Ezért csak x = 2 lehet, tehát a csoport létszáma 42 fő.

Ha az osztály létszámébóllevonjuk azoknak a tanulóknak. a számát, akiknek törtene­
lemből kell javítóvizsgázniuk és levonjuk azoknak a tanulóknak a számát is, akiknek
biológiéból kell javltóvizsgázniuk, akkor azoknak a tanulóknak a számát, akiknek
mindkét tárgyból pótvizsgázniuk kell, kétszer vontuk le. Tehát azoknak a tanulóknak
a száma, akiknek egyik tárgyból sem kell javitóvizsgázniuk: 33 - 6 - S + 3 ;;;: 25.

Ha páros számu egész szám összege páratlan, akkor szükségképpen kell közöttük
páros számnak js lenni, így ekkor a szorzar páros. Ha páratlan számu egész szám
összege páratlan, akkor lehetséges, hogy mindegyik szám páratlan, ilyenkor szorza­
tuk js páratlan szám lesz.
Tehát az állítás öt egész számra nem igaz, hat egész számra pedig igaz.
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a) Három lehetőség van (természetesen nem mindegyik ésszerű megoldása a prob­
lémának): a C3 föcsapot és a másik kettő közül még legalább egy főcsapot elzá­
runk.

a) Öt lehetőség van (természetesen nem mindegyik ésszerű megoldása a problémá­
nak):
- a C3 íócsapot elzárjuk (a másik kettő nyitva és zárva is lehet); ez a lehetőség:

- C j-ct és Crt clzárjuk, de C3-at nem; ez is egy lehetőség.

)
A

c) (A \ B) u E = A akkor és csak akkor teljesül, ha B <;;;; A.

b) Ha B c A, akkor az állítás igaz, ezt
illusztrálja az alábbi Venn-diagram:

Használjuk ki, hogy cgy adou kijelentés csak kétféle logikai értékű lehet: igaz vagy
hamis.
Ha X igazat mond, akkor az "Y hazudik" egy igaz kijelentés, igy Y állitása hamis,
tehát Z nem hazudik: az "X hazudik és Y is hazudik" kijelentés igaz.
Ez azonban ellentmond annak a Jettevésünknek, hogy X igazat mond.
Mivel ez nem lehetséges, ezért X kijelentése csak hamis lehet, vagyis Y igazat
mond. Ebből az következik, hogy Z kijelentése hamis. Ez valóban igy van, hiszen
az "és"-sel összekapcsolt két kijelentés közül az egyik hamis.
Összefoglalva: X és Z hazudik, Y igazat mond.

a) Az CA \ R) u II = A állitás nem igaz minden rt és B halmazra, mert például, ha
az A és B nem üres halmazoknak nines közös eleme, akkor
(A \ E) u E = A u B ;;t: A.

C, C, CJ B helyen atfolyik a víz

l. Z Z Z hamis
-~---

" Z Z x hamis~.

I
- ,--,

3. Z :-l Z hamis

4. N Z Z hamis

5. Z N N igaz

~ N Z N Igaz

7. N i N Z hamis-
8. N I N N Igaz

b)

a) Az .4 \ B = B \ A állítás nem igaz minden .4 és E halmazra, mert például, ha
A ;;t: B és A. r- E = 0, akkor
A. \B =A és B \A = B, tehát
A \B :;;tB\A.

b) Van olyan-t és B halmaz, melyre A \ B = B \ A..
Ha például A = B, akkorA \B = B\A = 0,

@A \ B =B \ A akkor és csak akkor teljesül, ha A =B.

b)
Cl Co C, B helyen átfolyik a víz

l. N N N 19az

2. N N Z I 19az

3. N Z :-l igaz

4. Z N :-l igaz

5. " Z Z hamis

6. Z N Z hamis

7. Z Z N 19az
'--" .._-
8. Z Z Z hamis

"A testvéred mit mondana, melyik út vezet a városba?" Bármelyik testvér a rossz
utat mutatja meg válasznl, tehát a másikon kell mennie az utazónak.

a) Egyik megoldas, a feliratok igazsága szertnri vtzsgálaual: az első láda felirata
nem lehet igaz, mert akkor igaz lenne a másodiké is, és csak egy igaz felirat van.
Ha a második láda felirata igaz volna, akkor a kulcs lehetne az 1. ládában (de
nem lehet, mert akkor ez a felirat is igaz volna), vagy a harmadikban (de ez sem
lehet, mert ekkor a 3. felirat is igaz volna). Vagyis csak a 3. felirat lehet igaz: ek­
kor az 1. felirat hamis, tehát a kulcs nem ott van; és a 2. felirat is hamis, tehát a
kulcs ott van a második ládában, ezt válassza a legény.
Másik megoldas, a kulcs helye szerinti vizsgálattal: ha az első ladában volna, az
l , és 2. felirat is igaz lenne, ami nem lehet. Ha a másodikban van, akkor azl. es
2. felirat hamis, a 3. igaz. ez egy lehetséges eset. Ha a harmadikban lenne, akkor
az l . felirat hamis volna, vagyis igaz lenne a 2. és 3. is, ami megint nem lehet.
Tehát cgy lehetséges eset vall: a kulcs a második ládában lapul, ezt válassza a le­
gény.

b) A fenti második megoldás szerint két olyan eset is van, amelyben a három felirat
közül pontosan egy harnis (mert a másik kettő igaz): ha az L vagy ha a 3. ládában
van a kulcs. Ez esetben tehát a legény nem választhat egyértelműen jól, 50%
eséllyel van vagy nincs szerenceéje.

Megjegyzés: mivel három állítás igaz vagy hamis voltának megoszlása 3-O, 2-1,
l-2 vagy O-3 lehet, az ilyen tipusú feladatokban vagy csak a "csak egy igaz", vagy
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csak a .xsak egy hamis" kérdésre van egyértelmű válasz - esetleg egyikre sem; de
mindkcuőre bizonyosan nem lehet.

Mivel az állítások egymásnak ellentmondanak (kizárók), csak egyikük lehel igaz.
Ekkor az összes többi hamis kell legyen, ez Iüö-ból 99: vagyis az utolsó előtti, 99.
állítás az igaz.

Fog1aljuk táblázatba először, a hét melyik napjan melyikük mond igazat. illetve me­
lyikük hazudik (l. táblázat). Ennek alapjan vizsgáljuk meg, mit mond az Oroszlán
és az Egér a hét egyes napjain előző napi szokásáról (2. táblázat). Látható, hogy
csütörtök az egyetlen nap, amikor a feladatban idézett kijelentések elhangozhatrak,
tehát Aliz csütörtökön járt a Feledékenység erdejében.

o E

H h ,
~~--~._-

~
h i

Sze h i

C, i h
P i h

Sza i h
V i , ,

o E
H h i
K , i

S" , i

Cs h h
p , ,

----

Szo r ,
~ --"

V t h

(lásd 102. feladat), majd egy disztributivitás t alkalmazva ez tovább egyenlő:

((A A B) v ,B) v -,A = ((A v ,B) /\ (B v -,8)) v -,.4.. A harmadik kizárásának
elve és az elnyelési szabály mían kapjuk: (A v -,B) v ,A, ami a kommutativitás
és asszociativitás, egy újabb "harmadik kizárása", és elnyelés utan a konstans
igaz állitással egyenlő - és épp ezt kellett belátni.)

b) A következtetés helyes, hiszen ha nem lettem volna uszodában, tanultam volna
- de nem tanultam. (Al. elözőek szerint formalizálhatjuk ezt az állítást is; sőt egy­
szerűen az előző levezerést magát is alkalmazhatjuk a következő megfelelteté­
sekkel: A := "nem megyck uszodába", B:=" nem tanulok"}

I 69.~, -il) Ha egy trapéz deltoid, akkor van kél szemközti szöge, amelyek egyenlők egy­
mással. Az ezekkel közös száron nyugvó másik két szög az előbbieket l800-ra
egészíti ki, tehát a másik két szög is egyenlő egymással. Ez azt jelenti, hogya
trapéz paralelogramma, s mivel deltoid is, ezért átlói merőlegesek egymásra. Az
ilyen paralelogrammák rombuszok.
Az állók megadott hosszából Pitagorasz-tétellel kiszárultható a rombusz oldal-

I 2 ~ ~

hossza: 'lJ] O + 7,5- = \1156,25 =12,5 cm. A rombusz kerülere tehát 50 cm.

,'b) Néhány példa:
i/ _Minden rombusz trapéz.

- Van olyan deltoid, amelyik nem trapéz.
- Nem minden trapéz rombusz.
- Nincs olyan rombusz, amelyik nem deltoid.

l. táblázat 2. táblázat
"Ha egy természeres szám osztható 5-tel, akkor nullára végződik."

Ez hamis kijelenrés.

.Ha egy háromszögnek van két egyenlő szöge, akkor (a háromszög) egyenlő szaru."
Ez igaz kijelentés.

a) Nem igaz, hogya 12 osztható 3-mal és (a 12) osztható e-gyel.
A 12 nem osztható 3-mal vagy (a (2) nem osztható 4-gye!.

~t.r) A 12 osztható 3-mal és (a 12) osztható 4-gye!.

e) Nem mtnden páros szám végződik nullára.
Van olyan páros szám, amelyik nem nullára végződik.

ci) Minden öttel osztható egész szám nullára végződik.

"Ha a ,/2 felírható kél pozitív egész
(szám)."

J) hamise) igazd) hamis

~

szám hányadosaként. akkor a -...;2 racionális

c) hamisb) igaz[cij.l,,_ a) igaz

[7;l1

Látjuk, az eredmény minden esetben igaz, vagyis formulank valóban egy tauto­
lógia.
Eljuthatunk a célig az ismert müveleti szabályok alkalmazásával is. Mível ál­
talában a kövétkeztetés átírható így: C =} D = ,C v D, ezért formulánk új
alakja: -,((-,A v ,ll) /\ ll) v,.'1. Előbb a De Morgan-féle azonosságot

a) A kővetkeztetés helyes, hiszen ha moziban lettem volna, nem tudtam volna ta­
nulni - márpedig tanultam.
(Formalizálva: A := .moziba megyek'', 8:= "tanulok".
Most az ((A =} -,B) /\ B) =} ,A formula igazsága a kérdés. Vizsgáljuk meg
előbb igazságtáblézattal:

A B ~B A =} ,B (A-=>-B)/\B -,A ((A =} ,B) /\ B) =} ,A
, , h h h h t

~, h , i h h t
~~

h , h i , i ,
.~--~--, ----'-, - ~-

h h , i h i j
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A d) kijelentés tagadása nem szerepel a felsorolt állítások között.
A e) kijelentésnek az a) és a b) kijelentés is tagadása, így tehát a) és b) tagadása is
szerepel II felsorolt kijelentések között, hiszen a e) kijelentés mtndkettőnek tagadása.

Az a) kijelentés tagadása nem szerepel a felsoroltak közöu.
A b) és a d) kijelentés egyaránt tagadása a e) kijelentésnek, így tehát b) és cl) taga­
dása is szerepel a felsorolt kijelentések között, hiszen a e) kijelentés mindkettőnek

tagadása.
Megjegyzés: a "két kulönbözö hosszúságú befogója van ,. fordulat derékszögű há­
romszög eseten ugyanazt jelenti, mint a "nem egyenlő szárú",

Nem helyes.
A szóban forgó ABCD négyszögről csak annyi bizonyos, hogy paralelogramma.

Nem helyes.
A vizsgáltABCD négyszög legyen például egy olyan paralelogramma, amelyiknek
az egyik szöge 700 _os. Ekkor nyilván nem téglalap ez a négyszög, átlói mégis fele­
zik egymást.

Helyes a következtetése.
Ha ugyanis az ABCD négyszög (mégis) téglalap lenne, akkor az igaz (tanult) kiin­
duló feltétel szerítu az átlóinak felezniök kellene egymást (ám ez most éppen nem
teljesül, mint tudjuk).

x úr helytelenül következtetett. '
Legyen bár Y úr teljesen felkészületlen (a logikai következtetések szabályait illető­

en), akkor sem lehetünk eleve biztosak abban, hogy igaz kiindulási feltételek mel­
lett végül biztosan hibás következtetésre jut.
(X úr helytelen következtetési sémája: Feuéset: Ha A, akkor B.

Kővetkeneiés: Mivel nemA, ezért nem B.)

Az 1. kijelentés igaz volta miatt érdemes részvényt vennie, csak az a kérdés, melyi­
ket?
A 2. kijelentés igaz, ezért a "vagy"-gyal összekapcsolt két kijelentés közül legalább
az egyik igaz. Az "R1-en nyerni lehet" kijelentés nem lehet hamis, mert akkor az
"RTn vesriteni lehel" kijelentésnek igaznak kell lennie, vagyis egyik részvény sem
hozna nyereséget. Ez pedig ellentmondana az I. kijelentés igaz voltának.
Az "RI-en nyerni lehet" kijelentés tehát igaz, ezért Okos Katának érdemes R l rész­
vényt vásárelnia. (Az Rrről nincs biztos információja, ezért, ha óvatos, akkor nem
vásárol ebből.)

... a -,/5 nem lehet racionális szám.

'6

=
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A versenyen ll-cn vesznek részt. Rendeljüllk hozzá a versenyzőkhöz a Iejérszott
mérközéseinek szám~t!A feladat feltétele míatt bármelyik versenyző legfeljebb II
mérközést játszott. Igyaversenyzőkhöz rendelt lejatszon mérkózésck száma a
0, L ... , 11 természetes számok közül keriilhetnek ki. Nem fordulhat elő, hogy két
olyan játékos legyen, akik közül egyik O-t, a másik ll-et játszott; rnert az utóbbinak
játszania kellett azzal is, aki egy játszmát sem játszott Ezért 12 helyett legfeljebb
II különböző szám fejezheti ki azt. hogy ki hány mérközést játszott. Így a 12 játé­
kos közön lesz legalább kettő olyan, aki addig azonos számu mérközést fejezett be.

Tudjuk, hogya sakktablan Ióugrásban haladva egy lépessel a kiindulási mezöről ku­
lönbözó sztnűre jutunk. A következő lépés során a kiindulási mezővel azonos szi­
nűre érkezünk. Folytatva a gondolatmenetet megállapíthatjuk, hogy páratlan szémú
lépés a kezdetitől eltérő, mig a páros számú vele megegyező helyzetet eredményez.
Mivel a sakktáblán 49 mező van, ezért a feltétel szerinti teljes bejáráshoz 48 lépés
szükséges. Tehát a bejárás végén ugyanolyan szlml mezőre érkeztünk, mint ami­
lyenről elindultunk. A kiindulási mezőtől Ióugrásnyira azonban csak eltérő szinű

mezők érhetők el, emiatt nem járható be a sakktábla a feladatban leirtak szerint.

Tegyük fel, hogy Magyarországnak 10 milliő lakosa van. Ha mindenktnek külön­
bözö számú hajszála lenne, akkor lenne 10 millió különböző pozitív egész szám,
amelyek mindegyike kisebb, rnint 10 millió. Ez lehetetlen. Tehát lennie kell leg­
alább két olyan embemek, akinek pontosan ugyanannyi hajszála van.

a) A helyes válasz: három.
Ha három zoknit kiveszünk a üókból, akkor vagy mindhárom egyszínű (és ebben
az esetben biztosan van legalább két egyszínű)vagy kettő egyszínű és a harmadik
más szinű, igy megint van két egyszínű zokni.

b) A helyes válasz: négy.
A feladat első részének okoskodását használva tudjuk, hogy legalább három zok­
nit kell kivenni ahhoz, hogy biztosan legyen egy pár egyszínű zokni. Ahhoz,
hogy biztosan legyen két különböző szlnü zokni, sztnrén legalább három zoknit
kell kivenni. Mivel ugyanannyi fekete és fehér zokni van a fiókban, ebben az
esetben azt jelenti, hogy 2 fehér és 2 fekete zokninak kell a fiókban lennie.

A vendégek valóban 3 . 9 = 27 $-t űzertek, mely a szeba árát - 25 $- es a pincér
zsebpénzét - 2 ,~- jelentette. Ez a visszakapott 3 $-ral adja a so s, A feladat gon­
dolatmenetében a hiba a 27 + 2 = 29 összeadásnál van, hiszen itt a szeba árához a
pincér kétszer adja hozzá a zsebpénzét. a visszaadott 3 t-t pedig egyszer sem.

a) Igaz, mert 2 . 3 = 6, igy amelyik szám 6-tal osztható, az osztható 3-mal is (más­
képp: ha 61 a, akkor van olyan b természetes szám, melvre 6b = a. Ezt felbontva
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tehát 2 ' 3b = a, ebből következik, hogy 31 a, mert van olyan természetes szám
(ez 2h), melyre teljesül 3 ·2b = a).

h) Hamis, mert amelyik háromszögnek két szimmerriatengelye van (ez II szabályos
háromszög), annak van harmadik szimmetriatengelye is.

e) Az állítás hamis. Ha lenne ilyen x szám, erre teljesűlnie kellene:

! = -x, ebből x 2 = -il , amelynek a valós számok halmazári nincs megoldása.
x

cl) Igaz az állítás, mert minden paralelogramma középpontosan szimmetrikus.

e) Igaz, mert van olyan egybevágóság! transzformáció, amely nem tengelyes tükrö­
zés, pl. az eltolás, elforgatas.

~ Előszőr rajzoljuk fel a családfát, legalábbis az öt személyt:

marad, azaz Csaba-T'anní-mozí a harmadik, és kizárásos alapon Dezső-Rozi-szín­

ház a negyedik pár és programja.

F
O
F
O
F
cl
F
O
F
O

P, P,.. e
P, P,.. ..
P, P,

" "P, P,.. "P3 P,

" ..

P j P2 P" P4

~~I
~

Pz P3 Pl P2 F
@@ liSO

~ 91.1 'l P, P,

~
FiO OF~

P, P, F, P, F, F, P,.. .. O e O O "P, P, F, P, F, F, P,

" " O '" O O ..
P,..

Kovács fdesége

nagyapa

Kovács nővére

Kovács fia

(l)

Ebből leolvasható, hogy:

(1) Mivel Kovacsék rnind vérrokonok, csak a feleség nem vérrokona a fiú kivételé­
vel a többinek, ezért a feleség ügyvéd vagy tanító.

(Z} Sógomóje csak Kovács feleségének, illetve nővérének "n (kölcsönösen egyik
a másiknak). Eszerint kereskedő csak Kovács nővére lehet, mert a felesége, aki­
nek van sógornője, nem lehet kereskedő az (l) miatt. Vagyis Kovács nővére a
kereskedő.

(3) Mivel a kereskedő idősebb a sógornőjénél és a tanítónál, tehát a sógornő nem
tanító, azaz marad az ügyvéd. Tehát Kovács felesége ügyvéd.

(4) Kovács nővére al apjánál nem lehet idősebb, tehát a tanító Kovács vagy a fia.
Az ügyvéd és a tanító nem vérrokon, tehát Kovács fia, aki vérrokona az anyjá­
nak, nem lehet tanító. Azaz a tanító Kovács.

(5) Hátra van még a nagyapa és az unoka foglalkozása. Mivel a nagyapa biztos idő­

sebb, ezért ő a mérnök, az unoka pedig a postás,

Az első lépésben András partnernőjét találjuk meg, aki nem lehet Olga, mert Ő Bé­
lával volt, s mlvel András hangversenyen volt, ezért sem Panni (mozi], sem Rozi
(színház) nem lehetett vele. Marad a negyedik lány, Sári. Azaz András-Sáti-hang­
verseny az első pár és programja. Kiállításon nem lehetett sem ROli, sem Panni,
marad Olga, és a második információ szerint partnere Béla. Azaz Béla-Olga-kiál­
lítás a második pár és programja. Csaba nem látta Rozít, tehát neki már csak Panni

b) Összeadva a lehetséges eseteket 14 lehetőség van.

c) 4 eset (lásd az ábrát).

d) 2 + 6 = 8 eset (lásd az ábrát).

e) Ilyen eset nincs, mert egyik kalap sem tartalmaz három fehér golyót.

f) Kimaradt az egy piros és két fehér, ebből éppen két lehetőség van (lásd az ábrát).

Jelölje a kékszemü szökék, a kékszemü nem szőkék, a nem kékszemü szőkék és a
nem kékszemü nem szökék számát rendre a, b, c és d.
Az a tapasztalat, hogya kékszeműekközőrt több a szöke, mint általában, azt jelenti,
hogy

il a+c
-->
a+b a+b+c+d'

Az a tény, hogy a szökék között több a kékszemü mint általában, azt jelenti, hogy

a {/-'--b
-~ > (2)
a+c a+b-'--c+d·

Ha (l) igaz, akkor (2) is igaz (ezt beláthatjuk, ha az (1) egyenlőtlenség mindkét 01­
a+h

dalát megszorozzuk a pozitiv -- törttelj. tehát abból hogv a kékszeműek kö-
a+c ' -

zött több a szöke mint általában, következik, hogy a szőkék közön több a kékszemü,
minr általában.
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Ha a matematikusok halmazat M-me!, a zenészek halmazar pedig Z-veljelöljük, ak­
kor azok a személyek, akik a matemutikúhoz is és a zenéléshez is értenek, az M ro Z
halmaz elemei.

a) A matematikusok között a legjobb zenész az M ro Z halmaznak az az eleme, aki
a legjobban ért a zenéléshez. A zenészek között a legjobb matematikus pedig az
M n Z halmaznak az az eleme, aki a legjobban ért a matemarikéhoz. Tehát ez a
két személy nem feltétlenül azonos.

b) A matematikusok közön a legöregebb zenész is és a zenészek között a legöre­
gebb matematikus is az /Vr ro Z halmazhoz tartozó személyek kőziil a legöregebb.
Tehát ez a két személy ugyanaz a személy.

p Q A B C I D
l i i h , h ,

" " r-c-2 , h h h h +-'-
3 b , h h , ,
4 h h , h h h

Megjegyzés:
Formálisan irhatjuk így is a müveleteket: il = -, (P v Q) = P V Q, Webb-féle mű­

velet, a számítástechnikában NOR; B = P 1\ Q, AND; C = -, (P {:::: Q), NOT IF;

D = P v Q, OR.

a) A 3x"" 7 2': 3-I egyenlőtlenségnek az x 2:': O feltétel szükséges feltétele, mert min­
den elvan x-re, melyre 3x --'-7::::: 31, az x 2:': Ofeltétel is teljesül.
Az x ~ O feltétel nem elégséges feltétek a 3x + 7 ::::: 31 egyenlőüenségnek, mert
van olyan x 2': Oszám, például a 2, melyre a 3x + 7 2:': 31 egyenlőtlenség nem tel­
jcsül.

b) A 3x + 72:': 31 egyenlőtlenségnek az x::::: l O feltétel elégséges feltétele, mert
minden olyan x-re, melyre az x z 10 feltétel teljesül, teljesül a 3x + 7 ::::: 31
egyenlőtlenség is. Az x 2:': 10 felterel nem szükséges feltétele II 3x + 7::::: 31
egyenlőtlenségnek. mert van olyan x < 10 szám, például a 9, melyre a
3x + 7 ::::: 31 egyenlőtlenség teljesül.

c) A 3x + 7 ;::: 3] egyenlőtlenségnek az x 2:': 8 feltétel szükséges és elégséges felté­
tele, mivel a 3x + 7::::: 31 egyenlőtlenség akkor és csak akkor teljesűl, ha x 2:': 8.

!"=
--."7-1 Jelöljük a "megeszi a vajas kenyeret" állítást P-vel, és a "megissza a kakaot' állirást

Q-val. Ekkor Edit viselkedése az E = -,P, Fedé az F = Q, Gáboré a G = P :::::} Q,
Hédié pedig a H = i kifejezéssel jellemezhető. Vizsgáljuk meg, hogy az egyes ese­
ményeket leíró P; Q allitások különbözö logikai értékpárjai eseten mílyen értékeket
vesznek fel az egyes gyerekek viselkedését leíró kifejezések.

p Q E F G H
l i i h r , ,
2 i h h h h i
3 h , i i , ,
4 h h , h , ,

Jelöljük a "megeszi a vajas kenyeret" állítást P-vej, és a "megissza a kakaór'' állítást
Q-vaL Ekkor Anti viselkedése az A = -P 1\ -,Q, Beáé a B = P 1\ Q, Cilié a
C = -,P 1\ Q, Danié pedig a D = P v Q kifejezéssel jellemezhető.vizsgáljuk meg,
hogy az egyes eseményeket leíró P; Q állirások különbözö logikai értékpárjai esetén
mllyen értékeket vesznek fel az egyes gyerekek viselkedését leíró kifejezések.

e) q :::::::? -,pb) q :::::} pa)]J :::::::? q

A baloldalon álló kijelentés pontosan akkor hamis, ha a Ckijelentés hamis, továbbá
az il és B közül még legalább az egyik kijelentés szinrén hamis.
A jobb oldalon álló kijelentés pontosan akkor hamis, ha az A v C és a B v C kije­
lentések közül legalább az egyik hamis. Ehhez a C kijelentésnek mindenképpen ha­
misnak kell lennie, továbbá az A és B közül még legalább az egyiknek szinrén hamis
logikai értékűnek kell lennie.

Ezzel beláttuk, hogy a bal oldalon álló kijelentés pontosan akkor hamis, amikor a
jobb oldalon álló kijelentés (amiből következik hogy pontosan ugyanazokban az
esetekben igaz a baloldalon álló kijelentés, mint amelyekben a jobb oldalon álló).
(Természetesen .értéktablazanal" is bizonyíthatunk, a nyolc lehetséges eset hiány­
talan felsorolásával.)

IvJegjegyzés:

Formálisan irhatjuk igy is a müvelercket: E = -,P, a számítástechnikában I\-OT;

F = Q; G =; P :::::::? Q, IF; H = i, konstans "igaz", tautológia, TRUE.

A.C == BD

c

Da) Az állítás hamis, ugyanis van olyan
négyszög, melynek átlói egyenlő

hosszúak és egymásra merölegesek,
és mégsem négyzet. Ez akkor lehet­
séges, ha az átlók nem felezve met­
szik egymást.

b) Az állítás hamis, ugyanis megadha­
tó úgy páros számu pozitív egész
szám, hogy összegük nem páros. Például: 3; 5; 7; 8.

c) Az állitás igaz, ugyanis ha a két négyzetszám fl 2és m 2, akkor ezek szorzara n 2m2.

Mivel n 1m 2 = (nm)2, ezért n 1n/ az 11m szám négyzete, tehát négyzetszám.

.0 "
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Jól láthatóan mindkét eredmény magával A-val egyenlő.

a) b) Mindkét egyenlőség igaz; erről ígazségtáblázartal könnyen me~gyözödhe­

tünk (Mindkét esethen a 4, és 7. oszlop azonosságat kell észrevenni. Ezeket az
összefüggéseket nevezik egyébként De Morgan-féle azonosságoknak.)

Az (A v B) A C kijelentés csak úgy lehet igaz, ha a C kijelentés igaz (az "és" miatt).
Ekkor azonban az (A I,E) v C kijelentés IS igaz (a "lIagy" miatt).
A teladat kérdésére tehát a válasz: Nem lehetséges.

A baloldalon álló kijelentés pontosan akkor igaz, ha a C kijelentés igaz, továbbá az
A és E közül még legalább az egyik kijelentés sztntén igaz. ..
Ajobb oldalon álló kijelentés pontosan akkor igaz, ha az A 1\ C és a ~ A C ~lJelen­

tések közül legalább az egyik igaz. Ehhez a C kijelentésn~k mind~nk;p~(:n tgaz~a~

kell lennie, továbbá az A és E közül még legalább az egyiknek szanten Igaz legikai

értékűnek kell lennie.
Ezzel beláttuk, hogy a bal oldalon álló kijelentés pontosan akkor igaz, amikor ajobb
oldalon álló kijelentés (amiből következik, hogy pontosan ugyanazokban az esetek­
ben hamis a b~l oldalon álló kijelentés, mint amelyekben a jobb oldalon álló),
(Természetesen .értéktéblázanal'' is bizonyithatunk. a nyak lehetséges eset hiány­
talan relsorolásaval.)

a) Legyen a két ember A és B. Tegyük fel, hogy A hazudik. Ekkor a "legalább egyi­
künk hazudik" állitás hamis (hiszen A hazudik), tehát mindketten igazmondók.
Ha tehát A hazudna, akkor igazat kene mcndania, ami lehetetlen. Tehát A nem
hazudhat, csak igazat mondhat. Emiatt állítása igaz, így legalább egyikük tényleg
hazudik. Mivel A igazat mond, csak B hazudhat. Tehát A (aki megszólalt) igazat
mond, B pedig hazudik.

b) Tegyük fel, hogy A hazudós. Ekkor a fenti állítás hamis. Ezek szerint az sem
igaz, hogy A hazudós, és az sem, hogy B igazmondó. Vagyis, ha A hazudós len­
ne, abból az következne, hogy nem hazudós, ami ellentmondás. Tehát A csak
igazmondó lehet. Ekkor állitása igaz, azaz a következő ket lehetőség közül leg­
alább az egyik teljesül:

L A hazudós;

2. B igazmondó.

Mível az 1. lehetőség hamis (hiszen A igazmondó), a 2. lehetőség teljesül, azaz
B igazmondó. Tehát A és B mindketten igazmondók.

c) A nem lehet igazmondó, mert ekkor állitása igaz lenne, ami miatt hazudósnak
kellene lennie. Tehát A hazudós. Ekkor állítása hamis. (Tehát mivel ó hazudós­
igy az állitás első része igaz lenne -', B nem lehet igazmondó), Ha B igazmondó
lenne, akkor A állítása igaz lenne. Így B is hazudós. Tehát A és B mindketten ha­
zudósak.

Legyenek az A, E, C kijelentések rendre a következők:

"X bűnös."; ,.Y bűnös."; "Z bűnös."

Ekkor a feladat szövegében szereplő kijelentések:

l . A vagy nem C.

2. Ha nem A vagy E, akkor C.

Következrerés: A.

Ha az A. kijelentés hamis lenne (vagyis az "X nem bűnös" kijelentes igaz), akkor az
1. kijelentés csak úgy lehetne igaz, ha a "nem c' kijelentés igaz, vagyis a C kijelen­
tés ("Z bűnös") hamis lenne. Ekkor azonban a 2. kijelentés (ami egy implikáció)
csak úgy lehetne igaz, ha a "nem A vagy B" kijelentés is hamis. Ez azonban nem le­
het, hiszen a "nem A" kijelentés kiinduló teltevesünk szerint igaz.
Nem lehetséges tehát az az eset, hogy az A kijelentés hamis, ezért az A kijelentés
igaz, vagyis X valóban csak bűnös lehet.
A biróság helyesen döntött (és döntése nincs ellentmondásban azzal, hogy az l. és
2. kijelentésnek igaznak kell lennie).

JelÖli-ük András számát a-val, Béla számát b-vel (a E N+ és h E N+). A feltételek­
ből a - b I = 2001. Ha András egy 2002-nél kisebb számra gondolt volna, akkor
Béla száma ennél csak 2001-gyel nagyobb lehetne, azaz András rögtön tudná, mire

Ci04)

A B AAB Av(AI\B)

i , i t

i h h i

h i h h

h h h h

b)

A B .4vBI~(AvB) ..A1-,B ..A I\ .. B

i i , h h h h
, h , h h , h

h i ,
I h t h h.

h h h I t i , i

A B AAB ..(A J\ B) ..A ~B ..A v ..B

, , i h h h h

i h h i h i i

h , h i i h i

h h h i , i i

.4 B AvB AI\(AvB)

i i , ,
.-, h , t

h i i h

h h h h
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gondolt Béla. Mivel András nem tudja BéJa számát, ebből Béla tudja: a :.?: 2002. Ha
ezek után Béla már tudja András számát, akkor
b - 20llI < 2002,
b < 4003.
Ha h = 4003 lenne. akkor Béla sem tudná András számát, hiszen b-200 I és
b + 2001 egyaránt számításba jöhetne.
Tehát b = 4002 és a = 6003.

a) Legyen A = ,jó a vége", B = ,j6 (maga a dolog)". Az állítás ekkor (némileg
egyszerűsített formalizmussal leírva): A :::::} 'vB; a tagadása pedig az egyszerüst­
tési szabályok szednt: -, (A =? 'r!B) =-, (---,,.1. v V B) = A 1\ ---, VB :o:; A A ::: -,8,
azaz van (olyan dolog), ami nem jó, és (mégis) jó a vége.

b) Most legyen A ="a szél fújja", B:o:; "a haraszt zörög". Az állítás ekkor
-,A :::::} ---,8; tagadása pedig -,(-,,.1. :::::} ---,B) = -,(---,(-,A) v -,B) = -,(A v -,8) :o:;
= -,A 1\ B; vagyis szóban: nem fújja a szél, és (mégis) zörög a haraszt.

Jelöljük a "megeszi a vajas kenyeret" allítast P-vel, és a "megissza a kakaót" állitast
Q-val. Ekkor Ildi viselkedése az J = -,(P:::::} Q), Janesie a J = P ifJ Q, Katié a
K = ---,(P A Q), Lalié pedig az L:o:; P kifejezéssel jellemezhető. Vizsgáljuk meg,
hogy az egyes eseményeket leíró P;Q állitilsok különbözö logikai értékpárjai eselén
milyen értékeket vesznek fel az egyes gyerekek viselkedését leíró kifejezések.

p Q J J K L

1 i , h h h -'-~.. .
2 i h , , i i.-
3 h i h , i i h

I
-

4 h h h h i h

Megjegyzés:
Formálisan írhatjuk így is a művelereket: 1= ---,(P =? Q); .I = P '<:8 Q, az anríva­
lenela művelete, más néven "kizáró vagy", a számítástechnikában XOR;

K = -, (P 1\ Q) = P I Q, Scheffer-féle müvelet, a számítástechnikában j\"ANO; L = P.

Jelöljük a .anegeszi a vajas kenyeret" állítást P-vel, és a "megissza a kakaót" állítást
Q-val. Ekkor Miki viselkedése az M = P .;:::: Q, Nórdé az N = P ~ Q, Olgáé az
O = -,Q, Pcróé pedig az F = JI kifejezéssel jellemezhető.Vizsgáljuk meg, hogy az
egyes eseményeket leíró P; Q állítások különbözó logikai értékpáljai eseren milyen
értékeket vesznek fel az egyes gyerekek viselkedését leíró kifejezések.
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p I o M N O F
l i , , , h h
2 , h , h i h

3 h , h h h h

4 h h i , i h

Megjegyzés:
Formálisan írhatjuk így is a műveleteket: iH = P {=: Q; N = p ~ Q, az ekvivalen­
cia művelete, a számítástechnikában XNüR; 0= -,Q; F = h, konstans .Jiamís'',
fALSE. Az utolsó állítás megfogalmazása lehet, hogy nem a legszerencsésebb, de a
konstans .hamísv-ra nem könnyü jobbat találni. Némi kulrúrtörténeti áthallással­
az idézet egy korszakos, minderu tagadó zenei stílus fő slágeréből való, és a név is
utal erre - mégis mcgfejthető.)

(A 96., 97., 108. és 109. példák eredményei különben felölelik a két éllítés közott
értelmezhető összes logikai műveletet, az Összes lehetséges eredményoszlopot. a
teljes Lő-os műveleti téblát.)
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1.3. Kombinatorika

A szám állhat 6 db hatosból- egyféleképp; 5 db ötösből és 1 db egyesből. (~J, azaz

hatféleképp. 4 db négyesből és 2 db kettesből, (~J, azaz tizenötféleképp~ s végül

6'
3 db hármasból. 2 db kettesből, l db egyesból. 2!. ~! ' azaz hatvanféleképp. Össze-

sen 1 + 6 + 15 + 60 == 82 db ilyen szám van.

Mivel a kilyukasztott számok sorrendje érdektelen, itt kombinációról van szó. Két,

három, illetve négy számot a kilenc közül rendre (~J GJ(:}félekéPpen lehet

kiválasztani. E binomiális együtthatok értéke sorban 36, 84, 126; összegük pedig
246. Ennyiféle lyukasztás lehetséges (az adott feltételek mellett).

(
121

Mivel az azonos helyezések között nincs különbség, a 12 induló közül l 1=12-

rllJ )féleképpen választható ki az 1 győztes, a többiek közül = 55-féleképpen vá-
,2

lasztható ki a 2 második, a többiek közül pedig (~J = Bf-féleképpen a 3 harmadik.

Mível mindegyik lehetőség mindegyikkel együtt előfordulhat,ezért e számok szor­
zata. 55 440 a lehetséges díjazások száma. Ha a győztes kűlfőldi, akkor az első he-

lyezett csak (;) == 4 -féle lehet, a többi helyezések lehetséges száma nem változik,

így most a megoldás: 4 . 55 . 84 = ] 8 480.

a) 8 elem összes lehetséges sorrendje PS = 8~ = 40 320.

• 8'
b) 8 elemből az első hármat kell sorrendben kiválasztani, V8' = (8 -'3)! = 8·7·6 =

= 336.

a) Mivel a könyvek különbözöek, és egy diák csak egyet kaphat, egyszerű variáció-

ról van szó: V
2
3
3

= 28!. =28.27.26=19656.
. (28-3)!

b) Mivel a könyvek különbözöek, de egy diák többet is kaphat, ismétléses variáció­

ról van szó: viR. ism = 283 = 21952.

3.
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c) Mivel az utalványok egyformák, és egy diák csak egyet kaphat, egyszerű kombi-

nációról van szó: C; = (28J = 28~ = 3276.
• 8 3 _ (28 -3)!.3!

(~Mivel az utalványok egyformák, és egy diák többet is kaphat, ismétléses kombi-

, .. . ,J (28+3-1J 30!
nációról van sro: C28.ism = 3 = (30 _ 3) t.3t == 4060.

Első megoldás (az.ún. felépítő módszerrel): a zászló ekkor állhat három különbözó.
vagy két egyfonna és egy tőlük különbözö szlnü savból. Öt közül három különböző

szint sorrendben "Vi = (5 ~!3)! == 5·4·3 == őű-féleképp választhatnak. (A szinek

sorrendje nyilván számit, hiszen pl. a magyar és a bolgár lobogó sem egyforma, no­
ha ugyanazokból a sainekből áll.) A két egyforma sáv színét 5-féleképpen, a tőlük

különbözö harmadikét a maradékból-i-féleképpen választhatják ki, tehát 5 ·4 = 20­
féle szinvélasztéka van a második esetnek -, de hányféleképp lehet egyforma két
sav? Háromfédeképp, ugyanis vagy az első kettő egyforma (kb. ilyen a belorusz
zászló), vagy a két szélső (pl. osztrák), vagy a két alsó (ilyen a létező nemzeti lobo­
gók között nincs). Ebben az esetben tehát még 20 . 3 = 60 lehetőségtik van. Össze­
sen 60 + 60 = 120-féle lobogó készülhet a feltételek alapján.

Másik megoldás (az ún. lebontó módszerrel): tekintsük az öt színből készíthető

összes háromsávos lobogót, minden feltétel nélkül. Ekkor minden sávra minden

sztn választható, 53 = 125-féleképpen (ismétléses variáció). A feltétel miatt ezek
közül azonban el kell hagyni a csupa egyszínű zászlókat. Ilyen nyilván éppen 5 db
van, vagyis a lehetőségek száma: 125 - 5 == 120.

Az oroszlánok külön PS = S! == 120-féleképpen állhatnak sorban, a tigrisek pedig
P4 = 4! == 24-féleképpen. Még "össze kell fésülnl" a két külön sort: ha a tigrisek
nem jöhetnek egymás után, akkor el kell őket helyezni az oroszlánok közé - vagy
elé és mögé! Így összesen 6 hely kínálkozik (legelöl egy, az oroszlánok közölt négy,
leghátul egy), ezekre kell elhelyezni a 4 tigrist. A 6 közül az a 4 hely, ahová tigrist

állíthat a szeüditő, (:J = ló-féleképpen választható ki. Mivel mínden oroszlán-sor­

rendhez minden tigris-sorrend és rninden elhelyezkedés társulhat, ezért az összes le­
hetőségek száma 120·24· 15 = 43 200.

Először is tisztázzuk. hogya 32 lap között van egy piros ász, három nem-piros ász,
hét nem-ász piros lap, és 21 olyan, ami se nem piros, se nem ász. Ketté kell válasz­
tani az eseteket aszerint, hogy a piros aszt kihúzzuk-e vagy sem, mert ez a lap mind­
két fe1tételnek megfelel. Ha kihúzzuk, akkor már csak 1 további észt (a 3 lehetséges
közül) és 1 további pirosat (a 7 lehetséges közülj kell húznunk, így három kihúzott
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lapnál tartunk. A 6 laphoz a többi hármat a 21 "semleges" közül kell húzzuk, ezért

(3\ (7) (211erre I· ." = 3·7 ·1330 = 27930 lehetőségünkvan. Ha viszont a piros ász
I) l \,.:J"

nem szerepel a kihúzott lapok között, akkor mindkét aszt a többi 3, és mindkét pi­
rosat a többi 7 közül kell húzzuk - négy lapunk van, a többi kettőt kell a 21 "sem-

(3) '7Il'2]\
Jeges" közül húznunk. Erre ·1 'l I = 3 . 21 . 210 = 13 230 lehetőségünk van.

\) ,2, .. )
A két különböző eset lehetőségeinek száma összeadódík, igy a végeredmény
27930 + 13 230 = 41 160.

A biztos nyeréshez annyi szelvény kell, amennyi az összes lehetőségek száma. Ötös

Iottónál: ahányféleképpen 90-bö15 számot ki lehet húzni: (9~) = 43 949 268.

Lgyanez a hatos lottónal: (45) = 8 145 060. Azaz a hatos louónkevescbb mint ötöd-
,6

része a biztos nyereményhez szükséges szelvények száma. (Másképpen fogalmaz­
va itt egy szelvénnyel játszva nagyobb a nyerés esélye.)

"90)a) Az ötös lottón az összes lehetséges szelvények száma (lásd előző feladat) l, 5 '

azaz 43 949 268. Ezt 5 mp/szelvény sebességgel 43 949 268 . 5 = 219746340 mp
alatt lehetne kitölteni, ez több mint 2543 nap, közel 7 év.

"451b) A hatos lottón az összes lehetséges szelvények száma (lásd előző feladat) I 6 J'
" ,.

azaz 8 145060. Ezt 6 rap/szelvény sebességgel 8 145 060·6 = 48 870 360 mp
alatt lehetne kitölteni, ez nem egész 566 nap, több mint másfél év.

c) A totó 14 mérközésének mindegyikére 3-féle tippet lehet adni, ezt 314 =
= 4782 969-féleképpen lehet megtenni (ismérléscs variáció), vagyis ennyi az
összes lehetséges szelvények száma. Ezt 14 mp/szelvény sebességgel
4782969· 14 = 66961566 mp alatt lehetne kitölteni, ez 775 nap, kb. két év és
mázsfél hónap.

Az. esélyek a lehetőségek számának reciprokával aranyosak:

r
r "
o I = 6 724 520,

7)

c36)l5 = 376 992,

3.
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(4(
i J= 4 496 388,
',6
(06J'
i.:J =1947792,
,6
(90'
i _ I = 43 949 268.
, o )

Azaz az esélyek a legvalószínűbbtől kezdve: Jugoszlávia, Svájc, Hollandia, Bel­
gium, Magyarország.

Az ötös lottőn az ÖSSlCS lehetséges szelvények száma (lásd 118. feladat):
(90',

_ I = 43 949 268. Négytalálatosak azok a szelvények, amelyeken az 5 jó számból
'. .) )

l
c

5J
, (851

eltaláltu nk 4-et, és a 85 rosszból l -et, ezt 4 '1, l ) = 5·85 = 425 -féleképpenlc-

het. Hasonló gondolattal a hármas, ilietve kettes találatok száma:
(-, '8-\ (5\ '85'i~ II )I= 103570 = 35 700, illetve i'l, J=1098 770 = 987 700.
,.:J) ,2) 2) _l.

A hatos lottón az összes lehetséges szelvények száma (lásd l 18. feladat):

r45\J ',6 = 8 145 060. Oualálatosak azok a szelvények, amelyeken a 6 jó számból e1-

(6J' [39)találtunk 5-öt, és a 39 rosszból l-et, ezt I . = 6·39 = 234-féleképpen lehet.
\,5 ', l

Hasonló gondolattal a négyes, illetve hármas találatok száma:

(61 (39'1 (6) (39), ·1 =15·741=1l1l5, illetve! _,1 =20·9139=182780.
l,4/ \2, \.3 \.3

A rorón az összes lehetséges szelvények száma 3 14 = 4782969 (lásd 119. feladat).
13-as találat azokon a szelvényeken van, amelyeken jó az első "j3 tipp, de a + I mér­
kőzésre rossz tippet adtunk, ezt z-féleképpen lehet (a harmadikféle tipp a jó, de az
a szelvény telitalálatos). Iz-találatosak azok a szelvények, amelyeken az első 13

(13'
tipp közül 12 jó, l rossz. Melyik lehet a rossz? I I = B-féle meccs tippje lehet

\1)

rossz, míndegyík z-féleképpen - és ez esetben a +1 mérkózésre Írt mindhárom tipp
rossznak szarnit. Vagyis 13·2·3 = 78 db Iz-találatos szelvény van. Hasonlóan a
11-, illetve Iü-ralálatosok száma:

(~0).22 ·3= 78·4·3 = 936, illetve (1:~1'2J'3 = 286·8 3= 6864.

,.
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Ezt az elrendezést nevezik korpermutációnak. Az "igazi" permutációhoz képest itt
egyrészt annyival kevesebb eset van, hogy a kör mentén egy hellyel odébb forgatva
egy elrendezést nem kapunk új elhelyezést (hiszen mindenkinek mindkét szom­
szédja ugyanaz maradt), mig egy "hosszanti" elrendezést egy hellyel arrébb csúsz­
tatva (és a volt utolsó elemet előre téve) nyilván más permutációt kapunk. 37 elem
eseten éppen 37 különbözö elforgatas lehetséges, ami mind ugyanazt az egyetlen el­
helyezést jelenti. Másrészt bármely elrendezést tükrözhetjük valamely átmérőre, ez
sem ad új elhelyezést, hiszen a szomszédok ugyanazok maradtak. (Egy lineáris sor­
rendet megfordítva megint nyilván más permutációt kapunk.) Ezért a sorbarendezés
37! lehetőséget osztanunk kell 37-tel a forgatás és 2-vel a tükrözés miatt, így az

eredmény: 37! 36! '" 3,72.10
4 1

'" 1.86 .104 1. (Altalában is igaz a példa felté-
37·2 2 2 .

(n-l)' .
teleivel. hogy n különböző elem egy kör mentén 2' -féle sorrendben helyez-

hető el.)

/6'
A hátsó 6 hely közül 3-on van kettes, ez l :o=; 20 esetet jelent. A többi három he-

3)
lyen az 1, 3, 4, 5, 6, 7,8,9 számjegyek bármelyike állhat, és - telefonszámról lévén

szó - a sorrendjük is számír. ez 83 o=; 512 lehetőség. Bármelyik eset bármelyik le­
hetőséggel állhat párban, így 20·512 o=; 10 240 ilyen telefonszám van.

IlU. a) 6! o=; 720 különbözőválasz lehetséges.

b) 6· j ·40=; 120 különbözö válasz adható.

c) Az aláhúzás nemjelöl ki sorrendet a megjelölt pártok között, ezért (~J o=; 20 kü­

lönböző válasz lehetséges.

d) Az aláhúzott pártok száma O-tól 6-ig bármennyi lehel, az aláhúzás nem jelöl ki
sorrendet a megjelölt pártok között. A különböző lehetőségek száma tehát:

(~H~H~H~H:H~H:)=2" =64
1127.: a)3

30=;27

b) 3 nyerő helyzet van (3 narancs vagy 3 alma vagy 3 körte). Ez az összes esetnek
az egy kilenced része (11,1 %-a).

@Ha min~en ,eset egyt~rma eséllye~ követ~ez~k b~, akkor átlag,os~.n az esetek ki­
lenced reszeben nyerünk; esetenkent 7 penzermet kapunk a géptől.

Például 900 egymás utáni menet során 900 pénzérmét biztosan "elnyel" a gép és
kb. 700 pénzérmét fizet ki, vagyis 200 pénzérme körüli veszteségre szarnithatunk.

4.
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Nem célszerű tehát ezzel a géppel hosszú ideig játszani. (Ez nemjelenti azt, hogy
nem lehet .szerencsénk", amikor olyan sorozatot sikerül produkálnunk, amely­
ben egyenlegünk pozitiv, vagy nem lehetünk "szerencsétlenek", amikor is egyen­
legünk még a fentiekben kiszámított várhatónál is rosszabb.)

1128.1 Ha Jancsi almát választott, akkor Juliskának 11·10 o=; lIO választási lehetősége
van. Ha Jancsi barackot vesz ki, akkor Juliska 12·9 == 108-féleképpen választhat
egy almát és egy barackot, tehát az első esetben van több lehetősége.

(129) Egy adott foghelyen két eset van: van fog vagy nincs fog. 32 foghely esetén 232 o=;

o=; 4294967296 "" 4,3 rnilliárd lehetőség vau. Ha ennél több lakosa van egy ország­
nak, akkor biztosan van legalább két olyan lakosa, akinek ugyanazokon a helyeken
hiányoznak a fogai.
A Föld népessége a fenti számnál nagyobb, tehát a második kérdésre a válasz: nem
fordulhat elő.

1130.[ Az összes lehetőségek száma 5 ·4 . 3 . 3 o=; U~O. Ezek között azoknak a száma,
amelyekben "a" lila szoknya és "a" zöld blúz együtt szerepel: 4 . 3 o=; 12.
X úr tehát 180 - 12 o=; 168 nap "türelmi időt" kapott.

j 131.1* Mindegyik fiú 5 munkahely bármelyikét választhatja, a Jányok 4 munkahely közül

választhatnak. Összesen tehát 53 .42
o=; 2000-féleképpen helyezkedhetnek el.

Héneidáról elindulva összesen 5 alkalommal dönthetünk arról, hogy a lehetséges
két-két út közül malyiket válasszuk (miközben akár olyan útvonalat is választha­

tunk, amelyik az összes útkereszrezódésen áthalad). Így tehát 25 o=; 32 különbözö
módon juthatunk el Hencidáról Beneidéra.
Indoklás: A könnyebb átláthatóság kedvéért jelöljük az ábra szerint az útkereszte­
ződéseket.

A- \,

Az első döntést Hencídán (H) kell meghoznunk, majd az első kereszteződésnél is­
mét két lehetőség közül választharunk. Legyen az első útkereszteződés pl. az Fl'
Ha F,-nél nem térünk le az országútról. akkor a következő kereszteződésnél (Fr
nél) ismét két lehetőségünk van. Ha azonban FI-nél az összekötő utat választjuk,
akkor azA.[ kereszteződéstelérve nincs választási lehetőségünk, csak az A2 felé ha­
ladhatunk. Arbe érve ismét két lehetőségközül választhatunk. vagy A.J felé foly tat-
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juk utunkat (és ekkor A3-ban ismét két út közül vúlaszthatunk), vagy F2 felé hala­
dunk, ahová elérve nincs más választásunk, mint F3 felé továbbhaladni.
A gondolatmenetet tovább folytatva világos, hogy ha egy útkeresztczödést átlép­
tünk, akkor a következő kereszteződésben csak akkor lesz választási lehetőségünk,

ha magasabb indexű kereszteződés felé haladunk (azaz országúton haladva érke­
zünk a következő kereszteződéshez). Ha olyan kereszteződés felé haladunk, amely­
nek indexe az éppen elhagyottéval megegyezik (azaz éppen valamelyik összekötő

úton haladunk), akkor a keresztezödést elérve nincs választási lehetőségünk, utun­
kat csak egyféleképpen folytathatjuk (országúton kell tovabbmennünkj. Mivel
"visszafelé" nem haladhatunk. ez éppen azt igazolja, hogya Hencidaról Bonctdára
vezető útvonal kijelölésekor 5 alkalommal van döntési lehetőségünk, s ezek mind­
egyikénel két -két út közül választhatunk.

Fl /F2=K

H~N/~,B

Ao __~. ~
l \ A " / A ,2 "0 3 '"'4 ---~

Ha az F IK országúti szakaszon érkezünk Kukutyinba, akkor a Kukutyinból Bonci­
dára vezető útvonalak számát a következő okoskodással is megkapharjuk.
A KF3 és A2A3 országúti szakaszok közül pontosan az egyiken végig kell halad­
nunk. Ezután az F3F4 és az .43-44 országúti szakaszok közül pontosan az egyiken fo­
gunk végigbaladni. végül pedig az F4B és az A 4B országúti szakaszok közül ponto­
san az egyiken fogunk B-be érkezni.
(Látható, hogy a Kukutytnból Boneidára vezető bármelyik útvonal mindegyik fenti
párból pontosan egy országúti szakaszr tartalmaz és fordítva, ha mindhárom párból
kiválasztunk egy-egy országúti szakaszt, akkor ehhez a három szakaszhoz egyértel­
műen tartozik egy Kukutyinból Bonddám vezető útvonal).
Mindhárom pár esetén két-két választási lehetőségünk van, ezért 23 == 8 különböző
útvonal vezet K-ból B-be. Ezt a számot még 2-vel szorozni kell, hiszen Hencidáról
két olyan útvonalon is Kukutyinba juthatunk, amelyik az FIK országúti szakaszt
tartalmazza.
Van azonban két olyan, Héneidáról Kukutyinba vezető útvonal is, amelyik az AzK
ősszekötő szakaszt tartalmazza. Ekkor Kukutyinból csak F3 felé indulhatunk to­
vább. F3-tól 4-féle útvonal vezet Boneidára. Ez azt jelenti, hogy 8 olyan útvonal
van, amelyik Heueidáról indulva az A2 kereszreződésen áthaladva jut Kukutymba,
majd onnan Boneidara vezet.
Az összes kölönböző, Hencidaról Boncídára vezető, Kukutyint is érintő útvonalak
száma tehát 16 + 8 = 24.

A menetiránnyal szemben 5 . 4 . 3 . 2 == ]20-féleképpen foglalhat helyet az a négy
utas, akinek ez a kivánsága. A szemköztt ülésen, a menetiránynak háttal 5 . 4 . 3 =

.2
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= 60-féleképpen foglalhat helyet az ezt igénylő három utas. A megmaradt három
helyre 3 . 2 . 1 == ő-féleképpen ülhet le a három, menetirányra "érzéketlen" utas.
Az összes lehetőségek száma: 120·60·6 = 43 200.

[
30'

a) 1== 27 405-féleképpen.
4,

b) 30·29·28·27 = 657 nO-féleképpen.

A diákok elé egy-egy csészét (4·3· 2-féle eset), csészeujjat (5·4· 3-féle eset) és
kiskanalat (6 . 5 . 4-féle eset) teszünk. Az összes esetek száma:
(4, 3 ,2), (5, 4, 3), (6,5,4) = 172 800,

Másik megoldas:
Csészéböl, csészealjból és kiskanálból is hármat-hármat kell kiválasztanunk. Ezt

[
4)[ 5'1( 61 800 fé ké h tük "d h' , ,3 3-,'-.3) = - e c eppen te erju meg. Ezutan rrun a amm cseszealjra egy-

egy csészét és egy-egy kiskanalat kell helyezni: ez (3!) 2 = 36 lehetőség.
Még az is fontos, hogy melyik diák melyik terítéket (melyik csésze - csészealj ­
kiskanál .Jiármast'') kapja, ezért az összes különbözö terirést lehetőségek száma:
800·36· 3! = 172 800.

A párnákat helyezzük el egy sorban. Ezt 4~ = 24-félcképpen teherjük meg. A sorban
első és második pámát a kanapé bal oldalára tesszük, sorrendjüket megtartva. A ta­
karast kétféleképpen valósithatjuk meg. Ugyanigy járjunk el a jabb oldalra kerülő

másik két díszpárnával is.
Az összes különbőzö elrendezesek száma tehát 24 . 2 . 2 = 96.
Zsóka asszony 96 nap után ismétlésre kényszerül.

a) A 10 számjegyből 10 16 különböző. 16 karakter hosszúságú jelsorozat készithető.
A számítógépnek (vagy több számítógépnek együtt) az összes eset megvizsgálésa
1016 '=' ~

107 = 109 másodpercig. azaz kb. 31,7 évig tartana.

b) Az összes megfelelő 16 karakter hosszúságú jel sorozat száma 10 . 1 . 1 . 9 . 10 12 =

=9·lOL3
.

A ' " ' 9 10' , d , készamttogepes program· masoc perc, azaz kb. 104 nap a att epes ennyi
esetet megvizsgélni.

Az összes különbözo esetek száma 10· r241· 919 "'" 5,74.1023
• Ennyi eset megvizs­

, 5 ,

gálása kb. 1,82. 10 16 évig tartana (vagyis "reménytelen" vállalkozás).

••
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A rendszámtábla készítésekor az első, második és harmadik helyre a 26-féle betű

bármelyike kerülhet; a negyedik, ötödik és hatodik helyre pedig a 10 számjegyből

választhatunk egymástól függetlenül. Mivel a "OOO"-ra végződő rendszámtáblák

nem megengedettek, ezért összesen 263 . (l0 3 - 1) = 999 .26 3 = 17558 424-féle
rendszámtábla készíthetőMagyarországon.

Mivel a rendszámtábla 3 betűjének kiválasztasakor a sorrend szarnit és ugyanazt a
betűt többször is kiválaszthatjuk, ezért a betük kiválasztására annyi különbözö lehe­
tőségünkvan, amennyi 24 elem 3-ad osztályú isméüéses variációinak a száma, azaz

243 = 13824.
A 10 számjegyből kiválasztható, nem O-val kezdődő 3 jegyű számok száma:
9·10·10=900.
Tehát az adott módon készíthetőkülönböző rendszámtáblák száma:
900· 13 824 = 12441600.

a) 262 és 10 4 szorzata: 6760 OOO.

b) Az elvileg kiosztható rendszámok száma most 263 és 10 3 szorzata: 17 576 OOO,
ez az előzőnek 2,6-szorosa, azaz 160%-kal több annál. (A gépjárműpark növe­
kedése tette szükségessé az új rendszer bevezetését.)

A kettes számrendszerben két számjegy van: O; 1. Mivel egy valódi tizjegyű szám
nem kezdődhetO-val, ezért a szám felirásakor az első helyre egyféleképpen választ­
hatunk, a további helyekre pedig egymástól függetlenül kétféleképpen irhatunk

számjegyet. Így a megoldás 29.

Mivel egy valódi ötjegyű szám nem kezdodhet O-val, ezért a szám felirásakor az első

helyre v-féleképpen választhatunk számjegyet; a második, harmadik, negyedik he­
lyen egymástól függetlenül a tíz számjegy bármelyikét választhatjuk. A felírt szám
akkor lesz páratlan, ha az utolsó számjegye páratlan, így a szám utolsó számjegyét

ötféleképp irhatjuk fel. Így a megoldás. 9 . 10 3
. S = 45 OOO darab páratlan, ponto­

san ötjegyű szám van a tizes számrendszerben.

Másik megoldás.
A tizes számrendszerben ugyanannyi ötjegyü páros szám van, mint ahány ötjegyü
páratlan szám. Mivel összesen 90 OOO db őtjegyú szám van, ezek fele, 45 OOO pá ­
ratlan.

Az első helyre a 237 lány bármelyike kerülhet, a második helyre a 236 lány közül
kell választani, és igy tovább. Tehát 237 . 236 . 235 . 234 . 233 ·232·231 . 230-féle
sorrend lehetséges, ennyiféle műsor készülhet róluk.
Ha már eldőlt a helyezések sorrendje, utána a beszélgetés sorrendje már egyértel­
műen adott, először a 8. helyezett, legvégén az 1. helyezett.
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146.1 a) 231 ·230·229 = 12 166 770-féleképpen állhat fel a vezetőség. Elnököt 231-fé­
leképpen választhatunk, ettől függetlenül titkárt a maradék 230 tag közül. ettől

függetlenűl pénztárost 229 fő közül.

b) Elöszőr a budapesti szövetség elnökének választunk tisztséget a 3 poszt közül,
majd ettől függetlenül a maradék két tisztségre választunk egy-egy embert. Ez
3 . 230 . 229-féleképp történhet.

Másképp: jó esetek száma = összes eset száma - rossz esetek száma módszerrel:
Összes eset száma: 231 ·230·229.
Rossz esetek száma: azok az esetek, amelyekben a budapesti szövetség elnöké­
nek nem jut semmilyen tisztség. Rossz esetek száma: 230· 229 . 228.
Így a megoldás. 231 ·230·229 - 230·229·228 = 3 . 230·229.

(147) A MrCIMACKÓ szó kiolvasásához az első betűtől az utolsóig 5 lépést kell jobbra

és 3lépést kell lefelé megtenni. Ez (8) =~ = 56-féleképpen tehető meg.
5 5!3!

1148.1 Ha egy 8 x 8-as sakktábla bal alsó sarkából a jobb felső sarkába úgy jutunk el, hogy
minden alkalommal egyet lépünk vagy jobbra vagy felfelé, akkor összesen ta-ct
kell lépni, mégpedig 7 alkalommal jobbra, 7 alkalommal pedig felfelé. A jobbra lé­
péstjelöljükJ-vel, a felfelé lépést pedig F-fel. Így minden útnak egyértelműenmeg­
felelhetünk egy 7 darab.l betűből és 7 darab F betűböl álló jelsorozatot. A megfor­
dítás is igaz, minden 7 darab J betűből és 7 darab Fbetűböl álló jelsorozathoz egy­
értelműen megfeleltethető egy a feltételeknek megfelelő út. Így a keresett utak szá­
ma megegyezik 14 elem olyan ismétléses permutációinak a száméval. melyben csak
két különböző elem van, de mindegyik 7-szer ismétlődik.

E . 14! 34"7z aszam: 7!7! = _1~.

(149) (22°) (3
30J

= 771 400-féleképpen választhatnak küldöuséger a tanulők (20 lány kö­

zül kettőt, és ettől függetlenül a 30 fiu közül hármat kell kiválasztani úgy, hogya
sorrend nem számít).

[150.1 Megoldas. jó esetek .\'záma = összes eset s".ama - rossz esetek száma módszerrel­
Ha az összes .négyjegyüból'' (nem igazi négyjegyű szám, hiszen az első helyen a °
is szerepelhet) kivonjuk azokat a .négyjegyűeker'', amelyben nincs Scős, akkor meg­
kapjuk azokat a .négyjegyűeket", amelyben legalább egy 5-ös szerépel.

Az összes "négyjegyű" 10 4 db (minden helyre egymástól függetlenü110-féle lehe­

tőség). Olyan "négyjegyű", amelyben nincs 5-ös, 94 db (minden helyre egymástól
függetlenül 9-féle lehetőség: O; 1; 2; 3; 4; 6: 7; 8; 9).
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A keresett "négyjegyű" számok száma lQ4 - 9~ = 3439.
Ha percenként 15 különbözö esetet tud kipróbálni, akkor a legrosszabb esetben
3439: 15 "" 229,27 perc > 3,8 óra szükséges a zár kinyitásahoz.

A.z. első sorba 181imy közül, melléje ettől függetlenül 18 fiú közül választhatunk.
A másedik sorba 17 lány közül, melléje ettől függetlenül 17 fiú közül választhatunk.
A harmadik sorba 16 lány közül, melléje ettől függetlenül 16 fiú közül választha­

tunk.
A utolsó sorba már csak 1 lány marad, melléjc ettől függetlenül már csak a "mara­
dék" 1 fiú kerülhet. Mivel mmden sorban álló fiú és lány helyet cserélhet, ez a töb­
biekhez és az osztályfőnökhöz képest is más elendezést jelent, a sorrendek száma
minden cserénél kétszeres lesz. Így az összes esetek száma:

IS . 18 . 17 . 17 . 16 . 16 ..... l . l . 2 IS = 18! . 18! . 2 IE.

(18'J[l51[111l6']a) i ~ =5145940S0
\_ .4) )/6,

b) Ha a esónakokon belüli helyeket is megkülönböztetjük, olyan, mintha mmden
helyet megszámoztunk volna l-től] S-ig, ide l Sl-féleképpcn lehet leiiltetni a ta­

nulókat.

6 forduló után akkor lehet 4 pontja a versenyzőnek. ha

a) 4 győzelme. O döntetlenje, 2 veresége vagy

b) 3 győzelme. 2 döntetlenje, 1 veresége vagy

e) 2 győzelme. 4 dőnreüenje, O veresége van.

6! @ 61 1-
Ezek száma a) esetben -- = 15. b) esetben -- = 60, c) esetben -- = ).

4! . 2J -. 3! . 2! 4! . 2!
Így az összesen 15 + 60 + 15 = 90-féleképpen lehet a 6. forduló után 4 pontja.

Hat forduló után egy játékosnak csak úgy lehet 3 pontja, ha a nyert mérkőzések szá­
ma, a döntetlen mérkőzésekszáma és a vesztett mérközések száma rendre:

3 O 3 vagy
2 2 2 vagy
l 4 l vagy
O 6 O~

Mivel nem szamít. hogyajátékos milyen sorrendben érte el az eredményt, igy hat
forduló után 3 pontot a-féleképpen érhetett el a versenyző .
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II vörös bor közül kell kiválasztanunk 2-t, hogy a sorrend nem számír és 36 fehér
bor közül l-et. Majd az így kiválasztott 3 bort összes lehetséges helyezést sorrendbe
állitjuk.

r2l)(36'],2 l,l" ·31= 45360-féle .dobogós'' sorrend lehetséges.

a) 4!-féleképpen, ami 24 eset.

b) Kezeljük egy egységként az egymás melleft ülőket: ekkor 3 elem lehetséges sor­
rendje 3! = 6. Azonban az egyben kezelt páros is kétféleképpen ülhet egymás
melletr, így a végeredmény 6 . 2 = ] 2.

a) Az első gombóc S-, a második 4-féle lehet, tehát 5 ·4 = 20-féle eset van összesen.

b) Ekkor az első és a második gombóc is 5-féle lehet, tehát 52 = 25-féle eset van.

c) Ekkor a két gombóc sorrendje nem számít, le kell osztani az aj-beli eredményt
kettővel, azaz 10 eset van.

Másik gondolat: az S-ből 2-t kell kiválasztani, ez GJ = 10.

d) Ekkor van 5-féle, két azonos gombócból álló fagyi, valamint a ej-beli 10 külön­
böző, az IS-féle fagylalt összesen.

H ~ iűk ~ 'l~ k binácic l(5+2-1)' l(61a lSmerjU az ismet eses om mactot. akkor: 2 = 2/ =15.

Három szekcióban van 6 egymás utáni előadás. Feltéve, hogy a párhuzamos előadá­

sok időtartama azonos, akkor minden előadás után 3 folytatás között választhatnak

a hallgatók. Mivel mindig három választás van, ezért 3 (j = 729-féle programot állít­
hatnak össze a résztvevők.

a) Az első bélyeg 8-, a második 7- (különböző színűek a bélyegek), a harmadik 6-.
a negyedik 5-féle színű lehet, azaz 8 . 7 . 6 . 5 = 1680 színben készülhet a bé­
Iyegsorozar.

b) Ha semmilyen megkötés sincs a színre, akkor bármelyik 8-féle szinü lehet, tehát

84 = 4ü96-fé1e sorozat létezik.

c) Ha legfeljebb három egyszínű lehet a sorozatban, akkor az előbbi 4096-bólle kell
számítani a csupa egyszínű eseteket. amiből éppen 8 van, tehát ekkor 4088-féle
színvariáció van.

'7
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(25)
b) Ekkor osztályonként lS eset van, és ezek függetlenek, tehát össze kell szoroz-

ni ezeket: (2;r == 53 130 4 = 7,968 .1018
.

c) Ekkor r6~:.(40')=1,0762.102°.
,) .. ) 8

( 162)* a) Ső-féleképpen

(100) w
=5,360-10 _

\,20
i 161.1 a) Ekkor WO-ból kell 20-at választani:

[T6o.1 a) Az első három helyezett sorrendje 8 . 7 . 6 = 336-féleképpen alakulhat ki.
j

b) Ha bármelyik fenti eset eevforma esélvü. akkor - '" 0,003 (azaz kb. 0,3%)
d . - 336

eséllyel nyerünk.

@lVlin~~n c~yes helyet a 3~61~het~sé!? közül pont?san 42-szer találunk ~l, hiszen
a másik ket helyre 7 . 6 tipp írható. Osszesen tehat van 3 ·42 :=: 126 találat. Van­
nak azonban két- és háromtalálatos eredmények is. tehát összesen kevesebb,
rnint 126 nem Otalálatos tippszelvény lesz.
Vegyük számba a többtalálatos szelvények számát: II 336 lehetőség közül l-ben
eltaláljuk mind a három helyet. Pontosan két helyet 15 esetben találunk el:

(ol

I
.,

ugyanis 3-ból l-et nem találtunk el, hogy melyiket, azt I· = 3-f61eképpen vá-
\ )

laszthatjuk. és mindegyikben az el nem talált helyre 5 rossz tippet irhatunk (a 8
közül az l jót nem, meg azt a kettőt sem, ami a másik két helyen jó helyen van),
és 3 ' 5 = 15. Ez így összesen l . 3 + 2 . 15 = 33 találat. A többi mind egyes ta­
lálat, tehát abból 126 - 33 == 93 darab van. Azaz a keresett esély, mivel

, . 9' 109 032l (3 találatos) + 15 (2 ralálaros) + 3 (l ralálatos) = 109; 336 '" . .

Másik megoldas:
Pontosan 93 egytalá1atos szelvény van, amihez hozzávéve a 15 db 2 találatast és
az ] db 3 találatost ugyanaz az eredmény adódik. Ekkor 2-t nem találunk el, de

'31
melyiket. ez l'J I= 3-féle lehetőség. Mindegyikben az el nem talált helyekre a

-,
következő tippek irhatóak: ha az egyik el nem talált helyre azt írjuk, ami igazából
a másik el nem talált helyre fut be, akkor erre a másik el nem talált helyre 6 rossz
tipp lehet (a 8 közül egy jó helyen van, egy másik az első el nem talált helyen, a
többi lehet rossz). Ha viszont az első cl nem talált helyen nem a másik el nem ta­
lált helyre igazából befutót írtuk, akkor S-félét írhattunk ide (a 8 közül azt nem,
amit eltaláltu nk, és azt sem, ami ide lett volna jó, meg azt sem, ami a másik hely­
re lett volna jó), és mindegyikhez 5-félét társíthatunk a másik el nem talált helyen
(azt a kettőt nem, ami a másik két helyen van, meg azt sem, ami jó lett volna).
Így végül 3 . (6 + 5 . 5) == 93 cgytalálarosunk van. Tehát ebben az esetben is a

legalább egytalálatosok száma 109, vagyis az esély ~~~ '" 0,32.

48 4.
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a) Három egymást kizáró esetre bontjuk az eseményt, így az esetszám e háromféle
lehetőség számának összege lesz.

l. Minden süteményből csak egyet veszünk: (~J = 20-féleképpen.

a) Ha semmi kikötés nincs a kapusra sem, akkor a kapust 14-féleképpen választha­

tom, s utána 13-ból a másik 5 főt C?)-félekéPpen. Tehát az összes lehetőségek
száma ]4(':)~180]8. o

b) Ebben az esetben a kapust 3-féleképpen választhatom a többit pedig (~l) -féle­

képpen. azaz az esetek száma most már csak 1386.

c) Ha minden posztra külön van kerete, akkor abból választhat csak, amelyek pedig
egymástól függetlenek, tehát össze kell az esetek számát szorozni, azaz a keresett

(3) (4) (3' (4)szám: . -: . = 3·6·3·6 = 324. Az edző 324-féle összeállításban
1 2,]) 2

küldheti pályára csapatát a megadott feltételnek megfelelően.

Hatjegyű telefonszámokat. amelyek csak 1, 2, 3-mal kezdődnek, összesen: 3 . 105
_

féleképpen lehet megadni, hiszen a maradék öt helyen 10-féle számot (O, 1,2, ... ,
9) szerepeltetherünk. Mivel a legalább öt egyforma jegyet tartalmazó számokat nem
osztják ki, ezért a hat és az öt egyfonna jegyet tartahnazók számát le kell vonnunk
a 300 OOO-ből. A hat egyfonna jegy mindössze háromféle lehet: 111111,222222,

2. Az egyik fajtából kettőt veszünk. Hatféleképpen választhatom ki azt a fajtát.
amiből kettő van, s ezekhez mindig 5-féle a másik sütemény, azaz 6 . 5 = 30-fe­
leképpen lesz valamelyikből kettő.

3. Egyfajtából van mind a 3 kiválasztott, ez 6-féleképpen tehető meg.
Azaz ai összes esetek száma: 20 + 30 + 6 = 56.

Megjegyzés:

(~ +t:]:~J:me~ ::mf::~~::::::::::~:tO::i~é~: ::::~;:::~:::~e:::::
hetek.

b) Ha semelyikböl nem akarok egynél többet, akkor tehát a 6 péksüteményből kell

3-at kiválasztani: (~) = 20 eset. (Ez egy ismétlés nélküli kombináció.)

c) A .Jegalább egy sajtos" leköti, hogy a három között egy sajtos van. A maradék
kettöből az egyik vagy lenmagos zsemle vagy lenmagos kifli, tehát kétféle lehet.
A harmadik bármelyik lehet a 6-ból. Ez 12 eset lenne, de ebből egyet (a lenma­
gos kifli és lenmagos zsemle esetét) kétszer számoltam, tehát összesen ll-féle­
képpen vásárolhanarn.

_::~~~rm~.
""W(;<J'a~E4Jfl:~

Mdykúl

Ounaföldvá~

~J

son

Ki<bnhilla,

~,:u[a~s~,~
::I~g[~"Il!~

Bátaszék

:P~u~1

a) Ha pontosan 3 lámpának kell égnie, ezt (:) = 35-féleképpen lehet kiválasztani,

azaz 35 különbözö eset lesz.

b) Ha legalább 5 lámpának kell égnie, akkor vagy mind a hét, vagy hat, vagy öt fog
égni. Az első eset egyféleképpen, a második hérféleképpen. hiszen az egy nem

világító lámpát G), azaz 7-fé1eképpen választhatjuk ki, míg a harmadik esetben

a két nem világítót CJ = 2] -féleképpen. Azaz összesen 1 + 7 + 21 = 29-féJe-

'"képpen valósítható meg a legalább 5 égő lámpa esete.
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333333. Öt egyforma jegy kétféleképpen valósulhat meg. az első jegy is benne van,
vagy a második öt az egyforma. Az első esetben az egyetlen nem 1, 2 vagy 3 jegyet
Scféleképpen lehet elhelyezni, és az 9-féle lehet (pl. 111110, 111101, ... , 111119,
... , 191111), ez 45 esel, ha 1-gyel kezdődik a szám. Mivel lehet 2 vagy 3 is az ele­
jén: 3 . 45 = 135 eset. Ha az öt egyforma az utolsó öt jegy, akkor ez minden kez­
detre 9-féle lehel, tehát 9' 3 = 27 eset. Tehát legalább öt azonos jegyü szám
3 + 135 + 27 = 165 esetben van. Kíoszthatnak ezek szerint 300 OOO - ]65 ==
== 299 835 telefonszám ot.

• 167.] a) Négy gyennek között kell négy munkát elosztani. Ha feltételezzük, hogy rnin­
denki egy munkát végez, akkor 4] = 24-féle beosztás van.

b) Ha mindenki minden nap mást csinál, akkor legfeljebb 4 napig lehet ezt jól be­
osztani, hiszen a skatulyaelv szermr az ötödik napon mindenki valamit ismétel.
A négy napot is át kell gondolni, van-e a négy iriunkának 4 olyan felsorolása
(permutációja), hogy minden helyen minden munka éppen egyszer szerepeljen.
A ciklikus permutáció erre éppen jó, tehát brrns (bevásárlás, mosogatás, terítés,
szemétlevitel), rntsb, tsbm, sbmr egy jó beosztás.

[L68J a) Mivel a talonban lévő lapok sorrendje közömbös. ezek [3:J = 496-félék lehet­

nek.

b) Mivel itt is közömbös a lapok sorrendje, az eredmény

[169.1 Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 számjegyekbő14 darab számjegyet [~) == l Scféleképpen valaszt­

hatunk ki ismétlődés nélkül. Valamely 4 darab számjegy kiválasztása eserénaz ezek­
ből a számjegyekből a feltételeknek megfelelő módon 4! = 24 darab négyjegyű szám
készíthető. Tehát összesen 15 . 24 = 360 darab négyjegyű szám összegének a meg­
határozása a feladat. Nézzük először az egyesek helyén álló számjegyek összegét
Mivel az adott hat számjegy a fdadat szempourjából azonos szereper tölt be, ebben

az összegben mindegyik számjegy 3:0 = 60 esetben fordul elő. Ebből adódóan az

egyesek helyén álló számjegyek összege:

600 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 1260.

A tízesek. a százasok, az ezresek helyén álló számjegyek összege is. hasonlóan az
egyesek helyén álló számjegyek összegehez. 1260.
Ezek alapján a keresett négyjegyű számok összege:

1260 '10 3+ 1260 .102+ 1260· 10+ 1260 = 1260·1111 == 1399860.

5'
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[17OJ a) A pihenő személyt nevezhetjük hatodik, F .munkának". Ekkor ahány sorrendje
van a 6 betűnek, annyi beosztás létezik: 6! == 720.

I II III IV V VI

\v I
A B C D E

b) Az ábráról leolvasható szük keresztmerszerek az A, C. D munkák, mert azokat
csak 2-2 fő végezheti, ráadásul I mindháromban szerepel, IV pedig C és D-ben.
Ezért, rotvelC és D munkát ugyanaz a két ember végezheti el, csak két eset lehet,
vagy I végzi C-t és IV a B-t, vagy fordítva. Ekkor azonban, mivel I kötve van, az
A munkát csak II végezheti. Azaz A, C és D munkákar kérféleképpen lehet be­
osztani: II, I, IV; vagy IT, IV, I. A B munkát, mivel I és II már foglalt, csak III vé­
gezheti. Ekkor E-re (mivel I, II, III, IV foglalt) már csak V vagy vl jön szóba, de
ők ketten az ábra szerint el is tudjak végezni. Azaz nincs választás A és B munka
esetén: ezeket II, illetve ITI végzi. C-re és D-re van alternatíva, de csak az I-IV
pár. Hasonlóan E-re is. Ez 2 . 2 = 4 eset, amit az alábbi táblázat mutat:

A B C II E tartalék
II III I tv V VI
II III I IV VI I V
]] lIT IV I V VI
II III I IV I VI V

Azaz a cégnél mindössze négy eset közül választhatnak a munkaterv meghatáro­
zásakor.

1171.1 a) A legfeljebb c-jegyü tizes számrendszerbeli szám lehet 1-, 2-, ... , 9-jegyű. Egy­
jegyű van IDdarab (O, I, 2, ... , 9). Kérjegyű 90 (mert elöl nem lehet O). Három­

jegyű 900 (elöl nincs O)stb. Tehát összesen: 109
, azaz 1 OOO OOO OOO ilyen szám

van. (Egyszerűbb megfontolás: 10 9-ig éppen ennyi szám van, beszárnitva a O-t,

de persze nem számítva magát a 10 9_t.) Kettes számrendszerben egyjegyű szám

2 van. kétiegyü színtén 2, héromjegyü 4, ... , kilénejegyű 28.

Ez összesen 2 + 2+2 2+ 23 + .,. +2 8 = 29 = 512 eset.
A kérdésre a válasz: 1000 OOO OOO - 512 = 999999 488-cal több legfeljebb 9­
jegyü szám van a tízes számrendszerben. mint a kettesben.

0A feltétel szerinr keresendő az a legkisebb n érték amelyre 2" már nagyobb, mint

109
. Mivel 2!O nagyobb, mínt 10 3 (1024 > 1000), tehát (2 1

° ) 3 = 230 nagyobb,

55
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mint (10 3
) 3 = 10 9

, tehát n = 30 biztosan megfelel. Azt kell csupán megnézni,

hogy a 29 nem elegendő-e,de 229 = 536870912 = 5,4 . 10 8, ez még kevés!

a) A kérdés az, hogyan lehet a 8 számot négy nem negatív egész összegére felbon­
tam úgy, hogy az összeadandók sorrendje is szarnit. Az alábbi táblázat murarja az
összes lehetőséget, ami 15.

8 OOO 4 eset a sorrend miatt
7 1 OO 4· 3 = 12 eset a sorrend rniatt
6200 4·3 = ]2 eset a sorrend míatt
6 l 1 O 4·3 = ]2 eset a sorrend miatt
5300 4·3 = ]2 eset a sorrend miatt
5210 4· 3·2 = 24 eset a sorrend miatt
5 1 "] 1 4 eset a sorrend miatt
44 OO 6 eset a sorrend miatt (4 alatt a 2)
43"] O 4· 3·2 = 24 eset a sorrend miatt
42 2 O 4· 3 = 12 eset a sorrend míatt
42 I 1 4· 3 = 12 eset a sorrend miatt
3 3 2 O 4· 3 = 12 eset a sorrend miatt
33"] l 6 eset a sorrend miatt (4 alatt a 2)
3 2 2 l 4· 3 = 12 eset a sorrend miatt
2222 1 eset

Megjegyzés: az esetek száma, ha a sorrendet is figyelembe vennénk (ami nem volt
kérdés) az utolsó oszlopban álló 15 szám összege volna, tehát:
8·12 + 2·24 + 2·4 + 2·6 + l = 96 + 48 + 8 + 12 + 1 = 165.

b) Ha csak a pozitívak számtranak. akkor a 15-ből kiesnek mindazon esetek, ahol
szerepel a Q. Ezek száma: "10, tehát mindössze 5 eset marad. (A1egjegyzés: ha itt
is számítana a sorrend, akkor 4 + 12 + 6 + 12 + 1 = 35 eset volna.)

a) Mivel a sorrend nem szamit, a legnagyobb összeadandó szerínt sorba rendezve
ugyanazok az esetek lehetnek, mint a 172. feladat a) részében megadott táblázat
baloldalán, azaz 15 eset lehet.

b) Hasonlóan ismét a ]72. b) megoldáshoz, a táblázat baloldalán a O-át nem tartal­
mazó sorok száma mlndössze 5.

a) Ekkor az első felírt szám 366-féle, a második már csak 365-féle lehet stb.

Tehát 366' 365 . 364· .... 334 "" 8,89. 10 83
.

b) Az összes lehetséges születés nap eloszlása, mivel mindenki 366 napon születhe­

tett elvileg, így 366 33
"" 3,934· 10 s4_félcképpen fordnlhat elő.

Megjegyezzük, hogy a két szám hányadosa éppen annak az esélye, hogy a 33
ember mindegyike más napon született, azaz nincs két azonos születésnap, ami­
nek esélye - azzal a feltételezéssel, hogy egyenletes eloszlas szerínt születünk

5.
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bármelyik napon (ez nem igaz, de mégis elég jó becslést) - kb. 0,23, tehát keve­
sebb, mint 25%. Azaz több, mint 75% annak az esélye, hogy pl. egy 33 fős 082­

tályban van két, egy napon született diák Érdemes utánanézni a naplóban.

[175.1 a) Mind a három herigeren 6-féle gyümölcs jelenhet meg. Mivel a hengerek térbeli

helyzete rögzített (ez a sorrend fontosságát jelenti), ezért 63 == 216 lehetőség lesz
(ismétléses variáció, mert a hengereken ugyanaz a gyümölcs is megjelenhet).

b) Ha mindegyiken más gyümölc" jelenik meg, akkor csak 6 . 5 ·4 lehetőség van,
mert a második hengeren nem jelenhet meg az elsön levő gyümölcs, a harmadi­
kon pedig az első két henger gyümölcse, azaz ott már csak 4 lehetőség marad. Ez
összesen: 120 lehetőség.

Megjegyzés: ebből és az a)-beli eredményból az is látszik, hogy 96 olyan eset
van, ahol valamelyik gyümölcs legalább két bengeren jelenik meg.

c) A pontosan két azonos gyümölcs esetszáma megkapható úgy, hogy az összes
esetből Jevonom a három különbözőt, és a mindhárom egyformát. ami 6 eset.
Eszerint: 216 - 120 - 6 = 90.
Masként is lehet számolni, közvetlenül az esetek összeszámlálésával. Az a gyü­
mölcs, amelyik kétszer fordul elő, 6-féleképpen választható ki. A maradék gyü­
mölcs 5-féle lehet. Ez eddig 6 . 5 = 30 eset, azonban az egy különbözőt három
hengerre tehetem, tehát összesen a sorrenddel 90 esetet kapunk, ahogyan azt a
másik módon is ktszámitouuk.

d) Legalább két azonos gyümölcs a bj-beli megjegyzés szerínt éppen 96 esetet je­
lent, mert az összes esetből elhagyom azokat, amelyekben mind a három gyü­
mölcs különböző (216 - 90).

t 176·1 a) Két hételemű halmaz között egy-egyértelmű függvényt 7! = 5040-féleképpen
készíthetünk. Ennek oka, hogy az első elemhez 7 különböző értéket rendelhe­
tünk, a másodikhoz már csak 6-ot, és igy tovább. Tulajdonképpen egy 7 elemü
halmaz permutációinak számát számoljuk igy le.

b) Mivel nincs kikötve, hogy különbözőelemekhez különbözőtrendeljek, ezért bár­

melyik elemhez 7-félét rendelhetek, azaz 77 = 823543 különbözö függvény ad­

ható meg, Ha a két halmazt felcserélhetőnektekintjük, akkor 2 . 77 = 1 647092
függvény adható meg.
Megjegyzés: ez a feladat lehetőséget ad a permutáció, illetve az ismétléses variá­
ciók függvényekkel történő megadására. Érdekes meggondolni. hogy a többi
kombinatorikai alapfogalmat milyen függvények számaval lehet megadni.

LÚiJ a) 4 levesből egyet négyféleképpen lehet választani, főételt négy-, köretet hérom-,
majd desszertet is háromféleképpen. Ha nincs semmi megkötés arra, hogy mit
mivel eszem vagy nem eszem, azaz a választások függetlenek, akkor az esetek
száma, amit egy fával is ábrázolhatunk. 4·4·3·3 = 144.
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b) Ebből a 144-ből mosr csak 5 kapható, amiből csak l vegetáriánus. A négy főből

akkor a két vegetáriánus rendelése egyértelmű.A másik kettő választhat mind az
ötből (akár vegerártánust is), tehát mindkettő rnind az öt menüt választhatja. Ek­
kor vagyazonosat rendelnek: ez 5 esel, mert bármelyik menü lehet, vagy külön-

bözör, amelyek száma: r51 = 10. Tehát lS-féleképpen rendelhetnek.
,2,

Alásik gondolatmenet: a két vegetáriánus menü mellé kell még ket menüt válasz­
tani, amit - ha a sorrendet is figyelembe vennénk - 25-féleképpen lehet megtenni
(5 . 5). Ebből 5 eset olyan, hogy azonosak a menük, ezeknél nincs .különbözö''
sorrend. A maradék 20 esetet felezni kell, mert a konyha számára nem szamir, hogy
ki eszi az egyik és ki a másik menüt. Így is megkapjuk tehát a 15 esetet.

Harmadik megoldás. két rendelés adott, a másik két személy 5 menu közül ren­
delhet szabadon (ehetnek vegetáriánus menüt IS!). Ez ismétléses kombináció, mi­
vel a személyek sorrendje nem szamlt, 5 étel két személy:

C+~ - lJ = (~J = 15 választásuk lehet (mindegyikhez hozzájön két vegetáriá­

nus menü). Tehát 15-féle rendelés lehet.

iVlegjegyzés: az is elfogadható, ha valaki szisztematikusan felsorolja a 15 esetet,
megmutatva, hogy semmit sem hagyott ki.

a) Jóskár hatból hárman, Pistát a maradék háromból ketten, mig Karcsit a hatodik
lakásból hívták, az már egyértelműaz előzőekből. Az összes esetek száma tehát

'6" ('" (1)bJ ;)' 1 = 20·3·1 = 60.

b) Ha csak az eloszlast tudjuk, akkor a "három, kettő, egy" hivást 3! = ő-félekép­

pen oszthatjuk ki Jóska, Pista és Karcsi között, tehát az aj-beli válasz hatszorosa.
360 eset leherséges.

c) Ha a hivások száma egyenletes, akkor mindhármukat ketten hivtak. igy az aj-beli

módon számolva: (~J =Ió-féleképpen hívhanák ki Jóskét. (~) = ő-félekép-

pen Pistát, és (~J = I-féleképpen Karcsit. tehát 15 . 6 . I = 90 eset lehetséges.

1179.1 Jelöljük a műsorokar H, Z, R kezdőbetüikkel. Mivel 5 perc egész számú többszörö­
se lehet csak egy fajta müsor ideje, ezért 6 darab 5 perces blokkot kell tervezni, tehát
hatbetűs "szavakat" kell keresni.

a) Eszerint minden betűnek legalább egyszer elő kell fordulnia. Ha nincs ez a meg-
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kötés, akkor az összes eset 36, mivel 3 közül választhatunk 6-szor. Ezek közül
rossz mindaz, amelyben csak 2 betű van, amit 3-féleképpen választhatunk ki:

HZ, BR, RZ. Mindegyik esetben 2(, sorrend lehetséges. Ezek rosszak, tehát a

kérdésre a válasz: 36 _ 3 .2 6 = 537 eset.

b) Ez aztjelenti, hogy nem lehet egymás mellett egyfonna betű. A következőkép­

pen lehet okoskodni: j-féleképpen kezdődheta műsor. utána ketféleképpen foly­
tatódhat, mert váltás van, aztán ismét kétféle stb., tehát: 3 . 2 . 2 . 2 ·2 ·2 :=; 96
müsorterv lehetséges. 'vlivel rnindhérom műfajnak szeropelnie kell, ki kell vonni
a csak kétfelét tartalmazó müsorokat, amiből ismét három eset van: RZ, HZ, RH.
Vegyük al. elsőt, ebből két változat lehetséges csak: vagy RZRZ.RZ, vagy
ZRZRZR a müsor. Ugyanigy a másik két esetben, tehát mindössze 3 . 2, azaz 6
eset van, amikor valamelyik műfaj kimarad. Ezt levonva az összes lehetséges
hármas, váltogatós műsortervek száma 90.

Rögzttsük például a fiúknak egy sorrendjét. A táncoló pároknak annyiféle összeté­
tele lehetséges, ahányféle különbözö sorrendben tudjuk hozzárendelni a lányokat a
fiukhoz. Ez a szám 12! = 479 001 600.

Ha két szabályos dobókockával egyszerre dobunk és a kapott számokat összeadjuk.
akkor ez az összeg legalább 2, de legfeljebb 12 lehet.
A lehetséges összegeket, előfordulási számukat és a beköverkezési Iehetóségeker az
alábbi táblázat tartalmazza:

Összeg Előfordulási szám Bekövetkezesi lehetőség

2 I 1 + 1
C----" "

3 2 l + 2; 2+1
,

4 3 1+3; 3 + 1; 2+2 ,-
5 4 1+4; 4 + 1; 2+ 3; 3+2

6 5 1+5; 5 + 1; 2+ 4; 4 +2; 3+3

7 6 I + 6; 6 + 1; 2 + 5; 5 +2; 3 +4; 4+3

8 5 2 + 6; 6 + 2; 3 + 5; 5 + 3; 4+4
9 4 3 + 6: 6 + 3; 4+5; 5+4
10 3 4 + 6: 6 +4; 5+5

".-- ,

~- 2 5 + 6; 6+5--.- -
12 I 6+6

a) A táblázatbóllátható, hogy elvileg leggyakrabban a 7-es összeg fordulhat elő.

b) A táblázatból látható, hogy a páros számösszeg él; a páratlan számösszeg ugyan­
annyiszor, 18-1S-szor fordul elő. Tehát sokszor dobva - elvileg - ugyanannyiszor
fordul elő páros összeg, mint páratlan.

s.
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A félévi és az év végi bizonyitvényban matematikaból rendre az alábbi osztályzatok
szerepelhetnek:

A táblázatból látható, hogy az elvileg lehetséges esetek száma 25. Ebből Iá-ször
teljesül, hogy legalább olyan jó az év végi jegy, mint a félévi. Ez az összes eset
3
5-e, azaz 60%-a.

183.1 Pista az öt film közül bármelyik kettőt kiválaszthatja. Ezt GJ = 5;
4

= 10-félekép­

pen teheti meg. Azt a kiválasztott két filmet, amelyiket ugyanabban az időpontban

játszanak, egyszerre nem nézheti meg. Ezért a választási lehetőségek száma: 9.

KOMBINATORIKA

1188.1 Ha egy szám osztható 5-tel, akkor utolsó számjegye vagy O vagy 5.
Az adott számjegyekbőlaz adott módon készíthető, O-ra végződő harjegyü számok
száma 51 = 120.
Az adott számjegyekbőlaz adott módon készíthető, 5-re végződő hatjcgyű számok
száma 4 . 4! = 96, mert az első helyen nem állhat O.
Tehát az 5-tel osztható keresett harjegyű számok száma 120 + 96 = 216.

Azoknak az ötjegyű számoknak a számát, amelyek legalább egy darab l-est tartal­
maznak, úgy számíthatjuk ki, hogy az összes örjegyú szám számából levonjuk azok­
nak az ötjegyű számoknak a számát, amelyek nem tartalmazzák az l-es számjegyet.
Az ötjegyű számok (Lval nem kezdödhetnek, ezert az első helyen kilenc számjegy
bármelyike állhar. A további helyeken pedig tíz számjegy bármelyike állhat. Ebből

következöen az ötjegyű számok száma: 9· 10 4 = 90 OOO.
Az l-est nem tartalmazó ötjegyű számoknál az első helyen nyolc különböző szám­
jegy, a további helyeken pedig kilenc különböző számjegy állhat. Ebből következik,

hogy az l-est nem tartalmazó ötjegyű számok száma: 8 . 94 = 52488.
Tehát a feladatot kielégitő őtjegyű számok száma: 90 OOO - 52 488 = 37512.

Az első két évben a diákok a felsorolt 5 nyelv bármelyikét tanulhatják. A következő

két évben mindenki az 5 különbözö nyelv bármelyikével folytathatja tanulmányait.
Mivel a sorrend is számit, a lehetséges nyelvpárok választási lehetőségeinek a szá­
ma: 5 ·5 = 25.

Ha nyolc labdarúgó csapat egyfordulós körmérközésrjátszott egymással, akkor a le­

játszott mérkőzések száma 8;
7

= 28. ).,1ivel a mérközéseken összesen 120 gólt

rúgrak, igy egy mérkőzésre átlagosan 4,29 gól esett, azaz mérkőzésenként4-5 gólt
rúgtak.

Egy dobókockával tízszer dobva 6 1D különböző dobássorozatot kaphatunk. Azok­

nak a dobássorozatoknak a száma, amiben nincs hatos, 510.
19y azoknak a különböző dobássorozatoknak a száma, amiben van legalább egy da­

rab hatos: 610 - 510 = 50700551.

Tekintsük a házaspárokat olyan összekapcsolt elemeknek, melyek a sorban 2 egy­
más mellett levő helyet foglalnak el. Helyezzük el először a házaspárokat az összes
lehetséges sorrendben. Ezt megtehetjük l Ol-féleképpen.
Mivel mtndegyik házaspár egymástól függetlenül két különböző sorrendben foglal­

hatja el a nekik jutó két egymás melletti helyet, a 10! lehetőség mínoegytkéböt z'"
különbözö olyan ülésrend készíthető, amikor a férjek a feleségek mellé kerülnek.

19y a feladatot kielégitő kölönböző ülésrendék száma: 2 1D
. 10! = 3715891200.
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Ha a 100 darab készüléknek a 12%-a hibás, akkor a hibás készülékek száma 12, a
hibátlan készülékek száma 88.

a) Ha úgy választunk ki 10 késztíléket, hogy nincs közöttük hibás, akkor mind a 10­
et a 88 hibátlan készülék közül választjuk.
Ebben az esetben a lehetséges különbözö kiválasztások száma:

'88)lIO =4513667845896""4,514.1012
.

b) Ha úgy választunk ki 10 készüléker, hogy tnindegylk hibás, akkor mind a lO-et
a 12 hibás készülék közül választjuk.

Ebben az esetben a lehetséges különböző kiválasztások száma: (;~J= 66.

c) Ebben az esetben 5 darabot a hibátlanok közül, 5 darabot pedig a hibásak közül
kell kiválasztanunk. A különbözö lehetőségek száma:

(858f:) = 31 027 195 584.

d) Az összes különböző kiválasztási lehetőség száma: (11~J

Ezek közül csak azok az esetek kedvezötlenek számunkra, amikor nincs hibás a

kiválasztottak között. Ezek száma: G~J.
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("+1')2. Az ,. (egyík)je1entése, hogy hányféleképpen lehet n + 1különböző elem
\.k,1

közül k + l-et kiválasztani, a sorrendre való tekintet nélkül. Különitsíík el az első

II elemet és + t-ként az utolsót, és vizsgáljuk a k + 1 elem lehetséges kiválasztá­
sait aszerint, hogy ezt az utolsót kiválasztjuk-e vagy sem. Ha kiválasztjuk, akkor

, \

többi n közül kell a többi k-t kiválasztani, ezt éppen l:)-félckéPP lehet; ha nem

választjuk ki az utolsót, akkor a többi n közül kell mind a k + l-et választani, ezt

( fl 'Jpedig l -féleképp lehet. A kétféle lehetőség számának összege éppen a ke­
k+l

resett érték.

Először azt számítjuk ki, hány darab megfelelő szám van, majd helyiértékek szerinti
ügyes csoportosítással meghatározzuk összegüket. Ötféle páratlan számjegy van
(1,3,5,7,9).

a) Ekkor mind a négy helyen mind az ötféle számjegy állhat, 54 == 625 darab ilyen
szám van. Mindegyik szám rnindegyik helyiértékén az ötféle számjegy szerepe
szimmerrikus, mindegyik mindenütt ugyanannyiszor fordul elő, tehát

625 125 ... 'k ..5 = -szor, Igyeszamo osszege.

125· (l +3+5 +7 +9) ·1111 == 125 ·25·1111 = 3471875.

b) Az első helyen 5-, a másodikon 4-, aztán 3- és 2-féle számjegy állhat. tehát
5 ·4· 3 . 2 = 120 darab ilyen szám van. Mindegyik szám mindegyik helyiérté­
kén az ötféle számjegy szerepe szimmetrikus, mindegyik mindenütt ugyanannyí­
szor fordul elő, tehát e számok összege:
PO
-----::-. (1 +3 + 5 +7 + 9) ·1111 =24·25·1111 =666 600.

)

Azoknak a kiválasztásoknak a száma, amíkor legalább 1 hibá" van a kiválasztot-

(100' l'8S\ .. .-
tak között: I 1- J=12796641610544""'1,28'1013

.
\. 10 j 10

Mivel az adoU 10 pont közül semelyik négy nem illeszkedik egy sikra, ezért bárn~e­
lvík 4 különbözö pont kiválasztása - a kiválasztás sorrendjétől függetlenül - egyer­
t~lmüen meghatároz egy tetracdért.
Ezért a pontok által meghatározott különbözö tetraéderek száma:

l
~lOJ 7·8910= = 210.

4 4!

Mindkét esetben két bizonyítást adunk: egy fonnálist és egy kombinatorikus jelen­
tésen alapulót.

a) 1. A kiszámitásí utasítás szerint (nl = _ n! és
,kj (fl k)!·k!

( nl n! n!, ami a nevezőbeli szorzás koru-
n-k" = (n-(n-k»)~'(n-k)! k! (n k)!

mutativitésa miatt azonos.

2. Hányféleképpen lehet n különböző elem közül k-t kiválasztani, a sorrendre va-
r '

16 tekintet nélkül? Épp ez az I\,~J binomiális együttható (egyik) jelentése. De ha

k elemet kiválasztunk (pl. megjelöljük. felemeljük az asztalról), akkor a többit.
n - k-t nem választjuk ki (nem jelöljük meg, otthagyjuk az asztalon stb.). Ugy is

:::~::::~ö~~~Z:tt:::::'~::~:::":P:i~:~::Z::iÜ~~':Ö:::::Pr~ n
J
- :~:

\n- k

hetőségünkvan. A két eset ugyanaz, tehát a két kífejezés egyenlő.

n!'(fl+l)

(n k)!·(k+1)'

(n + l)'
-;---'~'c'~'--cC:'vagvis az egyenlőség valóban fennáll.
(n-k)!·(k+l)!' -

Először azt számitjuk ki, hány darab megfelelő szám van, majd helyiértékek szerinti
ügyes csoportosítással meghatározzuk összegüket. Ötféle páros számjegy van
(O, 2, 4, 6, S); de figyelni kell arra, hogy elöl nem állhat nulla!

a) Ekkor az első helyen négyféle számjegy állhat (Onem), mindegyik többin öt, így

4 . 53 = 500 db ilyen szám van. Az első (ezres) helyiértéken a négy lehetséges
számjegy (2, 4, 6, 8) szerepe sztmmetrikus, mindegyik ugyanannyiszor fordul

elő, igy az ezres helyiértéken álló számok valódi értékének összege:

másrészt

n!·(k+l+n-k)
=

(n-k)! (k+l)!1)!

n'
(k + I))' (k + l)!

l/ n + 1' (n -t I}' (n+1)!
b) I. Egyrészt k + lj == (fl +1- (k + 1»)1' Ck + 1)! = (n - k)!· (k+ 1)!;

('" l' n 'J n'pedig 1+ = ( k)'. k'. ~ T(n-;;-C~;-7;:-:-;-;;kj k+l n--o

n!·(k+l) (n-k)·n!
(n - k) 1. k! . (k + 1) + T(nc--Ck )C-.-c(nc--;:k-'-;IC;C),;-.-:(k;:-'--;-;;

.2 .3
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500.(2+4+6+8).1000= 125 ·20 ·1000 = 2500000.
4

A többi (százas, tizes, egyes) helyiértéken az öt lehetséges számjegy mindegyike
ugyanannyiszor fordul elő, így a többi helyiértéken álló számok összege:
500
-. (O + 2 + 4 + 6 + 8) . III := 100 . 20· III := 222 OOO.

5
A teljes összeg tehát 2 500 OOO + 222 OOO = 2 722 OOO.

b) Ekkor elöl négyféle számjegy állhat (o nem), a második helyen megint négyféle
(a Oigen, de amit már felhasználtunk. az nem), aztán a további két helyen három­
és kétféle lehetőség van, tehát összesen 4 . 4 . 3 . 2 = 96 darab ilyen szám van.
Az első (ezres) helyiértéken a négy lehetséges számjegy (2, 4, 6, 8) szerepe szím­
metrikus, mindegyik ugyanannyiszor fordul elő, igy az ezres helyiértéken álló

számok valódi értékének összege: 96. (2 + 4 + 6 + 8) ·1000 = 24·20 ·1000 ==
4

= 480 OOO. A többi (százas, tizes, egyes) helyiértéken a négy lehetséges számjegy

mindegyike ugyanannyiszor fordul elő. Ha pl. 2-es áll elöl (9: = 24 ilyen eset

van), akkor 244 = 6-szor áll míndegyík helyen O, 4, 6, 8. Ugyanigy .anegszámol­

va" a e-gyel, 6-tal, 8-cal kezdődő eseteket. összesítve azt kapjuk, hogya 96 eset­
ből 24-szer áll bármelyik hátsó helyiértékell a O, és 18-18-szor a többi négy
szaru. Ezért az e helyiértékeken álló számok valódi értékének összege:
(24 ·0+ 18· (2+4+6+8»·111 = 18·20·]11 = 39960.
A teljes összeg tehát 480 OOO + 39 960 = 519960.

Atréningek száma (I~J = 252, mert ennyiféleképpen lehet 10 ember közül a min­
den lehetséges ötfös csoportot összeállítani. Nem lehetett mtnd a 10 dolgozó ugyan­
annyi tréningnek a vezetője, hiszen 252 nem osztható IG-zel - igy vannak köztük
olyanok, akik különböző számu tréningnek voltak a vezetői.

Először is tisztázzuk. hogy az 52 lap közön van egy pikk dáma, három nem-pikk
dáma, 12 nem-dáma pikk lap, és 36 olyan, ami se nem pikk, se nem dáma. Ketté
ken választani az eseteket aszerint, hogy a pikk dámát kihúzzuk-e vagy sem, mert
ez a lap mindkét feltétel nek megfelel. A "legfeljebb két" pikk pedig aztjelenti, hogy
vagy pontosan O vagy l vagy 2. Ha kihúzzuk a pikk dámát, akkor már O pikk nem
lehet. Ha ez az egy van, akkor ken még húznunk l további dámát (a 3 lehetséges
közül) és sehény további pikker (a 12 lehetséges közül), igy két kihúzott lapnál tar­

i~)n\~)8(~a:Jhoz a több! hatot a 36 _,emleg.," közül kell húzzuk, ezért erre

l' ·lo . 6 = 3·1 ·1 947 792 = 5843 376 lehetőségünk van. Hogy két pikkünk

6'

T
!

(200)
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legyen (a dámával együtt), akkor kell még húznunk l további dámát (a 3 lehetséges
közül), l további pikkel (a12 lehetséges közül, így három kihúzott lapnál tartunk),
és ötöt a 36 "semleges" közül.

(
3' /li' [36'

Ene j'l I· ~ 1=3.12.376992=13571 712 lehetőségünk van.
1-, . l) J)

Ha viszont a pikk dáma nem szercpcl a kihúzott lapok között, akkor mindkét dámát
a többi 3, a 0-1-2 pikker a többi 12 közül kell húzzuk - és rendre 6-5-4 lapot kell a
36 "semleges" köztil húznunk.
Ezekre

(23). ;~1021'1(366) -_ 3·l ,,), i l 947 792 = 5 843 376,

(=. J.!~112)·l·356.J -".l,; " - --' 12·376992 = 13 571 712, illetve

[3).1(12'j. l(36) -_"._' 66·58 905 = 'll 663 190 lehetőségünk van.
2 \ 2 4

Az öt eset lehetőségeinek száma összeadódik. igy a végeredmény:

(5 843376 + 13 571 7] 2) ·2+ II 663 190 = 50493 366.

[
90) (51

A 90 számból 2 = 4005-féle pár képezhető, egy szelvényerr pedig -r J = 10 pár
h

van megjelölve. Mivel 10 nem osztója 40Qj-llek, a feladat nem megoldható.

a)43=64

b) 642 = 4096

Jelöljük az árusító automatában levő oszlopokat A, B, C, D és E-vel. Csak azt kell
meghatározni, hogy melyik lépésben melyik oszlopból vegyük ki a tárgyát. Minden
kiüritési módhoz hozzárendelhetjük a 6-6 A, B, C, D és E, azaz e 30 betű egy per­
mutáclóját. PI. DCAABEBDDEABEDCCEBAECBBCDEDAAC.
Bgy-egyértelmü megfelelterést létesitiink e betűk permutácíói és a kiürlrési módok
között, tehát ezek száma egyenlő.

. 30~" . '819y a megoldás. --_ = 1,,)7 ·10- .
(6!)"'

Jelöljük a tér adott 4 pontját Ab AI, ,43' i1.4-gyel. Mivel a feltételek szerint ezek a
pontok nem fekszenek egy síkban, az a sík, amelytől mtndegyik pont ugyanakkora
távolságra helyezkedik el, nem lehet olyan helyzetű, hogy mindegyik pont a síknak
ugyanazon az oldalán van. Két eset lehetséges:

6<
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huzamos 52 sík S középparhuzamos síkjától mind a négy pont egyenlő távolságra
helyezkedik cl. Hasonló a helyzet, ha az .41.'1 2 ponrok szerepét azA), ..13 vagy az Al'
A4 pontok veszik át. Tehát ab) esetben 3 különböző megoldás van.

Összevetve az a) és b) esetekben kapott megoldásokat, összesen 7 olyan sik van,
amely a tér 4 nem egy síkra illeszkedő pontjától egyenlő távolságra halad.

Három adott színnel összesen 3 12-féleképpen, két adott szinnel összesen 212-féle­
képpen, egy adott szinnel egyféleképpen köthető be a 12 különböző könyv.

Mindhárom szin a szita-módszer szerlnr 3 12 - 3 . 2 12 + 3 =: 519 156 esetben for-
dulhat elő.

"Néhány" tyúket u harern közül 2 3 = 8-féleképpen választhatunk (ennyi a 3 elemű
halmaz összes különböző részhalmazainak a száma). Ezen választások közöu azon­
ban szerepel az az eset is, amikor egyetlen tyúket sem jelöltünk ki. Ez most nem le­
hetséges, tehát csak 7-féleképpen lehet a feladatnak megfelelően "néhány" (l, 2
vagy 3) tyúkat választani.

A kiválasztott tyúkokhoz 24_ 1 = lScféleképpen választhatunk "néhány" (1, 2, 3
vagy 4) kacsát, és 3-féleképpen "néhány" (l vagy 2) libát.
Az összes megfelelő, különbözö választások száma tehát 7 . 15·3 =: 315.

a) A keresett 8-as sorozatokban előszörpirosat dobhatunk. ötödszörre z-félét (fehé­
ret vagy kéket) az összes többi dobásnál ettől függetlenül 8-féle lehetőség van
(fehér, piros, zöld, kék, l, 2. 3 vagy 4). így az összes keresett dobássorozatot

1·8·8·8·2·8·8·8 =: 2.8 6
=: 524 288-féleképpen dobhatjuk.

b) A keresett 8-as sorozatokban először pirosat dobhatunk, a második dobásnál ettől

függetlenül 6-féle lehetőségközül választhatunk (pirosat és az ötödik helyen ép­
pen aktuálisan szereplő színt nem), a harmadik dobásnál ettől függetlenül á-féle
lehetőségközül választhatunk (pirosat. a második helyen már szereplöt és az ötö­
dik helyen éppen aktuálisan szereplö szint nem), így a negyedik dobásnál ettől

fiiggetlenül4-féle lehetőség közül választhatunk (pirosai és az ötödik helyen ép­
pen aktuálisan szereplő színt és a másik két esetet nem), ötödszörre 2-teiét (fehé­
ret vagy kéket) az összes többi dobásnál ettől függetlenül 3-féle, majd 2-tele és a
végén 8. dobásra már csak 1 lehetőség van. igy az összes keresett dobássorozatot
1·6·5·4·2·3·2·1 =: 2· 6! =: l440-féleképpen dobhatjuk.

(204)* Ha mindenki mindenből egyet kap, ez éppen 1 eset. Mind a négy ember (1; 1; 1)
számhármassal reprezentálható. Három darab (l; I; 1) nem lehet, mert akkor a ne­
gyedik is az, és ez éppen az előző eset. Lehet tehát két (l; 1; l), és a maradék vala­
melyik szimmetrikus pár: (1: 2; O) és (1; O; 2) vagy (2; O; 1) és (O; 2; 1) vagy
(O; 1; 2) és (2; 1; O).
Akik mindháromból kapnak, ő-féleképpenvélaszthatok ki, a maradék a három pár-

s

, , , ,

- A,
A,

( 202)
,1,

a) A megoldásként adódó sík egyik oldalán 1 pont, a másik oldalán pedig 3 pont he-
lyezkedik el.

b) A megoldásként adódó sík mindkét oldalán 2-2 pont helyezkedik el.

A könnyebb áttekinthetőségkedvéért képzeljük el, hogy az Al' Ab AJ, A.:. pontok
egy tetraéder csúcspontjai.
Az a) esetben nézzük meg, hogy van-e olyan megoldás. amikor például az A l pont
van a sik egyik oldalán és az A2, AJ, A 4 pontok pedig a sík másik oldalán.

A,

Ebben az esetben egyértelműenlétezik egy olyan sik, az Aj. Az. AJ,.4.. 4 tetraéder .4.. 1­

hez tartozá magasságszakaszának a felezőmerőleges síkja, melytől mind a négy
pont ugyanakkora távbelságra helyezkedik el. Hasonló a helyzet, ha az Al szerepét
az Az, AJ vagy az A4 pont veszi át Tehát az a) esetben a feladatnak 4 különböző

megoldása van.

A b) esetben nézzük meg, hogy van-e olyan megoldas, amikor például azA l és azA2
pontok vannak a sík egyik oldalán, az ..13 és az ..14 pontok pedig a sík másik oldalán.

Ebben az esetben js van megoldás. ugyanis az A lA2 egyenesre illeszkedő ..1:04
egyenessel párhuzamos Sl sík és azA 3A4 egyenesre illeszkedőA 1A2 egyenessel pár-
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ból Scféleképpen osztható be, s a sorrendjük rniatt még 2-vel szorzandó, azaz Só-fé­
leképpen lehet.
Ha csak egy (I; 1;1) van, ez négyféleképpen választható a vendégek közül, s a ma­
sik csak a két hármas valamelyike lehet, mivel egy szimmetrikus pár mellé minden­
képpen két (1; l; 1) kell, amelyik esetet mar tárgyaltuk. Ekkor q-féleképpen választ­
ható aki mindháromból egyet kap, a három pedig a másik 3 ember között 6-féle­
képpen osztható el, és két hármas van, ami egy ujabb 2-es szorzó, tehát összesen 48
eset lesz.
Ha nincs (1; l; 1), akkor két pár lehet, vagy ugyanaz kétszer vagy két különbözó.

Háromféleképpen választható ki az egy pár, és ----=!:!... = ő-féleképpen lehet ezt a 4
212!

ember között elosztani, ami 18 eset. Ha két ktílönböző pár van, az is 3-féleképpen
választható ki háromból, és azt a négy ember között 41 = Za-féleképpen lehet ki­
osztani, mert négy különbözőelem. Azaz összesen 3 . 24 = 72 eset lesz. Így össze­
sen: 1 + 36 + 48 + 72 = 157-féleképpen ehették meg igazságosan a tortát a feltéte­
lek szerint.

~,

I" 205;) Induljunk ki abból, hogy a D fázisról semmilyen elvárásunk nincs, igy ha a másik
öt fázis lehetséges sorrendjeit elkészítjük, annak ő-szorosatkeli venni, hiszen az öt
hely hat tartományt határoz meg, ahová a D fázis beiktatható. Ezzel egyszerűbb a
kérdés, csak az A, B, C, E, F fázisok azon lehetséges sorrendjeit kell meghatározni,
amelyek a megadott feltételeket teljesítik. Mivel az E fázist meg kell előzze B és C,
B-t pedig A, azaz E a negyedik lehet leghamarabb, vagy az ötödik.
Ha E a negyedik, akkor előtte csak A, B, C lehet, s igy F az ötödik kell legyen.
A lehetséges sorrendek ekkor ABCEF vagy .4.CBEF.
Ha E az ötödik, akkor mivel F-et meg kell előzze A es c ezért legkorábban hanna­
dik lehet:
ACFBE, vagy pedig a negyedik, ekkor ACBFE a sorrend, vagy ABCFE. Ez összesen
5 eset. Mindegyiknél a D fázis bárhol lehet, tehát az 5 eset meghatszorozódik, azaz
3ü eset lesz.

e206) A bizonyítás n-re vonatkozó teljes indukcióval történik.

n = l-re igaz az állítás, rnert GJ+G)= 21.

Tegyük fel, hogy n = k-ra igaz az állitás, azaz (~) +;~~) + ... + (:J = r
Bebizonyítjuk, hogy ekkor n = k + l-re is igaz az állitás. azaz

(k~ IHk;1]++(k;IH:::] ~ 2'"'.

OB

-,-----'.-----
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Induljunk ki a bizonyitandó állitás baloldalábal és használjuk fel a 192. b) feladat

eredrnénvét, mely szerint l'n + ll) ~ (nj..;.. ( n ).
" k+l k, k+l

Ekko, r'hl'I+(k+l)+...+(k+I)+l(k+I)~
\ O) 1 k k+l

~ rk +11+ l'k"I+ (k) +lfk 'J +(k'I +...+ (k 1+(k~ ~ rk+ I'J.
', O) o) I l 2) k-l) k) /+1

Felhasználva, hogy l'hl'I ~ (k', és (k -1) ~ (k) irhatjuk, hogy
O) O) hl k

(k+I)+(k')+(k)+lfk]+l k)+...+[ k)+l'k)+rk+I)~
, O, O ,I l .z k -1 k ,k + I

~2[(~H~)++[:JI
Felhasználva az indukciós feltételt: 2 [(~J+(;J+ ...+ (:)] = 2· 2k

= 2h l,
tehát a

bizonyítandó állítás jobb oldalát kaptuk.

Másik megoldas:
A bizonyításhoz megoldjuk azt a feladatot, hogy ll- különböző elem közül hányféle­
képpen választhatunk ki néhányat (lehet Ü-t, l-et, ... , n-et) a sorrendre való tekintet
nélkül úgy, hogy minden elemet legfeljebb egyszer választunk ki.
Ha aszerint számoljuk össze az eseteker. hogy hány elemet választottunk ki, a kü-

l"bözö kszé l(nJ (nj (n)on ozo esetek száma: Ü-' + l, + ... + ,n'
Ha pedig aszerint számoljuk össze az eseteket. hogy egy elemet kiválasztottunk-e
vagy sem, akkor ez mindenelem esetében két lehetőség.Ezek mindegyike társulhat

mindegyikkel, ezért a különböző esetek száma 2 n.

A kétféle összeszámolásból (~J +(;}- ...+ I~:J= 2".

A bizonyitásnál hivátkoztunk a 192. b) feladat eredményére, mely szerint

(n+l)~(n)+( n )lk+l i,k ,k+l'

Ezt felhasználva: rn)+/n)+( n)ol( n)+l(n)+rn)+( n)~
J-l '1,/ k+l k-l k "k k+l

O,
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rn+l) (n+l) (n+21= - = J'ami a bizonyítandó állitás volt.
,k k+l k+2

1.4. Gráfok

Megjegyzés:

Ha megkülönböztetherék az egyszínű golyók is, akkor az a) esetben 12 3 = 1728
eset lenne (ezt nem lehet lerajzolni már emberí idő alatt), a b) esetben
12· II . 10 = 1320 eset.

e) 1Iyen gráf nines, hiszen ha összeadjuk az egyes pontokból induló élek számát (az
ún. fokszámokat), akkor tulajdonképpen mindkét végükön megszámoltuk az éle­
ket, igy az élek számának kétszeresét, vagyis mindenképpen egy páros számot
kapunk összegül. Ez most nem teljesül. (Tehát bármely gráfban csak páros sza­
mú olyan csúcs lehet, amelyből páratlan szémú él indul.)

Míndkét esetben azonos gráfor kapunk, mert ha nem teszem vissza, akkor is lehet
minden lépésben minden szlnt húzni, mivel három golyó minden színböl van. Azaz
níncs eltérés az a) és a b) eset közöu, feltételezve, hogy az azonos színű golyókat

nem lehet megkülönböztetní. A 3-szor 3 elágazás miatt tehát 33 = 27 eset van, mint
az ábrán látható.

b) Például igy:

o
~

a) Például így:

A
\ I
\ /
6 d

írhatjuk, hogy

Felhasználva a 206. feladat eredményét, miszerint

(n-ll (n-l) (n-l'1+ + ... + '=2J1~j,
O) l n -l)

ami a bizonyítandó állítás volt.

A bizonyítandó állitás baloldala kín) alakú tagok összege, ahol k= 1,2, ... , n.
lk

Felhasználva (n IkiSZámitási módját:
k,

k.rn)~k" n! ~n" (n-1)! ~n(n-l)"
lk k!(n-k)1 (k-l)l(n-k)1 k-l

Ennek alapján:

(n) (n) InJ (nj (n-I'I (n-l' In-lj ["n-lj+2 +31 + ...+n =n +n I+nl + ... +n =
l 2 \) n O " l)" 2 n-l

~ n[(n~lHn~'Hn~I>+(:=:JJ

1. húzás

p

F

~
P K F

If\I1\I!\
PKF PKF PKF

K

~
K F

I!\I1\
PKF PKF

p

~ 2. húzás

P K F

If\ /\ I!\J hÚá'l1\
PKF PKF PKF PKF

: 211.1 00: 00; Ol : Ol; ... ; 23 :23 az utolsó, így összesen 24-szer lesz egy teljes nap alatt
azonos az órák és a percek száma.

I 212·1 Kénessav H 2 S0 3

O" /O-H
S

Od' 'O-H

70 7'
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A találkozó résztvevőit tekintsük egy gráf csúcsainak. a kézfogásokat pedig a gráf
éleinek.

A talalkozón 6 + 2 + 4 = 12 ember vett reszt, és nundenkiről megállapitottuk, hány­
szor fogott kezet. Mivel így minden kézfogást kétszer számoltunk, az összes kézfo­

63+2·5+4·6
gások száma 2 = 26,

H,

Tegyük fel (indirekt módon), hogy rninden pontból legalább két él indul. Ekkor az
összes .élvégek" száma (a fokszámok összege) legalább 20. Mivel nunden élnek
pontosan két vége van, ezért az élek száma ez esetben legalább lü. Ez ellentmond
annak, hogya gráfban csak 9 él van, tehát nem indulhal míndcn pontból legalább
kettő. Ekkor van olyan pont, amelyből l vagy Oél indul.

Ábrázoljuk gráffal a bajnokság jelenlegi állását úgy, hogy a gráf pontjai legyenek a
csapatok, és két pontot akkor kössön össze él, ha a megfelelő csapatok már játszot­
tak egymással. Matematikailag megfogalmazva az tehát a bizonyítandó állítás, hogy
egy 8 pontú, 9 élű gráiban van olyan pont, amelyből legalább 3 él indul. Indirekt
módon tegyük fel, hogy nincs ilyen pont vagyis minden pontból legfeljebb 2 él in­
dul. Ekkor az összes "élvégek" száma (a fokszámok összege) legfeljebb 16. Mivel
minden élnek pontosan két vége van, ezért az élek száma ez esetben legfeljebb 8.
Ez ellentmond annak, hogyagráfban 9 él van, tehát nem indulhat minden pontból
legfeljebb csak kettő. Ekkor van olyan pont, amelyből legalább 3 él indul.

[219.1 aj

3
3

5·~~5

3

a) Igen.

5

b) Nem, mert barmely gráfban a fokszamek összege az élszarn kétszerese, így csak
páros szám lehet. Esetünkben a fokszámok összege 19, páratlan szám.
Másképp: mrvel minden kézfogást kétszer számoltunk, ezek összege páros kell,
hogy legyen - ez itt nem teljesül, tehát a feladatnak nincs megoldása.

72
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b) Az eredeti négy házat összesötö uLak a síkon négy tartományt hoznak létre. Egy­
egy tartomány határvonala menrén végighaladva legfeljebb három házat érinthe­
tünk. Bármelyik tartományba kerüljön is tehát az ötödik ház, legfeljebb három
olyan utat épithetünk a többi házhoz, amelyik nem keresztezi az eddig megépí­
tetteket.

Igen, lehetséges ilyen társaság, amint azt a mellékelt ábra is mutatja (a személyeket
jelképező pontokat összekötő vonalak a "haragosak" viszonyt fejezik ki).

/
<
\,~~O

Ha mind az 5 pontból legalább két él indul, akkor az összes induló élek, az "élvé­
gek" száma (azaz a fokszámok összege) legalább 10. Mivel minden élnek pontosan
két vége van, ezért tehát az élek száma is legalább 5. Rendeljük hozzá mindegyik
ponthoz az egyik belőle kiinduló élt, de semelyík élt ne rendeljük tőbb ponthoz.
(Ezt lehet, hiszen legalább annyi él van, mint pont) Induljunk: el valamelyik pontból
a hozzarendelt élen, eljutunk egy másik ponthoz. Innen továbbmenve eljutunk egy
ujabb ponthoz, és igy tovább. Ha korábban nem is, de legkésőbb az utolsó, ötödik
ponthoz rendelt élen elindulva olyan ponthoz jutunk. ahol már voltunk (nem lévén
több pont) -, de ekkor éppen körbeértünk. (Általában is igaz, hogy ha egy n-pontú
gráfban legalább n él van, akkor a grálban van kör. A lehető "legbővebb", azaz leg­
több élt tartalmazó, de még kör nélküli gráf az ún. fa, amelyről tudvalévő, hogy ép­
pen n-l, azaz a pontok számánál eggyel kevesebb éle van.)

a) A lehető legkevesebb élt felhasználva egy hatponrú, de még összefüggő gráfor pl.
igy rajzolhatunk le. Ennek azonban Ötéle van. Bér­
melyiket hagyjuk is el, a gráf összefüggőmivolta
megszűnik. (Általában is igaz, hogy ha egy n~

pontú gráfban legfeljebb n-2 él van, akkor a gráf
nem összefüggő. A lehető "legszűkebb", azaz leg­
kevesebb élt tartalmazó, de még összefüggő gráf
az ún. fa, amelyről tudvalévő, hogy éppen n-L
azaz a pontok számánál eggyel kevesebb éle van.)

b) Lásd a 215. feladat megoldását.
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Legyenek a vendégek A, B, C, D, E és F.
Először kijelöljük A helyét, majd megnézzük, melyík
két ember a haragcsa. Legyenek ezek B és C.
Ültesstik e három embert az ábra szertnr.

_-_C

A

- Mindig lesz legalább egy duplán számolt él. Ez az előzöböl és abból már követ­
kezik, hogy fában legfeljebb eggyel kevesebb él van, rnint csúcs, tehát mivel ná­
lunk ugyanannyi él kellene, lesz, amelyiket duplán kell számoljuk! Azaz mindig
van két település, amelyre saímmetrikus a "hozzá legközelebbi" relacíó. Lásd
még a 246. feladatot!

l
5 ·0,2x = O,04x

4
0,2x = 0,16x

5
--< D

A ~ 0.2x

E

Legyen az A városhoz a B város a legközelebb, B-hez pedig a C város. Háromszög
akkor jöhetne létre, ha a C-hez az A város lenne a legközelebb.
Ha ez igaz volna, akkor igaznak kellene lennie a következő egyenlőtlenségeknek is:
AB> Be (mert B-hez C van a legközelebb), BC > CA (mert C-hez A van a legkö­
zelebb).
E két egyenlőtlenségből azonban az következne, hogy AB > AC, vagyis A-hoz nem
lehet B a legközelebb. Ez ellentmond a kiindulási feltételünknek. ezért nem lehet
igaz az a feitevésünk, hogy azA, B, C városok egy olyan háromszög csúcsai. ame­
lyiknek mindhárom oldalát megrajzoltuk a térképen.

77,74 2849' l' h' ka) --- = ~ at ot uztun meg.
2

b) Ha a kérdésben megfogalmazott eset lehetséges volna, akkor a "piros átlók" szá-

77·13 , " felad kérdé 'lma -- lenne. Ez azonban nem egesz szam, Igya e a at "er esere a va asz:
2

Nem lehetséges.
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Az 1. esetben az ábra szeríntí ültetés megfelelő.

(A szaggatott vonalak a haragosokat kötik össze.)

A 2. esetben tudjuk, hogy B-nek is és C-nek is van
még haragasa D, E, F között.
Ha pl. D .Jcözös haragosak" lenne, akkor E és F csak
egymás haragosai lehetnének, ezért nem lenne igaz
az az információ, hogy mindenkinek pontosan két
haragosa van.
Tehát B-nek és C-nek nem ugyanaz a személy a má­
sodik haragcsa. Legyen B haragosa D, és legyen C
haragos a E. Ekkor Fközös haragcsa D-nek és E-nek,
ezért az ábrán látható ültetés megfelelő lesz.

Két lényegesen különbözö eset van:

1. B és C egymásnak is haragosai;

2. B és C egymásnak nem haragosai.

0,35·0,25x= 0,0875x

0,25x-O,0875x = 0,1625x
A gráf a mellékelt ábra szerint két darabból áll, az
iránnyal azt jelezzük, hogy pl. Budapesthez legköze­
lebb Dunaújváros van, de mivel Dunaújvároshoz is
Budapest van a legközelebb, ezért ez kétirányú él.
Még egy ilyen van: Békéscsaba és Csongrád között is
mindkét irányban érvényes a reláció. Ezért valójában
ezt a két élt kétszer kellene venni, s így meg is van a
hét él, hiszen minden városhoz van egy legközelebbi,
tehát összesen hét élt kell behúzni, csak ebből kettő

dupla, így adódik a látható öt él.

Megjegyzés:
- Így megadott gráfok cselén nem lehet a gráfban kör,

erről szól a 223. és 247. feladat.

I
r~'p,,,

". Cegléd

~ Dunaújváros

Debrecen

Cw"g~id II
'-o

Baja Békéscsaba

F
(----B --+ O, 25x --<

G

33
--x

200

II
--x

600

2 II
3· 0,55x = 30 x

K-ba megy a csomópontba érkező járművek ~-a, a maradék H és I felé.
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G (4)

o

D

'\ 1\

\ 1\
D(I) 1\ I \ /

/ \ I E (4) /

A(3J~

G (4)

E (4) 1/

D (1) ~

B (2)

a) Olyan gráfor kell rajzolni, ahol az A, B, C, D, E, F, G csúcsok fokai rendre 3; 2;
5; 1; 4; 5; 4. Mivel Csaba és Feri is majdnem mtndenkinek barátja, ha ők nem
lennének barátok, akkor Daninak mindketten barátai lennének. Tehát Csaba és
Feri biztosan barátok. Mind Csaba, mind Feri mindössze egy-egy embemek nem
barátja. Ennek megvalósítására több lehetőség is van, kettőt mi is mutatunk az
abrékon. Megpróbálhar az olvasó további lehetőségeket felrajzolni.

G0l esG) F~
~::::----~F (5)

A (3)

A térképen szereplő csomópontok, elágazások és utak rendszerét gráffal szokás mo­
dellezní, a térkép és az adott feladat sajátosságainak rnegfelelóen. Tegyük ezt most is,

b) A fokszámok összege az élek számának kétszerese: 3 + 2 + 5 + l + 4 + 5 + 4 =
= 24, tehát összesen 12 barátság van. Egy teljes gráfban. ha 7 csúcsa van, akkor

(
7'
2) = 21 él (azaz barátság) lehetne, aminek a 12 kb. 57%-a.

Tehát a lehetséges barátságok 57%-a valósul meg.

úgy, hogy a térképünkön szereplő ke­
reszteződések legyenek a gráf pontjai. a
köztük menö (két végponttal rendelke­
ző) utcarészek pedig a gráf élei. Minden
utcarészhez tartozik pontosan egy irány,
amely irányba ha gyalogolunk, akkor
közelítünk a Deák térhez, mig az ellen­
kező irányba távolodunk tőle ("szeren­
csére" ilyen a térképünk). Mível célirá­
nyosan szereménk gyalogolni, ezért
minden ilyen utcarészleten pontosan
egy irányba mehetünk csak. E miatt a
gráf élein is jelöljük be ezeket az irá­
nyokat. Ekkor - minimálís és a megol­
dást nem módositó egyszerüsttésekkeí
- kapjuk a mellékelt irányított gráfot.

II II
Ez 0,55x- -x~-x.

30 60
II .

Ennek lO%-a, 600 x megy {felé. Igya H felé menö gépkocsik száma:

(
11 11'" 33 II

0,55x- --x+ -x)~--x (eza-x90%-a).
,600 30 200 60

Az E-be érkező járművek számának a H-ba érkező járművek száma:
33
-x

100· 200 == 103. j 25%-a.
0,16x .

P-ből 4 vonal indul ki, mert bármely gráfban a fokszámok összege az élszám két­
szerese, így csak páros szám lehet. Esetünkben a fokszámok összege
7 + 2 + 5 + 4 + 2 + x. Ez akkor páros, ha x páros, azaz 4.

A válasz nemleges. Gráf-nyelven, ha egy n-pontú egyszerű grálban minden pont fo­
n

ka legalább -, akkor a gráf összefüggő (nem lehet két diszjunkt részre osztani).2 '.
Bizonyítsuk ezt indirekt módon: tegyük fel, hogy felbontható lenne, akkor az egyik

n
csoport csucsainak száma legfeljebb "2' Itt - mível "kifelé" nem mehet él-legfel-

jebb !!.- -1 lesz a csúcsok tokszáma. ami ellentmondás.
2

Ha n nem páros, akkor n = 2k + l alakú. Mivej mindenki legalább a társaság felét
ismeri, tehát minden pont foka legalább k + l. Ha két csoportra bontom öket, akkor
az egyikben kevesebb, mint k + 1 csúcs lesz, hiszen 2(k + 1) = 2k + 2> n, de ha
legfeljebb csak k csúcs van, akkor legfeljebb k - l él indul ki mindegyikből _ sztn­
ten ellentmondás.

Tekintettel arra, hogy a belépésnél 6 irányban - páros - tudunk elindulni, és a kijá­
rathoz is 6 irányból érkezhetünk - páros - nem járható be a kíállitás a feltételeknek
rnegfelelöen. A feltételek szerint a bejárati és a kijárati csomópontoknak páratlan
fokúaknak kellene lenniük.

a) Ugyanaz a feladat, mint az előzőben, minden élen (utcán) egyszer kell végig­
menni. A gráf pontjai azok a kereszteződések, ahol legalább három utca (él) ta­
lálkozik. Mivel van egy ötödfokú és öt harmadfokú csúcs, ezért ez nem lehetsé­
ges, ismét nem Euler-féle a gráf.

b) Mivel még korlátozás nélkül sem tudja bejárni, ezért nyilván most is nemleges a
válasz. (Hét harrnad- és egy ötödfokú csúcs van.)

(n9)
~

7<
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ModeIlezzük a problémat egy gráffal. A befejezett játszmakat egy él behúzásával je­
lezzük, amelyet a két játékost reprezentáló két pont közé húzunk be. Ekkor az állítás
egyenrangú azzal, hogyagráfnak mindig van két azonos fokszámu pontja. A felté­
tel szerint, mivel mindenki legfeljebb egyszer játszik a többivel, ezért ha II játékos
van, akkor egy játékosnak maximum n-l ellenfele lehetett, tehát minden pont foka
kisebb vagy egyenlő, mint n-L Mivel n csúcs van, ha nem lenne igaz az állítás,
akkor ez csak úgy lehetne, hogy a 0, 1, 2, ... , fl- l fokszámok mindegyike fellép
(skatulyaelv). Ez azonban nem lehet, mert ha van valaki, aki még nem játszott
(Ocadfokú csúcs), akkor senkinek nem lehetett eddig n - l parüja, hiszen önmagán
kivül még a O-adfokú ponttal jelölt játékossal sem játszhatott, azaz maximum n-2
ellenfele lehetett, de ez ellentmondás.

Egy S pontú teljes gráf éleinek száma t O, tehát összesen 10 mérkőzés van. Ha min­

denki már legalább 3-mat játszott, akkor 5·3 =: 7,5 tehát legalább 8 mérközést le-
2

játszottak (azaz legalább egy csapat már 4-et játszott). Azaz már csak három ese! le­
het: két mérközés van még, azaz egy csapat már biztosan befejezte; vagy már csak
egy mérközés van hátra (három csapat befejezte); vagy minden merkőzés lejátszó­
dott, a feltételnek ez is megfelel.

Megjegyzés:
Ha a mérközéseket megkülönböztetjük, akkor nem három eset lehetséges, mert a
lQ-ből2 mérkőzést, l mérkőzést, illetve O mérközést 45 + 10 + l =: 56-féleképpen
lehet kiválasztani, tehát ha arra is kiváncsi vagyok, hogy milyen mérkőzések lehet­
nek hátra, akkor 56 lehetőség van.

GRÁFOK

Jelöljük O-val al, Oktogonnak és D-vel a Deák térnek megfelelőpontot, a gráftőbbi

pontját rendre a, b, c, d ... , W, X, y, z-vel. Két módszerrel fogjuk megszámolni az 0­
ból D-be vezető iranyiton utakat. Először az utakat felsoroljuk. természetesen meg­
felelő sorrendben, hogy egy lehetséges útvonal se maradjon ki és egy utat se szá­
moljunk többször. Tekintsük először az OcjnqtwzD utat, ez legyen az első útvonal
(eddig l). Most nézzük sorba az utakat, aszerint, hogy az első útvonaltól mennyire
térnek cl. A D-hez legközelebb w-ben lehet letérni az első útról, w-től D-be még két
úton lehet eljutni (wxzD, illetve wA}'D), azaz OcjnqtwxzD és OcjnqtwxyD két továb­
bi útvonal (eddig 3).
A következő letérési lehetőség az első útról visszafelé a t pont, innen nem w-be
menve tovább, tuvyD, tuxyD és tuXzD utak vezetnek D-be, így 3 új utat kaptunk:
OcjnqtuvyD, OtjnqtuxyD, OcjnqtuxzD (eddig 6).
A következő letérési lehetőség az első útról visszafelé a q pont, innen nem t-be
menve tovább, qruvyD, qru..yyD és qrtHzD utak vezetnek D-be, igy 3 új utat kap­
tunk: OcjnqruvyD, OcjnqruxyD, OcjnqruxzD (eddig 9).
A következő letérési lehetőség az első útról visszafelé az II pont, innen nem q-ba
menve tovább, nopvyD, norrnyD, noruxyD és noruxzD utak vezetnek D-be, igy 4 új
utat kaptunk: OcjnopryD, OcjnoruvyD, OcjnoruxyD, OcjnoruxzD (eddig 13).
A következő letérési lehetőség az első útról visszafelé a j pont, innen nem n-be
menve tovább,jkopvyD, jkoruvyD,jkonlX}D, jkoruxzD, jklmpvyD utak vezetnek D­
be, igy 5 új utat kaptunk: Ocjkopl-'}'D, OcjkoruvyD, OcjkoruxyD, Ocjkonv:zD és
OtjktmpvyD (eddig 18).
A következő letérési lehetőség az első útról visszafelé a c pont, innen nem j-be men­
ve tovább, cdgkopvyt), cdgkoruvyí), cdgkoruxyű, cdgkoruxzD, cdgklmpryD,
cdghlmpryD, cdghimpvyD és cdefimpvyD utak vezetnek D-be, így 8 új utat kapunk
(eddig 26).
Marad az utolsó lehetőség, hogy O-ból nem c felé indulunk, hanem a felé, ilyen út­
vonal 2 van: OabfimpvyD illetve O(lefimpvyD.
Végül is összesen 28 különböző útvonalat sikerült összeiml, tehát ennyiféleképpen
lehet eljutni a Deék térre az Oktogontól.
Szerencsere csak ilyen "egyszeru" térképrészlettel volt dolgunk, egy kissé is bonyo­
lultabb térképpel (mondjuk egy budapesti kerületével vagy egy megyei jogu váro­
séval) ez a tnódszer már alkalmatlan Ienne.
A másik módszer egy számítógépekkel is használatos algoritmusori alapul, amely al­
kalmas már bonyolult térképeken is az útvonalak megszámlálására. Az algoritmus he­
Iyességét nem bizonyíljuk precízen, de lelrásából ráérezhetünk. A módszer irányitott
kört nem tartalmazó irányított gráfokra (ilyen a mi térképrészletünk is) alkalmazható.
Tekintsük az O-ból induló éleket, és nézzük a végpontjaikat. Válasszunk ki ezek kö­
zül az összes olyat, amelybe nem vezet más út Ezekre a pontokra írjunk egy l-est,
ez azt jelenti, hogy ezekre l-féleképpen lehet eljutni O-ból. Ezek után keressünk
olyan pontot, amelybe csak a már eddig megjelölt pontok halmazabóllehet eljutni,
erre a hozzávezető élek túlsó végpontjain álló számok összegét írjuk. Így az eljárás
során minden pontot kiválasztunk és beszámozunk (feltesszük, hogy acél és az in-

-F
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duló ponton kívül nincs más csak be­
menő vagy csak kimutató éleket tartal­
mazó pont), végül a célpontra is ráke­
rül egy szám, ami ugyancsak a hozzá
vezető útvonalak számát fogja fedni.
Ez a módszer a mi esetünkben az aláb­
biak szerinr fogja beszámozni a gráf
pontjait.

D 28

o

1
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Tegyük fel, hogy van olyan 8 személyből álló társaság, ahol az embereknek rendre
7,7,7,6,6,6,4,4 ismerősülevan. Összeadva az egyes emberek ismerőseineka szá­
mát, szükségképpen páros számot kell, hogy kapjunk, ugyanis az ismeretségele köl­
csönösségéböl adódóan az összegben minden ismeretséget kétszer számolunk. Mi­
vel esetünkben ez az összeg 47, ami nem páros szám, oem létezhet az adott feltételt
kielégitő, 8 személyből álló társaság.

A feladatot a gráfok nyelvén megfogalmazva, azt kell bebizonyítani, hogy nem lé­
tezhet olyan kilenc csúcspontú egyszeru gráf, melyben az Al' Ab .,., As, AC) csúcs­
pontokbál rendre 8, 8, 8, 7, 7, 7, 5, 4, 4 él indul ki.
Az Al' A2,AJ csúcspontok rnindegyikéböl minden csúcspontba fut él, így az As, A)
csúcspontokban. melyekbe a feltételek szerint 4-4 él fut be, már 3-3 él Ie van köt­
ve. E két csúcspontnak összesen még 2 "szabad" éle van. Az .44, As, A6 csúcspon­
tok mindegyikéből 7 él indul, ezért ezek mindegyikéből fut él az As, A9 csúcspon­
tok közül legalább az egyikbe. Így a gráf realizálásához az Ag, A9 csúcspontokba
együttesen még legalább 3 élnek kellene befutni, de ez ellentmond annak, hogy e
két csúcspontnak együttesen már csak 2 szabad éle van.
Mivel a feltételeknek megfelelő gráf nem realizálható, ezért nem létezhet olyan 9
személyből álló társaság sem, ahol az embereknek rendre 8, 8, 8, 7, 7, 7,5,4,4 is­
merösük volna.

A feladatot szemléltethetjük egy olyan 8 csúcspontú egyszerű gráffal. melyben a
csúcspontok a sakkozókat, az élek pedig a sakkozók között lejátszott mérközéseket
jelölik.
A feltételek ezerint a gráfnak négy olyan csúcspontja van, melyekből 4-4 él indul
ki; es négy olyan csúcspontja van, melyekből 3-3 él indul ki.
A csúcsokból kiinduló élek összege:
4 . 4 + 4 . 3 = 28.
Ebben az összegben minden élt kétszer számoltunk, így az élek száma 14, mely
egyben a Iejátszott mérkőzések száma is.

A feladatot szemléltethetjük egy olyan egyszeru gráffal. melyben a csúcspontok a
társaság tagjait, az élek pedig a társaság tagjai közötti ismeretségi kapcsolatokat je­
lölik.
Induljunk ki a gráf egyik csúcspontjából elen haladva. Mindaddig amig olyan
csúcspontba jutunk, amelyben még nem jártunk, tovább mdunk haladni, mivel a fel­
tételek szerint bármely csúcspont fokszáma legalább 2. Mivel a csúcspontok száma
véges, be kell következnie annak hogy olyan pontba jutunk, amelyben már koráb­
ban is jártunk. E pont kétszeri érintése között egy "kört" jártunk be. A kör mentén
érintett csúcspontoknak megfelelő személyeket az adort sorrendben egy kerek
asztal köré ültetve, olyan, legalább 3 tagból álló tarsaséget kapunk amelyre teljesül,
hogy míndenki ismeri a mellette ülőket.

80

r

.

GRÁFDK

(238) A négyzetrács pontjait megbetüzzük, a hasonló helyzetű pontokat azonos betűvel.

aj bí a .aII a •
I c c I c
I I
\ I
\ I, I LJ\ / I

x x/ \ d dI
I \
I \
I

c II c cI c

• •II II II a

a c d II

d b b c

c b b d

a d II !
a

b) Nem lehetséges a bejárás, hiszen ha a négy b jelű csúcsot elhagyjuk, akkor, mint
azt a h) ábrán láthatjuk, 6 komponensre esik szét a gráf. Ha azonban bejárható
lenne, akkor egy bejárasi útvonalból 4 pontot kivéve legfeljebb 5 részre eshetne
szét.

Megjegyzés:
Ez általánosan is igaz: ha k pont elvéteiével több, mint k + l komponensre esik
szét a gráf, akkor nem lehet bejárni úgy, hogy minden csúcsát egyszer érintjük.
(Szokás az ilyet Hamilton-úrnak is nevezni.) Ez azonban csak szükséges feltétele
annak, hogy a kívánt módon bejárható legyen a gráf.

c) Mindkét esetben lehetséges a bejárás: a négyzetháló pontjaiba beírtunk egy 25,
illetve egy őa lépéses bejárást. Az első elég kézenfekvő, a második sok rnunkat
igényel, nem nyilvánvaló, könnyen el lehet akadni, rengeteget kell kisérlétezni.
Mindenestre sok megoldás van, kettőt mutatunk, amelyek ráadásul kőrők, tehát
az utolsó helyről vissza lehet lépni az elsőre, és kezdődhet elölről. Mint egy vég­
telen körvonal.

l 14 9 20 3

'4 19 2 15 10

13 8 25 421

IS 23 6 II 16

7 12 li 22 5
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b) Az éleket számoljuk le a fiúk felől. Van egy, aki mind az öt lannyal táncolt, ez öt
él. Van három, akik pontosan ugyanazzal a három lánnyal tehát mindegyik pont­
ból három él indul. Van egy fiú, ahonnan csak 1 él, ő a Iegbatcrtalanabb. A ma­
radék fiú legalább két lannyal tancolt (lehet, hogy többel is, ezért tudunk csak ar-

A második érdekessége, hogy még bűvös négyzet is: minden sorban és oszlop­
ban 260 a számok összege.

(239~ a) Probáljuk meg az információkat összeszedni. Egy II pontú páros gráfról van
szó, legyenek Fl' F2, ... , F6 a fiúk, és Lb L2, ... , L 5 a lányok. Egy olyan gráfor
kell rajzolni, amely megfelel a felsorolt követelményeknek. Legyen Fl> aki min­
den lánnyal táncolt, azaz Fl-ből öt él indul. Tehát, ha gr(A) általánosan az A
csúcs fokát jelenti, akkor gr(FI) == 5. Minden lányt jelző csúcsbóllegalább két él
indul, de egyikből sem indul hat, mert minden fiúval senki sem táncolt. Azaz
minden i-re: 5 ~ gr(L i) ~ 2. Legyen F6 a bátortalan fiú, aki csak mondjuk L]­
gyel táncolt, aki majdnem mindenki mással, azaz mondjuk rajta kivül még négy
másikkal. (Ez a feltétel nem teljesen egyértelmű!)Emellett az is igaz, hogya töb­
bi fiú legalább 21ánnyal táncolt, különben nem F 6lenne a legbátortalanabb. Azaz
gr(F6) == 1. Hárman pontosan ugyanazzal a három lánnyal táncoltak. Azaz van
három csúcs, legyenek F2 , F1, F4 , amelyekből pontosan három él indul, es
ugyanahhoz a három lányhoz: gr(F2) == gr(F]) == gr(F4 ) == 3 és gr(Fs) ~ 2.
Egy lehetséges megvalósirást láthatunk a következő ábrán.

\
/

/

a) 1 7,

b) 2 6,

c) 3 5,

d) 4 4_

Nyolc sakkozót két csoportra osztva a csoportok létszámára az alábbi lehetőségek
adódnak:

Felhasználva, hogy egy n személyből álló csoportban a körmérközéses verseny SQ-

, l" akö , k szé n(n-l) .r l j rtbonré k 1-ran ejatszott mer ozese szama 2 ' a le soro t csopo ontasa . ese en a cso-

portokban lejátszott mérközések együttes száma az alábbi:
7 -6

a) 0+- == 21,
2

6·5
b) 1+-=16,

2

3· 2 5·4
c) --+--=13.

2 2
4·3 4·3

d) -+-~12_
2 2

Tehát a nyolc sakkozót két négyes csoportba osztva lesz a lejátszott mérközések
száma a legkevesebb.

ra a kérdésre válaszolni. hogy legalább hány él van!). Azaz az élek száma leg­
alább: 5 + 3 ·3 + 1 + 2 = 17. Az, hogy ez tényleg megvalósitbató, az előző ábra
mutatja.

/v/egjegyzés:
Legfeljebb azonban 4 lénnyal táncolt az utolsónak figyelembe vett fiú, hiszen 5
lány van, de minddel csak F[ táncolt, vagyis legfeljebb 19 él van. Ennek egy
megvalósulását mutatja a következő ábra. Az abrákon zárójelben a pont foka sze­
repel, amelyen a feltételek teljesülését lehet ellenőrizni.

F[(5) 1'2(3) F 3(31 F4(3) F5(4) F 6(1)

Vagy egy másik:

SO 11 24 63 14 37 20 35

23 62 -" IZ 25 34 15 38

,[Q 49 64 21 40 13 36 27
61 22 9 52 33 28 39 16
48 7 60 1 20:41 54 29
59 4 4, 8 53 32 17 42

6 47 2 S" 44 19 30 55- ,
3 58 S 46 31 56 43 IS

Egy lehetséges bejárás:

l 56 3 18 29 20 39 46!
10 1764;57 38 45 28 21 :

55 2 ll! 4 19 30 47 40
16 9 58 63 44 37 22 27

59 54 5 12 31 26 41 48
8 15 62 51 36 43 34 23

53 60,13 6 25 32 49 42

14 7 iS2 61 50 35 24 33!

.2 .3
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Legyenek egy gráf pontjai a társaság tagjai, és két pont között akkor fusson él, ha a
megfelelő emberek már kezet fogtak egymással. Jelöljük pl. piros énel a jobbkezes,
kékkel a balkezes kézfogásokat. Matematikai megfogalmazásban azt kell tehát bizo­
nyítani, hogy ha ebben az ötponrú gráfban nincsen három egyszínű él alkotta "há­
romszög", akkor minden pontból két piros és két kék él indul ki. Mivel mindenki
nundenkivel kezet fogott, az ötpontú teljes gráfról van szó, vagyis minden pontból 4
él indul ki. Tegyük fel indirekt rnódcn, hogy van olyan pont, amire nem igaz az ál­
lítás - ez kétféleképpen lehet: vagy 4 piros és O kék, vagy 3 piros és l kék él indul ki
belőle. (A színek szerepe persze felcserélhető.)Az első esetben, ha bármely 2 továb­
bi pont között van piros szakasz, az egyszínű .hárornszöger" alkot a pontunkból oda
vezető 2 éllel, nem jó. Ha minden további pont között csak kék élek vannak, akkor
azok alkotnak egyszínű .hárornszöger'', ez se jó. A második esetben a 3 piros él má­
sik végpontjaira alkalmazva az előbbi gondolatokat, ugyancsak valahogyan egyszínű

"háromszög" adódik. Tehát ellentmondásra jutottunk, vagyis az eredeti állitás igaz.
Az állítás megfordítása az, hogy ha az öt pont mindegyikéből két-két piros és kék
él indul, akkor nincs a gráfban egyszínű "háromszög". Ez az állítás is igaz, amit me­
gint indirekt inódon látunk be. Tegyük fel, hogy valamely három pont között (pl.)
csupa piros él fut. Ekkor e pontok mindegyikéböl már kiindul a 2 piros él, a másik
két kiinduló él már csak kék lehet. Viszont ha mindhárom pontból a másik kettőbe

csupa kék él fut, akkor azokba már 3-3 kék él érkezik, ami ellentmond a kiindulási
feltételnek.

Indirekt bizenyitast alkalmazunk. Tegyük fel, hogy az egyik szígeret, mondjuk St-et
legalább három másik szígenel (pl STvel, S3-mal és S4-gyel) is hajój árat köt össze.
Ekkor STt es Srat csak repülőjárat kötheti össze, különben lehetséges volna egy
csak hajóval megtehetőS]-S2-S3-Sj körút.
Ugyanígy belátható, hogy STat és S4-et, illetve S4-et és STt is csak repülőjárat köt-

összege) 20, és mivel minden élnek pontosan két vége van, ezért az élek száma lG.
Töröljünk le ebből kettőt, hogy nyolc élünk legyen. Elsőként bármelyiket letőról­

hetjük, olyan gráfot kapunk amelyben két pontból 3, a többi háromból 4 él indul.
Másodikként vagy olyan élet törlünk le, amely az egyik 3- és az egyik 4-élű pontot
köti össze (s ekkor egy 2-, két 3- és két 4-élű pont marad); vagy olyant, amely két
4-élű pontot köt össze (ekkor négy 3- és egy 4-élű pont marad). Mindkét esetben
van legalább két 3-élü pont.

A A A
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Azonban mindegyik esetben van három olyan pont (pl. B, C, D), hogy közülük se­
melyik kettőt nem köti össze él. Ez ellentmond a feladat kiindulás ának, tehát nem
lehet (legfeljebb) csak három él a gráfban. vagyis legalább négy van.

Legyenek egy gráf pontjai a társaság tagjai, és két pont között akkor fusson él, ha a
megfelelő emberek már kezet fogtak egymással. Matematikai megfogalmazásban
azt kell tehát bizonyítani, hogy ha egy ötporuú gráfban van nyolc él, akkor van leg­
alább két olyan pont, amelyből pontosan három él indul. Induljunk ki az ötpontú ún.
teljes gráfból. vagyis amelyben minden pontot minden másikkal pontosan egy él köt
össze. Ekkor minden pomból 4 él indul, az összes .élvégek" száma (a fokszámok

Legyenek egy gráf pontjai a társaság tagjai, és két pont kőzört akkor fusson él, ha a
megfelelő emberek már kezet fogtak egymással. Matematikai megfogalmazásban
azt kell tehát bizonyítani, hogy ha egy ötponrú gráfban bármely három pont közül
kettőt él köt össze, akkor az összes élek száma legalább négy. Tegyük fel indirekte,
hogy (legfeljebb) csak három él van egy ilyen gráfban. Ötpontú, három élű (egysze­
rű, azaz "kettős éleket" és önmagukba visszatérő .hurok-éleker'' nem tartalmazó)
gráfer az alábbi módokon lehet rajzolni:

,-,,*
l" 241)1 Az első feltétel szerint összefüggő a gráf, tehát mivel 8 központ van, mintmum hét

kapcsolat lesz (ekkor éppen fa a gráf"). A második feltétel szelint bármely két él ki­
törlésével még összefüggő marad, de egy harmadikat már nem lehet elvenni. Ebből
következik, hogy nem lehet benne másod vagy elsőfokú pont, hiszen akkor az on­
nan induló egy vagy két élt kivéve már nem marad összefüggőa gráf. IVIindencsúcs
tehát legalább harmadfokú. Ebből következik, hogy 8· 3 = 24 legalább az élek
számának kétszerese, azaz minimum 12 éle van a
gráfnak. A kérdés, hogy ez - figyelembe véve a 3. fel­
tételt, ami szerint van cgy háromszög, a három leg­
nagyobb központ közvetlen kapcsolatban van - meg­
valósítható-c. Egy 12 éiből álló rendszert látunk az
ábrán. Könnyen ellenőrizhető, hogy bármely két él
letörlése eseten is összefüggő marad, de lehet hármat
úgy törölni, hogy marne legyen összefüggő. Például,
ha egy csúcsból induló hármat törjünk. Igaz, lehet
úgy is hármat eltörölni, hogy összefüggőmaradjon.
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az A városhoz, mint a B város. Ez lehetetlen, hiszen feltevésünk szerint az A vá­
roshoz a B város van a legközelebb. Ezért nem lehetséges az sem, hogy az AB és
CD szakaszok metsszék egymást.

b) A következő, 247. feladat megoldásában bizonyítjuk, hogy egy ilyen gráfban nem
lehet kör. Ha nem lenne két olyan város, amelyre a "hozzá legközelebb lévő" tu­
lajdonság szimmetríkus. akkor minden városhoz lenne egy hozzá legközelebbi. s
triivel ahhoz más van legközelebb, így végigmemre egy adott városból ameddig
lehet, a vizsgált gráfunk egy komponensét kapjuk, ahol az élek száma megegyezik
a pontok száméval. Ekkor lenne a gráfban kör, ami ellentmond az idézett állitás­
nak. (Ha nem a gráf egy részét kapjuk meg, hanem a teljeset, vagyis, a teljes gráf
összefüggő,akkor is ri élt kapunk, tehát van kör, mert a fának csak n-l éle van.)
Tehát van legalább egy város-pár, amire ez a tulajdonság szfmmetrikus.

~,

l, 247;- A feladatot indirekt úton bizonyítj uk. Tegyük fel, hogy az A városból a B városba
két különböző úton is el lehet j utni. Ebben az esetben a két út együttesen egy zárt
törött vonalat alkot (a 246. a) feladat szerint a törött vonalat alkotó szakaszok közön
nem lehetnek egymást metszők).

S], '
; :

; ,
S, / I

"'--~:;.' ,,,,, ,
"

S,

hetné össze. Így azonban csak repülő­

vel megtehetnénk az 52-53-S4-S2
körutat, ami a feladat feltételei szerint
megint csak nem lehetséges.
Beláttuk ezzel, hogy bármelyik saiget­
ről legfeljebb két másik szigetre lehet
hajóval eljutni.
Okoskodásunkat a repülőjáratokra is
megismételve beláthatjuk, hogy bár-
melyik saigetről legfeljebb két másik szígerrc Jehet repülővel eljutni.
Mar csak azt kell megmutatnunk hogy egy adott szigetröl legalább két másik szí­
getre is el lehet jutni hajóval, Illetve repülővel. Ez pedig igal, hiszen ha pl. az Sj sai­
getről pl. hajóval egyik szigerre sem lehetne eljutni, vagy csak egy másik szigetrc,
akkor az Ss-ről legalább három másik szlgerre is el lehetne jutni repülövel. Ez pe­
dig, minr a fenti bizonyitásban láttuk, nem lehetséges. Okoskodásunkat a repülőjá­

ratokra megismételve beláttuk tehát, hogy bármelyik szigetröl pontosan kettő hajó-,
illetve repülőjárat indul.

Megjegyzés:
Ilyen közlekedési hálózat megvalósitható, erre mntar példát az alábbi ábra.

S2

II

Q(1

PO
Q

A

P

Az AMO háromszögre a háromszög egyenlőtlenségszerint igaz, hogy
AD < AM + ,HD. ami az előző egyenlőtlenség szerint így folytatható:
IlO < A..i\1 + MD < Alv/ + MB = AB. Ez aztjelenti, hogya D véres közelebb van

Válasszuk ki e törött vonal szakaszai közül a leghosszabbat. Ilyen van, mert a fel­
tételek szerint az útszakaszok hossza mind különböző.Azt állítjuk, hogy ezt a leg­
hosszabb útszakaszr biztosan nem építettük meg.
Jelöljük a leghosszabb útszakasz végpontjait P-vel és Q-val, a P-vel szomszédos,
Q-tól különbözö csúcspontot Po-val, a Q-val szomszédos, P-től kölönböző másik
csúcspontot pedig Q o-val. (lásd az ábrát, a po, P, Q, Qo pontok nem feltétlenül kü­
lönböznek az A és a B ponttól.)
A PQ leghosszabb ihszakaszt akkor építettük volna meg, ha vagy a P-hez legköze­
lebbi pont a Q lenne vagy a Q-hoz legközelebbi pont a P lenne. Ezek egyike sem
teljesülhet, mert PQ > PP Oés QP > QQo. Tehát a PQ urszakaszt nem építhettük
meg, ezért a feltételezett zárt törött vonal nem létezhet. Ez az ellentmondás igazolja
a feladat állítását.

c

B

M

D

A

a) Indirekt bizonyítást alkalmazunk. Legyen az A városhoz legközelebb a B város,
a C városhoz legközelebb a D véres,
és metssze egymást az AB és CD
szakasz az M pontban. Ekkor
CM+MD = CD < CB < CAt+MB.
Az első egyenlőtlenség azért igaz,
mert C-hez D van a legközelebb, a
második pedig a háromszög egyen­
lőtlenség míau. Igaz tehát, hogy
[v/D < MB.
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!255:. Mivel 12 hónap van, ezért ha mtndegyik csak z-szer fordulna elő, akkor legfeljebb
24 fő járhama az osztályba. Mivel 25-en vannak, ezért legalább 3-szor fordul elö a
leggyakoribb hónap. (Többször is előfordulhat, hiszen lehet, hogy valamelyik hó-

Legyen a nagyinak n gyermeke, ekkor mindegyiküknek fl - 1 gyermeke van. Az

unokák száma ekkor n(n-l) = n 2 -n, hozzáadva a gyermekek számát, a nagyi

életkora éppen n 2. Mivel emberek számát jelöli, fl persze pozitiv egész, igy a nagyi
életkora négyzetszám. 50 és 80 között egy ilyen van, a 64, tehát a nagyi 64 éves és
64 - 8 = 56 unokája van.

Ha egy (a felezőpontra szimmetrikus) székpárori különbözö szinü trikós emberek
ülnek, távolságuk a különböző végpontoktól a szimmetria miart egyenlő. Ha egy
szimmetrikus székperon azonos szinü trikós emberek ülnek, távolságösszegük a
(színüknek megfelelő) végponttól épp a tölgyfa-bükkfa szakasz hosszával egyenlő.
Mivel ugyanannyi sárga- és zöldtrikós ember van, ezért az egyszínű párok száma
is megegyezik, tehát végül a távolságösszeg is. (Ez a gondolatmenet nemcsak 3-3,
hanem tetszőlegesn-n ember eseten is igaz. A konkrét 3-3-as eset a viszonylag kis
létszám mtau tételesen is végignézhető. ismétléses permutációról lévén szó

pó") =~ = 2e lehetőség van, ami aszinek felcserélhefőségemiatt tulajdonkép-
3!·31

pen csak 10.)

Alkalmazzuk az indirekt bizonyítás rnódszerér'
Tegyük fel, hogy az állítás nem igaz, vagyis minden dátum legfeljebb két diákhoz
tartozik! Ekkor azonban maximum 732 diák lehet az iskolában, hiszen 366-féle szü­
letési dátum létezik. Mível 73f) diákja van az iskolának, így 3 olyan tanuló, akinek
az év ugyanazon a napján van a szülerésnapja.

A "legrosszabb" eset (a legtöbb állatképpej rendelkezünk, de még mindig nincs be­
küldhetö sorozatunk), hogy hét különböző kép rnindegyikéböl van 7 darabunk. azaz
összesen 49 képünk. Egy 50. kép már vagy a nyolcadikféle ábra lesz, vagy a hét már
meglévő valamelyikéből a nyolcadik darab, tehát 50 joghurt után mindenképpcn
lesz egy jó sorozatunk.

A "legrosszabb" eset, hogy minden lehetséges születésnap pontosan kétszer fordul
elő. A szököévcr is figyelembe véve ez 2 . 366 = 732 diák esetén történhet meg. Ha
van még egy diák, az ő születésnapja már két másikéval megegyezik. Tehát 733 ta­
nuló kell ehhez. (A skatulyaelvet alkalmaztuk: a lehetséges napok "skaLulyáiba"
osztottuk szér a diákok szülerésnapját.I

1.5. Módszerek

053).
a 3,3,3,3,2

b 4, 3, 3, 3, 1

c 3,3,3,3,2
f--'C -

ct 4,4,2,2,2

e 3,3,3,3,2

A csoport 6 tagját tekintsük mint egy 6 pontú teljes gráf csúcsait! Az éleket szlnez­
zük két szinnel: pirosra, ha a megfelelő két játékos már-játszott egymás ellen, kékre
pedig akkor, ha még nem. A bizonyítandó állitás erre a nyelvre leforditva a követ­
kezőképpen hangzik: akárhogy is szineztük az éleket, biztosan találunk egyszínű

háromszeget (azaz 3 játékost, akik páronként már játszottak egymással vagy hár­
mat, akik páronként még nem).

A bizonyítás .indirekt. Tegyük fel, hogy kiszíneztük ugya gráiot, hogy nincs benne
egyszínű háromszög. A csúcsokat A-tól F-ig számozva tekintsük az A csúcsot, eb­
ből 5 él indul ki, ezek közül biztosan van legalább 3 egyszínű (hiszen csak két 5ZÍ­

nünk van), legyen ez a szín például a kék, és kösse Cl, a 3 él az A csúcsot őssze a E,
C és D csúcsokkal (mindez nem megy az általánosság rovására). Milyen szinű él le­
het B és C között? Csakis piros, mert különben ABC egy kék háromszög lenne.
Ugyanígy C és D között, valamint B és D között is csak piros él mehet, különben
az ACD, illetve az ABD háromszöggel lenne baj. Viszont, ha ez így van, akkor a
RCD háromszög egyszínű piros.

Az indirekt feltétel ellentmondásra vezetett, tehát az eredeti állítás igaz.

Először elvégzünk egy "szürést" a szükséges (bár nem elégséges) feltételek vizsga­
latával. Számoljuk meg minden gráf pontjait: mmdegyík ötpontú. Számoljuk meg
az éleket: az első öt gráfban 7, az utolsóban 6 él van, ezért ez maris kiesik a lehető­

ségek közül. Írjuk fel, hogy az egyes gráfokban melyfk pontból hánv él indul (mek­
korák a fokszámokj. Mivel ezeknek is egyeznitik
kell, ab) és a d) gráf színtén kiesik. Az c) gráfban a
2-es fokszámu ponttal összekötött két 3-as fokszumú
pont egymással is őssze van kötve. az a) és c) gráfban
pedig nem, ezért az e) is kiesik. Az a) és c) viszont
valóban izomortak, amint az a megfelelő betűzéssel

megmutatható.
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~ 260.1 Osszuk tetszőlegesen két hatfős csoportra a képviselőket, majd alkalmazzuk a kö­
vetkező eljárást.
1. Ha rnindenkinek legfeljebb egy ellensége van a saját csoportjában, akkor nincs

további teendőnk.
ll. Válasszunk ki egy olyan képviselőt, akinek a saját csoportjában legalább két el­

lensége van, és tegyük át a másik csoportba. Így az eredeti csoportban az ellen­
séges viszonyok száma legalább kettővel csökkent, a másik csoportban legfel­
jebb I-gye! nőtt. Az áthelyezett képviselőnek legfeljebb egy ellensége lesz az új
csoportjában.

III Ha elértük a kivánt csoportositast. akkor az I. pontot, ha nem, akkor a II. pontot
alkalmazzuk.

Világos, hogy ilyen módon mindkét csoportban nundaddig tudjuk csökkenteni az el­
lenséges viszonyok számat ameddig lesz olyan képviselő, akinek a saját csoportjá­
ban legalább két ellensége van. Mivel az ellenséges viszonyok száma véges, ezért az
eljárásunk biztosan véget ér, célhoz vezet. Egy adott képviselő az alkalmazott eljá­
ras során természetesen többször is atkerülhet egyik csoportból a másikba és vissza,
amint azt az alábbi ébrákon nyomon követhetjük. Az II képviselö áthelyezésével
indítunk. Az ellenséges kapcsolatokat csak a megnevezett pontek között figyeljük.

nap(ok)ban csak egy vagy egyetlen tanuló sem születeu. De ez nem feltétlenül kö­
vetkezik be.)
Ha minden hónap legfeljebb 3-szor fordulna csak elő, akkor az osztálylétszám 36
lenne, tehát, ha 37 fös az osztály, akkor legalább négyszer fordul elő a leggyakrab­
ban felírt hónap.

I 256~1 a) Természetesen 6 pár lesz, hiszen negyből kettőt hatféleképpen lehet kiválasztani.

I:}BMivel 12 ;=; 3 ·4, ezért azt kell belátni, hogy ennek a hat számnak a szorzata min­
dig osztható 3-mal, illetve 4-gyel. Mivel négy számból indultunk ki, s ezeket há­
rommal való oszthatóság szempontjából 3 maradékosztályba sorolhatjuk (oszt­
ható hárommal, egy vagy kettő maradékot ad), ezért lesz két szám, amelyik
ugyanoda kerül, tehát azonos maradékot ad 3-mal osztva. Ezek különbsége oszt­
ható 3-ma!. Ha a hat különbség között van két páros, akkor a szorzat már oszt­
ható 4-gyel. Az eredeti négy számot párosság szempontjából két osztályba sorol­
hatjuk. amelyekben vagy 4-Ovagy 3-l vagy 2-2 elem van. Az egy osztályban le­
vők különbsége mindig páros (páros-páros vagy páratlan-páratlan, mindkér eset­
ben páros az; eredményt), igy mtndharom esetben van két páros különbség. (Az
első kettőben még több is, ekkor nemcsak e-gyel, hanem a 2-nek magasabb hat­
ványaival is osztható a párok szorzara.)

Milyen összegek keletkezhetnek? Ha 5 db + l van, akkor az összeg 5; ha 4 db + I
és l db - 1, akkor az összeg 3; ha 3 db + 1 és 2 db - l akkor az összes I: ha, o '

2db+ l és 3 db -.f, akkor az összeg-l: ha 1 db+ l és4 db-l, akkor az összeg
-3; végül ha Odb + I és 5 db - l, akkor az összeg -5. Ez összesen 6 eset. Mivel Iü
számunk van (5 sor és 5 oszlop összege), és mind csak a fenti 6 valamelyike lehet,
ezért biztosan lesznek köztük egyenlők.
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Kezdetben mindhárom pohár "felfelé" állt, a "lefelé" álló poharak száma O volt.
Amikor két poharat megforditunk, akkor a "lefelé" álló poharak száma kettővel nő,

vagy kettővel csökken, vagy nem változik. tehát rnindenképpen páros számmal vál­
tozik.
Mivel kezdetben Odarab .Jetelé" álló pohár volt, ezért akárhány "fordítás" után sem
lehet a .Jefelé'' álló poharak száma 3 (azaz páratlan).

[259] Az a) és a b) kérdésre a válasz igen. Az alábbi ábra- O O O O O O

sorozal egy lehetséges módszert szemleltet. (A "pil- • O O O O O

lanatfelvételek" azt az á1lapotot szemléltetik, amikor • O • O O O

egy ember Ieülése után az egyik szomszédja - ha • • O O O O

• • O • O O
volt - már kiment a szobáb6!.) • • • O O O
c) Nem, mivcl minden lépés utolsó mozzanataként • • • O • O

valaki feláll egy székről és kimegy. • • • • O O

• • • • O •• • • • • O

••

A ..-.~,:--------- - -ee
o

-- -- ~ ~~};:;;.B •

o o o

Természetesen most csak az egyik csoportra figyelve látható az eljárás, s az is meg­
figyelhető, hogy rövidebb lett volna a B áthelyezésével kezdeni, mert akkor rögtön
a sorban 4. ábrán látható helyzethez juthattunk volna.)
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Két időegység elteltével a -2 és a 2 pontban lesz részecske, 4 időegység után a-4
és II 4 pontban, 8 időegység után pedig csak a -8 és a 8 pontban lesz részecske. ]O
időegység után a számegyenes -10, -6, 6 és 10 pomjaiban lesz részecske.

a) Amikor egy fiúnál eggyel nő a táncpartnerek száma. ugyanakkor egy lánynal (a
fiú táncpartnerénél) is eggyel nő a táncpartnerek száma. A két összeg tehát
egyenlő, hiszen kezdetben mind a fíúknal, mind a lányoknal nulla volt.

h) Amennyiben csak különnemű párok táncoltak, akkor a két összeg egyenlő.

Legyenek a pozitiv egész számok al; a2; ... ; aw. Képezzük a következő 10 számot:
SI =:; al; \'2 =:; al +a2; SJ =:; aj +a2+a3; ... ; "lú =:; al +a2 +a3 + ... +aJ(J.
Ha az SI' S2, ... , SIO számok között van olyan, amelyik O-ra végződik, akkor belát­
tuk az állítást. Ha nincs közöttük O-ra végződő, akkor az Sj, s2, ... , sIO számoknak
kilencféle végzödésen kell "osztoznia", A skatulyaelv miatt ezért biztosan van kö­
zöttük két olyan, amelyik ugyanarra a számjegyre végződik (pl. S) és s9)' Ekkor e
két szám különbsége (a példánkban s9 - s) =:; a4 + Gs + (l6 + a7 + as + ag) az erede­
tileg megadott számok közül néhánynak az összege, és ez az összeg biztosan nullára
végződik. hiszen két azonos végzödésű pozitív egész különbségével egyenlő.
Ezzel az állítást bizonyitottuk.

a) Bármely két szomszédos egész szám közül az egyik páros, a másik páratlan. Ha
p 3-nál nagyobb prim, akkor p páratlan, igya nala l-gyelnagyobb egész páros.

b) Bármely 3 egymást követő egész szám közül pontosan az egyik osztható legalább
3-mal. Hap és p + 2 is prim és p > 3, akkor a két prim közötti egész osztható leg­
alább 3-mal.

e) a) és b)-bőJ következik, hogy a két prim közötti szám páros és osztható 3-mal,
(mivel 2 és 3 relatív prím, ezért osztható a szám legalább 6-tal), tehát a p es p + 2
közöttí szám összetett szám.

A (3; 4; 5; ... ; 500} 498 elemű halmaznak 2 498 db részhalmaza van. Ha ezekhez
hozzátesszük az 1 és 2 elemeket, megkapjuk az eredeti halmaz összes olyan rész­

halmazát, melynek az 1 és 2 is eleme. Tehát az eredeti halmaznak 2 49S db olyan
részhalmaza van, amely az l és 2 elemet is tartalmazza.

Ha az első táskába 1 db, a 2. táskába 2 db, a 3. táskába 3 db, ... a l I). táskába 10 db
I forintost tesz, ezek száma J + 2 + 3 + ... + 10 =:; 55, és igy minden táskába külön­
böző számu pénzdarabot tett.

Pelhasználjuk, hogy az első k db pozitív természetes szám összege

1+2+3+ ... +k=:; k(k+l). (kEN+)
2

.2

as
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Így az első (2n) db pozitív természeres szám összege
2n(2n + 1) +

1+2+3, ... +(2n-l)+2n= 2' (nEN)

A baloldalon álló számokat 2 csoportra bonthatjuk (páros; páratlan);

c'c+-,3_+c"5c+~·.C·.-;+-,(.::2.::n_-~1~ + 2 ..,... 4 + 6,+ ... -,- lfJ = n(211 ...L 1).

első n db páratlan első II db páros

Rendezzük át, és a páros számokból emeljünk ki 2-t!

1+ 3 + S+ ...+ (2n -"J) = n(2n + l) - 20 + 2 + 3, + ...+ n)

első II db pozitiv természetes szám
rdll + 1)

1+3+5+ +(ln-1)=n(2fl+l)-2 . 2

1+3+ 5+ + (2n -1) = 211 2 +n-n2_n

Így a bizonyítandó állitáshoz jutunk:

1+3+5+ ... +(2n-1)=:;n 2
.

Másik megoldás (teljes indukcióval):

l) n =:; l-re: l =:; 1 2 az állítás igaz.

2) Tegyük fel, hogy n =:; k-ra (n E N+; k E N+) az állítás igaz, azaz

1 + 3 + 5 + ... + 2k- l =:; kl.

3) Belátjuk, hogy n =:; k + l-re (öröklődika tulajdonság) is igaz az állítás, azaz

1+ 3+ 5 + ... + (2k -1) + (2k+ 1) = (k + 1/. .

3n 2 + 3n =:; 3n(n + l) (n E N+)
n és n + 1 két szomszédos egész szám. Bármely két szomszédos egész szám közül
az egyik páros, a másik páratlan. Így n (n + 1) szorzat páros, osztható 2-vel. Az ere­
deti kifejezésből kiemeltünk 3-at, a szorzar osztható 3-mal is. Mivel 2 és 3 relatív
prím, ezért a szorzar osztható 2 . 3 =:; 6-tal.

a) n
3_n

=:; n(n
2

_ 1) =:; n(n-1)(n+ 1) =:; (n-l)l1(n+ 1) (nE N+)

E szorzat 3 tényezője 3 egymást követő egész szám. Bármely 3 egymást követő
egesz szám közül pontosan az egyik osztható 3-mal, és közülük legalább az
egyik páros, mivel bármely két szomszédos egész szám közül az egyik páros, a
másik páratlan.
Tehát a szorzat osztható 2-vel és 3-mal is. Mivel 2 és 3 relatív prím, ezért a szor­
zat osztható 2 . 3 =:; 6-tal.

"
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b) Az n 3 - n = (n - I)n(n + 1) azonosság felhasználásával megmutatjuk, hogya
kifejezés osztható 3-mal, és ha n páratlan, akkor 8-cal is.
Mivel három egymást követő természetes szám közül az egyik biztosan osztható
3-mal, ezért a szorzatra is igaz ugyanez. Ha n páratlan, akkor JI - 1 és n + l két
szomszédos páros szám, így egyikük néggyel is osztható, tehát a szorzata oszt­
ható Bccal.

Tehát, ha n páratlan természetes szám, akkor n 3 - n osztható 3 . 8 = 24-gyel, mi­
vel (3; 8) = 1.

Alakitsuk ál a kifejezést! n E N+
24,,+1 +3 = 24"+1 +3+2-2 o=. 24"+1_

2 + 5 =

= 2.24
" _ 2 + 5 = 2(2 411

- l ) + 5 o=. 2 (16" - 1) + 5

(16" - L) 5-re végződik, mert Iő" vége mindíg 6, és ebből l-et kivonva adódik 5.
Két 5-tel osztató szám összege is osztható 5-tel, és így az eredeti kifejezés is oszt­
ható 5-tel.

3 5 (' 5· N+n + n o=. JI II +)nE
Belátjuk. hogy a szorzat osztható 2-vel és 3-mal Vlivel 2 és 3 relatív prim, ezért a
szorzat osztható 2 . 3 = 6-tal.

Ha n páros, akkor 21 n.

Ha n páratlan, akkor n 2 páratlan, így n 2 + 5 páros (merr két páratlan szám összege

páros), tehát 21 n 2 + 5.

Bármely pozitiv egész szám 3-mal osztva O; I vagy 2 maradékot ad.

Ha JI 3-mal osztható ve 31 n (n 2 + 5).

Ha JI 3-mal osztva l maradékot ad, azaz n := 3k + l k E ~

::::::> n 2 + 5 = (3k+ 1)2 + 5 = 9k 2 + 6k+ 1+5 = 9k 2 + 6k+6 o=. 3(3k2+2k+2)
~

~3In2+5.

Ha n 3-mal osztva 2 maradékot ad, azaz n := 3k + 2 k E ~

=H1
2 + 5 = (3k + 2)2 + 5 = 9k 2 + 12k + 4+ 5 =9k 2 + 12k + 9 =

= 3(3k 2+4k+3):::::? 3In 2+5.

Ezzel beláttuk, hogy bármely n E N esetéu a szorzat osztható 3-mal és 2-vel,
(2; 3) = 1, tehát a szorzat - és igy az eredeti kifejezés - osztható 6-tal.

Másik: megoldas:
Alakitsuk át a kifejezést!

n 3+5n = n 3+5n+n-n o=.n 3_n+ 6n

A 269. a) feladatban beláttuk, hogy n 3
- n osztható 6-tal, és 6n is osztható 6-tal. Ha

egy összeg minden tagja (itt n 3 - n és 6n) osztható 6-tal, akkor az eredeti kifejezés
is osztható ő-tal.

94
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o=(l-l)" =(~H':H;) -(~)++Hr(n:J+HJ'(:)
n különbözö elem közül (~)-félekéPpen lehet k elemet kiválasztani, úgy hogya

sorrend nem szarnit.

Tehát n elemű halmaz k elemű részhalmazainak száma (~).

Ha n páros:
A páros elemű részhalmazak számának összege:

[~H;H:)++(:}
A páratlan elemű részhalmazak számának összege:

(n'J+[:'I+['n']-... +( n 'J.
I J) 5, n-l

Ezek száma egyenlő, mert

rnJ+(:'J+ln)+..._(n)=(n'I+ln'I+ln'J+...+I' n ).
\0 "'"' \4 fl l)) \3) ,5 \n-l
Átrendezve

rn'J-(n\I:)-(:':+ ... +l( n"1_( n )+['n'l= (l-l)" = O.
\0 l) \"'" Jj n-.c) n-l n)

Ha n páratlan:
A páratlan elemű részhalmazak számának összege:

In1_(n\ ' +1: )+("1,-1, 3) \n 2 n)

A páros elemszámú részhalmazok számának összege:

(~)+(;)+(:)++(,,:J
Ezek száma egyenlő, mert

r) · ' ()(.n n , n fl
o=. ,1gV = ,

k ln-kj . O nj

9S
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a) 50% olvas pontosan két újságol.

b) 10% nem olvassa egyiket sem.

így 33 - (10 + 8 + 4) = 11 tanuló nem vesz reszt egyik szakkör munkéjában sem.

Ha 8-an járnak míndkér szakkörre, akkor 18 - 8 = 10 tanuló csak matematika,
12 - 8 = 4 tanuló csak törtenelem szakkörre jár.

90 db pozitiv kétjegyű szám van. Ha mtnd a lü tanuló lD különböző számot Ír fel,
ez 100 db pozitív kérjegyű szám, így biztosan van legalább 2 olyan tanuló, akinek
a fiizetében legalább egy-egy azonos pozitiv kérjegyű szám van.

Mivel úgyis százalékos arányokat kell felírni. az egyszerűség kedvéért legyen éppen
lGO tanuló. Látni fogjuk, hogy a választott szám nem befolyásolja az eredményt.
Ekkor visszafelé indulva, mivel 10 olvassa mindhármat, tovább NS és M közös 01­
vasóínak száma 30, akkor NS és M ol-
vasói közül éppen 20 tanuló nem ol­
vassa K-t. Mível NS olvasói 60-an
vannak, ezért csak NS-t éppen lü-en
olvasnak. Csak M-et lD olvas. csak K-t
pedig 30 - 20, ami szintén 10.

Induljunk ki a legnagyobb értékű érméböl, a 20 Ft-osból. Ebből három nem lehet,
tehát maximum 2 db 20 Ft-os van. A maradék l OFt-ot vagy egy 10 Fl-os érmével
vagy két S Ft-ossal oldhatjuk meg, tehát összesen 2 ilyen (,,2-szer 20 Ft-os") cse­
tünk Fan: 20, 20, ]O; 20, 20, 5, 5. Ha csak 1 db 20 Ft-ost kaptunk, akkor a maradék
30 Ft-ot kell 10 és 5 Ft-os érmékkel megkapni. Itt ismét az előző logikát folyrassuk
a Iü Ft-osok száma szertnt: lehet 3, 2, l vagy Odb tO Ft-os. Ezek már a maradék
5 Ft-osok számát meghatározzák: 20, ro, 10, 10; 20, 10, 10,5, S; 20, 10,5,5,5,5;
20, 5, 5, 5, 5, 5, 5; azaz 4 újahb eset. Ha nincs 20 Ft-osunk, akkor 50 Ft-ot kell 10
és 5 Ft-os érmékkel kirakni, a logikánk szerint ismét a lO Pt-osok számát vegyük
számba: lehet 5, 4,3,2, l, Odb, ami 6 eset. 10, JO, JO, io, io, io, 10, 10, 10, 5,5;
10,10, 10,5,5,5,5; io, io, 5, 5, 5,5,5,5; .o, 5, S, 5, 5, 5, 5, 5, 5; 5, 5, 5, 5, 5, 5,
5,5, 5, 5. Azaz összegezve: 2 + 4 + 6 == 12-féle felhontás lehetséges.

S-t ~bel üszw.:i):
30-cal osztható

3üüdb

(150 db \1

\ I

\

._/.üiató
,o',O

"
(\ 300 db

3 jegyííek

Tehát

rnJ' + linj' +rnl+ ..+rnJ~ rn1+ r~'+ (n1 + ... + li""..ü 2 \4) JI-I ,l) \.)) S/ n)
Beláttuk, hogy minden nem üres, véges halmaznak ugyanannyi páros elemszámú
részhalmaza van, mint ahány páratlan elemszámú részhalmaza,

A 900 dh héromjegyü természetes szám közül
minden második osztható 2-vel,
minden harmadik osztható 3-mal,
minden ötödik osztható Sctel.

Igy 900 : 2 = 4S0 db 2-vel osztható háromjegyű páros szám van.
900 : 3 = 300 db 3-mal osztható háromjegyű szám van.
900: 5 = 180 db 5-lel osztható héromjegyű szám van,

A 900 db háromjegyű természetes szám közül minden hatodik osztható 2 . 3 == 6­
tal, 2 es 3 relativ prirnek: minden tizedik osztható 2 . 5 == Iü-zel. 2 és 5 relatív pri­
mek: minden tizenötödik osztható 3 ·5 = ] S-tel, 3 es 5 relatív primek; minden har­
~ncadik osztható 2 . 3 . 5 = 30-cal, 2 es 3 és 5 páronként relatív primek.
Igy 900 : 6 == 150 db 6-tal, 900 : lD = 90 db lD-zel, 900 : 15 == 60 db l5-tel,
900 : 30 = 30 db 30-cal osztható háromjegyű szám van.
Ezek viszonya az ábrákról leolvasható.

a) 900 - (300 + ISO+ 150) = 300 db sem 2-vel, sem 3-mal nem osztható hárornje­
gyű szám van.

h) 900 - (240 + 120 + 120 + 60 + 30 + 30 + 60) = 240 db sem 2-vel, sem 3-mal.
sem 5-telnem osztható háromjegyű szám van. ­
Ez úgy is megkapható, ha a 2-vel es 3-mal nem osztható háromjegyű számok
szamából kivonjuk a 2-vel es 3-mal nem osztható, de 5-tel osztható háromjegyü
számok számát. -

• 6 '7
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I 278.i a) Mivel mindenki mindenkivel egyszer játszik, a lezajlott verseny szemléltethető
egy teljes gráffal, a játszmák száma a teljes gráf éleinek (egy hatszög éleinek és

'6'
átlóinak) a száma: 15 (hiszen l2) = 15).

b) Betűzzük meg a játékosokat: A, B, C, D, E, F. Bemutatunk egy beosztást, ami
igazolja az igenlő választ. Öt játéknapra osztjuk be a 15 mérkőzést, nundig há­
rom parti zajlik a következő módon:
1. nap:A--B, C--D, E--F;
2. nap: A--c' B--F, D--E;
3. nap: A--D, B--E, C-F;
4. nap: A-E, B-C, D-F;
5. nap: A-F, B-D, C--E.

c) NEvel 5 forduló van, köztük 4 egynapos szüner, az 9 nap a kezdenőt a végéig (és
nem 5 ·2 = 10, rnert az utolsó játéknap után már nincs szüner).

1279·1 Amikor a szurkoló kiment, a feltétel szerint 4: l; 8: 2; 12: 3 lehetett az eredmény
(16:4 már nem lehet, mert csak 13 gólt ezerezriink összesen). A három esetben a
folytatás (nekünk két gól, és már csak kétszer annyink van): 4: l-ből lehetett 6: 3;
8: 2-ből lehetett 10: 5; 12: 3-ból lehetne 14: 7, de ez utóbbi kiesik. merr nem értünk
el, csak J3 gólt. Az első eset sem lehet, mert a megadott adat ezerint a második ne­
gyed végén 8: 2 volt az eredmény, ami kizárja a 6: 3-as állást. Egyedül a második
eset marad, az viszont lehet is, mert a harmadik negyed elején 8: 2-vel kezdtünk ép­
pen, amikor kiment a lelkes szurkoló, a negyed vége 10 :4, és a negyedik negyedben
jöhetett vissza, amikor 10 :4-ről szépiteuek az oroszok 10: 5-re.

I 280.1* Mivel ötszörös gólarány nem volt, soroljuk fel a negy, három, illetve kétszeres ve­
zetési lehetőségeket 13: 6-ig:
4:1 8:2 12:3
301 602 903 1204
2:1 4:2 6:3 8:4 10:5 12:6
Mivel háromszor álltunk négyszeres vezetésre, eszerint mind a három eset fellépett,
tehát volt 4: l, 8: 2 és 12: 3 is a mérkőzés állása.
Mivel háromszoros is pontosan 4 volt, így azok js mind fennálltak. 3: I, 6: 2, 9: 3,
12:4 js volt a mérközés állása.

A hat kétszeresből nem lehetett a 10: 5 mivel a 12: 4-nek ellent mond; hasonlóan a
9: 3 ellentmond a 8: 4-nek, hiszen 8:4 után legfeljebb 9: 4 lehetne.
Hasonló okból a 6: 3 sem lehetett merr ennek ellentmond a 8: 2-es állás. Eszerint
legfeljebb háromszor állhattunk kétszeres vezetésre, vagy a másik két adat valame­
lyike rossz.

A válasz tehát, hogy nem jól emlékezett a barát, igy a meccs lefolyását az ő infor­
máctóí alapján nem tudjuk megmondani.

o.

MÓDSZEREK

Mivcl 58 játékosnak kell kiesnie, ezért ehhez legalább 58 meccs kell. Ha vigaszag
vagy egyéb újrázasi lehetőség van, akkor még több mérközés lesz. Szoktak kiemel­
ni játékosokat, akik később csatlakoznak a játékhoz. Itt például, ha kiemelnek 5 já­
tékost, akik csak a második fordulóban kezdenek, akkor 54 játékos 27 párban kezd,
ennyi mérkőzésscl kiesik 27, a kiemelt 5-tel együtt tovább játszik 32 játékos. Innen­
től már mindenki mtnden fordulóban játszik: lesz 16 meccs, aztán 8, aztán 4, aztán
2 és a döntő l, ez összesen: 27 + 16 + 8 + 4 + 2 + I = 58, amint azt állitottuk.

Atásik megoldás:
Legyenek a játékosok a gráf pontjai, s akik egymással játszottak, azokat összeköt­
jük. Így egy összefüggő gráfor kell kapnunk, hiszen nem lehet, hogy bizonyos mér­
közések győztesci egymással ne játszanak. Ekkor mivcl kör nincs a gráfban, mert
kíeséses és nem körmérkőzéses a szísztéma, ezért az élek száma a csúcsok száma
-1. tehát 59 - l = 58.

Másik megoldás:
Minden meccsnek egy vesztese van, és minden járékos csak egy meccset tud elvesz­
teni: korábban végig győzött, tovább meg nem játszik. Egyetlen játékos marad ki a
hozzárendelésből: a végső győztes, mert ő nem vesztett egyszer sem, mindenki más
pectig pontosan egyszer. Tehát éppen eggyel több játékos van, mint meccs - vagy for­
dítva: eggyel kevesebb meccs (azaz 58), mint játékos.

A döntetlent csak a Manchester és a Barcelona játszhatott egymás ellen, az ered­
mény lehetett 0:0 vagy l: l, hiszen a Barcelona mindössze l gólt kapott. Mivel a
Galatasaraynak van egy győzelme. ezt csak a Schalke 04 ellen szerezhcue, mert az
első két csapat veretlen. Mivcl a Schalke 04 a másik meccsén is vesztett, s ott rni­
nimum egy gólt kellett kapnia, így a Galatasaraytól l :O vagy 2: O vagy 2: l vagy
3: l arányban kapott ki. Eszerint rendre a másik veresége: l: 3, I :2, 0:2 vagy O: l,
Vegyük az első változatot: Galata-Schalke l: O, ekkor a Galata a másik mcccsén
2: 5-öt ért el. Ez a Barcelona ellen lehetetlen, mivel az összesen is csak 3 gólt lőtt,

így ekkor Mü-Galata 5: 2, továbbá igy MU-Barcelona O: O, és végül Barcelona­
-Schalke 3: l. A második lehetőség: Galata-Schalke 2: I; 1till-Galata 4: I; ekkor
\iU-Barcelona l: l és Barce1ona-SchaJke 2: O. A további két eset: ha a Gala­
ta-Schalke 2: O, akkor MU-Galata S: l, de ekkor a MU a másik meccsén a gólkii­
Iönbsége szerint O: l eredményt ért el, de ez nem lehet, mert döntetlent játszott a
Barcelonával. ha Galata-Schalke 3: l, akkor Mtt-Galata 4: O, ekkor MU-Barcelo­
na I :2 ismét ellentmondás, mert döntetlent játszott. Egyszerűbben: a MU csak há­
rom góllal győzhetré le a Galataseray-t, igy az gólkülönbsége alapján csak egy gól­
lal győzhetett a Schalke ellen. Ezért esik ki az utolsó két eset.

Legyen ez a szám: k. Eszerint minden kerületből legfeljebb k ember jött, tehát az
összlétszám ekkor legfeljebb 23k. Mivel 70 = 3 . 23 + l , ezért a skatulyaelv ezeriru
kell legyen legalább egy kerület, ahonnan legalább 4 fő jött, azaz k minimalisan 4.
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A teladat feltételei szerínr 4 . 2 . 10 :== 80 darab kesztyű van a zsákban. 40 kesztyűt

húzhatok úgy, hogy ha pechem van, az pl. mind bal kezes. Ekkor a 41. kesztyűvel

egy párom biztos lesz. Ennél szerencsétlenebb nem lehetek, tehát maximum 41-et
kell húznom. (Természetesen kevesebb is elég lehet. A rninimum a 2 húzás.)

Mivel a négyzetszámok utolsó számjegye csak hatféle lehet: O, l, 4, 5, 6, 9, ezért
hét négyzetszám közt biztosan van két olyan, amelyek végződése ugyanaz. E két
szám különbsége ü-ra végződik, tehát W-zel osztható.

Másik megotdás:

_1_=1_~
r 2 2
l l l

--=---
2·3 2 3

l l 1
--=;---

3· 4 3 4

l l
=; az

1·2 2

I l l
=----

(n -1)n n-l n

l l
+ -----

n(n + l) n n+l

A bizonyítást n-re vonatkozó teljes indukcióval végezzük: n = l-re

állítás, ez nyilvánvalóan teljesül.
Tegyük fel, hogy az állitás valamely n = e-ra igaz, azaz

l Ilk-+--+ ...+ --.
1·2 2·3 k(k+l) k+l
Írjuk: fel a baloldali kifejezést n = k + l-re:

1 III . indukciós feltevé iatt- +-- + .+ + . anll az ln u CIOS eteves illla
l 2 2·3 .. k(k+l) (k+1)(k+2)'

.s: + l -vel egyenlő; ezt közös nevezőre hozás, majd egyszerűsítés
k+l (k; 1)(k+2) "

után k + 1 alakra hozhatjuk. Tehát ha n = k-ra teljesül az állítás, akkor n = k + 1­
k+2

re is, és mivel n = l-re teljesül, ezért minden fl E N+-ra igaz.
Másik megotdás:
Ha mindkét kiválasztott színt használja, akkor az egyikből I, 2, 3 vagy 4 ujjat fest-

(5] [5' [5] [5]heti be, amit II + 2) + 3 + 4 =; 5 + 10 + 10 + 5 = 30 -féleképpen tehet. A két

szint háromféleképpen választhatja, azaz összesen 90-féle kétszínű festés van egy
kézre. Ehhez jön a három, teljesen egyszínű öt ujj, azaz 93 eset van egy kézre. Innen
már ugyanúgy megy tovább, hogy két kézre ezek szorzata, 8649 változat adódik.

Blöször kiszámoljuk, hogy egy kezén lévő öt ujjat hányféleképpen festheti be a fel­
tétel szerint, s mtvel a két kéz független, ezért az esetek száma ennek a négyzete
lesz, mivel a másik kezére ugyanannyi lehetősége lesz, és bármelyik pár egy színe­
zésí lehetőség. Először is 3-féleképpen lehet kiválasztani akimaradó színt. A másik
kettővel 5 könnöt - feltéve hogy számit a sorrend, tehát hogy melyik ujjon lévő kö­

rőrn milyen színű - 2 5-féleképpen festhet be (ismérléses variáció). Így az összes

eset 3 . 25 = 96 eset lenne. Van azonban többször számolt eset. Ha pl. a három szln
bordó (B), zöld (Z) és kék (K), akkor - ha B-t és Z-t választotta - BBBBB és
ZZZZ;Z is lehetséges eset. Ezeket azonban leszarnoltuk a BK, illetve a ZK esetben
is, tehát a 96 eset között kétszer számoltuk mindhérom egyszínű esetet, ezt le kell

vonni, marad 93 eset. Mivel két kézről van szó, 932 = 8649-féle különbözőköröm­
festés van a feltételeknek megfelelően.

Mivel összesen csak 40 diák indult a versenyen, ezért az l. feladatot megoldó 25 és
a 2. feladatot megoldó 30 diák közt kell, hogy legyen legalább 15 tanuló, aki mind­
két feladatot megoldotta. A 3. feladatot 35 fő oldotta meg, így az előző 15 diák közt
legalább 10 megoldotta a 3. feladatot is. E 10 ember közül pedig legalább hárman
tagjai a 4. feladatot megoldó 33 fös csapatnak is, tehát ők mind a négy feladatot
megoldották.

Ha az 50 fő tévét nézőhöz hozzáadjuk a 40 fő rádiót hallgatót, akkor azt a 30 em­
bert, akik mindkettőtcsinálják, kétszer számoltuk. így összesen 50 + 40 - 30 = 60
ember van, aki vagy tévét néz, vagy rádiót hallgat. Ehhez adjuk még azt a 10 főt,

aki egyik táborba sem tartozik, így összesen 70 fós a társaság.

11111 l n-+--+--+ ...+ + =1---=--
1·2 2·3 3·4 (n-l)n n(n+l) n+1 n+l

Ha el akarjuk: adni az összes autót, akkor mind a 25 vevő igényeit ki kell elégíteni.
Ehhez a 7 fehér autóból négyet azoknak kell adni, akik a fehérhez ragaszkodnak.
Ám igy annak a 10 embemek, aki pirosat vagy fehéret szeretne csak 6 piros és 3 fe­
hér autó marad, vagyis nem tudunk minden autót eladni.

A két metszésvonal egy síkban van, ezért ha nem lennének pérhuzamosak. akkor
nietszenék egymást. A metszéspontjuk az eredeti két sik közös pontja volna; ám
azoknak nincs közös pontj uk, hiszen párhuzamosak. Vagyis a két metszésvonal nem
metszi egymást. párhuzamosak.
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Az állítás megfordítása a következő:

Ha a . b négyzetszám. akkor a és b is azok.
Ez az állítás könnyen cáfolható egy olyan a, b számpérral. amelyre a'. b négyzet­
szám, de a és b nem azok.
Ilyen számpár például az a = 2, b = 32.

szó), ez bármelyik pontpárral egyenlő szárú héromszöget alkot, és valamelyikkel a
színe is megegyezik.

Megjegyré«:
Teljesen hasonlóan történhet a feladatban szereplő állítás bizonyítása, ha a szabá­
lyos sokszög csúcsainak száma 5 vagy 7-nél nagyobb páratlan szám.

Legyenek a megjelölt pontok A és B, a korlap középpontja pedig C.

Az. állítás megfordítása a következo:
Ha egy négyszög téglalap, akkor átlói felezik egymást.
Ami természetesen igaz, hiszen minden téglalap paralelogramma, a paralelogram­
ma átlói pedig felezik egymást.

a) Az aranyalmák száma vagy 2-vel csökken (ha két aranyaimát szakirunk le), vagy
nem változik (ha egyaranyalmát és egy esengő barackot vagy két csengő barac­
kot szakítottunk). Kezdetben 21 aranyalma volt a fán, s ezek száma csak páros
számmal változhatott, ezért az utolsónak megmaradt egy gyümölcs csak arany­
alma lehet.

b) Minden egyes szakitás során összességében eggyel csökken a fa gyümölcseinek
száma, ezért 44-szer kellett szakítanunk.
Összesen tehát 88 gyümölcsöt szedtünk le a fáról.

Osszuk fel a termet 150 darab egybevágó négyzetre. Alkalmazzuk a skatulyaelvet.
majd mutassuk meg, hogy az egységnégyzet bármely két kiválasztott pontjának tá­
volsága kisebb l,S-nel.

Osszuk fel a 200 rns-es kertet 50 db 2 m x 2 m-es parcellára! Ekkor biztosan van
olyan parcella, amelyikben két gyümölcsfa van, és mivel egy 2 m x 2 m-es négyzet-

ben 2 ..,/"2 < 3 m a legnagyobb távolság, ez a két fa 3 rn-nél közelebb van egymáshoz.

'eleki k . kij" . I ' 2 3 l 2 4 '2'?."\.<Ul...Ltsu - szorzatta a rejezesn n + n -n - fl, = n -n + II -~n =

= n 2(n 2_1)+2n(n2 _ l) = n(n 2-1)(n+2) = (n-1)n(n+ l)(n+2) II E N+.
E szorzar 4 tényezője 4 egymást követő egész szám, Bármely 4 egymást követő
egész szám közül kettő paros, kettő páratlan szám. A ket páros szám szomszédos
páros, azaz közülük az egyik 4-gyel is osztható, így szorzatuk 2 . 4 = 8-cal osztha­
tó. A 4 egymást követő egész szám közül legalább az egyik osztható legalább 3-mal.
Mivel 3 és 8 relatív primek, ezért a szorzat osztható 3 . 8 = 24-gyel.
(Lásd még 269. b) feladatát!)

Belátjuk, hogy 'VS nem racionális, azaz nem Irható fel két egész szám hányadosa­

ként. A bizonyítás indirekt. Tegyük fel, hogy '\Ils racionális, azaz felírható két egész

szám hányadosaként• .E. alakban, ahol p E N+; q E N+.
q

--/5 = .E.. Emeljük négyzetre az egyenlet mindkéroldalát! Mivel mlndkétoldal nem-
q ,

negatív, ezért a négyzetre emelés ekvivalens müvelet. Így 5 = P2 ' ebbő15q2 = p 2
q

z

c

sb---;-ós

z

D ""----.;, E

Ha van 3 egyszínű szomszédos csúcs, készen va­
gyunk. Ha nincs, 2 egyszinű szornszéd mindig van,
hiszen páratlan csúcsú a sokszög. E pár külső szem­
szédai egymással szintén egyszinüek, a másik sztn­
ből (ha nem igy lenne, lenne 3 egyszínű szomszéd).
E pontpárok közös szakaszfelezőmerólegesén is van
csúcs (páratlan csúcsú szabályos sokszögről lévén

a) Könnyen látható, hogy igaz az állítás, ha a két
pont egyike a körcikk csúcsa (a körlap középpont­
ja), vagy ha a két pont egyenese atrnegy a körcikk
csúcsán,
A többi esetben bizonyíthatunk így is:
1. Rajzoljuk meg a CA és CB félegyeneseker. Ezek
a körcikk tvét rendre a D, illetve az E pontban met­
szik.
2. A CDE háromszög egyenlő szárú, szárainak
hossza l, szarszöge legfeljebb 60Q

•

3. A 2. pont rniatr igaz, hogya DE alapon fekvő

szögek legalább 60"-osak, ezért DE ~ I.
4. Ha DE es AB párhuzamos, akkor a bizonyitás véget is ért, hiszen ekkor nyil­
vánvaló, hogy AB ~ DE ~ 1.
5. Ha DE es AB nem párhuzamos, akkor nagyítsuk C-ből az AB szakaszt addig,
amig egyik végpontja a DE alap egyik végpontjába kerül (pl. az ábra szerinti DBI
helyzetbe). Az ábra jelöléseit használva tehát AB ~ DB l ·

6. DBlC <;. > DEC1. 2: 60" 2: DCBj<f" ezért a háromszög oldalai és szögei közöt­
ti összefüggés alapján /1B ~ DE j < CD = 1 igaz, tehát igaz, hogy AB < 1.

@Osszukfel a körlapo~.ha.t egybevág.ó körcikkre. Ekkor a skat~~ly:~elv mi,au bizto:
san lesz egy olyan körcikk, amelyiken a megadott 7 pont kozullegalabb ketto
van. A.z. a) részben bizonyítottak szerint e két pont távolsága nem nagyobb l-nél.

10. 10.
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Bármely egész szám négyzetének primrényezös felbontásában a primtényezők pá­
ros kitevővel szerepeinek. Így az egyenlet baloldalán az 5-ös páratlan kitevővel

szerepel, a jobb oldalon vagy nem szerepel 5-ös vagy ha szerepel, kitevője páros.

Így nincs olyan egész p és q, amelyre Sq2 = p2 egyenlet teljesülne. Ellentmondásra

jutottunk, igy nem igaz az indirekt feltétel, tehát --/5 nem racionális szám.

Ha minden gyerek születésnapja legalább két hét vagy nagyobb távolságra lenne
egymástól, akkor az 52 hetet felosztva 26 két hetes intervaIlumra (52· 7 =o 364) és
a.még maradó 1 vagy 2 napra (szőkőóvben 366 nap van!) adódik összesen 27 ska­
tulya. Tehát, ha 28 gyerek jár az osztályba, akkor már biztos legalább egy .akatu­
lyába" kettő esik, es azok távolsága kisebb, mint két hét. Tehát 28 diák eseten biz­
tosan van két, két hétnél közelebbi szülerésnap.
Lehet azonban finomítani a gondolatmenetet, mert a 27. skatulya nem két hét hosz­
szú. Azt állítjuk, hogy már 27 tanuló esetéri is lesz kettő, akiknek születésnapja kö­
zelebb van egymáshoz, mint két hét. Januári-jétől állítsuk sorba a szülerésnapokar.
Két születésnap közti távolság legyen XI (az első két dátum közötti napok száma),
.1"2 (a második és a harmadik közöui napok száma), ... x26 (a 26. és a 27. diák szü­
letésnapja közötri eltelt napok száma), végül x27 (a 27. és az első között eltelt napok
száma). Az évet egy körre felrajzolt 366 szöggel szimbolizálhatjuk, ahol mindegyik
csúcspont egy napnak felel meg. Ezen a 366-szögön kell 27 csúcsot megjelölni. Ha
igaz, hogy mindegyfk távolság nagyobb vagy egyenlő 14 nap, akkor
Xl + x2 + ... + xn Z 27 . 14 =o 378. Másfelől viszont Xl + X2 + ... + X27 =o 366, hi­
szen visszatérünk az utolsó lépésben a kezdőpontba, s a körön éppen 366 lépést te­
hetünk meg.
26 diák viszont nem elég, mert 26 . 14 =o 364. Tehát előfordulhat, hogy mindenki 14
napra a másiktól született, és még egy helyen 15 nap is lesz. Azaz tovább már nem
javítható az állítás: legalább 27 diák kell, hogy biztosan teljesüljön a kivánt feltétel.

A megadott egyenletnek csak úgy lehet racionális gyöké, ha a diszkriminánsa négy­

zetszám. Ekkor van olyan k egész szám, hogy b 2 - 4ac =o k 2
, itt k is páratlan, hisz

b is az. Ez átalakltva (b -!- k) (b - k) = 4ac egyenlőséget kapjuk, ám ha b és k párat­
lanok, akkor b + k és b - k páros, sőt egyikük néggyel is osztható, hiszen két olyan
páros számról van szó, melyek különbsége: 2k nem osztható néggyel. Ekkor azon­
ban a (b + k) . (b - k) szorzat 8-cal osztható, mig a jobb oldalon álló 4ac, a és c pá­

ratlanságamiatt, nem. Nem létezik tehát olyan k egész szám, amelyre b 2
_ 4ac =o k 2

,

azaz az egyenletnek nincs racionális gyöke.

Másik: megoldas:

Tegyük fel. hogya 1'... tőrt megoldása a megadott egyenletnek, s hogy ez a tőrt to­
q

vább nem egyszerűsíthető (p és q relativ prímek).
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,
Az egyenletbe helyettesítve azt kapjuk, hogya· p2 + b· lZ + c = O igaz.

q q
Mlndkét oldalt q 2_ tel szorozva: ap2 + bpq + cq2 = O.

Ha p és q is pártalan, akkor ap 2, bpq és cq 2 is páratlan, ezért összegük is páratlan,
vagyis nem lehet O. Ilyen p és q tehát nem lehetséges. Ha p és q egyike páros, a má­

sik pedig páratlan lenne, akkor az ap2, bpq, ci egész számok között 2 páros és l
páratlan, ezért összegük is páratlan, vagyis nem lehet O. Ilyen p és q sem lehetséges.

Végül nem lehetséges az sem, hogy p is és q is páros, mert akkor a 1'... törtet lehetne
q

egyszerűsíteni 2-vel. Tehát II feladat állitása igaz.

Az n helyébe l-et írva a 917 + 3 - l kijelentést kapjuk, ami igaz.

Ha már valamely konkrét k E N+ esetén beláttuk, hogya 91 7 1r. + 3k - 1 kijelentés

igaz, akkor ennek segítségével beláthatjuk, hogy igaz az állítás k + 1 E N+ esetén

is, azaz teljesül, hogy 9171: + 1+ 3(k + 1) - 1. Ennek belátásához végezzük el a kö­
vetkező átalakításokat:

71:+1+ 3(k+l)_1 =o7·7 k + 3k + 3 - 1 =o (7k+ 3k-l)+6'71:+ 3 =o

=o (7k+ 3k- I)+3(2' 7 k+ 1).
Az első tagról már tudjuk, hogy osztható kilenccel, a második tagról pedig nyilvánva­
ló, hogy osztható 3-mal. Mivel a 3-mal való osztásnál a 7 mínden pozitiv egész kite­

vöjü hatvanya l-et ad maradékul. ezért igaz az is, hogy 312 . 7 k + 1. Ezzel beláttuk,

hogy 91 (7k + 3k-l) + 3(2·71: + 1), vagyis igaz, hogy 9171:+ l + 3(k+ ll-l.
A bizonyítás befejezéséhez így okoskodhatnnk. Láttuk, hogy az állítás igaz l-re. A
fenti bizonyítás második részében beláttuk, hogy ha az állítás igaz l-re, akkor 2-re
is igaz. De akkor ugyancsak a bizonyítás második részében leírtak szerint, ha igaz
2-re, akkor igaz 3-ra is és így tovább.
Az állítás tehát minden pozitiv egész számra igaz.

Megjegyzés:

Teljes indukcióval is bizonyitható. hogya 312· 71: + l kijelentés minden pozitiv
egész k eaetén igaz.
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2. ALGEBRA ÉS SZÁMELMÉLET

ha x se O
. 3

b) 42y :-= 98}'
7

3
a) 42x'"7 == 18x

aj Ha 5 tortát osztunk el 17 ember között, akkor igazságos osztás esetén egyre egy
5 3

torta --ed része jut. A másik helyen 11 főre 3 torta, azaz --ed torta egy főre.
17 II

55 51
Közös nevezőre hozva a törteket 187' illetve 187 részről van szó, amiből persze

az előbbi a nagyobb. András tehát több tortát evett, mint Balázs.

b) A különbség nem jelentős: négy tizedes pontossággal az első tört értéke 0,2941,
mig a második 0,2727. Azaz kicsit több, mint 0,02 a különbség, ami elég kicsi,
mcndharjuk, hogy kb. ugyanannyit ettek.

Másik megotdás:
Ha l torta lenne, akkor 17 embernek kellene osztozni rajta, vagyis l7 darabra
osztanák. Ha 2 torta van, akkor már csak 8,5 darabra és így tovább; ha 5 torta
van, akkor egyet 3,4 darabra kell osztani. A 3 egész részt három embernek adva
az öt tortából éppen 15 ember kaphat 1 egesz részt, a maradék 5 darab OA részból
kitelik még 2 másik adag a maradék 2 embemek. Ugyanez a másik esetben:

l tortát II ember II részre osztana, ha 3 van, akkor.!..! = 3, il darabra osztódik. 3
mindegyik, s igy egy rész kisebb, mint a másik esetben, vagyis András több tortát
evett, miut Balázs, de az eltérés kicsi.

a) A szokásos jelölésekkel s = ut. vagyis az út és a sebesség, illetve az út és a me­
netidő egymással egyenesen; a sebesség és a menetídő egymással fordítottan ara­
nyos (ha a kimaradó harmadik mennyiség állandó).

bj Mivel "összeg" == .Jétszam" . .jegyár", az összeg és a létszám, illetve az összeg
és a jegyér egymással egyenesen; a létszám és a jegyér egymással fordítottan ará­
nyos (ha akimaradó harmadik mennyiség állandó),

c) A szokásos jelölésekkel nl = eV, vagyis a tömeg és a sűrűség, illetve a tömeg és
a térfogat egymással egyenesen; a sűrűség és a térfogat egymással forditottan ará­
nyos (ha akimaradó harmadik mennyiség állandó).

a) 1 cm . 20 OOO == 40 OOO cm = 400 m

b) 5 cm ·20 OOO = 100 OOO cm = l km

c)7mm·20000= 140000mm== 140m

d) II cm 20 OOO = 220000 cm = 2,2 km

ej 200 m: 20 OOO == 0,01 III == t cm

f) 3.km: 20 OOO = 0,000 15 km = 15 cm

g) 14 km: 20 OOO == 0,0007 km = 70 cm

[3;;:1

1 312·1

4 16
c) 4·-=­

5 5

b) (14-3 ·4+8), 2 = 5

d) 14-3 ·(4+8 '2) =-10

b)1-3+5-7+9=5
1'(3+5+7-9)=6
1 +3+5+7-9=7
-1·3-5+7+9 == 8
I . 3 . (5 + 7 - 9) = 9

(1-3),(5-7)+9= 10

5,473 == 10°·7332

0,0723 = IO- U 4{lS

[,782 = 10°,2509

143,728 == 10 2,1575

149537,482 == 10 5,17475

I

12

2

3
3

b) 4

2.1. Számok, műveletek

5 6 1
a)---=--

6 7 42

a) II := (4,5.10 15
) 3 . (325.1,07 3

) 4 = 8,860 37.10 57

B ;= (6 .10 23
) 2 . (2.10 3 + 3,3· lD- 3) 3 = 2,88. lD57

így A > B

b) C := (4,1 . 1,6· 10- 19 + 61· lD- 8 . 4· 10-11). 10-3 == 2,5056.10- 25

D :== (9· 10-31 + 72.10-24)2 = 5,184,10-45

ígyC> D

iJ04:]

,-305·1

1 306. 1

I 307·1 Mível 195,473 = 0,7382 ""190,0723 = -1,1408 ""19 1,782 = 0,2509 ""19 143,728 = 2,1575 ""19 149 537,482 = 5,17475 ""
1308·1 a) 14-(3·4+8:2) =-2

c) (14 - (3,4 + 8)),2 =-3

e) 14 - (3 ·4+ 8) : 2 = 4

1 309,1 a)"I+3·5-7-9=0
1+3-5-7+9=1
I + (3 - 5) , (7 - 9) = 2
[(I + 3) . 5 + 71 : 9 == 3
(I +3)·5-7 -9 = 4
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1000 mg Ca 8,43 dl tejben, 100 g fehérje 32,3 dl tejben található.

3 g fehérje 0.97 dl
100 g fehéIje t dl

100
t = -3-.0.97= 32,3 dl r- 3,231)

SZÁMOK, MŰVELETEK

3 marha 5 nap alatt 450 kg-ot

1 marha 5 nap alatt 150 kg-ot

1 marha I nap alatt 30 kg-ot

4 marha l nap alatt 120 kg-ot

4 marha 7 nap alatt 840 kg-ot

1315.1 a) Ebben az esetben a térfogat az alapterület és a magasság (azaz a vizmélység)

szorzata. A terület 595 km2 = 5,95 . 10 8 m2, így a térfogat

5,95· lO s m? ·2,8 m = 1,666· 109 m:'.
b) 35 cm = 0,35 m, tehát az új magasság 2,8 m - 0,35 m = 2,45 m. Ha az alapterü­

let nem változott, akkor a térfogat csak a magasságváltozás arányában változott,

tehát (0,35) . 100% = 12,5% a változás. (Lehet az új térfogat és a régi tényle­
\. 2,8

ges kiszámolásaval is célhoz érni, akkor is ez adódik. Ez a 12,5% meglehetősen

nagy változás.)

lányok (fő) fiúk (fő)

pop 96 72

J'zz 72 80
népzene 72 8

A TB-járulék ekkor 84 OOO Ft· 0,1 = 8400 Ft, az adó pedig 84 OOO Ft . 0,3 =
= 25 200 Ft. A nettó fizetés igy 84 OOO Ft - 8400 Ft - 25 200 Ft = 50 400 Ft. (Ami
persze egyenlő a bruttó fizetés 6O%-ával, 84 OOO Ft . 0,6-del.) A nettó összegnek a

8400Ft· . 25 200 Ft
járulek 50400 Ft = 0,16, azaz kb. 17%-a, az ado pedig 50400 Ft = 0,5, azaz

50%-a

380 0-

a)~ = 0,76, azaz 76%
,:,00 g
500 g

b) 380 g "'" 1,32, azaz 132%

c) A tára a bruttó es a nettó tömeg különbsége, vagyis most 120 g. Ez a nettó tömeg-
120 g , 120 g

nek -- "'" 0,32, azaz 32%-a, a bruttonak -- = 0,24, azaz 24%-a (vagyis
380 g 500 g

pontosan annyi, amennyivel több, illetve kevesebb az első két eredmény 100%­
nál).
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a) A 15%-os árleszállítás aztjelenti, hogy az eredeti ár 85%-áért kínálták a kerék­
párt. vagyis 16 OOO Pr . 0,85 = 13 600 Ft-ert.

b) Hasonlóan: ekkor az (új) ár 92%-áén árultak, azaz 13 600 Ft . 0,92 = 12512 Ft­
ért.
12512 Ft

c) 16 OOO Ft = 0,782; ez 78,2%.

(Ezt úgy is megkaphatjuk, hogy 0,85 ·0,92 = 0,782.)

d) Az összes engedmény 100% - 78,2% =21,8%. (Ami jól láthatóan nem azonos
a két engedmény összegével, 15% + 8% '" 23%!)

Hat hét alatt hatszor történt 5%-os, azaz 1,05-szoros növekedés, és háromszor 8, il­
letve 12%-m; csökkenés, azaz 0,92-, illetve ü.Sx-szoros változás. Ezért hat hét múl­
va a kezdő készlethez képest

a) 1,05 6,0,92 3
= 1,044-szoros, tehát kb. 104,4%-nyi;

b) 1,05 6
. 0,88 3 = 0,913-szoros, tehát kb. 91,3%-nyi

áru van a raktárban.

A sótartalom a három oldatban rendre 200 g. 0,5 = 100 g, 400 g. 0,25 = 100 g,
150 g. 0,2 = 30 g. A keverekben így összesen (100 + 100 + 30 =) 230 g só van,

míg a keverék össztömege (200 + 400 + 150 =) 750 g, töménysége pedig ~~~ g =
. g

= 0,306. azaz kb. 31 %-os. Ha elbasználunk az oldatból 150 g-ot, akkor össztömege

600 g-ra. sótartalma pedig 150 g . 0,306 = 46 g-mal, azaz 184 g-ra csökken. Ha ez­
után tiszta vízzel pótoljuk a kivett oldarot, az össztömeg ismét 750 g lesz, de a sótar-

talom marad 184 g. A töménység igy ~~~ ~ = 0,2453; tehát kb. 24,5%-os.

I322t 2,8%-os 11 tej tömege 1030 g
x I tej tömege 100 g

x = 1~03~ "'" 0,097 l = 0.97 dl 100 g tej térfogata

0,97 dl tejben van 115 mg Ca, és 3 g fehérje.
Napi szükségler 1 g =1000 mg Ca.

115 mg Ca 0,97 dl
1000 mg ydl

1000 .
Y = 115,0,97 "'" 8,43 dl tej
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I >
5

4

4

•3

3

•2

2

••o

o

I • • I I
O 2 3 4 5

• I I , •-2 -, O 2 3

I , • • I
-2 -, O 2 3

• I $ • •-2 -, O 2 3

a) Mivel két elkülönülő szakaszról van
szó, a művelet eredményét a kijelölés­
nél egyszerűbben nem lehet felírní:
[l; 2] u [3; 4].

b) Mivel két elkülönülő szakaszról van
szó, a művelet eredménye az üres hal­
maz, 0; nincs mit megjelölni a szám­
egyenesen.

c) Mivel két elkülönülő szakaszról van
szó, a művelet eredménye egyszeruen
a .kisebbítendő", [I; 2].

d) Mivel az egyik szakasz tartalmazza a
másikat, uniójuk a tartalmazó, [-2: 3].

e) Mivel az egyik szakasz tartalmazza a
másikat, metszetük a tartalmazott,
[O; 2].

f) Az eredmény két elkülönülő szakasz,
ezért csak így írható fel:
[-2; ü[ u J2; 3J.

Más alakban írva pl. ]0,25; 0,3[, tehát minden olyan racionális szám (véges vagy
végtelen, de szakaszos tizedes tört) jó, amely ekét érték közé esik. PL 0,251; 0,26;
.. .; 0,3; 0,31. Az intervallum írható:

]:4; 2~[ alakban, Így például a ;4 rac-ionális szám az intervallumban van;

]
9 l2[ .,' 10 5 11 ." . .

vagy 36; 36 alakban, 19ypéldául a 36 = 18; 36 racionális szamak IS a keresett

intervallumban vannak;

vagy ]~: 20 [alakban így például ~ = --±-. 17. ..!! = 2 = 0,3 (ez már szere-
. 60 60 ' 60 15" 60" 60 10

l l) 19 . ill b " . T ' kpe t. ; 60 az mrerv um a eso racrena is szamo .

SZÁMOK, MŰVELETEK

327.1 ls -x I< l miatt: 4 < x < 6 és 110 - y I< 2 miatt 8 < y < 12.

igy Ix - y I = y - x, hiszen mindig y > x teljesül.

y-x< 12-4 = 8 ésy-x > S-6 == 2, tehát:

2< ;x-y[<8.

•

Mérer Eredeti ár Engedmény Új ár
(Ft) % (Ft)

18 5 120 60 2048
-21 5860 50 2930

I
-

28 6910 30 _. __----±!~~j2 pár)._._-_...•----
32 és fél 9 140 10 8226_. --_._--

3S 9990 10 8 991

43 12390 10
.. __._._-

II 151

5 --
Az 14 tizedestört alakja végtelen szakaszos, mégpedig 0,3571428. CA nevezo

prímtényezős felbontasa 2·7, az első hatványon lévő 2 miatt vall egy nem ismétlő­

dő számjegy a tizedesvessző mán, a 7 miatr pedig az ismétlődő szakasz hatjegy ű.)

A másodiktól a keresett 2001. jegyig hatosával ismétlődnek a számjegyek. azaz a
szőban forgó 2000 jegyben van 333 teljes szakasz (6 . 333 =; 1998), és még 2 jegy,
azaz a szakasz 2. jegye, egy 7-es áll a kérdéses helyen.

A2 1ÚO jegyeinekszáma (lgiCO]+l, azaz [100 ·lg21+ 1 =; 30+ l=; 31.

Mérjük fel a Oés az 1 tavelsagát háromszor a számegyenes "negativ oldalára", a O
pontból kiindulva. A kapott pont a -3. Vegyünk fel egy, a Opontból induló félegye­
nest, amelyik nem esik egybe a számegyenesünkkel. majd mérj ük rá ötször a O és
az ] távolságát! A félegyenesen így kapott öt pont közül a harmadikat kössük össze
az 1 ponttal, majd az ötödikből húzzunk párhuzamost a kapott egyenessel! A pár-

huzamos szelök tétele miatt ez épp az %pontban metszi a számegyenest. Szerkesz­

szünk a [G; 1] intervallum fölé négyzetet. majd ennek átlóját mérjük fel a számegye­

nes "pozitív oldalára" a Opontból kiindulva! A kapott pont a ..,/"2.
Szerkesszünk egyenlő oldalú háromszoget a [O; l] intervallum fölé, szerkesszük
meg egy magasságát, majd ennek a kétszeresét mérjük fel a számegyenes "negatív

oldalára", a Opontból kiindulva! A --.{j-at kaptuk.

SZÁMOK, MŰVELETEK

Az eredetileg fizetett összeg: 56320 Ft.
Árengedmény után fizetett ár: 43 020 Ft.
Megtakarttas. 13 300 Ft.
4" 020
5~ 320 = 0,76, tehát 24% kedvezményt kaptak.
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A kérjegyű számok számjegyeinek összege a 10 esetén a legkisebb (l) és a 99 ese­
tén a legnagyobb (l8). Tehát eleve csak: a 10 és 18 közötri számok jöhetnek szóba.
Ezeknek viszont a számjegy-összegük egyesével növekszik l-től 9-ig, tehát sosem
lesz kétjegyű, vagyis ilyen szám nincs.

A millímérer-pontossággal mért 2,3 cm azt jelenti, hogy a valódi érték 2,25 és
2,35 cm közé esik. (Szokás ezt úgy is jelezni, hogy 2,3 ±0.05 cm.) Ekkor a négyzet

teriilete 2,25 2 =5,0625 és 2,35 2 =5,5225 cma között van. A 2,32
=: 5,29 ered­

ményt két értékes jegyre kerekítve 5,3 cm 2_t mondhatunk, ez kb. középérteke az
imént kiszámolt hatéreknak. (Azonban jól látjuk, hogy ez rnint származtatott ered­
mény, nem aztjelenti, hogy a pontos érték az 5,3 ±0,05 cm 2 tartományban van, hi­
szen az imént kiszámolt intervallurnot csak a kb. 5,3 ±O,24 eme eredmény fedi le!

A relatív hiba nőtt: 0,05 = 0,022 < 0,24 "" O 045.)
2,3 5,3'

Ha U = 220 V, az aztjelenti, hogy 219,5 V < U < 220,5 V. Ha 1= 1,14 A, az azt je-
, U

lenti, hogy 1,135 A < I < 1,145 A. Mivel R = -, ezért R lehetséges értékeinek mi­
l

, it akk '.~' k h U '. . , , . 219,5 Vrumurna axxor kapju , a mimmumat I maximumával osztjuk - ez ""
1,145 A

"" 191,7 n; mig R maximumát akkor, ha U maximumát I minimumával osztjuk:
220,5 V
1,135 A "" 194,3 n. Azaz 191,7 n < R < 194,3 Q.Azaz a középérték 193 Q, tehát

R = 193 ±1,3.Q - azaz a hiba kisebb, mint 0,7%, ha 193 Q-nak vesszük az ellenál­
lás értékét. A válasz tehát: kb. 0,7%-0.'> pontossággal adhatjuk meg R értékét.

3 liter húsleveshez x liter sótlan alaplét öntünk hozzá, Így a 3 liter húsleves sótartal­
ma ugyanannyi, mint a (3 + x) liter levesnek.
3 ·0,0018 =;; (3 +x) . 0,0012
Ebből x = 1,5, azaz 1,5 liter sótlan alaplét kell a leveshez hozzátölteni. hogy ehető

(O, 12%-os) sótartalmú legyen.

Ha a és h racionélisak, akkor léteznek olyan al: a2; hl; b2 egészek, hogy a e ~
",

5 perc = 300 másodperc.
27 éjszaka és 27 nappal eltelte után az óra 270 másodpercet siet, ezért a 28. éjszaka
elteltével eléri a 300 másodpercet.
Május 29-én reggel kell tehát állítanunk az óránkon.

Ha r egy ilyen racionális szám, akkor felírható r =!!.- alakban, ahol a és h egészek.
b

Ekkor r az a : b osztás eredménye, ahol az osztást a szokásos módon végezve az
utolsó számjegyét követően O-t irunk a maradék után és a kapott számot osztjuk b­
vel maradékosan. Ha egyszer O maradék adódik. az osztás véget ért, ekkor r véges
tizedestört-alakját kaptuk eredményül. Ha nem kapunk O maradékot, akkor valame­
lyik maradék megismétlődikés ezzel egy végtelen szakaszos tizedes törthöz jutunk.

is racionális.

ésb=;;.!l.
b,

Ekk b a; hl Gjb? + bia:. ah l '1'1' , ,.., k h'or a+ =-+-= - . o aszama o es u nevezn ts egesze .je at
a2 h2 ~b2'

a +b racionális.

Hasonlóan a, b = -.:2. .li = aJbl , ahol a számláló és a nevező is egészek. igy a . h
al b2 a 2b2 '

A heti termelés 20%-os növelésével 1520·1,2 = 1824 db-ot kell gyártani. A ter­
mek régi előállítási ideje összesen ]520·22 perc = 33 440 perc, ebből a 14 mun­
kásra fejenként 2388,6 perc "" 39.8 I óra munka jut hetente.
Ha egy tennék elóájlitésí idejét csökkentik, összesen 1824·17 perc = 31 008 perc
szükséges, ebből 12 munkésra fejenként 2584 perc "" 43 óra jut. Tehát változatlan
munkaidő és azonos teljesítmény mellett nem teljesíthetőa terv.

800 termék 9%-a 800· 0,09 =;; 72 db selejt.
Összesen x db termék 2,5%-a x· 0,025 =;; 72 lehet selejt.
Ebből x =;; 2880, tehát még 2080 db-ot kell hibátlanul Iegyértani, hogy teljesítsék az
előírt mínóségí követelményt.

,

,

,

I I
2 3

• •2 3

• I
2 3

• •2 3

I
2 3

• I
2 3

a) Az eredmény az összes valós szám halmaza, R; a tel­
jes azámegyenes.

d) Mivel két elkülönülő szakaszról van szó, a müvelet
eredményét a kijelölésnél egyszerűbben nem lehet
felírní: J-oc; 2J u ]3: 00[.

e) Mivel két elkülönülő szakaszról van szó, a müvelet
eredménye az üres halmaz, 121; nincs mir megjelölni
a számegyenesen.

f) Mivel két elkülönülő szakaszról van szó, a müveler
eredménye egyszerűen a .Jcisebbítendö'', ]_00; 2J.

b) /'l:z. eredmény: [2; 3(.

e) Az eredmény: J-oo; 2[.

I,..

". '"
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2.2. Hatvány

1340.: aj (3')' .(33)': ((3' )' .3'")=36 .3":(3' .3'")=3": 3" =3' =27

b) (Z3t . (22t;(llű '(l6tJ:::= 215.26
: (210. il) == 221:222 = 2- l == 0,5

3

bJ [(1O~4lr =((2 W )!T%=2-'01[-%1=2'=8
3

c) [í~)'6j--" = l-i; = 1
~ 7,32

a) 2 13·3 n·7 4

b) 2 ·3 . 5 2 == 150

2·3--6 J
a) == 2 == 8r 2 ·3--6

29'(2+4_8) -2 2
b) 29 -(1+2) =; -3 ==-3

Z-18 .3--6 _5-8 32 9
c) 2 16. 3 8. 5 8 =-22 ="4

1.6.10-3.2.5.105 16 ') 5 10 2 16" 5
, '-,' =' .~, ·I04=2·IOL

bl· 210' 2.10-' 2

cJ 360 000·0,0000025 = 3,6 105.2,5 _10--6 = 3,6'2,5
-'--;c:~ ·102 = 102

0,009 9.10 3 9

1347.1 a) (4_2)6, Z-[6 = (2 3)6, r 16 = 2 L8 · r 16 = 22 = 4

b) (125 . 5 -2) 7 . 253 = (53 . 5 -2) 7 . (52) 3 :=: 57 . 56 = 5 13

c) 6-3. (_2)5. trI. (_3)4 = r 3 . r 3. (_2)5. ri, r 2 . (_3)4 = _1.20.3° =
= -I

7r 6 ·(2'7i 25 -75
d) (5.7)4 =26,54.74=2.54

, 342·1 aj

[(233)' ·5' 2' .(5.IIJ"f =[28 ·3' .55

11
6 r=(~r =(q 25

=-3' ll' 3' 2' .5 6 .116 5 2 4
)

bJ

[(2' )' 5

~7)T =[2
6 ., 3' 76

7l =m' =(~)'
·5 ·3 27 ., 9
5' 27 .36 =-5' 4

114
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f) 0,089e) 36,2

104002 + 102002 + 102000 -+- 1- (104002 + 2 .1Q2ŰOl + l)
= =

002001 + 1)(102002 + 1)

104002 +10 2002 +10 2000 +1_10 4
1){)2 _2,10200 1 -1

= =
(10)001 + 1)(102002 + 1)

10200°(102 + 1- 2 -10) 102000.81

= (lOW Ol + 1)(102002 + 1) = (10200 1 + 1)(102002 + 1) > O

102000 + l 102001 + l
Tehát igaz, hogy 2001 > 200~ •

10 +1 10 ~+l

a) 2.10 3 h) 2,5 _10 5 c) 2.10-7 cl) 1,25. lD-4

a) 7,83· 10
3

b) 4,72· 10 e) 6,875· 10-2 cl) 5,3· lG- 4 e) i 106 f) 4. 106

a) 45 OOO b)732 OOO ej 0,004 187 d) 0,3

. 353.[
[354.J

1355.[

Behelvettesitve az adatokat

F= 6"67.10-11 N.m
2

. 6.10
24

kg_2·10
3o

kg = 3 5573.1022 N"" 3 6 1022 N.
, kg2 (1,5. Iül! m)2' ,

(A kiindulási adatok pontossága miatt ennél több értékes jegy úgyis értelmetlen.)

1356.1 a) 2.10
33

.6,42.10-2 -3,6-10-7 = 2,6,42,3,6,1033,10-2 _10-7 ==

3,21'102 .1,8.10-4. 4. 109 3,21-1,8.4'102 .10--4 .109

2'.2'.),-11. 2 ·kK·1033 .10-2 .10-7 1024 1~
= 2 --4 9 =2·~-7=210'

Y,21),;il .2",2'-lQ -10 -lQ .o
3.1013

. 2,46 .10-2 ·4,2 .10-5 3 -2, 46·4,2 _1013 .10-2 _10-5
b) ~ ~

1,23.102 ·2,1·10 J .6.107 1,23,2,1-6,102.103.107

3.2'..1-23.2..26.1013 .10-2 .10-5 2.106

= k23.;2;f'Z.,Z.102 . 1O 3. 107 =J:(i6=2

r-:;;:;l , NkT
~ Attendezve a képletet: p = V' behelyettesttve az adatokat (felhasználva, hogy

N 8,91022.1,38.10-23 ~'293K
J = N· m és - = Pa): p = ------c;:-;;::;-,-"--- = II 995,42 Pa ""

m' O,03m 3

"" 12 OOO Pa. (A kiindulási adatok pontossága miatt ennél több értékes jegy úgyis
értelmetlen.)

l '92 = 20
45

9
25 '

32 16 ( 16) 32--del nagyobb, mert --. -- =-.
81 81 \ 81 81

10 2001 + 1 (102000 -'-1)(1 OW02 + l) _ (Iü 200 1 + 1)2
= =

102002 +1 (lOWOl + 1)(102002 + 1)

b) -(~r
5)

9 9
-->--

25 5

(
3) ' 36 3' 9 9 36 36

A - 5" 25 -del nagyobb a -5-nél, mert - 25 +"5 "" 25 = 25'

ej (_3)-'~ 5. o.r =10
\5 3'

0,1' >m'
A 0,1-1 25 -dal nagyobb a (~)-l_nél, mert 10 _ ~ = 25.

3 5 3 3

, ,
Sa-2b-Ja5b7 ·4a--4b-"2 = 20a-1b-"2

,
a:=2025 2 =45

_, 1
b,~ 9 ~-

9 ,
20'45-1'(9-1)-2 = 20

3 3

16' ~ (2')' ~ 26 ~ 64

Iü 2000 + l

10200 1 + l

". "7
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HATVÁNY HATVÁNY

A fény 4,2 év alatt megtett útja (kb.)
km '3

S = c- t = 300 OOO -. 4,2·365·24·3600 s:::: 3,973536·10 km.
s

A Proxima Centaurinak a Földtől való távolsága kb. 4 . 10 16 m.

Mivel t = ~ (ahol c = 300 OOO km a fény sebessége)
c s

149,6.106 km
a) t = 498,67 s = 8,3 perc alatt jut el a fény a Napról a Földre.

300 OOO km
s

5899 millió km149,6 millió km
Föld

Nap

a) 6.10 23.2.9,1.10-31 kg = 1,092.10-6 kg az l molban levő elektrontömeg.

3 ,1,092'10-" kg 5 46 10-4 d - - 00546rr h-b) 2 g = 2 . 10-' kg, tehat 3 ::::,' -e resz, ann, 10, te at
2-10- kg

alig több, mint 0,5 ezrelék az elektrontömeg a moltömeghez képest. Ez persze
abból adódik, hogyaprotontömeg majdnem 2000-szerese az elektronénak.

Egy x élhosszúságú kocka térfogata: V = x 3.

V = (2,5 . 10-8 cm)3 = 1,5625 . 10-23 cm>

m Nap m prounA modell szerint, ha tömegarányos lenne a kicsinyítés, akkor: --
m Fö1d m e1ek1J:On

1.99.1030 kg x .. -~S ,.
azaz' 24 = '[' Innen r e 3.03·10 - kg.Bnnél kisebb a pro-

5,98-10 kg 9,1-10 > kg -

ton tényleges tömege (1,67,10-27 kg), az arány kb. l80-szoros, tehát ha a tömeg­
arány srtmmelne, akkor a protonnak ISü-szor akkora tömegűnek kellene lennie.
(Még a Hold is túl nagy - a szükségesnél több, mint kétszer nagyobb -lenne a Nap­
hoz képest a H-atom modelljeként.)

Az ábrán látható elrendezését feltételezve

(149,6.106 + 5899 '106
) km . '

t = km = 20 162 s "" 336,03 perc > 5,6 ora alatt jut a
300 000-

s
fény a Napról a Plútóra.

b)

a) cK" = ~ ' ezért a logaritmus definiciója miatt k· t = log" ~ ' amiből
l B

k= -·log -.
t ' A

B
19­

b) Térjünk át 10-es alapú Iogaritmusra: k = __A__
l, 19 c

Ebből k = 1,928· lG- 4
.

"1= Iym,m,
~ F

A konkrét adatokkal I r I = 6,371 . 10 6.

Az összes sáska térfogata ekkor II = 5.10 27 ern> lenne. Ha ezzel beboritjuk egész

Brazília teriiletét (amely atvaltva 8,512 . 10 16 cm-) , akkor a V = T· m képlet alap­
ján a "sáska réteg" magassága

V 5.1027 cm" ro
m = - = 16 ~ = 5,9·10 cm =590 OOO km lenne.

T 8,152·10 ern"
Ez nem lehetséges, mert ekkor még az űrben (messze a Hold pályáján túlnyúlvaj is
sáskák lennének Brazília területe fölött.

Megjegyzés:
Mivel a sáskákkal nem lehet hézagmentesen kitölteni a teret. még ennél is maga­
sabb lenne a sáskahegy. Valamit tehát nagyon elírt az újságíró. Valószínűleg a

10
27

db jóval kevesebb. Ha pl. lG 17 darab sáskát írunk, akkor 5,9 cm magasan bo­
ritanák be Brazillát -lehet, hogy még ez is sok.

A gömb térfogata jó közeltréssel a 4, 19R 3 képlettel számítható (0,03%-os hibával).

A Metagalaxis térfogata 4,19· (l2 .109 ·9,46· lG 15
) 3 == 4,19· (1,135. 10 26) 3 =

= 4,19 ·1,46· lG 7S = 6,12·1078m3, tömege kb. 6,12. "J07S. 10-28 =
= 6,12 . 10 50 kg.

a) 9,1 . 10 55 kg

b) kb. 10 5-szercse (azaz kb. százezerszerescl]

A Föld felszíne 4R 2
Jr = 5,1· 10 H kms.

Körülbelül 5,1 . 108 , 3,8 = 1,94,10 9 km-',

azaz 1,94 . 109 . 10 9
m3 = 1,94· 10 18 m3 élettertik van a tengeri elölényeknek.

"8 ..o



HATVÁNY GYÖK

I 370·1 a)

r= 7,4·1O-~ mm =3 7.10-3 mm, '
~

2.3. Gyök

a) L A négyzetgyök míatt x
2

-l ~ O.
l+x

II. A tört miatt l + x ':j:. O, így x ':j:. -1. Alakítsuk át a tört számláfójáti

,C,-',-+,-'1",(x':----'-'l) > O ~ x-l ~ O
x+1 -

1
A négyzetgyök értelmezése szerint. --.:?: O.

x-4
Mivel a számláló pozitív ~ x-4> O, igy x > 4 valós számokra értelmezhető

a kifejezés,

A vörösvértest térfogata közelitöleg

V =,2. ff' m = (3,7· 10-3) 2 . JT. 2.10- 3 mm-' = 8,6· lD-8 mm'.

b) I mmé-ben levő vörösvértestek együttes térfogata:

5 OOO 000·8,6· lD- 8 mm> = 0,43 mm>, így l liter vérben levő vörösvénestek
együttes térfogata 0,43 liter.

~,

\. 371:! Bármely természetes szám felírható lOa + b alakban, ahol a E N; b E N; 0:5 b:5 9.
~

pl. 5124 = 10·512+4.

Ha két egész szám egyes helyiértékű jegyeinek összege lD, akkor az egyik egyes
helyiértékű jegye h. a másik egyes helyiértékű jegye (10 - h).

~ ~ ~ 2 '(lOa + bY = 100a~ + 20ab.c... b~ = lO(lOa + 2ab) + b"

utolsó számjegye O

utolsó számjegye megegyezik

bl utolsó számjegyével

A másik szám:
(c E N)

(lOe + 10 - b)2 = 100c 2 + 100 + b2 + 200c - 20b - 20bc =

= 1O[lOc2 +10+20c-2b-2bc]+h2

utolsó számjegye O

x~1

A kifejezés x .:?: l valós számokra értelmezhető.

b) A tört miau x-4 ':j:. O.

, " r~~-
c) -vx- + 6x = lix(x + 6)

A négyzetgyök miatt x(x + 6) .:?: O.
Az ábráról leolvasható:

ezx z; -6é5 azx e O

valós számokra értelmezhetőa kifejezés.

-3

y

-9

o

y=x(x+6)

utolsó számjegye megegyezik

b2 utolsó számjegyével

Tehát a fenti számok négyzeteinek egyes helyiértékű jegyei egyenlők.

Másik megoldas:
Ha az utolsó jegyek l és 9, akkor a négyzeté 1
ha 2 és 8, akkor 4;
ha 3 és 7, akkor 9;
ha 4 és 6, akkor 6;
és ha mindkettő 5, akkor 5.
Más eset pedig nincs.

120 12'



23+21
b) Ha a = 23, b = 21, akkor a kifejezés értéke 22.

23-21

a) 85,19

b) Egy olyan háromszög harmadik oldalának hosszát kapjuk meg, amelynek ket ol­
dala p, illetve r hosszúságú és az ezek által közbezárt szög é nagyságú.

'374.1 a)

GYÖK

I 2 2 6
a-b Ica -b) _

O<b<a
(a+b)2', (a_b)lO -

= a-b .)[(a-b)(a+b)]' a-b. l(a_b)6(a+b)6 =

(o+b/ V (a_b)lO (a+b)2 ~ (a-h)w

a-h iCa + b) 6 a-b la+bl3
a+b

= (a+hi ',i Ca - b )4 = (a+b)2' (a_b)2 a-b'

mivela>b>O:::::} a+b>O és a-b>O

=; I"+bl' =(a+b)' és la-bl' =(a-b)'

•
GYÖK

bJ ..,19-'-4·,/"2 >0 és 1+2v2 >0
Vizsgáljuk meg a második szám négyzetet!

(l + Z"/Zf == 1+4·,/"2 + (Z·,j'2Y = 9+4.,/"2.

így ,/9 + 4-/i = -)( 1+ 20JZr = 11- 2-,/"21 = 1+ 2,,/"2, a két szám egyenlő.
Megjegyeés:
Ha két szám négyzete egyenlő és a két szám azonos előjelű, akkor a két szám
egyenlő.

Először célszerű a nevezőket gyökteleníteni:

l 5-'/2-7 r- ,,/2-1 ('\Ill-If="---'- = 5.,,12 -7' --- = 3 - 2,,/2..
S-,/2 + 7 50 - 49 ' ..l2 + l - 2 -1

A bizonyítandó egyenlőségbaloldala tehát így is írható: (5 ..Jl -7f = 99 -70·,/"2.

A jobb oldali szám: (3 - 2-/2")(17 - 12'112) = 99 - 70",'2.

Az állítás tehát igaz.

,,-----~ c~ ~

a) 2",7 = ',/4·7 = .,,128, tehát 2",7 < .,'/63 (az x H .,,! x függvény szigorúan mo-

notan növekedése rniatt).
~ -- = ~ ~

b) 4",5 = ,,/l6 -5 = '\180, tehát .,,180 = 4",5.

e) 3"'112 = -h· 2 = '\1'18, tehát 3'112 < ·'/20.
~-

l ~ 1-1- r: l - I' l ~ l - l -
d) --,154=11--54=",6 --.,./125= --125=.,,/5. tehát-·.,./54 >-·-,1125.

3 v9 ' 5 '25 . 3 5

- ~ Ia) 30> 12-,./6, mert -...;900 > y122
- 6 (az x H ""X függvény szigorúan monoton

I I
növekedése miatt), így -...)30 -12"'11 6 > O.

c ~ ,-;;:-- r::-- - r::
2-v3 < 3,12, mert ",22.3 < -v32

. 2, így 2"'1113 - 3->12 < O,

• C r I r;
tehat 2->13 -3-...;2 < ,30-12-"';6.

Megjegyzés: ha összehasonlítanánk a két szám négyzetét:

(
I )'-...)30 -12,,'/6 = 30 -12-,/"6

( ~ -l' (C)' r: ( ~)' -,2",3-3.,'/2- = 2",3, -12"16+ 3,12 - =30-12,,/6,

ezek egyenlők, de az eredeti két szám nem egyenlő, hiszen az egyik pozitív, a
másik negativ.

121

7 + 2-,/"6 = (1+.,/"6/ és l +,,/6 > o, ezért ,h + 2.,/6 = 1+/6,

~(-)' t: '-fC7-2",6= 1--,./6 és i c.vö c o, ezert"\17-2.,'/6 ="'16-1.

. , ~ I r: ~ (fC )
Igy "\17+2"/6 -"117-2"16 =1+-,16- "16-1 =2.

(Lásd a 377. feladat megjegyzését')
r; 1- ~ c-

2",3 -"'115 =-v12 --V5 > °
az x H "Ir; függvény szigorúan monoton növekedése miatt,

17 - 4-v15 = .,/289 - -,/240 > O, Így a két szám azonos előjelű, ha a négyzetüle is
egyenlő, akkor a két szám egyenlő.

(2"1'3-"/5/ = (2,/3"f -4'\115+5=17-4"'11115

(,,'/17 - 4-,/is ) 2 = 17 _ 4115, tehát a két szám egyenlő.

Másik megoldás~, ~

..../J7-4-V15 = ~1(2"'11r3 -,rsr = 12,/3 --v'sl= 2"'1113 --,IS (mivel 2,,/3 -",S> O).

12.
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i3s}J (Lásd a 377. feladatot)
r: r;::;.--------- r-

9 > 4"\1 5, mert "\I81 > -"II 16 . 5 (az x M ""I x függvény szigorúan monoton növeke­
dése miatt),

igy ·,h - 4-JS > O.

2 < ",/5, mert ..,/"4 < "1'5, igy 2 - ,,/5 < o, igy a vizsgált két szám nem egyenlő.

I 382.1 Elvégezve a négyzetre emelést

16 + 2·"/55 - 2'11(16 + 2-v55){16 - ,,/220) + 16 - )220.
. r;::;;:;;::~'---

Mivel -v 220 == '1'/4,55 = 2,155, ez egyszerűbben:

1 ' ~32 - 2"IJ16~ - 220 = 32 - 2-v36 = 20.

Másik megoldás:

Vegyük észre, hogy 16 + 2,155 = II + 2.,,/11.,/5 + 5 = (,,/11 + ,{"st
és ,~ason~óan .16 -: ~1.220 == 11 -:- ;/4' 1,1 .5.+ 5 ~ II - 2",1 l! "/S + : = ('VTl- .,{Sr
Mível míndkét zárójelben POZ1Í1V szam áll, mmdketto negyzetenek negyzetgyöke

önmaga, vagyis a kíszámirandó: (,,/U -,- .,Is - (,111 - "/5))2 = (2"1'5)2 = 20.

: 383.1 a) a2
- 4a + 4 == (a - 2i, ezért -v

l
a2

- 4a + 4 = ,/(a - 2)2 == la - 21.

Az la - 21 == a-2 egyenlőséga ::::: 2 esetén teljesül.

b) 4a2 +4a+l = (2a+l)2, ezért ..J4a2 +4a+l == ,/~(2-'-'-+-1-)'-= 12a+ll.

Az 12a+ II = 2a + 1 egyenlőség a ;==:: _.!. eserén teljesül2 .

@a2
- 2a + l = (a -li és a2 + 2a + l = (a + li, ezért

..Jal -2(1+1 +'/a2 +2a+l ==-,/(a-l)2 +.,JCa+li = ia-ll+la+ll

az la -ll + la -+- 11 = 2a egyenlőség a ;==:: I eserén teljesül.

a) A négyzetgyök és a hatodik gyök miatt az x ;==:: O valós számokra van értelmezve
és ezekre az egyenlet azonosság, azaz: M == [O; +00[.

b) Az egyenlet alaphalmaza R, de a negyedik gyök értéke csak nemnegativ valós
szám lehet =} x ;==:: Ovalós számokra az egyenlet azonosság, azaz: M = [O; +00[.

c) A négyzetgyök miatt az alaphalmaz a nemnegatív valós számok halmaza.
Rendezve:

\i~j7 = 'Vr;, azaz ~Y = ~7,
Mivel mtndkét oldal nemnegativ, ezért a négyzetre emelés ekvivalens művelet

x 4 = x 3, innen x 3(x _ 1) = O, így Xl == O; X2 = 1, melyek megoldásai az eredeti
egyenletnek.

~

8 - 2-v15
=

2

~ h ~ h
c) Mivel \19="'13 és \14="'12:

8(~3+Fz) _8(F3+Fz) _ ('- ~)

(
c: ~)' c: h' - - 8 "I3+-v2.

"\13 -.,.,I2l-v3 + "lJ 2,) 3-2

(Fs-.J:3)' (Fs-F3)'
5-3 2is igaz,

Igaz.

Mivel x > l, ezért
r-:;- l;::",-x- /----;0

x'~xl_l =~X --x-'---1 =~-x'---l

Másrészt

Ix+ _ x_ = ix3 -x+x _ I x3

~ x' -) 1 x' -) - ~ x' -)
ezért a feladat állítása is igaz.

124 11S
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(a;::: O; b 2':0; a*b)

I(Mk)'
a) r = ~ P
b) 2,41 . 10-\1

,
I ,~ r· ')2 II /' '/2 ~ 2 u ~Ia !_! ~

a),a3,Ya2
=~aj.a3 =a ó , v a -Óc a =q~'a3=a6, ~r;;=a3 4=a I 2.

Ha O < a < 1, akkor a csökkenő kitevők jelentenek növekvő hatványértékeket:
u l I I

ali < ali < a12; ha 1 < a, akkor a relációk fordítottak; ha pedig a = l, akkor
mindhárom szám egyenlő.

,

( 'J' -n , , eo ,;;; '.! . .'.b)~la5.~g = a5.a5 =alO, ·I:1.\jr;/ =a2.a5 =alO, ,r;;=a4 3=a J2.

Ha O< a < 1, akkor a csökkenő kitevők jelentenek növekvő hatványértékekec
2<; 27 J

a10 < a lO < a-12; ha l < a, akkor a relációk fordítottak; ha pedig a = l, akkor
mindhárom szám egyenlő.

Gyöktelenltsük II nevezőket!- ro
1 1 2+-,/3 ",5-2 ,---- r;;: r: t;--ro-+-ro-- = ---+--- = 2+"';3 +'\/5 -2 = -v3 +"115

2--v3 -v5+2 4-3 5-4

5-13 -!- 3-v's
2

2''/5(-\1'5+1) 2,/5'(-./5+1)
=

5 -) 4

~ ~ ~

* _ 2·,,15 2·,/5 ,,'/5 + l
b)-~-=~.­

.,,15-1 ,15-1 ,/5+1
~

5+ ,15

2

S Fo-I S(Fo-l) (~ )
a) --'=---' -~-- = ' = 2 ·,,15 -I

,15+1.,./5-1 4

'" a-b ,f;;+·l"b Ca-b)(,r;;+,/h) - r:
b) ~. I 1.= ' =..,/a+vb

"'/a--vh "IJa+-vb a-b

~ 15 5,/3 + 3·l5 lS(5',/3 + 3-JS) 15(S-yJ + 3"/5)
I c)1 ~ I' r- r; == 2 ?

'---.:/5.,,13-3"1i55.,i3+3'15 (5"/3) -(3-JsT 75-45

4JT2h

a)g=-­
T'

b) 9,81

a) A jobb oldali kifejezésben c és mo adott pozitiv számok, csak a nevezőben elő­

forduló v változhat. Ha lj értéke növekszik, akkor a tört nevezője csökken (de so­
sem lesz negativ), így a tört értéke növekszik. A részecske sebességének növeke­
désekor tehát a részecske tömege (m) is növekszik.

b) A tört nevezéje tetszőlegesen kis pozitiv szám is lehet, de Onem. Ezért v 2 < c 2,

azaz v < c teljesül minden esetben (a részecske sebessége mindig kisebb a fény­
sebességnél). (Felhasználtuk, hogy v 2: O.)

e) mo:::: 9,1,10- 31 kg, to = 1,2.10 8 m, c=:3. 10s m helyettesítése után
s s

tn = 9,93· W-
3 1

kg adódik (ami kb. 9%-kal nagyobb, mint az elektron nyugal­
mi tömege).

d) kb. 1,25,108 m a sebessége (ami a fénysebességnek kb, 42%-a).
s

(395~ a) ..,/7 + 4·,/3 = ,14+ 2· 2',/3 +3 = ~1(2 + -v'3f = 2 + "./3

b),/1l-6-v'2 =,19- 2' 3-v'2+2 =,/(3-"';'2t =3--,/2

/ ro I ro 1'( ro J' -c)\l9-4'\1S =v5-2.2'\/5--:-4=,,-v5-2 =--.,1S-2

(Mindhárom esetben pozitív szám negyzetéből vontunk gyökör, ezért kaptuk visz­
sza a számot magát.)

(Lásd a 377. feladatot)

I ~ , ~ '( ro)' I( ~" I ~I I rol'14-2-,,/3 -114+2-../3 =,11-'\13. -~ 1+--..13) = 1-"';3 -1+",3 =

= -(1---./3")-(1+'\1'3) = -1+--.J3 -1-,\/'3 =-2

(ll-",f31 =-(1-"';'3) = ,13 -l, mert l_",rj <O).
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GYÖK

Másik megotdás:

Mivel O< 4 - 2,,"/3 < 4 + 2,,"/3, ezért az x H oJr;; függvény szigorúan monoton nö-

növekedése miatt .."/4 - 2oJ'3 < "'./4+ 2oJ3, ezért a keresett szám értéke negatív.
1 r: 1 r-

Legyen a=-y4-2-v3 -->,14+2"113

o (I 1 ,2 I r:; I~---Cr~ (' r;;)'
a~ = "114-2-",3) -2\)4-2'\13.y4+N3 + \)4+2",13 =

= 4 - 2.../3 - 2~1(4 - 2-",13 )(4 + 2..../3) + 4 + 2'\}'3 =

= 8-2..h6-12 = 8-2·2 =4.

Mivela 2 = a és a < O, igya = -2.

Indirekt módon bizonyitunk. tegyük fel, hogy .",r;; = E alakú, vagyis racionális, de
q

nem egész. (Azaz p és q pozitív egészek, de q 1:- l.) Tegyük fel továbbá, hogy ez a
tört tovább már nem egyszerűsíthető, vagyis p és q relativ primek, (p; q) = I. Ekkor

z
maga az n szám !!., alakú, ahol a tört szinrén már nem egyszerűsíthető tovább,

q-

(p 2; q2) = l. (Ha két szám relatív prím, a négyzeteik is azok) Mivcl n természetes
szám, a tovább már nem egyszerűsíthető tört alakjának nevezője l. Ellentmondásra

jutottunk a q 1:- Lkíkötéssel, tehát nem lehet igaz a feltevés, hogy ,r;; lehet racíoná­

lís, de nem egész. Egész lehet, ezt konkrét példákból tudjuk (-",il = l, "'./4 = 2 stb.).

T
LOGARITMUS

2.4. Logaritmus

,- ,
a) 19~1100 = Ig"JQ' = ~

l _,
b) log2 0,25 = log2"4 = log, 2 =-2

1 : 1
c) log"o -,- = log" 3' = --, ,3 - 3

Használjuk az a log
,.. , = x (a > O, a 1:- l, x > O) azonosságot!

l , .
b) log, ------r= = log, 3

~3

ej log l 100 = log 1 (~l-2 =-2- -\10
10 j()

l "-log,2 l ,Z "
a)34 . =30g3~ =24=;2

b) SI 1(}g, 1 = (34j log, 2 = 341(}g, 1 = 3logJ24 = 24 = 16

128

=

= 51ogslO! . J:.- = 100 ..1- = 4
25 25

n.

1
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LOGARITMUS
LOGARITMUS

~Jog _9
=",113 ,lJ .2=9.2=18

, " z (~2\JOg'T,3 ,
1" og " 3 - + og:; I I ,. lo~ 2 r-~log-3
_1' . = ",13 ·13 "lj =-vB .!IJ .2=

)

27

8

3'
23

I

I

I

,J Ig(lg(lglO")) ~ 19(1glO) ~ 19l ~ O

b) log, (log, (log464) = log2 (log33) = log2 l = O

a) A négyzetgyök es a tört miatt a > O, a logaritmus értelmezése mian a > O, és
a:j:. 1, igy a kifejezés a> O, a =F- J valós számokra értelmezhető.

l ] 1
log, -----;= = log" a 2 ::: __

-la 2

b) :i\ négyzetgyök miatt a ;;=:: O; a logaritmus miatt a > O. a =F- l.
Igy a kifejezés az a > O, a :t: J valós számokra értern;ezhető.

log",;;- a = log.,r,:-("IIr;;f = 2

, , r"J-l
-lg9-[g2 ? -lg9-1g2 2 ::;11'9-[1'2)

a) 10 .100 2 = 10· (10-)2 = 10.10 \_~ =

= 10· 101g9-21g2 = 10 .lOlg9-1g4 = 10. 10
1g9

= 10. 2. ::: 22 5
l0 lg 4 4 '

b) 0,1· O, l
1g O

.J- 2 = O, t (l0- lr l
- 2 ::: 0,1· (lO-I)-J = O, 1·10-' = 100

e) 26J
-

Iog
, ] + 4-~og,. 5 = 26 J- 1 ...,.. _l_ ::: 260 + ~ ::: l, ~ =1 2

4101'" 5 5 5-'

4Jogz .'i ::: (2 2 ) Jog2 5 ::: 22Jog25 ::: iog, 52 = 25

5:01', 4 = 52::: 25

A két szám egyenlő.

t l 2 !-lg2+1~B
) 1 A "g I B h" I " ct fi " """ "A 1055.""a g = 5570 + g , te at a ogantmus e lfllclOJa szennt _= . I~

b) IgA -1gB = 19A = Igl05 2 = 5.2 miatt t = 5,2·5570 = 9,62,104
B ~2

c) B "" 0,001

Az egyes hatványokat célszerű logaritmus segitségével normálalakba útimi.
Például:

Ig632 54 ::: 54 ·lg632::: 151,2387:::::;. 632 54 ::: lDO,2387. 10 151 ::: 1,7326 _10[5[.

Ugyanígy kapjuk:

0,295
21 1

::: 1,3566· 1O-112
; 5 220

::: 5,9347 .10 153; 14- 100 = 2,4389 -W-w.
Ezzel A ::: 1,6239.

Az egyes hatványokat célszerű logaritmus segítségével normálalakba étírni.
Példáu!:

Ig65 117::: 117 . 1965 ::: 212,1109 :::::;. 65 Jl7 ::: lO O,J109. ]0212 ::: 1,2909. lD212.

Hasonlóan kapjuk:

203
107

::: 7,9813 .10
46

; 18 328::: 5,3627 .10 4 J 1
. Ezzel A = 1,9212 _10- 202.

Először a tört értékét számoljuk ki: a számláló normálalakban (lásd előző két fel­

adat megoldása) 5,8308.10556, a nevező nomálalakja 6,7590· 10 554. A tört értéke
5 8308. 10556

6: 7590 .10554 = 86,2674. TehátA = 2002,000.

no
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LOGARITMUS

A Iü-es alapú logaritmus függvény szigorú monoronitésa miatt az egyenlőség ekvi­

valens alga 1g b = Igbl"" egyenlőséggel. ami 19b· Iga = Iga -1gb alakba írható a
hatvány logaritmusára vonatkozó azonosság alkalmazásával. Az állitás tehát igaz.

aj 3

b) Igaza van, hiszen -Ige = 19!, ha c > O.
c

mol
e) 13 = -Ige, amiből c = 10-13

dm' -

a) A logaritmus azonosságait felhasználva:

19x = 19 1,~,~, 5 = 192, tehát x = 2 a lO-es alapu logaritmus függvény szigorú

monotonitása miatt.

b) A logaritmus azonosságait felhasználva: 19x = IgO,25, amiből x = 0,25 a loga­
ritmus függvény szigorú monotonitása miatt.

I
c) log28 = 3 és 10g216 = 4 rniatt IOg2X = 3·3- 2.4 = 9-2 = 7, tehát

x = 2 7 = 128.

a) A számlálót és a nevezőt célszerű nonnálalakba átími.

191~23,81l0U = 1100
1;23,8

= 116,4796::=;} 1423,81lf!O := IOU.47% .10116 :=

=3,0172.10116;

Ig53,47 68 = 68 ·lg53,47 = 117,5115::=;} 53,4768 = 10°,5115, 10117 :=

:=3,2471·1O lJ7
.

A tört értéke 9,292. 10-2.

b) Írjuk fel nonnálalakban a kisebbitendőr és a kívonandór is.

Ig21,11 100 = 100 .lg21,1] := 132,4488::=;} 21,11 100 := 100,44sS _ 10 132 =

= 2,8106 . 10 132;

1921,1 100 = 100· Ig21,1 = 132,4282::::::> 21,1 100 := 10°,4282 .10 132 :=

:= 2,6804. 10 132,

Tehát 21,11 100 _ 21,1 100 = 2,8106 . 10 132 _ 2,6804 . 10 132 := 0,1302 . 10 J32 :=
:= 1,302 . 10 131.

(Ez a hatalmas különbség először igen meglepőnek tünheü)

M' 145 2?, ~ 450rve 0:= 2· 3 ·5-. ezert ::J:= --,
. 32.10

Ekkorlg5 = 19450-2 ·lg3-lglO:= a-2b-1.

• 419·1

420·1

n n :'"

I "n (kJ" II -.,,,-' I' ')""Z -r- IIog 1 a - =- ~ a A = a -.._~Jlve ~a .~ = a A = a .a k . - ezért az állítás igaz.

48:= 2
4.3,

72 = 2
3'3 2

, 30:= 2·3·5 = 10'3. A W-es szorzót a logaritmus
alapszámával tudjuk biztositani, a 3-t kell a másik két számból előallítanunk.Vala-

I h t , k hé d ából ki 'th iük a ? 'Id' I 724 212 .3
8

'ime y a vanyu anya osa o ej etju a _-t, pe au: -, ~ -P--3 = 3-. Tehát
48 2 ~·3

,172', l( '72' J 172'30=10 ~1-3,vagyts Ig30=lg 1O·~1-, =lglO+1g{I-~
V48 ,48- V483

Ig72
4

-lg 433 4 ·1" 12 - 3 ·lg434.~d_--=3",c
=1+ =1+ c =1+-

5 55'

I 417·1 a) log,,(ab) = log, a + Jog, b = 1+ c (a> O, u:;t: 1, b> O)

a
b) log" b = log"a-Ioga b = l-c (a > O, a:;t: 1, b> O)

( 424)
c) log"b 3 =3·logab=3e (a> O, a *- l, b > O)

Iga l 1
d) - = log, a =--~- (a> O, a *- l, b> O, b:;t: 1)

19b > log" b e

1>2

a) 1,6049 millió forint

I
40

g-
b) 2.106 = 1,5-105 1,2"-ből 1,2" = 40, amiből x= _3_"", 14,2.

3 Igl,2
Tehát 15 év elteltével már meghaladja a 2 millió forintot a betét névértéke.

12 = 22'3,441 = 32 . 7 2
, 175 = 52. 7ésalogaritmusalapszáma 10 = 2 ·5.

102 . ·,,/441 . ,. _ 101 ·,/441
Ezek segítségével 175 = arniből 1917J = 19'-'---cé-'-'-'-

12 12
- I I

= 19l02 + Ig"l/441 - Ig12 = 2 ·lg10 + - ·lg441-lg12 = 2 + - J-e.
2 2

18 = 2· 32, 21 = 3·7, 245 = 5.72 és a logaritmus alapszáma 10 = 2·5.

E k ,., 1245 2e-10 ibólze segttsegeve = 18 v ann o

212 .10 2
19245 = 19 18 =lg21 +lglO-lgI8=2·lg21+lglO-lg18=2h+l-g.

,,.



LOGARITMUS SZÁMELMÉLET, OSZTHATÓSÁG

log" c = (logah c) . (l -+- log, h) = (logab c) . (log" a + leg, b) = (logab e) . (log, ab),

iből "logac] E di . -, i loeari . .ann o egy oszras utan: ' = ogab c. z pe 19 a mas itiapu ogantmusra áttc-
log" ab

rés képlete, azonosság. Vagyis minden olyan a, b, c számra igaz, amelyre értelme
van. Tegyük meg a kikötéseket: a > 0, a;;j::. 1, b> O, ab;;j::. 1, c> O.

2.5. Számelmélet, oszthatóság

a) Ha n páros, azaz n E N, n = 2k, k E N, akkor n és a következő páros szám
n + 2 szorzata n (n + 2) = 2k(2k + 2) = 4k(k + l), ahol k és k + 1 két szomszé­
dos egész szám. Bármely két szomszédos egész szám közül az egyik páros. a má­
sik páratlan, így szorzatuk páros, azaz osztható 2-vel. Tehát a 4k(k + 1) szorzat
osztható 4 . 2 = 8-cal.

Másik megoldás. ha két páros szám szomszédos páros, akkor közülük az egyik
2-vel, a másik a-gyel, így szorzatuk 2 . 4 = 8-cal osztható.

b) A páratlan számok általános alakja: 2m + l, ahol m E K, ezek négyzete

(2m+ 1)2 = 4m 2+4m+ l = 4m(m+ 1)+ l,
ahol m és m + l két szomszédos egész szám. Bármely két szomszédos egész
szám közül az egyik páros, a másik páratlan, így a szorzarukpáros, azaz osztható
2-vel (lásd a)). Tehát a Sl4m (m + l), így a 4m(m + 1) + l kifejezés, azaz min­
den páratlan szám négyzete 8-cal osztva 1 maradékot ad.

(e o ü, a;;j::.l, b>O)(2)log,b=yés

(5)a-X = b.

]
Legyen log" h x (1)

Be kell látni, hogy x = y.
Írjuk fel (1) és (2)-t hatvényalakbanl

_ l (l)'
a~ = - (3), illetve 1- =h. (4)

b -:«
]

Vegyük (3) reciprokát! (A k H k függvény kölcsönösen egyértelmű), így

I
-=b ~
a'
(4) es (5) összehasonlításával

l" ,';-, llj· -, (-,).,a" = -:; ,azaz a = a ".

A hatványozás azonossésai miutt_ o

a-X = a-Y.

Mtvel t c--7 at exponenciális függvény szígorúan monoton, ezért -x = -y. tehát

x =}' tehát 10" ! = log b, e" b l'

"

a) Ilyen pozitív egész szám nincs, hiszen minden egész szám osztható l-gyel és ön-
magával.

b) Ez az l.

c) Ezek a primszámok, melyeknek két pozitiv osztójuk van.

d) A primszámok és az l.

e) Ilyen pozitiv egész szám nincs. hiszen mínden egész szám osztható l-gyel és ön­
magával, és ezek a szám nem valódi oszról.

a) Egy egész számot összetettnek nevezünk, ha 4-nél több osztója van (2-nél több
pozitív oszrója van).

b) ID15 _ SS egy 5-nél nagyobb, 5-tel osztható egész szám, ezért összetett.
IDO OOO OOO 047-ben a számjegyek összege 12, tehát 3-mal osztható. 3-nál na­
gyobb egész. Ezért összetett.

10 20 -7 tizes számrendszerben felirt alakjában 19 db 9-es és a szám végen egy
3-as számjegy szerepel, ezért 3-mal osztható, 3-nál nagyobb egész, tehát össze­
tett szám.

a) Egy egész számot primszámnak nevezünk, ha pontosan 2 pozitív osztója van.

b) 14 15
- 78 osztható 7-tel és 7-nél nagyobb, ezért nem lehet prim.

7 OOO OOO OOO Dll-ben a számjegyek összege 9, ezért osztható 9-cel, tehát nem
prim.
- 20 7 2 'l bb' , ha .o + egy -ne nagyo paros szam, te at nem pnm.

n4 t ..

---_._--
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r 43~ Bármely pozitiv egész szám 3-mal osztva O: l vagy 2 maradékot ad.
Egyetlen olyan prim van, amely 3-mal osztható, ez a 3.

a) p := 3 eserén p 2 + 149 := 3 2 + 149 == 158 páros, tehát összetett szám.

b) Ha z> « 3k+ 1 (kE N+) =:>

p2+ 149 == e3k+ 1)2 + 149 == 9k 2 + 6k+ 150;= 3(3k 2 + 2k+ 50) > 3
osztható 3-mal, tehát összetett szám.

c)Hap=3k+2 (kE~)

'9 z ,p-+ 14 == (3k+2) + 149 = 9k~+ 12k+ 153 == 3(3k-+4k+51) > 3
osztható 3-mal, tehát összetett szám.

SZÁMELMÉLET. OSZTHATÓSÁG

L437J A keresett háromjegyű szám x. Felírható, hogy 2a + 1 == x,
3h + 2 = x,
4c+3 == x,
5d+4=x,
6e+5 =X.

Az a; b: o •• ; e; x pozitív egész számok.
Ebből látható, hogy x +1 osztható 2-vel, 3-mal, .", 6-tal. Mivel 2; 3; 4; 5 és 61eg­
kisebb közös többszöröse 60, vagyis x + I == 60y, ahol y pozitiv egész szám.
A legkisebb háromjegyü szám adódik, ha .v == 2, ekkor x == 119; hiszen, ha y == 1,
akkor 59 kéjjegyű.

A legnagyobb háromjegyű szám adódik, ha y == 16, ekkor x == 959.

1000 ·1001
1,2+3+ ... +1000= 2 ==500·1001==500·91·11,

tehát a kereset összeg osztható t Lgyel.

i
II

II.

a == 10,
b == 15.

a = 6,
b" 25;

A közős oldal méterben mért hossza oszrója 450-nek es 126-nak egyaránt, tehát az
a == 1, a == 2, a == 3, a == 6, a = 9, a == 18 méter hosszú közös oldalak jöhetnek
szóba. A kapott, összeillesztett téglalapok oldalainak mérőszámai tehát:

a := 1, a == 2, a == 3. a == 6, a == 9, a = 18,
b = 576; h = 288; b == 192; b == 96; b == 64; h ==32,

ahol az utolsó a leghosszabb közös oldallal rendelkező.

150 ml területű téglalapokról van szó, amelyek oldalainak a és b hossza méterben
mérve pozitiv egész szám; ezek a következők:

c v I, a==2. a==3, a==5,
b == 150; lJ == 75; b := 50; b == 30;

")5 4 22 ·3 .2 _2 5 4- L 3 3 2 2 2
L. ·3 '(2) ·(2'3) ·(2·5) ·3·) ==2 ·3 ·2 ·2 ·3 ·2 ·5 ·3·5 ==

2 <4 3 ~ ~4.. ..., .. f lb "b "== . . . .'J ncgyzetszam, mert a szam pnmtenyezos e ontasa an a pnmtenye-
zők kitevdje pozitív páros szám

Így az eredeti szám a 2 7 . 3 4 . 5 2
:= 259200 négyzete, vagy a-259 200 négyzete.

Legyen p a keresett prímszám, az ezt követő négy szomszédos összetett szám a;b; c;
d, az ötödik szám e. Erről az e-ről kellene belátni, hogy bizonyos p esetén nem össze­
tett. (Ugyanis csak ekkor állhatna p után pontosan négy összetett szám.)
Rap == 2, akkor a == 3. tehát nem összetett.
Ra p "* 2. akkor páratlan, tehát az a; c; e páros, azaz összetett. Ezért nincs olyan p
prímszám, amely után a természetes számsorban pontosan négy összetett szám állna.

A primszámok: 2; 3; S; 7; ll; 13; 17; 19; ...
Az első hat prímszám összege 2 + 3 + S + 7 + II + 13 == 41 primszám.

Megjegyzés:
Egyetlen páros prímszám van (2). Ha úgy választjuk ki a 6 egymást követő pozitiv
prímszámot. hogya 2 nincs benne, akkor 6 db páratlan számot adunk össze. Ezek
összege páros, 2-nél nagyobb, így nem prím. Tehát csak az első 6 egymást követő
primszám összege prím.

A keresettháromjegyű számok: 400; 310; 301; 220; 202; 211; 130; 103; 121; 112,
tehát 10 db. A legnagyobb 400, a legkisebb 103. Ezek számtani közepe (átlaga) nem
egész szám. tehát nem szerepelhet a fenti szamak között.

Ha a 6 egész szám mindegyike páratlan lenne, akkor összegük páros lenne. Mivel a
feladat feltétele szerint e 6 szám összege páratlan, tehát van közöttük legalább egy
páros szám, igy szorzatuk páros.

I 436'1 Vagyis az l, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 legkisebb közös többszörösét keressük. Felírva
miudegyikük prtmtényezös felbontását. az összes szereplö prímtényezőt az előtor­

duló legmagasabb hatványon osszeszorozva kapjuk: 23 . 32 . S ·7 == 2520. Tehát ez
a keresett szám.

A két szám legnagyobb közös osztóját kell megkeresni. annál nagyobb oldalú négy­

zetlappal nem lehet lefedni a helyiséget. 425 == 5 l . l.7, míg 306 = 2 .3 2
. 17, tehát

a legnagyobb közös osztó: 17. Azaz a legnagyobb négyzet alakú járólap 17 cm ol­
dalú. (Persze a gyakorlati életben a járólapok közön hézagokat kell hagyni a fuga
számára, de mivel ezek méretéről nem esett szó, így mást nem mondbarunk.)

UO U7

-
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a) n " tízes számrendszerben felírt alakja l-re végződik. Ha ehhez 4-et hozzá­
adunk, akkor cgy 5-re végződő egész számot kapunk, amelyik biztosan osztható
5-tel.

b) A szám lO-es számrendszerben felirt alakjában a számjegyek összege 3. Ezért a
szám valóban osztható 3-maj

c) A szám páros és 3-mal is osztható, mert a Iü-es számrendszerben felírt alakjában
a számjegyek összege 6. A 3-mal osztható páros számok oszthatók 6-tal.

d) A (2k+ 1)2 -l = 4k 2 + 4k = 4k(k + l) átalakításból látható, hogy a szám -t-gyel
osztható. Mivel k(k+1) két szomszédos egész szám szorzata, ezért ez a szorzat
páros, jelöljük 2m-mel. Így 4k(k + 1) = 4 . 2m = 8m (tn E Z). Ezzel beláttuk,
hogy a megadott szám minden k E Z eseten osztható 8-cal.

a) A szám lü-es számrendszerben felírt alakjában a számjegyek összege 9, ezért va­
lóban osztható 9-cel.

b) A szám IQ-es számrendszerben felírt alakjában a számjegyek összege 9, ezért 9­
cel osztható, másrészt a szám 008-ra végződik, ezért 8-cal is osztható. Mivel a 8
és a 9 relatív primek. ezért a szorzatukkal, azaz 72-vel is osztható a szám.

(0'117 s _ II s = (17 _ 11)(17
7 + 17 (; . 11 + 175

. II 2 + ... + II ') = 6k, ahol k egy
~ egész szám. Ez éppen azt jelenti, hogy a szám osztható 6-tal.

a) 36-tal pontosan azok a számok oszthatók, amelyek oszthatók 4-gyel és 9-cel (a
primtényezőkelkülönítése alapján). A 4-gyel való oszthatóság miatt a keresett
szám 52-re vagy 56-ra végződhet, tehát y = 2 vagy y = 6. A 9-cel való osztható­
ság miatt a számjegyek összege az első esetben 3 + 2 + x + 4 + 5 + 2 = 16 + X, a
másodikban 3 + 2 + x + 4 + 5 + 6 = 20 + x. Az első esetben az x = 2, a második­
ban az x = 7 helyeueslrésscl kapunk 9-cel osztható összeget. Két megfelelő szá­
mot találtunk tehát, ezek: 322452, 327456.

b) l2-vel pontosan azok a számok oszthatók, amelyek oszthatók 3-mal és 4-gyel. A
4-gyel való oszthatóság miatt a keresett szám 32-re vagy 36-ra végződhet, tehát
)' = 2 vagy y = 6. A 3-mal való oszthatóság miatt a számjegyek összege az első

esetben 6+x+4+2+3+2;;; 17+x, a másodikban 6+x+4+2+3+6=
= 21 + x. Az első esetben x lehet l vagy 4 vagy 7, a másodikban x lehet O vagy
3 vagy 6 vagy 9 - így kapunk 3-mal osztható összeget. Hét megfelelő számot ta­
láltunk tehát, ezek: 614232, 644232, 674232; 604 236, 634236, 664236,
694236.

a) Igaz, a 3 és 4 relativ prímek, ilyenkor a szorzatukkal is osztható az a szám, amely
mindkettőjüknektöbbszöröse.

b) Nem igaz, pl. 18, 30. (A 2 és a 6 nem relatív primek, ilyenkor nem teljesül ez a
rnlejdonsag.)
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Általános szabály, hogy a prímtényezős felbontásban szereplö számokat relatív prí­
mekre kell elkülöniteni.

a) 18 = 2· 32, azaz a 2-vel és 9-ccl osztható számok oszthatók 18-eal is.

b) 24 = 2 3.3, azaz a 8-cal és 3-mal osztható számok oszthatók 24-gye! is.

c) 30 = 2 . 3 ·5, itt többféle lehetőség is van: a 2-vel, 3-mal és 5-tel vagy a 6-tal és
5-tel vagy a IQ-zel és 3-mal vagy a 2-vel és IS-tel osztható számok oszthatók 30­
cal is.

a) Hamis. Pl. 2 + 3 -'-4 = 9, ami Hem osztható 6-tal.

b) Igaz. Négy szomszédos egész szám között biztosan van egy 3-mal osztható, to­
vábbá két páros szám is, amelyek egyike 4-gyel is osztható. A négy szomszédos
egész szám szorzata ezért biztosan osztható 3 . 2 . 4 = 24-gyel.

c) Igaz. Ha egy összetett szám prlmtényezős felbontásában két különböző pozitív
prím (pl. p és q) is előfordul, akkor legalább 4 pozitiv oszrója van a számnak: I,
p; q;pq.
Ha tehát 3 pozitív oszrója van egy pozitiv egésznek, akkor egy pozitiv primszám
(pl. p) hatványával egyenlő, és a hatványkitevő is csak 2 lehet.

Ekkor valóban 3 pozitiv osztója van a számnak: L p és p2.

Az. eredeti négyjegyű szám számjegyei sorban: a; b; c; d.
A megváltoztatotté: d; a; b; e.
A két szám különbsége:

IQOOa + IQOb + lOe + d - (IQOOd + 100a + lOh + c) = 900a + 90b + ge - 999d =

9 (lOOlJ + lOb + c - n ld),

ami azt jelenti, hogy a különbség osztható 9-cel.

Más gondolatmenet is célra vezet: Az a szám osztható 9-cel, amely jegyeinek össze­
ge osztható 9-cel. ltt a két négyjegyű szám számjegyei azonosak, ezért ajegyek ösz­
szegének különbsége 0, ami osztható 9-cel.

a) Igen. 2001 = 666 + 667 + 668

b) Nem. Három szomszédos egész szám szorzera mindig osztható 3-mal, a 2002
azonban nem.

Az egyik összeadandónak párosnak kell lennie, ezért az egyik prím a 2.
2003 = 2 + 200 l, de a 200 I nem prím.
Így a 2003 valóban nem írható fel két prímszám összegeként.

" ,a)3150=2·3-·5 ·7

5400=2 3.3 3 . 5 2:

".
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, ,
b) (31S0; 5400) = 2·3""· 5~ = 450

e) [3150; 5400J = 2 J .3 3 .5 2 . 7 = 37800

d) (3150; 5400)· [3130; 5400] = 430·37800 = 17 010 OOO = 3150.5400

Megjegyzés:

Általánosan is igaz, hogya E N+; b E N+ eseten (a; b)[a; b] = a . b, azaz két
pozitiv egész szám legnagyobb közös osztójának és legkisebb közös többszörö­
sének szorzata megegyezik a két szám szorzatával.

Két egész szám esetén igaz, hogy ab = (a; b)[a; hj, vagyis most 24h = 6.120 =
= no. amiből b = 30.

Két szám eserén igaz, hogy ab = (a; b) [a; h], vagyis most ab = 6 . 60 = 360 =

= 23 . 32. 5. Mivel a legnagyobb közös osztó 6, a 2 . 3 szorzat mtndkét szám prím­
tényezős felbontásában szerepel, a szcrzatukból eszerint már csak egy 2-es es egy
5-ös primtényezőt lehet kettejük körött .xzéroszraní". Ezt kétféleképpen tehetjük
vagy ugyanahhoz a számhoz használjuk fel őket, vagy a két különbözöhöz. Eszerint
a két keresett szám a 6 és a 60, vagy a 12 és a 30.

a) Ha a Ib, akkor (CI; b) = a és [a; bj = b.

b) Ha a és b relatív primek, akkor (a; b) = l és [a: bJ = ab.

Legyen a két pozitiv szám a < b. A legkisebb közös többszörösük 637, azaz

fa: h] = 637. Prímtényezős felbontása: 72 . B.Az a és a b csak ezen prímtényező­
ket tartalmazhatja, legfeljebb ezekkel a kitevőkkel. A 7 kitevője legalább az egyik
számban 2 kell, hogy legyen, a 13-nak is szerepelnie kell legalább az egyik szám­
ban. Figyelembe véve, hogy az a és a b nem relativ prím, azaz legnagyobb közös
osztójuk l-nél nagyobb ((a; h) > 1), a következő számpárokjöhetnek számításba:

a 7 13 7·13 72 7'

b 72. 13 7'·13 7 2.13
7·13 7'· 13

43?1840=2 ·5,23; 3400=2 ·5-'17,

tehát [1840: 34001 = 24.5 2. 17·23 és (1840; 3400) = 23. S.

2·23 46a) A törtet a legnagyobb közös osztóval célszerű egyszerűsíteni: _
5·17-SS·

b) A két nevező legkisebb közös többszörösét célszerű közös nevezőnekválasztani:
2·23 S·17 46-85

~~=-== =
2

4.52.17.23
24.52.17.23 2L·S2·1?·23
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39
156400 .

7395 = 3· S· 17·29; 9860 = 2 2 . 5 . 17 ·29,

tehát [7395; 9860] = 22 . 3 . 5 . 17· 29 és (7395; 9860) = 5 . 17 . 29.

a) A törtet a legnagyobb közös osztóval célszerű egyszerűsíteni: { = ~.
2 4

b) A két nevező legkisebb közös többszörösét célszerű közös nevezőnek választani:
3 22 -1 l

=
22.3.5.17.29 22.3.5.1729 22.3.5.17.29 29580·

150 és 180 bármely közös többszörösének szállitása megoldható így. A minimális
nézőszám a legkisebb közös többszörös, vagyis 900.

a) Itt a 2 gyakrabban induló vonat követési időközeinek legkisebb közös többszö­

rösét kell nézni: 4 = 22; 6 = 2·3: [4; 6] = 22.3 = 12. Tehát 12 perc múlva
indul legközelebb 2 vonat egyszerre, azaz 12: 12-kor.

b) Mindhárom követési időköz legkisebb közös többszöröse kell: 4 = 22; 6 = 2.3;

7 pedig prim, vagyis [4; 6; 7] = 22 . 3 ·7 = 84. Mindhárom vonat egyszerre leg­
közelebb 84 perc múlva fog indulni, azaz 13 :24-kor.

12"456.78 pozitiv oszrója van. Ezek: 1; 2 ; 2 ; 2-; 2 ; 2 ; 2 es 2 .

a) A 2 (osztóí: 1; 2).

b) A 4 (oszrói: 1; 2; 4).

e) A 12 (osztói: 1; 2; 3; 4; 6; 12).

Megjegyzés: ha egy szám prlmtényezősalakja n = Pl~1 . p~, ..... p~, , akkor II pozi­

zirtv osztóinak száma (kl + l)(k2+ 1) ..... (kr + 1). Eszerint 2 osztója egy p l ala­
kú számnak van - vagyis a primeknek -, ezek közül legkisebb a 2. Három osztója

egy p2 alakú számnak van, ezek közül legkisebb a 4. Hat osztója pedig egy p; . p~

alakú vagy pS alakú számnak van, a legkisebbet közülük nyilván a két legkisebb prím

segitségével állíthatjuk elő: 22 . 3 = 12, es ez kisebb, mint 25 = 32.

A négyzetszámoknak.
Első bizonyítás: írjuk fel az osztókat növekvő sorrendben. Ekkor az első az 1. a~
utolsó a szám maga, szorzaruk maga a szám. A sorban második és utolsó előtti oszto
szorzata szintén maga a szám. Ily módon összepárosíthatjuk az osztókat. Ha párat­
lan sok osztó van, akkor a középsőnek nincs párja, az önmagával szorozva adja ered­
ményül magát a számot, ami Így négyzetszám.
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Ha két szám valamely számmal osztva azonos maradékot ad, akkor ki.i1önbségük
osztható az illető számmal. 59 - 35 = 24, igy ennek osztói adják a megoldást: l; 2;
3; 4; 6; 8; 12; 24. (A két szám maradékai ezen osztókkal való osztás után rendre O;
1; 2; 3; 5; 3; ll, 11 - valóban egyczöek.)

mot kiválasztva, ezek közül van legalább két olyan, amely 3-mal osztva ugyanazt a
maradékot adja. Így ezek külőnbsége 3-mal osztható.

Mivel 3 és 4 relatív prímek, azaz legnagyobb kozös osztójuk 1, igy ha egy szorzat
osztható 3-mal és 4-gyel, akkor a szorzat osztható 3 . 4 = 12-vel.

Egy páratlan szám négyzete (2k+ 1)2=4k 2+4k+ 1 alakú. Ezt írhatjuk igy is:
4k(k + 1) + 1. Azonban kek + l) mindig páros, hiszen két egymást követő egész kö­
zül az egyik biztosan az, így szorzatuk is. Ekkor 4k(k +1) osztható 8-cal, vagyis
egy páratlan szám négyzete 8-cal osztva mindig 1 maradékot ad.

3-mal osnbató2-vel osnharó

Mivel 144 = 24 . 32, ezért azok a 144 nevezójű törtek a megoldások, melyek szám­
lálója Oés 144 közötrí egészek, és számlálójuk nem osztható sem 2-vel, sem 3-mal.
l-től 143-ig 71 db páros szám ([143: 2] = 71), 47 db 3-mal osztható szám
([143: 3J = 47), és 23 db 6-tal osztható szám (ll43: 6] =23) van. Ezek viszonya
az ábráról leolvasható: (ha egy szám osztható 2-vc! és 3-mal, akkor a szám osztható
2 . 3 = 6-tal, mert 2 és 3 relatív prim).

A 2 nem ilyen, így csak páratlan prirnek közöu keresgélherünk. Ezek mind egy pá­
ros számnál kisebbek l-gyel, igy csak párosak négyzete jöhet szóba. Ekkor primünk

(2k)
2

- 1 alakú, vagyis (2k -1) (2k + 1). Lévén prím, valamelyik oszrója (nyilván a
kisebbik) l, a másik önmaga. 2k - l = l, ebből k = l, a prim pedig 2k + ] = 3.

(Konkrét példával: 16 = 1 . 16 = 2·8 = 4·4,)

Második bizonyítás: ha egy szám primrényezós alakja n = prl.. p.;' ..... p;' ,ak~or
n pozitív osztóinak száma (kj + 1)(k2 + 1)· .... (kr + l). Ez utóbbi szorzat csak ugy
lehet páratlan, ha minden tényezője is páratlan. Ekkor a primtényezös felbontásban
minden kitevő páros, vagyis n négyzetszám.

Legyen a két szám a := 3m + l és b := 3n + 1 (m, n E N). Ekkor

a) az összegük a +b = 3(m + n) + 2, ez 3-mal osztva nem 1, hanem 2 maradékot ad;

b) a szorzatuk ab =9mn + 3m + 3n + I =3 (3mn + m +n) + 1, ez 3-mal osztva
1 maradékot ad.

·ld· l 2
200 1

E k tói 1 ') ')2'2
3
..•• 7 200 1. Ugyanigy bármely prím-Ilyen pé au a . nne OSZOl: ;~; ~, ,. _ ~

szám 2001. hatványának 2002 osztója van.

lV!egjegyzés: Ha az a pozitiv egész szám tőrzstényezös felbontása a következő:

a = pt' .p;' .. .p~ ..", ahol Pk prímszám, {Xk pozitiv egész kitevő, akkor az osztók
száma: (al + IHa2 + 1) ... (IX"+ I). .
E tétel ismeretében más típusú, 2002 osztóval rendelkező számok is találhatók. Mint­
hogy 2002 = 2 . 7 . 11 . 13, így 2002 osztójuk van pl. a következő számoknak is:

2.3 6'5 1°.7 12
; 2,36.5 142; 2. 3 [()OO; stb.

A 80 valódi osztói kellenek, mert egy sorban nem állhatnak fel. 80 = 2 4.5, vagyis
az összes osztó száma (4 + 1) (l + 1) = 10, de ebből az l és a 80 mosr nem jó, ma­
rad 8 eset. Felsorolva: 2; 4; 5; 8; 10; 16; 20; 40. Mivel a sorok és oszlopok nem fel­
cserélhetők, ezért valóban 8 eset van.

Ha minden papirlapot k-felé tépünk, azzal a lapok száma é-szoroséra változik, így
összesen: 1 ' 2 . 2 . 5 . 5 . 7 = 700 papírdarabot kapunk.

, I

a) Három egész szám körött mindig van két páros vagy két páratlan szám. E két
szám összege biztosan páros.

b) Ha az öt szám közőrt van három olyan, amelyik 3-mal osztva ugyanazt a mara­
dékot adja, akkor e három szám összege osztható 3-mal.
Ha nincs három olvan szám, amelyik ugyanazt a maradékot adja a 3-mal való
osztaskor; akkor mindegyík tipusból (3-mal osztva 1, 2, illetve Omaradékot adó)
legfeljebb kettő lehet az öt szám között, azaz mindhárom típusból van legalább
egy-egy szám. E három szám összege ismét csak osztható 3-mal.

Bármely két páros szám összege és különbsége is paros, igy az összegük és a kű­
Iönbségük is 2-vel osztható, szorzaruk tehát e-gyel.
Bármely tenneszetes szám 3-mal osztva O; 1 vagy 2 maradékot ad. Bármely 4 szá-

48 db I 23 db 24 db I, I,
I
,

6-tal osztható

Tehát, ha a keresett tőrtek számlájóí nem oszthatók 2-vel vagy 3-mal, akkor a tört
nem egyszerűsíthető.

Összesen 143 - (48 + 23 + 24) = 48 db ilyen tört van.

Egy szám akkor osztható 5-tel, ha utolsó számjegye O vagy 5.

Ha az utolsó számjegy 5, és a többi számjegy ettől és egymástól különbözö, akkor
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az első helyre S-féle számjegy kerülhet (merr a Oes 5 nem), a második helyre ettől

függetlenül újra 8-féle számjegy kerülhet (mert 5 és az előbb felhasználl számjegy
nem), a harmadik helyre ettől függetlenül 7-féle számjegy kerülhet. Így itt az esetek
száma 8·8·7 = 448.

Ha az utolsó számjegy 0, és a többi számjegy ettől és egymástól különbözö, akkor
az első helyre 9-féle számjegy kerülhet (mert a O már a végén áll), a második helyre
ettől függetlenü] S-féle számjegy kerülher (mert Oés az előbb Felhasznált számjegy
nem), a harmadik helyre ettől Függetlenül 7-féle számjegy kerülhet. Így itt az ese­
tek száma 9 . 8 . 7 = 504.

Összesen 448 + 504 = 952 olyan különböző számjegyből álló négyjegyű szám van,
amely osztható 5-tel.

b) Ha n páratlan, akkor n-l és n + 1 páros. Így (n_I)3 +n 3+(n + 1)3 páratlan,
ezért 36-tal nem osztható.

Összefoglalva: három szomszédos pozitiv egész szám kobének összege akkor és
csak akkor osztható 36-tal, ha a középsö szám páros.

IS-tel pontosan azok a számok oszthatók, amelyek oszthatók 3-mal és 5-tel. Az S­
teI való oszthatóság miatt a = O vagy 5, de mtvel ugyanez a szám első jegye is, O
nem lehet. Ha a =5, akkor a második feltételből c =6. A 3-mal való oszthatóság­
hoz kiszámoljuk a számjegyek összegét, ez 5 + b + 6 + 5 = 16 + b; ekkor b lehet 2;
5; 8. Mivel a különböző betuk különbözőszámjegyeket jelentenek, az 5 kiesik, tehát
végül két megfelelő számot találtunk, ezek: 5265 és 5865.

A számok szorzata 12n
3

, összege pedig 8n. Ha 8n 112n 3, akkor (4n-nel egyszeru­

sttvc) 213n 2. Ez csak úgy lehet, ha 21 il 2, de ekkor 21 n. Ekkor persze 16 = 8 . 218n

és 96 = 12· 231 12n 3
.

Három egymást követő szám kőzül az egyik bizonyosan osztható 3-mal, egy másik
1, a harmadik pedig -l maradékot ad, így általánosan írhatjuk (a, h, c E Z):

(3a)
3 + (3b + 1)3 + (3e - 1)3 = 27a 3 + 27b 3 + 27b 2 + 9b + 1 + 27c 3 _27c 2 + 9c- I.

A + 1 és -1 kiejti egymást, a többi tag mind osztható 9-cel, Így az összegük is.
(Persze a, h, e között lehetnek. sőt biztosan vannak egyenlők - akár mind a három
is -, de mivel nem tudhatjuk, hogy a három szomszédos szám legkisebbíke 3-mal
osztva milyen maradékot ad, Így nem állíthatjuk, hogy e három szám pL 3a-l,
3a, 3a+ 1. Lehetnek ugyanis 3a, 30+1, 3a+2vagy3a+l, 3a+2, 3a+3ala­
kúak is. E többféle esetet egyesitettük az a, h, e jelöléesel. Lehet persze e felsorolt
három eset mindegyikét kulön-külön is vizsgální.)

A három szomszédos pozitív egész szám: n - L n; n + l.

Ezek kobének összege: (n _11 3 + n 3 + (n + 1)3 = 3n 3 + 6n = 3n(n 2 + 2).
Ezt vizsgáljuk 36-tal való oszthatóság szempontjából.

a) Ha n páros, akkor így Írható II = 2k, ahol k pozitiv egész. Ekkor

3n(n
2 + 2) = 6k(4k 2 + 2) = 12k(2k 2 + 1).

Meg kell még vizsgálni, hogya k(2k 2 + 1) szorzat osztható-e 3-mal.

Ha k osztható 3-mal, akkor az eredeti kifejezés osztható 36-tal.

Ha k nem osztható 3-mal, akkor 3-mal osztva l-et vagy 2-t (illetve -I-et) ad ma­
radékul, ami igy írható k = 3m + 1, il1etve k = 3m - l vagy együtt: k = 3m ± I.

Ekkor2k
2+]

= 2(3m± 1)2+] = 18m 2 ± 12m+3.

Ennek az összegnek minden tagja osztható 3-mal, tehát Ilk(2k 2 + 1) osztható
36-tal.

a) Ahány O-ra végződik egy szám, lO-nek annyiadik hatványával osztható. Ez utób­
bit pedig a szám prlmtényezős felbontás ában szereplő kettesek és ötösök száma
határozza meg. Írjuk fel a 100! minden tényezőjét (képzeletben) pnmtényezős

felbontásban. Nyilván jóval több 2, mint 5 szerepel, így ez utóbbiak száma dönti
el hány l O-es tényező hozható létre. Az l-től IDO-ig felírt számok közül minden
ötödikben van egy 5-ös prímtényező. vagyis 20 darabban. A 25-tel osztható szá­
mokban (összesen 4 darabban) van még egy 5-ös, igya 100! felbontásában ÖS2­

szesen 24 darab 5-ös tényező található, igy a szám 1024_nel osztható, vagyis
24 db O-ra végződik. (A kettesek száma valóban meghaladja ezt, hiszen minden
másodikban - 50 db - van egy 2, a néggyel oszthatókban - minden negyedikben,
25 db - van még egy, a nyolccal oszthatókban - minden nyolcadikban, 12 db ­
még egy, minden tízenhatodikban - 6 db - még egy, minden32.-ben - 3 db- még
egy, minden 64.-ben - 1 db - még egy, összesen 50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97.)

b) Az aj-ban látott gondolatmenet szerint ezt a lOD! primtényezős felbontásában
szereplö kettesek és hármasok száma határozza meg. Kettesből - mint láttuk ­
97 db van, a hármasok száma pedig hasonló megfontolással: az 1-től100-ig felírt
számok közül minden harmadikban van egy 3-as primtényező. vagyis 33 darab­
ban, mtnden 9.-ben - II db - még egy, minden 27.-ben - 3 db - még e~y, és min­
den 81.-ben - 1 db - még egy, azaz összesen 33 + 11 + 3 + 1 = 48. Igya 10m
6-nak legfeljebb 48-dik hatványával osztható.

c) Mivel 2 971 IDO! (lásd az aj-ban), ezért 448 i 100!, de magasabb harványa már nem.

, o

a) 13015 = 1· 5- +3 ·5"'+0·5+ 1·1 = 125+75+ 1= 201

b)1301 s = 1.83+3.82+0.8+1.1 =512+192+1 =705

c) 1301 12 = 1.123+3.122+0 ·12+ 1· l = 1728+432+ 1= 2161
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Meghatározzuk a számrendszer alapszámának legmagasabb hatványát, ami még ki­
sebb az átvéltandó számnál, majd elosztjuk vele; a maradékot az eggyel kisebb hat-
vánnyal, és így tovább. ö

a) 2-vel osztható, ha nulla van a végén;

b) 4-gyel, ha 2 nulla van a végén;

c) 8-cal, ha 3 nulla van a végén.

d) A 1,o-;s sz~rends~erben ug~anez a szabálya 10 hatványaival való oszthatóságra,
a \:egen levo ~-k szarna mutat~a, hogy lö-zel, lOD-zalvagy IOO()..rel osztható-e egy
szam. Ha pedig a felsorolt szamokkal való oszthatósági szabélvekar idézzük fel a
1O-esszámrendszerben: a szám osztható 2-vel, ha páros szám, tehát a vége O, 2, 4,
6, 8; 4-gyel, ha az utolsó 2 számjegyből álló szám osztható -t-gyel; 8-cal, ha az
utolsó 3 számjegyből álló szám osztható 8-cal. '='

1483~! a) 6 vagy -6.

b) Nincs ilyen egész szám.

c) n
2

= 21 ·3 + 1, vagyis n
2 = 64, amiből a gondolt egész szám 8 vagy -8.

@Ha egy 3-mal osztható számot emelünk négyzetre, akkor a négyzetszám 3-mal
való osztásakor O maradékot kapunk.
Ha olyan számot emelünk négyzetre, amelyiknek a 3-mal való osztásakor 1 ma­

radékot kapunk, akkor a (3k + 1)2 =9k 2 + 6k + 1 =3 . (3k 2 + 2k) + 1 átalakí­
tásból Járható, hogy a szám négyzete 3-mal való osztáskor 1 maradékot ad.
Végül, ha olyan számot emelünk négyzetre, amelyik 3-mal való osztásnál2 mara-

a+l a ; h

1 O nem megoldás. mert a > O

5 4 22 megoldás

23 22 4 nem megoldás. mert a < b nem teljesül

115 114 O nem megoldas, mert a < b nem teljesül

Ilyen szám nincs. A négyzetszámok primtényezőinekugyanis páros hatványon kell
szerepelniük. Itt a képzés alapján a számjegyek összege osztható 3-mal, de nem

osztható 9-cel. Ezért a szám osztható 3-mal, de nem osztható 32 = 9-cel.

Tehát a feladat megoldása: a = 4; b = 22.

Fejezzük ki b-t az egyenletböl!

A.z 1., 2., 3. stb. séta alkalmával tulajdonképpen golyóval megjelöljük az l-gyel, 2­
vel, 3-mal stb. osztható sorszámu dobozt. Matematikailag az tehát a kérdés, hogy az
l és 50 közörti számok melyikének van a legkevesebb, illetve legtöbb (pozitiv) osz­
tója, és van-e olyan, amelyiknek épp 5 van'? Egy szám pozitív osztóinak számát a
prímtényezös alakjának kitevőiből meghatározhatjuk (lásd pl. a 462. feladat). Leg­
kevesebb oszteja persze az l-nek van (1 db). Pontosan 5 oszrója olyan számnak le­

het, amely egy prim 4. hatvanya -l és 50 között egy ilyen van, 24 = 16. A legtöbb
osztójú szám megtalálásához szisztematikusan fel kell írni a prím-felbontásokat. és

a .Jcitevők + l" alakú szorzatokat előállitani. Mfndenesetre a48 (= 2
4.3)

10 osztó­

val rendelkezik, ez a legtöbb. (9 osztójú a 36 (= 22. 32), 8 pedig a 24 (= 23. 3), a

30 (= 2 . 3 . 5), a 40 (= 23 . 5), a 42 (= 2· 3 . 7). A legkisebb, már 11 osztós szám
az 1024 - mint a legkisebb prim, a 2 tizedik hatványa.)

b(a+I)=1l4-a

114-a -(0+1)+115 115
b= = =-l+~-

0+1 a+l 0+1

b egész, ha 0+ 11115, így ezek lehetséges értékeit foglaljuk táblázatba!

dékot ad, akkor (3k + 2) 2 = 9k 2 + ] 2k + 4 = 3 . (3k 2 + 4k + l) + 1 átalakításból
látható, hogy a szám négyzetének 3-mal való osztásakorismét I maradékot kapunk.
Ezzel beláttuk, hogy nem kaphatunk 2 maradékot egy négyzetszám 3-mal való
osztásakor.@ 1301 : 256 =5

21, 16 = ]
5, 1 =5

(~ 1301 , 512 = 2
277, 64 = 4
21, 8 =2
5: 1:= 5

a) 1301, 1024 = 1
277, 512 = O
277,256=1
21, ]28 = O
21, 64 = O
21: 32 = O
21, 16 = 1
5, 8 = O
5, 4 = 1
] , 2 = O
] , 1 = 1

Vagyis 1301 = 101000101012 := 2425 8 = 515 16 ,

(A 2-esből 8-as, illetve lő-os számrendszerbe közvétlenül is lehet átváltani, mivel

8 = 23, illetve 16 = 24. A 2-es számrendszerbeli alakban hátulról hármasával, illet­
ve négyesével csoportosítva a számjegyeket közvetlenül megkapjuk a másik két
eredmeny számjegyeit. színtén hátulról induló sorrendben.)
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2n+7 2(n-3)+13 2 13 kifejezé , h 13 tharc ( 3)A := ---- = = + -- eJezes egesz, a osz ato n - -
n-3 n 3 n-3

mal, ahol n E Z.

(n_2)2+(n_l)2+ n2+(n+1)2+(n+2)2=5n2+1O=5(n2+2), ami akkor

lehetne négyzerszám, ha n 2 +2 is osztható lenne 5-tel. (Egy négyzetszám prírnfel­

bontásában minden előforduló prim kitevöje páros.) Ekkor n 2_nek 8-ra vagy 3-ra
kellene végződnie, ami azonban sosem fordul elő. (A négyzetszámok csak 0, l, 4,
5, 6, 9 számjegyre végzödhernek.)

Ha n osztható 3-mal, akkor 3k alakban írható fel, k E N+.

k .Ón 3k kEzértn+l=3 +les"3="3=-'

Minthogy k bármely osztójával (3k + l)-t osztva l-t kapunk maradékul, ezért k
egyetlen valódi oszrója sem oszrója a (3k+ 1)-nek, ezért 3k+ 1 és k relativ prim, az

ismert jelöléssel: (n + 1, ~) = l, ha n= 3k, ahol k egész szám.

m-21 1 2 3 4 6 7 9 12 14; 18 21 28 36 42 63 84 126 252

n-lS 252 126 84 63 42 36 28 21 18 14 12 9 7 6 4 3 2 1
m 22 23 24 25 27 28 30 33 35 39 42 49 57 63 84 1105 147 273

" 270 1441 102 81 60 54 46 39 36 32 30 27 25! 24 22 21 20, 19

A feltételek szerínt legalább 6. illetve 7 métemek kell lennie mindkét oldalnak, ez
minden esetben teljesül. A ,,közel négyzet alakú" feltétel nem egészen pontos, de
leginkább a 35 x36 méreresméret (megoldás) felel meg. Megítélés kérdése, hogy en­
nek a két szomszédos oszlopát (33x39, illetve 39x32) elfogadjuk-e még. A többi
valóban már kevéssé jöhet szóba.

Tegyük fel, hogy kezdetben a kert oldalai m, illetve n méter volt, ahol nt es fl pozitiv
egészek. A feltétel szerint, ha levágunk egy 7, illetve 6 méteres csíkot, akkor az új
téglalap területe az eredeti kétharmada lett. Ez egyenlet formájában a következő-

2
képpen néz ki: 3nm=(m-7)(n-6), (m>?, n>6)

ahonnan 2mJl = 3 (m - 7) (n - 6),
beszorozva: 2rrm == 3mn - 2ln - 18m + 126,
ebből 0= mn - 2ln. - 18m + 126.

0= (m - 2l)(n -18) - 378 + 126,
252 = (m - 21)(n - 18).

A 252 = 22. 32 ·7, azaz osztóinak száma: (2+ 1)(2+ 1)(1 + 1) = 18.

Eszerint elvileg 18 különböző megoldás is lehet (lásd táblázat).

a) Tegyük fel, hogy van ilyen szám. Legyenek a tizes számrendszerben felírt szám
jegyei a, b, c; azaz lOOa + lOb + c a szám értéke. Kilences számrendszerben
ugyanezt a számot egy olyan alak adja meg, ahol ajegyek 2-vel nagyobbak, azaz:
8l(a+2)+9(b+2)+(c+2)= lOOa+IOb+c; ebből 182= 19a+b adódik.
Emellett 9-es számrendszerben a legnagyobb jegy a 8, tehát a, b és c kisebb vagy
egyenlő, mint 6. lu egyenlet szerint viszont a legalább 9 kell legyen (sőt, még az
a = 9 is kevés, mert még akkor is b > 10), hiszen különben b nagyobb lesz, mint
10. Ez az ellentmondás mutatja, hogyafeltételnek megfelelő háromjegyű szám
nem létezik.

b) Ebben az esetben a következő egyenletből kell kiindulnunk:
49 (a + 2) + 7(b + 2) + (c + 2) = 100a + lOb + c, ahonnan: 114 = 5Ia + 3b. Itt az
a feltétel, hogya + 2, b + 2 és c + 2 legfeljebb 6 legyen, tehát mindhárom jegy
legfeljebb 4. Mive! a = 1 mellett b túl nagy lenne, mig ha a = 3 vagy 4, akkor b
negatív lenne, ezért csak az a = 2 esetet kell vizsgálni. Ekkor b = 4 lesz, hiszen
102 + 12 = 114. A c-re nincs feltétel, bánni lehet ü-tól 6-ig, azaz a szóba jövő

l O-es számrendszerbeli számok: 240, 241, 242, 243, 244. Ezek a számok a 7-es
számrendszerben rendre: 462, 463, 464, 465, 466. Tehát pontosan 5 darab ilyen
szám van.

( 491)kE N

nEN

,

x-83=lOlk

x-64= 102n

19= 101(n-k)+n

(ekkor A = 3).
(ekkor A = 15).
(ekkor A = 1).
(ekkor A = -11).

ebből n:::: 16,
ebből n = 4,
ebből n = -10,
ebből n = 2,

I.

IT.

IT. - I.

Mivel x négyjegyű, 1000 ::s; x s 9999, azaz
936..:; x-64::; 9935, és
917":; x-83::; 9916.

Ezekből következik: 9 s n ::s; 97
Ha n> k, akkor lOl(n - k) + n. > 19 nincs megoldas.
Ha n < k. például n-k =-1, akkor 19 = 101(-1)+n, ebből n = 120. A feltétel
miatt nem megoldás.
Han-k < -l, akkor n > 120.
A e-gal jelölt egyenlet akkor és csak akkor teljesülhet, ha n - k = O,
ami aztjelenti, hogy n = 19; k = 19,
tehát x = 101·19 + 83 = 2002.
A szövegbe való behelyetresitéssel ellenőrizzük, hogy ez mindkét követelményt ki­
elégiti. Más megoldás nem lehetséges.

n-3 = 13,
n-3 = l,
n-3=-13,
n-3=-1,

C487) Legyen a keresett négyjegyű szám x.

148 149
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Lilinek van igaza. Ha a szám jegyeiből hátulról hármas csoportokban képzett szá­
mok váltakozó előjelű összegét leválasztjuk a számról, akkor (a konkrét példák ese­
tében) a következőket kapjuk:

6 '
2446884 :=: 2 - 466 + 884 + 2· (10 - I) + 466· (l0" + 1), illetve
45376 = -45 + 376 + 45 . (10 3 + 1).

Mivel a 10 3 + l = 1001 és a 10 6
- 1 = 999 999 egyaránt osztható 7-tel, a teljes ÖSl­

szeg (vagyis az eredeti szám) 7-tel való oszthatósága éppen azon múlik, hogya le­
választott váltakozó előjelű rész osztható-e vagy sem 7-tel. Altalánosan is igaz,

hogy 10 3 (2k + lj + 1 és 10 3 (2k) _ l mínden k E N esetén osztható 7-tel, hiszen ezek

szorzattá alakithatóak úgy, hogy egyik tényezőjük a konkrétan már látott 10
3 + l

vagy 106 - ] legyen:
103(2k~ l) + 1 = 106k+3 + 1 = (10 3 + l)(lOM _10 6k- 3 + 106k-6 - ... + 1), illetve

103 (2k) _ 1 = 10 61c _ l = (l06 _1)(106k-6 + 10 6k- 12 + ... + 1).

a) Mivel két számolás az alapja a nap megnevezésének, ez akkor ismétlődikújra, ha
mindegyik végigmegy a teljes ciklusan. A két ciklushossz 260 és 365 (nap), ezek
legkisebb közös többszöröse lesz az a hossz, amikor ismétlődik a megnevezés.

260 = 22. 5 ·13, 365 = 5· 73,azaz[260;365] = 4·5·13 ·73 = 18 980 (nap).

b) Ez éppen 52 (365 napos) év. (Ezt hívták .maja évszázadnak" vagy naptárkörnek.
Az a hiedelem tartozott hozzá, hogy ennyi idő elteltével eljön a világvége. A szö­
köévek miatt csillagászatilag 52 év azonban nem pontosan ilyen hosszú, és mível
a világvége persze egyik naptárkör végén sem jött el, ennek megörülvé 13 napot
átmulattak - mintegy .naptáron kívül", de e napok éppen hogy be voltak kalku­
lálva a rendszerbe -, és igy a csillagászati idővel pontosan egybeesőenkezdődött

el az új naptárkór. Ez a rendszer egy árnyalatnyival pontosabb, rnint az általunk
használt Gergely-naptár, és külőn tiszteletet érdemel az a tény, hogya maja idő­

számítás kezdete kb. 5000 évvel ezelőttre nyúlik vissza.)

Az a . b = 2a + 2b egyenlet pozitív egész megoldásai a lehetséges téglalapok oldalai.
Könnyen ellenőrizhető, hogy 1, illetve 2 egyik oldal sem lehet, tehát a; b <': 3.

A I b"[ ki!' 2b cl" dik, ' ..1 '" 4 "1'z egyen et o a-t ejezve: a = -- a o 1 átalakítás ntan: a = 2 + --. J\ l-
b-2· b-2

vel a egész, ezért h-2 osztója 4-nek, tehát b = 3, h:=: 4 vagy b == 6 jön szóba, Így
az a =6 és h = 3 vagy a =b = 4 vagy a = 3 és b :=: 6 téglalapokat kapjuk, vagyis
két ilyen téglalap létezik, melyek közül az egyik négyzet.

Jelölje abc a keresett számot, ekkor teljesül az abc :=: 18 (a + b + c) egyenlőség,

ezért abc osztható 9-cel, hiszen a jobb oldali kifejezés is osztható. De ha az abc
szaru 9-cel osztható, akkor a + b + c is osztható 9-cel, így a fenti egyenlőség mlatt

ahe 81-gyel is osztható, sőt J62-vel is, hiszen színtén az egyenlőség miatt páros

tsO
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szám. Elegendő tehát 162 háromjegyű többszöröseit megvizsgálni, ezek: 162,324,
486, 648, 810,972.

lvlásik megotaás:

aoc » 18(a + b + c) <:=} 820 = 8b + l7e.

Mivel b$;9 és c $; 9, ezért 82a = 8b + l7c $; 225, tehát a $; 2. Így csak a 162 fe­
lelhet meg.
Tovább szükíthetjük a kört, ha figyelembe vesszük, hogya, b, c $; 9, azaz
18 (a + b + c) $; 18 . 27 = 486, igy már csak a 162, 324, 486 jöhet szóba. Ezek kö­
zül a fenti egyenlőséget a 162 elégiti ki, a keresett szám tehát a 162.

ts1
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2.6. Polinomok, algebrai törtek
~ , ,

b)a""+b +c -2ab-2ac+2bc

b) (Z3_ 3)2 = (3_Z\2

d) (u 4 _ 2v 3) 2 = (2li 3 _ U4)2

b)(s+13)2=(_s_13)2

d) (9v + 8W)2 = (-9v- 8W)2

b) (2x+ 3)(x-1)

a) 64_48b+12b 2_b J

a) (Z_5)2 = (5_Z)2

e) (t_4U)2 = (4u_t)2

a) (2x_l)2 = 4x 2 -4x+ l b) (1-2:r)3 = _8x 3 + 12:r2 -6x+ l

e) cl - 2x)] - (2x - 1) 2= (az előbbi b) eredményből kivonjuk az a) eredményét) =

-8x] + 8x2
- 2x

a) (2+ 1)(z-Z)

a) (a-b)(a+b)-4(a-b) = (a-b)(a+b-4)

b) Végezzük el a négyzetre emelést, majd a zárójelfelbontást és a lehetséges össze­
vonásokat!

4 4 ro .~.~ ro
a -b +a~-2ab+b~-(a~+2ab+b~)+4ab=

= a 4 _h 4 +a2_2ah+b 2_a 2_2ab_b 2+4ah = a 4 _b 4 =

= (a 2 _ b2)(a 2 + b 2
) = (a+b)(a_b)(a 2+h 2

)

r:::\'\ 2 2. 2 2
~a -4a+4-b = (a-2) -b = (a-2+b)(a-2-b)

! 509·1 al (3u+2v)2 b) (5p+6)(P-q) e) (x + 3y)(x-y)

• 510·1 a) (a+b)(a-b) b) (2x+y)(2x-y) e) (3u + 4v) (3u - 4v)

d) (5i + 6)(5i - 6) e) (3 + 7j)(J -7j) f) (~+k)(~-k)

g)(2+~w)(2-~w) h) (4+ Fm)(4-Fm)

I 511·1 a) (h+9)(h-9) b) (p + 2q)(p - 2q)
2 'J 'l 'J

d) (12s 3 + 3t 2)(113 3
_ 3t 2

)e) (m +n-)(m~-n-)

e) mn(mn - l) f) uI--'w(u + v + w)

I 512. a) (8i + 3)(i -j) h) (5b'-2)(b-l)

e) (3c 2_2d2)(c+ 1)

Im!
I 514.:

2 ") ~

b)a +h-+c~-2ah+2ac-2bc

2 z 'aja +b +c-+2ab-2ac-2bc

, 2
a) a" - 6a + 12a - 8

Jelöljük x-szel a téglalap rövidebbik oldalát; ekkor a téglalap oldalai: x és x + 6, a
négyzet oldala: x + 3. A területeket felírva adódik, hogy a négyzet területe 9 egy­
séggel nagyobb a téglulapénal:

zx(x + 6) = x + 6x,,
(x+ 3)(x+ 3) = x" + 6x+9.

A négyzet terülere a 2, a téglalapé (a + 6)(a - 6) = a 2
- 36, tehát a négyzet területe

36 egységgel nagyobb a téglalapénál.

a) 321,7 2
- 221,7 2 = (321,7 + 221,7)(321,7 - 221,7) = 543,4·100 = 54340

b 2010
2

- 92 = (2010 + 9)(2010 - 9) = 2019·2001 = 2019
) 2001 2001 2001

e) 15902 + 410· 1590 =1590· (1590 + 410) = 1590·2000 = 3 180 OOO

Az x 2_ y2 = (x _ y) (x + y) azonosságot szemlélteti. A baloldal az ábrán sárgával
és zöldde1 jelölt terület összege, míg a jobb oldal a sárga és kék teriilet összege. A
kék és a zöld azonban azonos terület, mivel a két téglalap egybevágó. Ez a bizonyí­
tás lényege.

ro ~

a) 8 + 2'-17 + 8 - 2",17 = 16
, r-' 2

b)!,2,13) _52 =12-25=-13

e) Először gyöktelenítsük a tört nevezőjét.

'ro )'I,Z-1 ~ ro ~
, + 2-·n = 3-2'-12 + 2",/2 = 3

2 -1

1499·13a2b+3ab2-2aJ+2a2b=-2a3+5a2b+3ab2

a) Mínden tag és így az egész polínom harmadfokú.

b) A főegyüttható -2, a többi: 5 és 3.

e) -196
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POLINOMOl(" ALGEBRAI TÖRTEK
1

I 521,1 a)
6x2 -12x)' +6l 6(x2 -2x)'+ l) 6(x _ y)2 2(x - y)

=
3x2 _ 3)'2 3(x2 -l) 3(x+ y)(x-y) x+y

2e 2 - 4cd + 2d2 2(e 2 -2cd+d2
) 2(c - d)' c-d

h) = = =
6e 2 _ 6d 2 6(c 2 _dl) 6(c + d)(c - d) 3(e -+- d)

~ x 2 -4x+4 (X_2)2 x-2
~ a) = =

x 2 _ 4 (x+2)(x-2) x+2

u3 +b3 (a..:...b)(a 2 _ab+b2
) a2 -ab+b2

b) ,= =
a~-a-b-b2 (a+b)(a-b-I) a-b-I

a3 +1 (a+l)(a2 -a+l) a2 -a-+-I
c) = ='-"-'''--:;-=

6a 2+12a+6 6(a+I)2 6(a+l)

b) b-a ab-al = b-a a(b-a) = b-a
bl +ba s: a b(b+a)· b+a b(b+a)

D={(a,b)ERxRla*O, b*O, lal*lbl}

b-+-a 1
=-'

a(b-a) ab'

x2 -2x-15

x'x'
(x - 3)(x + 3) (x - 5)(x + 3)

=
x(x + 5)

a) Mal
. 9

b) (x-5)(x+5)

x(x -3)

d) (p+4)' = p+4
(p + 4)(p - 4) p-4

x(s -+- r + l)
a) = x

s+r+!

b) 1
3(a - h)

a2x2(l_x)

e) 2 2 = 1- x
a x

Összegük: 2a 3 + 8a l + 6a, ktílönbségük: la 3 + 6a 1
. Szorzatuk, de különösen há­

nyadosuk meghatározásához érdemes szorzattá alakítani őket: a (a + 3)(2a + l), il­

letve a(a+3). Ekkor szorzatuk al(a+3)2(la+l)=2a5+13a4+24a3+9a2,
hányadosuk pedig la + 1 (ha a :;t Oés a :# -3, különben a hányados nem énelmez­
hető).

Összegük: x 2+2xy+y2+
x+ y, különbségük: x 2 + 2xy + y 2 _ x_ y, szorzaruk:

x
3 + 3x

2y
+ 3.:\.)'2 +)'3 (ha felismerjük, hogy az első polinom a második négyzete,

igy szorzatuk a második köbe, egyszerűen felirhatjuk ezt), hányadosuk pedig x + y
(lásd az előző zárójeles megjegyzés elejét), hax :;t -y (ha x = -y, akkor a hányados
nem értelmezhető).

a) 4(X+)')2_(X+Y)::: (x+y)[4(x+)')-IJ::: (x+y)(4x+4y-l)

b) a(a 3 -1)::: a(a-l)(a 2+a+ 1)
"2 2·'e) (x-y)(x~+x}'+y )-(x-y)::: (x-y)(x +xy+y~-l)

a) 81_(a 2 + Ga)2::: 92 _ (a 2 + 00)2::: (9+a 2 +6a)[9-(a 2 + 6a)]:::

::: (a+3)2[9_a l_6a]

, 22? ....
b)l-x~-2xy-y ::: l-ex +2.lY+Y-) = 1-(x+)')"':::

::: O+x+)')[I-(x+)')J =(l+x+y)(l-x-y)

e) (a+b)4 _(a_b)4::: [(a + h)2]2 _ [(a_b)2]]:::

[(a+b)2+(a_b)2][(a+b)2_(a_b)2] :::

? .... 2 2[' b " '::: (a·+2ab+b~+a -2ab+h) a +2a +b -(a -2ab+b-)]:::

::: (2a l + 2b 2)(a
2 + 2ab + h 2

_ a 2 + 2ab _ h 2
) ::: l(a 2 + h 2) . 4ab:::

::: Sab(a 2 + h 2
)

(~x3 + 6x 2 + llx+ 6::: x
3 +6x 2 + 9x + 2lC+ 6::: x(x 2 + 6x+9) + 2(x+ 3)::::

=X(x+3)2+ 2(x+3)::: (x+3)[x(x+3)+2]::: (x+3)(x 2 + 3x + 2) :::

::: (x+3)(x+ l)(x + 2)
Az utolsó lepés a másodfokú egyenlet gyöktényezös alakjának felhasználásával
is adódhat.

abc

b-a ab-a2 b-a a(b-a) b-a+ab(b-a) (b-a)(l+ab)
a) + = + = = .

b2 +ba b+a b(b+a) b+a b(b+a) b(b+a)'

b:;tO, b:#-a

I _~ !:_=l.=_!~" 1
x 2 1 = ~~",x,,'",,-,1e-~ = 1_ x 2 = 1 1- x = [
3x-l 2(I-x)+3x-l l+x (l-x)(I+x) I+x (I+X)22 +-- ---------..
l-x l-x l-x

(x -:/= ±l)
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IX,I-,t:. 0,5.

II -:f. 1)

1

1
a;t:.-·

2 '

e) 2(x+l)
1-4x2

(a -:f. O;

1

a

1

a-l 2a-l-(a-l) a
=(---= =--

2a-l 2a J 2a-l

Közös nevezőre hozás és összevonás után kapjuk:
4x 2

a)' h) -r-i-r-
4x2

-}' 4x2 _ ]

o 2 3 3-
aj' l-a+a2_~ __ (l+a)(I-a+a J-a __ I+a -a"

--,----- = -- (a =t -l)
l-'-a l+a l +a l+a

1 1 1
b)l- l =1---I, =:: I - - - a - = I - a-l+a =1--

2-a
-_-

1
=

1+--- 1+-- 1+--
1-! a-l a-l a-l Q-l

a

a_al u(l-a) -a(a-l) -aa)--= = =;o __

al -1 (a-1)(a+1) Ca 1)(a, l) (/-'-1
Az eredeti kifejezésnél a :;t ± l.
A végső kifejezésnél a ot. -1, tehát a kifejezés értelmezési tartománya változott.
a2 -7a+12 (a-3)(a-4) a-4

b) = ~~~,---'

a2-6a+9 (a-3i a-3
Az eredeti és az egyszerűsített kifejezésnél a "* 3, tehát a kifejezés értelmezési
tartománya nem változott.

,a+2h a-lb 6ab
a)-----=

a-b a"" b (a+b)(a h)

a b a b al + h2
b) + = + := -';-~'-:-c

ab-b
l

a2 -ab bea-b) a(a-b) ab(a-b)

, 7 x' -9 7 x' -9 )
e) 3 ._-= '--=_

4x - 36x 14 4x(x2 - 9) 14 8x

i'I

i

I '
i i

a) (x+8)(x-4) =:; x+8.,
x =;f:. 7; x o;t:. 4

(x 7)(x 4) x-7

h) -(p + 2,5)(p - 4,5) == P + 2,5"
p=t2,5; p-:f.4,5-(p-2,5)(p-4,5) p-2,5

x 2 +5x+6
Az törtben mind a számlálót. mind a nevezőt szorzauá lehet alakítani:x 2 +2x-3
a számláló (x + 2) (x + 3), a nevező pedig (x - l) (x + 3). Látható, hogy az értelme­
zési tartományon belül, ahol x nem lehet 1 és -3, lehet egyszerűsíteni, tehát a tört

x+2 3
értéke valójában -- = 1+--.. Ajobb oldalt már ábrázolni is lehet függvény.

x-l x-t ö

1
transzfonnációkkal az - -ből kiindulva. Ekkor a túloldali ábráról leolvasható, hogy

x
hol pozitiv a függvény értéke.

I 52&[ a) X 5y4z2

b) 4/
25x
(10 ,2 100a2C)l-f-j =

9

d) (/r l
2x 16x 4

(3a- 2b)(7a - 5b - II + gb) + (3a + 2b)(5a - 8b - 8a+ lOb)
=(3a + 2b)(3a 3b)

(3a - 2b)(6a -:- 4b) + (3a + 2b)(2b - 3a)
== ==

9a l _ 4b z

2(9a 2 -4b2)+4b 2 -9al 9a2 -4bz
= = = (

9a2 4h 2 9al _ 4h z

a+6 a-6 (a+6)2_(a-6i 240
a) ti _ 6 - ti + 6 == al _ 62 == al _ 36 ' laj:;é 6

b) a == Oesetéri lesz a kifejezés értéke O,mert ekkor a számláló értéke O,de a nevező
értéke nem nulla.

c) Nincs értelme a kifejezésnek az a == 6, illetve az a == -6 esetén, mert ekkor a ne­
vező értéke nulla.

6(q + ~)'(q-~) _
- 2 3 3q-J

a) ( 3)( 5)=~;4 q+"2 q-2 q-J

b) -2(s+0,5)(s-3) == s-3,

2(5+0,5)(5 1) s-l'

5ev -:
2

S:F--O,5; s se I

H6
H7
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y

2

b) abc - {3a 2b - [4abc + (3a 2b - 5ab 2)]}
=: abc - 3a 2b + 4abc + 3a zb _ 5ab 2

=:

=: Sabc-. 5ab
2

=: Sabtc-: b), ami a =: -á, b =: -~, C =: -4 esetén:

5HJHH-4+~)= sH_1~) = - 590,
y-2 -1

-----
o! 1 x

x3y(x + y)
=

X3(X+ y/ X+y
II 4

Mostx+ y=: --+- =: -1, tehát
7 7

4
a helyettesitési érték -'7'

c ol {-2; O; 2}

Másik megoldás.
Egy tört akkor pozitív, ha a számláló és a nevező előjele azonos, tehát mindkettő po-

zitiv, avagy mindkettő negativ. Az x-\- 21 tört számláleja pozitív, ha x> -2, a ne-
x-

vezőjepozitív, hax > 1; azaz mindkeuö pozitiv, ha.r > 1. Másrészt negativ a szám­
láló. ha x < -2, negativ a nevező, ha x < l, vagyis mindkettö negatív, ha x < -2.
Ezzel tehát a megoldas: J-""; -3[ U J-3; -2[ U ]1; ""[.

4
15

4 1
a:=: - - h: =: - esetéria tört értéke:

5 3

) x2(a+b) o h' h l .", 4a =: x~, te at a elvettesitési ertek -.
a+b . 9

b
') x4(a - h) 4 16

a _ b =: x ,tehát a helyettesitési érték 81'

c) T
9

'(1+3) =: 32 =: 9.
3 11 . (3 + 1)

(x-4i _(X+4)2 +16x
~ =: O

x" -16
A tört számlál6ja nulla, ezért az alaphalmaz minden eleme megoldása az egyenletnek.
azaz azonosság.

IS41.:* 3a
l
b + 2ab

2
=: ab(3a + 2b) =: ab

3a+2b 3a+2b

" y2_ x2b) (x + yr1 • (x _ y)-I. (x-2 _ y-2) =: X y- =: ,-,,-''-c,:-'',--,-
(x+y)(x-y) (x 2 _ l ) · X2 . y 2

A helyettesitési érték-L

1$44.1 a) 12,0

b) Az R és r sugarú, V térfogatú csonkakúp magassága.

c-2

c-4

x:l=-O;x:;tl;x:;t-l

, 3 , 3
a) (a - 4)(a - 2) - (a - l)(a - 3) =: 5 - 2a, allU a =: 1'4 eseten: "2'

( 2e 2e 8e) e-2 6(e-2)-2(e+2)+24
!\J+2 - 3(e-2) + (e+2)(e-2) . e(e-4) =: 3(c+2)(e 2)

4c+8 4(c+2) 4
=: =:

3(c+2)(c-4) 3(c+2)(c-4) 3(c-4)

II h' h l ' , i érték 4-} 'ié {-2; O; 2}, te at a e yeuesuesi erte - 23·

[
2 2X] 2x(x+1) 4

x(x-l) - (l-x)(1+x) '(x_l)(x2 +x+1) + x-l =:

2(x+l)+2x2 2x(x+l) 4= +--=
x(x-1)(x+l) (x-1)(x 2+x+l) x-I

2(x 2 + x + 1) 2 4
=: . +--=

x-l (x-1)(x2+x+1) x-t

4 4 4+4(x-l) 4x
= +--=: =:

(x-1)2 x-l (x_l)2 (X-1)2
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A baloldal: (1 - 4x 2
) 3. Elvégezve a köbre ernelést, kapjuk a jobb oldalt.

9x 2 -4
=p--'-2

3x-2
3x+2 = p-2

Px=-
3

3x -2

Ekkor E_ra gondoltam.
3

bj

l r l"b) x 2 + 2" = x--J +2=32+2=11

x , x

A gondolt szám a 6.
A szöveg alapján meggyőződhe­

tünk arról, hogya 6 valóban meg­
oldása a feladatnak.

9x 2 -4
=---CC-~20
3x -2
3x--'-2=20

x=6

,l (l"a)[+-~-2= x--J
.x" X

( lj2 ~ l (1,2
b) Ix+ -I = x" +2+ 2, tehát I x+-J = 81, amiből

\ x) x \ x,
l l

x+-=9 vagyx+-=-9.
x x

Az ábrázolandó függvény így is megadható: x H x + 2; x E R \ {21. Ezért b) a he­
lyes válasz.

a) Jelölje a gondolt számot x; x > l.

(3x + 2)2 - 8 - 12x
-2 = 18

3x -2

9x 2 +12x+4-8-l2x
~ 20

3x -2

(5k+ 4)2 - (5k+ 1)2 = 25k1 +40k+ 16- (25k 2+ lOk + 1) = 3ük+ 15 =
= 15(2k + 1). Mivel 2k + 1 egy egész szám, ezért az állitás igaz.

r
a) A befogók hossza 3 és 6>/2, az átfogó hossza 9.

b)c 2 = 11+110= 121ésc>O,ígyc= ll.

c) c 2 = 2n+] + 2n(2n + l) = 4n 2+4n+ l = (2n+ 1)2, amiből c = 2n+ 1. mert
c> O. Ez pedig az állítást bizonyítja, hiszen n egy pozitiv egész számot jelől.

Jelölje x a középsö számot, ekkor x-l, x, x + l a három szám, és így
1 1 1

2· - = --l +-- egyenlőségnek kellene teljesülnie, ami 2x 2
- 2 = 2x 2 alakra

x x- x+l
hozható. Jóllátható, hogy nincs olyan szám, amely ezt kiefégttené.

, l
i1=---at

t 2

d
-N-l~­

f

t - f
ft

l

k

lll

j\j:;é -l

l l l
a) -+-= - :=}

t k f k f
Vegyük mindkér oldal reciprokat!

k~L t*f
t - f

l "b).s=v1t+"2 at-

c) N~-(l+ ~)
d

f~-N+l

, l
a)x +2+2";

x

Nyilván x "* ± l. A nevezővel e kikötés mellett átszorozunk, es kihasználjuk. hogy
szorzatrá bontható mind a számláló, mind a nevező a következő két ismert azonos­

ság segitségével: x 2 _ 1 = (x-I)(x + 1), illetve x ' - l = (x- 1)(x
2 + x + 1).

Eszerint az egyenlet:
(x_I)(x 2 + x + 1) = 3(x-l)(x+ 1), ahonnan (x-1)(x 2+x+ 1-3(x+ 1)) = O.
Mtvel ez egy szorzat, csak ott lehet O, ahol valamelyik tényezője az. A feltétel sze­

rint az első nem lehet. tehát marad: x 2 + x + l - 3 (x + 1) = O, amelyik egyenletren­

dezés után az alábbi másodfokú alakot ölti: x 2
- 2x - 2 = O. Ennek gyökei a megol­

dóképlet segitségével: Xl = 1+ "IJ13, illetve x 2 = 1- ..li Ellenőrizhetjük,hogy tény­

leg gyökei-e az eredeti egyenletnek: x; = 4 -:- 2,,/3 és x( = 10 + 6,,/3, azaz a szám­

láló 9 + 6',/3, mig a nevező 3 + 2-/3, az arányuk valóban éppen 3. Hasonlóan adó­

dik: x~ = 4- 2'/3 és x1 = 10 - 6'./3 ahonnan a számláló 9- 6,,/"3, a nevező pedig

3 - 2-13, és az arányuk ismét 3. Azaz a keresett megoldas: x,? = l ± ",,/3 (nem ütkö­

zik a kikötéssel).

Alakítsuk át a bal oldalt úgy, hogy az azonosság jobb oldalát kapjuk!
a a l a(a+b)-a(a-b)+(a-b)2

~--

(a_b)2 (a-b)(a+b) a+b (a-bl(a+b)

a2 +ab-a2 +ab+a2 -2ab+b 2 al +b2

(a - b)2(a + h) (a + b)(a - b)2

160 161
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,
Az ábrázolandó függvény így is megadható: x H x- + 1; x E R. Ezért c) a helyes
válasz.

Az "L-alakú rész" területe a két négyzet területének különbsége: a 2 _ hl.

KL;:; a+b és PQ;:; a-b, igy KL· PQ;:; (a + b)(a-fJ) ;:; a 2_b l
, és ezt kellett

bizonyítani.

a) Az 1,5 millió forint a legmagasabban adózó sávba is belenyúlik, igy adója:
400 OOO . 0,2 + 600 OOO . 0,3 + 500 OOO . 0,4 ;:; 460 OOO Ft.
A 950 ezer forint nem ér bele a legmagasabb sávba, igy adója;
400 OOO . 0,2 + 550 OOO . 0,3 ;:; 245 OOO Ft.

l~b) A l 'b xp isodik sr léröiö dl k I'" up+(x-u)q ,I~ Z . sav an -, amasa 1 savig e ero jove e me acola , rmg
•.........Y 100 . 100

h dik sávi J' I 'I' ... d l k d" Llp+(V-u)q+(x-v)ra arma l savlg is .'e nyu o JOVC e me a 0Ja .
100

10)IAJ 'b I''''dlkb''l x(100-P)F d adólevoná d'G z . sav an evo jove e me ° 100 t mara il o evonas utan az a 0-

zónál, azaz a jövedelmenek (lOD - p)%-a.

2 'b' fl 'I' .-. d I ' uP+(X-UlqA . sav a is e nyn o jove e em eseten X-I 00 - forint marad adóleve-

, ' dófizerö 'I I' ' .. d I ' kl(100 up+(x-u)q\;tnas utan az; a o rzetone ; ez a te Jes Jove e mene - - j'moa.
\ x_

A 'b' f 'I" d ' up+(v-u)q+(x-l.J)r. 3. sav als elnvú o Jöve elem eseten x - .. forint ma-
- 100

rad adólevonás után az adófizetőnél ; ez a teljes jövedelmének
( up+(v-u)q+(x-v)r 1
100 - I%-a.

\ x,

I 561.1 a) O

b) Az a - h hosszának négyzetet kell meghatározni. EZl most Pitagorasz-tétellel

számolhatjuk: 5 1+7 2 == 74,

Másiklehetöség: (a_b)2;:; a 2+ b l_2ab;:; 5 1+72_0 == 74.

c) Igen, mert mindkettő a 2 + b l_tel egyenlő. CA téglalap arlói egyenlő hosszúak.)

1562.1 a)ab;:;5·g·cos60o;:;20
'> ~ ~ ""

b)(a+b)~;:;a~+b·+2ab;:;5'''+8~+2·20;:;129

,.2

L
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c) Nem igaz,
A b)-bcn láttuk, hogy (a + b)2;:; 129.

(a-b/;:; a 2 + b l - 2ab == 51+8 2_2. 20 == 49 -F 129

a) Legyen a keresett O-tól különböző valós szám: x.
t . , 7

A feltétel szerint 13 == 13 + x (x -F -13).

13(13 + x)-sze1 szorozzuk az egyenlet mindkét oldalát.

x 2+20x;:;0,

x(x+20);:; O.
Mivel x -F O a feltétel szerint, igy a keresett szám x == -20.

(7-20 7 l
A szövegbe helyettestrve l-u ;:; 13 _ 20 teljesül a kívánt feltétel.

(b))a+x = .s.
~ b b+x

ab+ax+bx+x2 =ab

x(x+a+b)=O
A feltétel miau x;t: O, így a keresett szaru x = -a - h.
A szövegbe helyettesitve teljesül a kívánt feltétel.

~km'
a) Az első 120 km-en legyen a sebessége x lhJ igy a következö I80 km-en

(x - 15) (kmI lesz. Az átlagsebesség az összes megtett út osztva a teljes idővel.l h )
Az összes út 120 + 180 ;:; 300 km, az első szakasz megtételéhez szűkséges idő
120 180
- óra (h), a másodikéhoz pedig: -- óra (h), ezért az átlagsebesség.

x x-IS

300 [km 'I
120 ISO s r-+--- '
x x-IS

~kmlb) Ha a vonat átlagsebessége 110 lh ,akkor a következő egyenletet kell megol-

d k 300 110 h ki .. .. h ' -anun c 120 180;:; , a onnan -OZOS nevezore ozas utan a
+--

x x-IS

300 O nl kanink1'"Joe 180 = II egye etet apJu .
~ ,x 15) + x

x(x 15)
Rendezve 300x(x - 15) =11 0(300x- 1800) adódík, ami beszorzások, és 300-zal

r sa
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&. 15x+40)' nt
tejezve 70.

x+y
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történő osztás után a következő alakot ölti: x 2
- 15x = 110x - 660. Ez O-ra ren­

dezve, és még 3-mal osztva: x
2

- 125x + 660 = O. Ennek a másodfokú egyenlet­
nek a gyökei két tizedesre kerekítve: 119,48, illetve 5,52.

Tehát az első 120 km-en II vonat sebessége lehet kb. 119.5 km .
. h

A második gyök értelmetlen, hiszen ha 15 k: -val csökkentette volna a sebes­

ségér, akkor már visszafelé ment volna. Ez nem felel meg a feltételeknek
Az első gyök viszont jó, hiszen ekkor az első szakasz ideje kb. 1,004 óra, a má-

sodiké kb. 1.723 óra, együtt kb. 2,727 óra. ami 300 km-en épp 110 km -s átlag-
h

sebességet ad (a kerekítés pontcsságán belül).

a) Az ősszeöntött keverékben az alkohol mennyisége 0,15x + 0,4y liter.

, l· térf h' k . " 0,15x+O,4)' .
•'-1.. te Jes errogar x + y, te at a oncentractó , vagy szazalékban ki-

x+y

15x + 401,1
b) Ha a keverék 25%-03, akkor ~ = 25, ahonnan 15x + 40y = 25x + 25y,

x+y -

azaz 15)' = lOx, vagyis 3y = 2x. Tehát a 15%-03 alkohol mennyiségének kéthar­
madát kell venni a 40%-osból ahhoz, hogya keverék 25%-03 legyen.

) A f I , I' , 15x + 40\'
c e tete szennt egyreszt: - = 20, másrészt x + y = 10. Az első egyen-

x+y
letből: 15x + 40y = 20x + 20y, azaz 20y = 5x, tehát x = 4y. Ezt behelyettesitve a
másodikba; 4y + y = 10, tehát}' = 2, és igy x = 8. Tehát ha veszünk 8 liter 15%­
os.és 2 liter 40%-os alkoholt, akkor a 10 liter keverék 20%-os lesz.
Ellenőrzés: az elsőben 8 . 0,15 = l ,21iter, a másodikban 2 . 0,4 =0,8 liter tiszta
alkohol van. Ekkor a 10 literben összesen 2 liter lesz, tehát tényleg 20%-os alko­
holt kaptunk.

(7x
6

- 6x
5

+ 5x
4

- 4x
3 + 3x 2

- 2x _ 3)2002 polinom együtthatóinak összegét meg­

kapjuk, ha x helyébe l-et helyettesítünk igy

(7-6+5-4+ 3_2_3)20lJ2 =0 200] .::: O.

(567) 2x
2

+ x + m polinomból akkor emelhető ki x + 3. ha 2x 2 + x + ln = O egyenletnek
az x = -3 megoldása.

2.(_3)2_ 3 +m = O
i8-3+1n=0

m = -15
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5
A kapott 2x

2 + x - 15 = O egyenlet gyekei: - 3 és 2'
Így a másodfokú egyenlet gyöktényezős alakja:

, _ (5)2x-+x-1::l=2(x+3) x- 2 =(x+3)(2x-5).

Vagyis ln = -15 eseten a 2.,,2 + x-IS polinomból x + 3 kiemelhető.

Felhasználva, hogy a kocka térfogata az élhosszának harmadik hatványa. míg a fel­
színe az élbossz négyzetének a hatszorosa. a feltétel a következő egyenletetjelenti:

l0(x
3

- y3) = (6x
2 + 6y2) (x - y), ahol x és)' jelenti a két kocka élhosszat. A kérdés:

r
mennyi - : Az egyenlet mindkét oldalát el lehet osztani (x - y)-nal egy nevezetes

azonosságot felhasználva, ami után azt kapjuk. hogy 1O(x2 +xy + y2) = 6x 2 + 6y2,

azaz 4x
2+ lOxy + 4y2 = O. ~"rivel!.. a kérdés, osszunk (a nem O) y2 kifejezéssel, és

y

jelöljük az .::. arányt z-vel. Ekkor egyenletünk új alakja: 4z2 + 10z+ 4 = O. Ebből
y

Z = -2 vagy -0,5, ami a két kocka éleinek arányát jelentené. Mivel ez nem lehet ne­
gativ tehát a feltételeknek megfelelő kocka nincs.

Kétféle felbontás lehetséges: két másodfokú vagy egy első- és egy harmadfokú po­
linom szorzatára.

Első eset (x
2 + ax + b)(x

2 + ex + d), ahol a, b, c, d EO Z - vagy kezdődhet mindket­

tő _x
2_tel,

de ez nem lényegileg más eset, csak a fentiek ellentettje. Így tehát

x
4 + x

2
+ i =x

4 + (a + c)x 3 + (ac + b + d)x 2 + (ad + bc)x + bd. Hasonlitsuk össze
a két oldalon az azonos hatványole együtthatóit. A konstans bd =:: I, ezért vagy

b = d = l vagy b = d = -L Nincs x 3
, ezért a + c = O. vagy másképp c = -a.

(Nincs x. ezért ad + be = 0, de ez következik az előzőekből.) A másodfokú tagból

ac + b + d =l, a korábbiak mtau tehát a 2 = l vagy -3; ez utóbbi lehetetlen, tehát
b és d csak l lehet, -1 nem.

Ezért a = l és c = -l, "vagyis a szorzat: (x 2 +x+ 1)(x 2 -x+ 1).
Ez a következő módon is kiszámítható:
424" 222222)

X + x + 1 = (x + 2x- + 1) - x = (x + 1) - x = (x + 1 + x)(x + l - x .

Második eset: (x
3 + ax 2 + bx+ c) (x + d). Ekkor az összehasonlítás: x 4 + x 2 + 1 =

= x~ +(a + d)x 3 + (ud+b)x 2 + (bd+c)x+ cd.

Akonstansból: cd= 1, azaz e = d = 1 vagy c = d = -1.

Nincs x 3
; a + d = O, ezért a = -) vagy l.

Az x 2
-ből: ad + b = 1, ezért mindenképp b = 2.

16.
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Nincs x: bd + c := 0, de az eddigiekből bd + c == 3 vagy -3 - ilyen felbontás tehát
nmcs.

2.7. Közepek

3 2 2 3 2 ~
X +x Z-X}'z+y z+y =x (x+z)-J::YZ+YL.(z+y)

Az x + y + Z := Ofeltétel szerint x + z == _y
z+y ==-x
x+)'==_;::

'() , z
x r y. -.::t)'z+y-(-x) == -x y-x}' -.lyz;;: -.xy(x+y)-xYZ ==

== -xy· (-z) -xyz == xyz -x)'z =: O

A polinom nem nulladfokú, mert a '* p.
Ekkor az első és magasabb fokú tagokból kiemelhetjük a-t; B· a +]J == a (B i= O).
Atrendezve: p == a (1- E).

Mivel egy primer bontottunk szorzatrá, az egyik tényező I,
A második tényező nem lehet 1, mert akkor p == a adódna, ami ellentmond a feladat
szövegének, ezért: a == l. Ildi húga tehát 1 éves.

) K · . .. , 'h' ' k' két szum t . k f 1 a + ba et pozmv szam, a es szarutam .ozcpe a 'et szam osszegene a e e: 2.
Két pozitív szám, a és b mértani közepe a két szám szorzatanak négyzetgyöke:
re

'1Gb.

b) Legyen a > O; b > O, II < b, ekkor az állítás:
a < 'Ir;;}; < b.
Mivel az egyenlőtlenségben szereplő kifejezések pozitivak, a négyzetre emelés
ekvivalens művelet, az egyenlőtlenség-jelek iránya nem fordul meg.

a 2<ah<b 2

Lássuk be külön-külön al egyenlötlenségeket!

a
2 < ab

a 2 _ ab < O
a(a-b)<O
igaz állítás, mivel II > Oes a < h.

ah < b 2

ab-b 2<0

bea-b) < °
igaz állitás. mtvcl b > 0, a < b.
Mivel ekvivalens lépesek útján igaz állításhoz jutottunk, így az eredeti
a<,r;;b<b
állitás is igaz.

Ca "* =1)
il -1 1

(a l)(a+l) a+l

a3-a2_a+1

a4-2a"+I

=

li

Legyen O < a < b < c a három szám' Ekkor
a..l..h+c

a + b + c < 3e, így '3 < c, es hasonlóan

. a+h+e a+b+e
3a < a + h + e. IgV cl < , tehát a < < C.

'- 3 3

,..

a) 2 és 8 különbsége 6, ezt a kűlönbségct kell egyenletesen kettéosztania a keresett
számnak, tehát a beiktatott szám az 5 (= 2 + 3 = 8 - 3). Ez egyben a két szélső

szám számtani közepe is. A mértani sorozat eserén a beiktatott szám a két szélső

szam mértani közepe: 4.
b) A számtani és mértani közép közötti nevezetes egyenlőtlenség miatt mindig a

számtani sorozatnak megfelelőerr beiktatott elem [esz a nagyobb, ha a ket eredeti
szám különbőzö. Ha egyenlők, akkor a beiktatottak is azok.

'.7
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b számok harmonikus közepének hívják.

.l,g"x::...c+-,lg,,}~' x + r , .._ .azonosságait felhasználva épp a bizonyítandó - ~ 19--'- állitast kapjuk.
l 2

\
1 I \,I

"'I I
IIJ 2 \\\2
I
I

1 I
I. ,

, , , ,

O /2/3 2/5

c

,D
,,,,,,

C

\

1
azonosságok és az ismert x + - ~ 2, ha

x

r2 + l l
-'--=y+-

Y Y

x 2 + 1 1
Az--=x+- és

x x

Az adott egység ismeretében derékszögűháromszögeket szerkesztünk, melynek be­

fogói: l; l ~ átfogó .,12; (Pitagorasz tétele értelmében)

.,/2; l ~ átfogó '\1'3;

1; 2 ~ átfogó Is.
A kapott hosszúságú szakaszokat a számegyenesre az origótól kezdve felmérjük. (A
számegyenes egysége az adott egység.)

Az AB átmérő 4 egység hosszúságú,
AD = 1 egység ~ DB 3 egység.
Az AB atmérőreD-ben állított merőle-
ges a kört C (illetve C) pontban metszi.
Thalész tétele miatt az ACB (illetve
ACB) háromszög derékszögű, és DC
(illetve DC') e háromszögben azAB át­
fogóhoz tartozó magasság.
A derékszögű háromszögekre vonatko­
zó magasságtétel miatt az átfogóhoz
tartozó magasság mértani közepe az át­
fogó e két szeletének

CD = ,lAD· DB =::} CD "" -vN= ,ri
Megjegyzés: ugyanígy belátható, hogy C'D "" -li
.A.z adott './'3 hosszúsággal a 2 egység sugarú körvonal tetszőleges CP) pontj ából

szerkeszthetö -v'3 hosszúságú húr.

2ab ,---
Bizonyítandó tehát, hogy -- ~ -Jab.

a+b

A két oldalt a pozitiv ,r;;j;-velosztva 2-,/ab ~ 1 adódik.
a+b

R ct ~b<a+b E d' lób 'ct' l' "l' lő _'.1. '. en ezve: va _-2-. z pe 19 va o an rnm 19te Jesu. , es egyen oseg axxor es

csak akkor áll fenn, ha a = b.
2ab 2

Megjegyzés: a -- törtet, pontosabban a vele egyenlő kifejezést az a és
a+b 1 I

--'--

a b

Mikor teljesül, hogy: Ca + b)2 < 4ah?

(a+b)2
Osszunk -t-gyel, kapjuk: 4 - < ab. Mivel mindkét oldal pozitiv, győköt von-

a+b ~

hátunk: 2 < "I ab. Ez azonban sosem teljesül, hiszen két szám számtani közepe

sosem kisebb a mcttaninál.

a+b ia2+b 2

Bizonyítandó tehát, hogy 2 $; ~ 2 . Mivel mindkér oldal pozitív, ekviva-

(a + b\,2 a 2 +b2

Iens átalakítás, ha négyzetre emelünk: l--J ~ . A baloldalon felbont-
" 2 2

, .. I {/-'-2ab+b 2 a2+h2

va a zaroJe et: ~ --c--
4 2

Szorzunk e-gyel: a 2 + Zab + b 2 $;2a 2 + 2b2
, rendezve: O~ a 2 _ 2ab + b 2. felis­

merve a nevezetes azonosságot: Os; (a - b)2. Ez pedig valóban mindig teljesül, és
egyenlőség akkor és csak akkor áll fenn, ha a "" b.

I > >

Megjegyzés: a Va~ ; b- kifejezést az a és b számok négyzetes közepének hivják.

Másik megoldas:

Felbontva a zárójelet. a
2 + 2ab + h 2 < 4ab, rendezve aZ _ 2ah + h 2 < 0, felismer­

ve a nevezetes azonosságot: (a - bj 2 < 0, ami sosem teljesül.

Ha x, y > 0, akkor a számtani és mérranl közepekre vonatkozó egyenlőtlenség sze­
r--- x+v

rint: ..,j xy S 2. A to-es alapú logaritmus függvény szígorú monoton növekedé-

C x+y
se miatt ez ekvivalens a 19'\lxy ~ 19-

2-
egyenlötlenséggej. Ebből a logaritmus

'68 '69
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T", x(36 -.lj

-------------~---------

T

324

Ha a téglalap oldalainak hossza x, illetve y, akkor a területe T = :ty = -120.
A téglalap kerülere K = 2(x + y), melynek a mmímumát keressük.
Ha a > 0, b > 0, a számtani és mértani közép közötri összefüggés alapján

a v b l-b
--2:."u.

2
Egyenlőség akkor áll fenn, ha a = b.

x + v r-r ,------- -
K = 4-~' 2: 4~lxv = 4,1120 = 8·-,/30.

2 ' •

Tehát a téglalap kerülete akkor a legkisebb, ha x = y = .,,1]20 (cm), vagyis az adott= - .
területű téglalapok közül a négyzet kerülete a legkisebb (K = 4'11120 = 8.,,130 (cm».
(Lásd a 610. feladatot')

Legyenek a téglalap oldalai a és b.

a) Tehát ha 2 (o + b) ::;: 100, mikor maximális ab? Két szám mértani közepe sosem
{- a+b

nagyobb a számtaninal. azaz "Jab:;; -2-' A jobb oldal most 25, ezért egy

négyzetre emeléssel: ab :os; 625. (Az egyenlőtlenség mindkét oldala pozitív, elért
ez most ekvivalens Iépés.) Mivel a mértani és számtani közép csak a = b esetéri

egyezik meg, a maximális 625 ma terület akkor áll elő, ha a == b = 25 lll, vagyis
ha a téglalap négyzet.

@ArombusLoldalall = 25 m, egyik területképlete pedig T = a 2
, sin IX. Természe­

tesen sina maximális értéke l (ha IX::;: 90"), ezért a terület maximuma 625 m-,
ami akkor áll elő, ha a rombusz derékszögű, azaz négyzet.

Ha a téglalap oldalainak hossza x, illetve Ji, akkor a kerülete K == 2 (x + y) = 72, eb­
bőlx+y = 36.
A téglalap területe T = xy = x(36 - x), ennek a maximumát keressük. Ábrázoljuk a
területet x függvényében! A zérushelyek Xl = O, X2 = 36; a szélsőértékét (maxi-

1

' 0 + 36 'I "mumát) a két zérushely számtani közepenél -?- = 18 veszt tel.
\ - .I

x > 0, y + ~ ;::: 2, ha y > Oegyenlőtlenségekből következik a bizonyítandó állitás.
y

a) Az 1,2-t. A legkisebb érték O.

b)

r Il" b'~ ~ .,., a+) la-
(k-a)---,--(k-b)-=2k2-2(a+b)k+a~+b-=2k--2~ +" 'l)

'- " L

Tehát az összeg akkor lesz a legkisebb, ha k helyébe a + b -t írunk. A legkisebb ér­,
·2 ~

lék (a-b) .
2

" 'O
-,-0,5 I

a) Az l ,2-et. A legkisebb érték O.

b) (k- 1,2)2 +(k_l,4)2 = 2k l-5,2k+3,4 = 2(k_IJ)1 +0,02. Tehát az összeg
akkor lesz a legkisebb, ha k helyébe l,3-et írunk. A legkisebb érték 0,02.

e) (k- 1,2/ + (k- 1.4)2 + (k- 3,4)1 = 3k 1
_ I2k + 14,96 = 3(k- 2)2 + 2,96. Tehát

az összeg akkor lesz a legkisebb, ha k helyébe 2-t írunk A legkisebb érték 2,96.

Megjegyzés:
I

x> ü esetén x--'-- 2:': 2 ekvivalens uz.x 2 + 12:': lx, vagyisuzx 2-2x+ l;::: o egyen­
x

Ióücnséggel, ami (x - I) 2 ::::: Omiatt igaz minden x > O esetén.

c) A b)-ben ábrázolt grafikon muuuja, hogy igaz az állítás. Az 1,2 és a 2,4 számtani
közepe 1,8. A k helyébe 1,8-et helyeuesitve I.z-et kapunk eredményül, és amint
a grafikon is mutatja, ennél kisebb helyettesitési értéke nincs a függvénynek. ü 18
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nikus közepe.

(a két részsebesség harmonikus közepe, lásd 576. feladat).

a) A kitérés és a gyorsulás abszolútértékének iriértani közepe:

,~iIA Sillwtl·IAw2sin lOti = Awlsin WIl
mig a pillanatnyi sebesség abszolútértéke. AúJ Icos wt I·
A kérdés, mikor egyenlő egy szám aztnuszanak és koszinuszának abszolútértéke.

Akkor, ha a szám : +k;, (k E Z).

ne" l"IJ' ct neTehát wt =--k-, és w= 21t -, tehat 2m =-+k-, ahonnan
4 2 s 4 2

1 k 2k+l I.... OI2'·d·· b lők a kérdét = - + - = -- (s). Azaz c oszor a , .) s lopont an egyen o a er eses
8 4 8

_ "120 . '
al 2+-= 3.5 orat.
, SO

b) 240 = 68,57 km.
3,5 h

.. km, SOkm , l kö 'l '70 km
Ez nem egyenlő a 60 - es a-szamtam ozepeve, aITIl -,

, h h h

c) Ha a visszafelé vezető úton mindvégig v km sebességgel haladt akkor X úr oda­
h

felé 2 órát, visszafelé 120 órát autózott. A megadott átlagsebességből kiszámitha­

"240 ...' h' 120 l.S óráitó, hogy összesen -- = 3,2 orat volt uton, Te at - = ,_ ormg tartott a
75 v

visszafelé vezető út, amiből v = 100.
X úr szabálytalanul vezetett volna a visszafelé vezető úton.

mennyiségek, aztán 0,25 másodpercenként újra.

~ Alsinwtl + A.w2lsin wtl ' ' ..
(~AZ Awlcoswtl = 2 egyenlet megoldasat keressük, ahol t a

változó. Látható, hogy A kiesik, tehát: 2wlcoswtl = [sin I.lJtl(1 +w2
) .

rI) 4" Isin2m 'Mivel w= ln: -, ezért ~ == , azaz Itg2ml", 0,3 L04. Eszennt
\ s 1+ 4JT~ cos 2m

keresendők azon t értékek, amelyekre arctg(±0.3lü4) = 2m, ez az eredmény is
fO, 3010 + kx _ k

periodikus lesz: t = '" ±0,0419 - - (s).
2n 2

h2

ll_.. + -
"v = ~ = ---'-­

t

- ,
v=-=

I t 2
(a két reszsebesség számtani közepe)., ,

Tehát a 72 cm kerületű téglalapok közüí az x '" y =:= 18 cm oldalhosszúságú négyzet

területe a legnagyobb (T '" 324 eme).

Másik megoldás.
T", x(36 -x) maximumát kereshetjük teljes négyzerré alakítással is.

_x 2 + 36x '" _(x 2 ~ 36x) '" -(x- 18)2 -:- 324

Tehát a maximumát x'" IS-nál veszi fel, ekkor Y'" 18, a terület T '" 324 cm-,

A fizikából jól ismert összefüggés szerint s = ur. Ekkor

a) a megtett út s = SI + S2 = VI ~ + 112 ±' így az átlagsebesség

t t km km
11 -+v - IlO -+SO

J 2 22 v,+v2 = h h =100 km

a) Két órán át 4 k: sebességgel haladva éppen 8 km-t ten meg a gyalogos. Utána

2 árán át 6 ~ -val haladva 12 km-t. Tehát 4 óra alatt 8 + 12 = 20 (km) a megtett

" A' l b ' , 20 5 (km 'J E ké b ' , ' k"utja. t agse essege Igy: 4 = lh' z a et se esseg szarutam ozepe.

b) Az első 10 km-t 4 t;; -val 2,5 óra alatt, a következő lO km-t 6 k: -val !,fiára

alatt tette meg a gyalogos. Összes útja mcst is 20 km, összes ideje 2,5 + 1,6 =

= 4,16 (h). Átlagsebessége rnost: 20. = 4,8 (km). Ez a két sebesség harmo-
4,16 \ h
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Állítás: b = '\Ir;;;;

,
<,

<"-I_~,---------"',;;- - - -~
B E

c
(
-~~~,

D C
/,

,.

h
/

l/l

A G

-e
Toljuk el a DB átlót a DC-ral, legyen B képe E, ekkor AC .L CE, BE = DC = c.
Így /1 CE háromszög derékszögű, CG az; AE átfogóhoz tartozó magassága,
AG = CD = RE = c, AD = GC = h, AE = AB +BE = a + c, így
GE = AE - AG = a + c - c = a.

ACE derékszögű háromszögre alkalmazva a magasságtételt CG = "./AG· GE, azaz

b = ,r;;;:, amit bizonyítani akartunk, azaz a merőleges szar az alapok mértani közepe.

p+q ~
a) -0-; \lpq

b) A 7églalap területe pq és ugyanennyi a négyzet teriilete is, hiszen (·,/pqy = pq.

c) A téglalap kerülete 2(p + q) és

Legyenek a háromszög szögei IX, j3 és y, és tegyük fel, hogya s:; f3 $ y.

a-f3+)' = ISO"
a~y

~op

f3+y=3a.

A három egyenlet egyszerre csak az o: = 45", j3:=; 60" és y = 75" eserén teljesül.
Tehát a keresett háromszög szögei o: = 45", fi = 60" és y = 75°.

Ha beteszünk T összeget, akkor három év múlva a feltételek szcrl nt:
T· 1,16· 1,12· 1,09 pénzünk lesz, ami 1,4161 T, tehát 41 ,6-1 90-kal nőtt meg az ösz­
szeg. Ha állandó kamat lett volna, akkor Tx 3 =1,4] 61T, ahonnan x == 1,1230, tehát
átlagosan évi 12,30%-os kamatot jelent ez a három megadott kamat az egymás utáni
három évben.
(Megjegyezzük, bogy bár nincs nagy eltérés, de a számtani közép nem vezet a helyes
eredményre, rnert ez 12,33%-0[ adna, egy kicsit többet, mint a valódi eredmény)

A d " ik "rt" \" A-9 H~_ =~Z ere en gyertya le agata: '1 = --; v', ..
3 3

A .. I ' ,. ....., \. 2A·111
z osszeo vasztas utam gyertya tertogata: '3 = -3- = Ví + V2 ·

2km k9 4. 6 . 9-6
--o --+-"-, amiből valóban m= -- = 7,5 cm.
333 2
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A feltétel miatt PC = "\I PA· PB.
Tegyük fel, hogy C nem illeszkedik az AB szakasz mint átmérő fölé rajzolt körre.
Hosszabbitsuk meg PC-t a körig és legyen ennek a szakasznak a körrel való rner­
szésponrja (abban a félsikban. ahol a C VmI) C'. Mivel C' a körön van, Thalész té­
tele értelmében ACB háromszög derék­
szögű, 19)' a magasságtétel mian

PC'= )PkPB.
Ezt összehasonlítva az eredeti feltétel­
lel: PC = PC, ebből (a származtatás
miatt) C = C', tehet C illeszkedik AB
szakasz mint átmérő fölé rajzolt körre,
és ez ellentmond az indirekt feltételnek.

ugyanennyi a négyzete is, hiszen 4· P + éj = 2(p + q).
2

~

d) Kérdés, lehet-e 2p + 2q = 4'.jpg.

Mindkét oldalt 4-gyel osztva p; q = .,rp; adódik, ami nem lehet mert p ;t:. q.

e) Ha a két négyzet teriilete egyenlő, akkor az oldalaik is egyenlők. De az oldalak
p+q, ,---
~~2- cs.,,1 pg nem egyenlők, hiszen p ;t:. q.

a) Az ABC háromszög C-nél derékszögű, A magasságtételből. PC = ,/5,3,2 = 4.
A zászlórúd 8 III hosszú.

4 9 Q "b"] 76 8b) =19'P ,amI o PQ=9"" ,44 (mérer).

c) A Thalész-tétel miatt az AB átfogó F felezőpontia a háromszög köréirt körének

középpontja. tehát FC = AB = 4,] méter.
2

AC hossza befogótétellel számítva: AC = '.jlS· 8,2 "" 6,4 (méter).
Tehát 2,3 méterrel rövidebb rögzltökötelet használhatnánk.
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m 92 m'62

Az eredeti gyertyák térfogata: 1-í = -3-' 'VI =-3-'

.. ., , , x 2 ·2m
Az összeolvasztás utam gyertya terfogata: 'V3 = ~ = \I; ...,.. 10'2'.,
x 2 .2m m· 92 m 62 :c 92 + 62"---::C" ~--+-- amiből x = = 58,5 (eme), tehát az új alapte-
- 3 33'
rület a régiekének számtani közepe.

Az eredeti briliáns értéke 2m 2 fabatka. Ha 2 részre vágjuk, melyek tömege x, illetve

Legyen az aranyrögök tömege x, illetve y gramm.
x+v ,---
--~ = 68 1\ ,Ix)' = 60

2
x+y = 136 A X}'= 3600

Az egyenletrendszert megoldva adódik, hogy az aranyrögök tömege 36 gramm és
100 gramm.

Legyen a három szám a < b < c. Ekkor a középsö a két szélső mérteni közepe.

b = ,r;;;, és a legnagyobb a másik kettő többszöröse. Ekkor c felírható például c "" na

alakban (ahol fl E .:\1"+). De ekkor b =.yr-;;:;;;; =a'Vr;;, Mivel b is egész, -r;; is az,

vagyis II négyzetszám, fl "" ml ajakú (ahol mE 1\"+), Ekkor b = ma, c = mlu, a

három összege pedig a (l + m + m 2
) = 57, ahol a baloldal mindkét tényezője egész.

Mivel primtényezös alakban 57 "" 3 . 19, és persze 57 = l . 57, négy eset lehetsé­

ges: a = 3 és l +m+m 2 = 19, vagy fordítva, illetve a = 1 és l +m+m 2
= 57,

vagy fordítva.

Az első esetben az tn l + m - 18 = O egyenlet gyökei nem egészek.

A második esetben az m l + m - 2 = O egyenlet győkoi -I és -2, utóbbi nem pozitiv,

Hal < k, akkor AI < m, Al> m.
Ha mindkét serpenyőbeegyforma gyakran tenné az árut:

AJ +A, = mi+m~ = m(i+~I2:: 2m (mivel a+!;:: 2, haa > 0),
~ k l k lj a-

akkor a vasérleknak 2m tömegű árunak megfelelő pénzért legalább 2m tömegnyi
árut adott, így nem jutott tisztességtelen haszonhoz.

'604.] a) Rendre 1300, 1872, 1586, illetve 1560 petákot.

@A pattogatott kukorica valódi tömege legyen x gramm, a márlegkarok hossza kb
és ki' Feltehetjük, hogy mindegyik mérlegnél a bal oldali mérlegkar a hosszabb:
kb :> kj.
A két mérés eredménye szerlnt x· kh = 144· kj és X· k.i = 100· kjr

A két egyenlőségbaloldalainak szorzata megegyezik a jobb oldalaik szorzaré­

vaj: x 2 . k,,· kj = 14400· k" . kj, tehát x 2 = 14400. Ebből látható, hogy egy

zacskó pattogatott kukorica valódi tömege 120 gramm. Ennyit mutatnak a be­
szerzési helyen a pontos mérlegek, ezért egy zacskó pattogatott kukorica beszer­
zési ára 1560 peták.
Az A boltban jóljárnak a vásárlók (ám sokat veszit a kereskedő), B-ben és C-ben
a beszerzési árnál drágábbanjutnak a vásárlók az áruhoz (20%-kal, illetve 1,7%­
kal fizetnek többet). D-ben beszerzési áron jutnak a pattogatott kukoricához.

m.m
2

- - - - _'-._~

• Új érték

m'

ahol x az egyik levágott darab tömege.

kk "" 'k '"'I 2 2 2

~jaért:~ x2:;V:2:~: :::J+e~: ~x);=)~~2 _ 4mx + 2m2 = 4(X _: '1

2

+ m".
-)

Ábrázoljuk a brtliánsok értékét x függvényében (O :::; x s; m).
Az abrárólleolvasható, hogy ha a bri­
Iiánst kétfelé vágjuk, veszít az értéké­
ből. Legtöbbet akkor veszít az értéké­
ből, ha két egyenlő darabra vágjuk.

~ 2m 2
Ekkor a briliánsole összértéke m 2 fa-

batka, az értékvesztés ekkor m 2 fabat-

ka. Az értékcsökkenés

M=2m2_[4(x_my +m
2l

=
\ 2)

~m'-+-~r
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F

A függvénynek 2,I-nél (az 1,2, a 2,1 és a 3,6 mediánjánál) van minimuma.
A minimum értéke 2,4.

Használjuk amellékelt
ábra jelöléseit. a befogó­
tétel ezerint. a = SC
mértani közepe az BT és
az AB szakaszoknak. A B
középpontú, a sugarú kör
metszi ki AB-ből a H
pontot, tehát BH a mérta­
ni közepe BT és AB-nek.
Ugyanezen szakaszok
számtani közepe BG,
ahol G-t úgy kaphatjuk.
hogy AC F felezőpontjából a CT magassággal párhuzamost húzunk. Ekkor ugyan-

AT BG AB c-ar c+ac .is AG= -, deAT= c-ac, azaz = -AG =c--- ~-- vagYIs
2 2 2

BG a számtani közepe annak a két szakasznak, amelynek BC = a a mértani közepe.
Azt kell tehát belátni, hogy H mindig közelebb van B-hez, mint G. Ez igazolja
ebben a speelalis esetben a mértani es számtani közép közötti egyenlötlenséget. Ez
viszont igaz, mert a B-ből induló szögfelezö a CA oldalt C-hez közelebb metszí, mi­
vel az átfogó hosszabb, mint a befogó, s igya szögfelezö tétel ezerint AE is hosz­
szabb, mint CE. Ha E-böl merölegest állítunk AB-re, akkor éppen a fl pontot, C el­
forgatottját kapjuk. Ha F-ből állítunk merőlegest, akkor kapjuk G-t. Mivel F mesz­
szebb van C-től, mint E, ezért G is messzebb lesz B-től, mint fl; s ezzel beláttuk,
amit akartunk.

( 608)

a + c =-p J6 I 12 4 8 I 6

ac = q 3 ! 4 J2 6 8... _-
a 0,19 0,34 - 0,84 , 2

c' 15,8 J I 11,66 - 7,16 I 4

az előbbiből viszont cl = b = c (= 19) következne - egyik sem felel meg a feltére­
leknek.

A harmadik esetben az m 2 + m -56 = Oegyenlet gyökei 7 és -8, utóbbi nem pozi­
tív, nem jó, az előbbiből a három számra l, 7, 49 következik. A negyedik esetben

m 2 + m = Oegyenlet gyökei Oés -l, nem pozitivak. nem jók.
Tehát egy megoldásunk van: a = 1, b = 7, c = 49.

G~J Legyen a három szám cl < b < e. Ekkor a középső a két szélső számtani közepe:

h a+c Af .. ·. . a+c .'
~ -Z-· eltetel szennt cl' -2 . c = 24, vagyis a (a + e) c = 48. hjuk ezt

ac . (a + c) = 48 alakban. Ha a + e = -p és ac = q, akkor a Viete-formulák szerint

a és c az x
2 + px + q = O egyenlet gyökei. A 48 szorzatalakjat: 1·48 = 2·24 =

=3·16 =4·12 = 6, 8, ezek tehát -p és q lehetséges értékpárjai. Nem kell azon­
ban mind a 10 esetet végigvizsgálni. Mivel a, b, c közül a legkisebb is legalább l,
a másik kettő legalább 2, illetve 3, igy ac legalább 3, a + c legalább 4. igy maris ötre
csökken a lehetséges értékpárok száma. Táblázatba foglalva a lehetséges -p, q pá­
rok eseten adódó gyököket, látjuk, hogy egyetlen olyan eset van, amelyben egész
eredmény adódik. Ez egyúttal jó megoldás is, hiszen a = 2 és c = 4 esetéri a szám­
tani közeptík b = 3, és valóban 2 . 3 ·4 = 24.

~,

!,607! H, k < 1,2, ekkor Ik-l,21+1 k-2,11 +1 k- 3,61 ~

~ -(k- J,Z) -(k-2,!) - (k- 3,6) ~ 6,9 - 3k;

ha 1,2 ~ k < 2,1, akkor Ik - 1,21 + Ik- 2,J I + I k - 3,61 ~

= k-1,2-(k-2,]) -(k- 3,6) = 4,5 -k;

ha 2,1 ~ k < 3,6, akkor Ik-ul +1 k- 2,11 + Ik-3,61 ~

= k-l,2+k-2,1-(k-3,6) = k+O,3;

ha z e 3,6, akkor Ik- 1,21 + I k-2,11 + Ik-3,6I~

= k- 1,2 +k- 2,1 + k- 3,6 = 3k-6,9.

A k H Ik- 1,21 + Ik-2, l I+Ik - 3,61; k E R függvény gráfikonja II fentiek alapján:

178 179

-



Ha a téglalap oldalainak hossza x, illetve y, területe T == xy == állandó, kerülete

K == 2(x + y), ennek a minimurnát keressük.
Ha x > O és y > O, akkor a számtani és mértani közép közöui összefüggés alapján

x + y ,----__ ;;::I XV.2 ,,,

Egyenlőség akkor áll fenn, ha x == y.

A téglalap kerülete: K == 2(x + y) = 4 x; y 2': 4,r;;. = 4-../T == állandó.

a) A két érintési pont közörrl szakasszal (ElE]) egyenlő a Kl? szakasz a satirozon
KIKzP háromszögben. amely derékszögű. (Hiszen az érintő merőleges az érintési
pontba húzott sugárra, és a párhuzamos eltolás a merölegességet és a szakaszhosszt
megőrzi _ vagy másképpen: a K

1P1El minden szöge derékszög, vagyis ez egy tég­
lalap, aminek szemközü oldalai párhuzamosak és egyenlők.) A két kérdéses Tha­
lész-kör átmérője az E1E2és a KIK] szakasz. Mivel utóbbi aKlK2P háromszög át­
fogója, a Kl P pedig ugyanennek befogója, természetesen a középpontokat össze­

kötő szakaszra rajzolt Thalész-kór (átmérője) a nagyobb.

b) A két adott kör középpontját összekötő szakasz fölé rajzolt Thalész-kor sugara

KI;2== r ~R azaz számtani közepe a két adott, egymást kivűlről érintő kór

sugarának. A másik Thalész-kör sugara fele az ElE] szakasz hosszának. Erre fel­

írhatjuk a Pitagorasz-tételt a aatirozott háromszögben.
2 2 2 2E

1E1
==Kt? ==(R+r) -(R-r).

Ebből: E
IE2

2 == 4Rr, azaz E
1
Ez == 2·',1 Rr, és így ennek a körnek a sugara ..jfb..

Vagyis a K
tK1P

háromszög átfcgója és befcgója közti egyenlőtlenségéppen az
r és R számtani és mértani közepe (illetve a kétszeresük) közti egyenlőtlenséget
szeralélteti. Ha R == r, a Kl K

2P
hárornszeg nem létezik (P egybeesik K2-vel), de

ekkor K,KzE2E1
minden szöge derékszög, vagyis ez egy téglalap, aminek két

szernközti oldala - vagyis a kétféle közép - egyenlő.

:1'
'Ii

l,
II
ii

'II
"

11

,I

'I
,I

'II
II
I
'I

'/,

"

"'I

km i kiszá 72
km

-r-r , ami iszámttva -"
h h

K
2

1 l-+-­
60 90

K
4

K' t T

16

od " "d" d h
Je1ölje d a két város távolságát kilométerben! Ekkor az aut 1 otartaroa 60 ' a

visszaüté !!- h. Az átlagsebesség az összesen megtett út és az összesen eltelt idő
90 2d km .. "' ké b 'h

hányadosa, azaz: d d h. Ezt d-vel egyszerusltve eppen a "et se esseg ar-

-+-
60 90

2

Ha a téglalap oldalainak hossza x, illetve y, kerülete K == 2 (x + y) == állandó, ebből
K [K J "" k likx + )' == _. A téglalap területe T == X)' == x - - x ,ennek a maxlmumat eressu .

" 2 ~2

Abrázoljuk a területet x függvényében!

A zérushc1yek Xl == O, X2 == ~ , a szélsőértékét (maximumát) a két zérushely

, K JI O~- K
számtani közepénél l-i'- ~ 4 veszi fel.

Tehát az adott K kerülétü téglalapok
K l Ih ,,"közül az x == y == - o da osszusagu
4

négyzet területe a legnagyobb.

(T ~ ~~ J

KÖZEPEK

lvlásik megoldils:
A számtani és mértani közép közötti gsszefüggés alapján x > O és y > O esetéri

x~y -
~;;::'\Ixv.

o '"
Íg~ a terület T ~ xy ~ (x;yy~ (~y ~ ~~ ,ez maximális, ha x~ y~ ~"

Tehát a téglalap kerülete akkor a legkisebb, ha x == y.
T ~-

x == -, ebből x = -n , Y == -.,IT,
x

vagyis az adott területű téglalapok körül a négyzet kerülete a legkisebb (K == 4..Fi\

T

, \
, \,, \

p,1 k

" /'~R-r
//////'/ -'

R rKz,,,,,

,

KÖZEPEK
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KÖZEPEK ELSŐFOKÚ EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

=

x+ 12

8
x+ 12

8
x+ 12

2.8. Elsőfokú egyenletek, egyenlőtlenségek

2 15
15x + 180 ;= 8x + 544

7x = 364
x = 52

Behelyettesltéssel meggyőződhetünk, hogy az 52 valóban megoldása az eredeti
egyenletnek.

1+2+ ... +n.

Mindkét oldal pozitiv, vegyük az n-edik gyöküket. ez mosr ekvivalens átalakítás. A

kérdés most már: !i./J ·2·.. n < rt; 1 . A jobb oldali tőrtet bővítve n-nel: (rt + l)n

n(n+l) 2n

2 felismerhetjük, hogy a számláló:
n
-t;1-.2c--- 1+ 2 + 0.0 + n
'V ••••. n < alakú, Ez viszont igaz. hiszen ez azn .

l-től n-ig terjedő számok mértani és számtani közepe közü egyenlőtlenség

Tehát Zsoltinak igaza van. "o'

A kérdés igy

(613)

a) A lehető legbővebb alaphalmaz R \ 13}. A számlálát szorzatta alakítva, a törtet
egyszerűsítve:

3(x - 3) ;= 3

x-3
3;=3

azonosság, minden valós számra igaz. Tehát a megoldáshalmaz. R \ {3}.

b) A lehető legbővebb alaphalmaz R \ {3}. A számlálót szorzauá alakítva. a törtet
egyszerűsítve:

3(x - 3)
=x

x-3
3 = x,

de éppen ez nem eleme az alaphalmaznak. tehát nincs megoldása az egyenletnek.

M=0
c) A lehető legbővebb alaphalmaz R \ {3}. A számlálót szorzattá alakítva, a törtet

egyszerűsítve:

x(x - 3)
=x

x-3

"XI,,:x_--.:3'C)- =3
x~3

x=3
de éppen ez nem eleme az ulaphalmaznak, tehát nincs megoldása az egyenletnek.

k! = 0.
d) A lehető legbővebb alaphalmaz R \ {3}. A számlálót szorzattá alakítva, a törtet

egyszerűsítve:

x=x

azonosság, minden valós számra igaz. Tehát a megoldáshalmaz. R \ {3}.
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ELSŐFOKÚ EGYENLETEK. EGYENLŐTLENSÉGEK ELSŐFOKÚ EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

Eredeti szám (E) Felcserélt szám (F) E-F
18 S1 -63

.-
l' 72 -45-,

--,.....-

36 63 -27

45 54 -9
- ..-

54 45 9...
63 36 27

-
72 27 45

81 18 63

Legyen a két szám x és x + 50, ekkor a feltétel: 3 ex + x + 50) = 210, amiből x = 10.
Tehát a két szám 10 és 60. CA feladat megoldható kétismeretlenos egyenletrendszer­
rel is, lásd 911. feladat)

Jelölje az eredeti szám első három számjegyéből álló háromjegyű számot x. Ekkor
az eredetí szám a 10x + 8, a számjegycserével kapott pedig a 8000 -i- X. A feltétel
ekkor lUx + 8 + 3204 = 8000 + x, amiből x = 532, vagyis az eredetí szám az 5328.

Ha a kérjegyű szám első számjegye x, akkor a második számjegye 9 - x.
Így az eredeti szám: lOx + 9 - x = 9x + 9.
Ha az eredeti szám számjegyeit felcseréljük. akkor a felcserélt szám első számjegye
9 - x, második számjegye x.
Így a felcserélt szám: 10(9 - x) + x = 90 - 9x.

A feltétel szerint
90-9x+45 = 9x+9, ebből x = 7.
Tehát az eredeti szám 72, a felcserélt szám 27 (72 - 27 = 45).

Másik megoldás:
Felirjuk azokat a kérjegyű számokat, melyek számjegyeinek összege 9.
Ezek 18; 27; 36; 45; 54; 63; 72; 81.
A felcserélt számokat tekintetbe véve csak a 72-re igaz az állítás.

Legyen a két szám x es 2x + 3. A különbségük kétféleképpen is képezhető.

Ha zx + 3 - x = 9, akkor x = 6 (és a másik szám 15); ha viszont x - (21c + 3) = 9,
akkor x = -12 (és a másik szám -21).

Legyen ez az ötjegyű számx. Mögéje írva az l-est a 10x + l számot állítjuk elő, elé­
je (a százezres helyiértékre) írva pedig a 100000 + x-et.
A feltétel ekkor lOx + l = 3 (100000 + x), amibölx = 42857.
Tehát a keresett ötjegyü szám a 42 857.

x+3

7 -x 2
--~--+3 x:::to5
x-5 x-5
Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalát (x - Sj-tel' 7 - x = 2 + 3 (x - 5)
Innen: x = 5. Mivel a tört miatt x #- 5, tehát al egyenletnek nincs megoldása.

(X+3)2 =x+2
x+3

x+3=x+2

az alaphalmaz minden elemére harnis kijelentés, tehát az egyenletnek nincs megol­
dása.

A törtek miatt x -:f- ±2.

4
A "3 az alaphalmaznak eleme és az alaphalmazon ekvivalens átalakításokat végez-

tünk.M = {~}.

2x-2 2x-2
Vegyük figyelembe, hogy alt kapjuk, hogy

x 2 -4 4_x2 '

ccc-"x-,+-,2::-_ 2x - 2 6 l
--=- +. +--+ =0.
2(2-x)(2-x) (2-x)(2+x) x+2 2(2-x)
Közös nevezőre hozva,

~x_+_2::-+~2~(-,,'x=-~2,,)-:+c:1C'2-,,(2::---"x-,,1~+~x~+,--=2 = O.
2(2-x)(2-x)

Egy tört akkor 0, ha számlalója 0, és a nevezője ugyanakkor nem O.
Így 24 - 6x = 0, melyből x = 4. A kapott érték kiclégiti az eredeti egyenletet.

cx~'_+,-,6~x~+_9C =x+2 Atört miatt z e c S

A törtek nevezőt szorzat alakban:

x 2-4=(x-2)(x+2); x 2-2x=x(x-2); x 2+2x=x(x+2).

Közös nevezőnek célszerű az xCx + 2) (x - 2) szorzatot valasztani. Ekkor az első

törtet bővíteni kell x-szel, a másodikat (x + lj-vel, a harmadikat pedig (x - lj-vel:
x~ x(x+2) 4(x-2)

x(x + 2)Cx - 2) x(x -I- 2)(x - 2) xCx + 2)(x - 2)

A megadott alaphalmazon a közös nevező sohasem nulla, ezért mindkét oldalt szo­
roahatjuk vele (igy a megoldáshalmaz nem változik):
XL - x(x + 2) = 4(x - 2)

6x = 8

4
x-

3
.

184 '8'

_._-----



ELSŐFOKÚ EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK
ELSŐFOKÚ EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

A testvérek rnost x, ll, 5x évesek. Ha a legidősebb kétszer ennyi idős lesz, akkor
10x éves lesz. Vagyis a feltétel: x + l J + 5x == 10x - 1, amiből x == 3, tehát a testvé­
rek mosr 3, l t, lS évesek.

Legyen Gyöngyi g éves, a szomszédasszony ekkor g + 17 éves.
A feltétel: 2g == g + j 7 + I, amiből g == 18, vagyis Gyöngyi 18 éves, a szomszéd­
asszony pedig (lg + 17 ==) 35 éves.

')800
-=-::;--- + 200 == ]600 Ft-ot, maradt 1200 Ft-ja.

"

Ha [eredetileg~ ~';ab ék,,] volt az üzletben. akkor igaz, hogy

x- ~+4+ 22 +2+5

f
O,

Ennek megoldása x == 36, azaz 36 db ékszer volt hétfőn reggel.
Ellenőrzés:

Hétfőn 18 + 4 == 22 db-ot adott el, maradt 14 db. Kedden eladott 7 + 2 == 9 db-ot,
tehát 5 db maradt. Ezt ezerdan eladva valóban elfogyott az összes ékszere.

A maradék 200 Ft-ja a 3. napi pénzének a fele (hiszen aznap elköltötte a pénzét).
Tehát a 3, napi pénze 400 Ft volt, ez maradt a 2. nap végén.
A 2. nap 400 + 200 == 600 Ft az l. napi maradék pénzének a fele, azaz l. nap
1200 Ft-ja maradt.

Az első nap az összes pénzének a felénél 200 Ft-tal kevesebbje maradt, így az ösz­
szes pénzének a fele 1400 Ft, tehát eredetileg 2800 Ft-ja volt.

Másik megoldas:
Ha a turistának eredetileg x Ft-ja volt:

1. nap elköltött (.:: + 200) Ft-ot, maradt l'~-200)' Ft-ja.
\2 2

2. nap elköltött ±(~-200) + 200 == (1 + 100JFt-ot,

maradt ~ - 200 - (.:: -t-100)" == (.:: - 300) Ft-ja.
2 \.4 4

3. nap elköltött ±(1-300J+200 == (f+ 50) Ft-ot.

Így nem maradt pénze. (A 2. nap megmaradt pénzét elköltötte 3. nap)
.:: - 300 ==.:: + 50
4 8'
ebből x == 2800.
Tehát a turistának eredetileg 2800 Ft-ja VOlL

Ellenőrzés:

Első nap elköltött

Második nap elköltött 1200 + 200 == 800 Ft-ot, maradt 400 Ft-ja.
2

Harmadik nap elköltött ~. 400 + 200 == 400 Ft-ot, így nem maradt pénze.' 2

125 árára, azaz 2,4 órán! van szükségük.

A munkával ketten együtt x óra alatt készülnek cl. Egy óra alatt Antal egyedül a

k ] , B'] 1, ker .. d' 1 d . , , ik ]muru a --et, e a -r-at, cetren egyutt pe 19 az --e reszet vegzr e.
4 6 x

1 1 1 " 12
Tehát - '= - + - arniból x == - == 2 4.

x 4 6' 5'

Együtt tehát 2,4 óra alatt végzik el il munkat.

'T "4' 1 A] k 2.4 O 6 ' , . ' jL.gyams: ... ,' ora a att nta a mlln a - - == , reszel VCgZ1 e;
4

B ' ] k 2,4 O 4 ' , , . 1era a mun a -. == " reszet vegzr c ,
6

Ezek összege 1, tehát valóban elvégzik a teljes munkar.

Egyenlet nélkü] is megoldható il feladat.

A 1 , B 'l " k 1 l 5 , , . . 1 ' 1 \ l'nta es e il egyuu a mnn a "4 --l-"6 == 12 reszet vegzr e egy ora a att..f teljes

munka elvégzéséhez

l 1 X " ct l Y l Z]' eli l . , "j'perc a att erua a me ence -, vonne -, a an pe g _ reszet to n meg
80 70 60

d"] . .. 1 l l 21--!..24+28 73 "
egye u, vagYIs egyutt az - + - + - == == __ reszet töltik meo".

- SO 70 60 16S0 16S0 o

Ekk l, ölté 16S0 2 'or a te no tes -- '" . 3 percIg tart.
73

a) A találkozásig az első motoros t órát, a második t-l órát volt úton, együttes meg­
tett útjuk (mint fizikából jól ismert s == vI) kiadja a két település távolságát
50t + 60 (t- 1) '= 83. Ebből I == 1,3 óra, vagyis az első mctoros indulása után
1,3 árával (== l óra 18 perceel) találkoznak, Zamárdítój (50t ==) 65 km távolság­
ban. (A másik mctoros 0,3 órát volt úton, ezalatt megtett 60(t _ 1) == 18 km-t, és
valóban 65 + 18 == 83.)

b) Legfeljebb Ponyódon, ha összefutnak, mert az első rnotoros már rég odaér, mire
a második elindul ...

(Ha az a) pont szeriruí egyenletet felhjuk. 50t + 60(1 _ I) == 33, amiből most

r == 0,845 óra adódik, de ekkor a második rnotoros negatív ideig lenne uton')

;.627·1

1625.j

j,

I ,

'! j

jj!
!
I
; i,

j'j

'j
,i

'I I 626·1
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Jelöljükx-szel a kétágyas, y-nal a háromágyas szobák számát! Ekkor az összes szo­
ba száma x + y = 24, az összes ágy száma 2x + 3) = 64, így x es y az

X+V=24}
~ egyenletrendszer megoldása: x = 8 y = 16.

2x+3y=64 - '

Tehát a szállodában 8 db kétágyas szeba van.

Ha x tanulója van az osztálynak, akkor:
x x"4 +"3 +10 "" x, amiből x = 24 adódik, tehát 24 tanuló jár az osztályba.

Ellenőrzés:

24 244 = 6 tanulá jár gyalog, 3"" = 8 tanuló jár kerékpárral. tehát 24 - 6 - 8 = 10 ta-

nuló jár busszal. Ez megfelel a feladat szövegének.

Ha öt gépnek 60 percig tart 15 munkadarab elkészítése. akkor eITY darabot 4 percig
ké k ' . e e,,;szltene , nug ugyanez egy gépn~k 5-ször annyi ideig, 20 percig tartana. Ha egy
gep egy darabot 20 perc alatt munkal meg, akkor 40 darabot 800 perc alatt készít el,
ugyanezt 8 gép nyolcadennyi ideig, 100 percig csinálja.

H h i a fuu' '1 akk 3 ~ . 2a x ro osszu a J u opa ya, d1\. tor x + - x az elso tav, ennek a -crészét hozzáadva
4 7

')("+3 )'d'd'k hh " , 2, fl " Wir 3 I7 ., "4 x a o l,e ez]onmega"7resz·ee,lgyosszesen 7" \x+"4 x) a meg-

10 7 5 ,
tett út, ami -. -4x = - x = 2500 m, tehat 1000 m-es a pálya.

7 2 -

km ,
a) Ha az első szakaszon v h sebességgel haladt, akkor 2v km utat tett meg,

1, 'h' , 5 km2" ora pl enes utan 2. oran keresztul haladt Cv + 20) h sebességgel, így

ekkor 2,5 . (v + 20) km a megtett út, tehát: 2v + 2,5 (v + 20) = 400.

Ebből 700 km . lan kmv "" 9 h = 77,7 h "" 77,8 h volt az első útszakaszori a sebes-

sége.

b) Ha az első szakaszon 100 km a sebesséee akkor 2' 1 '00 k th:;· e " a ora aratt z m-t esz

meg, majd t óra pihenés után a maradék 3 - l órában 120 km -val haladva
h

(3 - t) . 120 km a megtett út, tehát 200 + (3 - l) . 120 = 400 adódik amiből
4 '

t = "3 óra a maximális pihenési idő.

,..
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A feladat szövegéből nyilvánvaló, hogy a könyvek fele, 60 könyv Antalé. A többi­
eknek tehát együttesen 60 könyv ük van. Bcncéé ezeknek a fele, vagyis 30 könyv. A

maradék 30-ból 16 Cilié, 14 pedig Dénesé.

A 20 íoriruos érmek száma x, az 50 formtosoké 24 - x.

Így 20x + 50 (24 - x) == SOX.
Ebből x = 15, 24-x=9adódik.
A kiszámított 20 ' 15 + 50 . 9 == 750 torintból a diák éppen meg tudja vásárolni a

könyvet.

A feladat módszeres próbálgatassal megoldható. Figyelembe vesszük, hogya per­
selvben 25 érme van 500 Ft értékben. Az 50 forintosok számát megadva azt vizs­
gáljuk, hogy hány] O vagy 20 Ft-os lehet úgy, hogy éppen 500 forintot kapjunk.
Nyilván, ha sok az 50 Ft-os, akkor az érme darabszáma úgy növelhető, hogy egy

20 Ft-os helyett 2 db 10 Ft-ost veszünk.

50 formtos 10 foriritos 20 forintos darabszám összeg

10 O O 10 500

9 5 O 14 500

8 "-=H= O 18 500

7 15 O 22 500
- --

6 18 l 25 500

Legfeljebb 6 db 50 Ft-os lehetett a perselyben.

Megjegyzés:
Megoldható kétismeretleries egyenlénel is: a 25 darab pénzérmeből legyen

x darab 50 ft-os pénzénnénk.
y darab 20 Ft-os pénzérme,
25 - x - y darab 10 Ft-os pénzérme.

Tehát együtt 50-"+ 20y + 10 (25 - x - y) = 500. 10-zeJ való osztás es a kijelölt mű­
veletek elvégzése után: 4x + y = 25 adódik. Minthogy x és y pozitiv egész, x legfel­

jebb 6 lehet.
Ezek szertnt legfeljebb 6 darab 50 Ft-os pénzérme Iehetett a perselyben.
Ekkor a 20 Ft-osok száma: l, a 10 Ft-osok száma 18.
A perselyben lévő pénz éneke: 6·50 + 20 + 18·10 = 500.

,.9
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64 = 5h + 4, tehát b = 12, azaz 12-e~ számrendszerről van szó.
6· 6 = 36 = 3 . 12 + O, ezért 6 . 6 = 3012'

Az egyik államkötvény névértéke x eFt, hozama 10%, a másik államkötvény név­
értéke (270 - x) eFt, hozama 9%. 300 Ft = 0,3 eFt

x . 0,09 + (270 - x) ·0,1 = x . 0,1 + (270 - x) ·0,09 - 0,3
-O,Olx + 27 = O,Olx + 24

3 = a,Oh
x = 150

Eredetileg tehát 150 eFt nóvértékü, 10% hozamú, és 120 eFt névértékű. 9% hozamú

államkötvényünk volt.
Az eredeti hozam összesen 25,8 eFt, a felcserélt kamatokkal pedig 25,5 eFt lenne,
ami valóban 300 Ft-tal kevesebb az eredeti nel.

100
a) 500 = 0,2 (gramm)

b) Igen, lehet.
100 darab 0,19 gramm tömegű kő együttes tömege 19 grarrun. Legyen még pL
400 darab, összesen 81 gramm tömegű (egyébként tetszőleges tömegeloszlású)
kő az 500 közöu.

e) Igen, lehet.
100 darab 0,23 gramm tömegű kő együttes tömege 23 gramm. Legyen még pl.
400 darab, összesen 77 gramm tömegű (egyébként tetszőleges tömegeloszlású)
kö az 500 között.

d) lu x darab, egyenként 0,24 grammos kő együttes tömege kisebb 100 grammnál.
0,24x < 100, amiből x S; 416 (mert x egész szám). Legfeljebb 416 darab 0,24
grammos, vagy annál nagyobb tömegű kő lehet az 500 között.

c) x darab legalább 0,24 grammos kő együttes tömege ml 2': 0,24x.
500 - x darab legalább 0,19 grammos kő együttes tömege mz 2': 0,19 (500 - x).

O,24x + 0,19 (500 - x) :::; ini + 1T/.2 = 100

0,24x + 0,19 (500 - x) :::; 100

0,05x+95:::::100

x:::; 100

,.,

km = 48 km. 1,2 km = 72 km0,8
s perc s perc

A kilövés után x perccel indul be a második lépcső:

48x+72(25-x) = 1500,amibőlx= 12,5.
Az első lépcső 12,5 percig tart. Ennyi idő alatt 48 . 12,5 = 600 km-t tesz meg a rakéta.
A második lépcsőt 600 km út megtétele után kell beindítani.

-

x

x

-

40 km

2
"5 x, a második megállásig összesen

(x * O)

m. Tehát a kerítés

Az AB út hossza x. Az első útszakasz hossza

, 2
megtett ut "3 x.

2 2
"5x+40="3x, ebből x = 150.

Tehát az AB távolság 150 km.

A it elsr k 2 Dkmmegtett ut e so sza asza: -.15.
5

azaz 60 km. Ha még meg tesz 40 km-t,
a megtett út 100 km, ami a 150 km-es teljes út kétharmada.

Az automatából x db 50 Ft-os és (12 - x) db 100 Ft-os esik.ki.
50x + (12 - x) . 100 = 1000,
ebből x = 4.
Tehát 4 db 50 Ft-os és 8 db 100 Ft-os esik ki az automatából.

A ll. A osztályba x tanuló jár. Je1es a dolgozata 0,25x tanulónak.
7 (0,25x - 4) = 0,75x + 4, ebből x = 32 az osztály tanulóinak száma.

Ellenőrzés:

A je1es ranulók száma 8, a nem jeleseké 24, ha a jelesek száma csak 4, akkor a nem
je1esek száma 32 -4 = 28 lenne, ami valóban 7-szerese a jelesek számának.

Másik megoldás-
Ha a jeles dolgozatot író tanulók számát jelöljük y-szel, akkor az osztály létszáma
4y. Ezzel a jelöléssel egyszerűbb a számolás.
7(y-4) = 3y+4; innen)' = 8, az osztály létszáma4y = 32.

Ha egy .Jcís'' négyzet oldala x m, akkor a park terüle­

te 7x 2 mZ, kerülete 16x hosszúságegység.

A feltétel szerint: 7x 2 = 16x

7x = 16
16

x=- m7 '

(16,2 256 256
A park területe: 7 l7J = 7'4"9 = 7 mv.

x db busz, 5x db autó és (50 - 6x) db motorkerékpár,
A kerekek száma: 6x + 4· 5x + 2(50 - 6x) = 184.
Ebből x = 6. Tehát 6 busz, 30 autó és 14 mororkerékpár van a parkolóban.

A k kertil )6 16 256par eruete: .-=-
7 7

~-·Z
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Ez azt jelenti, hogy a legalább 0,24 gramm tömegű kövek száma semmiképpen
nem lehet több 100-nál (lOO-nál kevesebb lehet: pl. 20 db 0,26 grammos, 60 db
0,25 grammcs és 420 db 0,19 grammcs kő együttes tömege 100 gramm, a kövek
együttes száma pedig 500),

Ha ebben a hónapban x lemezt adtak el, akkor az előző hónapban a felét, és ha a
folytatásban marad ez a tendencia, akkor két hónap múlva már 10 OOO híján elérik
a 100 OOO példányt, tehát az alábbi egyenlet írható fel a szöveg alapján:
x"2 + x + 2x + 4x + 10 OOO = 100 OOO. Ebből 7,5x = 90 OOO, vagyis x = 12 OOO, Te-

hát ebben a hónapban 12 OOO CD-t adtak el. Ellenőrizhetjük: az előző hónapban a
feltétel szerint 6000 CD-t adtak el, a következőkben pedig 24 OOO és 48 OOO eladott
példány lenne, ha a növekedési arány nem változna.
Ez összesen (6000 + 12 OOO + 24 OOO + 48 OOO =) 90 OOO CD, tehát tényleg már csak
10 OOO hiányozna a bűvös 100 OOO-hez.

l perc alatt az első csap 3x, a második csap 4x vizmennyiséget juttat a medencébe.
Mivcl 40 perc alatt töltik meg együtt a medencét, ezért a medence térfogata:
v= 40· 3x+40· 4x =: 280x.
Ugyanezt a medencét az első csap megnyitásától számított y perc alatt töltik fel:
i/ = y. 3x+ Cv-25)4x.
Ezekből: 280x = 7xy - 100x,

380
Innen x OF- O figyelembe vételével y=:- perc = 54 perc 17 másodperc adódik,

7
tehát a medencét 6 ora 54 perc 17 másodpercre töltik meg.

Az egyik befolyó 4 ora, mig a második 10 óra alatt tölti meg a medencét egyedül.
A kifolyó éppen szinten tudja tartani, tehát akkora a teljesítménye, mint a kettőnek

··E·I·h ·'bfl·k l l 7.
egyutt. z azt je enn. ogvegv ora a att e o VI - + - = - resz és akkor ennvi

. - - - 4 10 20' -
1 20

is kell, hogy kifolyjon maximális kapacitás mel1ett. Ezek ezerint 7 7 óra

20
alatt ereszti Ie a kifolyó a teljes medencét. Ez körülbelül 2 óra 51 perc 26 másod­
perc, tehát ennyi idő alatt folyik ki az egész viz.

Tegyük fel, hogy II ember társult. A 824Q-hez mind az n ember 40n koronát ad
hozzá. Ehhez annyi százalékot nyernek, ahányan vannak. Ekkor ez a haszon:
n(8240 + 4On2

)
100 . Ezt osztják el, mindenki IOn koronát kap, és marad 224 korona.

Így az egyenlet, amelynek pozitiv egész megoldásait keressük:

(8240 + 40n 2
)~ = JOn 2 + 224.

. 100

,.2
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Ez harmadfokú egyenlet n-re nézve: 824n + 4n 3
= JOan2 + 2240, néggyel osztva és

rendezve: n3
- 25n 2 + 206n - 560 =: O. Ennek egész megoldása csak olyan lehet,

amelyik 560-nak osztója, tehát 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 14, 16, ... ,560 jön szóba. Ebből

az első négy nem jó, de az n=:7 gyök, hiszen 73 - 25 ' 72 + 206 ' 7 - 560 =

= 343 - 1225 + 1442 - 560 = O. Ekkor, mint tudjuk az (n - 7) tényező mint gyök­

tényező kiemelhető, s igy az egyenlet bal oldala (n - 7) (n 2 - 18 n +- 80) alakú. Ek­
kor még azt kell nézni, hogy a második tényező mikcr lehet O. Ez már másodfokú
egyenlet, megoldásai az (n - 8) (n - 10) felbontás miatt a 8 és aID. Tehát Ichettek a
társult kereskedők heten, nyolcan vagy tízen, Ellenőrizhetjük, hogy mmdhárom
megoldás lehetséges. (Nem vizsgán lehet természetesen valamilyen egyenletmegol­
dó programmal is dolgozni grafikus kalkulátor vagy számitógép segitségével.)

Legyen Piszkos Fred x éves. Ekkor a hajó x-24 méter hosszu, Fülig Jimmy
2(x- 24) kiló, naponta 2(x- 24) + 120 km utat tesznek meg.

2(x-24)+120 , __ . _, 2(x-24)+120
A hajón 20 matróz szolgai, a kabmok szama 20 - 2,

[
2(X- 24) 7 120 J.

arnivel felírva a kapitány 8 ? - 2 eves.
, _O

Ezt egyenlővé téve x-szel, az egyenletet megoldva adódik, hogy 64 éves a kapitány.

a) A baloldalon álló szorzat pontosan akkor nulla, ha legalább egy tényezője nulla.
. 5 l

Tehát x=:3 vasv x=: -- vag" x =-.
. e} 2 J 14

A.z egyenlet megoldáshalmaza. {-%; 1
14;

3}

b) A tört számlálója pozitiv, ezért a tört értéke pontosan akkor negativ, ha a neve­
zője negativ: x < o.
Az egyenlőtlenség megoldáshalmaza tehát: ]-00; 0[.

c) A tört számlálója pozitiv (hiszen x 2 + 1 érteke mindíg legalább l), ezért a tört ér­
S

téke pontosan akkor negatív, ha a nevezéje negativ: 8 - lIx < O <=> x > U'

Az egyenlőtlenség megoldáshalmaza tehát: ] 1
81;

+ o,{
a) Először a baloldali törtet .bövitsük" -l-gyel:

7+5x >-29
12

7 + 5x > -348
x> -7I.

Ekvivalens aralakításokat végeztünk, tehát Af =: J- 71; +=f.

,.3

...
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b) Legyen az alaphalmaz R \ {O}. Ezen a halmazon ekvivalens átalakításokat vég­
zünk:
l 1- 2x- s 2 {::} -- s O.
x x
A számláló és a nevező elöjelvizsgalatábój adódik a megoldéshalmaz:

M~h O[UI~ +{
[656_j' M = J-=; - ~r u J3; + =[ (Lásd 655. b) feladat megoldasátl}

3,

cl) A lehető legbővebb alaphalmaz R \ {3}. A számlájót szorzattá alakítva, a törtet
egyszerűsítve:

_X~(X_--;3c') 2:x
x-3

x 2: x.
Ez az alaphalmaz minden elemére igaz, tehát a megoldáshalmaz. R \ {3}.

Mindkét esetben ujabb oldali konstanst atvisszük a bal oldalra, közös nevezőre ho­
zunk, rendezünk, majd a számláló és a nevező előjel-vizsgálatával eldöntjük a tört
előjelet.

•

Q

1x-6
----+5~O
4-x

3x-6+5(4-x) 2:0
4-x

-2x+]4~O

4-x

számláló • __
nevező -----o-- - - _

ffi .»
4 7

A tört nemnegatív ahol a két elő­

jel megegyezik tehát x < 4 vagy
7 s x eserén.

b)

5

o-

4

o

2x-4 -22:0
3-x

2x-4-2(3-x) 2: °
3-x

4x-l°2:0
3-x

számlátó _ _ •
nevelií

• ffi

2,5 3
A tört nemnegatív, ahol a két elő­

jel megegyezik, tehát 2,5 ::.:: x < 3
eserén.

•

aj

Xl -4x+ 4 + 2x + 10 < 9 _ 6x + x 2,

ebből x < - 4, tehát a megoldáshalmaz: ]_00;

z 9 z9x -6x+I-6x<4-12x+ X,

ebből l < 4.

Ekvivalens lépések útján igaz állitashoz jutottunk, tehát az eredeti egyenlőtlenség
minden valós számra teljesül.

A megadott alaphalmazon ekvivalens átalakításokat végzünk:
3x+8 3x+8 3x+8 3(x-3) O 17 O-->3""'---3>0{::} - > ~ > "'"
x-3 x-3 x-3 x-3 x-3

x-3>0<=>x>3
TehátM= ]3;+00[.

a) A lehető legbővebb alaphalmaz R \ {3}. Aszámlálór szorzattá alakítva, a törtet
egyszerűsítve:

3(x-3) <
x-3 - x

3 -: x,
de a 3 nem eleme az alaphalmaznak, tehát a megoldéshalrnez: {x E R I x > 3}.

e) A lehető legbővebb alaphalmaz R \ {3}. A számlálót szorzatté alakítva, a törtet
egyszerűsítve:

x(x-3»3
x-3

x> 3,
tehát a megoldáshalmaz: ]3; +=[. (Vagyis ugyanaz, mint a b) esetben.)

"3(,,,x--c-0-'3) < 3
x-3

3 < 3,
ami sosem teljesül, tehát az egyenlőtlenség megoldáshalmaza üres halmaz.

b) A lehető legbővebb alaphalmaz R \ {3}. A szamlálót szorzarra alakítva, a törtet
egyszerűsítve:

1657.1 M ~ ]-3; ~[

I 658·1

"4 ,..
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Tehát az egyenlőtlenség megoldása: ha 2,5 < x < 12 teljesül, vagyis Af = ]2,5; 12[.

x x < 2.5 2,5 2,5 < x < 12 12 x> 12

x-12 '3 -9,5 G- ° ef)

2'1::-5 - ° i±J 19 ef)'Ci

tört I:±J ~ e ° ef)

1'663.1 A tört miatt x ;i: 2,5, tehát itt az alaphalmaz R \ {2,5}.
3 -5x
--+3<0
2x ~5

~3_-=5=xc..+c..3,,(,,2x=---~5)< O
2x -5

x-12
---<O
2x -5

Vizsgáljuk a számlálá és a nevező elöjelét!

•
2,5

al

12

Az. alaphalmaz R \ {2}. Felbontjuk a zárójeleket, közös nevezőre hozunk, rende­
zünk, előjel-vizsgálatot végzünk.

x' _lOx
2

+ 20x - 4 2: _x2 + 8x _ 5
2-x

,x_'_-=l=O~xc..'=+=2"0,,x'-----'4, °- +x -8x+52:
2-x

'2 2x--lOx +20x-4+(x -8x+5)(2-x) 2: 0

2-x
-x+6 °-->
2-x -

számláló • --
nevező ~----------

megoldás II •
2 6

A tört nemnegativ. ahol a két előjel megegyezik, tehát x < 2 vagy 6 ::;x eseten .

Tehát Af:::: ]-00; 2[ u [6; +00[.

A törtek miatt x *- 2; x '# 3, tehát itt az alaphalmaz R \ {2; 3}.
7 S---- <O

x-3 x-2

7,,,(xc..-c..2:c):--=S,,(x,::-,-"'-3)
- <°(x - 3)(x - 2)

2x+l <O
(x - 3)(x - 2)

Vizsgáljuk a számláló és nevező tényezőinek előjelét!

1 1 1
x x<-- -- --<x<2 2 2<x<3 3 x>3

2 2 2
2x+ 1 e ° i±J 5 el 7 (B

x-3 e -3,5 e -1 8 ° (B

x 2 e -2,5 e ° el 1 (B

tört G) ° i±J »> 8 »> (B

Megoldéshalrnaz: ]_00; -l[ u ]2; 3[.

• ,

a) x kg 3000 Ft egységárú és (17,5 - x) kg 4000 Ft egységáru kávét kell összeke­
verni
3000x+4000(17,S-x):::: 3600 ·17,5

70-x:::: 63
x=7

Tehát 7 kg olcsóbb és lD,5 kg drágább fajta kávét kell összekeverni.

Ellenőrzés:

A keverélc értéke 3000 . 7 + 4000 . lO,5 :::: 63 OOO Ft, ezért l kg keverék értéke

63 OOO 36 E f 11 .. b ' 'k-- :::: 00 Ft. z meg e e a szoveg en megadott erte nek.
17,5

@xkg 3000 Ft egységáru és m - x kg 4000 Ft egységárú kávét kell összekeverni.
3000x + 4000(m - x) :::: 3600m

40m - 10x:::: 36m
x:::: O,4m

Tehát O,4m kg olcsóbb és 0,6m kg drágább fajta kávét kell összekeverni.

Ellenőrzés:

A keverék értéke 3000 . 0,4m + 4000· 0,6m :::: 3600m Ft, ezért l kg keverék ér-

téke 3600m:::: 3600 Ft. Ez megfelel a szövegben megadott értéknek.
m

-l _ l o
2

2 3 4

••• "7

._,_o ~
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Ekkor

. .. . l kl d" k < p+2p < -2 vagy 2 < p eseten pozinv szarnma osztun " Igy ere menyun x - p-2;

, ... l k " d' 'nk > p + 2-2 < p < 2 eseren neganv szamma osztunk, 19y ere menyu x _ --,
p-2

p+ 2]
p-2

A1=[P+2; +oo[
p-2

M=R

M = ]-~;

p+2
x=-

p-2

p= 2:

p> 2:

o< p < 2:

,
T,,
",
T
j,,
+,

o'

'x,
T,
T

",
T

!,
l +,

p =:.-2

M= ]-=; ~:~]
M=R

_[P~2 +~[M- ,
p-2

M=0

-2<p<O:

p = -2:

p <-2:

Összefoglalva:

p= O:

Ábrázolva pedig:

T
i

q-r r-p (q-p)r ,
A leeverék értéke p. -- . m + q .-- . m = . m = rm Ft, ezertl kg

q-p q-p q-p

keverék értéke rm = r Ft. Ez megfelel a szövcgben megadott értéknek.
m

A feladat szövegében megadott feltételek mellett mindig van megoldás és ez a
fentiekben megadottal egyezik meg.
A konkrét paraméterértékek behelyettesítésével az a) részben kaport eredményt
kapjuk.

A tört miatt: fl of. O. Minden más esetben p 2 pozitív, megszorozzuk vele mindkét
oldalt, majd rendezünk.

ELSŐFOKÚ EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

q-r r-p
Tehát --. m kg olcsóbb és . In kg drágább fajta kávét kell összekeverni.

q-p q-p
Ellenőrzés:

a) px-p = 3x+p-6
(P-3)x = 2p-6
(P-3)x= 2(P-3)
Ha p = 3, akkor egyenletünk °= 0, azonosság, M = R.
Ha p #- 3, oszthatunk p - 3-mal, és eredményül x = 2 adódik.

b)px+p =p+2x+ l
(P-2)x = 1
Ha p = 2, akkor azt kapjuk, hogy O . x = 1, ami nem igaz, tehát Ili = 0.

Ha p ;j:. 2, oszthatunk p - 2-vel, és eredményül x = _1_ adódik, most
p-2

('9Jx kgp Ft egységárú és m-x kg q Ft egységárú kávét kell összekeverni.
px+q(m-x) = rm
qm-(q-p)x = nn
(q-r)m = (q-p)x

q-,
Mtveí q - p * 0, ezért oszthatunk vele: x = --. m.

q-p

2 o
P x-p~:S; 4p+4x+4

o ,
(P--4)x'::;p +4p+4

(p + 2)(P-2)x'::; (p+2)2

Irrhárom lehetőség van.
Hap = -2, akkor a O::.:; Oállitast kapjuk, ami mindig igaz, tehát v x E R megoldas.
Ha p = 2, akkor a O S; 16 állítást kapjuk, ami szintén mindig igaz, tehát 'íJ' x E R
megoldas.
Ha pedig p * ±2, akkor (p + 2) (p - 2)-vel osztunk.

(669~ Mivel p > O, a nevező pozitív, szorzunk vele, majd rendezünk:

(p+2)(x+3) S;2x+15

px + 2x + 6 S; 2x + 15

px::':;-3p+9

-3p+ 9
x$ .

P

,.a
'"
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Afld ' l 'b ' 'h' ld' <-3p+9e a at erte me en ap pozitiv parameter, te at a mega as: x_
p

Ábrázolva pedig:

p

ELSŐFOKÚ EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

(
M 'C) A k db kő együttes m tömegére m > k - + 8 I,
n )

I
(M ) MMivel M > m, ezért !VI > k - + e . Ezt n-re megoldva: n> k' k (vilá-
\. II M - 8

o-os hogy e < M, különben a k db kő eavüttes tömege /vl-nél nagyobb lenne)."" - k 1::;>; ~

Az n legkisebb megfelelő értéke az a legkisebb egész szám, amelyik nagyobb,
M

mint . k.
M-ke

_, _1 01 l 2 ]- -l-t .
,

-2,
-]

p

a) Legyen x db kő tömege nagyobb, mint /1'1 + 8 (ebből látható, hogy x < n).
n

A dbk " '" I(M)zx o egyuttestomege m > x -+8.,n
L[' l '1 ' I(M) Mrvnvetn: > m,ezeniVf> x -+e ,azazx< ·n,

', n, M + ne
Az x legnagyobb lehetséges értékét akkor kapjuk, ha megadjuk azt a legnagyobb

" Ivik kísebb.mi Megesz szamot, ame vik iso ,mmt . n.
- Af +n8

b) Legyen x db kő tömege nagyobb, mint J: + 8, és (n - x) db kő tömege legalább

M , I'M "]- -u. Azxdb kő együttes ml tömege ml > x -+s ; az (n-x) db kő együt-
fl fl )

tes ml tömege ml ;;;:: (n _ x)( M - il), '
, n

NEvei ml + ml = lvi, ezért /v! > x (lvI - e) + (n - X)(M - ol
n n )

Az egyenlötleneéget megoldva: x < __0_ n.
OH

Az x legnagyobb lehetséges értékét akkor kapjuk, ha megadjuk azt a legnagyobb

egész számot, amelyik kisebb, rnint _0_, n,oH

2•• 2.'

I

II'!
i:

i
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M ~ (-21.

2(x+2)+17x =24
x(x + 2)

19x..:- 4 = 24x2 + 48x

5==J?-2x-3

0=x2-2x-8

M=(-l;4)

i.1

,
b) Vezessünk be új ismeretlent! a := x" +x.

Ezzel az eredeti egyenlet igy írható: (a + 1) (a - 8) == 52, amiből a == -5 v a == 12.

Ezért: x 2 + x == _ 5 v x
2

+ x = 12

x 2 +x + 5 == O V x
2 + x - 12 == O

x E {} v x == -4 v x == 3

a) Vezessünk be új ismeretlent! a := x
2 + 2,5x.

Ezzel az eredeti egyenlet így írható: a 2
- 5a - 6 == O, amiből a == 6 v a == -1.

Ezért: x 2 + 2,5x == 6 v x
2 + 2,5x =-1

x 2 + 2.5x - 6 = O V x 2 + 2,5x + l = O

x==-4 v x= 1,5 v x=-2 v x=-O,S

lvI = {-4; -2; -0,5; 1,5}.

M ~ {-4; 3}.

4x 4(x - 3)2 5(x + 3)
+ ~

4(x -;- 3)(x - 3) 4(x + 3)(x - 3) 4(x + 3)(x - 3)

4x-4(x2 -6x+9) = 5x-'-15

4x2 -25x+21 = o

24x2 + 29x - 4 = O

e)_2(x 2 + 4x+4) + 3(x2_6x+ 9) = 5(x
2

-2x+ l) + 30

x 2 _ 26x + 19 = Sx 2-10x+3S

0= 4x 2 + 16x+ 16

0= (x+2/
x =-2

k< {-4; 51,
(k_S)2 = (k+4)2

k 2-lOk+25 == k 2 + 8k+ 16

9 = I8k
I

k= 7:
Mivel 0,5 E {-4; 5}, ezért ez az egyetlen megoldása az eredetí egyenletnek:

M ~ [Q,5J.

, ,
a) -4x-+4x-l = x- + 12x-22

5x 2
+ 8x - 2 1 == O

M~{-3; n
h) 9x2 - 12x -;.- 4 - (x 2_2x+ 1) = 45 -20x

8x2 + lOx - 42 = O

4x 2+5x-21 = 0

a) x 2
- 10x + 25 = (x ~ 5) 2, a nevezőt az x 2

- x-20 == O egyenlet megoldása után
a gyöktényezös alak segítségével szorzauá alakíthatjuk: (x - 5)(x + 4).

Atört h" ., h' (X_S)2 x-5 Io te at Igy IS IT ato: . = --: x !t: t-4' 5 .
(x-5)(x-;.-4) x+4' ,

k-5 k+4
b) Az a) részben leírtak alapján az; egyenlet így is írható: -- ~ -- ahol

- k-4 k-5'

M={-3; H

2.9. Másodfokú egyenletek, egyenlőtlenségek

l5(x2 - 6x + 8)-8(x 2 - 8x + 15) = O

7x 2 - 26x = O
x(7x-26) = O

Egy szorzat pontosan akkor O, ha legalább az egyík tényezőjeO:

x=o v 7x-26=0

M={O; ln,

202 20.
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x-s x 2 -4x
Észre kell vennünk, hogy az egyenletnek nincs értelme, ha x == O, x = 4, x == 5.
A lehetséges szorzarrá alakirast elvégezzük, hogy majd egyszerűsithessünk.
(x - 4)Cx - 5) x " .. " 1

, = ( , egYS7.eTusltes utan: x-4 == -_
x-j x,x-4) x-4

(x-4)'=1.

x- 4 == 1, illetve x-4 == - 1, tehát x == 5 vagy x == 3. Az eredeti feladat megoldása
csak az x = 3 (lásd akikötéseket).

Az egyenlet

1-, - +----7'-3;4--
2

l

4

X E R

negatív gyökei tehát -,li = -1,414 és

_3x 2 +8x-4= O

1
Y : == x 2 helyettesítés sel a 3y2 - 7y + 2 == O egyenlet gyöker 2 és 3

x 2 =: y, így az eredeti egyenlet 4y2 - 5y + 1 = Oalakra írható, melynek megoldásai

1 'h 1 'y, = 1, )'2 =-, ezt VIssza eiyetresnve:
4

22x-3x2 =_x2 +8x-16

xx 2 - 9x + 20

M = (- l; 8)

10x 3x(4 ~ x)
c-:~--, + == -1 ~
(4-x)' (4-,,)'

0=x2-7x-8

formula). Ekkor A = J.. = 2.
4

3 2
Más módon is érhetünk el eredményt. Kiszámítjuk az egyenlet gyökele Xl == "3'
X2 = 2, majd ezeket a kérdezett kifejezesbe helyettesítjük.

a) A másodfokú egyenlet gyöktényezős alakja szerint egy ilyen egyenlet pl. az

(x -i I(X + 5) = O, ami írható a következő alakban is: x2 + ~l x-4 == O.
, 5,

@x,x2 = 2}
x] = 98
x2

Összeszorozzuk a két egyenlet megfelelő oldalát. Ebből kapjuk, hogy xf = 196,

1 ]
tehat az egyenlet két gyöke a 14 és az "7 "agya -14 es a -"7

99
Az első gyökpárral egy megfelelő egyenlet: x 2 -7x + 2 = o.

"(._,_-~3)~(.7'+--",2) = 2
x-l

x 2 _ x _ 6 = 2ct-2

x 2 - 3x _ 4 = O

(x-4)(x+ 1) = O

x = -1, x = 4. Ezek ki is elégítik az eredeti egyenletet, amit behelyettesítéssej el­
lenőrziink.

Atőrtek mi ] 1orte miatt x e c-: xot:.--
2 3

(S-x)(3x+ 1) = (2x-l)(15-4x)
A kijelölt művelerek elvégzése, összevonás és egyszerűsítés után:

x
2

- 4x + 4 = 0, azaz (x - 2) 2 = 0, melynek megoldása x = 2.
Az eredeti egyenlet valós megoldása x = 2,

A törtek miatt x ot:. ±2
__l __ l =_1__ 6~x

x-2 x-2 3(x-2)(x+2)
Az egyenlet mindkét oldalát 3 (x - 2) (x + 2)-vel szorozva

-3(x+2)-3(x2
_ 4) = 3(x+2)-(6-x).. ,

Ebből 3x~ + 7x - 6 == 0, melynek gyökeí x 1 = ~, X 2 =-3 valós számok az egyen-

let megoldásai.

b
Tudjuk, hogy az ax l + bx + c = Oegyenletben Xl + x 2 = -­

a
8

c V'és X 1X2 = -, ( iete-
a

204 205
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Másik megoldás.

a) Pontosan egy valós gyököt kapunk, ha az egyenlet diszkriminánsa O, azaz

p2_ 4 · 9 = 0.
Ez p = 6 és P = -6 eseren teljesül.

b) Két valós gyököt kapunk, ha a diszkrimináns pozitiv. azaz 25 - 4q > O.
Mivel q pozitiv egész, q megfelelő értékei: l; 2; 3; 4; 5; 6.

3x 2 _ 6x + p = O egyenletnek

a) egy valós gyöke van (két egyenlő valós gyöke van), ha az egyenlet diszkriminán­
sa O.
36-12p = O.ebbőlp = 3.
Ekkor az egyenlet 3x 2 - 6x + 3 = 0, ennek egyetlen gyökc az l.

b) különböző gyökei vannak, ha az egyenlet diszkrimausa pozitív, azaz
36 - 12p > O, igy p < 3. (L)
Ebben az esetben az egyenlet gyökei

6 + ,/36 -12p 6 - '1/36 -l2p
Xl = 6 es x 2 == 6

Mivel a négyzetgyök értéke p < 3 eserén mindig pozitív, igy Xl > O.

A másodfokú egyenletnek akkor van valós győke. ha díszkriminánsa nemnegativ.

Az első egyenlet diszkrimmánsa h 2
- 4c, a másodiké e

2
-4b. Ha mindkettő nem­

negativ, akkor ebből egyrészt 4c ~ b 2
, másrészt 4b ~ e

2
adódik. Behelycttesitve a

konkrét adatokat:

a) c ~ 20,25 és 36 ~ c 2, ez utóbbiból c ~ -6 vagy 6 ~ c; vagyis összesítve c ~ -6
vagy 6 ~ c ~ 20,25;

b) c ~ 4 és 16 s; c 2, ez utóbbiból c ~ -4 vagy 4 ~ c; vagyis összesítve c ~ -4 vagy
c = 4;

e) c ~ 0,25 és 4 ~ c 2, ez utóbbiból c ~ -2 vagy 2 ~ c; vagyis összesítve c ~ -2.

c) q . 9 - 7 . 3 + 3 = O, arniből q = 2.
I

Ekkor az egyenlet 2x 2 - 7x + 3 = O, amelynek győket 3 és 2"'

Az egyenlet egyik gyöke 5, ha az X = 5 értéket az egyenletbe behelyettesitve egyen­

lőséget kapunk.

5 2+5p_15 = O, innen p = -2.
Tehát p = -2 esetén lesz az egyenlet egyik gyöke 5.

Ekkor az egyenlet: x 2
- 2x - 15 = O, melynek gyökei 5 és -3.

2 _ 1,5 = E
2'

t,5 P
:1:, = -- = -1,5 vagy -0,5.

p

A Viete-formulák szerlnt ekkor 2 + .r-, = E '2 3_ 2 es x2 = --o

p

Kifejezve a második összefüggésból xTt és be-irva az elsőbe, kapju1c:,
azaz ~ -2p+ 1,5 = O. Ebből p. = 1 éSP2 = 3, és

A második gyökpárral egy megfelelő egyenlet: x 2 + _9_9 x + 2 = O7 .

[iifrJ Aroz egyenlet gyökeit megkapjuk. ha a másodfokú kifejezést szorzattá bontjuk:
x~-5x+6 =: (x-3)(x-2) = O.
A gyökök tehát: XI = 3 és X~ = 2.

A keresett másodfokú egyenlet: (x - 6) (x - 4) =x 2 - lOx + 24 = O

A c . (x 2 - lOx + 24) = °egyenlet, ahol c ;t O, C E R, az összes megoldast megadja.

(688) Legyen az egyenlet két gyöke: xI és X2'
A feltételeinket a következő két egyenlet írja le:

(1) x2=XI+3,

(2) XIX2 = 2(xl +X2)'

(l)-et (2)-be beírva: xI (x] + 3) = 2(x] + Xl + 3) = 4Xl + 6, eszerint .1} + 3Xl =

= 4x] +?, azaz x? - xl - 6 = O, amiből XI = 3 vagy Xl = -2, és ezzel x2 = 6 vagy

x2 = L Igy egy keresett másodfokú egyenlet pl. (x - 3)(x - 6) = x 2 - 9x +18 = O

va~ (x +_2)(x- 1) = x 2 + x-2 = O. Ezek bármilyen, O-tól különbözó számszoro­
sa IS megtelel.

[i~ Behelyettesirve a 2-t az egyenletbe, kapjuk: _2p 2 + 8p - 6 = O. Ennek gyökei

Pl = 1 és P2 = 3. Az első esetben az eredeti egyenlet 2x 2 - x-6 = O, amelynek

gyökei (2 és) -1,5; a második esetben az eredeti egyenlet 6x 2
- 9x - 6 = O, ennek

gyökei (2 és) -0,5.

! 690.1 Az egyenlet egyik gyöke 3, az x = 3-at behclyetresirve teljesül az egyenlőség.
a) 7 . 32 - 3 . 3 - q = O, amiből q = 54.

Ekkor az egyenlet 7x 2
- 3x - 54 = O, amelynek gyökei 3 és _ ~.

z 7
b) 7 ·3 - q . 3 - 3 = 0, amiből q = 20.

Így az egyenlet 7x 2
- 20x - 3 = O, amelynek gyekei 3 és _!.

7
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6 < 'I/36-12p,

miveí p < 3 eserén mindkét oldal pozitív, ezért a négyzetre emelés ekvivalens
rnüvelet, az egyenlőtlenségjel iránya nem változik.

36 < 36 - 12p, ebből p < °
Tehát p < Oesetén lesz az egyik valós gyök pozitiv, a másik negativ.

d) nincs valós gyöke, ha az egyenlet diszkriminánsa negativ, azaz p > 3.

A keresett tört: x + 2 , a megváltoztatott tört: x + 7 x ::F O.
x 2x

A szöveg szerint: x + 2 = x -;- 7 x 7:- 0, ebből x = 3.
x 2x

T h ' k d " 5e at a eresett ere ett tort: -.
3

Változtatás után a tört: 10 = ~ lesz, ami az eredeti törttel egyezik.
6 3

A két szereplő szám a és b. a + b = 12 L
a . b = 27 II.

a
4 + b4 = '7

Az L-ből kapott b = 12 - a értéket behclyettesirve a IL-ba, kapjuk:

a (12 - a) = 27, ami az a 2 - 12 . a + 27 = O másodfokú egyenlerre vezet.

Gyökei: aj = 9, illetve a2 =3. Ennek megfelelőenhj = 3, illetve b 2 =9.
A szereplő két szám, az egyenletrendszer megoldása: 3 és 9.
Ezek negyedik hatványának összege: 6642.

•1-tásodik megoldas:

Tekinthető a és b az x
2 + p . x + q =O egyenlet gyökeinek A gyökök és együttha­

tók közörtí összefüggés (Viere-formula) alapján: x 2 - (a + b)x + ab = O, itt

a) Ha ah = 6 és a + b = 5, akkor a és b az x 2
- 5x + 6 = °egyenlet gyökei (Viete­

formulák), vagyis 3 és 2.

b) Haab = 6 és u-b = 5, akkora = b+5, igy (b+5)b = 6,

amiből b 2 + 5b - 6 = O. Ennek gyökei 1 és -6, igy a keresett két szám lehet 6 és
1, vagy -I és -6.

c) Ha ub = 6 és ~ = 5, akkor a = 5b, igy 5b
2

= 6, amibő] b = ±'lJ11,2 ~ ±L095,

és így a = ±-)30 ~ ±5,477 (az azonos előjelű gyökök tartoznak össze).

x 2 _ 121;' + 27 = Oegyenlet gyökei a keresett két szám: 9 és 3.
A negyedik hatványok összege: 6642.

Másik megoldas: ,
Az a, b kiszámítása nélkül is megoldható a feladat. Igy:

a 4 + b 4 = [a 2 + h 2
] 2 _ 2a 2b z = [(a + b)2 _ 2abJ 2 _ (ab)2 =

= [122-2.27J2_2.272=6642

A téglalap oldalai a és h, területe ab = 32, kerülete 2 (a + b) = 24, azaz a + b = 12
b=12-a,
a(l2 - a) = 32.
E másodfokú egyenlet gyökei: 4 és 8.
Ezek a bosszúságok dm-ben az asztallap oldalainak felelnek meg.
Ezt a fe1adatot meg lehet oldani a 696-os feladat 2. megoldása szerint is.

Legyenek e számok rt - 2, n-l, n, n + l , n -i- 2. Ekkor a feltétel:

a) (n - 2) 2. + (n _ l) 2 + n2. = (n + 1)2 + (n + 2) 2, zárójelfelbontás után:
2 ? ? 'b",3n - 6n + 5 = Zn " + 6n + 5, rendezve: n- ~ 12n = O, amr o

ri = ovagy n = 12, tehát azötszám-2,-1, O, 1,2 vagy 10, 11,12, 13, 14.

b) (n _ 2) 2 + (n _ 1) 2. = (n + 1)2 + (n + 2)2, zárójelfelbontás után:

.. , 2 O 'b'"2n- ~6n + 5 = 2n +6n +5, rendezve: 1 n = ,amI o
n = O, tehát az öt szám -2, -1, O, 1,2.

Jelölje a középső természetes számot n. Ekkor a feladat szövege szerint

(n_1)2+ n2 +(n+ 1)2 = 974; ezt kibontva

3n2+2
= 974

n 2 = 324.
Mivel n tennészetes szám, n = 18. A három egymás utáni természetes szám tehát:
17; 18; 19.

Ellenőrzés: 17 2 + 18 2 + 192 = 289+324+361 = 974.

6 - .\/36 12p < O,

,
6 - -,;36 -12p

6 < O
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Egyenletünket rendezve: 1l. r 2 - v! - II == O
2 .

Dimenzió nélkül ekkor il megtett utakat az

a) SI == l . [ + 2 és s2 == ] . r2 egyenletek írják le. Az utolérés azonos meglett utat je­

I~nt, j'l == 52, va~Di~s : +.2 == [2. A [2 - r-2 == Oegyenlet gyökei 2 és -l, ez utób­
birrak gyakorlati (fizikai) tartalma nincs. Tehát az indulás után 2 másodperccel, a

srartbejyróí (2 + 2 == 22 ==) 4 métcrre éri utol a második autó az elsőt.

b) sJ == l ct + 2) és s2 == l . [2 egyenletek írják le. Ezek lényegileg ugyanazok, mmt
az a) pontban, tehát az eredmények is megegyeznek az orranival. (Az l III se­

bes~ég~el haladó autó 2 másodperc alatt épp 2 méter elónyre tesz szert, ebb611át­
hatoan JS ugyanaz a két eset.)

Közös nevezőre hozás után:

[WIl

!~I

~~

Állitá,,: haA == 2x+ 1, B == x 2 + il és lxi> l, akkorA < B.

A bizonyításhoz elég belátni, hogy B - A > O.

Ez igaz is: B-A == x
2

_ 1 > O, merr lxi>] miattx 2 > 1.

Egy konvex »-szög átlóinak száma nCn - 3) .
2

\fldt " . n(n-3)
fe a a szovege szennt . == 90.

, 2
Innen II ~ - 3n == 13ü, azaz

n
2-3n-180

== O.

Megoldva II == ,-12 vagy II == 15. Mivel II pozitiv egész, egy 15 oldalú konvex sok­
szogrol van sza.

Az n oldalú konvex sokszög átlóinak száma: l/Cfl
2-

3) =o 77. Innen a pozitív egész

megoldás II == 14. A 14 oldalú sokszögnek valóban 77 átlója van.

a) A~ Q oldalú négyzet területe a
2

, kerülete 4a. A feladat szövege szerint a 2 > 4a.
:\1IVe1 a > 0, a tenn egyenlőtlenség a > 4 esetén teljesül.

b) Azokat az x valós számokat keressük, arnelvekr-
2" -x ::;; 4x, azaz x- -4x:5: O.

x
2

- 4x == 0, XI == Oés x2 == 4 esetén teljesül. Igy, mivel az x 2 együttharója po­

zitiv, az x
2

- 4x :5: O egyenlőtlenség azon x valós számokra teljesül amelyekre
0:5:xS4. . ,

A sebesség (irányától függoen) + l O~ vagy - 10 m lehet, ezért it számszerű be-
s s

helyettesítés után 5t
2
-lOt - 40 == Ovagy 5t 2 +J Or - 40 == Oadódik. Az első egyen­

let gyökei 4 és -2, a másodiké 2 és -4. A negativ gyökök a megfigyelés kezdete
előtti állapotra utalnak, tehát most nincs szerepük.
Tehát a test 4 másodperc, illetve 2 másodperc rnúlva ér földet aszerint, hogy most
még felfelé vagy már lefelé mozog.

100Lm
A végső állapotban a rnozgásí energia: E =--- = SOOOm. Ennele a fele 2500m,

2,
az tn v képletből ekkor 5o,Fi ~ a sebesség. Mfvel 6 s alatt gyorsul fel 100 ill -ra,

2 . s s
. 100! _. , ~O r; SOr "I" 4?' (ezcrt vet) == -. A feltétel tehát, hogy ) ""1)2 =-, azaz r = .J"', L. = . ,.0"," s)

6 3
múlva lesz a mozgust energiája a végső állapotbelinek a fele.

220 = RI, ahol R az ismeretlen ellenállás, amit ha 10 Q-mal növel ünk, akkor l csök­
ken 2 A-rel, tehát: 220 == (R + 10) (I - 2) == RI + 101- 2R - 20. Mivel RI = 220,

ezért 101 == 2R + 20. Ezzel az eredeti egyenlet: 2200 = R (2R + 20) == 2R 2 + 20R.

Meg kell tehát oldani a R 2 + lOR - 1100 = O egyenletet. Ebből R == 28,5 vagy
-38,5. A második gyök nem lehetséges, tehát az ismeretlen ellenállás kb. 28,5(Q).
A hozzá tartozó áramerősség-értékpedig kb, 7,7 (A).

Jelölje v a hajó állóvizben mért sebességét k: -bao. ArraI szemben v-2 km-t, a

folyással megegyező irányban v + 2 km-t tesz meg óránként a hajó. A 15 km-es utat,

hé . -, b 15, l II nk ".. b 15, l .te at alTill szem en -- ora a aU, e e ezo Hanvan -- ora a att teSZJ meg.
v-2 - v+2

Felírva az idők közötti összefüggést:

15 _ 15 . 1
v-2 - v-:-2- .

Rendezés után kapjuk: 1/ == 64,

Mivel v sebességet jelöl, v ~ O, tehát a hajó állóvízben mért sebessége 8 km.
h

Legyen a gépkocsik sebessége v k:, illetve (v + lU) k~l , ekkor menetidejük

150 150 150 ISO 1
-. illetve -- ora A szövcg szerint ----=-

v 1,'+10 v v+lO 2
150(v + 10) -lS0v l

'v(v 10) 2

110
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A folyóví b' km"" b . ']]" b kmz se essege. v h' a avuszo se essege a OV1Z en: 3 h.

idő (h)

1,6

3+v
1,6

3-v

1,6

1,6

út (km)sebesség (~ )

3+v

3 -v

a folyás irányában:

a folyással szemben:

u ~+~-l,?a szükséges ido: - _
3+v 3-v

1,6, (3 - v) + 1,6, (3 + v) = 1,2' (3 + vHJ - v)

OA-del végig osztunk, majd a kijelölt műveleteket elvégezzük és rendezünk.

3v 2 == 3, ebből a pozitív megoldás jöhet szóba, v = l.

Így a folyón lefelé az út megtételéhez szükséges idő \6 = 0,4 óra volt, a folyón

16
Iyón felfelé az út megtételéhez szükséges idő -t == 0,8 óra volt. Összesen tehát

km
1,2 óra. A folyó sebessége tehát valóban l

h

Legyen a bőr-, a vászon- és a papirkötéses könyv ára rendre b, v, p.

Ekkon = b(I - ~J, p = '(l - 2k J, P = b(l- 0,405).
100 100

Beírva az első egyenletbeli v-t a másodikba, majd p két kifejezését egyenlővé téve

(
k J( 2kJ .b kiesik, és marad: 1- 100 1- 100 = 0,;:,95.

Szorozva, rendezve, bővitve: 2k 2
- 300k + 4050 =O, aminek gyökei 135 és 15. Eb­

ből az első a feladat szövege miatt értelmetlen, a második révén pedig a vászonkő­

téses könyv ára 85%-a a bőrkötéses könyv árának.

Kerüljön egy csavar x forintba. Ekkor 50 csavar ára 5Ox, 72 Ft-ert pedig 72 darab
x

72
csavart kapunk. Ezek egyenlőségéből x 2 = 50 = 1,44, amiből x = ± l ,2.

A negativeredménynek nincs gyakorlati tartalma (vásárlaskor még nekünk fizetne
a bolt.."), tehát egy csavar l Ft 20 fillérbe kerület, amikor még volt fillér...).

Jelölje n azt a pozitív egész számot, ahány szál rózsat vásárolt Zoli. Egy rózsa ára
n + 5 picula. Mivel e diszités 50 piculába kerül, a rózsákra Zoli maximum
820 - 50 = 770 piculat költhetett. A rózsák ára n . (n + 5) picula, igy azt a legna­
gyobb pozitiv egész n-et keressük, amelyre igaz, hogy n (n + 5) s; 770.

90 km
h

II

km

h

10m
I

előzés után

I. ,

4m 7' km-'-h10m
II.

előzés előtt

3000 == V
Z + lOv

0== v
2 + 10v-3000.

A megoldóképletből adódó gyökök -60 és 50, de a negatív gyök a feladat szővege
miatt nem megfelelő.

A gépkocsik sebessége tehát 50 ~ , illetve 60 ~ volt.

Ellenőrzés: A lassúbb gépkocsi menetideje 3 óra, mig agyorsabbé 2,5 óra volt. Ez
valóban fél órával kevesebb, mint a Iassúbb kocsi menetideje.

Az előző autónak le kell dolgoznia a 10 méter hátrányt, a kétszer 4 mérer kocsi­
hosszt és végül 10 méter előnnyel kerül vissza a másik elé. Tehát a manőver alatt

28 méterrel több utat kell megtennie. A sebessége VI =; 72 km == 20 ill -ról fel-
h s

km m m
megy va == 90 -h == 25 -r-t-ra a == 2,5 2 egyenletes gyorsulással., ,
E Vl -VI . . _, . fi .

, --- == 2 másodpercig tart. Ctana mar 25 - sebességgel halad. Az első kér-
a s

dés az előzés ideje, legyen ez t másodperc. Az egyenletet a megtett utakra írjuk fel.
Az első autó megtesz 201 méter utat. A második, feltéve, hogy 2 másodpercnél to-

vább tart az előzés, megtesz 2 másodpercig 22,5 m átlagsebességgel45 méter utat.
s .

majd 25 (t - 2) utat a hátralévő időben egyenletes sebességgel. Az útkülőnbség, mint
már szó volt róla 28 mérer, tehát: 20t + 28 = 45 + 25 (t - 2), amiből 33 = 5t, azaz
t = 6,6 (s}. Ez alatt a megelőzendő autó útja: 20 . 6,6 = 132 méter. Az előző megtesz
45 métert az első 2 másodpercben, majd 25 . 4,6 = 115 métert. Ez összesen 160 mé­
ter, ami éppen 28 méterrel több, mint a megelőzött kocsi útja. Ezzel egyben megvá­
laszoltuk a másik kérdést is. A teljes előzés alatt 160 méterr tett meg a kocsi.

Az úszó sebessége a folyó folyásának irányában (3 + v)

a folyással szemben (3 - v) ~m , ahol v < 3.

Az 1600 m = 1,6 km tavot oda-vissza l óra 12 perc = 1,2 óra alatt tette meg. Fi­
gyelembe véve az egyenletes mozgásra vonatkozó összefüggést:

212 213
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Az nl + 5n -770:s; O egycnlőtlenséget megoldva a legnagyobb pozitiv egész meg­
oldás II = 25. Egy szál rózsa tehát 25 + 5 = 30 piculéba kerül.

716_~i Ha az; egyik munkás x nap alatt végzi el a munkát egyedül, akkor a másik x + 6 nap
I

alatt. Ekkor az első munkás egy nap alatt a munka - -ed részét. a második munkés
x

I
a rnunka x + 6 -od részét végzi el. Ha együtt dolgoznak, akkor egy nap alatt

I l d részét vé 'k I E I- +-- -o reszet vegezne e. z a munka - -e, mert együtt 4 nap alatt véacz-
x x+6 4 e

nek. Egyenletben felírva:

a) A doboz alapterülete (30 - 2·5) (20 - 2·5) = 20· 10 = 200 ern>, ezért térfoga­

ta 200·5 = 1000 cm 3
.

b) A négyzet oldala x cm hosszú.

(x_IO)2. 5 = 900,
(x- 10)· = 180

Mivcl a doboz alapélc pozitiv hosszúságú:
r-

x-lO=>I[80

x = 10 + ../1 SO.
A négyzet oldala kb. 23,42 cm hosszú.

5400 5400
--.---=12
x-,) x
5400x-5400(x-S) "" 12x(x-5)

x 2-5x-2250 = O
A megoldóképletből adódó gyökök -45 és 50, de a szövegnck csak a pozitiv meg­

oldás felel meg.
Tehát 50 kg almát vásároltunk, kilónként 108 forintért.

12 Ft-tal drágább

,
,
la-l
,
,

a

a

I k l " 5400 F f' .. k 'Ig amaert -- t-ot izenun , az enne
x

, ," 5400
alma kilónkénti ara -- FL

x-5

x kg almát vettünk.

Az a oldalú négyzet területe 169 eme, kerülete 4· L3 cm = 52 cm.
A téglalap kerülete, 2 (x + y) = 52, l

területe xy = 168, ]J.

ahol x és y pozitív számok.

Az L egyenletet 2-vel végigosztjuk. majd kifejezzük belő[e pl. al. y-t: y = 26 - x, ezt

behelyettesítjük a Il-ba: x(26 - x) = 168, ebből az x
2

- 26x + 168 = O másodfokú
egyenletet kapjuk, amelynek gyekei: Xl = 14 és X2 = 12, a megfelelő y értékek

Yl = 12ésY2 = 14.

A téglalap oldalai: 12 cm és 14 cm.

Megjegyzés:
Ha a négyzet oldala a > 1, akkor min­
dig van olyan téglalap, amelynek kerü­
lete megegyezik a négy Let kerületével.
s területe l területegységgel kisebb.

A téglalap olda1ai: a + l; a - l.

a területe t = al - 1, kerülete k = 4a.

1 [ J
-+--=-.
x x+ 6 4

Rendezés után a következő másodfokú. egyenlet adódik:

x 2 _ h _ 24 = O.

Szorzattá bontva (x - 6) (x + 4) = O, a két gyök Xl = 6, X2 = -4.

A feladat szövegét figyelembe véve x = 6 a megoldas, tehát az első munkás 6 nap
alatt, a második pedig 12 nap alatt végezné el egyedül a munkár.

1717·1 Jelölje x az először ártöltött folyadék térfogatát. A 8 literes edényben ekkor 8 - x li­
ter 87,5 %-os alkohol maradt. Ebben a tiszta alkohol mennyiségc (8 -x)· 0,875 li­
ter. A második edényben az alkohol mennyisége X· 0,875 liter. Vízzel való feltöltés

, ld k ''" x·Q,875utan az o at oncentrációja . 100%. Ebből x litert töltünk vissza, amiben
10

, lk h l . . x·0,875a uszta a o o mennyrsege x·
" 10'

Visszatöltés után tehát összesen (8 - x) 0.875 + x x 0,875 liter tiszta alkoho­
10

lunk van. Tudjuk. hogy az oldat ekkor 70%~os, tehát a tiszta alkohol mennytsége
8 ·0.7 = 5,6 liter. Felírva az egyenlcter:

(8 _ ) °8-5 . .Ji."' O, 875 - " 6'x , I +.Ji." 10 -~"

összevonás után: 0.0875x 2
- 0,875x + 1,4 = O

x 2_lOx+ 16 = o.
Megoldóképletét alkalmazva a két gYÖkXI = 8 és X2 = 2. Eucnőrzéssel beláthatjuk,
hogy mind a két megoldás helyes, tehát vagy 8 litert (az egészet) vagy pedig 2 litert
töltöttünk át először.

114 2,.
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)L höl k szé Ekk n(n-I) 66 " Oa egyen a o gye szama ». or 2 = , vagYlsn--n-132 = .

A megoldóképletből -ll és 12 adódik, de a szövegnck csak a 12 felel meg.
AL idős hölgyek baráti körének 12 tagja van.

b) A két új hir birtokába jutott két hölgy egy relefonbeszélgeréssel elérheti, hogy
mindketten mindkét hítt ismerjék. Ezután még legalább 10 telefonbeszélgetésre
szükség van, hiszen mtndcn egyes beszélgetésnél csak egy újabb hölgy ismerheti
meg mindkét új hirt. Az összesen II telefonbeszélgetés elegendő is, hiszen az el­
ső telefonbeszélgetés mán pl. a két hölgy egyike .végigteleíonálhatja" a még in­
formalatlan 10 hölgyet (persze más .auunkamegosztást'' is találhatnak).

Ellenőrzés:

Ha kilónként 120 forimért vettünk volna aimat, akkor

volna 5400 Ft-én. Ez megfelel it feladat szövegének.

5400 ,
-- = 45 ko' aImat kaptunk
120 e

b) A bevétel az ár és az eladott mennyiség szorzata:

BCt) = (200 + 50t)(1O OOO - 1000r) = -50 000t 2 + 300 OOO! + 2 OOO OOO.
Ennek a B(!) függvénynek a grafikonját lásd a mellékelt ábrán.

c) A legnagyobb bevétel a parabola maximumhelyénél r = 3-nál van.
Ekkor B(3) = 2450 OOO Ft.
Ez a maximális bevétel, ha az ár (200 + SOt =) 350 FUkg.

B(t)
3 MFt

2MFt

lMFt

! !
! I

A szakmunkas egyedül x nap, a betanított munkás egyedül x + 3 nap alatt végezne

1 ké E al tt ' ké k l 'll 1.,.. 1e a mun at. gy nap a az egesz mun ana -, l etve -- reszet vegzl e
x x+3

egyedül a szakmunkas, illetve a betanított munkés.
Együtt két nap alatt elkészülnek az egész munkával, tehát:, '
"+_"_=1
x x+ 3
2(x+3)+2x=x(x+3)
x 2_x_6 = O.
A megoldóképletből - 2 és 3 adódik, de a szövegnek csak a 3 felel meg,
Tehát a szakmunkas egyedül 3, II betanított munkas egyedü] 6 nap alatt végezne el
az egész munkát.

Ellenőrzés:

2 nap alatt a szakmunkás a munka kétharmadával végez, a betanított munkás pedig
az egyharmadával: együtt tehát valóban elvégzik az egész munkát.

l' = 16 ma, h ;=; 3,5 m, tehát 56 légköbméter a helyiség térfogata. Ha a magasság
0,7 méterrel csökken (h' = 3,5 - 0,7 = 2,8), és x jelöli II négyzet új alapélét, akkor

a feltétel szerint: 56 = x 2
• 2,8, vagyis x 2 = 20, tehát az alapél centiméter pontos­

sággal: 4,47 méter. Mivel nem csökkenhet a térfogat, ezért felfelé kell kerekltcní,
inkább 4,48 méter.

a) A feltétel szcrínr 10 OOO - 1000t kg-ottud eladni, azaz ha mind a 10 OOO kg meg­
marad, akkor ez O, vagyis I = "Jű. Így 200 + SOt = 700 Ft kilogrammonkénti ár
mellett marad az egész mennyiség a "nyakán".

210

01234567891

aj Először vizsgáljuk meg, lehet-e egyszerűsiteni a törtet. Ehhez alakitsuk szorzattá
. a számlálót 63 a nevezőt II másodfokú egyenlet gyöktényezősalakja segitségével.

5(y + 3{Y - ~J = O

2()'+3/Y+ })

Ebből az\.a1ak~ólmegállapítható az egyenlet alaphalmaza. R \ {-3; - ~}.
Egyszerűsítés után:

c 4'

5lv--) {}
- ~. = 0, amiből a megoldáshalmaz. lvl = ~.

2[Y + 2:)
r 41··b) Az a) feladat alapján az egyenlőtlenség alaphalmaza: R \ l-3; "5Jmásreszt ezen

2[v+ I)
, 2 < Oa halmazon az eredeti egyenlőtlenséggel ekvivalens a ( ) - '

51 v- ~
\' 5
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A ' laló é .. l'" j' k vi 'j' j dódik M [ l 4[szarruaru es a nevezo eíojeiene vizsgaratava a o I: =: --::;-; -n.- )

a) Oldjuk meg először a 2x 2
- 3x - 20 =: O "segédegyenletet", majd vázolj uk az

x H 2x
2

- 3x - 20; x E R függvény grafikonját.

A 'd j" ökei 5, 4"sege egyen et gyű .ei -"2 es .

A másodfokú függvény grafikonja y x H h·2 _ 3x _ 20
felfelé nyíló parabola, a függvény
zérushelyei a .segédegyenter" gyö-
kei. -3 2 _I O 2:'\ 4 x
A grafikon alapján a

2x 2
- 3x - 20 :5 O egyenlőtlenség

megoldáshalmaza.

M~H; 4]
b) A tőrt számlálója pozitív, ezért a tört pontosan akkor negatív, ha a nevezéje ne­

gatív. Az. a) feladat megoldásában vázolt grafikon alapján: AJ == ]- %; {.

x

x

2

3,75

)' = 3x2-7x+2

2,375

}' = x- l

1
3

-I

y

o

-1 O

-7,5625

y

Alakitsuk teljes négyzetré:

-9x' -6x-3 ~ -9[X' -~X]-3 ~-9[(X-~r -i]-3 ~

(

1 , 2 (1,2 ,
=-9 x--J +1-3=-9 X--]-2<0 v.c eReserén,

3) \. 3,

igy _9x 2 + 6x - 3 < O egyenlőtlenség V x E R esetell teljesill.

Ábrázoljuk közös koordináta-rend­
szerben az

x H 3x 2-7x.+2; x. E R

(zérushelyei: !: 2) és az, 3
x H X - I; X E R függvényeket!
A grafikonokról olvassuk le a szám­
láló és nevező elójelér az egyes in­
tervallumokban és ezek segitségé­
vel állapítsuk meg a tört előjelét!

A zárójelek Jelbontásávaí,
rendezésével

4x 2-19x+lS::::;;O

Az ábráról leolvasva:
M ~ [l; 3,75],

2
x

y = -15x2 + 7x + 2
2

Ábrazoljuk az

x H -JSx
2+7x+2; xER

függvényt!

(Zérushelyei: %, illetve -l)
Az ábráról Ieolvasva a

-lSx 2+7x+2>ü

egyenlőtlenségmegoldashalmaza:

]-~. 2[ intervallum.
5' 3

Lii~J Mive19x
2

- 6x + 1 == (3x_1)2 2: O "/XE Resetén, így9x2_6x+ 1 S; Oegyenlőt­
lenség akkor teljesül, ha (3x - 1') 2 = Ü, azaz x = !.

, 3
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17
,

17 5 5
x x<-- --<x<-- -- < x < 1 x> 1

4 4 2 2

4x+ 17 8, (±) , ::B Et),

x-l E) .' é> 6)I,~\ c_
2x+ 5 l?;' (~) :±l EJ .

4x+17 (;::,
I

e:t:l é> ffi
(x -1)(2x - 5)

A megoldandó egyenlőtlenség tehát voU - 4) - fU -4)2 > vr,a számadatokat be­

helyettesitvc: 30(1-4) - 5(r- 4)2> St. Rendezés után kapjuk: 5t 2
- 65! + 200 < 0,

egyszerűsítve t 2
- 13! + 40 < 0, vagy szorzatalakban: Ct - 5)(! - 8) < 0, aminek meg­

oldása S < t < 8. A két számértéket visszahelyettesttve bármelyik magasság-képlet­
be (célszerűen az egyszerűbbikbe. a Iéggömbébe) kapjuk a 25 és 40 eredményeket.
Tehát a lövedék a léggömb felemelkedése utáni 5. és 8. másodperc között van ma­
gasabban a lcggörnbnél, annak a talajszint feletti 25 és 40 m magasságai között.

1 .!. < x < 1 IX x<- l < x < 2 x>2
3 3

3x 2_7x+2
(' 8 ~ ';f!1--. cc, 'c)

x-l 8 e (f: 'J). ,
.-

3x 2 -7x+ 2
~ ci' ~

cJ " (':") (3:::
x-l ,

T h
' 3X2 -7x+2

. e at a x _ l > O egyenlőtlenség valós megoldáshalmaza.

M = ]~; 1~ u J2; ~[,

Ajobb oldali konstans t átvisszük, közös nevezőre hozunk, rendezünk, majd a szám­
láló és nevező előjel-vizsgálatával e1döntjük a tőrt eléjelét.

cx~',+,-,,-3~'~+,2c '-3 < O

_2x2 + 8
-xc;,~+'-x~_'-2 < O

A számláló zérushelyei - 2 és 2, a nevczőé - 2 és l, igy:

pozitív

Tehát{az egyen1ótlen~;g megOI~á'halma}za(

M== xERlx<-- v -2<x<1
4 2

17 5
4 2

Ell Ell
o

I
o

nevező pozitiv o- -0--""'"'"'----
,

~ 2

A tört negatív, ahol az előjelek különbözöek: x < -2 vagy -2 < x < l vagy 2 < x.
Tehát M == J-oo; -2l U J-2; l[ u ]2; +00[.

Legyen a legnagyobb pontszám x.
x + l darab olyan kő van, amelyiken mindkét .rérfélen'' ugyanaz a pontszám szere­
pel; azoknak a dominóköveknek a száma pedig, amelyeken a két .rérfélen" külön-
,. l k ex + l)x

bözö pontszamok szerepe ne 2'

. ,. I·' (x+-I)x 36R d' . k" kezö 1 hIgya szoveg a apjari x + ] + '"'I == . en ezes utan a ovet cezo egyen et ez
~

jutunk: x 2 + 3x - 70 == O.
Ennek gyökeí a -10 és a 7. Csak a pozitiv megoldás felel meg, tehát a dominókö­
veken előforduló legmagasabb pontszám a 7. A megoldás helyessége könnyen el­
lenőrizhető.

Megjegyzés:
Másképpen is megszamlálhatjuk a dominóköveket. 1 db olyan kő van, amelyiken a
legmagasabb pontszám a O; 2 db olyan kő van, amelyiken a legmagasabb pontszám
az l; 3 db olyan kő van, amelyiken a legmagasabb pontszám a 2; ... ; x + 1 olyan kő

5
x:;t:-­

2
x:;t: 1;

Egyszerűsítés és rendezés után
3 2

- ---<O
x-l 2x+5

3(2x+5)-2(x-l) <O
(x -1)(2x + 5)

__4,::x...:+,,1,::7_
c < O
(x -1)(2x + 5)

Vizsgáljuk a számláló és nevező tényezőinek. majd a törtnek az előjelét!
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100

49
.(20)'ebből k = 3·0,75 .
\,21

C
Xl 'X2 =-.

a

(Il)

Így az eredeti egyenlet:
• 100

3x~ - 5x + 49 = 0,

5 20 .34
melynek gyökei: 7' illetve 21 ' ezek aranya :'.

(II)

gehelyettesítve az eredeu értékeket:
J 20

(I) 0,7Sx2 + x2 ="3 innen: Xl = 21;

._---~~

x
2

+ l = x + ~;:::: 2 minden pozitív x-re. Minimális akkor, ha X = l.
x x

J
Az x+~;::::2, ha e c- O

x
Ebből x 2 _ 2x + l ;:::: 0, vagyis

(x - 1)2 ;:::: 0, ez pedig mindig igaz.

Mível az átalakítás lépései ekvivalensek, az eredeti eKvenlőtle,nség.~i~d~npozitív
X szám esetén igaz. Egyenlőség akkor áll fenn, ha x = l. Tehat a tort erteke x = l

eseren a legkisebb pozitiv egész.

A két szám x és y. A szöveg szerint x +}' = 100. Az x
2

+ i minimumát keressük.

A = x 2 + (laO _ ~)2 ;= 2(x 2 _ 100x + 5000) = 2 [(x - 50/ + 2500] rninimális akkor,

ha x = 50; ekkor y = 50.

MÁSODFOKÚ EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

, 3
Feltétel: -=:.J.. = -, ahonnan Xl = 0,75x2·

x 2 4
Így a gyökök és együtthatók közöui összefüggés alapján:

b
(I) Xl +X2 =--;

a

(II)

(1)

C740)• b' 2 b'" , [J ~=----=--2'-XI-+Xl-=(X,+xzt-2xIXZ= -- -2 l
, a a a a

igya 7x 2
- 4x - l = °egyenlet valós gyökeinek négyzetösszege

2 l (-4)2 -1 16 2 30
x +x~ =--.--2·-=-+-=-

I ~ 7~ 7 49 7 49

(D = 16 + 28 > O, ezért az egyenletnek van két különböző valós gyöke.)

van, amelyiken a Jegmagasabb pontszám az x. Minden követ pontosan egyszer szá-
, " (x+l)(x+2)

mol tunk össze, tehát a dominókővek szamá 1+ 2 + ...+ x + (x + l) = 2 .

Az ax
2 + bx + c = O (a -:F- O) másodfokú egyenlet Xl; X2 valós gyökeire

b c.
X I + X2 = - - ; X[X2 = - , Igy

a a

MÁSODFOKÚ EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

a) Helyettesitaünk -lO-et a megadott egyenlőtlenségbe: -12,4 < -25, ami hamis
kijelentés. Atom Antal tehát valóban életben maradt (hiszen -10 = O is hamis).

h) Nem biztonságos a O és az x + 24 < -25 megoldáshalmazának megfelelő helyek.
x

'" x 2 -25x+24
Az egyenlőtlenséget rendezve: < O.

x
Az x 2. + 25x + 24 = O"segédegyenlet" gyökei a-24 és a - ] .

Az x H Xl + 25x - 24; x E R függvény zérushelyei tehát a -24 és a - I, a
függvény gráfikonja pedig felfelé nyíló parabola. Ezért a ]-24; -1 l intervallu­
mon a másodfokú. függvény helyettesitési értékei negatívak, a többi helyen pedig
nemnegativak.
Ebből már látható, hogy az egyenlőtlenség megoldáshalmaza a
l->: -24r u ]-1: Ol halmaz.
AtomAntal számára biztonságos helyek tehát a l-24; -rl] u JO; +=[ halmaz ele­
mei által kijelölt pontok a számegyenesen.

e) Nem.
Atom a kezdeti helyéről, a -Tü-röl minden további nélkül eljuthat a számegye­
nesen a -l-ig. Innen 0,99 hosszűságút ugorva is legfeljebb a -0,01 helyre ke­
rülhet, ami mérgező. Nemjuthat ki tehát a [-24; -l J intervallumból.

~, ,
l 738~ A gyökök és együtthatók közöttl összefüggés alapján al, «x" + bx + c = O (a *- m
~ . df kú I ). ökei b c .maso to uegyenelxl;x2vaosgyo'elfexl+xl=--; X IX2 =-

a a
Így a Sx2 + 4x + k 3 = O egyenlet Xl; X2 gyökette egyrészt X2 = 2x l' másrészt

•
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x>O, y>O
3

y::o; ---=-x+30. )
3x+Sy::o;ISO

A másodfokú egyenletnek akkor van valós gyöke, ha diszkriminénsa nemnegativ.

Az első egyenlet diszkrirninansa p 2 _ 4q, a másodiké q2 _ 4p. Ha mindkeuó nem­

negatív, akkor ebből egyrészt 4q $ P 2, másrészt 4p :s; q 2 adódik, amit (felhasználva

a két paraméter pozitivitását) egyben felírhatunk igy: 2-/p $ q $ p2 . Ennek valódi
, 4

tartalma akkor van, ha 2/;; $ : ' vagyis, ha 4 :s; p, különben a q-ra kapott tarto­

,
mány alsó határa nagyobb a felsőnél. Tehát a két feltétel (2-Ip :s; q :S;: és 4 S p)

együttes teljesülése csetéri van mindkér másodfokú egyenietnek valós gyöke.

A háromszögek oldalai x, illetve 8 - x, a háromszögek területének összege
? ·2 I~ ,---

r r: (8-x) 1- "13 2 2"',/3 'J

T ~---v3 + "13::0; -(x +(8-x) )= -(r -8x+32)::o;
4 4 4 . . 2 .

i3
::o;~[(X_4)2 +16J, ami rninimális x ::o; -l eserén.

2
rA keresett szakaszok hossza 4 cm. (Ekkor mindkét háromszög területe: 4,13, a két

háromszög területének összege: 8"'./3.)

Az eladási ár p ::o; 265 - 5x, ahol x az eladott darabszám. Nyilván a bevétel a dara­

bonkénti eladási ár és az eladott darabszám szorzata: B(x) ::o; 265x - 5x 2. Az összes
költség szintén a darabszám függvényében: K(x) ::o; Sx + 500. Nullszaldós az üzlet,

ha a bevétel és a költségek egyenlők: 265x _ 5x 2 ::o; Sx +500, ahonnan

Sx
2

- 260x + 500 ::o; O, amiből 5-tel való osztás után: x 2 _ 52x + 100 ::o; O.

Ha észrevesszük, hogy x
2

- S2x + 100 ::o; (x - SO)(x - 2), akkor a képlet nélkül is
megkapjuk, hogy akkor nullszaldós az ÜZICl, ha 2 vagy 50 darabot gyártanak. A ma­
ximális haszon a bevétel és a költség különbségének a maximuma:

B(x) - K(x) ::o; _5x 2 + 260x - 500.

Ennek a függvénynek maximumhelye a két gyökc számtani közepenél van. Így te­
hát a gyököket keressük, amik éppen az előbb számolt egyenlet gyökei is egyúttal,
azaz 2 és SO. Ezek számtani közepe 26, vagyis a maximális haszon 26 darab gyár­
tásából és eladásából van (értéke: 2880 pénzegység).

2
x+ 1/= -x+30• 5

A jobb oldal minimálís lenne ott, ahol x minimálís. Az x > O feltétel miatt az x +}'

kifejezésnek nincs minimuma, mert a pozitív valós számok közöu nincs legkisebb.

1004,21

(milliárd)•

ü

-
IOf~-----~--

I

A feltétel szerínt, ha II és b jelöli a tég.
lalap oldalait, akkor:

(1) ah ::o; 2,

(2) a 2+b 25S.

Kérdés, miiyen intervaliurobu esnek a
két feltételnek eleget tevő számok.
Szemiéjetesen egy koordináta-rend_
szerben ábrázolva: a második feltétel

Oegy kört és a belsejét jelöli ki, az első I 2 11

pedig ~gy ?iperbo~~ pozitív ága (csak az első negyedet nézzük, hiszem légialapról
van SW, a es b pozntvek). Az ábráról leolvasható, hogy két intervallum lesz melvej;

határpontjait éppen az egyenlőség adja, tehát a 2 + h 2 ::o; 5 kell (l) mellé. E két egyen­

letből. (a+ h)2::o; a
2

+b
2

+ 2ab::o; 5 +4::0; 9. Ennek a pozitív megoldásaa+h::o; 3.
emellettab::o;2.Tcháta(3_a)::o;/ azaza 2 _ 3 +"-O~' .
A 'b"lb " . .'~' a "--- ,.monnana::o;2vagyl.

rm o szmtén (szímmetrfkusan felcserélve) l vagy 2. Azaz a megoldás az ábra

szerint: l :s; a $ 2 és l :s; h :s; 2, ahol b::o; ~.
a

a) M,e~ ~elI oldani a g(x) > f(x) egyenlőtlenséget,amit lehet grafikusan is, pl. szá­
mllogeppel vagy egy grafikus kal­
kulátorral, de algebrailag is. Most
az utóbbit nmtaljuk meg:

_3x
2

+ 6oox-19 200 > 5 + 2:r,

azaz_3x
2

+598x-19 195 > O.
Mivel a főegyüttható negativ, ezért
a parabola lefelé nyitott, azaz a két
gyöke közört lesz pozitiv, egyéb­
ként negativ (lásd az ábrát). Az
egyenlet gyökei két tizedesre kere­
k.í:ve: 40.21 és 159,12; azaz leg­
alabb 41 darab és legfeljebb 159
előállítása cselén lesz a bevétel na­
gyobb, mint a költség.

b) A nyereség maximuma a két in;énti gyök számram közepénél, vagyis a parabola

~Hlxlm~m,helYén~1 van. Ez .99,6 - kérdéses lehet, hogy x ::o; 99 vagy 100 ad na­
gyobb értéker. Mivel a maxunumhely közelebb van a laO-hoz a saimmerria rni­
a~t_ ott lesz nagy~b.b a függvényérték, vagyis ott maximális a ny~reség. (Ennek ér­
teke ?e~~lyeUesltessel kb. 10 605 millió Ft, azaz több mint 10.5 milliárd Ft. És
ez mmdossze 100 darab előállításával. Mondjuk repülőgépetgYánhatnak.)

224
21<



--------r----------
MÁSODFOKÚ EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

3 'J "xv;:: -- x- --!.. .JOx
- 5

A -~ x
2

--'- 30x másodfokú kifejezésnek maximuma van, mert a másodfokú lag elő­
jele negatív. A maximum helyét és értékét megállapitbatjuk az alábbi kétféle átala­
kítás bármelyikének segitségével.

1. lehetőség: A kifejezést teljes négyzetré alakítjuk:

- ICx2
- SOx) == -I [(x - 25l - 625 J. Ebből a maximum helye 25, értéke 375.

Minthogy 25 és 375 is pozitiv szám, teljesülnek az eredeti feltételek.

2. lehetőség: A - Ix
2 + 30x kifejezés szorzattá alakítva -l x(x - 50).

Ennek XI ;:: O és X 2 = 50 a két zérushelye. A szélsőérték (jelen esetben a maximum)
helye két zérushely számtani közepe, azaz x = 25. E helyen a kifejezés értéke 375.

A gyökök négyzetösszege a Viete-formulák segítségével kifejezhető. Ha az

x
2

+ px + q ::::: O egyenlet gyökei XI és X2, akkor Xl 2 + X2 2 ::::: (Xl + X2) 2 - 2X
iX2

:::::

::::: (_p)2 _ 2q ::::: p2 _ 2q. De ehhez Ienníük kejj gyököknek vagyis a diszkrimináns­

ra teljesülnie kell: °.s; P 2 - 4q. Most p ::::: 2a + 1 és q ::::: l,5a 2 _ la _ 4, vagyis ke­

ressük a p2 -2q::::: (2a + 1)2_ 2 (1,5a 2 - 2a-4)::::: 4a 2 + 4a + 1- 3a 2 + 4a + S:::::

::::: a
2

+ Sa + 9::::: Ca + 4)2 -7 kifejezés flÚniniumhelyét. Csábító (de rossz) válasz,
hogy ez a = -4. Abból is látszik, hogy ez lehetetlen, mert ekkor a kifejezés mini­
muménak értéke -7, ami bajosanlehetne kél szám négyzetének összege. Ne feled­

kezzünk meg a feltételről: O .s;p2 -4q::::: (2a + 1)2 -4(1,5a 2 -20 -4):::::

::::: 4a
2+4a

+ 1-60 2+8a+
16 = _2a 2 + 12a+ 17.

Az egyenlőtlenséget megoldva kapjuk, hogy csak 3 - ,,/17,5 .s; a .s; 3 + ,,/17:3 ese­
tén (tehát kb. a r-l,l8; 7,18] intervallumban) van egyáltalán gyöke az eredeti
paraméteres egyenletnek (tehát láthatóan -4-ben nincs). Ezen a tartományon kell

tehát keresnünk az (a +4) 2 - 7 kifejezés minimumhejyét. Mivel a kifejezés pozitiv
együttharós másodfokú, és az abszolút minimumhelyétől (a számegyenesen) jobbra
eső intervallumon keressük minimumhelyét, ezért ezt a kérdéses intervallum bal ol­

dali végpontjában, vagyis a::::: 3-'./17,5"" -1,18 esetéri találjuk meg. (Ekkor az

eredeti egyenlet x
2

+ (7 - 2,/17,5)x+ 29,75 -7)17, 5 = O alakú, vagyis

P"" -1,367 és q "'" 0,467; az egyenletnek egy gyöke van X
J

::::: x
2

= -3,5+,,/17,5"'"
~

"" -U,683. Erre a kérdéses, minimálís négyzetösszeg 59,5 - 1~117,5 "'" 0,934 _ ami
természetesen pontosan 2q-val egyenlő, hiszen O diszkriminansú esetről van szó,
vagyis p2 ::::: 4q, és igy p2 _ 2q ::::: 2q.)

22.
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2.10. Gyökös egyenletek, egyenlőtlenségek

Két pozitiv szám pontosan akkor egyenlő, ha a négyzeteik egyenlők.

a) Négyzetre emelés után kapjuk:

r: I ~ 'r:: I 6'(2+"'13)+2,,(2-'.-"'./3)(2-,13)+(2-"'13)=6, azaz 4+2· v4-3= , Igy

4 + 2 = 6. (Felhasználtuk, hogy 2 - ·../3 > U)

b) Négyzetre emelés után:
r r

2+ vf3 2- .../3 2+--,13 2-,13
-~--+2+-~-~=16, azaz ---r+ -~-~:::::14.

2-~3 2-~3 2-~3 2+~3
'2 ".. .. " (2+,13) +(2-.y3r

A baloldalon kozos nevezore hozva: r:: r::: = 14.
(2+--.;3)(2-'\13)

- r
4+ 4,13 + 3 + 4 - 4,13 + 3

A kijelölt műveletet elvégezve: 4 3 = 14,

14 _
vagyis --:- = ] 4. Ez Igaz.

I

~ r-r--: r--c
a)'IIx+1+1=0 b)--.;x+l+l<O c) "'Ix+l+I>O
A négyzetgyökfüggvény értelemezesi tartománya a nem~ega~iv valós _szá~ok h~­

maza, így mindhárom esetben x + 1 2:': O, azazx 2:': - [ valós számokra van ertelmez­

ve a .\J~+1 + l kifejezés. _
A négyzetgyökfüggvény értékkészlete a nemnegatív valós szamak h~maza, az a), ,bJ
és e) esetben a baloldal értéke legalább 1. Ezért az a) és b) esetben runcs megoldas.
e) a baloldal legalább 1, tehát az egyenlőtlenség megoldáshalmaza. [-1; +=[.

a) )3x-l =3x-l
A négyzetgyökfüggvény értelmezési tartománya a nemnegatív valós számok hal­
maza. az értékké.szletre ugyanez áll, ezért

3x - l 2:': 0, azaz x 2:': .!. kikötés szükséges.
3 __

Az egvenlet -y/3x -1(1 - vl3x -}) = O alakban írható. Egy szorzat akkor és csak
"[ 2

akkor 0, ha valamelyik tényezője O. Így a megoldás Xl == "3' illetve x2 = "3.
Ezek az értékek a fenti kikötésnek megfelelnek, tehát ezek a megoldások.

b) ,I~ ::::: l - 3x. A négyzetgyökfüggvény. értelmezési tartománya a nemnega-

" l A - Skk - l t ' mtiv számok halmaza. Ezért 3x - 1 2:': 0, ebbol x 2:': '3. z ene» esz e IS a ne -
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Minden nemnegatív b valós számra ",r,; ~ O.
Két nemnegatív kifejezés összege akkor O, ha mindkét kifejezés egyszerre O.

A 1 -- kifel 3 . ik 2 UJj~ z e so orejezes x = - -ra, a mnst x = 3-ra n a.

Mivel nincs olyan valós szám, amelyre a két kifejezés egyszerre O, ezért az egyen­
letnek a valós számok halmazári nincs megoldása.

I
negatív szamak halmaza, ezért 1- 3x ~ O, azaz x S '3' A két kikötés egyszerre

1
csak az x = 3-ra teljesül. Ez valóban megoldas.

@,\/3x-l < 3x - 1. A négyzetgyökfüggvény értelmezési tartománya miatt

3x - l ~ O, (;,) azaz x ~ l. Ekkor 3x - l < (3x - 1) 2 egyenlőtlenség ekvivalens

az eredetivel.
(3x-l)(3x-2) > O
A két tényezőnek azonos előjelűnekkell lennie. Negativole a (*) miatt nem lehet­
nek. így a 3x - 1 > Oés 3x - 2 > Oegyenlőtlenségek adják a megoldást. Ezek-

2
nek egyszerre kell teljesülniük. így a megoldás x > -;::;-.

"

A négyzetgyök a nemnegatív valós számokra van értelmezve, ezért

3:-5x~O es 3x+!:::=::O
3 2

t t
2 1

xc::;- x~--
15 6

l 2
Ezekből következik, hogy az egyenlet a -"6 s x s 15 valós számokra értelmezhető.

~

13:_ 5x = 13x+!
~ 3 V 2

l'
Mivel mindkét oldal nemnegativ a - '6 s x s l~ valós számokra, ezért a négyzet-

2 I
reemelés ekvivalens átalakítás - - 5x = 3x + -.

3 2

Innen x = _1_. arnelv a feltételnek megfelelő megoldása az egyenletnek.
48 -

1
HaxER-,akkor r--<O

. 3 '
~/x-­

\ 3
nem valós szám, tehát M = 0.

a) A négyzetgyök miatt egyrészt 2x + 7 ;::: O, másrészt 3x + 8 ~ O teljesülése szük­
séges.

Az egyenlet alaphalmaza tehát A = [ - *; -oo[
Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás:

9x
2+48x+64 = 2x+7

9x 2+46x+57 = O

]9 dódik d k" Hük k 19] IpA megoldóképlettel-3 és -9" a o 1 , e ozu UT csa a -9" e eme az aa -

, { 191
halmaznak. Igy III = ,-9r

b) A négyzetgyök miatt egyrészt 3 - 4x ~ O, másrészt 5 - 12x ~ Oteljesülése szük­
séges.

Az egyenlet alaphalmaza tehát A = J_oc; I~ J-
Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás:

144x2
- 120x + 25 = 3 - 4x

144x
2 -116x +22 = O

72x 2_5&:r+1l =0

ldóké 1 I 1 . Q adódik, de közülük csak a J:! eleme az alaphal-A mega o ep ette '2 es 36 36

, '11}maznak. Igy M = ~ - ,
',36

a) Rendezzük az egyenletet: -../2x - 2 = x -13> - . .., ..
A négyzetgyök miatt egyrészt lx - 2 ~ O, másrészt x- 13 ~ O teljesülése szuk­
séges. Az egyenlet alaphalmaza tehát A = [13; +00[.
Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás:

2x-2 =x2_26x+ 169

x 2-28x+ 171 = O .
A megoldóképlettel 9 és 19 adódik, de csak a 19 eleme az alaphalmaznak. Igy
M=( 19),

b) Rendezzük az egyenletet: 2.,/2;"--=1 = ,Ih+!. _ ... , ..
A négyzetgyökök miarr egyrészt 2" - I ~ O, másrészt 7x + 1 ;:: Oteljesillese szük-

séges. Az egyenlet alaphalmaza tehát A = [~; + ={-
Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás:
4(2x-I)=7x+1 =} x=5
Mivel 5 E A, ezért az eredeti egyenlet megoldáshalmaza M = {5 J.
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EbbőlXl gyöke az adott egyenletnek, X-:, nem.

,----;~
x+] +2'\1x+ hix+ '2+x+ 2::= l-x

il,
Ir;

II

I: (-2), (l, ha O;; x, ami
már teljesül

t . (-2), ;2, mert rnindkét ol­
dal nemnegatív

I
2 h I-o- ,---0:+7, a,.)-x<'l/X a.uzaz
ha 0,5 < x, vagyis
0,5 < x s 3

Il,hax;; 3,6; vagvis
] S x ;; 3,6

4(x+2)(4x-4) = 324_180x+25x'2.
O = 9x 2

- 196x + 356

x+2_2~x+2~x-L+x-l::=1
rr:':~

-2"11x+2-vx-1::= -2x

x + '2-'-- 2o,jx+2~i4x - 4 + 4x - 4::= t6

2-lx+2'IJi4x-4::= l8-5x

,---o:~ -
x+ 2 -2'1/x + 2--..)3 -x -r3-x::= 5 -2·,'/6

~-- c
_2 -,/x+2,13-x::= -2'IJ6

(x+2)(3-x) = 6
_x2 + x = 0

x\=1; X2=0

Ebből Xl gyöke az egyenlemek, x2 nem.

(x+ 2)(x-l) = x
2

x-2 =O
x=2

A kapott szám gyöke az egyenletnek.

b) A négyzetgyök mlatt: 2 s x és - 3 S x; vagyis 2 ;; x

'lJl x - 2 _~lx+3 =2

Mivel ,I x + 3 mindig nagyobb mint Ix - 2, a baloldal mindig negativ, tehát nincs

megoldás.

GYÖKÖS EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

a) A négyzetgyök miatt: -2 S x és] s x; vagyis l s x
.---- ~- ~.J x + 2 + '\I4x _ 4 = 4 1-. mert mindkét oldal nem-

negatív

a) A négyzetgyök miatt: -2 s x és l S x; vagyis 1 S x
.---- ,------- . ~ ~ .----

-vx+2---v x- 1=l r,ha'l/x-l <-vx+2, ami
miudig teljesül

b) A négyzetgyök miatt: -2 S x és x ::::; 3; vagyis -2 ;; x s; 3; a jobb oldali gyökjel

alatt álló szám is pozitív, értelmes
,---- r;;--::. I

'l/x+2 -~3-x = "\)5-2,16

---r-.
,

I

negatív

/ : 2, / 2, rnert mindkét oldal
nemnegatív

J1, mert mindkét oldal nem­

negativ
~- c---;;

3-x+ 2-"I3-x'\I2x -3 ,2x-3::: x+2c-,-­
2"1i3-x"'I2x-3 :::2

3 +2..J3-,r5~ -7- 5 - x == x

2 ..'/3.,/5-x:= 2x-S 1:2, j2,ha4 sx; vagyis
4$x$5

3(5-x) ="x2_8x+ 16

O:::x2-5x+l

r-r--; ,Xl ~ 4,79
X],2 ;=2,S±.yS,25 <: x2 "" 0,21

~ r---- ? 2
2'1/x+l·,,!x+2 ::=-2-3x 1-, ha x S --, vagyis

3
2

-l;;xS--
3

a) A négyzetgyök rniatt: -1 ::::; x és -2 :s x és x sI; vagyis -1 ;; x .,; 1
,------- r-r-r: c--- ~--..)x+l +--..)x+2::= 'l/l-x ;~,mertmindkétoldalnem-

negativ

4(x + l)(x + 2) ::= 4 + 121:+ 9x
2

0::=5x 2 - 4

X u ::= ±'\./O,S ",; ±O,89

Ebből x2 gyökc az egyenletnek. Xl nem, azaz a megoldás x = --VM.

(3 -x)(2x - 3) == l

_2x2+9x_10=0

xl == 2,5; X2 == 2

Mindkét gyök eleme A-nak, tehát Ai == {2; 2,5}.

b) A négyzetgyök miatt: x ~ 5 és O ::::; x; vagyis O s x ::;; 5. Ezért A == [O; 51

,/3 ..!- ...,1 5 _ x == "r; ;2, mert mindkét oldal nem-

a) A négyzetgyök miart: x ~ 3 es 1,5 ::;; x és -2::;; x: vagyis 1,5 ::;; x::;; 3 eseten van

mindhárom gyöknek értelme. Ezért A ::: [1,5: 3J
,-- ---- ,---o:

."J3-x -I- ..,,12x-3 == '\Ix+2

231
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negativ

A bal oldali belső gyökjel míatt -0,25 's X, a külső gyökjel miatt X 's 3,75, a jobb
oldal miatt J .::; x; vagyis végüli 's .c s; 3,75

"'/4-,,/4x+1 = ,,/x-l /2, mert mindkér oldal nem­
negatív

x 2_4x+ 2 == _x 2 + 6x- 6

2x2-lOx+8 == O

xl == 4; x2 =: 1

Ebből Xl gyöke az egyenletnek X2 nem.

A négyzetgyökök miatt egyrészt x-20;::: 0, másrészt O .::; 4 -;- X ::;; 36 szükséges.
Az egyenlet alaphalmaza tehátA = [20; 32].
Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens étalakltés:
~

6-...;4+x = x-20,

Rendezve: ,I~ o=; 26 - x. (1)
Az A alaphalmaz 26-nál nagyobb elemei nem tartozhatnak a megoldáshalmazhoz,
hiszen ezek bármelyikét behelyeuesitve a most kapott - az eredetivel az A alaphal­
mazon ekvivalens - egyenlétbe. a jobb oldalon negativ számot kapunk. Ez pedig
nem lehet egyenlő a baloldalon álló pozitív számmal.
Az eredeti egyenlet megoldását elegendő tehát egy A-nál szükebb A* := [20; 26]
halmazban keresni.
Az A * halmazon az (1) egyenlet négyzetre emelése ekvivalens átalakítás:

4+x =x2-52"\:-'-676,

x 2 - 53x + 672 = O.
A megoldóképlettel 21 és 32 adódik, de csak a 21 eleme az A" alaphalmaznak.
igy M = (21),

25-lOx+x2 = 4x+ l

x 2-14x+24 = O

Xl = 12; -\2 = 2

Ebből X2 gyökc az egyenletnek. Xl nem,

A négyzetgyökök miatt 7 - 4x ::::: 0, -2" 2': Oés 1 - 14x 2::: Oszükséges.
Az egyenlet alaphalmaza tehát A := ]_00; Ol
Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás:

7 - 4x - 2x + 2..,'/ 2x(7 4x) = 1-14x.
Rendezve:

I ,
2\18x- -14x o=; -6-8x,

I ,
"'IJ8x- -14x = -(4x+3).

I. 764·1 @IA négyzetgyökök miatt x + 3 2': O, x + 8 :2': ~ és '~- 24 :2': °szüks~ges, amiből
x :2': 24. Az egyenlet mindkét oldala nemnegaüv, negyzetre emelhetunk:

x+3+ 2...;\+ 3',/x-8 +x-8= x-24, rendezve 2..J(x+3)(x+8) = -x-35.

Szükséges, hogy -x - 35 ::::: Oteljesüljön, azaz - 35 2::: x legyen. Ezt összevetve az
x :2': 24 kikötéssel, a feladatnak nem lehet megoldása.

b) Ha mea-tesszük a szükséges vizsgálatokat, akkor egyrészt x ::; 3, másrészt x > 3,. o

tehát a feladatnak nincsen megoldása.

/2, ha x s; 5, ami már teljesül

4--'/4x+]- o=; x-l

5-x= ..)4x+1

l +"/2x+5 o=; x+2

,,/2x+50=;x+l

2x+5 =x2 + 2x + l

0= x
2

- 4

XI o=; 2; x2 =-2

Ebből az Xl = 2 valóban gyöke az egyenlemek, az x2 = -2 azonban nem.

Xl == 19,7; x2 0= 2

Ebbül X2 gyöke az egyenletnek. xl nem.

b) A négyzetgyök mian: a baloldalon x S; 2 - .,/2 vagy 2 + "/2 S; x,

ujabb oldalon 3 - .,/3 S; x S; 3 + '/3, vagyis végül

2 + "1'2 S; x S; 3 + ,/3 (3 határok értéke kb. 3,41 és 4,73)
~ ,'--

__.,Ixl - 4x + 2 == ·../_x 2 + 6x - 6 ;2, mert mindkét oldal nem­
negativ

aj A belső gyökjel míaut S; x, a külső gyökjel alatti kifejezés mindig pozitiv
r

\}3 +.,,/ x -1 == l /2, mert mindket oldal pozitiv
~

3+'\Ix-l=1

,\r;~ == -2,
ami lehetetlen, tehát a feladatnak nincs megoldása,

3)A baloldali belső gyökjel miatt -2,5 S; x, a külsó gyökjel alatti kifejezés mindlg
pozitív, a jobb oldal miatt -2 S; x; vagyis végül -2 S; x

·,Jl + "hx + 5 == ..,lx + 2 ;2, mert mindkét oldal nem-
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A négyzetgyök definiciója mtatt

-V~ akkor van értelmezve, ha -x;:::: O, tehát x s: O.

-yT;; akkor van értelmezve, ha x ;::: O
E két négyzetgyök egyszerre csak akkor van értelmezve, ha x = O.

Ezt az egyenletbe behelyenesitve ..,j]4 + 5:;:: O.
Tehát az egyenletnek a valós számok halmazári nincs megoldása.

y==x-2

y = x+ ly

-I

-2

JI,
,
,
,
,

A négyzetgyök és a tört értelmezése mieu
x+1

kell, hogy -- > O legyen.
x-2

Ennek megoldása az ábrérólleolvasva:
]-~; -ll u J2; +~I, (I)

Ix + l (2'Legyen a :> --, )
h-2

Így az egyenlet

3 - k ld"2a + - =), amelyne mego asai:
a

al = 1,5; 02 = 1.

Ezt visszahelyertesitve (2)-be, mivel
mindkét oldal nernnegativ, ezért a négy­
zetre emelés ekvivalens művelet.

Innen az első esetben x = 4,4 megoldást, a második eset ellentmondást ad.
Tehát az egyenlet racionális megoldása x = 4,4, amely megfelel az (I) feltétdnek is.

A négyzetgyök miatt x 2 + x + 7 ;::: O. A baloldal teljes négyzetre alakitásából leol­
vasható, hogy ez minden valós x-re teljesül.

r
l" 3

x+"2) +64";::::0.

Alakitsuk at az egyenletet!

x 2 +x+7-7-·''/x2 +x+7 =5.
I a 7Legyen Q:=~x +x+ .

jgy az egyenlet a 2 _ 7 + a = 5 alakra írható, melynek megoldásai: al = 3; a2 = -4.

"')x1 + x+ 7 = 3 eseten mivel mindkét oldal nemnegativ. a négyzetre emelés ekvi­
valens műveler.

Xl +x + 7 = 9, melynek megoldásai: Xl = l; x2 = - 2.

,I x 2 + x + 7 i=- --4, rnivel a baloldal minden x-re pozitiv értéket ad. .
A kapott éltékeket az eredeti egyenletbe behelyettesitve, az egyenlet valós megol­
dásai: XI = l; X2 = -2.

',/l -x +-,/1+x = 1
A négyzetgyökfüggvény értelmezési tartománya a nemnegatív valós számok hal­
maza, ezért l-x;:::: O, azaz x.:::; 1, másrészt 1 +x;:::: O, azaz x;::: - l, összefoglalva
annak kell teljesülnie, hogy Ix I::.; I (más jelöléssel: -1 ::.; x s; l). Ennek leljesülése
esetén a négyzetre emelés ekvivalens átalakitás.

,.------,
2+2,il-x~ =1.
Nincs megoldas, rncrt a jobb oldal I, a baloldal viszont legalább 2.

Másik megoldas:
Az értelmezési tartomány vizsgálata után azonnal látszik hogy az egyenletnek
nincs megoldása. Ugyanis
ajobb oldal értéke x-től függetlenül 1, a baloldal ennél nagyobb, mert
ha x = O, akkor a baloldal értéke 2;
ha x:;:: O, (I x I::.; 1), akkor a baloldal egyik tagja nagyobb egynél és a másik pozitív.

3
AzA alaphalmaz -4-nél nagyobb elemei nem tartozhatnak a mcgoldáshalrnazhoz,

hiszen ezek bármelyikét behelyctresltve a mosr kapott - az eredetivel az A alaphal­
mazon ekvivalens - egyenletbe, a jobb oldalon negatív számot kapunk. Ez pedig
nem lehet egyenlő a baloldalon álló pozitiv számmal.

A:z eredeti egyenlet megoldását elegendő tehát egy A-nál szűkebb A" := J-=;-%]
halmazon keresni.
Az A * halmazon az (l) egyenlet négyzetre emelése ekvivalens étalakitás:

2 . 2
8x -14x=16.1:: +24x+9,

8x
2+38x+9 = O.

A megoldóképlettel _2. és _.!. adódik, de csak a -~ eleme az A" alaphalmaznak.
,24 2

Ezért M = {_2.I.2J

~ r
a) x - ..,,/ x-6 = O. Ez -V x -ben másodfokú egyenlet, melynek gyökei 3 és - 2.

((-.J~\ = 3, (-'/--;'.h = -2).
Minthogy a négyzetgyökfüggvény értékkészlete a nemnegatív valós számok hal­
maza, csak a 3 jöhet szóba. Ezért x = 9, amí ki is elégiti az egyenletet.

b) x - 5-,/--;' + 6 = O. Ez ..,J~-ben másodfokú egyenlet, melynek győket 3 és 2.

(h/~)I = 3, hr;h = 2).
Ennek megfelelöen az egyenlet gyökei Xl = 9 és X2 = 4. Ezek az eredeti egyen­
lemek valóban megoldásai.

2>4 2lS
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Másik megotdás:
Mivel a négyzetgyök értéke nemnegariv, ehhez a baloldalon 5-öt hozzáadva a bal
oldal értéke pozitiv. Ajobb oldal értéke negatív vagy nulla, igy semmilyen valós x
értékre nem teljesülhet az egyenlőség. c

A négyzetgyökértelmezése miatt 2x + 8 2: Oés x + 5 <': O, igy az egyenlet megoldá­
sait az x 2: -4 tehetel mellett keressük.

·,l2~+8 = -,/x+5 +7,
Mivel mindkét oldal nemnegatív, a négyzetre emelés ekvivalens átalakitás Rendez-

~ .
ve x-46 = 14-..; x + 5 egyenletet kapjuk.
Ajobb oldalon álló kifejezés nemnegatív, igy x 2: 46 eserén lesz rntndkét oldal nem­
negativ, és az ismételt négyzetre emelés ekvivalens átalakítás. Innen

x 2
- 288x + 1136 = O,

Ennek az x 2: 46 feltételt kielégitő megoldása x = 284,
A kapott értéket behelyettesitve az eredeti egyenlerbe, az egyenlet valós megoldása
x = 284.

A négyzetgyök értelmezése miatt

x + I~ 0J
x-6 ;:-: O ezekből következik, hogy az egyenlet megoldását az x 2: 6 valós szá-

mok között keressük.
2x--'-19<':0

Ezekre az értékekre mindkét oldal nem negatív, tehát itt a négyzetre emelés ekviva­
lens müvelet.

~--
x --'-1..L 2'1/(x+ l)(x - 6) + x-6 = 2x+ 19, ebbő] "./x2

- Sx - 6 = 12.

M~,vel x 2: 6, mindkét oldal nemnegativ. az újbóli négyzetre emelés is ekvivalens
müvelet.

x 2 -5x-150 = O.
E~nek az.egyenletnek az x ;:-: 6 feltételnek eleget tevő gyöké: x = 15, amely valós
szam valoban gyöke az eredeti egyenletnek. -

Atreudezve a képleret: h = VOl - v
2

, behelvettesitve az adatokat 13.75 m adódik,. .
-g

eredményül, amit az adatok (különősen a g) csak két jegyre való pontossága míatt
tekínrherünk 14 m-nek. (A sebesség lehet felfelé, illetve lefelé haladás közben is

25 lU, ezek az esetek csak előjelben különböznek, s ezért a képletbe helyettesítés-
s

kor a négyzetre emelés miatt ez a különbség eltűnik. A kő tehát fel- és lefelé haladás
közben azonos magasságban azonos nagyságú sebességgel mozog.)

·m
13.8 -­

s
ru kelllelassuljon

a) 16,6 m -ról. ezt a képlet szerint kb. 5,3 m:
s

b) 19,4- m -ról. ezt a képlet szelint kb. 11,6 m:
s

. m
c) 22,2 --ról, ezt a képlet szerint kb. 18,8 m

s
úton tudja megtenni.

2 2
V - V '

Átrendezve a képletet: s = o . Atváltva a kezdő- b végsebességet
2a

a) O-ról 5,5 m -ra kell gyorsulnia. ezt a képlet szerint kb. 5,"14 m;
s

b) 8,3-ról 13,8 m -ra kell gyorsulnia. ezt a képlet szerint kb. 20,6 m;
s

e) 13,8-röl 19,4 m -ra kell gyorsulnia. ezt a képlet szerint kb. 30,9 m
s

úton tudja megtenni.

2 2. ~ -v .
Atreudezve a képletet: s = . Atváltva a kezdö- és végsebességet

la

Az.4 alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás:

4x 2
_ 8x + 8 = 2x 2

- 8,723x + 9,511,

2x 2 + 0,723x - 1,511 = O,
A megoldóképletből -1,069 és 0,707 adódik. Csak a pozitiv gyök felel meg, tehát

a háromszög alapja 0,707, ··Fi = 1,OOO, szára pedig -,/1 -+- O, 293
2

= 1,042 hosszú.

Ellenőrzés:

A háromszög kerülete 1,000 + 2 . 1,042 = 3,084, ez pedig éppen a szövegben meg­

adott érték.

xli

x l-x

x

Az á,bra jelöléseit használva a háromszög alapja Xo/2,
a szára ,/e + (1- X)2 hosszú.

A háromszög kerülete: 2vl-x~'---2-x-'-+-2-+x"/2 = 3,084,

Alaphalmaz a feladat szövegének rnegfelelóen az
A := ]O; lj halmaz.
Rendezzük az egyenleter:

2
/ , ~

"'IJX -2x+2 = 3,084-x;l2.

23. 237
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/ 2, mert mindkét oldal pozitív

",/3+-,/x-1 ::;1

3+ ../x-1S1

-\I X - 1 S; -2,
ami lehetetlen, tehát a feladatnak nincs megoldása.
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Másik megoldás.
Levezetve:

, ~
..,J5+-vx+3 <3
~

5+..Jx+3 <9
,---;

\lx+3<4

x + 3 < 16

x < 13,
amit az alaphalmazzal összevetve a megoldáshalmaz: [-3; 13[.

b) A belső o-vökjel mlau 1 <::; x, a külső gyökjel alatti kifejezés mindig pozitív.
- Ez utóbbi gondolatot tovább vezetve a külsö gyökjel alatti kifejezés mindlg leg­

alább 3, ezért gyöke legalább .../3, azaz sosem lehet kisebb 1-nél-, nincs megol­

das.

cx _ .J,

amit az alaphalmazzal összevetve a megoldáshalmaz: [0,4; 31,

(A feladat grafikusan is megoldható.)

l < x,
amit az alaphahnaual összevetve a megoldáshalmaz: [2; +cc[.

b) A negYl.etgyök miatr: 0,4 <::; x és -lj <::; x; vagyis 0,4 S x, tehát A = 10,4; +oc[

.../5x _ 2 S; ,13x + 4" /2, mert mindkét oldal nemnegativ

Sx-2 <::; 3x+4

2x"'; 6

a) A négyzetgyök rniatt: 2 <::; x és L5 S; x; vagyis 2 <::; x, tehát A = [2; +oc[
"./~ <,I~ 12

, mert mindkét oldal nemnegativ

x-2<2x-3

~

( 781,]
'~

l
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Az első képletből átrendezessel a fizikaból jól ismert s » ~ (2 képlétet kapjuk,
2

amelybe a helyébe beírva a második képletból átrendezésset kapott a ;=!:'.- kifeje­
I

'I dódik otÓ. 'I 00 km 27' m, hl' ' bzesr, a o 1 : s = -, Atvá tva l -;= ,7 -, 19y be ejveuesftéssel k .
2 h s "'

a) III ro az eredmény.

b) 139 fi az eredmény.

e) 167 fi az eredmény.

d) A gyorsulásokat az imént kapott a = ~ kifejezéssel számolhatjuk. rendre kb.
I

3
' mm, . m ,.A7 ---,-, 2,78 , es 2,31 , adódik.

s- s" s-

a) A bambuszfa magasságára 100 év múlva x = 100 hehelyettesitésével adódik: .
. ~

m1100);= 2.,,10,2' 100 + 1 + 0,5;= 2,121 + 0, 5 "" 9,67 méter.

b) Ha a maximum 30 meter, akkor m(x);= 2"/0,2, x + I + 0, 5 < 30, ahonnan
x < 1082,8 év adódik, tehát legfeljebb 1082 évig élhetne a bambuszta.

e) Ehhez azt az egyenletet kell megoldani, hogy 3m (15) = m(x), azaz:

m(x) = 2,110, 2 , x + l ,0,5 ;=3(2.,,10,2' 15 + 1 + 0, 5) ;= 13,5 (15 évesen éppen
4,5 méter magas a bambuszfa, ennek a háromszorosa a 13,5 méter). Ebből azt

kapjuk, hogy: 2\110,2, x + 1 ;=13, azaz x = 206,25. Tehát 206 és egynegyed éve­
sen lesz háromszor olyan magas, mint 15 évesen.

a) Atrendczve a képletet: fi.;= T2~ , behelycttesitve az adatokat kb. 1 m (0,994 m)
4n

adódik.

b) Az eredeti képletbe helyettesitve kb. 4,88 s adódik.

e) Az aj-beli képletból behelyettesítés után kb. 0,167 m adódik.

a) Árrendezve a képletet: f;= T2~ , behelyettesitve az adatokat kb. 2,24 ill adódik.
4;r-

b) Másképp átrendezve a képletet: g;= 4;r: f, amibe behelvettesítve kb, 5,52 ~
T- - s"

adódik.

e) Ismét az; aj-beli képletbe helyetresitve kb. 1,26 m adódik

138 13'

__________________1
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b 2=2a+1.

.A,z 1 ::; b ::;4 feltételből adódik, hogy I::; b 2 S 16, azaz egyrészt l ::;; 2a + 1,
másrészt 2a + 1 ::;; 16. Ebből O S a S 7,5 adódik. Mivel a egy szakasz cm-ben mért

hossza, Ocm < a ::;; 7,5 cm a megoldás.

Kibontva:

, ~
Az egyenlőtlenség pontosan akkor teljesül, ha .yn..,.. ".ln -1 > 100.
Csökkentstík a baloldalt: -,r;;. + .yln - 1 > 2",i n -1. és oldjuk meg a következő egyen­

lötlenséger:

A négyzetgyök miatt: x '2' 4 vagy x ::; 2.
Ha x:::; 2, akkor u jobb oldal negatív, így teljesül az egyenlőtlenség.
Vizsgáljuk az x 2::: 4 esetet, ekkor a jobb oldal is pozitiv. Négyzetre emelünk:
- ,

x" - 6x + 8 ~ ax" - 24x + 36, azaz

02': 3x 2-18x+28.

A másodfokú kifejezés díszkriminánsa negatív, így az x ;::: 4 esetben nincs megol-

das, mert a másodfokú tag együtthatója pozitív.
A feladat megoldása tehát: J~=; Z].

Legyen a derékszögű háromszög két befogója a es b, átfogeja a + 1, tudjuk továbbá,

hogy 1 :::; b S 4.
Felirva a ptragorasz-tételr:

Innen
n-l:o:: 2500.

Az n = 2501 biztosan jó. Ez valóban a legkisebb jó fl, mert ha n < 2501, azaz

fl ::;; 2500, akkor ",r;; ::;; 50 és ..../ fl -1 < 50, tehát -vr;; + .yln -1 < 100.

A megoldas: n = 2501.

c--

Emeljük négyzetre mindkét oldalt, majd rendezés után x > 'J2x + 3 egyenletet
kapjuk, melyet ismét négyzetre emelünk (nem ekvivalens müveletck') és rendezve

x2 _ 2x _ 3 = Ü egyenletet kapjuk, melynek gyökei Xl == 3; x 2 == -l. Ezeket az

eredeti egyenlctbe visszahelyettesitve, csak az x == 3 megoldása az egyenlctnek.

I~

/2, mert mindkét oldal nemnegatív

1
2

, mert mindkét oldal nemnegativ

;2, mert mindkér oldal nemneeatíve

-3<,14x+l

9 < 4x+ 1

2 < x,
amit az alaphalmazzal összevetve a mezcldéshalmaz: ]2 3_ . ; ,7jJ

'\/4 - ''1/4;+1 < 3

4-'1/4x+1 <9

-5<",1~,
ami mindi t 1""'] .'). Ig e Jesu, vagyis a megoldáshalmaz azonos az alaphalmazzal:
[-0,_j,3,75].

A b~~ső gyökjel miatt -0,25 ~ x, a külsö gyökjel miatt x ~ 3,75;
vagyis -0,25 ~ x:::; 3,75, tehatA == [-0,25; 3,75]

a) ,/4--'/4x+1 < 1

4-'l/14x+l <1

b)

I: 784~1 A egyenlet ,,/(x + 3)2 + ..JCx - 2)2 = 6 alakra írható
~ .

Mivel ->/a2
= lal, egyenletünk igy is felírható: IX + 31 + IX - 21 = 6.

,
Ix+31=~ x-'-3, ha x 2':-3,

l-(x + 3), ha x < -3.

IX- 21={ x-2, ha X;::: 2,
,-(x-2), ha x< 2.

Az egyenlet megoldását 3 részre bontjuk.
I. x::;-3

d
- ~x + 3) - (x - 2) = 6, ebbólx = -3,5. Mivel -3,5 < -3, tehát a -35 megol-

asa az egyenletnek. '

II. -3Sx:s2
h + 3 - (x - 2) = 6, ebből 5 = 6 adódik, amely ellentmondás. Ezen az interval­
umon az egyenletnek nincs megoldása.

UI. x:O::2

x + 3 + x-2 = 6, melyből x = 2,5. Mivel 2,5 > 2, tehát a 2,5 megoldása az
egyenietnek.

Tehát az eredeti egyenlet meeoldésai: .... 5egyenletet. ~. Xl = -J, ; X2 = 2,5, melyek kielégítik az

240 241
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2.11. Abszolútértékes egyenletek, egyenlőtlenségek

r: 1-'
c) ,Ix == 'lJx~

x 6 == x 2

x 2(x 4 _ 1) == O
M= {-I;O; lj

y = 2

y=IH

c) I~I + lxi = -2

y
6

5

4

lelnek.
x ;.::: ~5 esetén 3x - (x + 5) == 7, Ebből x ;= 6 megoldása al eredeti egyenletnek.

I I 1 , 1_ 7
a)-+x.=2 b) -I-'+'-x-~lxi -x,
A nevező nem lehet nulla, ezért x ot O.
A nevezővel végigezorozva

a) lx l-ben másodfokú egyenletet kapunk, melynek gyöke: Ix I == l, amiből a meg­
oldás Xl == l éSX2 =-1.

b) Minthogy minden x-re I -x I == \x I, a megoldást lásd az aj-nél.

lvJásik megoldás:

l-x l-ben másodfokú egyenletet kapunk, amelynek gyöke:

l-xl = l, amiből a megoldas: Xl == l éSX2 == -1.

c) x ot Omiatt Ix I > O, ezért a baloldal pozitiv, ugyanakkor a jobb oldal negativ,
ezért a feladatnak nincs megoldása.

o 2 3 4 5 6 7 8 9 10 II 12 13 14 15 16 x
I

Megoldás x == 2, illetve x = 10.

{
x+5,hax;':::-5

x+5 ==I I -(x + 5), ha x < -5

x < -5 esetén 3x + (x + 5) == 7. Ebből x == ~ > -5 miatt nem megoldása az egyen-
~

1 793.1
1

; 1== I + X xotO ,

Ha x> 0, akkor a bal oldal I, a jobb oldal pedig nagyobb l-nél. Ez ellentmondasra

vezet, nincs megfelelő x, , .'" .
Ha x < O, a baloldal-l, ebből x == -2 adódik. Ez a megoldas, mert kielégíti az
egyenletet és a feltételnek megfelel.

ha x<6;illetve

Algebrai út:
Két egyenlerre bontjuk:
x
--3=2, ha x;'::: 6,2 ' ,

ezekből xl = 10, illetve X2 == 2,
Ezek megoldások rnert természetes számok és az egyenletet kielégitik. (Ellenőrzés
behelyettesítéssej.)

Grafikus út (Lásd a következő ábrátl):

r·789.1 a) lx I = O "" x = O
M = (Ol

b) lx I == 4,2 {::} (x = 4,2 v x = -4,2)
M = (-4,2; 4,2)

c),'xl==-4,2
M = ( )

l 790·1 a) Ix + 3,2 ,! == 4,8 {::;> (x + 3,2 == 4,8 v x + 3,2 == -4,8)
M= {-8; 1.6}

b) Ix-2.81 = 3.2 "" (x-2,8 =3,2 v x-2,8 =-3,2)
M= {-0,4;6}

c) ,1
2x + 5A I == 11,6 <i=> (2x+5,4==-1l,6 v 2x+5,4==11,6)

M == {-8,S; 3,l}

1791.1 a) Ix31
== 8 {::} (x

3 == -8 V x 3 == 8)
M= {-2;2}

b)x'=3' => Ixl=3~ "" ('=-3~ v X=3~J

M = (-\19; \/9)

242 24'
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cc-1- '\113
x 4 = - < O miatt nem megoldása az egyenletnek.

2

,!,[ halmazon keressük az egyenlet megoldását.
2

51-,
7, '

r
Ezért Iv! = ~ -3;

c

Először az Al = [O;
-(2x-l) = x

1
x=-

3

Mivel l E Al' ezért eleme a megoldashalmaznak is.
3

Második lépésben az A2 = [~; + =[ halmazon keressük az egyenlet megolda-

2x-1 =x
x = I
Mivel l E A 2, ezért eleme a megoldashalmaznak is.

Tehát Ai = {l; l}.
b) A négyzetgyök alatti kifejezés mindtg nemnegativ. A négyzetgyök definlciója

- miattaz egyenlet baloldalán is nemnegatív számnak kell állnia (ha igaz kijelen­
tést akarunk), így az egyenlet alaphalmazaA = [-15; +=[.
Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás:

, 16x2

O,04x-+l,2x+9= 25

x2-2x-15=0

A megoldóképlettel - 3 és 5 adódik; míndkettő eleme az alaphalmaznak.

Ezért Af ={-3; 5}.

e) .ti. negyzetgyök alatti kifejezés (5x + 2)2-nel azonos, ez mindig nemnegatív.
A negyztegyök definíciója miatt az egyenlet baloldalán Ls nemnegativ számnak
kell állnia (ha igaz kijelentést akarunk), Így az egyenlet alaphalmaza.

A = ]~. 21, 2J
Az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens átalakítás:

4x 2
_ 28x + 49 = 25x 2 + 20x + 4

2Ix2+48x-45 = O
7x 2 + 16x-15 = O

5
A megoldóképJettel-3 és "7 adódik; mindkettő eleme az alaphalmaznak.

sáto

0,5

-I

2

y

1

2

,/13 - 3

-2

3-'\113
és

2

Az egyenlet átalakirva.

Ix2-x-21 =_(x2_x_2)

la I= -a, haa <::::: O,így x 2 -x-2 <::::: O
egyenlőtlenség egesz gyökei adják az
egyenlet megoldását.

Az x H x 2_x_2 x E R függvény
zérushelyei. -1 és 2. Az ábra alapján
az egyenlőtlenség valós megoldásai:

-1 <::::: x <::::: 2.
Ezek közül egész számok: -I; O; l; 2,
melyck kielégítik az eredeti egyenfe­
tet.

a) A négyzetgyök alatti kifejezés (2x- ])2_nel azonos, ez mindig nemnegativ.
A négyzetgyök definíciója miatt az egyenlet jobb oldalán is nemnegativ számnak
kell állnia (ha igaz kijelentést akarunk), igy az egyenlet alaphalmazaA = [O; +=[,
12x-ll=x

lal = 3, haa = 3 vagy a =-3. Így:

? • . (-5 ± "Jn1Zx" + 5x - 3 = 3, megoldasal 4) nem racionális számok,

vagy 2x2 + 5x- 3 = -3, megoldásai xl =O; X2 = -2,5 kielégítik az eredeti egyen­
letet és racionális számok.

_ { x, ha x;:': 0,
x-

, -x, ha x c ü.

x s; ö eserén x 2 + 3 (-x) - 1= °megoldásai:

3+ "/13
Xl = 2 > O miatt nem megoldása a feladatnak,

3-"/1"3 O k un kielé cl' ]x 2 = 2 < va os szam le egm az ere cn egyen etet.

x ;:.: Oesetén x 2 + 3x - l = Oegyenlet megoldásai:

-3 + .,'/13
x 3 = > O valós szám kielégíti az egyenletet.

2
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Algebrai megoldas: ekkor x - a == ± ex- 4)
-------~-4..------------ ~

x-a=x-4 x-a=-x+4
haa=4,'dxeRjó; 2x=a+4
ha a "# 4, nincs gyök a 2

X==-+2 '
ami bármely a eseten
pontosan egy győköt jelent.

Ezért az a) es c) eset (O vagy 2 gyök) nem tud előfordulni, a b) a"#- 4 esetén teljesül,
a d) pedig a == 4 esetén.

2

ha4<x:
2x-4=c

y

b O
-l

-4 -3

y=lx-b

O 4
1 1 •x,

x
, x-x , ,

+ -x+4 , -x+ 4 , x-4

-2x+4
,

4
,

" 4, ,

Algebrai megoldás.
Ugyancsak tartományonként megoldjuk az egyenletet:

ha x < O: ha O :::; x ::;; 4:
-2:r+4=c 4=c

A definíció révén:

{
X, ha O~x, {X-4, ha 0<x-4, azaz 4<x,

Ixl= IX-41==
. -x, ha x<O, -x+4, ha x-4::;; O, azaz x ::;;4.

Három tartományra osztjuk a számegyenest. x < O, O ~ x :-::; 4, 4 < x, és tartomá­
nyonkent összegezzük a kifejezéseket:

rnindkét ágon bármely b esetén pontosan egy-egy gyök van. Ez a ket gyök egyenlő,

ha 4 - h == h; 4 , vagyis ha b == 2; minden más esetben két különböző gyökről van

szó. Ezért az.a) és d) eset (Ovagy végtelen sok gyök) nem tud előfordulni, a h) b = 2
esetén teljesül, a e) pedig b*-2 esetén.

Grafikus megoldas: ábrázolva az
xl---7lx-bl ésazxl---712x-41 függ­
vényt láthatjuk, hogya grafikonoknak
vagy pontosan egy közös pontjuk van
(ha h = 2), vagy pontosan két közös
pontjuk van (ha b +': 2). Ezért az a) és
d) eset nem tud előfordulni, ab) b = 2
esetén teljesül, a e) pedig b "# 2 eseten.

y =lx-41

y =Ix-al

2J456x

y

7

6

4
3­
2

-5 -4 -3 _2i~1 O
-I

ez lehetetlen

a) Átrendezve: 12x- 41 + Ix + 31 == - l, ami sosem teljesül (két nem negativ szám
összege nem lehet negatív), tehát nincs gyök.

l3-Ix+211=4
--_-----------.:._------

~-~-------- -~ ---}o..

3-lx+21=4 3-lx+21 =-4
-1=lx+21, 7=lx+21

-~~
7=x+2 -7=x+2
5=x -9=x

Mindkét kapott szám gyöke az eredeti egyenletnek is.

b) Ekkor

Grafikus megoldas:

ábrázolva az x 1---7 Ix - a I és az

x 1---7 Ix-41 függvényt láthatjuk, hogy
a grafikonoknak vagy pontosan egy
közös pontjuk van (ha a"# 4), vagy
minden pontjuk köaös (ha a = 4).
Ezért az a) és c) eset nem fordul elő, a
b) a"# 4 eseten teljesül, a d) pedig
a = 4 eseten.

Algebrai megoldas: ekkor

...---­
x-b=2x-4
4-b == x

x-b == ±(2x-4)-----------------------.
~--------

x-b = -2x+4
3x=b+4

b+4
x=--

3

c
2--==x

2

ez a megfelelő

tartományba esik, ha
c

2-- <O
2

4<c

ha c == 4,'Vx e [O: 4J jó;
ha c +': 4, nincs gyök

c
x==-+2

2

ez a megfele1ő

tartományba esik, ha
c

4 < -+2
2

4 < c
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a) Az egyenlőtlenség ekvivalens az alábbiakkal
-0,6::; x- 0,4 s: 0,6
-0,2 c::; x :e;;; 1.
M = [-0,2; lj.

b) Az egyenlőtlenség ekvivalens az alábbiakkal:
-0,7 :::; x + 0,3 c::; 0,7
-1 ::; .c s; OA.
M o [-l: 0,4],

x

2012
I I

1
3

'y

o
-l

m

-I

•

,

rsos.s

-3

2002

1500

I I

•
1491,5

1992

-8,5 :::; ln - 1500:e;;; 8,5
1491,5 :::; ln ::; 1508,5

12002-xl:::; 10 Az [1992; 2012] intervallumba eső egész számok száma 21.
Szemlélterve a számegyenesen tulajdonképpen a 2002-től szfmmetrikusan, tőle 10
egységnél nem távolabbra elhelyezkedőegész számokról van szó.

c) Az egyenlőtlenség ekvivalens az alábbiakkal.
-7$2x-S$7
-1 $x$6.
Mo [-1: 6J,

lxi> 2x+ 10

Ha x 2:': O, akkor az egyenlőtlenség igy alakítható. x 2:': 2x + 10, azaz x ::; -10.
Nincs olyan szám, amely a két feltételnek egyszerre tesz eleget.

10
Hax < O, akkor az egyenlőtlenség ígyalakitható: 3x < -10, azaz x < -3'
Ezek az x-ek az egyenlőtlenségnek megoldásai, de közöttük nincs legnagyobb szám.

I I {
X + 2, ha x 2:': -2,

x+2 = ..
-(x + 2), ha x < -2.

x < -2 csetéri

x+2 < 2x-3, azaz
5 < x.

Ez ellentmond az x < -2 feltételnek,
ezen az intervallumen nincs megoldá­
sa az egyenlötleneégnek.
x 2:': -2 esetén

-(x+2) < 2x-3,
l
"3< x.

Tehát az adott egyenlőtlenségaz összes x>! racionális számokra teljesül és más­
3

ra nem. A megoldás helyességer a grafikonról is leolvashatjuk.

1810.: A c)-vel jelölt.

x4

c

4 'l------.J

-2 O 1

Összegezve tehát: c < 4 eseten nincs megoldás. c = 4 eserén \j x E [O; 41 jó, 4 < c

esetell pedig két megoldás van: 2 - ~ és ': + 2 (és ez a feltétel mellett valóban két
2 2 '

különböző gyök, hiszen c = 4-re esnének egybe). Ekkor az a) eset (O megoldas)
c < 4 eserén; a b) eset (I megoldas) sosem; a e) eset (2 megoldás) 4 < c eserén: a
cl) eset (végtelen sok megoldas) pedig c = 4 eseten valósul meg.

Függvénytani mero/dÚS: ábrázoljuk az ~

x .---7 Ix I+ Ix-4 függvényt oly mó- y
don, hogya j-DO; O[ tartományban az = y=lxl-'-Ix-41
xH-2x+4, a LO; 4J szakaszon az
x H4, a ]4; <Xl[ intervallumon pedig az
x H2x-4 függvényt ábrázoljuk; to­
vábbá ábrázoljuk az x H c függvényt
is. Látható, hogy az
a) eset (O megoldas) c < 4 esetén:
b) eset (1 megoldas) sosem;
c) eset (2 megoldas) 4 < c esetén:
d) eset (végtelen sok megoldas) pedig

c "" 4 esetéri valósul meg.

Legyen a keresett szám x. A feltétel szerint x 2
- ~ = lxi

49
, I {x, ha x2:': O,

Mivel x =
-x, ha x < O,

x < Oesetén az egyenlet x
2

- 4~ = -x, ennek negatív gyöke x = -%'
> O t l' 8 k nozi .. ök 8x _ se en az egyen et x -- = x, enne pozitiv gyo ex =-.

49 7
, 8 'II 8 8

Tehát a "7' I etve a -"7 négyzete 49 -dcl nagyobb a szám abszolútértékénél. így a

k
,8 8

ereselt szaru - vagy - -.
7 " 7
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Ekkor x-p=±(x-4)

------~~ -----...
x-p=x~4 x-p=-x+4

hap=4, 'c'x e Rjó: 2x==p+4
ha p -,t 4, nincs gyök p ,.,

x = -+~.

2
ami bármely p eseten pontosan egy gyököt jelent.

Ezértp -,t 4 esetén pontosan egy gyök van: ~ + 2; p == 4 esetéri pedig végtelen sok:

'ífXER.
(A feladat grafikusan is megoldható.)

2:S; x, és

ha z z; x:

x-7 = l
x=8

a tartományban van, jó

ha -3':::; x,

ha x < -3.
-3 :s; x < 2.

ha~3:::;x<2:

-3x+I=1
x=O

a tartományban van, j6

-3 2
1 1 •

-2,+4 , -21:+4 2x-4
x

,
-x- 3 , x+3 x+3

-x + 7
,

-3x + 1 x-',

ha x < -3:
-x + 7 = l

x=6
nincs a tartományban.

nem gyök

Összegezve: két gyök van, a Oés a 8.

Ugyancsak tartományonként megoldjuk az egyenletet:

ABSZOLÚTÉRTÉKES EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

.llx+II-21= lj

~--------- --...Ix+ 11-2 =1,5 Ix+ 11-2 =-1,5

Ix+ll=3,5 Ix+l:=0,5
x+l=±3,5 x+l=±0,5

<
2,5 <-{),5

x=-1±35= x=-I±OS=
, -4,5 ' -1,5

Mind a négy gyök kielégíti az egyenletet. amit pl. visszahelyettesítéssel ellenö­
rlzhetünk. Tehát lvI = {-4,S; -1,5; -05; 2,5}.

b) A definíció szerint:

1 1 {
l x - 4, ha 2$x, 1 1 {X+3,

2x-4= _ x+3=
-2x+4, ha x<2, -x-3.

Három tartományra osztjuk a számegyenest. x < -3,
tartományonként végezzük el a ktvonást:

~ a)

·p

Gondoljuk meg, hogy bármilyen számotjelöljön is x, az x és az ] távolsága Ix - l j,
az x és a -l távolsága Ix + ll. A következő egyenletet kell megoldani:

x-II+Ix+II=4.
Eset szérválasztéssal bontsuk fel az abszolútérték-zárójeleket, majd oldjuk meg az
egyenletet. A gyökök -2 és 2.

Lásd a 784. feladat megoldását!

Az egyenlet Ix + 3 + lx - 21 =o S alakra írható.
x:S; -3 esetén-(x+ 3)-(x-2) = S,melybőlx = -3.
-} ::.; x ::.; 2 esetén x + 3 - (x - 2) = 5 azonosság, tehát a [-3; 2] intervallumba eső

racionális számok megoldásai az eredeti egyenletnek.
x;;::: 2 esetén c e S +x-2 = 5,melybőlx = 2.
Összefoglalva: az egyenlet gyökei: a [-3; 2] íntervallumba eső racionális számok.

ABSZOLÚTÉRTÉKES EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

,~

\~I Bontsuk szorzarrá az abszolútérték-zárójelben lévő kifejezést:

x 2+3x-4 = (x+4)(x-l)
Két esetet vizsgálunk.

Első eset, ha x 2 + 3x - 4 ;;::: 0, ez x .:::; -4 vagy x ;;::: 1 eseten áll fenn.
Ekkor

x
2 + 3x - 4 + 3x + 9 == °

x2+6x+5=0

(x+5)(x+ I) = 0, azaz Xl == -5, X2 =-l.
Ezek közül csak az x = -S megoldás.

Második eset, ha x 2 + 3x - 4 < 0, ez -4 < x < I esetén teljesül.
Ekkor

_(x 2+3x_4) +3x+9 = 0, azaz

_x 2 +4+ 9 = O, innen

x 2 = ]3.

A két gyök: x] = --,/i3; x 2 = ·'/13, ezek közül csak az x = -,,/13 megoldás.

Az egyenletnek tehát két gyöke van: -5 és x = ---,/1J.

•811.1 Mindhárom.

~

1\813,1 Lásd a S08. feladatot! x :s; -2 eseten 3x 2
- 6x - (x + 2) = O.

Ennek a, egyenletnek nincs -2-né] kisebb gyöke [
7

±;n}
~ _ 2

x ;::: - 2 eseréu a 3x ~ - fu:+ ex +2) = oegyenlet gyökei: '3 és l.

Mivel rnindkét gyök - 2-nél nagyobb, ezért ezek az eredeti egyenletnek is megoldásai.

HO H1

-
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Összegezve tehát: p < 4 esetéri nincs megoldas; p = 4 esetén végtelen sok megol­

dás van: 'il x E [O: 4]: 4 < p esetén pedig két megoldás van: 2 - J!.. és .E. + 2 (és
2 2

ez a feltétel mellett valóban két különböző gyök, hiszen p = 4-re esnének egybe).
(A feladat grafikusan is megoldható.)

A definíció szerint:

1 1
Ix , ha O c::: x, 1 {1: - 4, ha O < x-4, azaz 4 < X,

x= 1:-4=l-x, ha x < O,' -x + 4, ha x-4:; O, azaz x c 4.
Három tartományra osztjuk a számegyenest. x < O, O:; x :; 4, 4 < x, és tartomá­
nyonként összegezzük a kifejezéseket:

O 4

Ugyancsak tartományonként megoldjuk az egyenleter:
hax < O:

-2x+4=;p

2- E = x
2

ez a megfelelő

tartományba esik, ha

2_ E < O
2

4<p

un

Legyen az első bekötöúttól számírott x méterre a tároló. Akkor a főúton a következő

utakat kell megtenni. x, Ix-2001, Ix-4001 és Ix-6001. Az első útról30, a
másodikra] 20, a harmadikról 15, végül II negyedikről 50 t érkezik. A szallitott
mennyiségekkel arányos, hogy hány teherautóval (illetve hány fordulóval) lehet ezt
elszállítani. Ezért a következő függvényt vizsgáljuk:

3Ox+20Ix-200 + 151x-4001 +50Ix-600

Ez egyabszolútértékes függvény (hiszen az első tagban is írható abszolútérték). és
ennek él minimumhelye a kérdés. Ezt esetszétválasztással keressük meg.
Előbb (l) O c::: x < 200, majd (2) 200 c::: x < 400, végtil (3) 400 c::: x c::: 600.
Nyilván a két szélső út között lesz a tároló megfelelő helye, ezért negativ vagy 600­
nál nagyobb x értékeket nem kell nézni.
Az (l) esetben a függvény:
30x + 20 (200 - x) + 15 (400 -x) + 50(600 - x) = -55x + 40 OOO, ami növekvő x-ek
esetért csökken.
A (2) esetben:
30x + 20 (x - 200) + 15 (400 - x) + 50(600 -x) = -15x -:- 32 000, még mindig csök­
kenő.

A (3) esetben:
30x + 20 (x - 200) + 15 (x - 400) + 50(600 - x) = 15x + 20 000, ez már növekvő.
Tehát él váltás x = 400-nál van, a tárolót a harmadik bekötőút tövéhez kell építeni.
Itt minimalis az összes főúton végzett szállitas, értéke 26 OOO, mértékegysége tm
(tonna-méter, .ronnászor méter"}, ami 26 tkm. (Lásd még a mellékelt ábrár.)

_')0 OOO

ha 4 < x:
2x-4=p

x = 1::.+ 2
2

ez a megfelelő

tartományba esik, ha

4 <f+2

4<p

x
x 4

2x 44

x

-x+4

I I :-,

ha O::; x::; 4:
4=p

hap = 4, 'dXE [O; 4Jjó;
ha p 7:- 4, nincs gyök

2x+4

-,
-x+4+

•
ill700600500400300200100

30 OOO

10 OOO T
;

40 OOO

20000

I
O<Ó:5 -.

200

I + ol intervallum részhalmaza az egyenlőtlen-

Először oldjuk meg a 2x - 2 < _1_ egyenlötlenséget.
100 0.1

Mindkét oldalhoz 2-t hozzáadva, majd 2-vel osztva kapjuk: x < 201 .
200

1" 1" ld" 199 ,,199 201egyen ot enseg mego asa -- < x. Tehat -- < x < --"
200 200 200

Tehát minden olyan ó szám megfelel, amelyre

1
A --<2x-2

100
1

Ha 0< a~ 200' akkor az ]1- o;
ség megoldáshalmazának.

( 819)
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2.12. Exponenciális és logaritmikus egyenletek,
egyenlőtlenségek

Mind a három megoldás során kihasználtuk, hogya (nem 1 alapú) exponenciális
függvény szígorúan monoton.

4=x

c) 4x.4+2·2-"·2_8.2x=0

4· (2,,,)2_ 4. 2 x o;;: O

2-'(2X
- 1) = O

...........~
2"=0 2x= l

lehetetlen x =O

x 2-4x+2=_2

x
2

- 4x + 4 = 0
x = 2.

(2
x
) 2 _ 1O. 2x + 16 = °

, <82 =
2

3x=<l

a) Mivel .l =~ = 9--{1,S, és a hatványozás kölcsönösen egyértelmű művelet, ezér!
3 ,19

a kitevők egyenlők: 0,5x 2
- 3x + 4 = -0,5

0,5x 2 - 3x + 4,5 = O
x =3.

b) Mivel .l = ~ = T
2

, es a hatványozás kölcsönösen egyértelműmüveler, ezért a9 y
kitevők egyenlők:

c)

32J:· r l + 3 2x
. r 2 _ 3 2-" . r 4 = 315

3 2"(r l +r2_r4
) o;;: 315

3h (27+-2.._~ '10;;:35.9
\.34 34 34)

3'" 35 = 35.3'
3'

3
2x=3 6

Az exponenciális függvény szigorú monotonitása miatt 2x o;;: 6, melyből x = 3.

2 2x·2_3·2 x + 4 = 0

Legyen: 2
x

:= a, így 2a
2

- 3a + 4 = O,melynek a diszkrimináns negativ volta miatt
nincs megoldása, igy az eredeti egyenietnek a valós számok halmazán nincs meg­
oldása.

5".5 2 + 2· s-. 5-1 = 127, melyból á--t kiemel ve

5"(5 2 + 2.5- 1
) = 127

5-< o;;: 5.
Az exponenciális függvény szigorú monotonitása miatt x = l.

81

16
34 3"

24 2x

r~)' =r~)'
,.2, \2

2
x

+ 1 + 8 = 2 x
+ 2. Átalkítás és rendezés után:

4.2-"_2.2"0;;:2 3

Ebhől 2 x+ l = 23. Figyelembe véve, hogy az a H 2" alakú exponenciális függvény
szígorúan monoton, ezért x = 2.

a) Z-X = 16. Minthogy 16 =24, ezért 2 -x =24, amiből a,----* 2 a alakú exponenciá­
lis függvény szigorúan monoron volta miatt: x = -4.

b) r" = -16. Nincs megoldas, mert az exponenciális függvény értékkészlete a po­
zitív számok halmaza.

c) 2 -x > 16 Ezt átírva: 2 -x > 24. Minthogy a H 2 a alakú exponenciális függvény
szigorúan monoton növő, ezért -x > 4, tehát x < -4.

1
a) 2 x

. 8+3 ·2x . - =280
4

8,75· 2x = 280
2-< = 32

x=5

b) 62J:· 1296 = 2"'.256.3 3"

1296 2-". 3 3-<

256 = C::::(2--:'3OC),;;-,

2x 33x

22 x 32x

I,

I

"I
l,

254
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A logaritmus értelmezése miatt: O < x és --/'6 < x és "J~ < x; tehát az alaphal-
~

maz lV6; +00[.

a) 19x = 19(x + ,,/(6)(x - ..,/(6) / a 19 kölcsönös egyértelműségemiatt

x=(x+,·/6)(x-"J~)

x = x 2
- 6

0=x2 - x - 6

xl = 3, Xl = -2
M = {3}, mert a-2 nem eleme az alaphalmaznak.

/ a 19 kölcsönös egyértelműségemiau

4
b) A logaritmus értelmezése míatr: O < x és O< - -1, azaz l <

x

4
-, azaz (mivel
x

x
> - azaz x < 4; tehát az alaphalmaz: ]0; 4[

4'

2Ig~~lg9(~-1)

(6" (36 )Igl-1 ~lg --9
,-x) x

~~ 36_9
x' x

36 = 36x-9x 2

x 2-4x+4 = O
x = 2,

ami eleme az alaphalmaznak.

x> O)

~

x+ ,16
b)lgx=lg r-

o X -,16

x + ..'/'6
x~

x~..,j6
,~ ~

x -.y6x=x+..,,/6
o re c-

x- -h6 +1)x-,i6 = O

X J = 4,05, x 2 "" -0,60

M = {4,05}, mert a-0,60 nem eleme az alaphalmaznak.

A négyzetgyök értelmezése miau x + l ~ °
~ - ,.-

(32)"x+l "" 36+-Jx+l :::::;. 32,'x+1 "" 36+ Jx+1

Az exponenciális függvény szigorú monoronirása miatt 2-./x + I "" 6 + '\JI x ..,.. 1 adó­

dik, melyből ,17+1 "" 6.
x ~ -l esetéri mindkét oldal nemnegativ. a négyzetre emelés ekvivalens müvelet.
Ebbül a megoldás x =: 35.

a) A logaritmus értelmezése miatt: 0,5 < x es O < x; vagyis 0,5 < x. Tehát az alap­
halmaz JO,5; +=[. A logaritmus azoncsságai miart a jobb oldal e1őbb 21g3x,

majd 19(3x)2 alakra hozható, majd a Ingaritmust mindkét oldalon elhagyhatjuk
annak egyértelműsége miatt:

~9 + L8x = 9x 2
/ : 9, rendezés

0=x 2 - 2x + l

O~(x-l)'

x = 1,

( "c-2

11' - ' 4"'-"· III I I=' ", tnnen - ="
. \ 16 /

Mivel (~r = l, az exponenciális függvény szigorú monoronitása miatt x - 2 = O,
,16)

tehát az egyenlet gyöke 2.

Mivel 5 o "" 1, az exponenciális függvény szigorú monotonitása miatt:
(2x - l) (x + 3) =: O. Egy szorzar akkor és csak akkor O, ha valamelyik tényezője O.
. l
Igy Xl = -r- , x2 = -3 az egyenlet gyökeí.

2

A három egyenlet igen hasonló, de mégsem ugyanaz. Átalakítások után mtndhárom

arra vezet, hogy (x - 2) 2 . (x _ 4) 2 = l, vagyis x'' - 6x + 8 = ± 1.Az eltérés az egyes
kifejezések értelmezési tartományában van. Ezek:

a) 4 < x; b) 2 < x *- 4: c) x *- 2, x=;::. 4.

A kapott következmény-egyenlet kettéágazik: egyrészt x 2
- 6x +7 = D-ra (gyekei

3 ± ..,/2, azaz Xl = 4,41 és X2 = 1,59), másreszt x 2
- 6x + 9 = O-ra (egyetlen gyöke

)(3 = 3). A megoldások:

a) Xl; b)Xlesx3: c) mtndhárom gyök jó.

ami eleme az alaphalmaznak.

25. 257
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19(2x2 -5x-3) _,.,
19(3-x) -"-

A logaritmus értelmezése miatt:,
Zx" - 5x - 3 > 0, megoldása az ábra­
ról leolvasható

Iogvlü = _1_ "" 1,431
Ig5

. . . '! 1Ox
2

! O"A íognntmus azonossagan felhasználva g - = 1I = g l

x' ,
A logaritmus függvény kölcsönösen egyértelmű, e/bt 10.~- = lQII, innen

x 3

a) Egy megoldása van, a (O: o) számpár. Más megoldás nincs. hiszen ha x ;:;:: L ak­
kor a baloldalon mindig páros, a jobb oldalon mindig páratlan szám áll.

b) 3" = 3 2.Y, ezért minden olyan rendezett számpár megoldas, amelyik (2y; y) nlakú
(y E N). A megadott egyenletnek tehát végtelen sok megoldása van.

c) Ha x:= 0, akkor az egyenlet: 2 = 2.", amiből y = 1 adódik.
Ha x ;:;:: 1, akkor az egyenlet baj oldalán egy 9-nél nem kisebb páratlan szám áll,
mig ajobb oldalon az l vagy egy páros szám. Összesen egy megoldása van tehát
a megadott egyenletnek, a (O: l) rendezett számpár.

,
x3 = lQID, azaz x = 10 6

.

gllenörzóssel belátható, hogy ez valóban megoldása az egyenletnek.

l
log2lQ = Ig2 = 3,322:

Megjeg)'zés:
Fejhasználtuk a logaritmus definícióját és a következő összefüggést:

Jog, h h 1 O ' l b O O , 1log" b = -~-, a o a> cs n se L, >, c> es c;<: .
log, a

3
-I

o

,

l
V~7u",

--61
8

1
x<-~ vx>3.

2
(1.)

Ugyancsak a logaritmus értelmezése
miatt 3 - x > 0, azaz
(II.) x < 3.

A tört miatt Ig(3-x);<: °
3 -x;<: 1

(III.) x ;<: 2.

Az alaphalmaz tehát: J-o<>; -ll'
, -

19(2x--5x-3) = 21g(3-x), ,
19(2x--5x-3) = Ig(3-xr

Mivel az a H Iga függvény szigorúan monoton, ezért vehetjük az egyenletünkkel
ekvivalens egyenlerer:

2x 2
- Sc-. 3 = (3 _.1-)2, melyböl x 2 + x- 12 = O.

A másodfokú egyenlet megoldásai: Xl = 3; Xl = -4.
Mivel a 3 nem eleme az alaphalmaznak. csak az x = -4 megoldása az egyenletnek,

Ig(2·16-5(-4)-3) Ig49 21g?
erre =--~--=2.

19? 19? Ig7
2002

, I ! C t ibö'Arrendezzük az egyen etet: ag, - = - ~,alnl o
- Co T

A logaritmus értelmezése miatt x > 0, illetve 1 + logl6 X > °ebből x > ~.
. 16
Irjuk hatványalakra az egyenleteti

(1)1 = 2(1 + logl6 x),
• l

1 -
ebbőllog l s x = '4 ' melyböl x e Ió'' =2.

Hatványalakra átírva

3° = log,.(logsx) (x> O)

41 = logsx, ebbölx = 54.

A.z. egyenlet egész megoldása x = 54, mert

log 3 (10g4(log , 54)) = log 3 (lOg44) = Iog , 1 = O.

840.
m

A t = 2002 év adattal számolva - = 2 8í10fJJ "" 0,983, azaz kb. 98,3'7;;·-a van meg
mo

2002-ben a tórium-izotópnak. (Még 35 évig jó az eredmény ennyi értékesjegyre ke­
rekitve.]

(,0

Átrendezvc: !!!- = 2-19.'7 "" 0,121, azaz kb. 12,1 %-áracsökken 1 óra alatt a bizmut­
mo

-izotóp tömege. (Egy óra alatt kicsit túl vagyunk már a hamladik felezésen is, vagyis
az eredeti tömeg nyolcadrészénél kicsit kevesebb van még meg.)

t t 192
T=- C C·

logo - ],,--
- Cu ~ Co

Behelyettcsttvc az adatokat ct = 2 hét, Co = 4 [ü-15 Bq, C = 2,97· 10-
15

Bq}.
T-rc (a felezési időre) kb. 4,66 hét, azaz kb. 32,6 nap adódik.
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40 = 20· 19 Gel/ zaj);

IgGeli zaj) = 2;

jel/zaj =102 =100.

2 -{),1275h
A feltétel szerint "3 PÚ = poe' .

Mível rnindkét oldal pozitiv, vehetjük mindkét oldal ugyanazon alapu Ingaritmusát.,
(Természetes alapú logaritmust véve: ln ~ = -O,1275h, innen h = 3,180 km)

(Tízes alapu Iogaritmussal)
2

19-;::;-= -0,1275h·lge,

c) (75-70=)5a) (60-48 =)12, b) (70-60 =)10,

evvel növelik a lakosság várható élettartamát.

a) A cukor menrrylség fele akkor oldódik fel. ha i~o a meglevő cukormermyiség.

Ha ez éppen t idő múlva következik be, akkor: '~o = Mo' O, 95~, ahonnan

0,5 = 0,95'. Mindkét olda110-es alapu logaritmusát véve kapjuk, hogy

IgO,5 ,
Ig0,5 =t1g0,95, azaz t =--'- ~ 13,51 (nun).

IgO,95

b) A 99,9%-os oldódás eseten a még fel nem oldódon mennyiség 0,001 Mo, igy:

0,001 Mo = Mo . 0,95~, azaz az a) részhez hasonlóan ezúttal:

t = l~gO~,09051 = 134,67 (rnin), tehát közel 2 és negyed óra (az 135 perc).

Ha behelyettesítjük a képletbe a G = 1500, 3000, 6000, 12 OOO $ adatokat, akkor
rendre É = 48, 60, 70. 75 év eredmény adódik. Tehát a kérdéses konkrét kétszeres
GDP-növekedések

2
19-

3 = h
-0,1275· Ige

h= Ig2-lg3 ~3180(km)
-01275·1g2,718 '

Tehát a Föld felszínétől kb. 3180 fi magasságban a légnyomás a tengerszinten mért
légnyomás kétharmada.

1(-1 (1 69 . K-l

Egyenletünk tehát ~ = ' P)
TI( (1,23T)'~

Felhasználva a hatványozás azonosságait, egyszerűsítés után:

l = 1,69"-1

1,23~

1,69"

1,23" ·1,69

,
,r~)' .0000,99·iVo = lVo ,2

l
19O,99 = 1600 .lg'2

Ebből t = 23,2 év. Ennyi idő alatt bomlik el a rádiumatomok l %-il.

l69 = [1,69)'
, 1, 23

191, 69 = « '101, 69
ö l, 23'

amiből K = 1,65, Ekkora tehát a keresett arányszám.

C
Ig-

A, ct iik l l C t iből T l C T Cotren ezzu az egyen etet: og,-=--,aIlll o t=- . og~-=- --,
- Co T • Co Ig2

Behelyettesitve az adatokat (T = 5 nap, Co = 2 . 10- 14 Bq, C = 7,58 . 10- 15 Bq),
t-re (a szükséges eltelt időre) meglehetős pontossággal 7 nap, azaz 1 hét adódik.

a) A felezési idő az az időtanam, amennyi alatt pontosan az anyag fele bomlik el.
Tudjuk, hogy 3 perc alatt 10% bomlik el, tehát O,9mo marad, azaz

s
0,9mo = mo 2 T, ahonnan egyszerűsítés után és rnindkét oldal tizes alapú 10-

garitmusát véve azt kapjuk, hogy 19O, 9 = _21g 2, vagyis T = -31g 2 = 19,74,
T 19O,9

azaz a felezési idő kb. 19 perc 44 másodperc.

b) Az eredeti mennyiség egy század százaléka t idő múlva marad, amit a következő
,

egyenlet megoldása ad: O,OOOlmo = mo' 2 T, ebből 19O,OOOl = -; Ig2. azaz

t = 41' . Az. a) részből T = 19,74 perc, tehát t = 262,25 perc, azaz kb. 4 óra
Ig2

22 perc 15 másodperc.
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a) (1690-S20 =)870; b) (3010-1690 =)1320; c) (5750-3010 =)2740

t-ral kell növekednie a GDP-nek,

75,5 - É
19 ..-

Rendezzük át a képletet, kifejezendo G-t: Kapjuk: G = 6000 - 206 5
. Igl,ü81

Ha behelyettesítjük ebbe az É = 40, 50, 60, 70 év adatokat, akkor rendre G "" 820,
1690,3010,5750 $eredmény adódik. Tehát a kérdéses konkrét 10 éves várható élet­
tarram növekedésekhez

(Q J" 0 12
1,05 '

!IIg 1,04762 = 191,2
n = 3.92

Tehát kb. 4 év múlva éri utol A nyeresége B nyereséget.

n év múlva A nyeresége ugyanannyi, mint B nyeresége.

Tehát Ll" 'x = 1,05/; ·1,2x
lx kiesik, tehát az adott százalékos nyereségnövekedés és feltételek mcllett ri füg-

getlen x-től]

n év múlva 1,05 II . ] ,2x.

n év múlva a nyereség 1,1 "x.

B: nyeresége mtnden évben 570-kal nő,
mivc1lO hónap alatti nyeresége x::::::> 12 hónap alatt a nyeresége 1,2x, így

Nyeresége l év múlva 1,05 ' L2x:
2 év múlva 1,05 2

. 1,2x:

ahol Zq-szer szerepel az 1,0 ISt-es szorzó, és az utolsó törlesztő részlet befizetése
után fogy el az adósság. Az egyenlet szebb alakra hozható nemi rendezéssel,
elvégezve a beszorzásokat:

24 '-q 2'/ O
25 OOO- 1,0181 -/(1,0181 ~- + 1,Ü181 -+ ... + ],0181 + l) = ,

ahol a zárójelben felismerve egy mértani SOrozatot és alkalmazva annak összeg­

képletét sokkal szebb alakhoz jutunk:
~, 1.018124

- 1
25000.1,0181-~-t .' =0.

1.0181-1
Mivel az 1,0181 24 éppen 1,24 2 = 1,5376, -ezt beírva és t-re rendezve az alábbit

kapjuk: 0,5376 t = 25 000·1, 5376 = 38 440, arniből t = 1294,2 adódik, vagyis
- 0,0181

kerekítve 1294 Ft lesz a havi törlesztő részlet.

x
A: 12 hónap alatti nyeresége x (Ft) [havi nyereség 12 Ft].

B: 10 hónap alatti nyeresége x (Ft) [havi nyereség {~ Ft].

A: nyeresége nunden évben lO%-kal nő, így

1 év múlva a nyereség LIx;,
2 év múlva a nyereség 1,1 "x;

3 év múlva a nyereség 1,13x:

EXPONENCIÁLIS ÉS LOGARITMIKUS EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

n = 10,2,
Ig2

"0---'
, Igl,07'

50000·1,07"=100000; 1,07"=2; n-Igl,07=lg2;

1,005"=2
fl' 19 1,005 = 192

l" o
n= ",- =139,0

19l,OOS
Tehát 139 het után duplázódik meg a befektetésünk.

A bank p% évi kamatot ad. A bankba betett pénz két év alatt felnövekedett értéke:
(",2 (- 2

500001l+LI =57245, ebből '11+L1 =1.1449 I+L=1.07
\ 100) , 100) . , 100 . ,

az éves kamat (kamatláb) ezek szerím 7%.
A pénzünk II év múlva duplázódik meg.

azaz a ll. év folyamán duplázódik meg a pénzünk.

Megiegyzés:
A~zámÍtásból látszik, hogy az adott évi kamat melleu a betelt összeg duplázódásá­
nak ideje független a betett összegtől.

853.!-

I 854~1 a) Ha Gyuri 40 OOO forintot évi 14%-os kamatra tesz be, akkor az fl. év végére lesz

40 000·1,14" forintja. Ennek kell elérnie a 65 OOO Ft-ot, feltéve, hogy a bicikli

nem drágul: Tehát keressük a 40 OOO . L 14" = 65 OOO egyenlet megoldását. In­

nen 1,14" = I,625, mindkér oldal l O-es alapú jogaritmusát véve: ri = 19 1,625 =
. Ig 1,14

"" 3,7. Altalában éves karnat és lejárat (azaz év vége) előtti felvétel eseréu nem­
csak összegében, hanem arányában is kisebb kamatot kapunk, igy csak a 4. év
végére lesz meg a pénz: igaz ekkor már a szükségesnél több: 67 558 Ft.

[~~Havi elszámolasú kamatos kamat eseréu az évi 24% havi 1,81 %-os kamatnak

felel meg, mivel 1,0181 12 = 1,24. Ekkor a kél év 24 hónapot jelent, és az isme­
retlen havi t törlesztő részletre az alábbi egyenlet adódik:

{[(25 OOO . L0181 -I) . 1,0181 - tl ... } . l.O181 - t = 0,

1.2 1.'
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a) Ha minden évben megkapják az évi 6%-os béremelést, akkor 5 év múlva a mai

96 OOO Ft bruttó fizetésbő196 000.1,06 5
'" 128470 Ft lesz.

b) A kérdés az, hogy mikorra éri el ezzel a trenddel a 192 OOO Ft-ot a bruttó fizetés,

tehát meg kell oldani a 192 OOO = 96 000·1,06" egyenletet. Ez ekvivalens az

1,06" = 2 egyenlettel. amelynek logaritmusát veve:

n = I 'i~6 '" 11,9 év adódik, azaz ha csak évenként változik a fizetés, akkor a
g ,

11. évben még kevesebb, a 12. évben már kicsit több, mint kétszeres lesz a bruttó
fizetés. (A 12. évre kb. 193 171 Ft jön ki.)

A logaritmus azoncsságai miatt
F F

19- 19-
f iből " fn=--, amI o ]g-=~-,

la ~ R n
oR

A számadarokkal: 19-'- = Ig3,77 = 0,02882. A logaritmus definiciója miatt
',02 20

ezért -'- = IQO.02882 = 1,0686, amiből r = 1,02·1,0686 = 1,0900.
1,02

Az utoléréshez 20 éven keresztül évi 9%-os növekedést kellett volna elérni.

Egy papucsállatka térfogata kb, IQ-3 mm'.
A Föld térfogata kb. 4,19· (6,378.10 3

)3 = 1,087·10 12 kms = 1,087 . 10 30 mms,

vagyis kb. 1,087· 10 3 3 számú papucsállatka térfogata egyezik meg a Föld térfoga­

tával.

A 2-" = 1,087· 10 33 egyenlet megoldásából megtudhatjuk. hány osztódásra van
szükség ennyi papucsállatka létrejöttéhez.
.r . Ig2 = 33,03623

x = 109,7

Tehát 110 osztódásra van szükség: ez 2963 óráig, azaz (mindössze) kb. 124 napig tart.

lD7. 0,996 " = S ,106

0,996" = 0,8

1" = IgO,8 = 55 7
" IgO,996 '

Körülbelül 56 év alatt csökkenne a népesség 8 millió főre.

,..

p

sO

EXPONENCIÁLIS ÉS LOGARITMIKUS EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

6,2. 1,0148" ~ 8; n> Igg -lg6,2 = 17 35
- 'gl,0148 '

Tehát 18 év elteltével (2ü19-ben) emé el a 8 milliárdot az össznépesség száma.

a) A 2020-hoz tartozó x érték 183, tehát a képlet szerintí várható népesség

897,9'1,011 18 3 = 6648,0 millíó, azaz 6,65 milliárd fő.

b) 6000 = 897,9, 1,01l"

1,0 II " = 6,6823
x= Ig6,6823 =173 6

lg Lül I '

A képlet szerinr 1837 + 174 = 2011-ben kellett volna elérnie a 6 milliárdot a
Föld népességének.

a) Ha 1650-ben 500 millió volt a népesség, és évente 0,3%-kal, azaz I,003-szoro­

sára nőtt, akkor 100 év múlva, 1750-ben eszerint: 500 OOO OOO . 1,003](JO ""
= 674626 400-ra becsülnénk az emberiség létszámát 350 év múlva, 2000-ben;

pedig 500 OOO OOO . 1,003 350 = 1 426581 400-ra.

b) Nyilván ez a becslés nem számol héborúkkal, járványokkal és bizonyos szaka­
szokban a jólét növekedése miatti népességrobbanással. A szorzó változik évről

évre, ez nyilván egy bizonyos sorozat megfigyeléséből adódott, középérték szá­
mítással. A számítounál jóval nagyobb volt az emberiség létszáma 2000-ben:
több minr 6 milliárd.

c) Az 1970-es évből indulva az akkori 1,021 30_os szorzóval (nagyobb növekedési
ütem, hétszerese a középkonnak') 2000-re

3600 OOO OOO, 1,02 30"" 6 715 444 500 a becslés.

d) Nyilván minden közeltrés kis tavon ad viszonylag jó becslést, igy 350 év távla­
tában már nagyon rossz, a 30 év még nem olyan nagy idő. igy az utóbbi, c)-beli
becslés sokkal jobb, mint a bj-beli.

a) Ha Iü naponta 2% a veszteség, akkor 10 nap után 0,98 rész marad, 30 nap alatt

ez 3-szor történik meg: 0,98 3
= 0,941, azaz kb. 94,1 % marad, tehát kb. 5,9% a

havi veszteség.

b) Ha a gáz fele elfogy, akkor a másik fele még megmarad, erre felírható:

0,9Sn = 0,5, ahol n aztjelenti, hogy hányszor 10 nap alatt telik el. A megoldás
logaritmus alkalmazásával n = 34,3, tehát kb. 343 nap alatt következik be, hogy
felére csökken a gáz mennyísége.

c) Ha 80% = 0,8 résztól kezdve mar süllyed, akkor most a 0,9S n = O,S egyenletet
kell vizsgálni, ahonnan n = 11,04 adódik. Tehát kb. 110,4 nap múlva kezd süly­
lyedni, azaz a 111. napon.

,..
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EXPONENCIÁLIS ÉS LOGARITMIKUS EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

3" > 9. Ez átírható: y' > 32 alakra. Az x f--+ 3x exponenciális függvény szigorúan
monoton növekedő, ezért a megoldás x > 2.
Megjegyzés: érdemes grafikont is készíteni.

-
z

Alakitsuk át az egyenlctet!
6. (2_')2+ 4. (Sx)2 = ro 2x ·5-'

Osszuk el az egyenlet mindkét oldalát (5") 2 i=- Okifejezéssel!

[
J ' 'J' J'6· z.: +4=10·"::"-
5-' 5"

7'
Legyen a :o:: ~.< ' igy az egyenlet

2
6a 2 _ lOa + 4 o:: 0, melvnek gyökei a, o:: l; a -­J_2 - 3 .

szigorúan monotonfogyó, így
1 I

x+l<"0,azazx<--::;.

A 10gar~mLls definiCiÓj: miatt x > - 1, igyamegoldáshalmaz: J-l: -l[·

b) Az l-et átírjuk log~ ~ alakba és telhasználjuk. hogy az x -e log l x függvény
, "

EXPONENCIÁLIS ÉS LOGARITMIIWS EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

4

y o:: 2 a
y

l alakra irható.Legyen a :0:: (x - l) (x - 2), igy az egyenlőtlenség 2 a <
Az ábrarólleolvasható, hogy az

a H 2" függvény szigorúan illonoton

növekedő, igya 2 ti < l akkor teljesül,
ha a < O.

a) 1 . log290 == 6,4919, illetve 1 . logz89 := 6,4757

b) 5·1ogzn= lS
logzn := 3

n:= 8

r;)17 ·!og210:= 23,2535
'<>

Ha (
ZY_I o:: l, akkor az exponenciális függvény szígorú monotonitáséból követke-
5,

a) Az x H log-x függvény szigorúan monoton nő, így az egyenlőtlenség pontosan

akkor teljesül, ha
x-2 < 4, azaz
x < 6.
A logaritmus definlciója miatt x > 2, így a megoldas: 2 < x < 6.

y == (x-l)(x-2)

zik, hogy X o:: O.
2

l' ;'5") = 2 2 2 19"=> 0,4' o:: - => X = logr)~ - =-- = 0,4425
3 3 ." 3 IgG,4

2
Tehát az egyenlet megoldásai: x; = O; x 2 = logo,4 "3 '" 0,4425.

A logaritmus értelmezése miatt 9-,,-·1 + 7 > O és 3 x - l + l > O, amely egyenlőtlen­
ségek 'íjx EO R esecén teljesülnek. így az egyenlet megoldásait a valós számok kö­

zött keressük.
:Y1ivellog:4 = 2, Igy a logaritmus azonosságal miutt

log:(9x-. + 7) = log2[4. (3-,-1 - l)).

Az (/ H Jog: a függvény szigorú monotonitása mieu

9x - 1+7=4(3x-l+ 1),

3 2x - 2+7=4.3'·r l+4,

(3-')2. 3-2_ 4. rl.Y'+3 o:: O.

Legyen 3' o:: a.
-. l 4

a~ ---a+3 = O.
9 3

Ennek megoldásai al := 9; (/: = 3,

x

a1 2o

Innen (x-l)(x-2) < O
Ez az egyenlőtlenség l < x < 2 inter­
vallumen belüli valós számokra telje­
sűl. Így az egyenlőtlenség megoldás­
halmaza: ll; 2[.

-0,25

206
267
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Y' ;= 9, illetve 3" ;= 3. Az exponenciális függvény szigorú monotonitása miatt
Xl ;= 2; x2;= 1_ Ezek valóban megoldásai az egyenletnek.

= 193+3+llg3-11 =<lg3+1
2 2

19x ;= Ig3 + l, illetve 19x;= 2
19x ;= Ig30
A logaritmus függvény szigorú monoronitasaból következik: XI ;= 30; X2;= 100,
azaz M;= {30; 100}.

n
I

I
I

II

" ,-~ , amI a nor-
m"

_1,3-9,81. 104

a) Ifl km e 10000m;PIOOC();= 105.2,718 1O~ ;=2,79.10
4

malis légnyomás 27,9%-a.

_1,39i~.!·x

b)O,9-Po;=Po.2,TIS 10

Mindkét oldal ID-es alapu logaritrnusát véve:

9 1,3·9,81 l" -18 'b "l 826IgG, ;=- _ 5 -x· g ... , I ,amlOX;= -
lD

A léghajó a tengerszint felett kb. 830 méter magasságban lebeg.

Adott pontos érték a :;= log, 10, a > l. log210;=?
log-f O log, 10 logslü a

log, 10;= --;=;= ;=--
~ log52lo".!Q log" 10 -logó 5 a - l

es 5
Megjegyzés: felhasználtuk a logaritmus definícióját és a következő összefüggést:

log b;= logo b , ahol a > O; a*- l; b> O; c> O; c"* 1.
" log, a

A logaritmus értelmezése miatt x > O. Új változot bevezetve Iog, x helyére egy má­

sodfokú egyenletet kapunk: log s x ;= y, ekkor

y2 + y ;= 2, azaz

l + y-2 == O, szorzattá bontva

(y+2)(y-l);= O. Tehát y ;= -2 vagy y ;= 1.

Ha 10"< X ;= - 2, akkor x ;= ~, ha log, x ;= l, akkor x ;= 5, tehát M;={~; 5},
~ 25 - ,25

,.9

A logaritmus értelmezése miatt O < x - 2y; O < x; O< y, vagyis O < 2y < x (ami

miatt 2 <.::. ). A logaritmus azonosságal miatt: 19(x - 2y)2 ;= 19J)', a logaritmus

y "" 7
monotonitása miatt pedig: x" - 4xy + 4y~ ;= :ty. A biztosan nem nulla y--tel osztva:

Xl x X (y ',2 X
-o - 4- + 4;= -, vagy másképp: '::""'1 - 5-+ 4;= O. Megoldva a másodfokú

y~ y y I.. Y ) Y

egyenletet. .::. -ra 4 és 1 adódik; a 4 jó, az l ellentmond az .:: > 2 teltételnek.
y y

C876) a) Jelentsen l magninidó-változás x-szeres fényerősség-változást.2 magnitúdó-vál­

tozás ekkor x· x > x 2-szeres féoyerősség-változástjelem,5 magnitudó-változas

tehát x 5-szerest. A feladatból tudjuk, hogy 5 magnitudó-változás tüö-szoros kii­

lönbséget jelent, tehát X
S ;= 100, azaz .c > ~Il00 ;= 2, 51.

C874)

( 873)

(73',1'''--'-' = l,y" _x
2

_6 sosem O, mindkét oldalt elosztjuk vele:

Az exponenciális függvény kölcsönösen egyértelmű, ezért x
4

- x
2

- 6 ;= Ocsetén
teljesül csak a fenti egyenlet.

Szorzauá bontva (x 2
- 3) (x 2 + 2) ;= O.

r:- r:; - r:-
Innen a rnegoldás: X ;= -V 3 vagy x;= -"\I 3, azaz /\'1 ;={-"./3; "Ii 3}.

,..

A logaritmus értelmezése miatt x > O. Mivel mindkét oldal pozitiv, vehetjük mind­
két oldal l Oces ulapú logaritmusát.

I

f 3-1~!: '1
19 x -3 i;=lg900, )

A logaritmus azonosságal miarr:

(3 -lg~}gx;= Ig9 + Ig100,

[3 - (lg x -lg3l]lgx = 21g3 + 2,
Legyen 19 x ;= b.

(3 - h + Ig3)b;= 2lg3 + 2

b' -(lg3+3)b~21g3+2=O

Ig3 + 3 -+- .,)(lg3+ 3)2 - 4(21g3 + 2)
bl ~ ;=

- 2
~~--

_lg3+3±\I'(lg3)2 -2Ig3+1 _ Ig3+3±"I}(lg3-1)2

2 2

(871) Bontsuk fel a kitevőben szerepíö zárójelet és osszuk cl az egyenlet mindkét oldalát

3 6_nal, kapjuk:

3
,,'- <' -6 _<'_,,'_6- ;= r _

r
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1000 OOO

500 OOO

c) A tartozás fele, azaz 500 OOO forint fl hónap rnúlva, de a bl-belt függvénygörbe
konkavitása miatt nem fele időben lesz, amit az alábbi egyenlőség ad meg:
1 671 895 - 671 895 . 1,0153" = 500 OOO, amelyből:

1 171 895 = 671 895 . 1,0153';. Innen 1,744 164 = 1,0153" ebből fl = 36,64, te­
hát 36 hónap múlva még több rninr a kölcsön fele az adósság, 37 hónap múlva
már kicsit kevesebb.

2,44832 -l
l OOO OOO . L 448 32 - x _ = O. Ebből x-et kifejezve:

1,01J3-j

2488320·0,0153 5580F Tehé .. l '5580Fx= =2 t. le at a havi resz et "'" t.
1,488 32

b) A pillanatnyi tartozás az idő függvényében fl hónap elmúltával:

1000 OOO ·1,0153r. - 255800.0153"-1 + 1,01531
, - 2 + ... + l) =

= l OOO 000.10153" _ 1,0153" -I .25580 =
, 0,0153

= 1,OI5Y(1 OOO OOO _ 25 580 J+ 25 580 = -671 895 ·1,0153" + 1671895.
\ 0,0153. 0,0153

Havi lekötés esetéri a függvénynek lépcsősfüggvénynek kell lennie, hiszen ha
egy hónap eltelte előtt vesszük fej, akkor az utolsó havi kamatot már nem kap­
juk meg, legalábbis havi lekötés esetéri nem. Ha folyószámláról van szó, ahol na­
pi lekötés van, akkor a kamatot időarányosankapjuk, így az egész koordinátéjú
pontok között egyenes szakaszokat kell rajzolni, tehát nem pontosan az exponen­
ciális függvényról van Sl,Ó.

Ft

hónap60306

100OOO

b) A Nap és a Hold közötti rnagnitúdó-különbség -12,2 - (-26,8) = 14,6.

l magnitúdó-váltczas V'iOO-szeres kütönbség, igy 14,6 magnitúdó-valrozás

(. ~)"ó ( ~)'"\1100 -szercs fónycrősség-változástjelent. Tehát a Nap aHoldnál \/100 I ",

-szer; azaz kb. 692 OOO-szer olyan fényes.

a) 10 év = 120 hónap, ha a havi kamat 0,5%, akkor a 10 OOO OOO Ft hitelre a követ­
kezőt lehet rnondani:
1[(10000000· 1,005 -x) ·l,OOS-x]· 1,00S, .. } ·1,005-x = O,
ahol 120 lépéses a folyamat. Felbontva a zárójeleket. és rendezve:

10 000000,1,005 120 -x· (1,005 119 + 1,005 11
1> + .. + l) = O.

Innen a keresett havi részletre, felhasználva, hogy a zárójelben egy mértani soro­
zat 120 tagjának az összege áll:

1,8194-1
10000000·1 8194-x' . =0 azaz x e Ll l 020 Ft.

, 1,005-1'
Tehát havonta ennyit kell 10 éven át fizetni, ha 10 OOO OOO Ft hitelt veszünk fel.

(Ez egyébként évi 6,17%-os karnarot jelent, hiszen 1,005 12 = 1,0617.)

b) Ha csak évente tőkésítenek. akkor számoljunk évi ütemben, és az így kapott ösz­
szeget kell Iz-vel osztani, hogy megkapjuk a havi törlesztő részletet:

10 OOO OOO, 1,0617 .u - y(l,0617~ + 1,0617 H + ... + l) = O, ahonnan

y = 1369644 (ami a kerekitett 1,0617-tel jön ki, a pontos 1,005 12_nel pedig
l 369 500) Ft, azaz a havi részlet: 114 137 (illetve a pontos értékkel:! 14 125) Ft.
Havonta .anindössze" kb. 3000 Ft-tal fizetnénk többet ezzel a módszerrel, de ez
10 év alatt kb. 374 OOO Ft többlet. Azért nem korrekt ez az eljárás, mert a pén­
zünket a bank egy éven át használja kamat nélkül.

c) Mosr al. aj-beli eljárást (a korrekret) véve alapul: 5 év múlva a tartozásunk:

10 OOO OOO . 1,005 60
_ III 020(1,005 59 + 1,005 58 + ... + l). Ebből a mérrani

sorozat összegképletét használva: 13 488 502 - 1l 1020·69,77 = 5742633 FL
Tehát nem a felvett tőke felére fogy a tartozás félidő alatt.

a) 5 év = 60 hónap, évi 20% kamat havi I ,53o/c-ot jelent. mivel 1~11,2 = 1,Ol 53.
Mivel a felvett pénz l OOO OOO Ft, a havi részletet x-szel jelölve, a 60. hónap vé­
gére akkor fogy el a tartozás, ha:

{[(1000 OOO, 1,0153 -.«) , 1,0153 -x] . 1,0153 .c.] . 1,0153 -x = O.
Ezt átalakítva, a zárójeleket felbontva és rendezve:

1000 OOO, 1,0153 60 -x(1,0153 59 + 1,01535~ + ... + l) = O.

Felhasználva, hogy 1,0153 12 = 1,2, tehát 1,0153 60
= 1,25 = 2,48832, valamint,

hogy a zárójelben egy mértani sorozat 60 egymást követő tagja áll, amelynek
összegképletét ismerjük:

170 171
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I
I
I

(l E Zj," "ne E Z), illetve 2x -- if. -+hr\ - 3 2

(n E Z).

"A tangens értelmezése miatt x if. "2 + kn

Mivel cos o: == sin( -JI'1 - (x 'I 'íj o: E R, igy sin x== sinf ~ - (x - !!.-)],
\._ / L- '. 4

Mivel sin (x == sin (3, ha L (x =: fJ + 2kJt k E Z,
Il. lX + fJ == JI' + 2[JI' l E Z.

. 3n 3n
Igy L x == 4-x+ 2klf, amiből x == 8-'- kn k E Z,

,,,
11. x + -=----- - x == JI',21n l E Z ellentmondás.

4
, 3n k kZ

Az egyenlet megoldasa: x == 8 + n - E '-'.

Sn Ilf
amiből x if. _..!.. - (l E Z).

12 2 n
Mrvel tg (x == tgfJ, ha o: == f3 + nx (n E Z), így 2x - - == x + nn,3

TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

Felhasználva, hogy sin IX = cos(% - (xJ. irhatjuk:

[, 1) I" l'X Vcos ,~-3 = cos ,'2- 2" ~1)

Ekkor'::" _l :=; ±l"~ _.--::- -1) + 2br (k E Zj.
:ff 3 2 2n

, '
6n-vel szorozva: 6x - 2n :=; ±(3n~ - 3x - ón) + 11kn-.

., 1"'1" 4 4k+1 2
A POZlt1V e oJe eseten x=: -"9lf+~;( ,

a negatív előjel eserén x =: ~JI'+(4k -l)n~ adódik.
3

Az első gyökseregből k =: O és t esetén esik az eredmény a 10: 20] ínrervallumba:
41, 45,_

__n+_JT r "" 1,894 és __JT+_JT r
"" 15,0);

9 3 9 3
a második gyökseregből sosem (hiszen k-ra monoton növő az összefüggés, értéke

. 8) ~ . 1 8 3' 38'pedig k =: O-ra "3lf-;C"" -1,) es k == -re "3Jt +_Jt "" ).

k, t. m E Z

k, mEZ

k; mEZ

k, ln E Z

n
vx=--+'"Jm:.rr3 - ,

2,,/5 + 10

n n
y 2x+- = --+2mu'

3 3 '

k, m E Z

n
x=--+2mJt"

3 '
l

cosx = -
2

n
v x=-+2in

3

x
vx=--+mn:'3 ' ,

'

]t Jt
~x+-=-+2br

3 3

b)cosx=O v

x
x=2+ k n:

c) lconl = 1.
2

"x=-+kn:
3

k
n

x= re v X=-3+mn:;

l
a) cosx=-

2
n

x=3+2br v

6-2-/5 ("/5 -tf
=

16 16 16

'[' l (7'") o _, o -/5 -1 ,r5 l. ,
IV rve cos ~ > , ezért cos(72 ):=;~-4- = - - -, ezert a letakart reszen a
~ 4 4

,15 tört áll
4 '

2.13. Trigonometrikus egyenletek, egyenlőtlenségek

TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

I 880·1 a) sinx = -1
3n

x=-+2kn: kEZ2 '

b) sinx = O v sin.c e >I
3n

x=ku v x=T+2mn; k, mEZ

cl Islnx I = 1
n

x=-+kn:;
2

•

272
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TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

A tangens és a kotangens értelmezése miatt x eF- k -i (k E Z).

Mivel etgx = -'- (a fenti valós számokra), az egyenlet tgx - -'- = 2 alakba irható.
tgx tgc

tg 2x - 2 tgx - l = O másodfokú egyenlet gyökei:
',,;

tgx = I + -I2, amiből Xl = ~--'-ln = Ll78+ln l E Z,

illetve tgx = l - -v2, arniból x, = - ~ + nn = - O,393 +nn n E Z.
" 8

a) Mivel a tört nevezője nem lehet O: sinx "* O: cos x :t:- O, azaz x :t:- k= (k E Z).
.' . , . . 2

sm.c sur' x sinr
Szorozzunk -- -szel, kapjuk: --,- + l = 3--,

vagy máskép:~S('~<;inx "1
2

_ 3 sm_~o: l x= O. cos x
cos.e , cosr

~

,. . . sinx 3±-vS
A másodfokú egyenlet gyökei: -- = tgx = --- (kb. 2,618 és 0,3820),

cosx 2
amiből X = 1,206 + kJT vagy x'" 0,3649 + kJT, benne vannak az alaphalmazban.

Másik megoldas:

Szorozzunk sin.c . cosx-szel, kapjuk: sin 2 x + cos 2 X = 3 . sin.r . CQSX, vagy
1 ,

másképp: l = .r.. sin 2x. amiből::" = sin 2x.
2 3

Ebből 2x = 0,7297 + 2kn vagy 2,4"12 + Zkst, és így x '" 0,3649 + tex vagy
x'" 1,206 + kit, benne vannak az alaphalmazban

b) A tangens és kotangens függvény értelmezése miatt: x F ~ + tot és x;;t lat:

n 1 l
azaz x -F k-

2
(k E Z). Felhasználva, hogy ctg x = -, kapjuk: - = 4-tgx,

tgx tgx
amiből tg.r-szel való szorzás után:

l = 4 . tgx - tg 2x, árrendezve: tg 2x-4· tgx + l = O.

Ennek gyökei: tg x = 2 ± "J'3 (kb. 3,732 és 0,2679).
Visszakeresés után x = 1,309 + ten vagy x '" 0,2618 + kx. benne vannak al alap­
halmazban.

hetséges.
2j( 4JT

x=-+2kn v x=-+2mJT; k, mEZ
3 3

c) cos 2X = l _ sin 2x azonosság alkalmazásával al egyenlet igy is Írható:

5+8sinx-4sin2x=0

adódik. Csak a második eset le-

k, 111 E Z

k, mEZ

és sin x = 2. adódik. Csak az első eset lchetsé­
2

k, m E Z

. I
smx=-"2

llJT
v x=-+2mJT;

6

5n ')
v x = 6 + _nm;

n
vX=-6+ mn;

A megoldóképletből

ges.
7,,;

x= 'i:":

a) A megoldóképletből sinx = -4 és sinx = ~ adódik. Csak a második eset lehet­

séges.
st

x= "6+ 21m

l
b) A megoldóképletből cos» =:; és cosx =-"2

si
x=-+klt' kEZo '

"
c) sin 2x = l _ cos 2x azonosság alkalmazásával az egyenlet igy is trható:

4cos 2x == 3
~

I I
,n

cos r = 2
,,;

x="6+ kn

al sin 2x = l - cos 2x azonosság alkalmazásával az egyenlet így is írható:

sin 2x=0

x=kn; kEZ

b) sin2x = 1- cos 2x azonosság alkalmazásával az egyenlet így is írható:

3 _4eos 2x = 3
cosx = O

b) Felhasználjuk. hogy cos 2X "" 1- sin 2,"\:, majd sinx =: y-t helyettesitünk be:

v l
_ 0-/) + 3y = 1, azaz 2y2 + 3y-2 "" O.

. 1
A másodfokú egyenlet két gyöke: .\'1 == "2' Y2 = -2.

l n :;:;(
Ha sin x == -.akkor x = --2krr vagy x = -+ 21:;(, ahol k, l EZ.

2 6 6
sin,c = -2 nem lehetséges, merr sin x ::::: -I minden x E Resetén.

I
a~ =-

- 2

(l E Z).

a) Legyen a := sin.c, igy 2a
2

- Sa + 2 = 0, gyökei: al = 2;

sin x '* 2, mert -l ::; sinx s; 1 minden x E R eseten

. l iből ,,; 2k (k: Z' 5,,;SIllX=-, nmt o x, =-+ n -E); .r., =-+2/n
2 '6 . "6
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kEZ

TRIGONOMETRIKUS EGYENLETE~EGYENLŐTLENSÉGEK

al Az egyenlet sin x-ben másodfokú. A sin x =: cl helyettestréssel a 4a 2 + 4a - 3 =: °
egyenletet kapjuk. Ebből (I, =~, illetve a, = _2. Ez utóbbi nem ad megol-

'2 ~ 2
dásr, mert minden x valós számra Isin x I -: 1.

. ] :Jt 'lk .c l k Z ill Snsinx =- =:;. XI = -+--'" :r,iUJO ~ E ,1 etve Xo =-+2nn, ahol II E Z.
2 6 ~ 6

Ekvivalens átalakításokat végeztünk.

b) cos x-ben másodfokú egyenlet. A cos x = a helyetresitéssel a 3a 2 - 4a - 4 = O

egyenletet kapjuk, Ebből: al = 2, illetve az = - ~. Az előbbi nem ad megoldást,,
2

mert minden x valós számra Icos x I :::; [. A cos X = - - megoldásai nincsenek
3

a megadott [O; %[ intervallumban.

Tehát az. adott egyenletnek az adott intervallumban nincs megoldása.

e) Az egyenletetmegfele1őenrendezve: cosx = l-sin2x = cos 2x,

cos 2X - cos.x = O, majd szorzauá alakítás után kapjuk: cosx(cosx - 1) = O.
Szorzat akkor és csak akkor O, ha valamelyik tényezője O.
Ebből adódik cos.e I = 1, illetve cos.e, = O.

;r 3n
Ezek megoldásai a [O; 2;r[ intervallumban: x l = O, illetve x 2 = ~, x3 = ~.

SlllX =: -cosx. Mlvel smx és cos,e nem lehet egyszerre O (mert sin 2X + cos 2x=:

'i X E R), ezért oszthatunk cos.c-szel.

b " ff k k Ztgx=-l,eb ol X=--+:J( -E.
4

Ekvivalens lépésekkel kaptuk a gyököket. ezért ezek a valós számok az eredeti
egyenletnek is megoldásai.

a) A tangens értelmezése miatt x "# 7T + tat- - ,
_ sin x -
)cosx =--

ens x

5cos
2x

= sínx.

Mivel sin
2x+cos 2x= 'il x E R

5(1- sin 2x) = sinx

5 sin lX + sinx - 5 = O, ennek gyökei 0,9050, illetve -[,] 05.

r. sinx = 0,9050, ebből xl "" 1,131 +2n;r Il E Z;

x2 "" 2,011 + 2ln l E Z.
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ll. sinx se -1,105, mert -1 :::; sínx s; l 'iI'x E R.
Ekvivalens lépések útján kaptuk a gyököket, ezért ezek a valós számok az eredeti
egyenletnek is megoldásai.

b) x"# ; + tot k E Z, mert ekkor az egyenlet baloldala O, e jobb pedig nem O.

Ekkor végigoszthatunk cose-szel: tgx = ~, amiből x = 0,4636 + ln l E Z.

A grafikonok helyzetéből látható, hogy a merszésponrok első koordinátaja a

[O; S;] intervallumban van. Ezen az alaphalmazon oldjuk meg a 2sinx = cos x

egyenletet.
Az eredeti egyenletnek nem megoldásai a cos.c = °egyenlet megoldásai, hiszen
ezekben az esetekben az eredeti egyenlet baloldalán 2 vagy -2 áll.

l
Osszunk mindkét oldalon cos x-szel: tgx ="2'
A metszéspontok első koordmátai tehát 0,4636; 0,4636 +- n; 0,4636 + 2n.
A második kcordináték rendre cos (0,4636) = 0,8944; cos (0,4636 + n) =: -0,8944;
cos(0,4636 + 2n) = 0,8944.
A három rnetszéspont. P(0,4636; 0,8944); Q(3,6052; -0,8944); R(6,7468; 0,8944).

(3 a háromszög egyik szöge, ezért _15° < /3 - 15° < 165°.
Mivel sin (/3 - 15°) = 0,3588, ezért a fentiek miatt két lehetőség van:
(3 - 15° = 21,03°, vagy /3 - 15° =: 180" - 21,03° = 158,97°.
Ebből (3 =: 36,03", vagy /3 = 173,97".

(3 a háromszög egyik szöge, ezért IS" < fl +15" < 195°.
Mivel cos((3 + 15°) = -09848, a fentiek rniatt két lehetőség van:
(3+ IS" = 170,0", vagy /3+ 15° = 190,0".
Ebből /3= 155,0", vagy j3 =: 175,0".

Használjuk fel, hogy sin(12"-ot) = -sin(a-12°) = -0,91, ezért
sin(a - 12") = 0,91.
oc a háromszög cgyik szöge, ezért - 12° < oc - 12° < 168°.
Mivel sin(oc - ]2") = 0,91, ezért két lehetőség van: oc -"12" =: 65,51°, vagy
oc - 12° = 114,49".
Ebből a = 77,51", vagy a = 126,49°.

898.' Használjuk fel. hogy cos (72" - oc) = cos (a - 72") = 0,6018.
oc a háromszög egyik szöge, ezért - 72° < a-720 < 108".
Mivel cos (IX - 72°) = 0,6018, ezért u-72" = -53,0°, vagy lX - 72" = 53,0".
Ebből a =19,0<', vagy o: = 125,0".
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avagy .összefésülve"

a) u(O) = 230 . sinű := O; u (0,01) := 230 . sin rr e O;
u(O,OlS) := 230· sin(L5n) = -230. ,.
Az egyes időpontokhoz rendre OV, OV és - 230 V Feszültség tartozik.

b) A srinuszfüggvény maximuma l, minimuma -il , ezért a maximális feszültség

230 V, a minimális pedig -230 V.
A sainuszfüggvény maximumhelyeinek segitségével:

n
100m:= 2 + 2k7t;

I I
I=-+k·-; kEN.

200 50 'd kő ,
A maximális feszültség először a 0,005 s időpontban lép fel, maj ezt ovetoeu

0,02 másodpercenként.
A színuszfüggvény mmimumhelyeínek segitségével:

3;r "k100m = - + ~ zr;
2

3 I
t:=200+ k·SO'

~ - - - - - - - ~--------,

b) Ekkor A := I-!-I, ahol az abszolútértékjel azért kell, mert az amplitúdó definíció
SlOtp

szerint pozitiv. Behelyettesttve az adatokat, 'p bármelyik értéke esetén A = 2 cm.

r2n' I
a) Maximális kitéréskor y = ±A, vagyis sin l--i'- + • J= ± L

n lt st 37f
Ekkor --'-'P:= ±-+2br, amiből 'P:= -+2klt vagy --+2kn,

4 2 4 4

A paralelogramma másik oldala akkor a legkisebb, ha éppen ~Z a,dott ma.~.ass~ggal
egyenlő, azaz 6,0 dm. Ekkor derékszögűp~alelogramma,tehat teglalap Jon Iétre.
Tehát a paralelogramma másik oldala legalabb 6 dm.

o o
1,44·cos~rx = l-cos-a

2,44·cos 2rx = l

cos 2 tz := 0,4098

Tel1át cos cc e -.y'6,409S =-0,6402; sin « > ,,/1-cos20::= _~IO,S902 = 0,7682.

, 30·42·sina 2
A háromszög területe: '1 = 420, ebből sina := -::;-.

~ o
A keresett szög: al "" 41,8" vagy /.Y"2 "" 138,2".

Megjegyzés:
A háromszoget két oldala és a területe nem határozza meg egyértelműen.

Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalát a pozitiv tg a-val és használjuk fel,
hogy tg zz . ctg a = l.

tg~a+l =2,6108·tga

tg 2 a -2,6108· tga+ l = O
A megoldóképletből tg a = 0,4663, illetve tg o: == 2,1445 adódik.
a = 25,(1" vagy a == 65,00

•

A 7,2 dm-es oldal és a 6,0 dm-cs magasság egy derékszögű háromszög átfogója, il­

letve befogója. A paralelogramma hegyes szöge u, sin u = 6, O, a := 56,4° , a má­
7,2

TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEK

. . ... .., sin2
1X l-cos2 oc

Tompaszög sztnusza POZItiV, koszinnsza negativ. tg-a := --,- := ~ := 1. 44
cos a cos- a

A derékszögű háromszögben !J == 90° - a, ezért a megadott összefüggés igy is írha­
tó: sin (x + cos (90" - IX) = 1,3289. A cos (90c - a) =; sina azonosságot felhasználva
adódik: 2 sin o: == 1,3289, vagyis sin a = 0,6645.
Az o: hegyesszög tehát 41,64°, a tJpedig 48,3e.

Tompaszög koszinnsza negativ, ezért
, Sin IX

S19y tga = -- = -0,4364.
cosa

sik szög ennek kiegészitó-szögc 123,6°.

Megjegv:.és:
E szögek meghatározásához nem kellett telhasználnunk a paralelogramma másik,
8,4 dm-es oldalát.

H ... . ,. '/1 ' 'O 8775 09"67 'egyesszeg szmuszu pozitiv: sm c e v - cos a =.; " :=,.J ,ezert
sm«

tga := -- = 2,675.
cos a
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A mmimélis feszültség először a 0,ü15 s időpontban lép fel, majd ezt követően
0,02 másodpercenként.

ej 115 ;;o: 230· sin (lOOnl)
1 ,"2 = sm(lOOnt)

100 n 2 SJ( ')
. Jr!=-+ kJ( v lOOm=-+~In:Jr:

6 6
1 I 5 I

f= 600 +k· SO v 1= 600 +m' 50 k. mEX

A fenti (másodpercben megadott) időpontokban lesz + 115 V a feszültség.
~

(~I A hullámhossz: A = vT = 4,2 m.

.. ( J'') A ki "kk 4 ' [ 3 s 3,5 III I ,-a _ teres ek ory= cm vsm Zzr -,---,- .=2-,,13 Cll ",,3,46 cm.

.. ,O,", 4,"m)
b) Először akkor lesz maximális a kitérés, amig az indulástól "odaér" ajel és még

d "d 'I I" 'Jső hel 3.5m 0,2scgy negye pena us mu va e en a sze so etyxetet: -'-- +-- = 0.217 s.
21 III 4 -

s
Ezután fél periódusonként (azaz 0,] s-onként) lesz maximális a kitérés, persze
váltakozva egyik, illetve másik irányba.

C~ Bevezetve a űzikában szokásos 0= 2;' jelölést, az egyes összefüggések:

y = A -sin wt, 11 = Aw . eos wt, a = _t1w 2 . sin wt.

a) Könnyen látható (és fizikábóljól ismert), hogya = -w\·.
A másik két összefüggéshez felhasznéljuk, hogy sin 2 W! ...J.. cos 2 llJt = l. Mindhárom
képletből kifejezve a trigonometrikus kifejezéseket:

. y a v
smez = - = --- cosev=-

A Aw2 ' Aw·

b) l/2:..)' + li~r= 1, amiből a kivánt összefüggés: 0 2Y 2 + t/ = A 2 ll.: 2
A Aw)

I ~ ~ I 2
(vagy másképp v=±ú.h\IA~-y~ =±0\1Ymax -l).

c) (-~)' +(~Y = l, amibőlw 2 v 2 + a 2 =.'12w 4

\, AllJ- ,.1w)

(vagy másképp a= ±0,jA2úi-l? = ±llJ .../vmax
2

_'U2).

1BO
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2.14. EGYENLETRENDSZEREK

x+50~v }
Legyen a kisebbik szám x, a nagyobbik v, ekkor: .'. Beírva a máso-

- - 3(x+y)=210

dik egyenletbe y helyére az első egyenlet bal oldalát: 3 (x + x + 50) = 210, amiből

2x + 50 = 70, és x = 10. Az első egyenletből ekkor y = 60. (Persze megoldható a
feladat egyismeretlenes egyenlerként is, lásd 620.) Tehát a két szám a 10 és a 60.

Legyen az idősebb i, a fiatalabb f éves, ekkor: :: ~ : :2}. A két egyenlet össze­

géből, illetve kűlönbségéból 2i = 34, illetve 2l = 30, vagyis i = l7 éef = 15. Tehát
li két testvér 17 és 15 éves.

Kerüljön egy doboz sárga festék s forintba, egy doboz kék k forintba, ekkor:

3s+4k = 784Ü} ,
4s+3k = 805ü

Az első egyenletet 3-mal, a másodikat 4-gyel megszorozva:

9s + :I 2k = 23520}

16s + 12k = 32200. '

a másodikból az elsőt kivonva: 7s = 8680. amiből s = 1240. visszahelyettesitvc ezt
például az első eredeti egyenlerbe, k = 1030.
Tehát egy doboz sárga festék 1240 Ft-ba, egy doboz kék J030 Ft-ba kerül.

Mig a róka elért a nyúl kiindulási helyéig, x utat tett meg - ezalatt a nyúl; utat.
J

A nyúl a tragikus találkozásig további y utat tesz meg - a róka a nyúl kiindulási he-

lyétől 1,5y utat. Vagyis ~ =~, és

a) 4x + v = 120 - ekkor az egyenletrendszerből v = 40 m es x = 60 m,3 - J •

b) ~ + y = 120 - ekkor pedig y = SOill és x = 120 m,

vagyis az első esetben 60, a másodikban [20 III távolról vette üldözőbe a róka a
nyulat.

1B.
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Legyen a csónak sebessége állóvizben c, a Duna vizének sebessége pedig d. Ekkor
Karesz a parthoz képest folyásiránnyal szemben c - d, a folyás irányában e + d se­
bességgel halad.

" b . 24 km km .. 24 km . kmAz elso se csseg --- = 4 -, a másodi k pedig --- := 12 _,
6h h 2h h

c-d=41
Bavenletrendszcrünk. J"
~. c+d=12

A két egyenlet összegéböl, illetve különbségébót 2e:= 16, illetve 2d = 8, amiből

c = 8, illetve d = 4. Tehát a csónak állóvizben 8 kim sebességgel haladna, a Duna

, d' 4 km 'Ifl'vrze pe 19 h sebessegge o yik.

I91~ Legyen a hajó sebessége állóvizben h, a folyó vizének eredeti sebessége pedig f
Ekkor a hajó a parthoz képest folyásiránnyal szemben h-j; másnap a folyás irá­
nyában h + 2J sebességgel halad.

A I " b ' 64 km 'O km , dik . 64 km ') kmz e so se esseg --- = _ -, amaso 1· pedig --- = 3~­
3,2 h h 2 h h .

h-f=20i
Egyenletrendszerünk. J'

h+2f=32

A második egyenletből kivonva az elsőt 3J = 12, amiből! = 4, ezt visszaírva pl. az
első egyenletbe h = 24,

km
Tehát a hajó állóvízben 24 - sebességgel haladna, a folvó vizének (első napi,h " " ,

áradás előtti, eredeti) sebessége pedig 4 km .
b

I 917. 1 Legyen a repülő sebessége szélcsendben r, a szél eredeti sebessége pedig s. Ekkor
a repülő a talajhoz képest hátszélben r + s. másnap a (fele akkora) szembeszélben
r- O,5s sebességgel halad.

" ,990 km km, 990 km km
Az elso sebesség c- =900 -r-", a második pedig =720 --,

I,lh h 1,375 h h

r+s= 9001
Bgyenletrendszerünk: J'

- 1"-0,58=720
Az első egyenletből kivonva a másodikat 1,5s = 180, arniből 8 = 120, ezt visszairva

l l .. l b 780 h' ülösxé km,p . az e so egyen et e r = , Te at a repu oszelcsendben 780 h sebességgel

haladna, a szél (első napi, eredeti) sebessége pedig 120 km.
h
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Legyen a két keresett tennészetes szám x és y, ahol}' > x. Tudjuk, hogy
x +}' ;=: 256, valamint
y=8x+13.
Az első egyenletből y = 256 - x, ezt a második egyenlétbe beiijuk:
256 -x = 8x + 13, innen x = 27, Y = 256 - 27 = 229,

[919.1* Jelölje x a 25%-os, y a 65 v/ó-os oldat szükséges rnennyiségét.
Ekkor tehát x + y = liO.
A 110 kilogramm 37%-0:> oldatban] 10 . 0,37 = 40,7 kg só van (ha a % tömeg%-ot
jelent). Az x kilogramm 25%-os oldatban x' 0,25 kg, az y kilogramm 65%-os oldat­
ban pedig y' 0,65 kg so van. A só mennyisége nem változik az összeöntés után, tehát
X· 0,25 + y. 0,65 = 40,7.

X+ Y = 110 }A következő egyenletrendszert kell megoldani: ,
. x'0,25+Y'0,65=40,7

Az első egyenletből y = 110 - x, ezt a második egyenleibe beírjuk:
x' 0,255 + (ilO -x) ·0,65 = 40,7
71,5 - 4x = 40,7, innen x = 77 (kilogramm), y = ] l O- 77 = 33 (kilogramm).

Legyen a tanulok száma t, az asztalok száma n, Ekkor t és II is természetes számot
jelöl. Az első eset (amikor minden asztalhoz 8 tanuló ül) a következő egyenlettel ír­
ható fel:
[=n·8+9.
A második eset egyenlere.
[;=:n·lD-15.
A két egyenletből.

n·8+9=n·iO-15
24;=: 2n
12 = fl.

t = II . 8 + 9 = 12 . 8 + 9 = 105.
Tehát a teremben 12 asztal van, a csoport pedig i05 személyből áll.

Az apa életkora y, a fiúé x. Az első feltétel szerínt
y-3 = 9(x-3),
A második feltétel szerím
y+6= 12(x-3).
Míndkét egyenletbőly-t kifejezve kapjuk:
9(x-3)+3= 12(x-31-6
9x - 27 + 3 = 12x - 36 - 6, rendezve
19 = 3x
6 = x.
y = 9(x-3)+3 = 9(6-3) + 3 = 30. Tehát az apa 30, a fiú pedig 6 éves.

28.



bl,lf = {(6; 4))

(;ty of=, O és x -::j:. y).

A két szám x és y; a két összefüggést felirva a következő egyenletrendszerhezjutunk:
1 1 5
-+-=-
x y 24
x+y
__o =5
x-y
Rendezés után az egyenletek:
24y + 24x = 5,\)'

x+y=5x-5y

Ha a téglalap oldalai a és b, átlója 20 lll, akkor a Pitagorasz-tételt felírva

a 2 + b 2 = 400.
Másrészt a kerülete 56 m, azaz

2(a+b) = 56. ... ..
A második egyenletből b = 28 - a, ezt az elso egyenlette beírva:

a 2 + (28_a)2 = 400,

2n2-56a+384 = O. .
A másodfokú egyenlet két gyöke: al = 16es a2 = 12.
Ha « = 16m, akkor b = 12m; haa = 12 rn, akkor b = 16 m.
A kert területe tehát: a . b = 16·12 = 192 (me),

A második egyenletből x = ~ y, ezt az első egyenlétbe beírjuk:
2

3 3
?4"+24 -)'=5·-y·)', azaz
~ " 2 2

15 ,
60v=-y-.. 2 "
Mivel y of=, O, ezért osztunk vele:

15. 860=-v, lIlneny= .
2

x=l·v=l.8=12.. 2· 2
A megoldás tehát x = 12 és y = R.

EGYENLETRENDSZEREK

I 927·1 a) Példáu] x + y = O, ekkor az egyetlen megoldás x = - 2, Y = 2.

b) Például: 2x-3y+7 = O.

c) Például: 4x - 6)' + 20 = o.

r~,

~ Az első kosárban ll, a második kosárban m dh alma van. Egyenletként felírva az első
feltételt
2(n-5)=m+S.
A másik feltétel szertnt:
n+S=m-5.
Míndkét egyenletből kifejezve m-et, kapjuk:
2(n-S)-5 =n+5+5
2n-1O-5 = n+ 10, innen
It = 25, Jn = n + 10 = 35.
Tehát az első kosárban 25, a másodikban 35 db alma van.

m mA gyorsabb korcsolyázó sebessege vJ r-r-:- , a lassabbé v
2
-_. A körpálya egyik

perc perc
pontjából indulnak egymással szemben, ekkor 5 perc alatt együtt 1800 m-t, a teljes
kőrt tették illeg. Egy irányba haladva két találkozás (utolérés) között a megtett út
különbsége is éppen a kör kerülete.
Egymással szemben: 5v J -+- 5v2 = 1800.
Egy irányban haladva: l5-vl -15v2 = 1800.

. mID. ill mMegoldas: v! '= 240-- = 4 -, D2 = 120-- = 2-.
perc s perc s

A szövegbe hclyetresjrve látható, hogy a kapott értékek valóban mcgoldások.
Egymással szemben: 5·240+5· 120 = 1200+600 = 1800.
Egy irányban haladva: 15 . 240 - 15 . 120 '= 3600 _ 1800 = 1800.

Legyen a gyorsabb lovas sebessége vJ ~, a lassabbé vz ~. Az első esetben
perc perc

5 perc alatt a gyorsabb lovas vr ·5 m-r, a lassabbik Ül . 5 ill-t tesz meg. A két út ösz­
szege 2500 ill, azaz VI ·5 + V2· 5 = 2500.

A második esetben 25 perc alatt a gyorsabb VI ·25 lll-t, a lassabb vz :25 lll-t tesz
meg. Mivel a gyorsabb Jekörözte a lassabbat, a megtett útja éppen 2500 tn-rel több,
azaz vi . 25 - v2 ·25 = 2500.
A kétismeretlenes egyenletrendszcr tehát:
5 (VI + u2) =2500, azaz v! + V2 =500, és
25 (v J - u2) =2500, azaz v, - V2 = 100.
Összeadva a két egyenletet.
2vI = 600, azaz VI = 300,
v2 = 500-vI = 500-300 = 200.

Tehát a gyorsabb lovas sebessége 300 ~, a lassabbé 200 m
perc perc

EGYENLETRENDSZEREK
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> O és v ;;:: O szükséges.,---
a) x - ~ - I /\ )' = 2,1x

"'x=12-2'1,1x I

"'" I 6-0/\\'=2"1/x

X+\lX- - ~ -? ~ 1(4-4)j
I r;; = 2) 1\}'-_'iX . o- ldásvan:M= , .(-vx = -~ V \I lehetséges, ezért csak egy meoo .
. 1>/x--3nem "h"

Míve -, " dik e yenletet az elso oz:'d" k hozza a máso gbjA JU ,

7 x + , i:;-- 21 = ü ,> x;:::.: O

--, 17 OJ , 7 illetve~=3adó-5>/x-v- = ld 'a" -\Ix=--,'
- o- Idóképleuel mega " . _Az első egyenletet meco _._

- (I > O nuatt).k az utóbbi lehetséges 'J x _dík, de csa

-ix = 3 l
5-3-y-17::=0J,
Ebből M = 1(9; -2))_

.. . edeti egyenletrendszer igy írható:" .•. b"= 4", Ekkor az cra) Legyen a :~.J es .

,,- b = 73, 64 A b = 9
- 576 J . _ 9 A b = 64, illetve a =ab - ndszert megoldva, a - __ kapjukEzt az egyenlétre _ .. ,. 'ba vtsszahelvertesitved' dik A~ a és a b definicíójá _

a\1"- '[(.;. 3)- ,"log3
64

; lo&-9)}. ,-,., 528515 = O. Megoldóképlettel
' - -, - "' 4 ,- - - 'Y O

l u egyenlet igy js írható: (3 j) -' . - k ásodile eset lehetséges (3- >
b) Az eiso - _ Y' = 729 adódik, de csa a ma: l t ndszerrel ekviva-

3-\:Y = - 725, illetve . _ 35 ezért az eredeti egyen e re _' 9 - ,,,óes243 - ,c.miatt). Mivel 72 __

lens ~ következö~ 5.

xy=6 /\ x+Y . k: \1= {(2: 3): (3:2)}.Ezt megoldva kapju . j __

, . okr és v.k az egesz szam . .Legyene , , _ 3456
x+v=120/\X}- )-1456

-'PO-x /\ x(120-x. __
)1- ~ x 2-120x+3456=0

v=120-x/\ 48vx-72)
, (1: = - 8-)
' = 120 - x /\ . 7'"11\'11=4)

= 72) v (x =""', '(x=48/\y, 'ka48esa72.A keresett egesz szamo

, - 48 . 72 = 3456,Ellenőrzés: . . 'gaz az is, hogy48+72 = 120 Igaz es 1

X:F-_2; }i>=3

EGYENLETRENDSZEREI<

4(..t+
2)-3(v_3)

'=' 36/\ 3(Y-3)-(x+2) "" O;
4x-3v = 19 1\ -X+3)'== Il
X=:: 10 A Y::=7
M = {(lD; 7))

A kőm(íves x napot dolgozott és y napot pihent.
x+Y=48 A SX-7y===o
x::=28/\Y==20

A kőm"v" 28 napot dolgozott ("én 140 ezüstűt kapott) és 20 napot piheot (ezérr140 eziistör fiZctett),

Egy hDcdű bor x """öt ér; egy hordó bor nt'n y ezüst vámot kelJ tizetni_

Az első k""kedő 59 ho,dó bon visz át a hat"oo_ ezérr 59y ezüsr vámot kelJ fizes­nie. A SZöveg szerint: 59} :=o Sx + 40.

A második keceskedő 18 ho,dó bon visz ár a h,t;mn_ "én 18y ezi;st vámot kell fi­zetllie. A SZöveg ezerinc J8y :::; 2x _ 40.

Megoldandó tehát a következő egyenletrendszer:
59Y-5x:::;40 L
18y - 2x "" --40)

Azegyeoletcend"" megoldá" x = lJo és y = 10, vagyis egy hordo bo, értéke 110
eZÜst és egy hordó bor után 10 eZüst vámot kell fizetni.
Ellenől-zés ;

Az első keceskedőnek az 59 'tvitc hocdó után 590 eZÜst vámot kellett fizetnie; 5 ho,-,
dó bor énéke 550 ezüst, igya készpéozben odaadotc 40 ezüsttel valáb,o megfizettea vámot.

A második kec"kedőnek a 18 átvitt bocdó után ISO ezÜst vámot kellett fizetnie; 2
hordo hor énéke 220 ezüsr, igya ké"pénzben vi","kapolt 40 eZÜSUel ő is megű­zette él vámot.

? ? , ? )x- + y- --i-2xY-2xy_ y o;:, x' _ .l'" + l
40X-12y = 7 J
2)'2 - Y - i o;:, Ol
40X-12vo;:, 7 J

Az első ;gyenletet megoldáképleUel megoldva y = _ ~, illetve y = 1 adódik

A második egyenletbe tÖ"énő behelyettesitések "tán kapj"k
J'( l 1) (19'li

M= 'l-- --J' 1-- 1 "l 40' 2',40' jJ

28.
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[936.' A pénzhez jutó alapítványok száma a terv szerint x, az egy alapítványnak szánt ősz­
szeg}' Ft volt. A szöveg alapján (az összegeket ezer forintban számolva):

xy=(x+8)(y-300) }

lüOO(x+ 8) = xy + 9600

300x - Ev = -2400 }

_'-J' -lOOOx + 1600 = O

y=37.5x+300 l
x(37,5x + 300) -lOOOx + 1600 = of

y = 37,5x+300 }

37,5x2 -700x -,--1600 = O

A második egyenletet megoldóképletrel megoldva ~ illetve 16 adódik, de a fel-
o

adat szövege alapján csak a 16 lehetséges.
Ezt behelyettesítve az egyenletrendszer első egyenletébe y = 900 adódik.
Eredetileg tehát 16 alapítvány kapott volna egyenként 900 ezer forintot; végül 24
alapítvány kapott támogatást, összesen 24 millíó forint értékben.

Ellenőrzés:

A kezdetben rendelkezésre álló pénz:
16.900 ezer = 14400 ezer = 14 millió 400 ezer forint volt.
A 9 millió 600 ezer forintos bevétellel ez az összeg valóban 24 millió forintra nőtt.

: 93?J x db értékpapírt akartunk venni; a kezdeti árfolyam)' FL/db volt. A szöveg alapján:

xC)'+ 5) = 12 OOO}

(x+4)y= 12 OOO

xy + 5x = 12 0001

xy + 4)' = 12 OOOJ
Vonjuk ki az egyenletrendszer 2. egyenletét az elsőből:

5x - 4v ~ O }

xy+4y = 12 OOO

X~<\V }5"
4 "-}~+4y-12000=0

5
A most kapott egyenletrendszer második egyenletér / + Sy - 15 OOO = O alakra
hozva, majd megoldóképlettel megoldva)' = -125, illetve v = 120 adódik, de csak
a második gyök felel meg a feladat szövegének. Az egyenletrendszer megfelelő
megoldása tehát a (96; 120) rendezett számpár.
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Eredetileg tehát 96 db részvényt akartunk vásárolni, és ekkor az árfolyam 120 FUdb

volt.

Ellenőrzés:
, k k 'fl 12000=125 Ft/db

Amikor az értékpapírokat megvásároltu " ak or az ar o yam 96
12 OOO .

volt és ez valóban 5 Ft-tal több az eredeti árfolyamnál. Mivel UO = 100, ezert

az is igaz, hogy 12 ezer forintért 4 darabbal több értékpapírt kaptunk volna.

A háromszög hefogoinak cm-ben mén hossza a és b; az átfogó a szöveg szerint

410 cm hosszú és a + b = 490.
. ~? ~

A Pitagorasz-tétcl szennt a- + b- = 410-.
Megoldandó tehát a következő egyenietrendszer:

2 "a+b=490 /\ a +b~= 168100.
Ennek megoldáshalmazaM = {(400; 90); (90: 400)}. azaz a derékszögű háromszög
befogóinak hossza 400 cm és 90 cm, a háromszög átfogója 410 cm hosszú.

Ellenőrzés:
A 490 cm valóban 80 cm-rel több, mint a 410 cm, továbbá:
400 l + 902 = 160 OOO + 8100 = 168 ]00 = 410 2, ezért a pitagorasz-tétel megfor­

dítása miatt a háromszög valóban derékszögű.

A kockák élnossza x ro és y m. A szöveg alapján:

x+y = 6/\ x 3 +y3 = 75.78.
Tudjuk, hogy x 3 + y3 = (x + y)(x2 __ry + i), ezért egyenktrendszerunk igy is ír-

ható:
x+y=6 /\ 6(x 2 _ xy + y 2) =75,78.
Al, első egyenletből y-t kifejezve és a második egyenletbe hclyettesitve kapjuk:

}' = 6 _ X /\ x 2 _ x(6 -x) + (6 - x) 2 =12,63

y = 6-x /\ 3x 2-18x+23,37 = O
Y = 6 - X /\ (x = 1,9 v x = 4,1)
(x = 1,9 /\ Y= 4,1) v (x =4,1 A x =1,9).
A kockák élhossza tehát 1,9 m és 4,1 m, ezért felszínük 6· L,9

2
= 21,66 m-, illetve

6 . 4.1 2 = 100,86 ml.

Ellenőrzés:
A kockák élhosszának összege 6 ill: térfogatuk 6,859 m>, illetve 68,921 m"; a két

térfogat összege vajóban 75,78 mJ
.
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14

sebessége Y ~,.....- ';

16

L'~O+--------"P:r-~'---cIP;;C,
~ +-__4

; 4

e-If
II 4

Ji Q'

I

sebessége x@,

y ~ 7,99 '» 8,0)
x~11,49 (~ll,5)

Az x-re és y-ra kapott negativ érték nem megoldti.sa a feladatnak.
A kapott pozitiv értékek megfelelnek a feladat szövegének. .....
Az első megfigydéskor a csúcsponttól a távolodó test n.s m-re, akozeledo pedig

8,0 ro-re volt.Megjegyzés: a csúcs felé közeledő test a ki.indulási helytől al. adott idő (1 sec) alatt

nem éri el a derékszög csúcsát,

sa:

l (60 _ 3X)2 + (80 _ 3y)2 = 702
'~ ? ~

D. (60 5x)-+(gO-5y)-==50~

A derékszög csúcsa O, az innen távolodó test kiindulási pontja a megfIgyelés kez­
detén az egyik száron P. A csúcshoz közeledő test kiindulási pontj~ a más.~k szár,on
a megfigyelés kezdetén Q. Legyen x == OP, y =OQ, Az OPQ haroD1szog derek-

szögü, átfogója 14. A testek l sec alatt
4 métert tesznek meg. Az újabb megfi­
o-yelési helyet P', illetve Q'-vel jelölve
; kapott OP'Q' derékszögü háromszög
befogói OP' =x + 4, OQ' == y-4, at­

fogója 16.
, " ;

x-+ v- == l 96 ~

{x + 4)2 + (y - 4)2 == 256 J
A.z egyenletrendszer pozitiv megoldá-

L 9x 2_360x+9l- 480y + 510Ü = Ü

ll. 25x 2 _ 60\h + 25) 2. - 800y + 7500 = O

A. eset
Ha 5 s múlva még mindketten a kereszteződés előtt vannak:

~'1"

A két szám x és y.

XV=180} ISO~~) Az elsőből x = --, ami behelyettesítve a másodikba
x--y-::=81 Y

180' ,
-,--y~ =81
)~

(y2)2+ 81y2 _ 180 2 ::= O
,Az y t-re adódó negatív érték nem vezet megoldasra, mcrt nincs olyan valós szám,

amelynek négyzete negativ. Az y2_re kapott pozitív érték 144, ebből

)ll == 12, }2 = -12, a hozzájuk tartozó x érték

Xl == 15, x2::; -15.
A két értékpár kielégíti az adott egyenleteket és a feladat szövegének megfeleL

Az egyik osztály x tanuleja fejenként y Ft-ot fizet,
a másik osztály x + 4 tanulója fejenként y - 100 Ft-ot fizet.

I. Á-y::;22400 XEZ+, YEZ+

IL (x+4)(y-100) = 22400
Az I-et ügyel embe véve II. így alakul:
4y _ 100x- 400::; O, innen y::; 25x + 100.
Ezt behelyettesítve az L-be és egyszerűbb alakra hozva:

x2+4x-896::; O.
A feladat szövegének csak pozitív érték felel meg: x == 28; y::; 800.
Ezek a fenti feltételeknek eleget tesznek, a szövegnek megfelelnek.
Az egyik osztályban 28 tanuló fejenként 800 Ft-ot fizetett: 28 . 800 =22400, a má­
sík osztályban 32 tanuló fejenként 700 Ft-ot fizetett: 32· 700 = 22400.
Az osztályokba 28, illetve 32 tanuló jár.

Az egyik baráti társaság X főből állt, a másik x-l főből.
Fejenként y Ft-ot, illetve y + 5000 Ft-ot nyertek.

xv= 150 OOO '

(; - l)(y + 500ü) ~ 150 OOOJ
Az y-t kiküszöbölve kapjuk: x

2
- x-30 = O,

ennek gyökei: Xl == 6, X2 == -5, de itt csak a pozitív értékjöhet szóba (emberek sza-

ma), ennek megfelelőenvi == 25 OOO.
A két társaság eszerint 6, illetve 5 tagú volt, fejenkénti nvereségük 25 OOO Ft, illetve

30 OOO Ft. .
A feladat szövegébe helyettesítéssel igazolható a megoldás helyessége:

6 . 25 OOO = 150 OOO, illetve
5 . 30 OOO == 150 OOO.

EGYENLET RENDSZEREK
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9
Szorozzuk be a IL egyenletet 25 -del, vonjuk ki az L egyenletből az Így kapott IL

egyenletet rendezés után:
-l44x - 192y + 2400 = O, ebből
y = -0,75x + 12,5.
Ezt valamelyik (L vagy H) egyenletbe visszahelyeuesitve x = 6 és y = 8 adódik.

fi fi
Tehát ha mindketren a kereszteződés előtt vannak, akkor 6 -, illetve 8 - sebes-

i> s
séggel haladnak a kereszteződés felé, és 5 s múlva még mindketten a kereszteződés

előtt vannak.

a = 3x.

a 3x 2 + 6x - 360 = O másodfokú egyenletet

2(a+b+c) = 44
a+b+c=22
c = 10
a=7
b = 5

A1ásik megoldás: L + II. + III.
IV

IV.- I.
IV -IL

IV. - III.

akkor ebböl azonnallátható, hogy

Így L'-be vagy n:-be helyetresirve.
kapjuk. A folytatást lásd fent.

A háromszög oldalai legyenek a, h és c. Ekkor a > O, b > O, c > O.

I. a+b=12t a=12-b
TI. b+c=15 c=15-b

III. c+a=17

(IS-b) + (12-h) = 17
A háromszög oldalai b = 5 cm, a "" 7 cm, c = l Ocm. Létezik ilyen háromszög.
mert ezekre az értékekre fennállnak a háromszög-egyenlőtlenségek.

Megj'gyz"" ha a kiinduló egyenletrendszert igy Ifjuk fel. ox + 6x = 360 (L')
és ax + 2a = 360, (II.')

Eredetileg x db kósarunk van s egy-egy kosárba a db alma fér, x kosárba ax db alma.
Első alkalommal: (a + 6)x = 360, (l.)
ha lenne még további 2 kosarunk: a (x + 2) = 360. (Il.)

A IL-búl a-t kifejezzüle a"" ;1~02 és behelyettesítjük L-be. Ezzel a-t kiküszöböljük

s igy kapjuk az x 2 + 2x - 120 = O másodfokú egyenleret. Ennek negativ gyöke a
feladat szövcgének nem felel meg, a pozitív gyök: x = 10. Ebből az (I-ra 30 adódik.
10 kosárunk van és egy kosárba 30 alma fér eJ.
A szöveg alapján megállapítható, hogy ezek az értékek valóban megoldasok. Tud­
niillik: 360 almát 10 kosárba úgy tudnánk elhelyezni, hogy mindegyikbe 36 almát

360
tennénk, 12 kosár csetéri mindegyikbe 12 = 30 alma kerül.

,
a folyón felfelé lefelé felfelé lefelé

út (km) 6 8 42 42 _,_..

(km'
sebesség ,hJ v-c v+c v-r VH

,

6 8 42 42
idő (h) -- -- -- --

v-r v+c v -c v-c

i 947.j A mctoresónak "saját" sebessége: LJ, a folyó sebessége c. mindkettő állandó.

('

E ,!

,~, '.

C. eset
Ha 3 s múlva még nem, de S s múlva
valamelyik már áthalad a keresztező­

désen, pl:
? '2?V. (60-3x)-+(80-3y) =70-,
o 2'

vr.(Sx-60)~+(80-5y) =50-.

Ugyanazt az egyenletrendszert kapjuk,
hÍszen(a-b)2 = (h_a)2. '-~-",

".n .1:'1Tehát a feladat megoldása: a kereszte- v- ' ' o"

ződéstöl eredetileg 60 m-re levő 6 m , I'_~_ "(,;n
S giJ\'I

a 80 m-re levő 8 m, sebességgel halad a kereszteződés felé (és a feltétel szerínt
s

3 s, illetve S s alatt nem érik el a kereszteződést).

Az érdekes az, hogy a sebességek éltéke minden esetben azonos, tehát a válasz:

6 m és 8 m sebességgel haladnak.
s s

B. eset
Ha 3 s múlva a kereszteződéstől 60 m­
re levő már áthaladt a keresztezödésen.
de al eredetileg 80 m-re levő még
nem, és 5 s múlva sem: (,,) n:

'"' ~ '") :·i.,- \
III. (3x-60)""+(SO-3)Y = 70-,

IV (5x-60)2+(SO-5y)'2 =502.

Az egyenletrendszer ugyanaz, ennek
megoldása:

x = 6 m, y = 8 m , de ezzel nem ér-
s s

nek át 3, illetve 5 s alatt a keresztezödésen.

,., ,.3

___1 _
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A feladat szövege szerinr felirhaték a következő egyenletek.

I. v:c- v~c 1
11. v:c+v~:c=4+1~=~~j
Érdemes az első egyenletet z-vel. a másodikat 7-tel osztani, majd a nevezökkel vé-
gig szorozva kapjuk a 3v + 3e = 4v - 4c

és a nv + 72c + nv - 72c = 7 (v 2
- e2

) egyenleteket.

Összevonás. rendezés után: v = Tc ('I:)

es 7v'l_144v_7c2 = O.

Ezeket figyelembe véve kapjuk:
-. 27(49c-)-144(7c)-7c =0. /·7

48c2
- l44c = O /·48: majd szorzarrá alakítjuk

c(c-3)=0
c> Omían csak c = 3 és v = 21 jöhet szóba.

km
Tehát a motorcsónak ,.saját" sebessége (azaz állóvizbern 21 h' a folyó sebessége

km
3 h. Ekkor v + c = 24, v - c = IS. A feladat szövegébe helyertesitve megálla-

pitható. hogy a kapott c és v érték megoldást jelent, ugyanis teljesül:
6 l, 8 I 42 42 7 7 49
-= - es - = -. továbbá -+-= -+-=-,
18 3 24 3 18 24 3 4 12

T
EGYENLETRENDSZEREK

Ezután fi 15 m hosszú alagút költségei:

C ;;:; 15 . 3 166666,6 + 225 ·111 II Li = 72 500 OOO (Ft).

Peiezzük ki az első egyenletből x-et és helyettesltsük be a második egyenletbe:

r,'2 1 >-: + y' ~ 5
,Y)
Ezt y 2_tel beseorozva egy másodfokúra visszavezethető negyedfokú egyenletet

kapunk: y 4
_ 5;/ + 4 = Q.

Legyen y2 = Cl, így a 2
- Sa + 4 = O, melynek gyökeí l és 4.

Ha / = l, ebből YI =1, Xl =2
Y2=-1, x2=-2

Ha y2 = 4, ebből Y3 = 2, XJ = l
Y4 = - 2, X4 = -l

A kapott rendezett számpárok az eredeti egyenietrendszer megoldásai.

Másik megoldas:
Az l. egyenlet kétszeresét levonva, illetve hozzáadva a második egyenlethez kapjuk:

'J 2 ? <x+ Y = 3,
X- + 2xy +)' = 9 ::::;. (x..,. y)- = 9 , __

x+;, - 3.

~ 2 ,<x-Y = l ,
x"" - 2x)' + y = l =;. (x - Yr = I x-y=-1.
Az egyenletek megfelelő párosítása után az I. megoldás eredményeit kapjuk.

,

1

I

'I

il
II,

Így az egyenletrendszer

1. ~x+~y=Q}
2 5 20

l 53'
II. 5x--y =-

3 6
Az 1. egyenletet 5-tel, a IL-at 6-tal szorozva, majd a két egyenletet összeadva kap-

juk: x = 1,5, melyből a = ~. Ezt az eredeti egyenletrendszer valamelyik egyenle­

1
tébe helyeucsttve kapjuk: b = - '4.

A l(~: _!) számpár az egyenletrendszer megoldása.
3 4

Másik mcgotaás:
Az Legyenletbőlkaptuk a (* j-gal jelölt összefüggést. Ezt behelyettesítjük a Il-ba:

42 42 49 E " hari 2 l 6 6 7 iből közö ,.- +- = -. zt vegIg szoroz latjuk - -te: - + - = -, ann ol közös nevezo-
8c 6c 12 7 4c 3c 6
re hozás és egyszerűsítés után c = 3 adódik.
A (*) sor alapján v = 21. (A befejezést lásd az előbbi megoldásnál.)

Tudjuk, hogy egy 6 méteres alagút építés í költsége 23 ÜOO OOO Ft, tehát a megadott
költségképletbe behelyettesitve az x = 6 értéket:
23000000 = 6a+36IJ /·2
46 OOO OOO = 12a + nb
A 12 méteresé 54 OOO OOO Ft, azaz: 54 OOO OOO = 12a + 144b.
Ha kivonjuk ebből az egyenletből a másikat:

8000000 = nb::::;. b = III 111,1.
Visszahelyertesitve pl. a második feltételbe:

54000000= 12a..;.-144·llllll,1

12a = 38 OOO OOO =;. a = 3 166666,6

x = 8, Y = -2

A tört miatt a i:- O,
1 l

bi:-O.Legyenx:=-; y.-
a b
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Első osztályú 500 Ft-os árucikkből x db, másodosztályú 300 Ft-os árucikkből

1200 - x db volt. Ezek ára: 500x + 300(1200 -x). Ha minden darabot 600 Fl-ért ad­
nak cl, a haszon 50%.
1,5[500x+ 300(1200-x)] = 600·1200
Ebből x = 600, azaz 600 db 500 Ft-os és 600 db 300 Ft-os áru volt.
Ezek osszértéke 600·500 + 600·300 = 480 OOO Ft, 600 Ft-os egységár esetén
1200 . 600 = 720 OOO Ft lenne a bevétel. 1,5 . 480 OOO = nO OOO, tehát 50%-os a
haszon.

Másik megoldás (egyenietrendszerrel):
Ha 500 Ft-os árucikkből x db, 300 Ft-osból y db van:
x + y = 1200.
Ezek ára: 500x + 300y.
600 . 1200 = 1,5 (500x + 300y)
Ebbő] x = 600; y = 600.

Legyen a kérjegyű szám első számjegye x, második számjegye y. (x E N+; Y E N+;

l ::; x ~ 9; i s Y ::; 9).
Az eredeti kérjegyű szám 10x + y.
A felcserélt szám lOy + x.
A feltétel szermt 10x + y-45 = 10y + x, amiből y = x-5.
Az eredeti számot l2,5%-kal növelve és a számjegyek összegével osztva
1,125(lOx+y) = 9.

x+y
Az y-ra kapott értékel behelyettesitve x = 7, Y = 2 adódik. Tehát a keresett kétje­
gyű szám a 72.
A felcserélt szám a 27, amely 45-tel kisebb az eredetinél.

1125·72
Az is teljesül, hogy '9 = 9.

Az egyik csoport x óra alatt, a másik csoport y óra alatt végezné el egyedül a teljes

munkát. Így l óra alatt az egyik csoport egyedűl a teljes munka .!. részét, a másik
x

( , , , ' lcsoport - res zet vegz! e .
y

16 óra alatt szedték volna fel együtt az összes burgonyát:
16 16
-+-=1 (1.)
x y

iLl. első csoport 36 + 4 = 40 órát dolgozott, a másik csoport 4 órát, igy befejezték a
munkát.
40 4-+- ~] (IL]
x y

2'.

.....-----
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A (ll.) egyenlet a-szeresébőlkivonjuk az (I.) egyenletet.

144 =3 ;=} x=48.
x

Ezt (ll.) vtsszahelyettesirvc kapjuk:
40 4
-+-=1 ;=} v=24,
48 >

Tehát ~z egyik csoport 48 óra alatt, a másik csoport 24 óra alatt végezné el egyedül
a teljes munkát.

Ellenőrzés:

, 36 3
36 óra alatt az egyik csoport 48 ="4 részét végzi el a munkának. Együtt 4 óra alatt

~ +~ = 1.. részét végzik el a teljes rnunkanak, így befejezik a burgonyaszedest.
48244 "
'I r 16 16 l) l' 'k l' kátö óra alerr együu -+-= evegz! a teljes mun at.

\48 24

A teremben x sor és mlnden sorban y szék van.
A teremben levő összes szék száma:
xy = 330. (L)
Ha a sorok számát 3-mal megnöveljük (x + 3),
és soronként 2-vel több széket teszünk ll'+ 2),
a teremben levő összes szék száma:
(x + 3)(y +2) = 4.25 (Il.)
.A.)' + lx + 3y + 6 = 425.
(I.)-et figyelembe véve:
2x+3y = 89.
Ebből x-et kifejezve: x = 44,5 - 1,5y.
Ezt behelyettesítjük (I.)-be:
(44,5 -l,5y)y = 330,

1,5y 2 - 44,Sy + 330 = O.

Ennek megoldása YI = l S, yz = ~4 . Csak az YI = lS megoldása a feladatnak, mi­
o

vel y az egy sorban levő székek száma.

330 d tilA teremben - = 22 sor van ere e eg.
15

Ha a sarok számát 25-re, az egy sorban levő székek számát [7-re növelik, akkor a
teremben 25 . 17 = 425 ülőhely lesz.
Tehát eredetileg 22 sor és minden sorban lS szék, a második elrendezésben 25 sor,
és soronként 17 szék van.

2.7
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ji,

y

9 6 I
-+-=-.
x y 2

ll.

II.'

L

Ezt 2-vel osztva kapjuk:

a második elgondolás szerint:

az első elgondolás szerint:

Legyen a keresett két szám: x és y.

L X+Y=6}
l 1 3 x+y 3
~+y=4 mnen _"I.}' =4

b . 6 3 8Az l.-et is figyelem e veve - = -, azaz xy = ll.
xy 4

Az I. és ll.-ból álló egyenletrendszer megoldása, azaz a keresett két szám 4 és 2,
amelyek a feladat szövegének megfelelnek.

A paprika ára x Ft/kg, a paradicsom ára y Ft/kg.

4X+3J=930}

1,5x+y = 330
}\2 egyenletrendszer megoldása: x = 120, Y = 150. Tehát a paprika ára] 20 Ftlkg,
a paradicsom ára 150 Pr/kg, Ezek az értékek a feladat szövegének megfelelnek, hi­
szen teljesül, hogy 4·120 + 3· 150 = 930, és 1,5· 120 + 150 = 330.

A feladat szövegének megfelelően az egész (egységnyinek tekinthető) munkat el­
végzik:

az egészet egyedül elvégezné 1 ára alatt elvégzi a munka

Az első munkas x óra alatt
I cl. .

- -0 reszet
x

A második munkás y óra alatt
l ..
- -od reszet
y

1. (2x_l)2 = (x+ 1)2+ x(x+ l)
') ? 2

IL y-=(2x+W-(2x-l)
7

Az L-ből a pozitív gyök x = -, ennek ismeretében a IL-ból:
2

y2 = 28, illetve y = ±2o,/7, de ebből csak a pozitív érték jelent megoldást.

A háromszög oldalai: 2,,/"7 cm, 6 cm, 8 cm, ezek a követelményeinek megfelelnek.

Megjegyzés: a feladat a befogó tétel kétszeri alkalmazásával is megoldható.

,
B-

nl

,,
I/n,

,
T

x

y

A legrövidebb magasság az átfogóhoz tartozik (ez tudniillik rövidebb mindkét be­
fogónal. amelyek a másik két magas-
ságot jelentik).
Az átfogóri létrejövő két szakasz hosz­
sza legyen x és x + 1, ekkor a hosszabb
befogó hossza 2x - l. A másik befogó
hosszát y-nal jelöljük.
Az átfogóhoz tartozó magasságra ér­
vényes a mértaniközép-térel:

m2 =x(x+ 1).
Ezt if, felhasználva felírhatjuk a Pitagorasz-tételt az egyik kisebb és az eredeti há­
romszögre.

4
tilt = v2 (3)

3
(2.) és (3.) egymással osztva, majd rendezve:

~=.:.
V2

2 9

mivel .!:'L > O => ~ = 2
va v1 3 ·

Ezt (Lj-be helyetresitve: vit = 160 =} AT = 160 km; BT = 240 km.
km km

Ezeket (2.) és (3.)-ba helyeuesitve: VI = 80 -; V::. = 120 -.
h h

A találkozásig 2 óra telt el, a találkozás után A-hól induló valóban 3 óra alatt ér B-

be, a B-ből induló .:. óra alatt ér A -ba.
3

A-ból VI sebességgel, B-böl 1.12 sebes- >,----~------~
séggel halad a vonat. T-ben találkez- A.
nak, a találkozásig eltelt idő t (h), te- ........----
hát: t' (km]

, h
vI·t+v2·t=400. (1.) \ "

A-ból B felé, a találkozás után TB távolságot az A-hól induló 3 óra alatt teszi meg,
ugyanezt a távclságot a B-ből induló t idö alatt v2 sebességgel tette meg, igy
·'h! = Vl . 3. (2.)

B-ből A felé a találkozás után TA távolsagot a B-böl induló 80 perc = .:. óra alatt
3

teszi meg, ugyanezt a távolségot A-hól induló t idő alatt VI sebességgel tette meg,
igy:

A derékszögű háromszög köré írt kör (azaz Thalész-kör) sugara 3 cm. Az átfogóhoz
tartozó magasság ennél nagyobb nem lehet. Ilyen háromszög tehát nem létezik.

208 299
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Az eredeti téglalap oldalai a és b. Első változtarés után a terület növekedése
(a+3)(b+3)-ab = 30; 3a+3b+9=30.Innena+b=7. (,,)
A második változtatás után az új téglalap területe: (a - 3)(b + 3) = ah - 9.
Ebből: 3a - 3b = O, azaz a = b.
Figyelembe véve a (el-ot cl = 3,5, b = 3,5.
Az eredeti téglalap tehát négyzet, oldalainak hossza 3,5 m. kerülete 14 m. Ez meg­

felel a feladat szővegének, tudniillik az eredeti téglalap területe 3,5 2 = 12,25.
Az első változtatás után is négyzetet kapunk, oldalainak hossza 6,5 m, területe
42,25 m2 (12,25 + 30).
A második változtatással kapott téglalap oldalainak hossza: 0,5 ID, illetve 6,5 ill, te­
rülete 3,25 m2 (12,25 - 9).

km km
A folyó sebessége: c -,-, a mctoresónak sebessége állóvizben. v -,-, A motor-

ora ora
csónak sebessége a folyón felfelé (a folyás irányával szemben) v - c,

lefelé (a folyás irányában) v + c.
Az egyenletes moxgásra vonatkozó összefüggés szerint:

l " lkl' 20 42e su a a ommal 4 ora alatt tette meg az utat: --+-- = 4.
v-c v+c
30 _ 30 =4+~= 25.

v-c v+c 6 6
Második alkalommal 4 óra 10 perc alatt tette meg az utat.
Ezen egyenleteket 2-vel, illetve 3-mal osztva:

10 21
L --+--' = 2;

v-c v+c

Lből kivonjuk a W-t: ~ = ~, ebből: y = 16.
\' 2

Ezt behelyeucsttve az egyik cgycnletbe, kapjuk: x = 72.
Ha együtt dolgoznak t óra alatt végeznek a munkával,
r t 144
-+-= L innen r=-"'" 13 09.
16 72' ll'
Ha együtt dolgoznak, a munkát 13,1 óra alatt végzik el. A kapott megoldás megfelel
a feladat szövegének.
Megjegyzés: a feladat az x és az y ismeretében újabb változó bevezetése nélkül,
egyenlet nélkül is megoldható:

H " I 'I 1 l 9+2 IIa egyurt do goznak, akkor egy ora a att a munka - + - = - =--ed ré-
16 72 144 144

szét végzik el. Az egész munka elvégezhető 144 óra alatt.
11

v-c v+c

Eredetileg x szál rózsát akart venni Szabolcs a pirosból és a fehérből is. A fehér ára
szálankéntfFt, a pirosé 1,2fFt.
Az eredeti elképzelés szerint x(f+ 1,2J) = 1320, (1.)
az ajánlat utan: (x + 3)f + (x + 3)0,8f = 2160, azaz (x + 3-) 1.8f = 2160. (Il)
Az r. egyenletból. 2,lxf = 1320, ebből xf = 600. (III.)
A II. egyenlet így is Írható: 1,8.~( + 5,4! = 2160. (IV.)

Xl _ 4yl = o}
xy-l =2 _ ~x=±2y.

re; -
Ha x = 2y, akkor y = ±'\I2 és x = ±2-,Jl.

Ha x = -2'1'. akkor -3v '2 = 2, nincs ihren valós y,.,~ ..

tehát At = {(2--/i "../Z); (-2-'/Z: - __fz)}.
Behelyettesirve az eredeti egyenleerendszerbe. azt kielégítik.

a) A pozitív valós számpárok halmazán: (212; 2).

b) Kincs racionális számpár megoldás.

c) Megoldás-párok a rendezett valós számpárok halmazán:
(2,,'/2; '\Iri) és (-2 __/"2; - __/2).

11 25 __
L-IL --=2--,ebbölv+c= 18. (IlL)

v + c 18
Ilf.-at az L-be vagy IL-ba helyettesitve kapjuk: v - c = 12, (IV.)
III. + IV. v =15. illetve c = 3.

A folyó sebessége 3 ~m, a rnotorcsónak sebessége állóvízben 15 ~m
orn ora

A feladat szövegével összevetve látható, hogy a kapott eredmény helyes:

1 " aik" I üksé 'cl" f If l' 20 I f l' 42 k "az etso .aíormna aszu segesl o e ee:~, eee:-, eze' osszegc. 4;
12 18

a második alkalommal a szükséges idő felfelé: ~~, lefelé: ~~, összegük: 4 + ~.

Akér szamr ésv. Így x+ y= 32},

x-y=8

Megoldas: x = 20; Y = 12. A feladat szövegének megfelel.

A két szám xésy. Így x+ y = 32 j'

l ~ - - .
x - y- = 2J6

Megoldas: x = 20, Y =12.
Minthogy 20 + 12 = 32 és 400 - 144 = 256, a kapott két érték a feladat megoldása.

10 10 25
-----=

18 'IL

100 10'

= .
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Vehetjük mindkét egyenlet mindkét oldalának 1O-es alapú Iogaríunusát, ha x > O.
y> O.

'"oIgCx O") = 19 10
19(x·y) = 19 1000
A logaritmus azonosságait felhasználva
Igy 19x = I
19x+lgy = 3.
Legyen 19x =: a; Igy =: b. ekkor az egyenletrendszer.
a· b:= 1
a+ b:= 3
A második egyenletból b = 3 - a, ezt az első egyenlerbe be-irva
a(3 - a) := 1, azaz

0=a 2-3a+l.

C C -
3+"\15 3-"\15 3--,/5

Innen G, = -- ,ekkor b, = ---; a~ := ---
2 2 . -" 2

Felhasználva, hogy x = lOG, Y = 10", a feladat megoldásai:

(3+..,15 3-l'" If 3-"/~ 3+,5 J'

10 2 ; 10 2 és 10 2 ; 10 2 •

\, ).
Ellenőrzőaselbeláthatjuk, hogy ezek valóban megoldások.

3i -4y
1+l

= oi, 3l-14}j'+1 = 01
, vagy

x=9-; J x:=9-; J

A másodfokú egyenletek megoldása. majd behelyettesítés után kapjuk:

M={(8; 1); (6; n[2->146; 7-F) [2+~46; 7+FJl

T

7

8

2 l

2 8

III.ahonnan x - y := 2
x -r v 2

Ezt pl. az I.~be behelyettesitve: x + y = 8 IV.
A [JI. és IV.-ből álló egyenletrendszer megoldása: x = 5, y:= 3.
.. . l l 5

Ez a megoldasa az eredeti egyenletrendszernek IS, mert "2 + '8 := '8 es

A Ill.-at a Iv-be helyettesitve kapjuk: L8' 600 + SAj = 2160, ahonnan.f = 200,
ezt figyelembe véve a Ill-ból adódik, hogy x = 3, és ezért p = 240.
Eredetileg 6 szálat akart venni Szabolcs, ekkor egy szál fehér rózsa ára 200 Ft, a pi­
rosé 240 Ft. A kapott értékek a feladat szövegének megfelelnek, mert eredetileg 3
fehér és 3 piros rózsát akart vásárolni 3 ·200 Ft + 3 . 240 Ft := 1320 Ft-ert. Az aján­
lat után 6 fehér es 6 piros rózsát vásárolt 6· 160 Ft + 6·200 Ft = 2160 Ft-ért.

is teljesül.

ECiYENLETREND5ZEREK

a) A nevező miatt y "* O.
Az egyenletrendszer első egyenletéből 12x + y I := 4, így egyenletrendszerunk
két egyszerűbb egyenletrendszerre "esik szér'':

:x:=+I:;} vagy :x:=+I:~--4}
y 2 Y 2 .

~+Y=3} ~+'=-'}y y' -
vagy

l l l l
x=-+- x=-+-

y 2 Y 2

l-3y+2:=0l y2+5y+2=ol

x=;+l f vagy x:=;+~ r
A másodfokú egyenletek megoldása és behelyettesítés után kapjuk:

r ,13 \ r-3+~ -5-·!Jjll·-3-~ -5+~'1}M=1(1;2); 2;11' 4 ; 2 ; 4 ; 2
, \..' '. ) )

b) (x - 3Y): = 251
x=9-- J

y

1 l 5'

:1X~<x; y :~l
x-y x+y gj

3 3
1.+ II.

'.2 3.'

_________.L J
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,i
1

B) x+y::::3s\
xy = 12 I

A B) egyenletrendszemek a
megoldása nem racionális
számpár.

b = 35,

~

, 5+-v65
Marad tehát az első eset, ahonnan az X~ - 2 x + 10 = O egyenletet kapjuk,

amiből X2 '" 4,0804; Y2 '" 2,4508, illetve: x3 = 2,4508; }l3 = 4,0804.

Legyen a két pozitiv szám x és y. Ekkor a teltéreleink.
x . y :::: 10 és x 3 _ Y3 :::: 5 (x 2 _ Y2). Ebből a másodikat atalakitva:

(x- y)(x 2 + .ry + y2) :::: 5(x -y)(x + y).
Egyik eset, hogy x :::: y, ami az első feltétellel együtt azt eredményezi, hogy mindkét

r-:szám az Xl = Yl = -vIO. Másik eset. ha nem egyenlők, ekkor osztva az (x- y) té-

nyezővel: x 2 + xy + y2 :::: 5 (x +y j.

, 1 " , I' lből k h' 10 , 10 (IÜ)' 5 - lügetrva az e so ie tete o Tap ato y = --et: .c" +x-+ - = x+ J-.
x x \X. x

H 10 1 iik "'1" k ka most x + - -et e nevezzu egy llJ va tozona , z-ne ,
x

akkor a baloldalon 72 _ to-ct kapunk, ajobb oldalon Sz-t, vagyis az egyenlet:
") .,. 5--'-- .../65 s--v65

z- - Sz - 10 = O, aminek megoldásai: Zl == 2 és Z2 = 2

10 s+-v'6S 10 5-.,,/65
Eszerint x+-= vagy x+-=

x 2 x 2
Mivel azonban x pozitiv szám, ezért a második eset nem lehetséges, mert ott a jobb

oldal negativ.

A megoldások: a > 35; b = 12 és a:::: L2;
Behelyettesitve a és b értelmezésébe:

A) x + v :::: 12 l illetve
,ry=35 I

Az A) egyenletrendszér megoldásai:
Xl = 7, Yl :::: 5 X2 = 5, Y2:::: 7
A kapott x és y racionális, az eredeti
egyenietrendszernek eleget tesznek,
amit behelyettesítéssel ellenőrzünk.

Másik megoldás:
x 2 + xy + y 2 = 5 (x + y)-ben a baloldal teljes négyzetté kiegészíthető:

(X+y)2_ xy :::: 5(x+y), ahol tudjuk, hogy xy == 10, tehát: (x+y)2_]0:::: 5(x+y),

azaz x + y-ra másodfokú egyenletet kapunk: (x + y)2 - 5 Cx + y) - 10:::: O. Innen

5 +"'Jf6S 5 - "'Jf6S iből 'bb' ... " 1 h 'x + Y, :::: vagv arm o az uto l a poziuvttas nuatt nem e et, es
2 - 2

innen lásd tovább az első megoldás lépéseit.

EGYENLETRENDSZEREK

Ekkor az eredeti egyenletrendszert így írhatjuk fel: a + b :::: 47
ab = 420.

~­"I ."'

I

14)- 3 számpárok.

Legyen xy =: (1

x+y=: b

Atörtek miatt c e l; a;f.-3; b-:f:.O; b;f.-l.

x+y+_"t}'::::47 I.
x 2 y + X},2 :::: 420 Il innen kiemelve xy-t kapjuk a HL-at.

xy(x+y):::: 420 III.
Az I. és III. egyenlet sugallja, hogy tekintsük a következő két helyettesitést:
az a := x + y és az b ::::: X)' kifejezést.

(I.) .:\.}'+(x+y) = 29}'
(Il) X}' - 2(x + y) = 2

(III.) a+b = 29 l

(IV.) a-2b:::: 2J
Vonjuk ki (III.)-ból (IV.)-et.
3b:::: 27
b:::: 9; a:::: 20

(V,) xy ~ 2ü
(VI.) x + y :::: 9 ==> x :::: 9 - y
Ezt behelyettesitve (V.)-be:
(9-y)y ~ 2ü

y2_ 9y + 20 :::: O.
Ennek megoldásai: Yl :::: 4; yz = 5, ezekhez tartozó x értékek:

Xl :::: 5; X2:::: 4.
Az egyenletrendszer megoldásai: (5; 4) és (4; 5), melyek mindkét egyenletet kielé-

gítik.

,----,
, 9731<z:::

(971) (I.) 4 .z. - l'Ja-l-b+l-
1 'J

----~~O

a+3 b
3 2

(IL)
a+ 3 b

Ebből "a"-t kifejezve: a :::: 1,5b - 3 (ITI.) ezt az (L) egyenlétbe helyettesitvc
4 5

(I') --I
. t5b-4 b+l-

4(b + 1) - 5 (1,5b - 4) ~ (1,5b -4)(b + 1),

Innen 1,5b 2 + b-28 = O.
A másodfokú egyenlet megoldása:

14
b ~4, h ~--,

l "2 3 "

vísszahelyettesirve (I1I.)-ba al :::: 3; a2:::: -10.
r

Tehát az egyenletrendszer megoldásai a (3; 4) és '\-10;

'04
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Három számpár tehát a megoldas:
c:

XI = Yl = "Ii10; X2 "" 4,0804; Y2 "" 2,4508; x3 "" 2A508; Y3 "" 4,0804.

ÖSSZETETT FELADATOK

2.15. Összetett feladatok

Legyen az eredeti terjedelem után járá összes honorárium x, ekkor egy szerző ere-
x

detileg 5 összegre számíthatott. A terjedelemmel együtt a teljes összeg is csökkent

x
-=-x-re, és azt 5· l + 1·0,75 = 5,75 részre osztották, így egy-egy (eredeti) szerző

5 3

"5 X 3x 12x , iumot k 12x x 60x 12
végül--~--~-- honorárfumet apou.Ez --'-=--=--adré-

5,75 28,75 1[5 115 5 [15x 23
sze, azaz kb. 52%-a annak az összegnek, mint amire kezdetben számíthatott, vagy­
is kb. 48%-kal kapott annál kevesebbet.

Béla bácsi b sebességgel tI idő alatt tesz meg 15 lépést - ez azonban a fatörzs f
hosszánál annyival rövidebb, amennyit ennyit idő alatt a ló meglesz (l sebességgel):
15 = b- ti = f-l· ti' Hasonlóan: 75 = b . t-r = f+ l· 12.lJgy tűnik túl sok az isme-

retlen (négy egyenlethez öt). Az első sorból: rI = 1: ,a másodikból f2 = 7:, behe-

lyeuesítve: f -Isi = 15 és f + 75 i = 75. Az elsőt 5-tel szorozva és összeadva
- b b

őket 6f = 150, amibőlf = 25, tehát a fatörzs 25 lépés hosszú.

(Ha azonban i_t kifejezzük az iménti első összefüggésból [= L -I] és beírjuk a
h 15

, dikb akk d' , f 2,75,15 - - , 'bmaso l a, or ren ezes utan: = , ami persze szmten 25, de ez uto -
75 + 15

bi módszer megmutatja, hogy a két mérés harmonikus közepéről van szó. [Melléke­
l 2

sen: b = 3'])

Megmutatjuk a feladat megoldását a 2002-es ev­
számmal. A későbbi évszámok hasonló elv alapján
következnek (pl. 2003-at 2001 és 2002 közé kell
majd beírni, és minden következőtmindig a két meg­
előző szám közé - persze ábrázoláskor mindig ará­
nyosan összébb zsúfolódik a többi szám a kör kerü­
letén).

5~4
'/-\"
I "
I I
\ I

.~
200 l 2002 2000

306

"ki k' ,. x-3 + 6 l 6, ' k 'h 6l-lia' tsu at a tortet: = +--.."1. szaru ak or egesz. a a -- tort lS
x-3 x-3 x-3

az; ehhez pedig az kell, hogy x-316 legyen. Vagyis x-3 lehet -6, -3, -2, -1, l,

2,3,6. Ekkor rendre x lehet -3, 0, 1, 2,4,5,6,9. (Ezekben az esetekben az ~:~
tört értéke rendre O, -1, -2, -5, 7,4, 3, 2 - vagyis valóban mindig egész.)

I
Legyen az eredeti határidő fc nap, Ekkor egy munkás egy nap alatt lIk -ad reszet

végzi el a munkának. 4 nap utan a munka fc - 4 -ad része van még hátra, s ezt kell
k

elvégezni k-5 nap alatt összesen fl munkásnak.
l k-4 (k-4)·llk

Ekkor az egyenlet: n·-. Ck - 5) = --o amiből fl = - . Ekkor k ki-
Ilk k . k(k-5)

esik, és a bányadosnak persze egésznek kell lennie. A k-5 a k: - 4-et, tehát egy
szám a nála eggyel nagyobbat egészen ritkán osztja: 112, vagyis k = 6 esetben; és
- 1 I 0, ekkor k = 4, de ekkor 4 nap után a munka kész lenne, nem-lenne tovább pél­
da, ettől tekintsünk el. Vagyis kell: k- 5111, Így k-5 lehet-ll, -c l , I vagy 11-

'07
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azaz k lehet -6 (ez mosr értelmetlen), 4 (ez is, lásd az előző zárójel megjegyzését),
6 (az előbb kapott eredmény másik úton is kijött) vagy 16. Ekkor az II lehet 22 vagy
12, vagyis a meglévők mellé még II vagy I munkésr kell beállítani.

T
I

ÖSSZETETT FELADATOK

1 órai útját tehát 1óra alatt tette meg a kerekező, vagyis 1órával (24 perccel) in­

dult később.

Közös nevezőre hozva, a nevező pozitiv lesz, már csak a számláló előjele a kérdés:

(10,,-1 + 1)(10"+ 1+ l) _ (10" + 1)2 =

= 102"+10"+1+10"-1+1_10211_2.10"_1=

= 10,,-1·(100+1_2.10)=10,,-1 ·81,amipozitiv.

l órakor a gyalogos az út negyedében volt, mert 4 óra alatt tette meg az egész utat.
A kerékpáros a következő 3 óra alatt megtette (visszafelé) az út negyedét. majd

(odafelé) az egészet, tehát az út l-ét. Ezalatt a gyalogos megtette az út (hátralevő)

3, h' k 'k" l b' ' k ará 5 A 1 k d '4-CL te at a ere paros es a gya agas sc essegene aranya: '3' gya ogos rez etr

Levezetjük a megoldást konkrétan a 2002-es évre, ennek alapján bármely másra is
megtehető, majd táblázatba foglaljuk a következő évekre adódó jó eredménytekejt.
Az eddig eltelt évekjegyeinek összege maximum 28 lehet (1999 esetén), reális élet­
kort figyelembe véve pedig minimum 2 (2000), ezért születésí évként csak 1974 és
2000 közti dátumok jöhetnek szóba. 1974-től indulva a számjegyek összege 21-től

évenként egyesével növekszik, a kor 28-tól egyesével csökken, így (a 70-es évtized­
ben) sosem lehetnek egyenlők. 1980-nál ugrik az összeg: lx-tól növekszik újra, mig
a kor 22-től csökken, ezek 1982-es születés (20 éves kor) eseréu egyenlők. ]990-nél
az összeg ismét ugrik: 19-t61 növekszik, mig a kor 12-től csökken, ezek közöu nem
lehet egyenlő. 2000-nél ismét ugrik az összeg: 2-től növekszik, mig a kor 2-től

csökken, ezek éppen egyenlők.Tehát (2002-ben) két ilyen eset lehetséges: 20, illet­
ve 2 éves életkor, 1982-es, illetve 2000-es születési évvel.

7 7
b)AnB=[4.lO';4,9·1O\ AuB=]1,9·1O ;4,9·10 j;

A IB = J4,9' .o", 4,9' 1081; BIA = J1,9' io '. 4 ,lD'[

a) Nem igaz, mint azt egy egyszerű ellenpéldával igazolhatjuk. Álljon pl. egy szám
3.5= 15 darab l-esből, ez nyilván nem osztható 3·5 = IS-tel, hiszen nem O­
ra vagy 5-re végződik.

(b}'Ez viszont igaz, teljes indukcióval bizonyitjuk. Legyen A., a 3" db csupa A-s
cs --,

számjeggyel leirt szám. Ekkor n = l esetén Al =AAA =A· III = A· 3 ·37,
tehát igaz ra az állítás.

Tegyük fel, hogy 3'IA, = ,~d. A következő kérdéses szám
3" db

A
k
+1 =e0~~d = Ak' (100 3

' + 103
" -;-'1). E zárójelben álló szám-

3" db 3' db 3'< c1h

nak 3 db l-es számjegye van, a többi 0, igy persze osztható 3-mal; Ak az induk­

ciós feltétel miatt osztható 3 k_nal, így szorzatuk is osztható 3
k

+ '<nel.

A bizonyítás két része együtt aztjelenti, hogy az állítás minden ri E ~+ eserén

igaz.

Ha a-2 gyöke az egyenletnek. akkor

3(_2)2 + b- (-2) + c = O, azaz
12-2h + c = O, innen c = 2b- 12.
Az egyenletnek akkor van pontosan egy gyöke, ha a díszkriminánsa O, vagyis

b2-4·3·c=0.

c helyére (lb - 12)-t írva

b 2
_ 12(2h - 12) = 0, azaz

b2-24b+ 144 = O.
Ekkor b = 12, c = 12.

Ez valóban jó megoldas, mert 3x 2 + lb: + 12 = 3 (x 2 + 4x + 4) = 3 (x + 2)2.

A=[4.107;49.1O\ B=Jl,9.10
7;4,9

010

71

a) 4 . 107; 5,8 . 10 7; 7. 107
; 2 . 10 8; 4,9 o 10 g, illetve

2,107;2,1.107;4,107:4,3,107;4,9,107.

~985.,

;,vszám életkor I szülctósi ev
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jó közepes elégséges

J. 2 O 5

II. 1 2 4

IlL O 4 3

a) Ha Géza igazat mond, akkor a nyolc, év végi osztályzatának összege 8 . 3,2 ::::
:::: 25.6. Mivel ez nem lehetséges, Géza nem mondharott igazat. (Pontosabban. ha
Géz~ egy tizedes jegyre kerekített értéket mondott, akkor a nyolc osztályzat S
összegére 8·3.15 .::; S < 8 ·3,25, azaz 25,2 S; S < 26 kijelentésnek igaznak kelJ
lenni. A [25,2; 26[ intervallumban azonban nincs egész szám.)

b) A nyolc osztályzat összege 8·2,875:::: 23, ebből egy ötös, igy a maradék hét

osztalvzar összege 18.
Mind~l1 jegye legalább kettes, hiszen elvégezte a negyedik osztályt. Három vagy
négy négyese nem lehet, hiszen akkor ezek összege 12, illetve 16 lenne, így a
megmaradó 4, illetve 3 osztályzatra 6, illetve 2 jutna. Ezek egyike sem lehetséges.
Táblázatban szemlelterjük a megvalósítható lehetőségeket.

a) Ha a téglalap hossza x cm, akkor a szélessége 50 - x cm.
x(50 -x) :::: 600

x 2-50x+600:::: O
A megoldóképlettel 20, illetve 30 adódik.
A keret tehát 20 cm x 30 cm méretü. A léceket egy 20 cm-es és egy 30 cm-es da­

rabra kell vágni.

b) A téglalap fél kerülete 50 cm, a hosszabbik oldal x cm-es. A szöveg alapján:
x 50

50 -x X

x 2 + 50x-2500:::: O
A megoldóképlettel e-Sü.sü, illetve 30,90 adódik. Csak a pozitiv gyök felel m~g.
Az 50 cm-es lécek mindegyikér egy 30.9 cm-es és egy 19.1 cm-es darabra vag­
juk. (A keretbe foglalt teriilet 590,2 cm-.)

30.9 50 6 . ., I"
Ellenőrzés: -'-:::: 1,618 es --:::: 1, 18, tehát a ket arany egyen o.

19.1 30,9

a) 8.;r = 25,1 (m-)

b) A két szórőfejec egymástól legalább 6 m-re kell elhelyezni. A megöntözhető leg­
nagyobb teriilet l őzr '" 50,3 (m").

c) A kertből akkora területet öntöznek meg együtt, IIÚnt amekkora teriiletet egyetlen
szórófejjel meg lehet öntözni, vagyis 25,1 rns-t. Ez a kert területének 26,1 %-a.

\
1

J

\

)

70,53. .
4· ---resze 19y

360 '-

N

.lJ

11\

! I '.
I I \

I i I \

/ ,., S I '.,

L_~ _-[- -" --II K~" ! K, I
\ - I j

\ \ I i /

\ \ I .', ' ;

,"
;

~~,
1 '0. I .
'G KI!\ ,
\ /

A 4 cikk együttes területe egy 4,5 m sugarú kör teriiletének

T - 282, J2 ~ 52 _ P 7 _ 17 " ' 1
k-

360
4, n ~, - _ , ~ (m-j.

Az öntözött területet megkapharjuk.
ha a két 4,5 m sugarú kör területé-
nek összegéböl Ievonjuk a közös ré­
szük T" területér:,
TI:::: 2· 4,S-;T-Tk = 90 (m-).
A kétszeresen öntőzött terüleret
megkaphatjuk, ha a két 4,5 m suga­
rú kör közös részének Tk területéből

levonjuk a két 1,5 m sugarú kőr te­
rületét (hiszen ezeken belül csak
egyszeres öntözés történik):
.,_., ,,2 _'1 212 - 1,,-21,_ n ~ .oe3,1 (m-).

l' b)"!A Kl és a K2 szórófejek távolsága
~ 3 méter. Pitagorasz-tétellel. SAi::::

I 7 ') I-
v 4,5- -1,5- :::: "v 18 "" 4,24 (m), az
SK].M szöget egy szögfüggvénnyel
meghatározhatjuk (pl. a koszinusza
egyharmad): SKlj~11: :::: 70,53°.
A K],HK2/'v' rombusz K IK2 átlója
3 m, .Mi'játlója 8,48 m, teriilete így
12,7 ma.
A két 4,5 m sugarú kőr közös részé­
nek T~ teriiletét a következő meg­
fontolással is megkaphatjuk. 4 db,
70,53" középponti szögű, 4,5 m sugarú körcikk (kettőnek-kettőnekKb illetve K2
a középpontja) együltesen lefedi a közös részt, a rombuszt azonban kétszer is.
A közös rész területe elért: 4 . tcikk - tronhn.<z.
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Az átfogóhoz tartozó magasság az átfogót x, illetve (3 - x) cm hosszú szakaszokra

osztja, A magasságtétel szerím ezért x(3 - x) = l. Rendezve: x 2
- 3x + 1 = O.

c ,-

Megoldóképlettel 3 +2""
5

, illetve 3 -2"15 adódik (2,6180 és 0,3820), A gyökök

éppen az átfogó szeletcinek cm-ben mért hosszával egyenlök. Mivel az átfogóhoz
tartozó magasság hossza l es ez a magasság a derékszöget éppen a háromszög he­
gyesszögeivel megegyező szögekre bontja, ezért a gyökök a begyesszögek tangen­
seivelegyeznek meg.
A hegyesszögele 69,09° és 20,91°.

oldalak 125,
4 .

Dr- -,C

! ;

II

Q

h

p

három szakaszának

d

A

x 40
vagyis 36,1· x = 40· (53,9 -x).

53,9-x 36,1
Ebből x = 28,3, azaz BQ = 28,3 cm.
Így PQ = BP - BQ = 29,7 - 28,3 = 1,4 (cm). Az átfogó
hossza az ábra szerinti sorrendben: 28,3; 1,4 és 24.2 cm.

Használjuk az ábra jelöléseitt
A szímmetria miatt DP = BQ, ezért PQ = BP - DP.
A BAD derékszögű háromszögre írjuk fel a ket befo­

gótételt: h = ,r;;-~-BP, illetve d = .~Ic DP. Ezekből

h2 d 2 h2 (p
BP = -, illetve DP = -, ezért PQ = --- =

c c c C
h 2 _d2

= . Ezt kellett ab) feladatban belátni.
c

Az a) feladat eredménye a d ;= 3, h:= 4 helyettesitéssel (felhasználva, hogy ekkor

c = 5): PQ = I = 1,4 (cm).

cm hosszúak, a terület ezért

cm hosszúak, a terület ezért'II 751 etve-
4

400 , illetve 250
13 l3

5 : 3 arányesetén az

9375 ~M'" 585,9 (cm-).

c) 8 : 5 arányesetén az oldalak

10
5

-91 7 - ~)169 "'.) , (cm-).

xo

y

6c) Mivel -I:::; sínx s I vx E R igy
csak sin,e = 1 teljesülhet, ebből

x = n + 2k:Jt k E Z. Ez semmilven k egész számra sem lesz egész szám, így a2 ~

feladatnak nincs legkisebb egész szám megoldása.

Péternek x Ft-ja, Pálnak (lO 7 -x) Ft-ja van. Péter (p + 2)%-os hozamra, Pál p%-os
kamatra teszi be a pénzét.

I. x(p + 2) = 720 OOO
100

(10' - x)p = 960 OOO
WO

Fejezzük ki az I. egyenletből x-et, és helyettesirsüle be a JI. egyenletbe.

19
a) x > --, tehát a legkisebb egész megoldás x = -6.

3
b) A _x 2

- 5x + 6 = O egyenlet meg­
oldásai - 6 és 1.
Az ábráról leolvasható, hogya

-x2-5x+6 > O
ha-6<x<1,
így a legkisebb egész megoldás
x = -5.

IT,

cm (53,9 cm),

Q

485

9

p

J

m

A

36.1

a) A derékszögű háromszög befogót legyenek a és b, átfogója c.

a = 40, b + c = 90, és a Pitagorasz-tétel miatt 40 2 + b 2 = C 2.

Megoldandó tehát a következő egyenietrendszer:

b+c=90 }
t600---'--.b2 = c2

•

E k ld ' r[325 485)}nne . mego áehalmaza M = l\.9; 9 .

, b b c 'h 325 6 ) 'j.' h.'"\. erogo ossza - cm (3 ,I cm , a c atogo ossza
9

h' .. I 6500 ? 2"12 0-a aromszog tertí ete 9 cm- (7 "', ern-j.

(:BJAZ BP szakasz befogótétellel szá­

molható: 40 = ,IBP 4~5, ebből

1600' 9
BP = 485 = 29,7 cm, ebből

AP = 24,2 cm.

A BQ szakasz szögfelezőtétejjel szá­
mítható (jelöljük BQ hosszát x-szel):
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dala.

• "I' , n(n-3)
n oldalú konvex sokszög (n > 3; II E N ) at óinak szama 2 .

. tlen - 3), . [ O h k l Ebből 8Igy '? = 2,5n, rmve n:;t , oszt atun vec, o n = .
- (8 5 "

Tehát a 8 oldalú konvex sokszögnek van 2,5-szer annyi átlója l-- = 20 I, mint 01-
2 )

120 3 (h) . 120 h" "b) ha d = 120 km; oda ti = 40 = _vissza fl = 6ü = 2 ( ), tehat ezzel a se-

bességekkel haladva S óra a menetidő.

'. 2·120 4 8 h) "d'Átlagsebességgel haladva t = ----so = , {h amenett o.

a külső

15m
x

n(n - 3)

2

20 ul
A besaürozou terület az egész terület
42%-a.
(20 - 2x) (15 - 2x) = 0,42 . 20 ·15,
ahol x < 7,5.

Ebből 4x 2 - 70x + 174 = O, melynek
gyökei 14,5 és 3.
A feltételnek eleget tévő megoldás
x = 3.
Tehát a tér oldalaitól 3 fi távolságra
kell lennie a virágágyás szélének.

km
a) Legyen a repülőgép tervezett sebessége v h'

il 2400" I 1 " 1"Eredeti eg II = -- ora a att tette vo na meg a tavo sagot.
v

Az út ~ -án 800 km-cn 25%-kal csökkentene a sebességet, azaz 0,75v-vel ha-
3 '

l...1' c l . léh iiksé "d" 800 3200, aaut, Igy az ut - -a megtete e ez szu seges lOt" = -- ~ -- oc "
3 ~ 0,75v 31)

Az n oldalú konvex sokszög (n> 3; n E N-'-) átlóinak száma

szögek összege 360" = 2,180°.

fl' l' !l(n - 3) 2A etete szen nt n = 2 +

Rendezés után n 2 - Sn + 4 = O, melynek gyökeí 1 és 4. Mivel fl > 3, igy fl::f; 1. A
4 oldalú konvex sokszög átlóinak száma 2, ez 2-vel kevesebb oldalai számánál.

Végezzük el a beszorzást és rendezzük x hatvanyai szertnt a kifejezést!
z 23x -7x+ 8 = Ax -(3,4 -8)x+ ZA. -8 + C

Ez azonosság, ha az ismeretlenek megfelelő hatványainak együtthatói egyenlők.
L A ~ 3
IL 3A-B~7

Ul 2A-B+C=8
Ebből A = 3, B = 2, C = 4.

l 2" +(2n+') -1 =4n~+4n=4n(n+1) nEN
n és n + l két egymást követő pozitiv tennészetes szám, melyek közül az egyik
páros, a másik páratlan, így szorzatuk osztható 2-vel, ezért a kifejezés osztható
4·2 = 8-cal.

7,2.107

X~

p+2

IL [107 _ 7,210
7\=9,6,10

7 :::::;. (L0
7p+? 107 -7,2·10

7
)p =9,6.107

p+2 j p+2

Az összevonásokat elvégezve, egyszerüsítsünk 10'-nel.,
p- - 14,8p - 19,2 = O
Ennek pozití v gyöke p = 16.
Így Péternek 4 millió Ft-ja volt, 18%-os hozamra tette be, Pálnak 6 millió Ft-ja volt,
16%-os kamatra tette be a bankba.

Legyen a számrendszer alap száma x. x 2::: 3; x E K, mert a számban a legnagyobb
számjegy a 2. A számot tizes számrendszerbe átírva

4 ' 210202x = l v x +0 ·x" +2·x +0·x+2.
" 4 2Igy x +2x +2 = 101.

Legyen.e ' =: a (a> O; a E N) a 2 + 2a -99 = O, ennekgyökei -ll és 9.

Ebből x
2 = 9 (x 2::: 3 miatt) x = 3.

A keresett számrendszer alapja 3;

10202 3 = 1 . 34 + O. 3:> + 2 ' 32 + Ü . 3 + 2 = Iül.

Ak " b " " "k" 40+60 -o( km let se esseg számram ozepe "'I = J -"
" h ,

aj Ha ezzel a sebességgel haladna oda-vissza, a menetidő a teljes útra
2d

t = 50 (h) (ha d km-ben adott).

"4 31'
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a) Az. ábra alapján: sin O,250 = R ~' ahonnan R = 652 751 km, tehát a Nap
1,496 ·10

átmérőjekb. 1 305 502 km.

H ké elkül cl' 'kk km b 'a eses ne u szeretne o aerm, a or x - se esseggel t ~ idő alatt kell oda-
h "

, . 1600]600 2400 3200
erme. ahol t 3 = ti - to = --. azaz -- = -----

- x x v }t!

Ebből x = 1,2vadódik.
Tehát az út hátralevő részén az eredetihez képest 20%-kal kell növelnie a sebes­
séget. hogy késés nélkül odaérjen.

b) Ha az út hátralevő reszen (v -160) ~n -val haladna, a késés 1 h lenne, azaz

2400 + 1 = 3200 + 1600
v Jv v-160

7200 (v - 160) + 3v(v - 160) = 3200 (v - 160) + 1600· 3v.
Az összevonás es rendezés után kapjuk:

3v2
_ 1280v - 640 OOO == o.

Ennek pozitiv győke v "" 722,1.

A zárójeleken belül végezzük el az összeadást. majd végezzük el az egyszerűsitese-

3 4 5 6 100 101 101
ket: -.-.-.-. .-,- = -== 50 5

2 3 4 5 99 100 2 '

x

E

8m

4m

, '

Az ábrán x-szel jelölt szakasz hossza a kérdes, es az, hogy hol helyezkedik el.
A feltétel szerinr: x+ 2(5 -y) +4 = x+ 2y + 8, azaz 1O-2y +4 = 2y+ 8.
Innen 4y = 6, vagyis y = 1,5 - a hosszabbik alaptól a súr mentén ekkora távolság­
ra kell a szebár kettévágni a válaszfallal. Ha a rrapézt kiegészítjük háromszöggé
(ABE), akkor - mivel 4 a 8 fele - a kis DCE háromszög éppen 0,5 arányú kicsinyi­
tése a nagynak (ABE). Ezért EB = 10.
és y = GB = 1,5 miatt EG = 8,5. A
közbülső, x alapú háromszög (FCE) is
hasonló a nagyhoz. megfelelő oldalaik

, l .. 8,5 x .
hányadosa egyen o: 10 = "8' vagYIs

EG FG, ahonnan x = 6,8 méter.
EB AB
Ilyen hosszú rehér a vélaszfal. (Látha-
tóan hosszabb a középvonalnál. azzal
összhangban -lásd az; y-ra kapott ered­
ményt -, hogy közelebb van a hosszab­
bik alaphoz. A megoldás során a mo­
dell kedvéért elhanyagoltuk a válaszfal
vastagságát.)

km
- sebcsséggel haladt volna, menetidcje ek­
h

Tehát a repülőgép eredetileg 722,1

kor 3.32 óra lett volna.

RH 384 OOO
b) Egyszeru hasonlóság alapján: - = _ = O 002567 (ahonnan

R.v 149600 OOO' -
RH = 1675,5 km, a Hold átmérője tehát kb. 3351 km, a Földének kb. negyede.)

lUl
200

0,5" R
'v:

1,496 . 1O~ km

o
I

Hold

A zárójelen belüli közös nevezőre hozás után a számlálókban alkalmazzuk az

a 2 _ b 2 = (a _ b)(a..;- b) azonosságot.

22 -1 32 -1 42 -1 52 -1 992 -1 100 2 -1
~.~~.~. 992 100 2

1·3 2·4 3·5 4·6 98·100 99·101 1 101
--,-- --,--, =
2·2 3·3 4·4 5·5 99·99 100·100 2 100

Másik megoldás:

l l l Y II l l' l)' II-1-")2 = 1---:::;Jl1+;), 1-]= 1--1 1+"1 1....
_ .. , ~-' 3 3\_)

alkalmazásával a szorzat igy is felírható:

l l'Jl l)' l ll' l'I' l) ( l'1-::; 1--:::;- ... ll--11+-J 1+- ... 1+-),
. "-' o. 100) 2, 3 \ 100,

amivel (részben) az; előző feladatra vezetherjük vissza a mosrani feladatot.

316 317

..
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a) A Géza zsebében levő pénz alakulása: 2200; 1200; 2400; 1400; 2800; 1800.
Tehát 1800 fonttal a zsebében lépi át Géza a határt.

b) A Gizi zsebeben levő pénz alakulása, ha kezdetben x fontja volt:
2x; 2x - l OOO; 4x - 2000; 4x - 3000; 8x - 6000; 8x - 7000.

Mivel 8x - 7000 = O, ezért x =
7020 = 875.

Tehát 875 fonttal a zsebében érkezett Gizi a határhoz.
Ellenőrzés: Gizi pénzének alakulása: 1750: 750: 1500; 500; 1000; O.

Mindegyik kapott kérjegyű szám megoldás.

Megjegyzés:
A (*Hól más elgondolás szelint is megoldható a feladat.
A (el-ból b-t kifejezve b = 2a - 4, b-t két érték közé zárhatjuk, figyelembe véve,
hogy a egész szám, mert számjegy.

O::; 2a-4::; 9
4:::;2a::; 13
2:::;a:::;6

Ebből az a lehetséges értékei: 2, 3,4, 5, 6.
A hozzájuk tartozó kérjegyű számok: 20,32,44, 56, 68.
Az ellenőrzés lehet a fentiek szerint.

A keresett négyjegyű szám így is irható: lOOOa -I- 100b -I- lOe -I- d,
a háromjegyű 100a -I- lOb -I- c,
a kétjegyű 10a -I- b,
az egyjegyü a.

A négyjegyűből a másik három összegét kivonva kapjuk:
889a + 89b + 9c + d = 2002

Az a = 1 nem lehet, mert akkor 89b + 9c + d > 1000 lenne, ami lehetetlen, hiszen
h, c, d számjegyek.
Az a = 2, mert 2 . 889 < 2002 < 3 . 889 ~gy: 89b -I- ge -I- d = 224
A b = 2, mert 2·89 < 224 < 3 . 89 Igy: ge -I- d = 46
A c = 5, mert 5 ·9 < 46 < 6· 9 Így: d = 1

Az eredeti négyjegyű szám 2251 volt, ami a feladat szövegének eleget tesz.pozitív

pozitiv

nevező

a) A számláló mindig pozitiv, tehát a tört akkor az, ha a nevező is az: k > l.

b) Hasonlóan: a nevező negativ, ha k < l .

c) Ha a hányados n (n E N+), akkor k: = '2 -I- l alakú, végtelen sok lehetőség van.
n

d) Az előzőhöz hasonlóan, csak most n értéke negatív egész is lehet.

e) Lévén a számláló 7, a tört sosem O.

f) Az egyenlötleneéget megoldva (persze nem félszorozva a nevezővcl: hanem az
5-öt átvivé, közős nevezőre hozva, előjelet vizsgálva):

7
-~-5>0

k-l

c-7~-",5("ck-~10'.) > O
k-I

-Sk-l-12 > 0
k -)

Mivel van alapdíj, nappali és éjszakai áram, valamint [2o/c áfa (ami 1,12-es szorzór
jelent) ezért:

a) (240 -I- 33·19,80 -I- 26· 10,20)·1,12 = 1297,632 (Ft), ami 1298 Ft-ot jelent.

b) (240 -I- x . 19,80 -I-Y . 10,20) . 1,12 = 22,176x + 11,424y + 268,8.

cl y = x: 2, ebből és az előző pontbeli eredményből:
22,1756x -I- 5,712"1: -I- 268,8 = 10 458

27,888x -I- 268,8 = 10458
27,888x = 10 189,2

x '" 365,4.

Tehát 365,4 kwb nappali áramot, és feleannyi éjszakai áramot (182,7 kWh)
hasznaltunk el.

,,
<k<2,4.

4(a-l-b)-I-12

4 . 2 + 12
4·5+ 12
4·8+ 12
4 . 11 + 12
4·14+12

=

=

=

------o Or---7
I 2,4

A tört pozitiv, ha számlélója és nevezője azonos előjelű. azaz:

ellenőrzés:

A keresett kétjegyű szám lOa -I- b, ahol l ::; a ::; 9 és O s; b ::; 9, továbbá a és b
egész szám.
A feladat szövege szerint: 10a -I- b = 4 (a + b) -I- 12.
Célszerű átalakítás után 2a = b -I- 4. (,,)
Minthogy b számjegy, 9-nél nem lehet nagyobb és a (*)-bóllátható, hogy csak
páros lehet, a szóbajöhető értékek:

b a lOa+b

O 2 20
2 3 32
4 4 44
6 5 56
8 6 68

". ".

h .
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a) Most 65 OOO Ft; egy év múlva: 65 OOO . 1,05 Ft; két és rnúlvu: 65 OOO . 1,05 ~ Ft;

... öt év mulva 65 OOO . 1,05 5 = 82 958,30 (Ft), azaz 82 958 Ft lesz a fizetése.

b) Mérjűk Géza fizetésének értékét azzal, hogy hány kg sittyőt tud megvenni a havi
béréből! Nézzük meg a sitryő árának változását. Ma (65 OOO: 13::;;) 5000 Ft-ba

kerül l kg siuyő. Két év 8% infláció után a sittyö ára: 5000.1,08
2

::;; 5832 Ft
lesz. Urána 6% az infláció, 5832· 1,06 "" 6182 Fl lesz az ára. Ezt két 4%-os év

követi, tehát végül 1 kg sittyő ára: 6182· 1,04'2 = 6686 Ft lesz. /\2 egész folya­

mat egy lépésben: 5000 ', 1,08 2
. L06 . 1,04 2

::;; 6686,36 (Ft) = 6686 Ft. Géza a
havi fizetéséből 5 év múlva 82 958,30 : 6686,36 = 12,4 kg siuyőt tud megvenni.
Ez kevesebb, mint 13 kg , azaz Géza fizetésének reálértéke csökkent, mégpedig
0,6: 13· 100 "" 4,6l5%-kal. Azaz ez az öt év (persze csak ezt a terméket és csak
Géza fizetését nézve) 4,6%-os reálérték csökkenésr (életszínvonal romlást) je­

lentett.

a) Mivel 5% kell a látáshoz és a ::;; 0,95, ezért a legtávolabbi autó esetén: 0,05/0 ::;;

::;; 10 . 0,95 <I, ahonnan 10-1al való osztás mán, és a két oldal Jogaritmusat véve:

19O,05 584 -.r '-84 ' il távol bb' , I' ,., ködcd = ---_ = , .. , vagyis o , mereme tavo a I auto ampaját ezen a o os
IgO,9)

novemberi napon már nem látjuk.
km III

h) Mivel mindket auto sebessege 90 -::;; 25 - es egyszerre 58 4 mérerről ve-
h ,

sztkészre egymást, a találkozásig eltelt t időre igaz lesz, hogy 25t + 251 ::;; 58,4,
ahonnan t ::;; 1,168 (s), azaz még 1,2 s sem telik el a találkozásig.

e) A7. előzés alatt al előzőnekmeg kell lennie a 2 ro hátniuyt; a teherautó hosszát,
8 métert; a saját hosszát, 4 métert; és még legalább l méter előnyt, amivel vissza­
jön a teherautó elé. Ez összesen 15 méter többlet. Tegyük fel, hogy már a gyor-

slrás megtörtént. tehát az előző autó végig 25 ~ sehességgel haladt, míg a te-,
, 45 km 12' mb' I Ekk hcs elö h ik ' 'd'herautó '. -::;; ,) - se essegge. 'or a te JCs e ozes cz szu ·segcs x 1 o-

h s
re igaz lesz, hogy 25x == 12,5x + 15, ahonnan x ::;; 1,2 s. Mivel ezalatt több utal tesz

km
meg, mint az 58,4 méter fele, ezért ha balszerencsés, és éppen színtén 90 h -vul

szembe is jött egy autó, ami az előzés indításának pillanatúban éppen 58,4 mé­
terre volt, akkor ütközés állhat elő. Persze fékezhet a szembe jövő, meg az előző

is rövid időre átlépheti a megengedett sebességhatárt. tehát ekkor még talán el­
kerülhető az ütközés, de jobb ködben nem előzni'

ÖSSZETETT FELADATOK

2

y

x-2 l--<
x+2

x-2
- -1<0
x+2

-4
--<O
x+2

számláló negativ => x + 2 > O

x> -2

)

: g
, S
,
, ,
, '

,
____ l_-j

,

x>O

x-2
-1<--<1

x+2

majd a g(x)::;; 11 __4_1 függvényeket!
x+2

-3

y

x-2
-1<-­

x+2
x-2

0<1+-­
x+2

O<~
x+2

88
x<-2 -2<x<O

--4-3--+2-[02
, -,
,
,,,

-6

tört

nevező

számláló

x-2 x+2-4 4
= =1- --

x+2 x+2 x+2

Ábrázoljuk az f(x)::;; 1- _4_,
x+2

,
f ',

, S
,
,
, ]

, 2
,

- - - - - - - -I - -1

x < -2 v x> O

A két feltétel egyszerre teljesül, ha x> O. Tehát a megoldáshalmaz. N+.

Az ábráról leolvasható, hogy g(x) < l, ha x> O. Tehát a megoldáshalmaz: N+.

Másik megoldás:

no 321
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fl utolsó számjegye 1 2 3 4 6
,

8 97

n 4 utolsó számjegye 1 6 1 6 6 1 6 1
4 - 1 utolsó számjegye O 5 O 5 5 O 5 On

x+y+z == 20 és 60Ox+500y+ 100z = 7200 (x,y,z E N+).
Utóbbit IOü-zal egyszerűsítve és kivonva belőle az elsőt: 5x + 4y = 52, vagy más­

ként 5x == 52 -4y == 4(13 -y). Mivel4J5, kell, hogy 4lxlegyen.

x x
Kifejezve: y = 13 - 5 -r , és az elsőből ennek segitségével: z = 7 +-

4 4
Sorba véve x-re a 4-gyel osztható pozitív számokat: ha x = 4, akkor y = 8 és z == 8;
ha x == 8, akkor y == 3 és z = 9; hax == 12 vagy még nagyobb szám, akkor y-ra nega­
tiv számot kapunk. Megoldásaink tehát: a háromféle ajándékból rendre 4, 8, 8, vagy
pedig 8, 3. 9 darabot vettünk. (Elvileg a O, 13, 7 is megoldás lenne, de akkor nem
mondhatnánk, hogy háromféle ajándékot vettünk.)

Mivel n nem osztható 5-tel, utolsó számjegye nem lehet O vagy 5.

páros kitevővel szerepel. Az a + b + c prímtényezői között 2, 3 és 37-nek kellene
szerepelrue. Ez lehetetlen, tudniillik 37 nem adódhat három különböző egyjegyű

szám összegéből (három különbözö számjegy összege legfeljebb 24 lehet).
Tehát a fenti összeg nem lehet négyzetszám.

A keresett számrendszer alapja legyen x, x > 1; x E Ko
Mivel az x alapú számrendszerben a Iegnagyobb számjegy x-l lehet, így
(654x miatt) x ~ 7.

654x számot átírva tízes alapú számrendszerbe. 6x 2 + 5x + 4 == 333. Ebből x == 7
47

vagy x == - 6' ez nem egész szám, igy a keresett számrendszer alapja 7.

Leolvasható, hogy n4
- l utolsó számjegye Ovagy 5, tehát osztható 5-tel.

Másik megoldás:

n4_1 = (n 2_1)(n 2+ l) = (n-l)(n+ l)(n 2 + 1); n e N+
Ha n nem osztható 5-tel, akkor n 5-tel osztva 1; 2; 3 vagy 4 maradékot adhat.

Han == 5k+ 1, illetve n = 5k+4 alakú Ck E N), akkor 51 n-I, illetve 51 n + 1,

han == 5k+ 2 alakú, akkor 51 nl + 1,

mert (5k+ 2)2 + 1 = 25k? + 20k+ 5 = 5(5k 2 +4k+ L)

ha n = 5k+3 alakú, akkor 51 n 2 + l,

mert (5k+ 3)2+ I = 25k 2 + 30k+ 10 = 5(5k 2 + 6k+ 2)

Így minden n E N+ és 5 tn eseten beláttuk, hogy 51 n 4 - 1.

x

8

K
;, ', ', ', '

r v
; T ,

, '
, 4 '

D C

A L~_---,, --:' B

x = 2.,.110.

Tehát a keresett fal hossza mintegy 6,32 méter.

Először számoljuk ki, hogy mennyi lehetett a dolgozó bruttó fizetése a 20%-os eme­
lés előtt: 1,2 .f == 115 200, ahonnan f = 96 OOO Ft.
Ezután nézzük meg, hogy korábban és most mit kap kézhez.
Először le kell vonni 13% járulékot. majd a jövedelem adót, amit a megadott táblázat
segítségével számolunk ki. Az első eset járuléka 12 480 Ft, az új fizetésé: 14976 Ft
(ami persze szintén 20%-kal több).
A 96 OOO Ft 12 hónap alatt 1 152 OOO Ft-ot jelent, és ha nem volt prémium és egyéb,
akkor ezen fizetés adója: a 3. sor szermr: 260 OOO Ft + 60 800 Ft, ami a millió feletti
152 OOO Ft 40%-a. Ennek az adónak az l tizenketted részét vonják le havonta:
320 800 , 12 = 26733 Ft.
Tehát régen kézhez kapott 96 OOO Ft - (12 480 Ft + 26 733 Ft) == 56787 Ft-ot.
Az emelt évi l 382 400 Ft fizetés adója: 260 OOO Ft + 152 960 Ft (a millió feletti
rész 400/0-a) azaz 412 960 Ft, ebből egy hónapra: 34413 Ft jut.
Azaz az emelés után kézhez kap: 115200 Ft - (14 976 Ft + 34 413 Ft) == 65 811 Ft­
ot. Vagyis a nettó emelkedés 9024 Ft. Ez az eredeti nettó 56 787 ft-nak a 15,9%-a,
tehát a 20%-os emelés csak nettó 15,9%-nak felel meg! Ha az infláció eközben 9%­
os, akkor még lesz némi reálbér növekedés, hiszen 100 Ft helyett 115,9 Ft-ot ka­
punk kézhez, és a 100 Ft-os áru most 109 Ft-ba kerül, azaz marad 6,9 Ft-unk, azaz
6,9%. Ám ez jóval kisebb, mint a várt növekedés a megadott 20%-os bruttó fizetés
emelés alapján.

A háromjegyű szám különbözö jegyei: a, b, c. Ezek sorrendjének változtatásával 6
különböző számot kapunk. Ezeket lOOa + lOb + c alakba Írva, összegül
222(a + b + c) adódik. Törzstényezős felbontásban: 222 == 2·3·37. Négyzetszá­
mot a képzett összeg akkor ad, ha törzstényezőinek(primtényezőinek)mindegyike

Ez a feladat az 1004-es a pérja. Ezúttal a terület-felező párhuzamost keressük (az
1004-ben a kerüjet-felezöt számoltuk
ki). Mivel a DCK háromszög hasonló
az ABK háromszöghöz (..1. == 2),

1
TDCK == r= 4"T4BK ;

tehát 2t = 3r,
t = 1;57'.

Kihasználva a DCK és PQK három­
szögek hasonlóságát.

x2 r+t 2-=--= S
42 T '

x 2 =16-2,5= 40

322 323
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Így már ismertté válik D, E és Fis:
576

574

620

618

597

595

532

553

616

641

639

Or-,

Költség (batka)

29
29

29

29

28

21

26

24
24

"
"2)

28

r:
17

'8
28

'7

Összkapacitás (l)

2

I

3

o

2

6
5

3

4
3

5
4
5
4
3
4

,

3 tonnás

o
2

3

6

7

o
2

o
I

4 tonnás

I

O

2

1
O
2
j

O

o
O
1
O

S tonnás

2.

L

3.

4.
5.

6.

7.

8.
9.

10.

IL

12.

21
22.

23.

24.

20.

13.

14
15.

~··-"----"---l--"----I----"-'-------'~·­
f-17' j---c-----co-+---cc-

_.1.'".8.-I----"---'!--+--"-- I__--'''--- -:
19

tielviértékre kerül a 6, amikor előrevisszük. Kifejezve: .4 = 2(10" - 4). Mivel A
. 13

egész, és 13 }2, igy kell: 131 10" - 4. Konkrétan megvizsgálva. a legkisebb fl, ami­
re ez teljesül: 5 (99996: 13 = 7692), vagyis A.legkisebb lehetséges értéke: 15384.
Így a keresett szám: 153 846.

a) 6 gépkocsi egy fordulóban legfeljebb 30 tonna szener képes elszállitant, ezért
legalább 7 teherautóra van szükség.

b) Az egyes teherautók osszköltsége az egy fordulás szállttasnál:
5 tonnás-120 batka, 4 tonnás-97 batka és 3 tonnás-76 batka.
Foglaljuk táblázatba 7 teherautó összes lehetséges különbözö megrendelését és
rendezzük sorba az osszkapacitás szerinr az escreket!

ÖSSZETETT FELADATOK

y
I

1

A 5 9

A 5 9 A 5 9
.-

8 3 G
H H 9 5

A 1 3

2 1 K G 8

A 5 9

D E F G
H H 9 5

A D 3

H D K G 8

Mivel az első sorban A . A (A . 5 maradékával együn) csak 18, igy A < 5, de ez a
feladat elején telt kikötéssel együtt azt adja: A = 4. A teljes szorzat tehát:

459 459

8 3 6
2 2 9 5

4 1 3
-2:-1:-0=- 6 8

Legyen a = b +x, c = h-y (ahol O < x, v).
. 1 1 1 1 1 '1
Igy az összeg - + - +--- = - + - - --, közös nevezőre hozva, rendezve:

x ~ y -x --=) x y x + y
(

. 7 • ,
x+yr -.t) x" +xy+ y-

= , ami természetesen pozitív, hiszen számlalója, neve-
xy(x + y) Xy(x + y)

zője is az.

Két (nem egyforma) számjegy összeadásábóllegfeljebb ] maradék keletkezhet. há­
rom (nem egyforma) számjegyéből pedig legfeljebb 2, még ha az előző oszlopból
van is áthozott rnaradék. A legelső oszlopban ezért H = D + 1, vagyis a szorzat leg­

alább 200 OOO. Ekkor kell, hogy A ;::: 4 legyen, mert leülőnben (ABC) 2 < 200 OOO.
Ezután vizsgáljuk meg a 2. részszorzat-sor végét: milyen számok esetén végződhet

C· B B-rc? Mindössze 6 ilyen eset van: 6 . 2, 6·4, 6·8, 3 ·5, 7 . 5, 9·5 (mivel
jól látható, hogy C * 1). Még izgalmasabb, hogy HC . B pedig CB-re végződik. Ez
a fenti 6 eset kőzűl csak egyszer teljesül: 59·5 = (2)95 - tehát B = 5, C = 9.
Beírva mosr már:

~~,

t!~j

Legyen A.a számban a 6 előtt álló, ismeretlen számú jegyet tartalmazó szám. Ekkor

a feltétel: 4 . ([OA + 6) = 6 . 10" +.4, ahol n is ismeretlen, hiszen nem tudjuk, melyik

25.

26.

27.

]

2

1
3,

2
I

O

30
30
30

314 .25

- ___J



Az első 9 esetről könnyen látható, hogy csak úgy lehet legalább 31 tonnára nö­
velni az ősszkapacirást, ha meg legalább két autót rendelünk. Ellenőrizhető, hogy
ekkor mindegyik esetben túllepjük a 30. esethez tartozó 748 barkés költséget. A
10-12. esetekben még legalább 120 batka, a 13-16. esetekben még legalább 97
batka, a 17-27. esetekben pedig még legalább 76 batka szükséges ahhoz, hogy
újabb kocsirendeléssel elérjük a legalább 31 tonnás összkapacitást. Mtndegyik
esetben túllépjük a 748 batkás költséget, ha ilyen módon széllirratunk. A 28-29.
és 31-36. esetekről közvetlenül látható, hogy 748 batkanál drágább a megvaló­
sírásuk.

A fenti táblázatból az is látható, hogy 7-nél több -legalább 31 tonna összkapa­
citású - teherautó bánnilyen összeá1lításban történő megrendelése sem lesz 01­
csőbb 748 batkanál. Ez tehát a minimálís szállítási költség, amit 3 db S tonnás és
4 db 4 tonnás teherautó megrendelésével érhetünk el.

A kő 'd' ik bbunásiar' . 10 I'o t l elg eSI a cso anasig. utja s=;:2.
A hang (2,7 - t) idő alatt tér vissza az észlelőig, megtett útja ugyanakkora, mint a

kő útja, s = 340(2,7 - t).
10,
2'- = 340(2,7 -I),

ebből a pozitiv megoldás t = 2,60, tehát 2,60 másodperc alatt ér le a kő szabadesés­
sel, útja 33,81 méter, tehát a víz felszíne kb. 34 méter mélyen van a kútban ..

Ajobb oldalon egészrészek összege áll, így x is egész, legyen 12a + b alakú, ahol a
egész, b pedig a O, l, ... , 11 egészek valamelyike. Így:

12a+ b = 6a+[~]+4a+ [~]+3a+[*J = 13a+[~H~HH
Jelöljük e három egészrész összegét S-sel. Ekkor 12a-t kivonva: b = a + S. Most b
lehetséges értékeit végigvizsgálva kapjuk:

U.

ÖSSZETETT FELADATOK

b O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

m O O 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5

m O O O 1 1 1 2 2 2 3 3 3

m O O O O 1 1 1 1 2 2 2 2

S O O 1 2 4 4 6 6 8 9 10 10

a=b-S O 1 1 1 O 1 O 1 O O O 1

x=12a+b O 13 14 15 4 17 6 19 8 9 10 23

Vagyis nagyság szerint rendezve a megoldásokat: 0, 4, 6, 8, 9, 10, 13, 14, 15, 17,
19,23,

A baloldalt átírva: [A - ~]. Ha BIA, a két oldal egyenlő, hiszen egészek különb­

sége egész, és egész egés~része önmaga. ~gy~bként p~dig a b:;J oldal a.~}sebb; hi­
szen ott nem-egész kivonás akor az egeszresz-kepzes lefele "ke~ektt . (nem a
szokasos értelemben használva most e kifejezést), a jobb oldalon pedIg.a keplet sz~­
rim előbb képezzük az egészrészt (kerekítünk lefelé), aztán vonunk ki, aZRZ tulaj­
donképpen felfelé kerekirünk. (Konkrét példával: legyen A = IS, B = 4, a bal olda-

lon ekkor l A- ~]= llS_1:]=[lS-3,7SJ = [11,25] = 11, mig a jobb oldalon

A-[~]=15-[1:]=15-[3,75]= 15-3 = 12.)

Legyen h a kút keresett mélysége, ekkor a T időtartam alatt leesik a kő, és visszaér a

hangja. A kő leér (a megadott út-idő összefüggés átalakításával kapjuk:) ~~ (s)

idő alatt. A hang felér 3:0 (s) alatt, és a keltő összege a teljes idő, T, azaz:

1
2h

+ l!:..- =; T. Ezt az egvenletet kell megoldani h-ra, ahol g = 10 ~ -tel szárno-
~g340' s
lunk, és T egy paraméter, amit a konkrét esetben meg kell mérni.

Egyszerűbb azonban ezúttal "Ih -ra írni fel az egyenleret. ami rendezve:
cc

"\j
5

h + /h - /5 .T = O, ami 'I/h -ra másodfokú egyenlet. Innen
340

U7



ÖSSZETETT FELADATOK

1 (I ~ "J''" ----= I '\ 170"" + 17001' -170,' a másodfokú egyenlel má-
,,/5 ',

170
sik gyöke negatív, az nem lehet megoldás. mert nem értelmezhető. Ebből végül a

l ' '
kút mélysóge: h = -l2. 1702 + 17001" - 340-,/1702 + 1700T 'I. Ez például T=:3 s

5 /
idő esetén: h = II 560 -:- 1020 - 12 538,58 = 41,42 Im) mély kutar jelent.

A törtek nevezöi miatt: x, y "* O. Míndharom nevezővel s~orozva7 (x + y) = .:t}',

Mivel x, y E Z, valamelyikük osztható ke111cgyen 7-tel, mondjuk (mivel szerepük
szimmetrikus) x=: 7a (a E Z),

ry . • ry • " ' 7a
Ekkor I Oa + y) = ray, arniből (az egesz) y = --I'

a-
Ekkora - I a. 7 osztói közill kerül ki: -7,-1, L 7; vagyis a lehet-6, 0, 2, 8.
(Az, hogya - 1 az a-nak legyen oszrója - vagyis egy szám az eggyel nagyobbnak-,
csak -ll Oés l 12 eseten fordul elő, de ezeket már megkaptuk.) Ekkor}' lehetséges
értékei rendre 6, O(ez a kikötés miatt nem lehetséges), 14, 8 - a lehetséges eredmé­
nyekhez rarrozó x értékek pedig rendre: -42, 14,56. Az eredeti egyenlet szimmet­
riája miau persze x és Y szerepe felcserélhető, így végül öt számpár adja a megol­
dáshalmazt: k[ = [(-42; 6), (14; 14), (56; 8), (6; -42), (8; 56)}.

a) Az eredeti egyenlet ekvivalens a (b - l)x = b egyenietteL
l, Ha b - I = 0, azaz b = 1, akkor ez az egyenlet így írható: O. x::; I.
Egyetlen valós szám sem teszi igazza ezt az egyenletet igy az eredeti egyenlet­
nek sincs megoldása ebben az esetben.
2. Ha h - I *- O, azaz h *- I, akkor a (b - Ox = b egyenlet mindkét oldalat el-

, b
oszthaljuk b - l-gvel: x = --,

- b-I
Összefoglalva: Ha a h paraméter értéke 1, akkor az eredeti egyenletnek nincs meg­

b
oldása; ha b "* 1, akkor az egyenletnek egyetlen gyöke van: a valós szám.

b-l

b A b l isodík "I 'h' 1 '200l}). z a)- an eírt maso l esetrö van sze, te at ,'\- = l, 2002 .

b 2
c)--=-, és b*-I
- b -l 3'

3h = 2b-2
b =-2

2
Tehát li b = -2 választással az egyenlet egyetlen gyöke a

3
2

Ellenőrzés: A -3 lx - 1) = l egyenletnek valóban a az egyetlen megoldása.
3

"8

,p

•

ÖSSZETETT FELADATOK

AL eredeti egyenlet ekvivalens a. következőkkel:

(k 2 + 1)x + 3 =: 3k + 2h

(k 2 + l)x - Zkx =: 3k - 3

(k 2 _ 2k + l )x =: 3(k-l)

(k_I)2x =: 3(k-l)

1. Ha /(- I ::; O, azaz k =: l, akkor az utolsó egyenlet (amely az eredetivel ekvivalens)
igy írható: O. x = O.
Minden valós szám igazza teszi ezt az egyenletet, tehát M = R.

2. Hak-l *- O, aZ3zk *- 1, akkora (k_l)2x = 3(k-l) egyenlet rnindkét oldalát
, 3

eloszthatjuk (k- l j t-nel: x = k -I·

Ebben az esetben tehát egyetlen megoldás van: M = {_3_} ,
k -I

Összefoglalva: Ha a k paraméter értéke 1, akkor az eredeti egyenletnek minden va-
3

lós szám megoldása; ha k"* l, akkor az egyenletnek egyetlen gyöké van: a k-l

valós szám.

A második kérdés megválaszolásához meg kell oldani a k ~ l = -6 Ck *" l) egyen­

letet.
, 1

Azt kapjuk, hogy k = "2.

a) A.z. eredeti egyenlet ekvivalens a következőkkel:

3h-4x = 9k 2 -24k + 16
2(3k-4)x = (3k-4)

1. Ha 3k - 4 = 0, azaz k = 1, akkor az utolsó egyenlet (amely az eredetivel ek­

vivalens) így írható: O. x = o.
Minden valós szám igazzú teszi ezt az egyenletet, tehát M = R.

2. Ha 3k - 4 -:I- O, azaz k *- .±, akkor a Ok - 4)x = (3k - 4) 2 egyenlet míndkét
3

oldalát eloszthatjuk (3k - 4)-gye!: x = 3k - 4.
Ebben az esetben tehát egyetlen megoldás van: Af = {3k-4}.

Összefoglalva: Ha a k paraméter értéke ~, akkor az eredeti egyenletnek minden

valós szám megoldása; ha k -:I- ~, akkor az egyenletnek egyetlen gyöke van: a
o

3k - 4 valós szám.

".

, I'ii

!

'I
'I

I

I ,,

I

,

I

l'
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ÖSSZETETT FELADATOK

4
b) Csak a k*-"3 esetről lehet szó, Így a 3k - 4 < 11 egyenlőtlenséget kell megol-

danunk.
Ennek megoldáshalmaza: H:= l->: 5[.
A H halmaz bármely elemér írjuk a k helyébe, olyan egyenletet kapunk, amely­
nek egy gyöke van, és az kisebb ll-nél.

4.. ( 2999996)c) Most k :;= "3' tehát a megoldashalmaz egyetlen eleme: 3· - 3 - 4 =

= -3 OOO OOO.

~033) a) Az eredeti egyenlet ekvivalens a következőkkel:
p(p + 2)x - 2(p + 2)x = Sp + 10,
(p + 2)(P-2)x = S(p+ 2).
1. Ha p + 2 = 0, azaz p = -2, akkor az utolsó egyenlet (amely az eredetivel ek­
vivalens) így irható: °.x =O.
Minden valós szám igazzá teszi ezt az egyenletet, tehát M = R.
2. Ha p-2 = 0, azaz p = 2, akkor a (p + 2) (p - 2)x = 5 (p + 2) egyenlet (amely
az eredetivel ekvivalens) így írható: O. x = 20.
Látható, hogy egyetlen valós szám sem teszi igazza az egyenletet. tehát iVI = 0.
3. Hap +2 *- °ésp-2 *- O, azaz Ip 1:;= 2, akkor a (p + 2)(P-2)x =5(p +2)

egyenlet mindkét oldalát oszthatjuk (p + 2)(P - 2)-vel: x = _5_, tehát egyet-
p-2

len elemű a megoldáshalmaz: tv! = {_5_} .
p-2

Összefoglalva: Ha p = -2, akkor az eredeti egyenletnek minden valós szam
megoldása.
Ha p = 2, akkor az eredeti egyenletnek nincs megoldása; ha Ip I -:I- 2, akkor az

5
egyenlet egyetlen gyöké az --2- valós szám.

p-

5 5 1 { l}
b) -4998 _ 2 = - 5000 = - 1000' tehát M = - 1000 .

I
S 1

c) Ha p I :;= 2, akkor az -- = - - egyenletet kell megoldani. Egyetlen gvöke
p-2 100 •

a-498.
1

Akkor is eleme a megoldáshalmaznak: a - 100 ' ha p = - 2, hiszen ekkor M = R.

Tehát a p := -2, vagy a p := -498 választás eseréna - _1_ az egyenlet megoI­
lOD

dashalmazának eleme lesz.

B.

•

FÜGGVÉNYTípUSOK

3. FÜGGVÉNYEK

3.1. Függvénytípusok

a, b, c, d,ffüggvények (hiszen egy halmaz minden egyes eleméhez egy-egy elemet

rendelünk).

e nem függvény, mert egy számhoz több elemet is hozzarendelünk.

Kölcsönösen egyértelmü: a (különböző elemekhez különbözőértékeket rendeltünk).

Nem kölcsönösen egyértelmű: h, c, d,f (van két olyan különböző elem, melyhez

ugyanazt a számot rendeljük)
(pl.: e) 4--7 2; 6 1--+ 2;

d) 2 1--+ 2; 3 1--+ 2;
f) 0,5 1--+ O; 1 1--+ O; stb.).

a) Igen, a hozzárendelés egyértelmű.

b) Nem, ha valakinek több testvére is van, vagy van olyan, akinek nincs testvére,
akkor a hozzárendelés nem egyértelmű.

c) András osztályában András minden osztálytársának: pontosan 1 testvére van. Bé­
la osztályában Béla osztálytársai között van olyan, akinek legalább két testvére
van, vagy olyan, akinek nincs testvére. (Azt nem tudjuk, hogy Andrásnak, illetve

Bélának: van-e testvére.)

a) Amennyiben az osztályba egyetlen lány sem jár, akkor igen (pl. rnindenkihez
hozzárendeljük önmagát); ha viszont vannak lánytanulők is, akkor nem (nem lé­
vén azonos a két halmaz elemeinek száma, ami pedig a kölcsönösen egyértelmű

hozzárendelés esetéri szükséges - és elégséges - feltétel).

b) Az első halmaz persze üres (dacára a különbözö fantasy-könyveknek és filmek­
nek), a második halmaznak: pedig van egy eleme, a nulla. Üres halmaz eleve nem
lehet egy hozzárendelés értelmezési tartománya, sem értékkészlete - de a két hal­
maz különbözö elemszáma sem teszi lehetövé a kölcsönösen egyértelműhozzá­

rendelést.
c) Ez a hozzárendelés végrehajtható, pl. a következő (bizonyára ismert) párosítás

révén:
(O, 1, 2. J, 4, 5, ... )

t t t t t t
(O, 1, -1, 2. -2. 3, ... )

B'



FÜGGVÉNYTípUSOK FŰGGVÉNYTípUSOK

[1.037:: A táblázatban a (pozitiv) osztók száma látható. Nyildiagramból kétfelét is muta­
tunk. Az oszlopdiagram értelemszerű.A koordináta-rendszerben ábrázolt függvény­
grafikon külön pontokból áll, mivel csak egész helyeken van hozzurendelés.

Minden egyes csapathoz rendeljük hozzá szerzett pontjaik számát.
Minden egyes csapathoz rendeljük hozzá nem vesztes meccseik számát.

h) /~kmkÖ'Ók

I ~ \
I / '-..., \
I,' \ \
I (o I I
\,~
\ ~/ /1'
\ /, /

"~/
o

D"'B'

C"'A'

/~,

1"'1\ \, "

/ I 1 \ \I' I I \
/--1- 1

- --\- - \

f "---L'X *K\), forgúskúp
, ~. \ párhuzamos síkok

j ' f I \ \

, I I \
' I

/ I \

r ~ \

A

8

ej Térben:

IN401 a)

/ 2 I!4
3 , ,

S 2 , I6, 7 ' ,,
l, H

9 4
III

I 2 3 4 S 6 7 fl 9 10

_\----'\~' :
I 234

szám osztóinak száma

l l !

2 ""
3 ""
4 3

-~-~

5 ""------
_____o. -----

6 4

7 2

8 4

9 ! 3

ro I 4

p

11038.1 Az értéktáblázat mutatja, hogya felvett értékek egyenletesen (O,S-enként) növek­
szenek a hely egyenletes (egyesével való) növckedré-~
vel, igy elsőfokú függvényt kereshetünk, amelynek x l "- 3
meredeksége 0,5. E tendenciát visszafelé követve a y ° 0,5 l
rengelymetszet is adódik: -0,5.

Egy szabály tehát x H 0,5x _ 0,5;;= x -1.
2

11039.1 Minden egyes csapathoz rendeljük hozzá a lejatszon mcccsek számát.
Minden egyes csapathoz rendeljük hozzá a győztes meccsek számát.
Minden egyes csapathoz rendeljük hozzá a rúgott gólok számát.
Minden egyes csapathoz rendeljük hozzá gólkttlönbségüket.

a) hamis (mínden egyismeretlenes elsőfokú egyenlelnek van valós megoldása, és
csak egy)

b) hamis (- a második halmaz minden elemének nem kell szerapelnie az érték­
készletben

_ egyébként is bármely valós szám lehet gyöke elsőfokú egyenletnek)

ej hamis (lásd a))

d) hamis (nem kell, hogy a függvény kölcsönösen egyértelmű legyen)

el hamis (nem kell, hogy a két halmaz számcssága egyenlő legyen)

f) harnis CA és B is halmaz)

g) igaz (A nunden egyes eleméhez B egy-egy elemér rendeltük)

a) Az egy-egyértelmű hozzárendelés lényege, hogy különbözőA-beli elemek képe
különböző, és minden A-beli elemnek van képe, ezért az egy-egyértelmű hozzá­
rendelések száma 4 . 3 ·2· 1 =: 24.

b) Pontosan l db szlgorúan monoton növekedő és pontosan 1 db saigerúan mono­
ton csökkenő.

33' .33

7
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a)f:K~L; af--l-l; bf---71; c i-e I: á v-v S

b) g: K -e L; a,~ l; b ,'--:). 4; c H 2; d H 5

c) N~ncs ilyen függvény, mert a függvény értékkészletének nem lehet több eleme,
mmt az értelmezési tartományának.

a) Nem lesz függvény, mivel több a hegycsúcs, igy biztosan lesz olyan hegység,
amelyhez egynél több csúcsot rendelünk hozzá.

b) Ez függvény, hiszen a 20 hegycsúcs mindegyikérőlegyértelműenmegmondható,
melyik hegységben fekszik.

...

Nem jogos, mert egyáltalán nem biztos, hogy két mérés közötr lineárisan változik a
láz. Másrészt legalább elvileg nem rossz, hiszen mínden közbülső időpontban is van
tesrhőmérséklet, csak nem mérjük állandóan. (A gyakorlati függvény-alkalmazások
esetében sokszor még értelmetlen is az összekötés, ez itt nem áll fenn csak a linea-
ritás nem jogos.) ,

a) Mlndkét esetben a vehető részvények alkotják az értelmezési tartományt.

b) A két értékkészlet a természetes számok halmazának része (részhalmaza) hiszen
fillér már nincsen. "

c) A .zaróar - nyitóár" adja meg az aznapi nyereséget, illetve, ha negativ, akkor a
veszteséget.

Ha minden játékoshoz hozzárendeljük a saját klubját. akkor ez függvény lesz. For­
dltva nem lenne függvény, hiszen egy klubhoz sok játékost kellene rendelni. Ez
esetleg úgy mehetne, hogy rninden csapathoz a legeredményesebb játékcsát, vagy a
csapatkapitányét rendeljük (feltéve, hogy ezek egyértelműek). Ekkor a játékosok
halmazának csak egy kis része tanozna az értékkészlethez.

A tengelyes tükrözés a sikon egyegy-egyértelműhozzarendelés. értelmezési tarto­
mánya a sík összes pontjának halmaza, s értékkészlete szintén. Ráadásul az is igaz,
hogy kétszer alkalmazva az azonos leképezést kapjuk, azaz megegyezik a saját in­
verzéveL

Igen, mivel minden háromszögnek van területe, mégpedig egyetlen egy pozitív va­
lós szám.

..s

Az első függvény a pozitiv valós számok halmazán van értelmezve, hiszen a sza­
kaszhossz pozitív valós szám (az egy pontot nem vesszük szakasznak), s ehhez a
képszakasz hosszát rendeljük, ami szintén pozitiv valós szám. Mivel középpontos

hasonlóságról van szó:f: R + ~ R ", X H .1 . x, mivel a hasonlóság arány áról fel­
tettük, hogy pozitív.

Hasonlóan g: R + ~ R +, X H ),2 . x, hiszen a terület pozitiv, és a hasonlóság ará­
nyának négyzete segitségével kapjuk a képalakzat területét.
Végül h: R + -e R ", X H .1 3 . x, hiszen a térfogat is pozitiv, és a hasonlóság ará­
nyának köbe segitségével kapjuk a képalakzat térfogatát.

Egy sikbeli középpentos tükrözés inverze is önmaga, ebben rokona a tengelyes tük­
rözésnek, hiszen kétszer alkalmazva minden pont visszakerül eredeti helyére.

Az értelmezési tartomány az autóval rendelkezőmagyar állampolgárok halmaza, az
értékkészlet pedig a magántulajdonú gépkocsik halmaza. Ez csak akkor függvény,
ha egy ember tulajdonában sincs több gépkocsi.

Ekkor "meg kell szabadulnunk" a szám százasnál nagyobb és kisebb helyiértékein
álló számjegyektől. Ha egy szám századrészének vesszük az egészrészét. akkor ez
az eljárás a tízes, egyes (és minden tizedesvesszőutáni) helyiértéken álló számje­
gyet "eltiintet". Ha viszont egy szám ezredrésze egeszrészének ezerszeresét tekint­
jük, akkor ez a százasnál nagyobb helyiértékeken ugyanazokat a számjegyeket tar­
talmazza, mint a szám maga, de három O-ra végződik. Tehát az eljárás a következő:

h(5) = 13h(3) = 9

a(4) = 13

h(5) = ~

g(4) = -14
h(2) = 7

0(1)=-1

b(3) = 2
2

gel) = 1
h(-I) = 1

-11
a(-2):=; -. 4

bel) = ~

A valós számok halmazári értelmezett függvényt a véges sok helyen felvett érték
nem határozza meg.
A,középiskoléban tanult függvényele közül az alábbiakjelentenek megoldást, egyéb­
kent nemcsak ezek lehetnek megoldások.

A keresett függvényele f(x) :=; x 2 + l; g(x):=; _x 2 +2; h(x):=; 2x + 3:
1 .

a(x)=2x _ 3; b(x)=-x+1.
2

A táblázat kitöltéséhez
f(5) = 26
g(-2) =-2
h(-3) =-3

a(-3) = -23
8
I

b(-3)=-­
2

Az. egyértelmű hozzárendelést nevezzük függvénynek. ez a grafikonján képszerűen

úgy látszik, hogy bármely "függőleges" egyenessel (legfeljebb) egy közös pontja
le~et. ~ kölcsönöse~egyértelműf~ggvény grafikonjának ezen kivül bármely "víz­
sz~nte~ egyenesselis csak (legfeljebb) egy közös pontja lehet. Ezek alapján az a)
rajz kölcsőnősenegyértelműfüggvényt, a b) nem kölcsönösen egyértelmű.de függ-
vényt, a c) és d) még csak nem is függvényt ábrázol. '

-
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'l [-2; 3]

c) [-3,5; OJ Iv {4}

K
o

c

,
-'
2

"

/

a) Egy eltolás és egy forgatás egymás­
utánjának eredménye egy forgatás
lesz: másik (C) pont körül, de
ugyanakkora szöggel, mint O körül
voll. Lásd az ábrát' Az indokláshoz
azt kell felhasználni, legalábbis kg­
egyszerübben, hogy mind az elto­
lás, mlnd a forgatás két-két tenge­
lyes tükrözés segítségével felírható,
is lehet a tz- t3 tengelyeket llgy vá­
lasztani. hogy kettő egybeessen. s
ezekre tükrözve a helybenhagyás
lép fel, s marad két (metsző tengely-
re való) tükrözés, ami egy forgatás újra, csak más pont körül.

b) Egy forgatás és egy eltolás egymás­
utánja is forgatás, csak egy másik
(még újabb, K) pont körül (C *- K),
színtén az eredeti szeggel. Lásd az
ábráü Hasonló módon indokolható,
mint az a) esetben, csak most más
tengelyes tükrözesek lesznek (a sor­
rendváltozás miatt).

e) Az f(x) == x egyenlet megoldása olyanx pont lenne, amely az eltolás során hely­
bel~ marad, azaz önmaga képe. Ha a " vektor nem nullvektor, akkor ilyen pont
nincs; ha az, akkor viszont minden x megoldása az egyenletnek.

cl) Af(g(x») == x egyenlet megoldásau) a b) esetben helyben maradó ponttok), es
mint láttuk, az egy forgatás, annak pedig pontosan egy fixpontja van, a közép­
pontja, tehát x == K. Több megoldás nines. Lásd még a b) feladat ábráját!

t
- 2 1." - 8, ha 1.":::;-3.

b)f:[-5; 6J--+R; ((x)== }X-l~ha -3<x<3;

(X-4)~ -1, ha x~3

a) Az értelmezés í tartomány egy adou eleméhez tartozó helyeucsitési érték a függ­
vénv állal hozzárendelt érték. Nevét onnan kap la, hogy ha a hozzárendelési sza­
bály kópletszerüen ismert. akkor a képletbe a helyet általánosan jelölő változó
(többnyire x) helyébe a konkrét számot helyeuesitve megkapjuk a hozzá tartozó
értéket

Két függvény van.jerteltoczést tartománya az áruk halmaza, értékkészlete a lehet­
séges vonatkódole halmaza: és g, amelynek értelmezési tartománya a vonalkodok
halmaza, értékkésztere pedig a pozitiv egész számok egy részhalmaza (forintban
vett árak). Itt is csak az egyik ({után g) az egyetlen lehetséges összetétel, lásd az
előző feladatmegoldást. Ez olyan függvény, amelyik minden áruhoz az árát rendeli.
Az.j'függvénynek irrverze csak akkor van, ha minden áruhoz egy külön vonalkódot
rendelnek, tehát a típuson belül a darabnak külön jelzése van. Ekkor ennek van
tnverze, tehát a kódhoz meg lehet találni egyértelműen az árut. A g függvénynek
általában nincs inverze, mert különböző vonalkódhoz tartozhat ugyanaz az ár, sok
teljesen különböző dolog kerülhet ugyanannyiba. Ennek tehát nines inverze, és
akkor az összetett függvénynek sem lesz.

Azffüggvény legyen az, amelyiknek az értelmezési tartománya a személygépko­
csik halmaza, és a rendszámot rendeli hozzá a kocsikhoz. A másik függvény, a g, az
"egyszerű" (egy autóval rendelkező) autómlajdonosok, tehát bizonyos emberek hal­
mazán van értelmezve, és értékkészlete a hozzájuk rendelt autók, tehát az összes
személygépkocsik egy részhalmaza. Kétféleképpen lehetne elvileg a két függvényt
összetenni. de ebből itt csak az egyik lehetséges. Tudniillik a másodikként használt
függvény értelmezési tartománya az első függvény értékkészletével kell, hogy meg­
egyezzen, vagy annak része legyen. Tekintsük először g-t, amelyik a személyekhez
hozzárendeli a tulajdonukban levő gépkocsit. majd fezekhez hozzárendeli a rend­
számukat. Ez is csak némi korrekcióval megy, nevezetesen f:et le kell szűkitcni

azokra a kocsikra, amelyek .egyszerü" tulajdonosokhoz tartoznak.
Ha előszörj-et alkalmaznánk, akkor a kocsikhoz a rendszámukat rendelnénk. Ezu­
tán csak olyan függvény jöhet, ami a rendszámokhoz rendel valamit, ami itt nincs,
rehérj után g-t nem lehet alkalmazni.

x_1000[_x_] már csak a százas és annál kisebb helviértékeken tartalmaz szám-
1000 -

jegyet. Ezen szám századának egészrésze pedig a kívánt szemjegyet szolgáltatje:

l [X ]jx-JOOO --
__ ---c~"lO"O,,0Co' .. . .. , [x l o[ x ]] ~ h' k h100 ' egyszerusrtes utan: 100 -. 1000 . le at a eresett oz-

zarendelési szabály: x H [l~O -1O[1~0 J].

..6 337
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~

A négyzetgyök miatt az x Ho,yx - 4 függvény értelmezési tartománya [4; +=(.

b) f(2) = 3a + 2 . 2 = 3a + 4

c) f(3) = 3· 3 + 2x = 9 + 2x

Tekintsük az x = O esetet. Ekkor /(0) + f(l - O) = 1 - O, azaz [(O) + f(l) = 1. Ha
x = l, akkor f(1) +f(l- 1) = l - l, azaz f(1) + f(O) =O. Ez ellentmondás, tehát
ilyen/függvény nem létezik.

nincs

nmcs
y" 3nincs

A függvény grafikonja x tengelyre illeszkedő pontjának második koordinátája O
(f(x) =O);Y tengelyre illeszkedő pontjának első koordinátája O(x =O).

Ekkor D = R \ (-2j. Így x + 2 minden negativ és pozitiv valós számot befut, recip­
rokaként pedig színtén minden negatív és pozitiv valós szám előáll, de a Onem. Va­
gyis a függvény értékkészlete: R \ {3}.

Ekkor D = R. Így x-l minden valós számot végigfut, négyzeteként pedig minden
nemnegativ szám előáll. Vagyis a függvény értékkészlete: [-3; 00[.

»j

BB ~:~~:
Megjegyzés:

a) Nincs, mert - 7 ll: N.

x
2+x-12

(x-3)(x+4) 4 4
d) -4=' -4=x+ - =ox; x;;t3

x-3 x-3

e) cos x + 1 = O, ha x = :Ir + 2kn (k E Z); ezek irracionális számok, így ezeken a
helyeken a függvény nincsen értelmezve.

f g, i) x = O-ra nincs értlemezve, igy az)' tengelyt nem metszi a grafikon.
Ha egy tört számlálója O-tól különböző szám, akkor a tört értéke sosem lehet
O, igy a grafikon nem merszí az x tengelyt.

11065.! Mivel -1:5 sin a :5 1 ha a E R
-2:5 2sina :5 2

2:5 2sinrx+4:5 6

x Ho 2 Sin( 3x - ~) + 4 függvény értékkészlete [2; 6J,

mert 2:5 2 sin(3x - !!..) + 4 :5 6 minden x E Resetén.
, 2

x rengelymetszet y tengelymetszet

a) nincs y=7
1

b) nincs 1'=0--
. 4

c) x=O y=O
d) x=O y=O

·3 Q = e) runcs y=2

fl nincs nmes

g) nincs nincs

x201384o

1
6

A keresett függvény értékkészlete: [6; +00[.

11062·1 a) Mivel -l :5 sinx :5 1 'rix E R esetén, ezért -5 i :5 isin x-5 :5-4i, azaz

[_52:, -4-'-].
3 3

b) Mivel 19 x 2 = 2lg1 x I (lásd az 1218. feladatot'),

ezért 19x 2 E R, azaz az értékkészlet a valós számok halmaza.

4
c) Mivel x H 3x

értékkészlete R ", ezért - is minden pozitív valós értéket felvesz.
3'

4: 3
x

- 2> -2, tehát az értékkészlet a -2-nél nagyobb valós számok halmaza.

11063.1 a) f(x) = _x 2 + 3x; x E R
f(a+2)-J(a-2) = _(a+2)2 + 3(a+2)- [-(a-2)2+ 3(a-2)] =

=-(a
2+4a+4) + 3a + 6- [_(a 2 -4a +4) +3a-6J =

= _a
2
-4a-4+ 3a +6 + (a 2 -4a +4)-3a + 6 = -8a + 12

b)f(x) " 3 x

fCa + 2)-f(a -2)" 3c+2_ 3" - 2 " 3".3 2 _ 3" . r'" 3"(9-i)" 89°
= 80 . 3 a-2

..8 ...
J_
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il JI. hax>O:
sgnx = 0, hax = O;

-1, hu x < O.

A (J függvény x = O-ra nincs értelmezve, tehát a grafikon nem metszi az y tengelyt,
a tört számlálója sem lehet 0, tehát a grafikon az x tengelyt sem rnetszi.

Nem lehet.

YI

FÜGGVÉNYTípUSOI<

Lehet. )' ..

aj Paros nem lehet, mert ha x > 0, akkor -x < x, így aszigorúan monoton növeke­
des miattf(- x) < f(x). Páros függvényesetén azonhanf(-·x) = f(x).
Páratlan lehet, például az x H x függvény ilyen.

b) Paros lehet, például az x H Ix I + l ilyen,
Páratlan nem lehel, mcrt ha x > O, akkor a páratlan függvény deűniciója miatt
f(.X) = _·f(-x). Az f függvény nundenhol pozitív, ez pedig ellentmond a fenti
egyenletnek.

ej Paros függvény grálikonja az y tengelyre tengelyesen szimmetríkus, páratlan
függvény gráfikonja pedig az origéra középpontosan szirumetrikus. Azt kell
meggondolni. hogy mind páros, mind páratlan függvény esetén, ha az x "* O he­
lyen a függvénynek szélsőértéke van, akkor szükségszerü, hogya - x helyen is
szélsőértéke legyen, Páros függvénynek lehet az x = °helyen is szélsöértéke, így
akárhány szélsöénóse lehet. Páratlan függvénynek az x = Ohelyen sosincs szél­
söértéke, így csak páros számú szélsőértéke lehet.

ct) Van, például az x H Ü függvény ilyen.

A negyedik O-ban nem 0, tehétncrn egészíthetőki páratlan tüggvénnyé. A harmadik
meglévő része nem szimmetríkus az origóra, tehát az sem egészíthető ki,
Az első egy lehetséges kiegészítése:

y

Az egyenes arányosság képe egy origón átmenő egyenes (de persze nem az }' ten­
gely), amely pozitív arányossági tényező (a) eselén az l. és III., negatív a eseten a
II. és IV siknegyedben fut. (Ha a = 0, akkor az x tengely a kep.) A fonlitott ará­
nyosság képe egy hiperbola, amelynek szárai pozitiv arányossági tényező (b) eseten
az I. és Ill, negatív h eseréu a IT. és IV. siknegyedben haladnak. CA b = Oeset defi­
níció szerint nem fordulhat elő.) Ezért, ha a két arányossági tényező azonos előjelű

(ah> O), akkor két merszéspcnrja van a grafikonoknak; ha viszont ellentétes elője­

lűek e tényezők (vagy akár a = 0, tehát összefoglalóan ab :; O), akkor nincs met-

széspour. Ha vannak, akkor azok helyei az ax =!!.. egyenlet győkei: x = ±J~. Az
x Va

ezekhez tartozó értékek: y = ±-~I ab. (Ha mindkér aránycssagi tényező pozitiv, ukkor
az azonos előjelű helyek es értékek tartoznak össze; ha mindkettő negatív, akkor az
ellentétesek.)

A páros függvényele gráfikonja az y rengclyre szimmetrikus, ezért a harmadik és a
negyedik ábra páros függvénnye nem egészíthető ki.
Az első egy lebeiséges kiegészítése: y

)"2

Többféle kiegészítés is lehetséges.

x

A második csak egyféleképpen egészíthető ki paros fűggvéunyé, ugy, hogya függ­
veny nemnegativ x értékekhez tartozó grafikonját tükrözzük az y tengelyre.

A páratlan függvényele középpontosan szimmetrikusak az origóra, így szükséges,
hogy II O-ban vett függvényérték ü legyen.
A második pératlannú való ktegésztthetősége attól függ, hogya O-hoz rendelve van
már függvényérték. vagy sem, Ez az ábra alapján lehet igaz is és hamis is (lásd kö­
vetkező oldal).

340

1671.

~r 1-~; 01--+ R; x f-7 'i-x;
. ,

g: R -e R; x -e (x + l J ;
h:R---,;>R; xH(x-3)2;

341

i: R---,;> R; XH_x
2+9;

j:R---,;>R; xH-2x+2,
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x

idő

13 (h)

32

12It

y
3

o

l

109

tömeg (t)

8

5

3

4

2
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'd" 1 kb Mivel mind a kiengedés, mind. ,.. atéktébl izatot a nevezetes l opon o an. 1~ .
Készítsünk erte a az .. aiík kiszámolt értékek között egyenletesen, azaz line­
a betöltés egyenletesen tortem .' ~ " Srtékpároknak megfelelő pontokat egye­
arisan változik a gabona menrryisege, 19) azel.,

' (F 1 me'g hog)' 10 perc = - ora.)k kk al köthetjük össze a rajzon. on os, 6nes sza aszo

a) egyenes arányosság h, i

b) fordított arányosság l, p

c) elsőfokú: J, h, i

x
2+x-12

_(x+4)(x-3)_4=x+4_4=x; x=f=.3Megjegyzés: i(x)= r-3 -4- x-3

időpont tömeg (t)
(h)

8 5

9 5 l 4

10 4-I _ 3

10 10 1 1
3--+05= 3-

6 ' 3
1 5

II 3---~2.5
3 6 '

12 2,5-1-1,5

1210
1 5

15--+0,5=16. 6

5 5
13 I---~I

6 6

óra64 5

(x :ic3)

3220212223241

x 2 -]6
--,-=x+4 (X:ic4)x-4
19lO"H = x + 4

x
2

+ x -12 (x + 4)(x _ 3)
"---'---'--= = x + 4

x-3 x-3
(x --!- 4)sin(2k + l);r= O (k E Z)

i og
, (x+ 4j = X + 4 (itt x E N)

j; h, k azonosak (értelmezési tartományuk és a hozzárendelési szabály is megegyezik).
g, i értelmezési tartománya nem egyezik meg a többi függvény értelmezési tartomá.nyával.

A j függvény értékkészlete csak a O-t tartalmazza, a többi függvény értékkészlete
ettől kölönböző, ezért j nem lehet azonos egyikükkel sem,

Egy pont akkor illeszkedik a megadott függvény graíikonjára, ha a pont első koor­
dinátáját (ha itt a függvény értelmezve van) a függvény hozzárendelési szabályában
x helyébe helyettesÍtve a pont második koordinátáját kapjule

Az f függvény A, G, H pontok első koonlinátáira nincs értelmezve, az E pont kivé­
telével a többi pont nem illeszkedik a grafikonra.

A felsoroltak kőztil az E POnt illeszkedik mindkét grafikonra.

(Lásd 1074. feladat)

Az A pont iJIeszkedik aj függvény grafikonjára, a többi adott pont első koordinátá­
jánál aj függvény nincs értelmezve; az A, G, H pont első koordinátájának: értékére a
k függvény nincs értelmezve; csak az E pont illeszkedik a k függvény grafikonjára.
Tehát a felsorolt pontok közöUnincs olyan pont, amely mindkét megadott függvény
grafikonjára egyszerre illeszkedne.

B, C, D, F, G, H, l a két megadott függvény közüjegyik grafikorljára sem illeszkedik.

-I
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Az ordinératengely-metszet n,
st

a zérushely -,-- "" 2,22,
,2

a meredekség pedig -,,/"2.

a) / mcredeksége 3, g meredeksege -l, h meredeksége 0, i meredeksége -2,5, j és

k meredeksége egyaránt -1.

b) A konstans függvény grafíkonja a h jelű.

Az ordinátatengelyt az
2·0-4 4

J(O) ~ 5 ~ - '5
2x: - 4

pontban mctszi. A -'-5- = O egyell-

letből az abszcisszatengcllyel való mer­
széspontot kapjuk meg: x = 2.

FÜGGVÉNYTípUSOK

a) Az x 1-7 iti· X + b hozzárendeléssej megadott elsőfokú függvény grafikonjának
meredeksége iH, és az y tengelyt b-ben metszi a grafikonja. A hozzárendelési sza­

bály tehát: x 1-7 3x + 2,
2 ,- 1 41

b) x -73" x + b. Mivel a pl-5' "3) pont illeszkedik a függvény grafikonjára (az-

] l" d l fu' ' , 'k 4 d l ló) 4 2 r l) baza-S-lozrenet ggvenycrte 3"-aegyeno:"3"""3'\-5 + ,azaz

r ' ?~
b = ~. A hozzarendelés tehát: x 1-7 -=- x +::::.

15 3 15

b)xH3x-1
2 S

d)XH--X+­
, 3 3

b)x H x-'-5

d
' 5 13
)X1-7-x+­
- 3 3

C)XH 1,5x+ü,5

a)xH-x+3

c)x-73x+4

a)xH-2x+5

Általában, ha egy lineáris függvény grafikonjának ismerjük két pontját: A(aj ~ a2) es
B(b

l
~ h

2).
akkor a függvény meredeksége a pontok második és első koordinátái kii-

Iönbségének a hányadosa rh? - a2 !, az ordinátatcngellyel való metszete pedig úgy
\bl-aj )

számolható, hogy ezzel a meredekséggel bármely pont ordinátajából .vísszalépege-

" l" O l l' l' b~ - ao (hh l - (Ilho) P h 'k ltunk. a leYlg a
2

-al ~ ,- = - ~ . ersze, a az egyr pont eteve a
bj-dl hl-al

Ohelyen (az)' tengelyen) adott, akkor egyszerűen ennek ordinátaja a tcngelymetszet.

Lásd az előző példa általános útmutatóját

FÜGGVÉNYTípUSOK

Mindkét függvény grafikonjára az E pont illeszkedik.
Egyik függvény grafikonjára sem illeszkedő pontok: C, F, G, H, t.

Mível [x] = x - (x}, ezért 3x - 3 [x] == 3 [x}, így az x H 3x - 3 [x] függvény érték­
készlete [O; 31 halmaz (ha az értelmezési tartomány a lehető legbővebb, valós szá­

mokból álló halmaz, vagyis R).

Keressük a függvénytfCr) = 2x + a alakban!
Ekkor fC/(x)) = 2 (21: + a) -'- a = 4x + 2(j + LI = 4x + 3a, vagyis cr == - 1 esetén a ki­
vánt alakú. Tehát a keresett lineáris függvény: f(x) == 2x - l.

(1082) h

AC-l; O) nincs értelmezve illeszkedik

B(O; -1) illeszkedik nem illeszkedik

CCI; 1) nem illeszkedik nem njeszkedik

D(O; O) nem illeszkedik illeszkedik

E(L O) illeszkedik illeszkedik

F(O; l) nem illeszkedik nem illeszkedik

Gt-t, Ji) nincs értelmezve nincs értelmezve

Hen; O) nincs értelmezve nincs értelmezve

1(0; nj nem illeszkedik nem illeszkedik

~,

I,~;

344
34<
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20 x

63600

y

702 OOO

Ha a víz dl-ben mért tér­
fogatát jelöljük x-szel,
akkor a keresett hozzá­
rendelési szabály:
x H 33 600x + 30 000,
és az [1; 20] intervallu­
mon kell ábrázolnunk e
függvényt.

a) Ábrázoljuk a kiadást a bevétel függvényében! A hozzárendelés szabályát az éb­
ráról leolvashatjuk.

Keressük a hozzárendelési szabályt x H ax + b alakban. A merőleges grafikonok
meredekségének szorzata -1, így a = -0,5.
A -0,5 . 1 + b = 4 egyenletből b = 4,5,
vagyis a hozzárendelési szabály x H -O,5x + 4,5.

Keressük a hozzárendelesi szabályt x H ax + b alakban. A párhuzamos grafikonok
meredeksége azonos, így a:::: 4.
A 4·2 + b = 3 egyenletből pedig b = -5,
vagyis a hozzárendelési szabály x H 4x - 5.

[-3; 3]

[-3;-lJ

{-t)

R

R

R

[-1; lj

[1; 3]

[-4; t]

R
R
R

g

h

j

k

c) Az egyenes arányosságet leíró hozzárendelés x H C . x, ezért a függvény grafi­
konja (vagy a meghosszabbítása) átmegy az origon. Tehát egyenes arányosság: j,
g,j.

d) Elsőfokú függvény értelmezési tartománya R!
Elsőfokúak azok a lineáris függvények, amelyeknek a meredeksége nem 0, azaz:
i, j, k.

e) Mindegyik függvény képe egyenes vagy szakasz tehát mind lineáris függvény.

t) Értelmezési tartomány Értékkészlet

f

Az y tengelymetszet
3 3
- "" 0,95, a zérusbely -,_ "" 1,34,
" ,5

~

a meredekség pedig-~ "" -0,71.

"

rÚJ?Ó~1 a) Az egyenes átmegy a (O;4) és a (3; 6) ponton, ezért meredeksége ~=~ = ~.
2

A hozzárendelési szabály: x H "3 x + 4.

b) Az j'függvény zérusbelye olyan a valós szám, amelyre f(a) = ~a + 4 = O.

Ebből a = -6, ez tehát a függvény zérushelye.

c) Az egyenes meredekségével, tehát ~-dal egyenlő a tört értéke.

b) A megtakarirást a bevétel- kiadás szabály szerint határozhatjuk meg.

100 200 300 400 sóo bevételo

- : 100

bevétel tOO 200 300 400 500

meg takarítás -75 -50 -25 O 25

•
•

--:-400
:-300-

---:-soo
kiadás

x3,o

-I

.46 '47
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l
-+--+-1---+-+-1-+--+-0~

•• -5 -1. l. .

a) Mivel fordított aranyosság esetén az
összetartozó értékpárok szorzata ál­
landó, és éppen ez az arányossági
tényező, ezért ez most 2 . 4 = S.

b) Lásd a grafikont!

e) A fordított arányosság kölcsönösen
egyértelmű függvény, így érték­
készletének pontosan annyi eleme
van, mint értelmezési tartományá­
nak, vagyis 14.

FÜGGVÉNYTípUSOK

Ha 11(0) _ 21 < 1, akkor-l <f(O) - 2< 1, vagyis l <j(O) < 3. Ha IJ(l) - 31 < 1,
akkor hasonlóan kapjuk, hogy 2 < f( l) < 4. Bármely lineáris függvény képe ezen
kél szakasz egy-egy pontján halad át.
Legmeredekebben akkor, ha f(O) legki­
sebb és f( I) legnagyobb lehetséges érté­
kén át halad: legkisebb meredekséggel
akkor, haj(O) legnagyobb és}-'(l) legki­
sebb értékén át (1. ábra). Ezért ezen alsó
és felső határokat keresztben összekötve
a kapott egyenesekrőlleolvashaLó,hogy
f(2) lehetséges értéke a linearitás miatt
1 < I'(2J < 7. Átnlakitva:
-7 <f(2)- 8 < ._1, de ekkor

1 < 11(2) - si < 7, nem pedig

If(2)-81 < 1.

.Hásik megoldas:
Ha az állítással ellentétben mindhárom szám kisebb lenne l-nél, akkor igazak len-

nének a következő egyenlőtlenSérek:

!b-21<1, la+h-31<l,és 2a+b-S '<1
Abszolútérték jele nélkül: l < b < 3, 2 < a + b < 4, 7 < 2a + b < 9.
Az első két egyenlötleneéget l < b < 3, illetve -4 < -:a - h < -2 alakban írva és

összeadva kapjuk: -3 < -a < l.
Ehhez hozzáadva a harmadik, 7 < 2a + lJ < 9 egyenlőrlenséget, azt kapjuk, hogy
4 < él + b < 10, ami nyilvánvalóan ellentmond a teltételek között szcreplő

2 < (j + b < 4 egyenlötlenségnek.
Indirekt feltevésünk hamis volt, a feladat állítása tehát igaz.

c- --,

l098.'

}'==x-.,I3-1

o

ly
't

'1
l + ~S3t

D

-5 o 5 x
-I

A
B

C

-5
E

y == -x-/"2 + l

50

•
, , • , ,

O 100 200 3~O 400 500 bevétel

-50 •
•

~100

Olyan pontok, melyek il­
leszkednek a gráfikonra
és mindkér koordinátája
irracionális, például:

AC,I)'; 1--,/6),
8(,,/5; 1-",110),

C(.n; l -Jt,\12),
~ ,-

D(-oJ7; 1+,,14),

E(2'J'6; 1-4"1113).
(x minden olyan irracio­
nális szám lehet, amely a

,,/2 -nek nem egész számú
többszöröse.)

A függvény grafikonjá­
nak egy olyan pontja
van, amelynek mindkét
koordinátája egész. Ez a
(O; l) pont.
[Más ilyen pont nem le­
het, hiszen, ha x egész

szám (x *- O), akkor x'l1'3

nem egész szám :::::;.
c

x'I13+Ie:Z].

FÜGGVÉNYTípUSOK

c) A hozzárendelés: x H 0,25x - 100.

tmegtakaritiis
100-

34'14.

l______________________1
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Egyenes arányosságot fejez ki:f(x), g(x); fordított arányosságot: !lex).

~
,15
; t=-

: - -- - -------~'- ,

60 100 120

13

X E R \ {2}

t (h)

3

2
-C92

0,96

10

x-14 x-2-12 12
xf-+- = "'1----

x-2 x-2 x-2
A grafikon azon pontjai-
nak koordinátái egész
számok, melyekre
x -2/12 teljesül.
Foglaljuk táblázatba:

a) Mint az fizikábóljól ismert,
_~_115km =12'h

t- - k ' .) .
v 92 ~

h

b) A [60; 120J intervallumban áb­
rázolunk.

c) A hozzárendelési szabály:
115

v f-+-,
v

x 14
x-2 x --

x-2
l 3 II
2 4 5
3 5 -3
4 6 2
6 8 1
12 14 O
-I 1 13
-2 O 7
-3 1 5
-4 -2 4
-6 --4 3
-12 10 2

J

T

Az i függvény azonnal ábrázolható, j esetében kis átalakítás célszerű:
3x-5 3(x-1)-2 2
--= =3--,
x-l x-l x-l

A k függvény pedig jól láthatóan a konstans l (de x :;t 3),

r ~.
+)-

a) Mivel fordított arányosság esetén az
összetartozó értékpárok szorzata
állandó, és éppen ez az arányossági
tényező, ezért ez rnost 2 . 3 := 6.

~Erre szamos mód Idnálkozik (neve-
~ (10)

zetesen l4 = 210), legyen például

D := {l; 2; 3; 4}, és a hozzárendelé­

, bal 'bb' 6SI sza a v tova ra is XH-,
• X

11100.1

11101.:

x
2-4x+3

(x-l)(x-3) xER' aER' x-:l-af(x) = = , ,
x a x - a f( l "ti k'függvény grafikonjának pontjai akkor illeszkednek egy egyenesre, ha x) e so o U,

..,



T

x ;;1= l adódik; ha pedig a = 3, akkor fix) = x - l, x 7:- 3.

lY
10

I I {
X , ha x , 0,

a) :Mivel x =. O'
,-x, ha x < ,

lxi __ {l. ha x > 0,ezért
x -1, ha x<O.

FÜGGVÉNYTípUSOK

[1106·1 aj b) Mivel I -x I o Ixl,ozbt -I-xl o -lxI

r , , r, , e--,
4 x ---'4 4 x

y =-lx1

-4t
y = -I-xl

-4f

[n07·1 Mivel Ix; I = lxi, ha x;;1= O, ezért
ty

lx' I
4!

y= -
a grafikon a következő: x

-4 4 x

x
I I

r3

FÜGGVÉNYTípUSOK

u= I tI= 3 ,
Y f,(x) =x-3 y

x, I

2

•
3 x -lj 3

-2
-3 fix) =.t - 1

x, 3

x-a
akkor fl (x) = x-3,

Minrlhárom függvény hozzárendelesi szabályát célszerű átalakitani:

f(x) = 2(x+l)+1 =2+_1_ ;
x+l x+1

g(x) = 3(x+I)-2 =3 __2_ ;
x+l x+1

l1(x) = 3(x-3) = x-2-1 =1--1- .
3(x-2) x-2 x-2

~--

(lios)

-1 1

3

y

h

b) Mivel Ixl 2 = x 2
, a grafikon: 'y

• I
lElJ

[-
I I I I I I •

x o

t

2 3
I I

-1

-1

'$1
,.,

-
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I I {
X , ha x> 0,

Mivel x ==
-x, ha x < O;

, I I {x + x == 2x, ha x ~ O,
ezertx+x =

,x-x=O,hax<O;

és x-lxi = {x -x= 0, ha x~ O,
x-(-x)=2x, ha x c O.

a) y
7
6

o 1

y .1:+ lxi

3 x

b)

y =x lxi

y

I I {
X - S, ha x> 5,

b) Mivel x-5 = _( -5) h Sx , a x < ,

, I I {3X-(X-5)=2X+5,hax~s,
ezert 3x- x-5 = ~

3x+(x-S)== 4x-J, ha x < S.

y =3x-lx-51

15

10

5

I I {
' x - 2, ha x>2,

a) Mivel x-2 == .
-(x-2), ha x c 2;

'I l' cx - 2 + x = 2x - 2, ha x~2,
ezert x-2-,-x=~

L-(x-2)+x=2. ha x<2.

y

6 y = lx-21 +x

11111,: a)

-5

y
b)

5 x

3

2

y

y=lx- II- 31

x

354

-3 -2 _I O 1 x

,SS

-2 O 4

_____________1 _
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y(tIt2) a)

-6 -3 -1

b)
y

x -6 -3 -1,

s

4 x -3

s

O 1 2

1,1

II,

II
'1,

y=lx-21- x+31

•y

-s

Az egyenletben szereplő másodfokú kifejezést szorzatrá bouthatjuk:
I(x- 3) ex - 2)1 = p. Szeretnénk ábrázolni az egyenlet mindkét oldalát. A baloldal

zérushelyei Xl = 3 és X2 = 2. Az x M Icx - 3) . (x - 2) 1 függvénynek lokális maxi-

l 3 + 2 2 5 hl' -.. . atékmuma esz az x = -1- =, e yen, Itt a tuggveny érte e

1(2,5-3)(2,5-2)1 ':0,25.

Azx i-e ICx-3)'Cx-2)1 grafikonja:

•

y=lx-21+lx+31

y

IX_2
1={X-2,

ha x2:2,
-(x-2), ha x<2.

I ol fx+3,hax2:-3,
x+.)=

l-(x+3), ha x < -3.

rx-2+x+3=2x+l, ha x2:2,

a) Ix-21+lx+31=~,-(x-2)+x+3 = 5, ha -3 <x < 2,

,-(x-2)-(x+3)=-2x-l, ha x:O:;;-3,

5 Az egyenlet bal oldalát x i-+ P kons­
tans függvényként ábrázolva a két gra­
fikon közös pontjainak számát keres­
sük.

1,00-

0,75-

-3 _[ O 1 2 x

t
X- 2 - CX+ 3) = - S, ha x2:2,

b)lx-2Hx+31= -(x-2)-(x+3)=-2x-l, ha -3<x<2,

-(x-2)+(x+3)=5, ha x:O:;;-3.

p értéke megoldások száma

p<O O

p=O 2

O<p<O,25 4

p = 0,25 3

p> 0,25 2

0,50-

I

0,25 'III

II,
'I

OI 2 3 x I

356 357
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y o y
6 •

y
9 •

2

3 4 x

y=x·{x]
/

/

6

5

I

8

-3 -2 -'J O

2 ::5 4 x

y ,; x + [x]

/
/

--1:

4

3

2

-2 -'l O

/

8'lzh" OAzxH- erteme etö.Jia Lc] v ,azazxER\[O;l[.
[x]

y
8 ~

I ~

4 x

~== [x]- {x}

---+--+~-S , .
-2 N-I I 2 3 x

SC r:
Ez az előző függvény ellentettje, grafi­
konjaik az x tengelyre egymás tükör­
képei.

(1ll6~

-3 e

Y. e 4

-- -6

5

4

3

2

--1- o

2
I

~_2'O

e-:J -2
~

-6

2 4 6 8 10 x

-'3 -2 _I O 2 4. x -8

--}-

-- ---- ----2

... uo

'tr
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!1120.1 Algebrai megoldás.
625

a) 2 m magasságban.

b) A másodfokú függvény hozzárendelési szabálya a szöveg alapján:

x H a(x_4)2+ 4. Mivel O-hoz 2-t rendel a függvény, ezérta(0-4)2+ 4 = 2,

amiből a = _.!.. A hozzárendelés tehát x H _0,125x 2 + x + 2.
8

c) A -0,125x 2 + x + 2 = Oegyenlet pozitív győkét keressük. A másodfokú egyen-

letet megoldva a pozitiv gyök 1
0
+~I! "" 9,66. Tehát a golyó körülbelül 9,66 ill
,~,

SO a (cm)

y

aNa(SO-a)

5n

n
O n 5" IOn x

~ közos pontok "ám,
2 c c

Ic • e 'I

-J <• , ,
OI l 2 3 4 5 d

25][

250'

A körök kőzép- Közös pontok

pontjainak távolsága: száma:

d> 5 cm O

d-5 cm l

lcm<d<5cm 2

d = l cm l

ü cm s a c t cm O

b) Legyen a körcikkhez tartozó közép­
ponti szög a. Ekkor a körcikkhez
tartozó ív hossza: Sa (a-t radiánban
mérve), a körcikk területe

5~ a 25 H k" tkkb
~'n -=-a. aa .orcr ez

2n 2
tartozó ív hosszat x-szel jelöljük

5
(x = Sa), akkor a területe :2 x. A

, d r 5hozzaren e es: x H :2 x.

cl

l--~gyes megoldás:
A parabola szimmetriája miatt ekkor f(5) = 6 is fennáll.
Betrva mindhárom értékpárt:

(Ií 9a+3b+C=-2}
(ll) a+b+c=6.

(IH) 2Sa+Sb+c=6

Ebből II = 2; b = -12; c = 16.

Egy másodfokú függvény a parabola tengelypontjának helyétől egyegységnyire lé­
vő helyen a-val nagyobb értéket vesz fel, mint a tengelypontban (I. előző feladat, 2.
megoldás): 3 - 1 = 2 = a.
Ekkor a függvény hozzárendelési szabálya:

>, > 2x' 9f(x)=2(x-2)~+1=2(x -4x+4)+1=2.."I:--8x+8+1= -8x+, azaz
b=-8ésc=9.
(További két megoldási mód az előző példa alapján.)

( b 'J2 h
2

A hozzárendelési szabályt átalakítva: f(x) = al x +- + c --,
"la. 4a

Ebből - l: = 3 c _ h
2

=-2. ari +~J2 + c _ b
2

= 6.
2a' 4a -.la 4a

Az első egyenletből b = -6a; ezt beírva a másodikba: c = 9a - 2; mindezeket beír­
va a harmadikba, kapjuk: a = 2. Visszaírva ezt b = -12, c = 16.

Függvénytulajdonságolwtfelhasználó megoldás.
Egy nonnálparabola cseten a tengelypont helyétől egységnyiket lépegetve a függ­
vényérték növekedése rendre 1, 3, 5 stb. Egy c-szorosara nyújtott norrnálparabola
eselén ez a, 3a, Sa srb., tehát egy másodfokú. függvény a parabola tengelypontjának
helyétől két egységnyire lévő helyen (a + 3a =) 4a-val nagyobb értéket vesz fel,
mint a tengelypontban. IvIivel6 - (-2) = 8 = 4a, így a = 2.
Ekkor a függvény hozzárendelési szabálya:

f(x) = 2(x-3)2_ 2 = 2(x 2-6x+9)-2 = 2x 2-12x+ 18-2 = 2x
2

- 11x + 16,
azaz ö e c-Iz és c e- Iő.

a) Ha a téglalap egyik oldala a, akkor a másik oldala l~ü - a = 50 - a cm. A terü­

lete tehát: (I • (50 - a). Az a H a(50 - a) függvényt kell ábrázolni a ]0; SÜ[ in­
tervallumen.

távolságban ért földet.

'.0 ,.,

E
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[2(a-2)]2- 4 (a - 2) · 2 < O
J

a
2_6a+8

< °
ésa>2

,
g: xt--+x 2

,
h: xt--+x 4

b) Nagyobb sebességekre K = d· v
2

. Ha éppen Vo a harársebesség, ahol a kettő il­

leszkedik, akkor folytonos átmenetet feltételezve: cvD = dvD 2, azaz c = dvo a ke­
resett összefüggés az arányossági tényezők között.

Ha a:F- 2 =} X f--+ (a - 2)x 2 + l(a - 2)x + 2 másodfokú függvény.

a) \j x E R esetén a függvény csak pozitiv értékeket vesz fel, ha gráfikonja olyan,
nyílásával felfelé álló (a - 2 > O) parabola, amely nem metszi az x tengelyt.

Ez akkor teljesül, ha az Ca - 2)x 2 + 2Ca- 2)x + 2 = Oegyenletben

a-2>O és D<O
U U

a)fo

Az ábrából leolvasható, hogy ez ak- y

kor teljesül, ha 2 < a < 4. 5
2 < a < 4 esetén lesz \j x E R-re
minden függvényérték pozitiv.

b) \j X E R eseten a függvény csak ne-
gativ értékeket vesz fel, ha grafi-
konja olyan nyílásával lefelé álló
(a - 2 < O) parabola, melynek nincs
zérushelye (2 < a < 4). E két felté- --'Od-~-"~-,f.-~-----;;
tel egyszerre nem teljesül, tehát _]
nincs olyan a valós paraméter, mely-
re a keresett függvény csak negatív értéket venne fel.

,
b) 10 = 10 000 4 , tehát a P pont a h grafikonjára illeszkedik.

;5 = 25- 1
, tehát a Q pont azfgrafikonjára illeszkedik.

c) Egyiknek sincs mínimuma, hiszen mindegyiknek az értékkészlete a pozitív valós
számok halmaza, ennek pedig nincs legkisebb eleme.

a) A Pitagorasz-tételt felírva: é = 2 2 + 10 2
, innen d = 2,Fu m "" 10,2 m.

b) A grafikon és a szöveg alapján a következőket tudjuk a keresett másodfokú függ­
vényről. 1. a maximális függvényérték 4;

2. a O-hoz rendelt függvényérték 2;
3. a Ifj-hez rendelt függvényérték O.

Minden másodfokú függvény hozzárendelési szabálya x H a(x - u) 2 + v alak­
ban is megadható. Ezt felhasználva, az 1-3. ismeretek alapján a következőket

mondhatjuk:

- az 1. miatt: v = 4 (a hozzarendelesi szabály x t--+ a(x - u)2 +4 alakú);

- a 2. miatt (v = 4 felhasználásával): au 2 +4 = 2;

- a 3. miatt (v.= 4 felhasználásával): a(lO - U)2 + 4 = O.

Megoldandó tehát a következő egyenletrendszer: au 2 = -2 A a(lD - U)2 + 4 = O.

Az első egyenletból a = -~, amit a második egyenletbe helvettesitve a
u" .,

- -;-(LO - u)2 + 4 = O egyenlethez jutunk. Rendezve: u
2 + 20u - loo = O.

IC

Ennek két valós megoldása van: -lOC,/"2 +1) = -24,142 és lOC)"2 - L) = 4,142.
Feladatunknak csak a pozitiv megoldás felel meg, tehát II = 4,142.
visszahelyerresítéssel kapjuk a értékét. a = -0,117.
A keresett másodfokú függvény hozzarendelesi szabálya tehát így is írható:

X----7 -0,1l7(x - 4,142)2 + 4

Ellenőrzés:

- a függvény maximuma valóban 4 (és ezt kb. 4,142-nél veszi fel);

- a O-hoz rendelt függvényérrék: -0,117 . (-4,142) 2 + 4 = 2,0;

- a ID-hez rendelt függvényértélc -0,117· (lD - 4,142)2 +4 = 0,0,
A kapott értékek tehát valóban megfelelnek.

c) A b)-ben leirtakból következik, hogy a golyó a (4,142; 4) pontban volt a Iegma­
gasabban.

Az origóri átmenő, az x tengelyre szimmetrikus parabolák olyan másodfokú függ­

vények grafikonjai, rnelyeknek hozzárendelési szabálya: x H ax
2

. A C pont koor­

dinátai x == 30, Y = 6; a C pont rajta van a parabolán, tehát a' 302 = 6, innen

II = _1_. A hozzárendelési szabály x 1---7 _1_ x 2 . Értelmezési tartomány: [-30; 30],
150 150

értékkészlet. ro. 6].

a) Mivel a sebességgel egyenesen arányos a K közegellenállási erő kis sebességek
esetén, ezért K = C· v, ahol c egy a testtől, illetve a közegtől függö állandó.

••2 •••

•
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a) hamis (ez a grafikonon is "látszik", de tudjuk is, hogy a harmadfokú polinom­
függvényeknek nincs abszolút szélsőértéke)

b) hamis (van ugyan lokális rninimuma a függvénynek. de azt negatív számnál ve-
szi fel)

e) hamis (a megadott információkból ez semmiképpen nem következik)

d) igaz

e) hamis (hiszen a harmadfokú függvény éltékkészletében minden valós szám ben­
ne van)

f) hamis (a 0,96 eleme az első intervallumnak. de 4,7649 nem eleme a másodiknak)

g) hamis (hiszen d) igaz)

A piros sztnnel jelölt pontok teljesitik
a megadott feltételeket.

2 o

y x= l

-5 -l o _ll
x 5

h

-5

-5 -1 o l x
-,--1

11132.1 a) A megadott abrarólleolvasható, hogy loga4 = L Ebből Q ;= 4 adódik.

Tehát g(x) = log4x, ha x E R+.

b) g(2S) ;= lOg425 = log, 42
.5 ;= 2,5

g( ~3 );= IOg4(~3);= log, 4-3 = -3

g(16- 3
) ;= log416-3 ;= log, 4--{i ;= -ő

y=-3

11133.1 a) A megadott ábráról leolvasható, hogy loga 3 = -1. Ebből a;= l adódik.

Tehát h(x) = log] x, ha x E R+.

y ( J-W
b) h(95 );= log] 95;= log I 310 = log~l! ;=-10

"3 "3 J ,,3

( l j (I' (I' (1,0
h-3 =;}og] ~)=loglI9)=logl -I =;9

27 "327 ]\3 j.3)
(1,-1,8

h(3
j
,8 ) = IOg~ 31

,b = lOg~l3) =; -1,8

e) log I b = -4, ami a logaritmus defiuiciója szerint aztjelenti, hogy

x

g

y

y

-5

o l
-l

-5

x

f

y

}

lr

5

1

-5

,..
7



Átalakítás után: lOK, 2 = Ig2 . Fontos, hogya JO; II szakaszon nem végig konkáv,
19x

lhanem 2 "'" 0, BS-ben tnflexiója van (addig konvex, kinagyitottuk).
e

,
A szöveg szerint AI = 3 . Ao, ezért 3· Au = Au 2

5570
, Ebből 3 = 2

5570
.

Míndkét oldal lO-es alapú logaritmusát veve: Ig3 = 5;70 ·lg 2, vagyis

5570.103
t ~ l '" = 8830 (év). A régészeti lelet 9000 évesnek rnondható.

g2
(Több ok miatt sem lehet a radiokarbon módszerrel löü év pontossággal mémi.)

FÜGGVÉNYTípUSOK

a) A szöveg szerint a kérdezett százaléklábat a 100..1. értéke adja. A felezési idö el-
,i'110 _l,'i~"-' 1 ,_··524

teltével: - = No' 2, 718 -v , vagyis - = 2,7 [8 /... .
2 . 2

Míndkét oldal ID-es alapú jogaritmusát véve: 190,5 = -5,24 . J• . 192,718, vagyis

A= -lgO,S =0,1323 [J...'J.
5,24 ·lg2, 718 '-év

l'/] == l'-io ' 2,71S-0,1323

N, _
- = 0.8161.
lv'u
A radioaktív atomok 12,4%-a bomlik el évente.

b) 1,/" == 1\,'0. 2,71S-0,1323 3, amiből N3 = 2,718-D3969 = 0,6724, azaz a radioak-
- 'No

tiv kobaltatomoknak 32,76%-a bomlik el 3 év alatt.

N
e) A szöveg szerint l'l'~ = 0,8, ezért O,S = 2,71S-

D
,1323

Mindkér oldal tn-cs alapú Jogaritmusát véve: 19 0,8 = -0,1323 . t -Ig 2,718,

. -lg0,S 6 ('vagyts t = = l, 9 ev).
0,1323 -Ig Z,718

A radioaktív kobaltatomok 20%-a 1,69 ev alatt bomlik el.

c) A szöveg szermt '",:' = 0,2, ezért 0,2 = 2,718-
u

,000 l24
1\lI

1-bndkét olda110-es alapú jogaritmusát véve: IgO,2 = -0,000124· t· 19 2,718,
. -lgO,2 9 (é

vagyis t = = 12 80 ev).
. 0,000124 192,718

A radioaktív szénatomok 80%-a 12980 év alatt bomlik el.

b) 16 m--t pontosan a 4. hét végére fed
be. 20 m2_t a 4. és az 5. hét közott ér
el, 40 rns-t a 20 ml-es időpont után
pontosan 1 héttel ér el a lefedettség.

,
hetek

I I I' I

2 :3 456

tbefedett terület, m2

FŰGGVÉNYTípUSOK

aj A szöves szennt No = No 2.718-1.5570, amiből! = 2,718-,t55
7o.

- 2 . ' 2
Mindkét oldal Iü-es alapú logaritmusát véve: 190,5 = -5570 . A. 192,718, vagyis

105 (1'.1.= - g, =124.1O-4 -J
5570.lg2,718' év'

b) 11/]= ,Vo' 2,71S- 0,000 124, amiből :~:: = 2,71S-0
,000124 = 0,99988, azaz a radio­

aktiv szénatomoknak 0,012%-a bomlik el évente.

_].. ., -1 2 3
a)f(-I)=a ;aszovegalappoa =3' azaz a=2:'

[
J"

Tehát f(x) = ~).
,2"

b) R+

f( ( 3" 81 o l 5 ' . .c) 4) = -I = - =.)- > ; a sejtes teaát nem igaz.
\2) 16 16

11135.1 a)

•••
'.7

I
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1·1,

2.jnln1,571'

k

O,5;rro
--,---1,

2

3

x,...--t 2+sinx, .
x f-7 z smx
x H sin2x

1,5;(
---j_-+----+-+-+--+-c-+-~--+~.,

FÜGGVÉNYTípUSOK

a) y(2) = 3 sin (2· 2) =3 sin (4) '" -2,27,

b) 3 = 3 sin (2t), amiből sin(2t) = 1. 2t = ~ + 2kn (k E N).

A keresett időpontok tehát: %+ kn ('" 0,785 + stk: k E N).

_ értelmezési tartománya a valós számok halmaza;
_ értékkészlete az [1; 3J zárt intervallum (tehát korlátos függvény);
_ a függvény periodikus, periódusa Zzr;
- zérushelye nincs;
- nem páros és nem páratlan;

_ marimumhelyek: in + k· 2rr (k E Z), a macimum értéke 3;
2

.. h l l k_ nununum e yck: lJt+ k· 2n ( E Z), a mtnimum értéke 1.

) H
. P 'ld' l . n -./3 l :Ita arrns. e au Slll-=->-=COS-.

3 2 2 3

b
- . j[
) Hamis. sin - = l.

2
c) Igaz. A szinusz definíciójúból adódik.

d) Igaz. A koszinuszfüggvény a JO: n[ tnrervallumon szígorúan monoton csökkenő.

,,5rrn .5rrl--/3 n
e) Hamis. Peldau1 - > -, de SID-:::: - < - = sin->.

6 3 6 2 2 3

b) f(x) - g(x) = 2 + sin e - 2 sinx = 2 - sinx, tehát a következő függvényről van szó:

k: R ---7 R; X H 2 - sin,r
A k függvény grafikonja:

x

X E R függvényeké.

-0,4

t

o 0,2

-0,2

S(4n; O); stb.

X H -} + cos2x

XH -l+cosx
X

x f-7 -l + cos­
2

r
x

FÜGGVÉNYTípUSOK

T

sinx
b) Mivel j'(x) = tgx és a megadott O < x < O,5rrintervallumban tgx = --ocosx, ,

ezért a feladat kijelentése így is írható: (tgx . cos.cl" + cos -x = l, vagy

., 'lE""sm x + cos x = .' z peoig Igaz.

a) A tangensfüggvényről van szó.

a) A kotangensfüggvény graűkonja latható az ábrán.

b) Mivelf(x) = ctgx, ezért a feladatban megadott kifejezés így is írható:

( \ ') (' rnl x ir ,,-.,13 -
4. ctgl- +3.ctg!- +2·ct'" _]=4.1+..).-+2.0=4+".13.

~ 4 I 3 °\2 3
) \ '

b) Igaz a sejtes.
Keressük a cos Zr = cosx egyenlet néhány megoldását és ellenőrizzük, hogy ezek

. x
megoldásm-e pl. a cosx = cos1 egyenletnek.

a) g:

h'

í:

, . ( IT']Azx H -2cosx; XE Res x H-2Sl11 x+ 2/;lll40.!

'1141·1

,o. ,o.

L
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FÜGGVÉNYTípuSOK

~ lxz+4x-3::: 1(x2+2x)-3::: 2f(x+ 1/'-1]-3::: 2(x+ 1)2_ 5
r
' > >--

:'... ' .•..•..

.' j

FÜGGVÉNYTípUSOK

e) A t r--;> 3 sin (2t) függvény periodikus, periódusa n. Ez egyben egy teljes rezgés

periódusideje is.

I
!

3

Ü

j

\~

-3 \ -2 o

\j

=1-0 ' 211 3 {x
2

-2x+3, ha c eo
~ x - x+ ::: ~.

x- -;--2x+3, hax < o

l' }' '" 5b'1l(2J;-4)

-d
o •

, •

~
,
3 4 5 ,

-2

@ l'

_+--;'};jjjJj))lL~
-I Üt 1 2 3 4 5'

Y'" a- 4

Gf ,=~~-4]

~
10- 1 2.-o..-:J I I I I ~
: _10-0 S J;

~

-~

~1-6

aj

[ll47'1 a) v(2)::: 3cos{O,5· 2)::: 3eos(l)::: 1,62.
b) A megadott értékből cos (O,St) :::: -2 adódik, ami lehetetlen. A rezgömozgást vég­

ző test sebessége nem lehet a megadott értékkel egyenlő.
e) A t H cos (O,5t) függvény periodlkus, periódusa 4;(. Ez egyben egy teljes rezgés

periódusideje is.

]71
.70
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- -----------'"

(l1S1~ a) y

y = I'"y --=2)..1_-

'y

o l 2 1-

h)

-3

2

-l O
-l

y

10 x

x

-2

I
I

{
x - 2, hax 2::: 2

x-2
1

""

-(x-2), hax<2

3x-6 3(x-2) {'3, hax > 2

IX-21 = lx-21 = -3,hax<2

3

y

(x ::j:. 2)

3x -6
Y=lx- 21

lxi = {x 2

'2 ha xzO
-x,hax<O

y

x {l. hax>O

lxi = -1, ha x < O

y

o 2 x

x
•
x

372

r

373
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- - - ,,--~; - - <.~-~; - - -.,--.. - - sinx

X-4

, >
3.1F

y

2

o-2n -at

-------------~,~-------

A megadott kifejezés akkor értelmezhető, ha a gyökjel alatti szorz.at két tényezőjé­

nek előjele azonos, vagy az egyik tényező nulla. Számegyenes mentén ábrázolva le­
olvashatjuk, hol történik meg ez.

A keresett halmaz tehát: {sr] u [2n + 2kn; 3rr + 2kn] u [-n - 2kn; -2knJ: k: E N.

Mivel csak pozitiv számoknak van 10­
garitmusa (a log definiciója miatr):

x2_7x+ 13 > O, ez ''ifx E R számra
teljesül.

I {x, ha x 2: O
xI =

-x, hax<O

x 2 - 16 (x-4)(x+4)

lxi-4 -x-4

. (x-4)(x+4)
x 2: O, X':f:- 4 eseten = x-4

x-4

(x-4)(x+4) -" (x-4)(x+4) = 4 x
x < O, X':f:- -4 esetéri - , -

-x-4 -(x+4)

y

4 0,75·

-I O
-1

2 3.5 5 x

Az első és a harmadik függvény képe megegyezik.
•a

y=x 2-7x+12

I
S

y-loG. "

2

y
4

2

y

o
-1

A négyzetgyök miatt

19(x2
- 7x + 13) ;::: O.

(I:=x 2 - 7x + ]3;

Iga 2: O.
Az a 1-+ Iga függvény szigorúan mo­
noron növekedése miatt ez akkor telje­

sül, ha a ;::: 1 =:::} x 2
- 7x + B ;:::1;

x 2 - 7x + 12 ;::: O.

Az ábráról leolvasható, ez az egyenlőt­

lenség akkor teljesül, ha
x :<:; 3 vagy x ;::: 4.

x2, ll:2x

x

l, 4

4

.o,5n

o

y

o
-1

,
-4

=siri,~i= ISllll.;;11
./~, »<r>;

A másodiké pedig:

-2n -Un

y
Tehát az eredeti kifejezés értelmezhe­
tő. hax s; 3 vagy x z 4.

-2 - L5n -0,5:r o 0,5n 1,5" 2,5" x o
-0,25 S x

>74 >7S



+

FÜGGVÉNYTípUSOK FŰGGVÉNYTípUSOK

y y
9

f
g

5

Mivel csak pozitiv számoknak van logartimusuk (a log definciciója miatt), ezért
x-3>0,igyx>3. (1)

Mível egy tőrt nevezője nem lehet O, ezért 19(x - 3) :;t: O, igy 100 :;t: x-3, azaz

x *- 4. (2)
A négyzetgyök értelmezése miarr 16 -.1:: 2: O, így x:e::; 16. (3)
(l), (2) és (3) feltételeket összevetve a kifejezés értelmezhető, ha
x E J3; 4[ u J4: 16].

A P pont akkor és csak akkor van rajta az j'függvény grafikonján, ha a P első koor­
dinátájéhoz tartozó függvényérték a P második koordinátájával egyenlő.

a) a 2
"" 9, ebből a"" 3.

_I O 2 3 x

2

-2

x

x

4 x

3

4

y

o

y

o

-3

x

3 x

b

2

-2 -I O

.-;3

y
3

2

o

3 Y

-I

h

-3

-2 -I

7n

[)

23io- -+11
b) 2sin 2n + n -Sa::=; -ll, ebből 6 ::=; a, igva "" 2.

3 2 5·

c) tga+ctga "" 2, ez csak akkor teljesül, ha tg a > I,
, n
Igya::=; 4 + nrr, n E Z.

d) 3 (a +.!.) "" 6, ebből a+.!. "" 2, csak akkor teljesül, ha a"" 1.
\ a a

2
.t(x) ::=; "3 x -1. Értelmezési tartománya a valós számok halmaza.

g(x) "" x 2 _ 2x + 1 "" (x - 1) 2, Értelmezési tartománya a valós számok halmaza,

hix) = 2x' + 3x = 2[:X + ~r-~6 ] = {x + ~)' : Értelmezési tartománya o

valós szamak halmaza,

() x2_9 "E' lm" , )" k hal ki'a x "" -- ::=; x - ,),rte ezesi tartomanva a va os szamo a maza, veve a
x+3 . .

-3-at,azazR\{-3},

x 3 1
b(x)::=; --o "" -x. Értelmezési tartománya a valós számok halmaza, kivéve a O-t,

2x~ 2
azaz R \ {O},

i)
x2+x-20 (x+S)(x-4) l 4)' ,. ,c x "" ::=; ::=; - (x - . Értelmezési tartománya a valós

2x+ 10 2(x+ 5) 2 -
számok halmaza, kivéve a - 5-öt, azaz R \ {- 5},

-2

37. 377
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a) A megadott tartományon -1 < cos o: < l, rnonoton fogyó, tehát a gyök alatti ki­
fejezés O-ban 25 - 24 = l, majd n-ben 25 - (-24) = = 49 lenne. Mivel négyzet­
győköt kell vonni, ezért l és 7 közé fognak esni az/függvény értékei. Közben
minden értéket felvesz, mert a cos (x is mindent felvesz -l éi> l között. Az.j függ­
vény szigorúan monoton növekvő. Tehát az értékkészlet. ]1; 7[.

Megjegyré«:
Ha o: egy-egy közös kezdőpontú, 3 és 4 egység hosszúságú szakasz közbezárt
szögét jelöli, akkor a koszinusztétel szerint éppen a végpontjaikat összekötő sza­
kasz - mint egy háromszög harmadik oldalának - hosszát kapjuk! segitségével.
Ebből is látszik, hogy 7-nél kisebbnek kell lennie az oldalnak, és ha leljesen ösz­
szecsukódik. akkor lehet l közelében, de l már csak akkor lehetne, ha a közbe­
zárt szög O lenne, amikor nincs már háromszög, és ezt ki is zártuk.

(~AZ (x .....,)- 25 - 24eos (x függvényt kell ábrázolni.
(1) (x ----:l- cos o: alapfüggvény
(2) a -e 24 cos o, nyújtás y tengely mentén.
(3) a d -24cos o: tükrözés (x tengelyre.
(4) o: H 25 - 24cos o: az előző grafikon feltolása y tengely mentén 25 egység­

gel.

p

FŰGGVÉNYTípUSOK

Tehát a feltételt kielégitő függvények:

J; (x) = 2-,1~ - 3

f2(X) =-2,1'";-3
Ellenőrizzük,hogy ezek a függvények valóban teljesítik a feltételt!

(2'\1'; - 3)2 + 6(2"'/;; - 3) = 4x -12-,.1:;:- + 9 + 12,i:;:- -18 = 4x - 9
- ,- "

(-2",ix _3)2 +6(-2;1x -3) =4x + 12...; x + 9 -12...;x -18 = 4x-9

,
9

Rendezzük O-ra az adott egyenletet!,rex) +6·f(x)-4x+ 9 = O

ELj(x)-re egy másodfokú egyen1ct

[
.. J -6±-~136-4(-4x+9) -6±,1~ ,1­

1(x) 1,2 = 2 = 2 =-3::::::2-vx

y
60

50

40

30

20

10

O
-10

-20 .,
-30 t

•

a) A négyzetgyök miatt x - l ~ O, ebből x ~ 1 következik. Ezekre az x-ekre

x 2 _ 1 ~ Oés 2x + 2"./x2 -l ~ O is teljesül. Így a kifejezés értelmezési tartomá­
nya [1; (X>(.

I ~~-'-.', ~-

b) í/2x + 2'\1 x 2 - l - ...,1 x-l::;: 112x+ 2....,I(x + 1)Cx -1) - ...l x -1 =

/' '-------- ~'I' ~ I~ ,---cl ,­=-~l...;x+l+'\Ix~l, -...;x-l=.yx+l+...;x-l-...;x-l=
~ ,------ ,------ ,------

=,lx + 1 + .yx - I - .yx - ] =...;x+l
r-r-r: ~

IMivel a négyzetgyök értéke nemnegatív szám, ezért -..j x + 1 + -..j x -] > O

Vx ~ l esetén.)~==

1
.------------ r-"~ ,------ r-

f(x)=-\2x+2....,lx~-I-...;x-l=...;x+l (x~1)

(Grafikont lásd a következő oldalon!)
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4t'
3-

2-

~t , ,
3 8

-I

~

y"":-Jx+l

15

2 I 2
a '0,I900-2a ,-

a) V =: rem', a cm-ben) (O < a < 15",2)
6

b) AOE derékszögűháromszögben

sin 'p = ~, igym= Iő sin e; a=15-"/2cos({J

15a
2

sinc 5" '2-0 . '( 3)v= =: a Sllltp=L.) smtp-cos 'p cm
3

(Az AE oldaléinek az alaplapra eső merőleges vetülete AD, így az oldaiéi és az
alaplap hajlásszöge EAD 1: = If·)

I

212 OF100°C -~------_

Az ABC háromszög derékszögű,mely­
ben Pitagorasz tétele szerinr:

, , 2
a-+b-=4r,

így (b > Omiatt]:

b=·'/4r2_a2
•

A téglalap rerülete:
I, ~

T=:ab=a"IJ4r~-a-.

, I o ry
Természetesen: T = b'V4r- - tr ,

tennészetes fogyás

ezrelékben

a) Természetes szaporodás; 1949; 1960; 1970; 1980.
Természetes fogyás: 1990; 1991; 1992; 1993; 1994; 1995; 1996; 1997; 1998.

b) 1949-ben a természetes szaporodás 9,2 ezrelék, azaz 1000 emberre +9,2 fő ~

10 millió lakos esetén 9,2 . 10 OOO = 92 OOO fő (növekedés).
1998-ban a természeles fogyás 13,9 - 9,6 = 4,3 ezrelék ee 43 OOO fő (fogyás).

c)

20

10

,
1949

,
1960

,
1970

,
1980

,
1990

,
1998

,
év 100 Egyenlő

részre van osztva
180 egyenlő

részre van osztva

A szabályos négyoldalú gúla alaplapja
négyzet, és E csúcsának az alaplapra
eső merőleges vetülete a négyzet O kö­
zéppontja. Így EOA háromszög derék­
szögű, melyben Pitagorasz tétele

,(a{lJ" ,szerint: m- + -- = 15-.
2

Ebből, mivel tn > O:
1 I ~

tn = -,1900-2a"'.
2

T ·m
A gúla térfogata V = alap

3

A

E

c

E

m

o

a) Jelöljük a Celsius fokot c-vel, a Fahrenheitben mért fokotj-fel.
f = 1,8c+32

5J -160
c=

9
5·90-160 QC=32,2'Cb)90"F= 9

c) 20 "C = 1,8 . 20 + 32 "F = 68 "F

.ao ,.,

7
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~H~J,o~6,L~U~~Ö,A~C,P~S,I~KS~Ú,T~Ü,A~C,

L~O,Á~D,L~O,K~N,O~Ó,Z~B,U~Ű,N~Ö,K~~,ez~
a szőveg: .Jőoöcs kú üccdonőbűön."

b) Bonyolultabb: például más permutáció, nem ciklikus. Mai számítógépekkel eze­
ket könnyű fejteni, sokkal ravaszabbakat alkalmaznak, de ez túlmegy a megol­
dáskötet keretein. Sok lehetőség van. Egy példa, amivel Sándor Mátyás küldött
titkos üzeneteket, hogy egy négyzetlapból bizonyos négyzeteket kivágva kapunk
egy rácsot. A szöveget úgy rendezzük el, hogy ebbe a rácsba írjuk, a hiányzó ele­
meket pedig kitöltjük tetszőlegesen más betűkkel. Így egy teljesen kaotikusnak
tűnő betűhalmaz keletkezik, amelynek csak bízonyos jól meghatározott elemeit
kell összeolvasni. de hogy melyiker, azt csak az tudja, aki réjön a rácsra.

l
a) Az elso csövön keresztül l óra alatt a tartály "5 része telik meg, csak a második

l
csövön keresztül l óra alatt a tartály --ed része telik meg. Egyszerre míndkét

x
,- l "] )

csövön keresztül l óra alatt a tartály l-=- + - -ed része telik meg, az egész pedig
J x

(l l Jy óra alatt telik meg, igy y - +- = l.
\,5 x

Ebből y =~= S(5+x)-25 = 5- 25 .
5+x 5+x 5+x

3 3
b) Ha x =1 S, }':::: 3"4' tehát 3"4 óra alatt telik meg ekkor a két csövön keresztül a

tartály.

c) 'y
5-

4-

3-

2-

l-

I
_[ O 5
-1-

15

'5
J' 5

5+x
oee s zo

20 x

a) 1,8.10 8 ·1,06° :::: 1,8· 1O~, azaz száznyolcvanmiüíó forint.

b) Bármelyik két egymást követő évben az elért bevételek hányadosa 1,06, tehát
évente 6o/c-kal nőtt a bevétel.

c) Megoldandó az 1,8.10 8.1,06 1
2:': 2.10 8 egyenlőtlenség. Ez ekvivalens az

l u, I iből Ig l.Ll 1811,06 2:':: l, II egyenlotlensegge , ami o t 2:': 19 L06 ==, •

A kezdő évct (t = O)követő második év októberében már elérték a 200 rmlhó fo­

rintos bevételt.

[11731 a) 8,3.10 7 ·0,97° = 8,3 .107,aza:t.nyolcvanhárommillió forint.

b) Bármely két egymást követő évben az önkölrségek hányadosa 0,97, tehát évente
3%-kal csökkent az önköltség.

c) Megoldandó a 8,3 . 10 7 .0,97 1 :s; 7,5 . 10 7 egyenlőtlenség. Ez ekvivalens a

0,97 1
~ 0,90 egyenlőtlenséggel. amiből t· IgO,97 ~ IgO,90, vagyis

t 2:': IgO,9~ = 3,33 (negativ számmal osztottuk az egyenlőtlenség mindkét olda-
IgO,91

láL).
A kezdő évet (t :::: O) követő negyedik év végére 75 millió forint alá csökkent az

önköltség.

ro km
al 2358 ~ (majdnem 8500 h)·

b) t'lII"X:::: 2,303·2500·lg5 = 4024 ~ (majdnem 14500 ~).

~IA szöveg alapján: v :::: const . LI

'--" V = const 1+ const- . 19(m()) (zérushelye mv)'
v :::: const} - const, . Ig (m,) (zérushelye mo),

tehát sorrendben a o) a) e) grafikonole szemléltetik az összefüggéseket (mind­
egyik konstans pozitiv).

a) Odecibel, illelve 60 decibel.

b) 130 = 10 ·,gí~" 'I, ebből ~ = 10 13
.

\ 10- ~ J 10-'~

A motorzaj objektív hangerőssége tehát 10 13_szorosa (tízezer milliárdszorosa) a
halk suttogásénak.

1.2

L

1.1
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7. (hónap)6.5.4.

Fizetett kamat

3.2.I.

.... ,
'it' j

, ,

lL
.

III ,
" ~,~fttt . ."~ ','"

T(ike törlesztésére
(Fl)

12500

12 OOO

11500

11000

10500

10 OOO

b)

Használt összeg Kamatra Tőketartozásra Törlesztés után maradt

1. 82400 I 648 11084 71 316

o 71 316 "1426 II 306 60010..
~

60010 1 200 II 532 48479
-' .

4. 48479 970 11762 36716

5. 36716 734 II 998 24718

6. 24718 494 12238 12481

7. 12481 250 12482 O

11175.1* a) A kezelési díjjal együtt tartozásunk 82 400 Ft,

Használt összeg Kamatra Tőketartozásra Törlesztés után maradt

I. 80 OOO 1600 10 761 69239

o 69239 1 385 10 976 58263..
3. 58263 1 165 II 196 47067

4. 47067 941 II 420 35647.
5. 35647 713 11648 "3999

6. 23999 480 t l 881 12 U8..
7. 12118 242 12 119 O

, ,

~..

4. 5. 6. 7.
(hónap)

3.2.I.

(Ft)
1800~-------------~

1600

1400

1200

1000

800

600

400

200

O

11177.1 a) Igen, a grafikon szerint 5 év után kb. 3,2 millió forintja lesz,

b) A kamatláb megállapításához a nagyobb pontosság elérése érdekében hosszabb
időtartamor érdemes választani. PI. 10 év után a grafikon szerint 5,2 millió fo­

rintra számíthatunk. Ezért 2· x 10 = 5,2, amiből (x > O miatt) x = 1,100, vagyis
kb. évi lO%-os kamatos kamatot igér a cég.

c) A másik cég 10 év után 2.1,14 5 . 1,05 5
= 4,91 rnillió forintot fizet ki, ezért az

első ajánlat kedvezőbb.

7.
L,---I (hónap)

6.s43.

A fennálló tartozások nagysága
b)

(Ft)
80 OOO

70 OOO

60 OOO

SO OOO

40 OOO

30 OOO

20 OOO

10 OOO

O
I. 2.

11176-1* a)

.84 .BS

z .
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dec.nov.aug. szept. okt.maj. jún. júl.
hónap

feb, marc. ápr.jan.

<

"] 1,10

1,05

1,00

0.95+-c->-cc~~~-~~~~-~~-~-~~-

1,15

~180J a)

Egyébcikkok, Szolgáltat",ok
ilzcmatlyagok

Ekln,iszerek SZ~Sles italok, RuhOzkod:ísi Ta:ló, fogya.'zlá>i Hánar... i
doil,,"y,ir~k cikkek cikkek üergi"

15%

11178.1 '"".----------------------,

Egyéb cikkek, lizem,myagClk
H'i,%%

Hizta:1á,i en",g-ia
3,89%

Elelmi,z",á
27,11i')0

I
I Sze,zes iUok, d"há~yá.:ll;;

~,91%

Tartil, fogyaSl:<Ísi cikkek
5,~O%

b) Igen.

c) Nem.
Ha pl. egy bizonyos fajta árut 1997 novemberében 100 Ft-os egységáron. 1997
decemberében 104 Ft-os egységáron lehetett kapni, akkor ugyanezért az áruért
1998. megfelelő hónapjában 107,5 Ft-ot. illetve 110,2 Ft-ot kellett fizetni (ha a
táblázatban megadott értékek érvényesek erre az árufajtára).
Ha 1997 decemberében az átlagos árszint minden árufajta tekintetében a fenti
példához hasonlóan magasabb volt, mint 1997 novemberében, akkor 1998 de­
cemberében átlagosan drágábban vásároltunk, mint 1998 novemberében.

b) 6, l %-kal.

c) 1,061 '" 0,962, tehát 96.2%-a a májusi árindexnek a decemberi.
1,103 '-

l!i79., a) 1998, január 1.029

1998. február 1,045

1998. március [,061

1998. április [.077

1998. május 1.103

1998. június 1,102

1998. július 1.075

1998. augusztus 1,055

1998. szeptember 1,056

1998. október 1.058

1998. november 1,059

1998. december 1.061

a) 1980.
A közúton szállított árumennyiség a vasúton szálltton árumennyiségnek a
47,4%-a.
A vízen szállitatt árumennyiség a vasúton szállitott árumennyiségnek a 34,2%-a.
A csővezetéken szállitott árumennyiség a vasúton szállított árumennyiségnek a
15,8%-a.

]990.
A közúton szállított árumennyiség a vasúton szállított árumennyiségnek a
36.6%-a.
A vízen szállított árumennyiség a vasúton szállított árumennyiségnek a 90%-a.
A csővezetéken szállitott árumennyiség a vasúton szállított árumennyiségnek a
23,3%-a.

1998.
A közúton szallitort árumennyiség a vasúton szállított árumennyiségnek a 164%-a.
A vizen szállított árumennyiség a vasúton szállított árumennyiségnek a 18%-a.
A csővezetéken szállitott árumennyiség a vasúton szállított árumennyiségnek az
59%-a.

,.. '.7
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:::::::::J iparés építőipar

::::=J mezőgazdaság

_ egyébtermelőágazat

I111III lakosság
Im kommunális és egyéb fogyasztak

-
: 1980 1990 1998_- - - .',

(%) n (90) (0) (90) (")

ipar és építőipar 52 187 43 155 37 -~
mezőgazdaság 8,3 30 7 25 3 .u.-
egyéb termelőágazat 6,4 23 5 18 3 II

lakosság 24 86 33 119 38 f-~
kommunális és egyéb fogy. 9,3 I 34 12 43 19 68

~ A főbb Iogyaszrók részesedése az összes energiafelhasználásból

y
I

60
%

50 közúti

40

30 vasúti

20
A csővezetéken

in
vizi

O
1980 1990 1998

1980,' 1990 1998

vasút 51 40 29
-

kÖZ1Jt 24 15 48
--- -

viz 17 34 5

cső 8 11 18

FÜGGVÉNYTípUSOK

b) Az áruszállítás megoszlása (árutonna-kilométer alapján 90-ban)

1980 1990 1997

kg/fő , n kg/fő (") kg/fő (0)
'-----_._~

cukor 38 30 38 31 39 37

burgonya 60 48 60 49 62 58-
húsrélék 70 57 70 57 61 57

liszt ll2 91 105 85 : 81 78
--

tej, tejtermékek (vaj nélkül) 165 134 l70 138 "137 130

,1182.1 Főbb élelmiszerek egy főre jutó rogyasztása

1980

D cukor
D burgonya
_ hústétek
_ liszt

E.ZiJJ tej, tejtermékek (vaj nelkul)

1997

1990 11184.1 A háztartási kiadások megoszlása (1997)

(") (90)

élelmiszerek 68 19

italok, dohányáruk 30 8

ruházkodás! cikkek 17 5
-

tartós fogyasztási cikkek 22 6

fűtés, háztartási energia '" ! __...6.--,
egyéb iparcikkek 52 15

szolgáltatások 148 41

3•• 3••
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r· C[)~ae /~---

// f!

K .-\- A
'-,--é

. sin

vonni, hogy az AT(a) rávolsagot megkapjuk. Így tehát ha A pont az origó, akkor a

T( a) pont kcordinátéja: 'Ii (' - Cr. cos ul + r . sin o: - \lTfi - / lesz, ahol az időtől
való függés az IX = wf kifejezésen keresztül keriil a képletbe.

r--------
l

FÜGGVÉNYTípuSOK

9 súly eserén: 2 mérés kelJ;
10 súly esetén: 3 mérés kell;
11 súly esetén: 3 rnérés kell.

b) Ha a szemre egyforma súlyok száma n, és 3 k_ l < II ::; 3 k, akkor a szükséges mé­

rések száma éppen k (k E N+), amint ezt pl. teljes indukcióval igazolhatjuk.
Az a) részben láttuk, hogy az állitás igaz k == l esetén (azaz 1 < n ::;; 3 esetén).
Ha valamely rögzített k esetében már tudjuk, hogy tetszőleges n számu

(3k-l < rt::; 3
K

) súly közül k mérésset kiválasztható a nehezebb súly (de k-nál
kevesebb mérés nem biztos hogy elég), akkor a következőképpen okoskodhatunk.

Ha 3 k < n ::;; 3 k +1, akkor osszuk három csoportba a súlyokat. Ha II = 3m alakú,
akkor mindegyik csoportban !ll darab súly legyen, ha fl == 3m - l alakú, akkor az
első két csoportban m darab, a harmadik csoportban m _ 1 darab, ha pedig
n == 3m - 2 alakú, akkor az első két csoportban m darab, a harmadik csoportban

m - 2 darab súly legyen. Mindegyik esetben igaz, hogy 3 k-! < m ::; 3 k, hiszen
hl

lső b "<3 3k isik ké b d- 3kt-]az e so eset en m::= - _ -- == ,a masr .et eset en pe 19 az III > e te-
3 3

- ből .,k+! <3 k- 1 'j isből d- 3'-"'d - ) hves o rt > .) , az m _ . te tevés o pe 19 n < _ dUO na, atüj rnost e e-
tetlen.

Egy méréssel eldönthetjük, hogy a három Csoport közül melyikben van a nehe­
zebb súly: tegyük a kétkarú mérleg egy-egyserpenyőjébeaz első két csoport sú­
lyait (tehát mindkét serpenyőjébeugyanannyi súly kerül), Ha a mérleg kibillen,
akkor a nehezebb oldal súlyai között van a hibás, ha egyensúlyban van, akkor a
harmadik csoportban van a hibás.

(~ Kezdetben, ha t == O akkor 1 a O " ~
ban van A~ el ", kas , ,pont, egyebkent ez K-tól éppen 'Il f2 _ r 2 távolság_

.' so sza aszon, amig egy negvedkön a-' kar......, .
ge, A tavolodik, majd utána közelebb les~ K-h ,.~~,.:>tesz a ~orhoz ro,gzltett ve­
Iebh kerül, majd ismét távolodva éri j ,. i B Sot, a k~z,det1 Opontnál is köze­
lévő végponljába mutato sugár o: szoe

g
a,zt ,~Jrab' zr ke,n fehnlll?k: ha a kar körön

- - al e zar e - az abra szenni ru"'''jrranny , akkor igaz lesz a knr középpon'J'ától 'd" '.,. -"a . ggo eges
. ". a ru vegpontjal jelző Tta) pontia-

terJ,?do szakasz hosszára, hogy r· sin IX + rf2 _ r. . 2 "..:>
elso tag az ábra szerinti KM szakasz h v ,~,cos a). -va! egyenlo, hIszen az
romszögben felirható Pitagorasz_tétel~~i?':d~:;s~d,~~Pjedl.g a PMr"deréks~ögű há-

h I , rv rve nu a kezdo pontkent az A
pontot vettük, amelynek távolsága a kőr K kÖzéppoll!]-.-!O-)' ~I~ j

"r. -r, s eztekell

a) 2 súiy esczén:
3 súly eserén:
4 súly esetén:

J mérés kell;
1 mérés kell;
2 mérés kell;

,..
,.,
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Míndkér esetben, az első mérést követően, az indukciós feltevés szerint k mérés

elegendő a legfeljebb 3 k (de 3 k -I-nél több) darab súly közül a hibás súly biztos
kiválasztásához. összesen tehát k + 1 mérés.
Ezzel beláttuk, hogy k + l méréssel biztosan kiválasztható az n számú súly közül

a nehezebb abban az esetben is, ha 3k < n S 3k +:
Már csak azt kell belátni, hogy k -+- l-nél kevesebb mérés nem minden esetben
elegendő.

Ha a mérleg ket serpenyőjébenem egyenlő számu súlyokat teszünk, akkor a mér­
leg egyensúlyából vagy kibillenéséből semmilyen következtetést nem tudunk le­
vonni a nehezebb súly helyére vonatkozóan, tehát a mérleg két serpenyőjébe

mindig egyenllő számú súlyt kell helyeznünk. Ilyen módon mtnden mérésnél há­
rom csoportot hozunk létre: az első két csoportban a mérlcg két serpenyőjében

levő súlyok vannak (mindkét csoportban ugyanannyi), a harmadik csoportban
pedig a maradék súlyole (ez a CSOPOlt állhat Odb-ból is). Bárhogyan is csoporto­
sítjuk három részre a súlyokat. mindig lesz olyan csoport, amelyikben legalább
n , ~'-l ft It_
- darab súlv van (ahol..lK < - S 3' ).3 _. 3

A legelső mérés kimenetele mindig lehet olyan, amiből az következik, hogy egy
n

legalább 3 darab súlyt tartalmazó csoportban van a hibás súly. Ez megtörténhet

akár wen, mert a mérleg két serpenyőjébekét, egyenlő szémú, egyenként leg­
n

alább 3 darab súlyt tartalmazó csoport került és a mérleg kibillent, akár azért,

mert a két serpenyőbe egyenként'; darabnál kevesebb, egyenlő számu súly ke­
o

rüh ugyan, ám a mérleg egyensúlyban maradt, ezért a harmadik, ; darabnál
o

több súlyt tartalmazó csoportban van a hibás. Ha ez utóbbi csoport 3 k -nál több
súlyt tartalmaz, akkor további mérés, illetve mérések lehetnek szükségesek ah­

hoz, hogy a hibás súlyt biztosan tartalmazó csoport elemszamát a J3k-I; 3kJ inter­
vallumban lévő egész számra tudjuk leszoritaní. A legelső mérést követően tehát
rnindig előfordulhat, hogy - az indukciós feltevés szerint - még legalább k mérés­
re van szükség a nehezebb súly kiválasztásához. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy
legfeljebb k mérés nem elegendő minden esetben a hibás súly megtalálásához.

Beláttuk tehát, hogy ha 3 1c < n ;:; 3 1c
+ I, akkor k -'-- I (megfelelően végrehajtott)

méréssel mindig megtalálható a nehezebb súly, ennél kevesebb mérés eseten
azonban nincs olyan eljárás, amelyik minden esetben a hibás súly megtalálásat
eredményezné. Ezzel a teljes indukciós bizonyítás befejeződott.

Téljünk rá eredeti állításunk bizonyítására. Feltesszük, hogy 3k-l < n <3 k. A
teljes indukcióval bizonyítattak szerint ekkor azt kell belátnunk, hogy a megadott
j'függvény lJ-hez tartozó helyettesitési értéke éppen e-val lesz egyenlő.

• 92
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FŰGGVÉNYTípUSOK

Mivel3 k- 1 < n < 3\ és egész számokról van szó, ezért

/- l l I k l '1" h" h3'- + - S; n - - S; 3 - - nYI van Igaz. te at Igaz, ogy

2 2 (2 1) '1) ',1)
k-l;= logo 3k

-
1 < log, 3k

-
1 + ~ ,,; IOgl[ n - - ,,; lag3l3K - - < log, 31c

;= k.
., o. 2 '2 2-

Ebből: k-l <lOg:{n-~J< k, ezért [log3(n-l)];= k-l es igy

fen) ;= k- 1 + 1 ;= k, amint állirottuk.

.9 •
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3.2. Függvénytranszformációk cJ

-3

y d)
15

y

a) (O; -1) tengelypontú parabola. A nonnálparabolát előbb függölegesen három­
szorosra nyújtjuk, majd egy egységgel függőlegeselllefeléeltoljuk.

- , -h) x" -12x+ 3ű = (x-6) -36 + 30 = (x c. ő}" -6.

(6; -6) tengelyporitu parabola. A normálparabolát 6 egységgel jobbra és 6 egy­
séggellefelé eltoljuk.

e) x 2+6x_6
0= {x+3)2_ 9_ 6 = (x+ 3)2_ 15.

(-3; -15) tengelypontú parabola. A nonnálparabolát 3 egységgel balra és 15
egységgel lefelé eltoljuk.

2 ~ ~ ~
d) 2x + 6x+ 8 = 2(x~ + 3x+4) = 2(x+ 1,5)- -2,25 +4) = 2(x+ 1,5)· + 3,5.

(-1,5; 3,5) tengelyponrú parabola. A normálparabolát előbb függőlegesen két­
szeresre nyújtjuk, majd Lf egységgel balra és 3,5 egységgel felfelé eltoljuk.

_I O
-I

-6

x

Y==2x
2+6x+8

8

a)
'y

9 b) ty
9

-2 'I I j •
x

-15

a) 3x
2

- 3x == 3 (x
2
-x) == 3 ((x- 0,5)2 - 025) == 3(x _ 0,5)2 _ 0,75.

(0,5; -0,75) tengelypontú parabola. A normálparabojár előbb függőlegesen há­
romszorosra nyújtjuk. majd 0,5 egységgel jobbra és 0,75 egységgel lefelé eltol­
juk.

b) _2x
2 + 4x + 16 ==: _2(x2 - 2x- 8) == -2((x _1)2 _ 1 _ 8) ==: _2(x_l)2 + 18.

(1; 18) tengelypontú parabola. A nonnálparabolát előbb függőlegesenkétszeres­
re nyújtjuk. az x tengelyre tükrözzük, majd! egységgel jobbra és 18 egységgel
felfelé eltoljuk.

c) 0,5x
2+x_2

== O,5(x
2+2x_4)

==: 0,5 ((x + 1)2_] -4) "" 0,5(x+ 1)2_ 2,5.
(-l; -2,5) tengelypontú parabola. A normálparabelát előbb függölegesen félsze­
resre összenyomjuk. majd I egységgel balra és 2,5 egységgel lefelé eltoljuk.

55-

I-
G

-4 4 x O 8 9 x-I -I
c2

-6t
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x

.r5

j

Igil

!
, I, ,
V
I
I'

/ I

\,\, 5 J,

\
\ 1

b)

-5

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 dl 1 2 3 4-q

,
\
\

\
\~
, /4
\ II 3

" ,~,j,

'.7

I

I

a)fl(x) = Xl -'7 h(x) = (x_3)2 -'7 f(x) = (X_3)2_ 2.
A transzformációs lépések az ábráról is leolvashatók:

azf, függvény képének eltolása (3; O) vektorral. majd (O; -2) vektorral.
[(4)=-1; [(2)=-1.

b) g;(x) = x 2 --;. g2(x) =: (X_3)2 -'7 g(x) =: -(x- 3)2,
Az ábráról is 1eolvasható transzformációs lépések:

a gl függvény képének eltolása (3; O) vektorral, majd tükrözés az x tengelyre.
g(4) = -1; g(2) = -1.

al ',

\\
\1

A hozzárendelési szabályok:

f: x ri x 2
; ,

g; X M (x + 31 ';
h: x H (X_2)2.

-2

4

3

ly

16

18

-3 2 -1 ()

y=-2,'+4x+!6 t

'"1

51

1-

b)

,..

!

_1 0 1 2 x
-I-

t
cl l'y==O,5x2+x-2

10-

l
:1

-4 ,
, ,
=;+

a)

•
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a) A négyzetgyökfüggvény félparubolájár 2 egységgel lefelé tolj uk.

b) A négyzetgyökfüggvény félparaboléját 2 egységgel jobbra toljuk.

c) A négyzetgyökfüggvény félparabolajár függőlegesen kétszeresre nyújtjuk.

ct) A négyzetgyökfügg,,:~ny félparabolaját vízszintesen félszeresre összenyomjuk.

vagy függőlegesen .,j2-szeresre nyújtjuk.

bl r
,I~..~. " lj 0000 00 -

I-~~
I '-------------;., , , • -

y

FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

al r !
T

30;-

2- f, iz
1-

_I o 4 x
-1-

.fj(X) = -vr; ----7 .f2(X) = -.lx - 3 ----'J f(x) = ~-.lx - 3.

Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések:
azf, függvény görbejének eltolása (3; O) vektorral, majd az ordinaták zsugorítása
[
- -szeresre.
2

f(x) ~ 1, ha x e 7.

T
I

,-­
y=-vx-2

23456789 x

r

3

2

_1 0
-I

b)

d)

x84_1 0
-I

-2

a) JY

c) v

5
y = 2>1'; 4 3

3 2

2 f

_I o
-I

5 x -1 O
-I

5
,
9 x

-I O
-1

3 7 10 lS x

r. -- --
a) .fl (x) = >IX ----7 f2(x) = ,,/x - 4 --o> f(x) = 2,,/x - 4.

Az ábráról is leolvasható lépések

azf] függény görbejének eltolása (4; O) vektorral. majd az ordinaták z-szeresre
nyújtása.

I _ ~ ~--

b) gl(x) = v x ----7 g2(x) = -ix -4 ----'J g(x) = v2(x -4).
Az ábráról is leolvasható lépések:

a 31 függvény görbejének eltolása (4; O)vektorral. majd az ordinaták -/i-szeres­
re nyújtása.

I~ l I . 1 I
a) .fi (x) = "" x --o> f2 (x) = 2. 'Jx --7 j (x) = '2 \I x-2.

Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések:
azfl függvény grafikonjának összenyomása a felére az abszcissza tengelyre me­
rőlegesen.majd eltolás (O; -2) vektorral.

~ ~ re
b) gl(x) = -J.x ----'J g2(X)= -,Ix ----'J g(x) = -"\iX +1.

Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések:

a gj függvény képének tükrözése az x tengelyre, majd eltolás (O; l) vektorral.

"8 ,..
• d
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xII 12

------------

g

6 8

h

2 3

,
-1 O

-1

A hozzárendelési szabályok:
r-r-r

g:xf-7-vx-2~
~

h:Xf-7"11x+1.

,

ybJty,

f,
o 2"[ h
'T,

-I O 5
-I x

-2 f

a)

A h grafikonját tükrözve az y tengelyre kapjuk azf grafikonját.

f graftkonját x tengely menrén l-gyel jobbra tolva kapjuk a k(x) = -VI_X --:-1 függ­
vény grafikonját.
A k függvény grafikonját az x rengelyre merölegesen harmadára összenyomjuk.

1~
kapjuk a g(x) = 3"11-x + l függvény grafikonját.

a) 11(x) = 'Vr;; ---7 .f2(X) = )x-3 ---7 f(x) = -v'x - 3 - 1.
Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések:
az!1 függvény képének eltolása (3; O) vektorral, majd (O; -1) vektorral.
A-2 függvényértéket nem veszi fel, mert a négyzetgyökfüggvény minimumér­
tékeO és 0-1>-2

b)g:(x) = -Vr;; ---7 g2(X) = "/x-3 ---783 = -"/~"""" g(x) =-'\1\-3 +2.
Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések:
a gl függvény képének eltolása (3; O)vektorral, majd tükrözés az x tengelyre, vé­
gül eltolás (O; 2) vektorral.
A-2 függvényértéket az x = 19 helyen veszi fel.

1198.'

-16

i

-9 -4

y

S
4
J
2

-I 4

,
!

-2

2 fl

1
h

O 4
-1

i

x

2

1

o

g,

g

g

I I I I I

·15 -8

'y

5­
4
3

-~~-__ 2
l:

-3 -l

-2

4 9 x

400 40'

,. •



'v
i

FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

a) lu abszolútérték-függvény grafikonját 2 egységgel lefelé tolj uk.

b) Az. abszolútérték-függvény grafikonját 2 egységgel jobbra toljuk.

e) Az. abszolútérték-függvény grafikonját függőlegesenkétszeresre nyújtjuk.

ct) Az abszolútérték-függvény grafikonját vízszintesen félszeresre összenyomjuk.
vagy függőlegesen kétszeresre nyújtjuk - ezért ez az előző ábraval azonos.

lx' -25 1'(X-5)(X+5) ~5
f(xJ~" _ ~\ 5' ~"x+

~ X-J x-

a) Transzformációs lépések: fl (x) = Ix I -e f2(x) = Ix + 21 -e f(x) := Ix + 21- 3.
Az y := Ix I grafikon eltolása vl(-2; O) vektorral. majd eltolás a V2(0; -3) vek­

tarral.

b) Transzformációs lépések: gl(X):= lxi ~ 82(X) = ]x+2] -e g(x):= -lx+21
Az y = Ix l grafikon eltolása v(-2; O) vektorral, majd tükrözése az x tenge1yre.

x4

y

8

e), ct)

x

}' == lx-21

y

f

x ~ -5; x"* 5

s

b)

o

1-

r
sJ

y

-5

y=lxl-2

a)

2 x

2

o 1 2 x

A függvényele a-2 függvényértéket azokon a helyeken veszik fel, amelyek az aláb­
bi egyenletek megoldásai:

aj Ix + 21- 3 ~ -Z =? Ix + ZI~ L
Hax+ 2 ~ O, azaz x z -2, akkor x+ 2 = 1, ebből x = -1. Ez megfelel a felté­
telnek.
Hax+2 < O, azazx < -2, akkorx-t Z = -1, ebbölx = -3. Ez is megfelel a fel­
tételnek.
Tehát a függvény a -2 értéket a -3 és a -1 helyen veszi fel.

bJ-lx+zl~-2 =? Ix+21~2.
Ha x + 2;:::: O, azaz x z -2, akkor x + 2:= 2. Ebből x := O. Ez a feltételnek meg­
felel.
Ha x + 2 < O, azazx < -2, akkor x + 2 := -2. Ebből x := -4. Ez is megfelel a fel­
tételnek.
Tehát a függvény a -2 értéket a O és a -4 helyen veszi fel.

402 40'
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g

b)

t'
l)'=0 __

x-2

-1 2 x

t

lj'

31
JI. ,

/\
li \~ ~
;/ -I 'f- x

i/

/
/
l'

/
,/

x

l
y=o--2

x

y

A hozzarendelést szabályok:

g,xf-c'-21xl=-llxL
h:XH-2Ixl+3.

o
-1

~~_~-2

t

a)

a) A nonnál hiperbolát 2 egységgel lefelé tolj uk.

b) A normál hiperbolár 2 egységgel jobbra toljuk.

c) A normál biperöolát függőlegesen kétszeresre nyújtjuk.

cl) A normál hiperbolát vízszintesen félszeresre összenyomjuk vagy függőlegesen
félszeresre összenyomjuk.

x

x

}' =-2

y

o

2 '-

T

-2

-2

g

- -4

x

•

y=-2

b)

f

J

2

2

--:3 -2 --:1 O
'-1

-5

a)

4

y

a) A transzfonnáció lépései:

. . I I II I j,lJ(X) = ,x ---712(x)=-;:;x ---+/(x)=::;-,xl-4.

Az ábráról is leolvash:tó az y =: Ix Ig;aiikon pontjai ordinátéinak zsugorítása a
felére, majd veD; -4) vektorral való eltolás.

b) A transzformáció lépései:

gj(x)=lxl'----t gz(x)=-Ix!-----t g(x)=-lxl+4.

Az ábráról is leolvasható az y == Ix I grafikon tükrözése az x tengelyre, majd
v(O; 4) vektorral való eltolasa.

a) h)

,,,'i:

404
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c) d)

,
y== ­. ,

y

1
y==­

'x

a) A transzfonnáció lépései:

il(x) == sinx --7 f2(X):= sin(x -:- ~n) --7 f(x) == lSin( x + ln).
Az ábráról is leolvasható: a színuszfüggvény grafikonjának eltolása

vektorral, majd az ordlnátak zsugorítása a felére.

o.'OiSn
'x

-1.5li'-_..->'--_'' -l

xox

a) A sainuszfüggvény képét 2 egységgel lefelé toljuk.

b) A színuszfüggvény képét 2 egységgel jobbra toljuk.

c) A színuszfüggvény képét függőlegesenkétszeresre nyújtjuk.

d) A szinuszfüggvény képét vízszintesen félszeresre összenyomjuk.

a)

-zx

b) • y
31

I
2-T-

l l' l '1 l
Megjegyzés: -sínlx+-1ri==-COSX

2 \. 2) 2
Ha ezt az átalakítást alkalmazzuk, akkor a transzformáció egyetlen lépésből áll a
koszinuszfiiggvény görbejének ordinátáit zsugorítjuk a felére.

b) A transzformáció lépései:

81 (x) == sin x --7 g2(X) == sinC"\: -ln) --7 g(x) == lSin(x -l.;r}
Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések: a szíuuszfüggvény görbejének

eltolása v(ln; oJ vektorral, majd az ordinatak zsugorítása a felére.

y.

M ' . 1. l' "'] 1 . formácic ).. k '. egjegyzcs: 2sm x- 2 == -"2cosx, ezert a transz ormaeros epese szama

. 1
csökkenthető: g. (x) == -2cosx jelöléssel.

A transzformációs lépések:
• • ~ l

gl (x) == cosr c-s 82(X) == -cosx....,. g (x) == -"2cosx.

y == sinb:

-I

-3
-2

d)
y

c)

400 407
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Megjegyzés: ha figyelembe vesszük, hogy -2 sin x - l = -(2 sin.e + 1) alakban is ü­
ható, itt felcserélhető az eltolás (amelynek iránya az elöbbivel ellentétes) és a tük­
rözés sorrendje.

3? 'Az abrakról leolvasható, hogy l(x) =-l eserén x ="2lf+ _nIT, ahol n egesz szám,

illetve g(x) = -1 eserén x = kn, ahol k egész szám.
Ellenőrizhetjük a leolvasás helyességer (tulajdonképpen a transzformáció helyes­
ségét is), ha figyelembe vesszük, hogy a fenti értékek a 2 sin r + 1 = -c l , illetve
_ 2 sin x - 1 = - 1 egyenletek megoldásaként is adódnak.

11209.1 a).fl(x) = sln,e -e h(x) = -sinx -e ,h,(x) = -2sinx -e f(x) =-2sin2x.
Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések: a szmuszfüggvérry képének
tükrözése az x tengelyre, majd az ordináták növelése kétszeresére (nyújtás), vé­
gül felére zsugoritás az x tengely irányában.
Megjegyzés: itt a transzformációs lépések felcserélhetők,de ez általaban nem igaz.

a) fl (x) = sin x -e h(x) = 2sinx ---j f(x) = 2SllX+ l.
Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések: II sainuszfüggvény ordinatát­
nak növelése kétszeresére (nyújtás), majd eltolása a(O; 1) vektorral.

b) gl(x) = sinx -e g2(X) = 2sinx -e g3(x) = -2sinx -e g(x) = -2sinx-1.
Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések: II sainuszfüggvény ordinatái­
nak növelése kétszeresére (nyújtás), majd tükrözés az x tengelyre, végül eltolás
vto, -1) vektorral.

• y

40.

r

'1208.:
--'

l
a) fi (x) = cos x -e f~C"() = cos 2x -e f(x) = "2 cos 2x.

Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések: a koszinuszfüggvény képét
felére zsugorttjuk az x tengely mentén, majd az ordinátakat zsugorírjuk a felére,

l ,l l
b) gr(x) = cos x -e g2(x) = cos-

2
x -e g(x) = -;:; cos-r x.

" ~

Az ábráról is leolvasható rranszforméciós lépések: a koszinuszfüggvény képének
nyújtása kétszeresére az x tengely irányában, majd az ordinaták zsugorítása a fe-
lére. '
Megjegyzés: itt a transzformációs lépések felcserélhetők,de ez általában nem igaz,

40.

Il!
I



FŰGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

b) 81 (x) = sin x ---7 g2 (x) = -sinx ---7 g3(X) = -2 sio x ---7 g(x) = -2sinl x.

Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések: a színuszfüggvény képének
tükrözése az x rengelyre, majd az ordinatak növelése kétszeresére (nyújtás), vé­
gül kétszeresre nyújtás az x tengely irányában.
Megjegyzés: itt a transzformációs lépések sorrendje felcserélhető.

y

SJT
x 2 = 6+nlt k, II E Z.

5n
2x 2 = 3 + 2nJT;illetve

illetve
ff

XI = "6 + kJT,

ff
Zx, = - +Zkn,

" 3

A-2 cos 2x = - l egyenlet megoldásából megállapítható, hogy az ffüggvény hol
l

veszi fel a-l értéket. cos 2x = :2

a) fl (x) = COSX ---7 h(x) = -cosx ---7 !lex) = -2cosx ---7 fCx) = -2cos2x.
Az ábráról is leolvasható transzformációs lépések: a koszmuszfüggvény gratr­
konjának tükrözése az x tengelyre, majd az ordinaták nyújtása a kétszeresére, vé­
gűl x tengely irányú felére zsugorítás.

'x .,

2~. 2,5n _/1
l, /
'-..j

llff
2x 2 = ti + 2nlt;

lb
z., =--+nn k, nEZ.

- 12
illetve

illetve
7lt

2x I = 6 + 2k1l:,

7ff
Xl = 12 +kn,

Azf függvény az 1 értéket ott veszi fel, ahol -2sin 2r = 1.
Innen:

l,
'\

•}

Azt a helyet, ahol a g függvény az 1 értéket veszi fel megállapíthatjuk a

2 ' l l l ld' 'b' . 1 I-' sm - x = egyen et mega asa oL SlO - x = --
2 2 2

l 7-:r l l l zr
-x =-+2kn -x~. =--+2nn,'
216' 2-6

7n l ln
Xl =3+4klt, X2 =-3-+4nJr k. nEZ.

l
b) 31(x) = cos x ---7 g2(x) = -cosx ---7 g3(x) = -2cosx ---7 g(x) == -2cos:2 x.

Az abráról is leolvasható transzformációs lépések: a kosztnuszfüggvény grafi­
konjának tükrözése az x tengelyre, majd az ordínárák nyújtása kétszeresére, vé­
gül x tengely irányú kétszeresre való nyújtás.

'\:'2,5. xl"'" .i":':'<"""-:/
: "l. : /

.--------_. --
,

2-

-2

410 411
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FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

•

1
A -2 COS "2 x == -[ egyenlet megoldásából megállapítható, hogya g függvén}' a

I I
-} értéket hol veszi fel. cos - x == -

2 2

el v bl
9

y

g(x) == sin.e

81 (x) == sin(x + %} a g függvény grafikonját x tengely mentén ; -ral balra toljuk.

, ) ,

82 Cx) == 2 sinl x + ~ ; a gl függvény grafikonját y tengely mentcn 2-szeresrc nyújt-

juk.

f(x) == 2 sin(x + ~) -1; a g2 függvény grafikonját y tengely mentén l-gyel lefelé

toljuk.

] ;r
-x == -+ 2kn2 I 3 '

2n
xl =:3 + 4k:r,

illetve

illetve

1 Sn
- x·, == - + Znn:
2" 3 '

JOn
x., =--+4mT

- 3 k, n E Z.

cl

2

_[ O 1 2
-I

27 Y

2 -1 O
-I

2 x

-2t
-3t

1121.;] a) Mlvel 3 x mindíg pozitív, az abszolútértéke önmaga.

b) Az x 1---7 3
x

grafikonjának I. síknegyedbeli részét tükröznünk kell az y tengelyra.

c) Ez a konstans x H 27 függvény.

412

b

15

6

3

o

IUB.I a) Az x H 2 x függvény képét 2 egységgel lefelé tolj uk.

- Ib) Az x H 2 x függvény képét 2 egységgel jobbra toljuk. (Mivel 2x-~ =="4' 2"', ez

ugyanaz, mlntha az eredeti függvény képét függőlegesen összenyomnánk a ne­
gyedére.)

c) Az x H 2J: függvény képét függőlegesen kétszeresre nyújtjuk.

(Mivel 2· 2 -' "" 2X+ l, ez ugyanaz, mintha az eredeti függvény képét eltolnánk
balra l egységgel.)

d) Az x H 2x függvény képét vizsaintesen felére összenyomjuk.

413



FÜC;C;VÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

T
FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

':

aj

8

y bJ

8

y a)/i(x) = 3x
---é> f(x) = 3-'-1.

Az ábráról is leolvasható transzformációs lépes: azfi függvény képének eltolása
(O: - 1) vektorral.

b) g] (x) = log l X ---é> g(x) = log] (x -1).
- -
3 3

Az ábráról is leolvasható transzformációs lépés: a gl függvény képének eltolása
(l; O) vektorral.

a) Az x H log 2X függvény képét 2 egységgel lefelé toljuk.

b) Az x H log 2 x függvény képét 2 egységgel jobbra tolj uk.

c) Az x H log 2X függvény képét függőlegesen kétszeresre nyújtjuk.

d) Az x H log 2X függvény képét vízszintesen félszeresre összenyomjuk.

4 4

2 2

l

O 2 3 x -1 O 2 3 4
-1 -I

,
2 2

-3 -3

cJ y dJ y

y == 2. 2x

8

ze
Y == 2

11215·1

4

a)

a) y

y

x

b)

-1 O
-]

bJ

y

y

4

-I O 2 x

.,.

o x

z

-I O
-I

4

.15

2

l

_1 0
-1

l 2 3

y==log2(x-2)

x

aa'l



FŰCiGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

'i,
I'

"I.".

l!3iiJ a) lex) = log , (x - 3), b) g(x);;= log2(x-3)

I

I

168

2

2 4

'y
4
3
2

h) g(x) = 1 -e log s x

ox -1

-2
-3

4
3
2
1

-4 :'.-8

y

4
3

2
1

-16

e) Mivel log 3 3x = log 3 3 + log 3 X = 1 + log 3 X, ez azonos a g függvénnyel.

[12:18.] a)f(x);;= log2lx l,

'~217] a)f(x) = log j x

y

8

}' == log2 2x

4

5-'-
I

-1 a

J) ~y

8 9 .x

y

6

5

4

3

2

l

8

7

_I O 2 3 4
-1

-2
-]

-4

-5

c)

y y

o 3 4 7 11 x a 3 4 7 11 x

bl gCx) = Ilog,x I

8 Y

7
6
5
4
3
2
1 x

-2-1 1 2 4 8 16

e) Mivel ~ log} x 2
;;= *. 21og1 lxl= lagzixi, ezért ez megegyezik az a) esettel.

4'.

I
L

4'7



li

I'",il!
1'1"
II

il,

~

xH-yx-3
c-­

xH-v3+x

" ' d R "1' IIx H "Jx~, mert mm en x Ecseten ex = X.

b)O;!;2

x ri -2[xl
1

g: XH'2 lx- 21
h: xHl2+xl

FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

a) i: x H 3
2

g: xH--x+2
3
3

h: xH--x-3
2

és x H O (az abszcisszatengely).
Mmdegyik esetben lehet R az értelmezési tartomány.

b) A trapéz f-re illeszkedő csúcsainak abszctsszáit a -l x-3 = 3, illetve a

7 3
--=-x+2 = 3 egyenlet megoldása adja: -4, illetvie A trapéz rövidebbik

3 2
. 5

5
)+-- 45

, 7 3
alapja ezért '2' területe tehat 2" = 4'

11229·1 f
g:

h:

11227.1 t x c-+ Ixl- 4

g: xHlx+z'1
It: XH 1X-3!

147
25 .

a)f:XHx+4
g:x'--72
h: x --7 -2x+ 7

4.5·3 27
b) T~ -'-~-

2 4

a) x H -21:+6

b) A g függvény hozzarendelési szabálya x H - 1~ x-2. A két egyenes metszés-

.. k l 'i k dína ... 2 6 10 , " 9pontjana e so oor inatajar a - x + = - - x + ~ egyenlet megoldasa adja: -.
9 2

Ez egyben a háromszög ordinatatengelyre illeszkedő, 4 hosszúságú oldalához
tartozó magassága is. A háromszög területe ezért pontosan 9.

2
A megadott függvény - 2-hez, illetve 4-hez tartozó helyetresttési értéke -'1' illetve

8 hát ct 'k .. " . 1 .. kh 2 , 8-3' te a a ere szogu trapez a apjama ossza 3 es 3'
2 8
-+-

A trapéz területe: ~. 6 = 10.
2

" Oh d l f" , , 'k 27 f . 'h l ' 6 27 O.'-l. - oz ren e t üggvenyertc - -, a uggvenv zerus e vet a - - x - - =8 . ~ 5 8

l ld
' , . 45

egyen et mega asaval kapjuk: - -,
16

1 27 45 1215
A háromszög területe tehát: -. -. - = --

2 8 16 256

FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

A derékszögű trapéz alapjainak hossza a megadott függvény l-hez, illetve 4-hez

, h l ' , i érték 61 'Il 124tartozo e yettesuesr érte e: 35' l, etve 35 .

61 124
-+-- 111

, 'l "I t 35 35. 3 ---,.'-l. trapez eru e ie:
2 14

O h d 1 f , . 'k 14 f . , h l' 2 14 OA - oz ren e t uggvenyerte T s' a uggveny zerus e yer a -"3 x + "5 =

1 ld
' , ,21

egyen et mega asaval kapjuk: '""5'
.... ,l 14 21

Aharomszög terulete tehát ::;. -r .-5
~ ,

418
41.
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FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

11230.1 a)f:xH lx), xER

b) g: x '-7 Ix + 21, x E R

1 ,
a)xH"2(x-2t
, l ,2 25

b)-'(-5) ~-
2 2

c) A grafikonrólleolvasható, hogya-I-hez és az 5-höz rendel4,5-et a függvény.
Behelyettesitéssel meggyőződhetünk,hogy ezek valóban meg is felelnek.

Megjegyzés: algebrai úton az l (x - 2)2 = 4,5 egyenlet megoldásával kaphatjuk

meg a keresett számokat.

,
a)xH4-x-

b)4_4 2 =-12

c) Az ] -hez és a -] -hez,

1
1233.1 r. XH1X+2

1 2
g: x H-X

4

A grafikonok alapján megállapítható, hogy az j'függvény hozzárendelési szabálya

x H (x- 2)2, a g függvénye x H l.. Xl.

f(~)=gm "f(4)=g(4) 4

I
Az értéktáblázat a g-hez tartozik, hiszen g(IOO) ="4 1002 =2500, ITÚg

tUOO) = 982 = 9604,

A grafikonok alapján megállapítható, hogy azf függvény hozzárendelési szabálya

l( l)' f " 1 2XH"2 X+. ,ag uggvenye XH"8X,

( 2' (2)f(-2) = g(-2)" fl-,]j = g -] ,

1
Az értéktáblázat az j-hez tartozik, hiszen f(-101);;::"2 WOl = 5000, mig

1
g( -101) = "8' (-101)2 ;;:: 1275,125,

420

FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

~236J a) F X~[U

gc X~[U

11237,1 [: x~[zr

"' x~[Ho'

nhe XH -
,2

l123s,1 F x '-7 2 x

2
gc X '-7-

X

he X '-7 log t X
-
2

11239,1 fc x~~Ür
l 3

gc XH-'X
3
l

2'he XH-'
3

11240~: a) f: x H log] x

[l)'g: xH -
2
2

h: x H-­
x

b) fel) = O; fm ~-3

421
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FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

11241.) a) 1: x H _~r-;
O' X H 'tl--;;O'

h: x H 19x

FÜCiCiVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

í t (ro)

1,005 t
b)fés g zérushelye a O, h zérushelye az l.

11242.1 A függvény grafikonjának egyenlete yZ == 25 _x 2, ahol y :2: O.

Az egyenlet másképpcnx
2 +y2 == 25, ezért a grafikon egy origó közóppontú, 5 egy­

. . félki A . l h' 25nseg sugaru e or szinezett tem et te at __
2

1,00

0.995

jelenti.

11243.: a)f: xH3, xER T* ("Fl

(millió Ft)

122

20

100

I I
12

so

s

ro 20 30-30 -20-lO

o

-58

562 OOO

82 OOO

(Ft)

a) Az árkülönbözet 14,5 - 8 =: 6,5 míllió Ft. Be kell fizetnünk 2000 Ft kezelési
költséget, továbbá az első 4 millió után 2%-ot (ez újabb ~O OOO Ft), valamint még
a fennmaradó 2,5 millió után 6%-ot (amí 150 OOO Ft). Igy összesen 232 OOO Ft
lesz az étirés teljes költsége.

b) Az ábrázoláshoz vegyük figyelembe, hogy 8 millióig csak kezelési költség van,
tehát 2000 Ft a fizetendő összeg. 8 milliótól12 millíóig:

2000 + (x- 8.10 6
) ·0,02 =: O,02x- 158 OOO fizetendő;

míg 12 milliótól a kért 20 millióig:
2000 + 80 000+ (x-ll· 10 6

) -0,06 =: O,Ü6x-638 OOO.
Lásd a mellékelr grafikont!

{

2000' ha O:::;: x':; g.106

i(x) = O,02x -158 OOO, ha 8 .10 6 < x ~ 1,2.107

0,06x-638 OOO, ha 1,2_10 7 < x ~ 2.107

X E J- "-2: ,,-r
2L

l
x ~-tgx2 •

xH2sinx
.e r-e cos z.a

. o
x,~sJnx-.:..

b) g:

XHcosx+2
xH-2cosx

. x
X HSlllZ-

Ha áttérunk Fahrenheit-fokokra, akkor először nézzük meg a határokat:

DoC == 32"Fés l "C == 180 OF == 9 OF == 180F.
lOD 5 •

Ekkor -50 "C == 32 "F - 50·1,8 "F =: -58 OF, mfg 50 'C =: 122 oF.

Tehát a határok: -58 OF < T* < 122 "F. Azt kell még megkeresni, hogy r'-ból ho-

T' -32 .gyan lehet megkapni T-t, merr azt kell beírni a képletbe. T =: lesz az al-
U

alakítasi képlet, erre teljesül, hogy T* =: 212 OF esetén T=: 100 "C, és T* == 32 OF
eseten T == O"C; mível lineáris az összefüggés, csak ilyen alakú lehet. Ezzel a képlet
- l b . h l 8 18 9. .

Ingye em e veve, ogy , == 10 == S' arninek a reciproka kell, mert a nevezőben

, 5a·Ro '(T' -32) .
van): t(T ) == f.o --,-- - alaku lesz. Bein-a a megadott paramétereket:

9

"(T') -- l + _5_'I~O_-'_'ó:-(T_'_-~3",2) ah l h' T' Fah h' b . " 'kl{ , o te at a ren eit en mert hömérsé etet9

[1244'1 t:
g:
h:

[l;45.j f
g:

h:

422
4lJ



*

b) Ha linearitást feltetelezünk az egyes időpontok között, akkor:
f(t) = 9+2(t-8),ha8:::; i « 12,
f(t) = 17 + 0,5 (t -12), ha 12 < t:::; 16.

c)

il
I,

,,
I

III

Toyota
Porsche

2 4 6 8 10 12 \4 16 18 t (s)

FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

20

o

120

100

80

60

40

Látszik, hogy a hiba 2% alatt van mindenhol, a harmadik es az utolsó ket hiba a

legkisebb, a legnagyobb eltérés a 6· 10 5 értéknel van, ahol majdnem 2%-ot elérő
eltérés adódik. Mindenhol századszázalek pontossággal számoltunk.

b) Válasszuk ki például az első, a negyedik és a tizedik pontot. Azaz Xl = 10
5

,

X2 =4· 105 ; X3 =10 6, A megadott függvény értéke ezekben a pontokban (cgy
tizedesre kerekítve) rendre: 100,8; 145,3; 179,8. Foglaljuk táblázatba a többi
adattal együtt, innen bármelyik ellenőrizhető:

Legnyomás (Pa) 10' 2· 10"' 3· 105 4 105

" 10s6·lOs 7 10 5 8, lOs 9. 10 5 10'

Mért forrás-
100 12[ 134 144 152 159 165 1TJ 176 179

pont (OC)

Becslés \00,8 119,0 133,6 145,3 154,6 [62,\ 168,1 \72,9 176./ 179,8

Hiba %-ban +0,80 -1.62 -0,27 +0,9J + 1.74 + 1,96 +1,87 + 1.10 .,.0,40 +0,42

(1250.] a)

•

12 16 20 24

12 16 20 24

8

8

;(

-- -- ------------ -- -.

4

4

•

FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

TCC)

20
18
16
14

12
10

8

6
4
2

20
18
16
14

12
10

8
6
4

2

_+_~_~-4_-+_~_~-:x(óra)

_-+_-+_~-_i_-_+_-~-_+_-1x (óra)

11248.1 a)

i
i

"

Idő (t) s O 5,1 7,9 12,1 18,0

Sebesség (v)
km O 60 80 ]00 120-
h

Sebesség (v) fi O 16,67 22,22 27,78 33,33
s

, -I v) m 2,81 2,30 1,85Atlagos gyorsulás a = ---;
52

i 3,27

b) Tovota Corolla 1,6DX

p (Pa)

10, J05

•
- -iD•

5·HP

••

11249;1 a) T("C)

200
180
160
140
120
100

SO
60
40
20

424 42<
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FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK FÜGGVÉNYTRANSZFORMÁCIÓK

Porsche 9285 ~253J a) T(C)

90

58 •
37 •
24 _ I •
JS,.) r •
10 •, , , ,

o S 10 15 20 25 t (perc)

9,0

120

3,70

33,33

6,7

10080

5,0

60

3,5

4,76 4,44 4,14

16,67 22,22 27,78

o
o

o

S b
' km

. e esseg (u) ­
h

Sebesség (v) m
s

, ( v' mÁtlagos gyorsulás a=;- I ­
t) S2

j Idő (t) S

b) Az első pont alapján: a = 90, ebből és a második pontból 58 = 90· 1O-
5

1? , ahon­

nan b"" 0,038163; a harmadik pont adatából: 37 = 90· lD-lOb, ahonnan

b=; 0,038604; a negyedik pontból: 24 = 90· 1O-15b ahonnan b =; 0,038269; az

őtödik pontból: 15,5 = 90· 1O-20b ahonnan b = 0,038196; és végül a hatodik

pontból: 10 = 90· lO-zsh ahonnan b =; 0,038170. Az eltérő értékek miatt lehet
például átlagos b-vel számolni: ekkor b = 0,038280 adódik - meglehet, ponto­
san nem illeszkednek a pontok erre az exponenciális görbére.

c) Az átlagos b-vel vett görbét ábrázoljuk. ami csak a kezdőpontra illeszkedik pon­

tosan. TCt) = 90.10- 0,038281

jT (OC)

!~~
E'~
30 "-------20______.Trt) = 90 . lO-umm,

10 ---

9 •
,,

<;1 •
•

36

90 -------r------78 0-

58 ~

a) Öt szakaszon kell külön megadni a hozzárendelési szabályt.

{

36,haO<m530
58, ha 30 < m ::; 100

f(x) = 78, ha 100 < m S 350
90, ha 350 < m S 500

121, ha 500 < m S 600 (= 0,6 kg)
Ez egy lépcsős függvény.

b) ár(Ft)

121

Tőmegínrervallum Cg) [O; 20) ]20; 100] ]100; 250] ]50; 1000] ]1000; ~[

Á, (Ft) 36 240 550 2050 3130

o 5 10 15 20 25 I (perc)

30 100 350 500 600 fil (g)

a) Ha a befolyó p-szeres teljesítménnyel müködik, akkor nem 8 perc alatt, hanem
1kád

annál lassabban tölti meg a kádat. A maximális teljesítmény --, Ha a telje­
S perc

, ' P kád k 8 idő al lik kád (O l]' IIsttrneny ---, a kor - l o att te 1 T meg a a . Azaz a ; mterva umon
8 perc p

értelmezett p H ~ függvényt kell ábrázolni, amelynek a grafikonju egy hiper­
p

bola ív.

4'. 427
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! (s)

y (cm)

8
t =-

p

b) A pillanatnyi sebesség számértéke a megadott görbe adott pontbeli érintőjének

meredeksége. Azt kell tehát megnézni, hogy ez hol a Iegmeredekebb, illetve a leg­
laposabb. Valahol 2 és 3 perc között látszik a Iegmeredekebbnek. Ott kb. 0,5 km-t

tesz meg 1 perc alatt, tehát 30 km körüli a maximális sebesség. Leglaposabb 8
h

és 9 perc, illetve 14 és 15 perc között. Ekkor max. 200 métert tesz meg a grafikon
, km km

szerint, tehát a sebesség 0,2 -,- = 12 -
mm h

km km
Mondhatjuk tehát, hogy 12 h és 30 h közötti a sebessége ebben a 15 perc-

ben az ábra alapján.

a) Be kell helyettesíteni a megadott képletbe t helyére az 5, 10, 15 és 20 számokat,
felhasználva, hogy l\'o = 10 OOO; K = 100 OOO és a = 0,5.

, 100000 ' lOOOO
Adódik: N(5) = o = 78 049, hasonlóan kapjuk:

lOOOO + (100000-jooon: o.s-
iV(lO) = 99 129; N(15) = 99973 és N(20) = 99999 értékeket.
Látható, hogy gyorsan telítődik a létszám, a K az elérhető maximum, és ezt már
kb. 20 év alatt el is éri a populáció létszáma,

.:};~AZ ábrázolás előtt egyszerűsítsüka törtet 10 OOO-re1:

N(t) = 100000 100000 = 100000. _2'_ =100000 _ 900000
l+(lO-l).OS 1+9·T1 21+9 21+9

Ezt a [O; 20] intervalluman az ábra szerint ábrázolhatjuk.

p0,5ol

8-'-

Ha negyed annyira terítjük ki, akkor az uj amplitúdó a megadott 2 cm-nek a negye­

de 0,5 cm. Ha a rugó négyszer olyan erős, azaz D * = 4D, akkor az új (i;* = 2úJ lesz.
Azaz a függvény periódusa a felére, lokális szélsőértékei a negyedére csökkennek.

b) Ha 12 perc alatt ürül ki a tele kád, akkor - ha mind a befolyó, mind a lefolyó ma­

• '<1' k "l lal 1 l, lik kád k 'xtmaus apacitássa megy - perc' att "8 - 12 resze te l . meg a a na ,amI

éppen 2~ -ed rész. Tehát az üres kád - a befolyó és a lefolyó maximális kapaci­

tású használata mellett - 24 perc alatt telik meg teljesen.

0,5

l,

létszám (fő)

]00000·

64 OOO

-1
47058

30769

a) Az ábráról leolvasható, hogy 15 perc alatt összesen 5 km-t tett meg a kerékparos.
Ekkor az átlagsebessége a teljes megtett út és a hozzá szükséges idő hányadosa,

azaz _5_ = 20 (km I.
0,25 lh)

18 182
10000

o 5 10 15 20 t (év)

428 429
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( ,'"
2100-rc pedig: 11/(2] (HJ - 1960) = iV(140) = 6.108 l + 4 ·1,518J =

= 6·J08.(1 +4'1,5 7
,8) = 6.10 8 . (1 +4·23,42) =

= 6.10 8.94,68 = 568,1 . 10 8 = 5,7.10 10
.

ct) A népesedésfüggvény nem korlátos az idő növekedtével. Az exponen~iális f~gg­

vény egyik fontos tulajdonsága is alátámasztja ezt, ugyanis ha egy ilyen ~u.gg­

vény alapja nagyobb mint 1 (ebben az esetben kb. 1,02; azaz ha csak egy picivel
is, de nagyobb), akkor ez a függvény felülről nem korlátos a [O; .=) .interval1~~­

ban. Mivel a Föld kapacitésai végesek, ez a növekedési modell biztosan nem rrja
le jól a népesség tényleges növekedését.

Megjegyzés:
A két időpontra tehát a modell 19, illetve 57 milliárdot jósol az emberiség létsza­
mául. (Utóbbi majdnem Iü-szercsc az 1996-os értéknek. A pontosabb demográ­
fiai számirások szerint ez nem valósztnü.)

c) Az egyes lépéseket az áttekinthetőség miatt nem ábrazoltuk.
(l) l, S'

I (év)
I •

150
,

100

(2) I -18,O
,

-

(3) 4 ·1, sIg

t
-

(4) 1+4'1,518

IV (rnilliűrd fő)

60

50

40

30

20

lO-
S-

, ,
10 50

, ,
Zc" - c = 1,96c- - 1,12e + 0,16 egyenlethez jutunk.

Ezt O-rarendezve, majd mindkét oldalt Q,04-dal elosztva a e 2 + 3e _ 4 = Oegyen­
letet kapjuk. Ennek megoldásai az 1 és a-4.
Mivel az l-et kizártuk, egyetlen lehetőség maradt: c = -4.

Visszahelyettcsítéssel: K = 3· ~O~ =6 IO~ és la) =; 1~ll = 1,02278 adódik.

Eredeti egyenletrendszerünket mindkét lehetséges rendezett számhármas kielé­
gíti, a feladat szövegéből viszont a > °olvasható ki, ezért csak egy lehetőség van
a megadott képletben szereplö állandók megválasztéséra: a = 1,02278, c = -4
és K = 6.10 8.

b) A fent kapott értékeker beheiyetresirve az N(t) ~ 6 .!O8. (1 + 4. J,sli<) képletet

kapjuk, ahol a t az 1960 óta eitell évek számátjelőli.

( ~,'

Ekkor 2050-re: N(2050-1960) = N(90) = 6.108 . 1+ 4·I,S18 1 =;, ,
=:; 6 .10

8
. (1 + 4 . 1,S5) = 6· 10 8 . (l + 4 . 7,59375) =

= 6.10
8.31,375 = 188,25.10 8 = 1,9.10 10 adódik.

C12S8:1 a) Tekintsük 1oőü-at a vizsgálat kezdeti időpontjának, annak érdekében, hogy egyen­
leteink a legegyszerűbbek legyenek.
Ekkor rendre f j =; O, lz. =; 1978 -1960 = 18, t3 =; 1996 -1960 = 36 adódik,
mcly t értékekre felírva a modellt, három egyenletet kapunk:

(I) N(O) = K(1-e· a(~) = KO-c) = 3.10 9,

üt a c "* 1 kikötés megtehető, ellenkező esetben ez az egyenlet semmilyen K-ra
nem teliesülhetne, hisz a bal oldal minden esetben O lenne,

(II) lV(18)=K(1_c·a IS)=4,2·10 9

(III) 1'\,'(36) = K(1_.:;-.a 36) = 6.10 9

3.109

r-ből K = --, amit a II-be és a III-ba beírva, majd a törtet eltávolitva a kö­
J-c

vetkező egyenletrendszerhez jutunk:

I~cal~ =; l.40 -C)} GQ18 =; 1.4c-0.4'1
36 - - - ; ez ekvivalens a '6 _ _ JegyenIetrendszerrel

l-ca =;2(1-c) ca" =2c-1

Az első egyenlet rntudkét oldalát négyzetre emelve, a második egyenlet mindkét
oldalát c-vel megszorozva:

c
2

0
36

=; 1,96e
2

-1,12C+0, 16l ."
"6 _ ~ , amíből ac-a- =;2e--c

430 431
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3.3. Függvénytulajdonságok, -vizsgálat

-----~

Ennek alapján

a) a függvény értékkészlete: {1: 2; 3; 4; 6};

b) a függvény minimuma L maximuma 6; minimumhelye 1, maximumhelye 12;

c) a függvénynek nincs zérushelye.

Táblázatba foglaljuk az értékpárokat.

Az adott kifejezés minden valós számon értelmezhető. A függvény értékkészlete
szintén R. A függvény páratlan, hiszen 'd x E D-re -cc E D és fe-x) = -f(x).

A függvény zérushelyei az x~ -x = Oegyenletból.

szorzauá alakítás (x(x 2
- 1) =: x(x + I)(x - 1)) után: -1, Oés 1.

szám 1 2 I 3 4 5 6 7 8 I 9 10 J 1 12

pozitiv oszlóinak száma 1 2 ! 2 3 2 , 4 2 4 I 3 4 2 6

bJ

r 11261.1
y=lil~'-l 1=1""1-1

1_

4 x o 4 xo

a) A negyzetgyökfűggveny grafikonját 1 egységgel lejjebb toljuk ('Vr;; - 1), majd e
grafikon x tengely alatti részét tükrözzük az x tengelyre.

b) A 'l/r;; definiciója miatt ez ugyanaz, mint az x H 'Vr;; -1 képe, lásd előző pont.
~

e) Az x H '1/ x-I grafikonját (ez a négyzetgyökfüggvény grafikonjának jobbra
egy egységgel való eltolása) tükrözzük az y tengelyre.

a) ~y

Ol

y=J~I-1 l
e) Racionális törtfüggvenyeknek (köztük a fordított arányosságoknak), pl. x H -,

x

(d)[O;I[
.-..7

C;:;cJ'{-3:-')'-1- O' l' o- 3' 4' 5- 6' 7[
~ , -, ",-,""

2x -3
XH-~_.

x+)

ol [-3; 7J b) rO; 7]

a) Lineáris (konstans vagy elsőfokú) függvénynek. pl. x H 2; x H 5x - l.

b) Másodfokú függvénynek. pl. x H x 2
; X H 2x

2
- 8x + l.

A másodfokú függvény általános alakja:

xl--->- axi wbx v c (e se O)

a) Nincs ilyen másodfokú függvény.
A másodfokú függvény értékkészlete J-oc; aj tipusú (A, B, C grafikonok) vagy
[b: +oc[ tipusú (D, E, F grafikonok). ezért nem lehet egyenlő a ]0; +=[ interval­

Iummal.

,
5

2

-2 -1 O-5

432 4>3
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"

,

!

5

f

4

lJ

I I

g

2 3

,
-I

,((x)=x-1

g(x) = x + 2

•

0-----_

-2

lJ

:[
:t

, , , o , •
-5 -4 -3 2 -l 0j 1

=n

x -1
b) ---~Ü

x+2

x

g

I I

4 5
I I

2 3

f

f(x)=x+3

g(x)=x-l

a megoldás -----4--,~-+,-~--~-•
-3 -2 -1

~r
3-,-

. ,It G-+-~~­
-3 -2 -I O-r-l

=~+
-J t

-3 3 -I O

• •
< o

• o

Az értelmezési tartomany tehát: J-x>; -l[ L- [l; +""'[

x - L _~=--_~_~_~_~__
--;::0 I
x+2 -:-
számláló
nev,;::ző

tört

I I
-5 -4

x+3
a) -- ~ O

x -,

c) AI. értelmczési tartomány: J-l; +""'1.
Zérushelyek: a) -3; b) I; c) nincs.

Megjegvrés:
A feladat megoldható úgy is, hogy a gyök alatti tört számlálóját és nevezőjét kti­
jön-külön függvényként ábrázoljuk. A képről leolvasható, hogy mcly x értékekre
lesz egyszerre pozitiv, illetőleg mely x értékekre lesz egyszerre negativ. Ehhez
még hozzá kell venni a számláló zérushelyét (ha az a nevezőnek nem zérushelye).

_--o

Az ábrákrólleolvasható, hogy az értelmezési tartomány az a), illetve b) feladatban:
]_=; -3] u]l; -'--""'L illetve 1-=; -2l u [1; +00[.

o
I I I
~3 -2 -I

•

,
O

---------"

I I I

---'3 -2 -1

------

c

b)pLxH-x2+4 (e eset)

c) pl. x H x 2
- 6 (D eset)

y

Értelmezési tartományok: A négyzetgyökfüggvény értelmezési tartománya a nem
negatív val.ás számok halmaza. A tört ncvczője nem lehet nulla. Törtfüggvény akkor
nem negativ, ha a nevező pozitiv és a számláló nem negativ, vagy ha a nevező ne­
gativ es a számláló nem pozitív.
a) x + 3 ::s; O és x - l < 0, vagy x + 3 ;::. O és x - 1 > 0,

azaz x ::s; -3 és x < 1. vagy azaz x ;::. -3 és.c > l
Egyszerre akkor teljesül, ha Egyszerre akkor teljesül. ha
x c; -3. x> 1. _.

Tehát az értelmezési tartomány: ]_00; -3] u J]; +=[

Mindezt számegyenesen szemlélterve:

a) pl. x H -2 vagy X H _x2 _ 1

b) pl. x H X
2; vagy x H (x_I)4

c)pLxH(x-3)2- 100

11267.' A négyzetgyökfüggvény a nem negativ számokra van értelmezve, a tört nevezöje
nem lehet nulla, aszinuszfüggvény mindcn valós számra, a logaritmusfüggvény
csak a pozitív számokra értelmezett. Ezért az értelmezési tartományok:

aj {XE Rlx2':O Ax-:t:-I};

b) {XE Rlx * kn, ahol k EO Z);

cl lx E R Ix > O A X * l}.

,
O

x-I;::' Oé8X+2 > 0,
azaz: x z I ésr > -2.
Egyszerre akkor teljesül,
hax e L

,
-2 -1

vazvc.
vagy

vagy

a megoldás --,~-~-~-~-~-~
-3

b) x-l ::s; Oés x + 2 < 0,
axaxx s; l ésx<-2.
Egyszerre akkor teljesül,
hax<-2.
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A tört zérus, ha a számláló zérus, de a nevező nem, tehát a függvények zérushelyeí:

a) nincs, mcrt a számlálónak nincs zérushelye;

h) a zérushely -2;

c) nincs, mert a számláló és nevező zérushelye azonos.

3
A - kifejezés nincs értelmezve a nevező zérushelyén. az x = Ohelyen, tehát az ér­

x
telmezési tartománya az R \ {O}.

A _4_ kifejezés nincs értelmezve a nevező zérushelyén. az x = -1 helyen, tehát
x+l -

az értelmezési tartomany az R \ {- l}.

Másik rnegoldás:
A (vj-gal jelölt tört előjelvizsgálatálaz egyes "tényezők" előjelének vizsgálatára ve­
zetjük vissza.
A tört pontosan akkor negativ, ha a benne szereplő tényezők körött a negatív "té­
nyezők" száma páratlan (**).

Szemlélerescn:

x-3
Ezt egy oldalra rendezzük és közös nevezőrehozzuk: < O. *

x(x + l)
A tört pontosan akkor negatív, ha a számláló és a nevező különböző előjelű.

[x-3>OAx(x+I)<Oj v [X-3<OAX(X+l»O]

azaz [x > 3 A -1 < x < ü] v [x < 3 A (x < -I v O < x)

~

g

i

345

e

2 3 4 S

2-5 -, -3 ,
-1 Ut-1·

-2

~i-5

r
4

3

2

l

-5 -4 -3 -2- _1 8

-1
-2

-3-'

-4+

a) A valós számok halmazárt értelmezett folytonos függvényre igaz, hogy ha egy
helyen monoton növőből monoton csökkenövé vált, akkor ott lokális maxímum­
helye van. Egy másodfokú függvényesetén pedig tudjuk, hogy legfeljebb egy 10-

a) jfüggvény értékkészlete a páros természetes számok halmaza,
g függvény értékkészlete a racionális számok halmaza.

b) Azfés g függvényele egy-egyértelműek.

c) Az f Ieképezés nem egy-egyértelmű leképezés az érrelroezési tartomány és az
adott képhalmaz elemei közöu, mert van olyan természetes szám (a páratlan szá­
mok), amelynek a fele nem természetes szám.
A g leképezés egy-egyértelműmegfeleltetést ad meg az értelmezési tartomány és
az adott képhalmaz elemei között, mert minden racionális szám kétszerese is ra­
cionális, különbözö racionális számok kétszerese különbözö, és a képhalmaz min­
den elemének van "őse" a racionális számok halmazában (azaz minden racionális
szám fele ís racionális).

437

2) Ha a nevező két tényezőjét is külön
függvénynek tekintjük, akkor a gra­
fikon három, (jelen esetben párhu­
zamos) egyenesből áll. A leovasásra
érvényes a "t-gal jelölt mondat.
Az ábrán e: x H x+ L

t. x c-+ x;
g: x c-+ x-3.

Grafikus megoldás:

1) A tört előjelének megállapítása rör­
ténhet úgy is, hogyaszámlálóját és
nevezőjét külön függvényként ábra­
zoljuk. A grafikonról leolvasható,
hogy x mely értékeire lesz a két
függvény különböző előjelű.

Az ábrán g: x H x-3;
11: x H x(x+ 1).

(1270)

egyenlőrlenségetaz
3 4
->-­
x x+ l

M, = I-~;-l[ v lű; 31I }

.,.
< 0, pontosan akkor, ha x < -I vagy, ha O < x < 3.

x <-I -1<x<O O<x<3 3 < x

x-3 P 8, '~I ,1)
~ ~

x G 8, '3::1 '3::1
x+l o I~

~

'::±:'';:s'
x-3

8 ill ~ ®H

x(x -:- 1) ~

x-3

x(x + l)

A második kérdés megválaszolásához oldjuk meg a

R \ {-I; OI alaphalmazon !

u,
A megoldás. ,}fl u M2 = ,th

Tehát



FÜGGVÉNYTULAjDONSÁGOK, RVIZSCiÁLAT

x
,

•

b) Alulról sem, felülről sem korlátos.

cl) Csak alulról korlátos.

y

y

3~
-<-+---'---o,,~(t~~~~~~

t

g

. l
el g(x) ~ lxi T 2

D, ~ R \ {O}

Paros függvény

a) Csak alulról korlátos.

c) Korlátos.

. 1
j(x)==-+2

x

D~ ' == R +" .

kális maximumhclye van, amely, ha létezik, akkor abszolút ma.ximllmhe1y is.
Esetünkben tehát az 5 hely a függvény abszolút maximumhelye. és az in felvett
4 érték pedig abszolút maximuma. Tekintsük ezek után a másodfokú pohnom­

függvény általános, az ábrázolást leginkább segitő képletótj'(x) == a (x + b1
2

+ c.
A képl.etben szereplö c a másodfokú függvény szélsőértéke a feladat szetim
c == 4. b (_ í j-szerese a másodfokú függvény szélsőértékhelye, itt -b == +5,

b == -5. ígyj(/l == a(x_5)2 +4.
a értékét meghatározhatjuk, ha figyelembe vesszük, hogy a függvény zérushelye,
3, azazf(3) == O; f(3) == a(3 - 5) - + 4 == O, ahonnan 4a + 4 == O, a == -1. Tehát

a hozzárendelési szabály x H - (x - 5):2 + 4.

Megjegyzés: a kapott függvénynek valóban maximuma van az 5 helyen (a < O).

FÜGGVÉNYTULAJDON5ÁG014 _VIZ5GÁLAT

Ha egy függvény grafikonjának meredekscge mindig 3, akkor az azt jelenti, hogy
lineáris, ésf: x H 3x +a alaku a hozz:árendelési szabálya. A második és harmadik
megkötés alapján az érlelmezesi tartománya jól behatárelható. azaz al R + halmaz
lesz az. Mivel egy állandó pozitiv meredekségű függvéllyrőJ van szó, ezért ez szigo­
rúan monoron növő. Ebbőlkövetkezik, hogy az értelmezési tartomány legkisebb ele­
me (ha van ilyen) lesz a függvény rninimumhelye. Mivel az R+ halmaz bajról nyilt,
azaz a O nem eleme, de minden nála nagyobb valós szám igen, nem létezhet leg­
kisebb függvél1yérték, azaz a feladatnak nincs a fellételeknek eleget tevő megoldása.

b)

:1'
j2l

, , ,
-5 -4 -3 -2

llOl
2 .' 4 6 8 9 x

-2·

-3

-4

=:t

r12~ a) Alulról sem, felűlről sem korlátos.

e) Alulról sem, felülről sem korlátos.

b) Csak alulról korláros.

d) Csak alulról korlátos.

4"

4'.

_________........-...J



A k függvény páros, ha minden x E Dk esetén -x E Dk> és kCx) == ke-x), azaz x és
-x helyen a függvény helyettesítés értéke megegyezik.
A k függvény páratlan, ha minden x E Dk eserén -x E Dl: és ke-x) == -k(x), azaz x
és -x helyen a függvény helyenesitési értéke egymás ellentettje.

. (-xi x 2 x
2

a!f(-x) = . ~ ~ --- ~ -jix),
3m 5(-x) - sin Sx smSx

tehát azfpáratlan függvény.
Megjegyzés: sin (-sx) == -sin5x, mert az x H sin5x függvény páratlan.

b) g(-x);= _3(_X)4 +2cos2(-x) + 5 == _3x4 + 2cos 2x + 5;= g(x),
tehát a g páros függvény.

c) h(-x) == (-x) 3 _ 3(-x) + 4 == _xJ + 3x + 4 == _(x] - 3x- 4), és ez semh(x)-szel,
sem -h(x)-szel nem egyenlő, tehát se nem páros, se nem páratlan függvény.

FÜGGVÉNYTULAjDONSÁGOK, -VIZSGÁLAT

D,,=R\{O)
b) Páratlan, periodikus, periódusa: 2n.

d) Páratlan, nem periodikus.

periódus páros páratlan nem páros és nem páratlan

f 4rr j

g n "o
k 2n k

h
n h

I
-

2

a) Egy f függvény abban az esetben invertálható, ha az értékkészletének mind.en
eleméhez (y) pontosan egy hely van az értelmezési tartományban (x), anure
f(x) == y. Ugyanis csak ebben az esetben lehetséges, hogy az/függvény ínverze,
mondjuk g, függvény legyen, azaz egy értékkészletbeli elemhel (mondjuk y) az
értelmezési tartományból csak egy elemet rendeljen hozzá (jelen esetben
g(y) == x). Hafpáros és értelmezési tartománya R, akkor mondjukf(l) létezik és
egyenlő f(-l)-gyel. Azaz van legalább 2 eleme az értelmezési tartománynak,
amire a függvény értéke egyenlő, amiből következik, hogy nem invertálható.

Megjegyzés: sin(x - ~J== -cos X.

a) Páratlan, nem periodikus.
b) Sem nem páros, sem nem páratlan; nem periodikus.

e) Páros, periodikus, periódusa: 2)1.
d) Páros, periodikus, de nincs periódusa. (Az olyan p számok közötr. amelyekre igaz,

hogy V x E D-re x + p E D ésf(x + p) == f(x), nincs legkisebb pozitivl)

a) Páros, nem periodikus.

c) Páros, nem periodikus.

FÜGGVÉNYTULAjDONSÁGOK, -VIZSGÁLAT

Fennáll, hogy sin(-2x) == -sin2x mtnden valós számra, tehát az jparatlen.
f periodikus, periódusa aszinuszfüggvény periódusának a fele: n:

[
. l' 1 . ,

Mínden x E R esetén fennáll, hogy cos -2 x I== cos 2x, tehát a g paros., )

g periodikus, periódusa a kosztnuszfüggvény periódusának kétszerese: 4n.

. . 2( " . 6 JI' )2 3 6, ( .b)g(-X)==SlD -x)-~l-X) +_== .-SlDX - X +_==gX),

tehát a g páros függvény.

e) "JY negatív x-ekre nincs értelmezve, tehát az értelmezési tartomány nem szim­
metrikus a O-ra, igy a vizsgált függvény se nem páros, se nem páratlan.

x

h

3

2

-3-

-2

-I O

= _ sm
2

x ;= -((x),
sin 3x .

'l "h . O-+L, ar >
x
l
--2, hax<O

,X

Páratlan függvény

Lásd 1275. feladat bevezetöjét!

a) f(-x) = sin
2

( - x ) == (-sinx)2
- sin3(-x) -sin3x

tehát az f páratlan függvény.

b) h(x) ==

440
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y
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(Feketével az eredeti, pirossal az inverz függvényt nbrázolruk.)

a) x H - ....i x -1, x E [O; 9]

c)xH2"'+2, XER

X E [O; =[

y

bj 2 ~, xHX +~,

r
xcR

x+3
a)xH--,

2

Az a), c) és d) kölcsönösen egyértelmű, a b) nem. Utóbbi végtelen sok értéket két­
szer is felvesz, a többi három egyet sem, mert mindegyikük szigorúan monoton.

Egy ilyen függvény lehet periodikus, hiszen például a sainuszfüggvény teljesíti a kí­
vant feltételeket, hiszen mindcn valós számra értelmezve van, páratlan függvény,
van maximuma (I) és minimuma (-1), illetve periodikus, azaz sinx = sin (x + 2n),

minden x E Resetén.

Egyedül a b) kölcsönösen egyértelmű, a többi nem az. Egy másodfokú függvény
(a)) végtelen sok értéket kétszer is felvesz, egy trigonometrikus (c), dj) pedig min­
den felvett értéket végtelen sokszor felvesz, hiszen periodikus. A racionális tört­
függvény (b» azonban - bár két külön szakaszon - szigorúan monoton. és egyes ré­
szeinek értékei között sincs azonos.

b) Mivel az f függvény nek van abszolút minimuma, ezért van olyan hely - az ab­
szolút mínimumhely, nevezzük ezt a-nak -, melyre alJ(a) kisebb vagy egyenlő

f(x)-nél az összes x E R-re. Mivel f páratlan, ezért értelmezési tartományának
mindcn elemere - es így (l-ra is - igaz, hogy f(a) = -f(-a). Vegyük észre, hogy
-s a abszolút maximumhelye lesz az.j-nek. Indirekt módon legegyszerubb ezt be­
látni, ugyanis tegyük fel, hogy nem az, azaz létezik olyan x E R, amire
f(x) > fe-a), arniből az is következik, hogy -f(x) < -fe-a). Ekkor azfpáratlan­
sága miatt/Cal = -ft-a'! > -f(x) = fC-x) teljesülne, ami viszont ellentmond an­
nak, hogy (I abszolút minimumhely, ami az alapfeltevésünk volt. Tehát ekkor lé­
tezik abszolút maximum is és értéke fe-a) lesz.

(Feketével az eredeti, pirossal az inverz függvényt ábrázoltuk.)

-3

2~~~~
0.

1

_ l 2 x

(Feketével az eredeti, pirossal az inverz függvényeket ábrézolruk.l

__ 1 0
.:..1 .

, .
9 "
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d) °e) 4,5bl2
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t

o '2
-~- -=-'I

]-

'y

a) 1,5

a) 1,5

blO,125
rre) 1,5+k
2

, k e {O; 1;2} (azaz 1,5; kb. 3,07 és kb. 4,64)

d) 100-, 3= Ig3 ""079
b_ Ig4 '

Azf(x) = Ix l' (x E R) függvény grafikonjának az y =-x egyenesre vonatkozó tü­
körképe nem függvény grafikonja, mert minden negativ x-hez két y érték tartozik.

x

8 x

}

o 1
-]

-3

8

132
y=-x+­

2 2

,~

c) XH,\!X, x e l-d; 8J

xIt '2

2

rr
2

2

2
1

-2-

-J

-]

2

-2

(Pekerével az eredeti. pirossal az inverz függvényeket ábrázolruk.)

FÜGGVÉNYTULAJDONSÁGOK, .VIZSGÁLAT

O,5ly+3) = x, azaz az y H 0,5(y+3)

függvény leszf-l.
(Ellenőrzés és meggyőzésképpen te­

kintsük j- I (j(x»-et:

r 1(f{X») = f-I(2,; - 3) =

= 0,5(2.ct - 3) + 3) = 0,5(2x) = x

adódik minden x E Rcre.}

Nevezzükf-nek az x H 2x - 3 (x E R) függvényt és jelőljük j"" '<gyel a keresett in­
verz függvényt. Ekkor teljesülnie kell
minden y = 2x - 3 (y E R) értékre, y

hogy f-I(y) = x.
Tekintve az y = 2x - 3 egyenlőséget,

abból fejezzük ki az x-et:

y+3=2,;,

b) x -e arcsinx, x E [-1; lj

y

Az x H l + _1_ függvény grafkonjának egyenlere. y = 1+ _1_.
x+1 x+l

Ebből kell x-et kifejezni; (x + l)-gyel beszorzunk: y (x + 1) = x + 1 + l.
. 2- v l

vr + v = x + 2- innen x = --' = ---I
- - , y-J y-l .

l
Az inverz függvény tehát: x H -- -} (x E R \ {l}).

x-I

a) 2x2 + x = °=> x(2x + 1) = 0, két zérushelye van: O és

b) "1 ' 3Ket zérushe ye van: O es "5'
e) Nincs zérushely.

d) Két zérushelye van: 2 és -2.

l

2

444
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y

o

g

-5

y

--4 -3 -2 _I O
-1

,""2

10

f

. 2 - 6jCx) = x +:n+

fCx) = (x + 2) (x + 3), zérushelyek: - 2; -3.
Minimumhelye -2,5, értekef(-2,S) = -0,25.

g(x) == -x~-2x+ 8

g(x,) == - (x - 2)(x + 4), zórushclyck: 2; -4.

Maximumhelye -I, értéke g(-l) = 9.

h(x) = -Ix-II+ 1

h(x) = -(x-1)+ 1== -x+2, hax-l ::: 0, azaz hax e l,igy h(x) = 0, hax = 2.
igy h(2) = O.
h(x) = x-l + 1 =x, hax-l < O, azazhax < l, ígyh(x) = 0, hax = O.
Így h(O) = O.
h maximumhelye l és értéke hel) = 1.

,
zérushelyek minimum nun. hely maximum max. hely

.f -I; 3 8 1
._---

g -3; l - - 4 -)
- _._- ---

h I; 3 -3 2 - -

i l" . b 7 97' - 0, 92) -ll l - I -1±, 3 (k .' -, -,
-:--

,

J 1;3 - - 3 2

xo

.'.~

t
g

Az/függvény egyik zérushelye -4, ha a 3x~ + 6x + c = Oegyenleibe x = -4-et he­
Iyerresfrve igal. állitast kapunk. így c = -24.

Megoldandó a cosx - sin x = Oegyenlet a valós számok halmazan.
Nem lehetnek megoldások azok a valós számok, amelyeknek a koszinnsza O, mert
ezeknek a szinusza l vagy -1, igy az egyenlet baloldalán -I vagy l állna, mig a
jobb oldalon O.
Elegendő tehát azon valós számok közőu keresni a megoldást, amelyeknek koszi­
nusza nem O. Ebben a halmazban ekvivalens átalakítás az egyenlet mindkét oldalá­
nak cos x-szel való osztása:
l - tgx = O, vagyis tgx = l .

M = {~+ kn k E Z}- Az Ai halmaz elemei a függvény zérushelyei.

A zérushelyeket a másodtoku egyenlet megoldóképletével kapjuk. A szélsőértéket és,
-helyct teljes négyzenó kiegészítés módszerével kapjuk, pl. feselén: Zr " - 4x - 6 ==

= 2(x 2
- 2x - 3) = 2((x - l) 2 _ l _ 3) = 2(x _ l) 2 - 8, a többinél hasonlóan. Azt

pedig, hogy a szélsőérték minimum vagy maximum, a négyzetes tag előjele dönti el.

1293.1
-~
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h

y

o I 2

Ábrázoljuk az adott függvényt!
Az ábráról leolvasható, hogy a
függvény nek nincs maximuma,
minimumhe1ye l,
mínimumértéke f( l) = - I.

i
X 2 - 2x, ha x < 2;

jCx) = Lhax=2:

x, ha x> 2.

y

2

-1 •
O 2

-1 x

I

a) Szígorúan monoton csökkenő a ]0; 1,5J intervallumon;
szigorúan monoton növő az [1,5: SJ intervallumen.

b) Szigorúan monoton csökkenő.

a) Az/(x) = a-l: 2 + bx + c (a '* O) alakú másodfokú függvények a szélsőértéküket

b ·-h
az x = -- helyen veszik fel. Igy -2 = -, ebből b = -16.

2a -8
Így a keresett függvény f(x) = _4x

2
- l6x + l2.

b) _4x 2 - 16x + II = -4(x + 2l + 28, gráfikonja egy lefelé nyitott parabola. Így a
függvénynek x "" - 2 helyen maximuma van, melynek értéke 28.

íntervallumon és az

I, 5 + ~J ímervallumon és az
4

nj1.5--
4

c) Szigorúan monoton csökkenő a ]0;

[ n 3n]1,5+""4; 1,5+ 4 intervallumon;

szigorúan monoton növő az [l, S - %:

[ 3n]l, S +4; 5 intervallumen.

:1301.1 a) Szigorúan monoton növő.

b) Szígorúan monoton csökkenő a [O; 2] intervallumon; szigorúan monoton növő a
[2: S] intervallumen.
Megjegyzés: az ilyen függvényt nevezzük szakaszonként monotonnak.

c) Szigorúan monoton növő.

d) Szigorúan monoton növő.

minimum min. hely
,

maximum, max. hely

a) -3 O 7 5

b) O , 2 6 S

c) -3 O ·,/10-3""0,16 S

d) O O i Ig]1 - 1,04 5

minimum mtn. hely maximum max. hely

! a) O 1,5 49 5,
"

b) -3,9 S
n

c) -I
1,5-"4",,0,71;

1
_ n

3n L,)+"4 "" 2,29
1,5+ 4",,3,86

- ,-

d) - - 1021 5

d) Szigorúan rnonoton növő.

448 44'
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Az. összegre mindkét állítás igaz. Ha (I < b eseténf{a) ::;; f(b) és g(a) ::;; g(b), akkor
természetesen.f(a) + g(a) ::;; feb) + g(b) is teljesül; csakúgy, mint végig a megenge­
dő helyett szigorú egyenlőtlenséggel.A különbségre viszont egyik állítás sem igaz,
mint azt egy egyszerű példával megmutatharjuk. Legyen pl. f(x) = x és g{x) = 2x,
ekkor [(x) - g(x) = -x szigorúan monoton csökkenő, nem pedig növekedő.

,
a) g(x) = -'Jx

h(x) = ~f;;' + 2

k{x) = ~./x+ 2

( "c(x)=-vx)

A függvény periódusa 2n.

Az egyszerűség kedvéért legyen minden itt szereplő függvény értelmezési tarto­

mánya R+. Legyen két (szigorúan) monoton növekedő függvény f(x) = x 2 és

g(x) = _!; ekkor szorzatukf(x)· g(x) = -xés hányadosuk f(x) = -xo egyaránt
x g(x)

(szigorúan) monoton csökkenő, nem pedig növekedő. Vagyis mtnd a négy feltett
kérdésre nemleges a válasz.

x

a=b

y

a(x)=2Ixl
b(x) = 12xl
(c(x) = lxi)

x

/-3 -.

o)f(x) = -lxi
g(x) = Ix-] I
h(x) = lxi-3

"<, iy

:'t"""""'-~ -,
I I "

~

b)k(x) = 'Jx+2
Értelmezési rartománv: [-2; +<l. azaz {x E R Ix 2: - 2}.
Érté.kkészlet: a nemnegativ valós számok halmaza, azaz [O; +=[.
Nem páros, nem páratlan.
Zérushely: -2.
Szélsőérték:minimumhely: - 2;

minimum: ke-2) = O.
Szigorúan monoton növekedő.

, y

~ 5

2 2- ~---- .
1-/ . '

k E Z.

l E Z.

ee Z,

l E Z,

k E Z;

Lásd az 1211. feladatot!
( ,

Az f(x) = 2sinlx + :) -1, (x E R) függvény ott veszi fel a szélsöértékeit, ahol

sin!x + :rt)1 értéke minimális (-l) vagy maximális (+ 1).
, 6

.( n) l h ,,3n kSllllx+6 =-, a x+(;=T+2 Jt

4"azf függvény minimumhelye: 3 + 2br

f fü . .. f[4n?k 'I "az" ggveny muumuma: ," 3";" _ 'JI: = -.'
. )

sin(x+~)= 1, ha x+: = %+2IJt l E Z;

azf függvény maxtmumhelye: ; + 21l(

az j függvény maximuma: j{~";"21n)= 1

(1304)
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b) h(x) = lxi-3
Értelmezési tartomány: a valós számok halmaza, R.
Érté.kkészlet: [-3; +00[.
Páros függvény, men l-x I= Ix I, minden x E Resetén.
Zérushelyek. -3 és 3.
Minimumhely: O.
Minimum: h(O) = -3.
A I >: O] intervallumban sztgorúan monoton fogyó.
A [O; +=[ intervallumban szigorúan rnonoton növekedő.

l13ot~.1 a)f(x) = cosx+cos(-x) = 2cosx
g(x):=; sinx-e sin (-x) = sin.c-. sinx = O

h(x) = stn.c + cos(x - !;rl =sin x + sin x = 2sinx
\ 2,

y

FÜGGVÉNYTULAJDONSÁGO~ -VIZSGÁLAT

b) Értékkészlet: [-2; 2].
Páros.
Periódusa: 2Jt.

Zérushe1vek: !Jt + kJt, ahol k egész szám.
"2 -

Maximumhelye. 'lksi, ahol k egész szám; értéke: 2.
Minimumhelye: (Zn + l )n, ahol n egész szám; értéke: - 2.
Szigorúan monoton növekedő minden minimum helytől a rákövetkelő maxi­
mum helyig.
Szigorúan monoton fagyo mtnden maximum helytől a rákövetkező minimum
helyig.
gzígorúan monoton növekedő a [(2n -1)Jt; 2nn] intervallumban, ahol fl egész

szám.
Szigorúan monoton fogyó a [2k.7r; (2k + 1)JiJ intervallumban, ahol k egész szám.

11309.1 a) .t(x) = x
2

; F(x) = (x - 1)2 - 2

,
, '

-2J[ -I, x

y

-2

y

x
x

-2

452

-2

b) Érrékkészlet: [- 2; +<xl
Nem páros, nem páratlan.

Zérushelyek. 1+ -...;2 és 1- ">/"2.
Minimumhelye: l, értéke: -2.
Sztgorúan monoton fogyó l-ig, utána szigorúan monoton növekedő.

Sztgorúan monoton fogyó: a J-=; l] intervallumban,
szigorúan monoton növekedő: az fl, +oo[ intervallumban.
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°IK~~
~

,~~ .

- r x ~

a) f(x) = ..,Jx -e fi (x) = -'\j x ----;. f (x] = -..,,/ x -'- 2

x

,

y

,
,
,,
1

~ ~ 2 ~

a)f(x) =x· ~ !leX) = (x+2)--4 -e f'(x) = -[(x+2) -4] =-(x+2)""+4

1

1
I.
1

-4

b) Értékkészlee ]_00; 2J.
Nem páros, nem páratlan.
Zérushelye. 4.
Maximumhelye. 0, értéke: 2, azazrCO) = 2.
Szigorúan monoton fogyó.

e) rex) > O, ha O::;; x < 4.

b) Értékkészlet: ]_00; 4].
Nem páros, nem páratlan.
Zérushelyele -4; O.
Maximum helye -2, maximum értéke: 4, azazr(-2) = 4.
Szigorúa» monoton növekedő: a ]-=; -2] intervallumban,
sztgorúan monoton fogyó: a [-2; +oo[ intervallumban.

x251!

2

-O~5n:-1;571'_

y

b) Értékkészlet: [O; 2].
Páros.
Periódus: Zn.
Zérushely. 2kn, ahol k egész szám.
Maximumhely: (2k + 1)n, k E Z; értéke: 2.
Minimumhely: lnn, n E Z; értéke: O.
Szigorúan monoton növekedő núnden minimum helytől a rákövetkező maximum
helyig.

11313.[ a) Az új függvény: {'(x) = Sin(X -~) + 1 == -Sin(~ -xJ+ 1 = -cosx+ 1.

x

,
4

,
2 3

I'

2

4

y

3

-l~T I

a) fCx) = -vr;;, [O; +=[.
Az új függvény:

rex) = x 2
, xE [O; +00[.

b) Értékkészlete: R o+.

Nem páros, nem páratlan.
Zérushely. O.
Minimumhely: O, értéke O,
azazj*(O) = o.
Szigorúan monoton növekedő.

454 455
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Sztgorúan monoton fogyó nunden maximumhelytőla rá következő minimumhe­
lyig.
Jelöléssel:
szlgorúan monoton növekedő a [2mr: (2n + l)n] intervallumban, ahol n E Z:
szigcrúan monoton fogyó a [(2k- l)n; 2kn] intervallumban, ahol k E Z.

:1314.1 a)f(x) = 19x ---7 /,(x) = 19(x+2)
,

l

_[ O "i

b) Változott a zérushely.j'(t) = O; r(-l) = O,

új az értelmezési tartomány: {x E R Ix> -2J.

( \

f(x) = cos x ---7 fl (x) = -cosx ---7 {-(x) = -cosl x +!!-I = sinx.
\ 2)

Az új függvény: r(x) = sinx.

FŰGGVÉNYTULAjDONSÁGOK.-VIZSGÁLAT

~316.] a) Egyik lehetséges megoldás:f(x) = 2sin2x.

y

b) grtékkészler: [-2; 2j.
Páratlan.

n
Zérushely. I· -r-, ahol I E Z.

2

Maximumhelvek: n + nrr, ahol n E Z, a maximum értéke: 2.
- 4

Mínimumbelyek: %n + Iat, ahol k E Z, a minimum értéke: - 2.

Mindkét függvény szígorúan monoton növő míndegyik minimum helytől a rákö­
vetkező maximum helyig, szígorúan monoton csökkenő a többi helyen.
Jelöléssek

Szigorúan monoton növekedő a [_!!-+kn; +:C + bt• íntervallumokban, ahol4 4 .

k e Z:

szígorúan monoton fogyó II [ : + nsr: %J! + nJ!] íntervallumokban, ahol nE Z.

'j

,
,.cO,Sit o

-l I
-2+

0,,)n. 2" 2,5it. x
a) Egy lehetséges megoldas: f(x) = Icosx I·

l'2

456

-ff ~O:5Jf
o

-1

0,5,""

407

bt x
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Más megoldás:
l l

2Cx)=-cof>2x+­
-" 2 2

,
a) A függvény:j(x) = -(x + 3)- + l, x E R.

'y

.Y

2-

,
-J( -0;5;[

-I

o 0,5]1." 1,5;71:

b) E függvényele fogyok a [kn; %+ knJintervallumokban, ahol k E Z.

11318.1 a) ilyen függvény azj(x) = -(x- 1)2 + 1, x E R.

y b) Értékkészlete: ]_00; II
Nem páros, nem páratlan.
Zérushely. -4 és -2.
Maxtmumhely: -3, értéke: 1.
Szígorúan monoton növekedőa maximumhelyig, utána szigorúan monoton fogyó.
Jelöléssel: szigorúan monoton növekedő a l>: -3] intervallumban,

szigorúan monoton fogyó a [-3; +oo[ intervallumban.

X E R.
_ 2

vagy g(X)=-"3lx-21-1,

y

7
a) A függvény: j(x) = -=-Ix - 21-1, x E R

3

-8-

x

y=-(X-1J2+ 1

o l 2

l
b) Értékkef>zlet: ]_00; 1].

Nem páros, nem páratlan.
Zérushelyek. O es 2.
Maximumhely: 1, értéke: 1.
Szigorúan monoton növekedőa maximum helyig, utána szigorúan monoton fogyó.
Jelöléssel: szigorúan monoton növekedő a ]_00; l] intervallumban,

szigorúan monoton fogyó az [l; +oo[ intervallumban.

-2

g

x

4<8 4<9
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y

3

a)f(-9) = -4+3 = -1; f(9) = 3-2 = l; f(4) = O; f(-D,2) =-4,8+3 = -1,8

b)

c) Értelmezési tartomány: [-8; 6].
Értekkészlet. [-6; 10].

Zérushelyele -7,5; -2,5; 4; (az első két érték pontosan: -5 - '/6 és - 5 + "'Jf6).
Mtnimumhely: -5; a minimum értéke: -6,
Maximumhely. -1; a maximum értéke: 10.
A függvény szigorúan monoton növekvő a l-5; - l] intervallumon,

szigorúan monoton csökkenő a [-8; -51 és a [-l; 6] intervallumen.

1322.,

f g

Értékkészlet [-l; +~[ , l->, -n
Paritás se nem páros, se nem páratlan

Zérushely
l 7

- runcs
2' 2

Szélsőérték míntmumhely: 2 maximumhely: 2

minimuma: -l maximuma: -l

Szigorúan monoton nő [2; +~r J-~; 2]
-

Szigorúan monoton csökken ]_DO: 2J [2;+~[

b) Jellemzésük

c) Értelmezési tartomány: [-ll; 9].
Értékkészlet: [-3; 3].
Zérushelyek. -8; -2; 4.
Abszolút minimumhely: -ll; a minimum: -3.
Lokális minimumhely: O: a lokális minimum: -2.
Abszolút maximumhely: -5; a maximum: 3.
Lokális maximumhely. 9; a lokális maximum: 1.
A függvény szigorúan monoton csökkenő a [-S; OJ intervallumon,

szigorúan monoton növekvő a [-11; -S] és a [O; 9J intervallumori.

11321. a) f(-8) = (-3)' - 6 = 3; f(-4) = ] 2 - 6 = -5; f(4) = O; f(-D,8) = 2 ·4,8 = 9,6

bl

r

3

-).1 -8 -5 o

-2 -

-J

-4

4 9 x

-8 _1 0 4 6 x

-4

-6

.60 .61

T
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Értelmezési tartomány: [-2; 6].
'grtékkészlet: [-3,75; -2].
Zérushely nincs.
Minimumhely: 6: a minimum: -3,75.
Maximumhely: -1; a maximum: -2.
A függvény saigerúan monoton növekvő a [-2; -lj intervallumon,

szigorúan monoton csökkenő a [-I: O] és a [3; 6] jntervallumon,
a [O; 3J intervallumon állandó (növekvő és csökkenő is).

11325.1 aj

~324J

J, , , , ,
-3 -2 -1 2 3 4 5 " x

-1

-2

-3
J

-4

x9 [ II

y

f

-5 -

-9

~2 0, l 2
-1--

7
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c) Értelmezési tartomány: R
Értékkészlet. [-9; +;'].
Zérushelyek. -5; l; 9; ll.
Abszolút minimumhely: -2; a minlmurn: -9.
Lokális minimumhely: 10; a lokális minimum: -1.
Abszolút maximumhely nincs.
Lokális maximumhely: 2; a lokális maximum: 7.
A függvény szigorúan monoton csökkenő a J-oc; -2] és a [2; lD] intervallumon,

szigorúan monoton növekvő a l-2; 2J és a [10; +:>0J intervallumen.

,)f(-6)0(-4)'-907; f(0)02'-90-5; f(200) o 190-[0 189;
f(2,1) o 7,9 - [ 06,9

b)

461
46'
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a) Tekintsük a másodfokú függvény általános hozzárendelési utasítását:

x Ho ax 2 + bx + c (a -:I- O).
Mivel három helyen ismerjük a függvény értéket, ezeket behelyettesltve felírható
három egyenlet:

(I) a(_1)2 + b(-l) + c == S, rendezve: a - h + c == 5;

(II) a (2) 2 + b (2) + c == 14, elvégezve il műveleteket:4a + 2b + c == 14;

(JU) a(-3/ + h(-3) + c == 19, azaz: 9a - 3b + c == 19.
Megoldva az egyenletrendszen a == 2, b == 1, c == 4 adódik.

Tehát a keresett függvény az x 1--7 2x 2 + x + 4 hozzárendelési szabállyal defini­
álható.

x

f

31
8

a) R.

b)f szigorűan monoton növeke­
dő az [1; 3] halmazon:

szígorúan monoton fogyó il

J-=; lj u [3; +oo[ halmazon.

e) a függvény zétushelyei:
O; 2;4.

ct) maximuma: nincs;
minimuma: nincs.

f {
X 2 -2x, ha.e s 2;

(x) =
(x-2)(4-x), hax > 2.

Az ábráról leolvasható:

b) Elöszőr is írjuk át a hozzárendelési szabályt az ábrázolást megkönnyítő formára:

l l l ' '] l ]1'2x
2+x+4==2

x2+-x+-I+~==2x+-I
2 16) 8 4)

Ennek segítségével ábrázoljuk a függvényt.

Az ábráról könnyen leolvasható, hogya függvénynek nincs zérushelye. de ez sza­
batosabban belátható a függvény fenti alakjából. ha ugyanis

/ 12 ( \ 2 3

l lj 31 O 1· ..] akk lj l -'". ]..ilni ké2 x-'-- +-= te Jesu ne, ill\. or IX+- =---nill\.lsteJesume ene,
4 8 ,,4 16

ami nem lehet, hiszen egy szám négyzete soha sem lehet negativ. A grafikonról
és a fentí aJakból kiolvasható, hogyafüggvénynek abszolút minimumhelye a

-3 O l x

g függvény:
értelmezési tartomány: R \ {2};
értékkészlet R \ {-1};
zérushely. 5;
nincs minimuma;
nincs maximuma;

a függvény sztgorúan monoton csökkenő a J-DO; 2[ és a 12; +""'[ intervallu­
mon is.

h függvény:
értelmezési tartomány: [-3; +0<0[;
értékkészlet: ]_00; 2];
zérushely. 1;
nincs minímumhelye,
maximumhely -3, a maximum: 2;
a függvény szigorúan monoton csökkenő.

b) f függvény:
értelmezési tartomány: R;
értékkészjet. [-4; +00];
zérushelyek. 1 és 5;
minimumhely: 3; a minimum: -4;
nincs maximuma;

a függvény szigorúan monoton csökkenő a I >, 3J inrervallumon,
szigorúan monoton növekvő a [3; +DO[ íntervallumon.

I i

I

••• •••
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l ,. aték d' 3]--, nururmnuerte e pe 19 a -
4 8

maximuma pedig nincs. A függvén)'; 1]
a r=; -"4 intervallumban

szigorúan monotcn csökkenő,

a [-l; =[intervallumban pedig

szigorüan monoton növekvő.

y
b)

y

(1328) a) Tekintsük a színuszfííggvényr, és czr transzformálva fogunk kapni egy, a feltéte­
leknek megfelelő függvényt. Keressük a megoldást az A ' sin (Ex + c) + D alakú
hozzárendeléssel megadott függvények között..
Mivel periódusként srvan megadva, ez fele a sztuusz eredeti periódusanak azaz
B értéke 2, Mivel a rninimum Oés a maximum 4, ebből következik, hogy amph­
rúdója pedig 2-szerese a színusz eredeti amplitúdójának, ezért it értéke 2. Ha D
értéke Olenne (A == 2 mellett), akkor a minimum a -2, és il maximum li 2 értéket
venné fel; ebből következik, hogy ha a függvény képét 2-vel feljebb toljuk. akkor

si
teljesiteni fogja a feltételt, azaz D ugyancsak 2. A feltétel szerint "2 -nél a függ-

vény °értéket vesz fel. Helyeuesitsük ezt be a már eddig talált változókkal .fel­
szerelt" transzformált szinuszfüggvénybe:

2 :>in(2 ~ + CJ+ 2 = O, ezt egyszerűsítve:
2 sin(Jr + C) + 2 = 0, majd atalakttva:

sin(:1l" +C) = -1.

Mtvel a szinuszfűggvény a -1 értéket a ~Jr- Zlctt (k EO N) helyeken veszi fel,

ezért a C = ff választéssal valóban teljesülnek a fenti egyenlöségek és ezzel az
2

utolsó feltétel is. A feltételeknek tehát eleget tesz például az
~ ,

f(x)=2:>inl2x+;J+2, xER függvény.

_I O x

o 2 x
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c) Értékkészlet: R
Nem páros és nem páratlan.
Periodikus, periódusa n.
Nincs szélsőértéke.

"Jn 3n k[ 'Ik"Monotomtas: a -"4 + kn, 4 + ':n:, k E Z mterva lumo on szigoruan mo-

noton növekvő.

3

!,

ya) Ábrázoljuk a függvényt:

Mivel a függvény exponenciális és
az alapja nagyobb l-nél, ezért (és a
grafikonról is leolvasható) szigorú-
an monoton növő az egész R-en. 1
Felülről nem korláros, alulról -5 a
legnagyobb korlátja, amely értéket x
azonban semelyík x E R helyen
nem veszi fel. Ebből következik,
hogy nincs szélsőértéke. A zérus-
hely meghatározásához oldjuk meg
a következő egyenletet. -:5

3·2x + I _ 5 = 0

6·2'" = 5 12 ulapú jogaritmusat véve rnindkét oldalnak
5

10- --5 06
x = log, - = - "" -0,2630

-'" 6 Jg2
A függvény egyetlen zérushelye: -0,2630.

(b}J:Mielőttábrázoljuk az inverz-függvényt, kifejezzük. Ehhez a 3 . 2
g

(x ) +1 - 5 = x

'----' egyenlőségnek kell teljesülnie, ahol g az inverz-függvény.

3·2<.'(x)+1 = x+5 1:3

2g(-d+1 = ~ (x + 5) I 2 alapú Iogarirmusát véve mindkét oldalnak,
3 hax>-S

g(x)+l= IOg{~(X+5))
x+5

g(x ) = log, ---I. - 3

(Bllenőrzésképpen behelyertesitve:
x-5 x+'

_ , l log,----1+1 log,--
f(g(x»)=3.2 glx , - -5=3 2 "3 -5=3·2 - 3 -5=

i Og, (_, +5l . 5
= 3. 21og, Cr+ 5)- log, 3 -5 =3' _ -5 = 3,'::'::'--5= x+5-5= x

iog! j 3

Azérushelyek meghatározásához oldjuk meg az l· tg(x - %J+ l = O egyenle­

tet. Rendezve t~,x - :) = -2, amiből x - : "" -1,107 + tot, k E Z.

Ebből a függvény zérushelyei: -0,3218 + k:n:, k E Z.

I
I
I

2,5n2n _
I,n I0,511"

2

10
·1-

-l;Sn_ 2n

i 4

y

a) Helyettesitsuk be x helyére a megadott értékeket:

1 I' nl l. 1 li W) = - , tg -- +1=-(-1)+1=--+1=-;
, 2 \ 4/ 2 2 2

(n' l (n n) 1 l. 1 O l lf - =_·tg --- - =-·tg~O)+I=-· + = ;
4) 2 \4 4 2 2

i(n \1 = J:. .tg r!!- - n\, + 1 = J:. .tg(n 'I+ 1 = ~ . 1+ l = l;
2) 2 \2 4) 2 4) 2 2

fen) =!.tg(n- Jt'I+I = ~.tgr3n)+I= !.(-l)+l =!;
2 \ 4) 2 ,4 2 2

f(9:J =~.tg(9: -~)+l = 1·tg(2Jt) + 1 = 1,0+1 = 1.

@
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a) j'függvény:
értelmezési tartomány: R+;
értékkészlee R:
hozzárendelesi szabály: x H log 2x.

g függvény:
értelmezési tartomány: R+;
értékkészler: R:
hozzárendelési szabály: x H log l x.

k függvény:
értelmezési tartomány: R;
értékkészlet. R +;

FÜGGVÉNYTULAJDONSÁGOK, -VIZSGÁLAT

h függvény:
értelmezési tartomány: R;

érrékkészlet: R +;

hozzárendelési szabály: x H 2
x
.

_ Értelmezési tartomány: R; (polinomfüggvérry)
_ értékkészlet- R; (harmadfokú polinomfüggvény)
_ három zérushelye van: -2; -1,29 és -1,28 között egy, továbbá 0,78 és 0,79 közöu

is egy;
- nincs abszolút maximuma;
.cíokális maximumhely. a táblázatok szerint -1,69 és -1,3 közőu, de a grafikon

alapján ennél pontosabb a - 1,69 és -1,5 közöui becslés;

_ nincs abszolut minimuma;
-lokális minimumhely: a táblázat szerint -0,02 és 0,01 közön;
_ a függvény a lokális maximumhelyig szigorúan monoton növekvő,majd a lokális

minimumhelvig szíaorúan monoton csökkenő, ezután mmdvégig szigorúan mo-
'o o

notori növekvő.

a) A 3. jelű függvénye.

b) Értékkészlet. [-5; 5];

axim mhelyelc 3rr + k· 6rr: k e Z;maxunu 'T
.. ml 1 k: 3n +k 6n:. keZ.mmrrnu 1eye, - 2 '.

c) 1. igaz
2. hamis
3. igaz
4. igaz
5. igaz

ri 'I'hozzárendelesi szabály: x '-7 -::J .
,-"""/

b) l. hamis
2. igaz
3. hamis
4. hamis
5. 19az
6. hamis

xs

,

-I

x+5
a g: x H-Iog2 -3- -1, x E ]-5; +oo[ függvény az J inverz-teljesül), azaz

függvénye.

a) .A.z. értelmezési tartományban azok az x értékek szcrepelnek, amelyekre mindkét
logaritmus értelmezhető, azaz: x > O és x> -2. Mindkettö teljesül, ha x > O.Te­

hát az értelmezési tartomány: JO; oo[ = R +.

b) Zérushelye van, ha Vim megoldása a Igx + 19(x + 2) - 1 = O egyenletnek. Ez az
értelmezési tartományon ekvivalens a 19x(x + 2) = 1910 egyenlettel, ahonnan az
x(x + 2) = 10 egyenletet kapjuk, mivel a logaritmusfüggvény egy-egyértelmű.

Rendezés utan: x 2 + 2x - 10 = O. Ennek a másodfokú egyenletnek a megoldásai:
- --1 ± --,,111. Mivel x > 0, ezért csak -1 + -vl1 zérushely.

(0JAz adott kifejezéssel megadott függvény b) szerint átalakítható: x H 19 xCx+ 2)
- 10

alakba. Itt a külsö. logaritmusfüggvény saigerúan monoton növekvő. A belső

függvényt kell vizsgélni. Az egy másodfokú függvény, amelyik a minimumhe­
Iyélg fogyó, azután pedig növekvő.A minimumhely a b)-ben kiszámolt két gyök
számtani közepe, x = -1. Mivel x > O, ezért az értelmezési tartományon belül a
belső függvény is szigorúan monoton növekvő, tehát az összetett függvény is szi­
gerúan monoton növekvő a megadott intervallumen.

470
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al f(-3) = l; feD) = -1,5; f(4) = 2; f(5) = -I

b) l függvényérték tartozik a (-3)-hoz, az (l,6)-hez és a (4,4)-hez; -I tartozik a
(-1,6)-hez az (Ll-hez és az (5)-höz.

c) - Értékkészlet: [-3; 3]:
- zémshelyek: -4; -2; 1,25; 4,75.
- minimumhely: -1; a minimurn: -3;
- maximumhely: 3; a maximum: 3;
- a függvény (-3)-ig szig. mon. növekvő, (-3)-tól (-1)-ig szig. mon. csökkenő,

(-Ij-töl (3)-ig szig. mon. növekvő, majd (Sj-tól ismét szig. mon. csökkenő.

aj f(-4) = O; fe-l) = 3; f(3) = -3; f(5) = 1

b) l függvényérték tartozik a (-1,6)-hez, az (Ll-hez és az (S)-höz; -l tartozik a
(-3)-hoz az (Lőj-hez és a (4,4)-hez.

c) - Értékkészlet: [-3; 3J;
- zérushelyek -4; -2; ],25; 4,75.
- minimumhely: 3; a mínimum: -3;
- maximumhely: - l; a maximum: 3;
- a függvény (-3)-ig szig, mon. csökkenő, (- 3)-tól (-l)-ig szig. mon. növekvő,

(-1)-től (3)-ig szig. mon. csökkenő, majd (3)-tól ismét szig, mon. növekvő.

a) Az értelmezési tartományban 9, az értékkészletben 6 egész szám van.

b) - Brtékkészlet: [-3; 2J;
- páros függvény;
- nem periodikus;
- zérushelyek. -4; -2; -0,4; 0,4; 2; 4;
- minimumhelyek: -1 és l; a minimum: -3;
- maximumhely. O; a maximum: 2;
- a függvény (-3)-ig szig. mon. növekvő, (-3)-tól (-l)-ig szig. mon. csökkenő,

(-l)-től (O)-ig szig. mon. növekvő, (Ol-tól (lj-ig szig. mon. csökkenő, (l)-től

(3)-ig szig. mon. növekvő, végül (3)-tól ismét szig. mon. csökkenő.

- Értékkészlet. [l; 3];
- páros függvény;
- periodikus, periódusa 2;
- zérushelye nincs;
- minimumhelyek: l + 2k, k E Z; a minimum: I;
- maximumhelyek. 2k, k E Z; a maximum: 3;
- a függvény a [2k; 2k + 1] intervallumokban szig. mon. csökkenő, a [2k - l; 2k]

intervallumakban pedig szig. mon. növekvő (k E Z).

3 2a) x M-+
x
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b) - Értékkészlee R \ {2};
- nem páros és nem páratlan függvény;
- nem periodikus;
- zérushely. -1,5;
- nincs minimuma:
- nincs maximuma;
- a függvény a l-DO; O[ intervallumban és a ]0: +DO[ intervallumban is szig. mon.
csökkenő.

- Ertékkészlet: [-6; O]:
- nem páros és nem páratlan függvény;
- periodikus, periódusa 6;
- zérushelyele 1,5 + 6k, k E Z;
- minimumhelyek: -1,5 + 6k, k E Z; a mmirnum: -6;
- maximumhelyele 1,5 + 6k, k E Z; a maximum: O;
- a függvény az [1,5 + 6k; 4,5 + 6k] intervallumokban szig. mon. csökkenő,

a [-1,5 + 6k; 1,5 + 6kJ intervallumokban pedig szig. mon. növekvő

(k E ZJ,

- Értékkészlet. [-3: 3];
- páratlan függvény;
- periodikus, periódusa 6;
- zérushelyek: 3k, k E Z:
- minimumhelyek: 1,5 + 6k, k E Z; a minimum: -3;
- maximumhelvek: -1,5 + 6k, k E Z; a maximum: 3;
- a függvény a'[-1,5 + 6k; 1,5 + 6k] intervallumakban szig. mon. csökkenő,

az [1,5 + 6k; 4,5 + 6k] intervallumakban pedig szig. mon. növekvő

(k E Z),

- Értelmezési tartomány: [-3; 3]
- értékkészlee [-0,63; 2];
- nem páros és nem páratlan függvény;
- zérushely. O;
- mínimumhely: 0,8; a minimum: -0,63;
- maximumhely. <L; a maximum: 2;
- a függvény a [-3; -1] és a [0,8; 3] intervalluman szig. mon. növekvő,

a [-1; 0,8] intervallumen pedig szig. mon. csökkenő.

a) Az értelmezési tartományban 17, az értékkészletben 9 egész szám van.

b) - Értékk.észlet: [-4; 4];
- páratlan függvény;
- zérushelyele - 7; O; 7;
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a) l Hz és 7 Hz közönt frekvenciatartomány.

b) A legnagyobb amplitúdó 4,5 mm, a legkisebb 0,3 mm volt; ezeket 4 Hz-nél, il­
letve 7 Hz-nél tapasztalhattuk.

c) Az 1-2,8 Hz és a 4,8-7 Hz tartományban.

A beszámoló pontjai lehetnek az alábbiak:
_ a vizsgált 12 év fő tendeneiéi az egyes szektorokban (növekvő, csökkenő tenden-

cia, a tendencia tartóssága);
_ egy-egy szektoron belüli változások iránya, mérréke, időtartama;
_ maximumok és minimurnok egy-egy szektoron belül;
- két-két szeletor összehasonlltása.
- Nem állapitható meg a grafikonról. hogy melyik szektor a legnagyobb/legkisebb

széndioxíd kibocsátó (nem ismertek a bázisévben - 1985-ben - mért adatok, csak
az ebben az évben mért értékekhez képesti vtszonyszámok).

Az egyéni beszámoló az; itt közölt szempontok közül egyeseket kiemelhet, vagy ke­
vésbé lényegesnek minősfther, vagy akár újakat is tartalmazhat a .nzerző" szándé­
kának megfelelöen.

Az J347. feladat megoldásában megadoLL szempontok szcrínt célszerű elemezni ezt
a grafikont is. Az egyéni beszámoló az; itt közölt észrevételek közül egyeseket ki­
emelhet, vagy kevésbé lényegesnek mtnőslthet, vagy akár újakat is tartalmazhat a
"szert,ő" szándékának megfelelöen.
A korrupciós bűncselekményekszáma a vizsgált 26 év folyamán enyhén csökkenő

tendenciát mutat még akkor is, ha közben kiugróan sok korrupciós bűncselekmény

fordult elő 1973-ban, 1979-ben és L985-ben. Ugyanakkor 1977-ben, l 980-ban,
L989-ben és ]990-ben a .megszokottnál" jóva] kevesebb volt az ilyen esetek száma.
A grafikon lüktetése arra is utalhat hogy a magas kormpciós eserszámú években
megpróbáltak intézkedéseket hozni a korrupció visszaszorítására és ez visszatartó
harású volt (igaz, nem túl sokáig), ám ezeket az intézkedéseket viszonylag rövid idő

után kijátszották (talán az 1985-l990-es szakasz volt hatékonyabb).
1990-től a korrupcíós bűncselekményekszáma továbbra is ingadozó, összességében
lassan emelkedő.

A bűnelkövetők számában jóval kisebb ingadozások figyelhetők meg, ez a szám a
26 év során 195 ezer és 500 ezer közölt változott.

(6 - x)"/3

2
a) A másik két oldal hossza a BQR háromszögből.

b)H=]O;6[
cc '

'<' ",3 _ ",3 2 6
c) llx) = ----;-(6 - X)X =7(-x + x)

" ~

- minímumbcly: -5; a minimum értéke -4;
- maxirnurnhelv: 5; a maximum értéke 4;
_ a függvény a-[-8'; -5J és az [5; 81 Intervallumen szig. mon. csökkenő,

a [-5; 5] intervallumen pedig szig. mon. növekvő.

Néhány lehetséges szempontot sorolunk fel az alábbiakban. A beszámoló ezek kö­
zül egyeseket kiemelher, vagy kevésbé lényegesnek minösltbet, vagy akár újabbakat
is tartalmazhat a "szerző" szándékának megfclelöen.
Tendencia:
_ 1980-ig gyakorlatilag állandó szinten volt az ismertté vált bűncselekmények és a

felderített bűnelkövetők száma.
_ 1980-1987 között egyenletes növekedés volt a bűncselekmények számában (kb.

80%-os emelkedés a 7 év alatt), mig a bűnelkövetők száma alig változott. '
_ Jelentösen megváltozott a bűnesetek sáma növekedési üteme 1987 és 1997 kö­

zött. Kiemelkedően nagy a növekedési ütem az 1988-1990 közötti időszakban.

Az ismertté vált bűnelköverök száma alig növekedett ebben az időszakban (mint­
egy Wo/c-kat miközben a bűnesetek száma megháromszorozódott).

- A búnözés elleni fokozott védekezés lehet az oka az átmeneti"visszaeséseknek"
1991-1993 között, vagy 1995-ben és 1998-ban. A visszacsések után azonban
még magasabbra szökött a bűnesetek száma.

Számszerű adatok;
- A vizsgált időszakban 1974-ben volt IIlegalacsonyabb, 1997-ben a legmagasabb

az ismertté vált bűnesetek száma (kb. 105 ezer, illetve 600 ezer)
- 1974-ben az ismertté vált elkövetők száma a bűnesetek számának kb. 70%-a,

1997-ben kb. 25%-a volt.
-A növekedés üteme 1988-1990 közört évi 120 OOO bűncselekmény volt, IIÚg

1972-1988 között átlagos an évi 6-7 ezer bűncselekmény.
- Az ismertté vált bűnelkövetők számának alacsony szinten maradását matematikai­

lag azzal is indokolhatjuk, hogy folyamatosan nőtt az egy-egy bűnöző által a "le­
bukásig" elkövetett bűnesetek száma. Ennek igazoláséhoz. vagyelvetéséhez to­
vábbi információkra lenne szükség.

- Értelmezési tartomány; [-3; 3];
- értékkészlet. [-l; "j,651;
- nem páros és nem páratlan függvény;
- zérushelyek. 0,38; 2,65;
- mlnimumhely: l: a minimum értéke -1;
- maximumhcly: -0,8; a maximum értéke 1,65;
- a függvény a [-3; -0,8] és az [l; 3] intervallumen szig. mon. növekvő,

a l-0,8; l] intervallurnon pedig szig. mon. csökkenő.
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d) Egy másodfokú függvény grafikonjának egy íve lesz a T függvény grafikonja:

y
8

7

T

d) Az indujástól számított 62 perc után
lesz a két vonat közti távolság a leg­
kisebb, és ez a legkisebb távolság
16 km,
(Az első vonat eddigre túljutott a két
vasútvonal kereszteződésipontján, a
másik vonat még nem.)

•
m

4100

m = (x- 62)2 + 256

.1

I

i!
I

,I

l

o 3 6

,
62

•x

c) A T függvénynek a 3 a maximumhelye. ezért a maximális területű téglalap olda-
3 '3 I~

l . ". 'y . "l' űl ,9-d
31 .) es 2; a maxima IS teru et pedig 2 = 7,79 (ami éppen a háromszög

területének a feje).

c) m(x) = (40 - 0,8x) 2 + (50 _0,6x)2 = x 2 - l24x +4100

Teljes négyzetré alakitással. m(x) = (x - 62)2 +256.

Tehát az m: R + ----7 R; x H (x - 62) 2 + 256 függvényt kell ábrázolni (lásd a
következő oldalon az ábrát) és elemezni.
- Értelmezési tartomány: R":
- értékkészlet [256; +oc[;
- zérushely nincs;
- minimumhely: 62; a minimum: 256;
- nincs maximuma;
- O-tól 62-ig a függvény szígorúan monoton csökkenő, aztán szígorúan monoton
növekvő.

a) Tudjuk, hogy erre a gazra: pV = 3T, és a hőmérséklet T = 300 (K).

Akkor p = 900 , ahol a feltétel szerint l ~ V ~ 10.
V

b) A grafikon a megadott intervallumon egy hiperbolaiv, lásd az ábrát.

'(P 'll d" 'k ili< T lO'V "c) Ha most p = 10- a) a an o erte r, or = -3- c azaz egyenes aranyosság

van.

d) A grafikon egy egyenes szakasz, lásd az ábrát

Megjegyzés: a megadott tanományban a hőmérséklet 33 333 K és 333 333 K kö­
zött mozog, ilyenkor a gáz már általában plazmaá1lapotban van, mint a csillagok

belsejében.

I I •
10 V (m')

I I

la'
T=-V

3

l l I

d) feladat ábrája

333333

300 OOO

nK}

I I I

900
p=-v

I I I

900

b) feladat ábrája

p (Pa)

A V,

V,

40 - 0,8x D,8x

SO-O,6x

a) Ha a távolságokat km-ben mérj ük, ak­
kor a kereszteződéstől az egyes vonatok
140- 0,8xl, illetve 150 - o,6xl kilo­

méterre vannak.

b) lu AB távolság:

'1/(40 - 0, 8X)2 + (50 - O,6X)2 ,

vagy másképpen:
I ..

'lJX~ -124x+4100.
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, 2
A=2r-;r:+-

" - ,
A =' 2·.,!:JUH +~

'"

li

~
I
li

.!

, , •
O 0,1 0.5 O,S , 5 8 III

!
.1

I

@)AzadotttarlOmányokban a monotonirási viszonyok leolvashatók az ábrákról, de
ezeket enélkül, pusztán algebrai meggondolással is meg lehet mondani: például
i1(r) kis értékekre a második tag miatt nagy, nagy értékekre az első miatt. Azaz
a kettő között valahol minimuma van, addig csökken, aztán nő. Mivel csak egy
minímum van, ezért ezzel el is dőlt a monotonitás. A(m) esetén hasonló a helyzet
kis m értékekre a második tag dominál, nagy m értékekre az első, így ez is mo­
noton fogy, minimuma van, majd monoton nő. (Az ábrázolás pontosságától füg­
gően leolvashatunk számszerű eredményeket is, Az első függvény értéke a tarto­
mány két határán 10,25, illetve 6,52; mmimuma a kb. 0,54 helyen kb. 5,54. A
második függvény esetén ezen értékek: 6,51, illetve 10,28, és kb. 1,08 helyen kb.
5,54. Ez utóbbi egzuktul megegyezik al első függvény mínlmumával, ami nem
meglepő.hiszen adott alakú és rögzitett térfogatú test esetén bármelyik hosszadat
szerint vizsgálva ugyanakkora a minimális felszin.]

10

,
a) Ha T = 6000 m" és téglalap alakú a föld, akkor 6000 = ab, ahol él és b a téglalap

két oldalának a hossza mérerben. Ha 10 :::; a és 10 :::; b teljesül, akkor a területre
vonatkozó egyenlőség miatt mindkét oldallegfe1jebb 600 (m). Tehát 10 .,; a :::; 600

és 10 .,; b .,; 600. Így a kerület - ami 2(a + b) = 2(a + 6000 \J (m), jelöljük
, a

K(a)-val _ szélsőértékeit kell megmondani. Először számolj uk ki a határokon:
K(lO) = 1220 és K(600) = 1220. Tehát egyenlők (ami a szirrunetria miatt vilá­
gos is). A számtani és a mértani közép közötu egyenlőtlenségmiatr:

6000

l
' 6000') a+-- 16000 ~ ~

2 a + -a-o = 4 2 a ::::: 4~a -a- = 4-,16000 = 80\115 "" 309,839.

[iiS4. a) T~djuk, ho~y az ár (y Ft) a piacon levő mennyiségtől, x-től úgy függ, hogy y for­
~lt?t:an, aranyos x - lOOO-:el, tehát: y(x - 1000) = c. fu a jobb oldali konstans
értékét ugy lehet megkapni, hogy felhasználjuk a megadott értékpárt. 10 OOO da-

rab esete n 2400 Ft, azaz 2400·9000 = c, vagyis c = 21 600 OOO = 2.16. 107.

h) Az ~r 3:; 1000 Ft-ot akkor éri el, hax - 1000 = 2,16· 104,tehát x = 22 600 darab
eset~n, eppen 1000 Ft az ar. Ha ennél több áru van a piacon, akkor már 1000 Ft
alatri arat kapunk az összefüggésünkből.

1_~35S.1 a) A henger felszíne A = 2rn(r + m). Ha a doboz éppen 1 l = 1 dm'. akkor térfo­

gata (minden adatot decimétérben számolva): = r 2 nm. ahonnan m == --J-.
r" :rr

Ezt beírva, a felszín csak a sugartól függ:

'(';2,1 ~2
.'1. r) = sr JT+~rJT-,-= 2r-n+-

A m~lehetőség nl függvényében ~"e~adni a fels~í'nt: ekkor aterfogatból
I 1 l

r = 11- = 1-' ezt beírva a felszín képletbe:
V:!Tm 'Inni

AI )
_ 2 2 ~. 2

ffl - - - {-.nm = 2'.Jnm +-.
r-: m -v mn m

~)Mivel miuden adat dm-ben van, ezért a feltétel szerínt 0,2 < r és 0,5 < m, Ebből

ismét kapunk a suearra egy feltételt hiszen m - l > O J' iből 2 2o ,'." .--,- "amlo:r<-,

é~ mi:vel r pozitiv, ezért r < 0,8 (fe!felé kerekitett[~nk, ez biztos igazt). n

V~g~'lS ?,2 :' r < 0,8 l~sz a~ aj-beli A~r) füg~ény értelmezési tartománya. Ha a
másik függvényt nezzuk, akkor a feltétel szeunt 0,5 < m, és a felső határ a su-

gárból adódik. Mivel 02 < r ez azt jelenti hogy O .-) < r - _1_ t h'" , o ,~ -~, e at
,-- l 5 -v itm

,I ln < O ;'---- I' amit felülről becsülve: 2 82 adódik tehát O5 < m < 8 O
,~'Yn '.Jn " <, , '

(~Lásd amellékelt abrákat!
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cos2x-2cosx-3::: (cosx-l)2-4
lvIivel-l::::; cos.c s l Vx E R

_2::::;cosx-l ::::;0

O::::; (cosx-1)2 ::; 4.
Tehát mininmmát akkor veszi fel, ha cos:c - 1 := 0, azaz cos x == l, ekkor x :::= 2kn

k E Z. a függvény minimuma -4.
Maximuma cosx- 1 ::: -2 esetén van, azaz cosx » -l-nél, ekkor x::: Jr+ 2/:n:

l E Z, a függvény maximuma O.

FÜGGVÉNYTULAjDONSÁGOK, ~VIZSGALAT

1\
1\ 18-;1 ,,\8-X

xl VI \
A két szabályos háromszög területének (\- \
összege: x ta-«

x2 ..J3 (18-;d-,f3 ..J3[ , ] 0(, )T==~+ _:::=_2x -36x+324 ==-~ x -18x+162:::=
4 4 4 2

== -,/3 (x _ 9)2 + 8h13 .
2 2

T
hát t '1 k ö .' 'l' h 9 .' érték 81--/3e a a eru ete osszege nununa is, a x e ,a mnumum érte e ~.2

(A területek összege minimális, ha a szakaszt fekzzük.)

Legyen az egyik szabályos háromszög
x l

..J3
oldala x, ekkor területe TI ==~.

Ellenőrizzükl
_2x2 + 32x _ 134::: _2(x 2 _ 16x) -134::: -2[(x- 8)2 - 64J - 134:::

:= -2(x- 8/ + 128-134::: -2(x- 8)2_6
Tehát b := 32; c > -134 esetén lesz azf(x) ::: _2x

2
+ bx + c függvény maximuma

-6. és azt 8-nál veszi fel.

•,
500

B

100

p

1000

AB'

a) A függvény értékkészlete az S koordinátasík pontjainak halmaza.
b) A függvény nem egy_egyértelmű, mert például A-A' pontpárhoz és B-B

'
pont­

párhoz is egyaránt a p pontot rendeli (PA == PA'; PB == PB')
1\'

FÜGGVÉNYTULAjDONSÁGOK, ~VIZSGÁLAT

Azaz a kerület minimuma ott lesz, ahol ezt az értéket veszi tel. A kétfajta közép
csak akkor egyenlő, ha a két vizsgált szám is az, tehát a kerület <ikkor minimális,

ha a két oldal egyenlő: a> b:::= ,16000 ~77,46 (m).

Így az értékkészlet a (80·,,115; 12201~ 1309,838; 1220J intervallum lesz.

, , l' 11 6000I
b) AbrazoJukaz a H -l a+~J, a

függvényt, a 110; 600} intervallu­
mon, Jásd amellékelt grafikont l

c) Már az aj-ban láttuk, hogya kerü­
letnek a tartomány belsejében lesz
minimUffi<i, maximuma pedig a két
határon. 1O-től 77 ,46-ig fogy, aztán
pedig nő, amit az ábra is jól mutat.

lY
.".",.. .-', .... ... . ... .'.y o=. [sin xl ." '

,,~~~~
2

- 15 05 O 05 15' . 'J : X_,. _, n -n -, n t 'n " , n ,n '

_. ' . - ..

~ a)

b'
-+c
8

b '[ ,fl'"4 -ne veszi e, a maxtmum:Azj függvény a maximumát

Alakítsuk a kifejezést teljes négyzetté ~

, (' b J [( b \' b'lf(x):::-2x~+bx+c:::-2 x --x +c:::-2 x--I, -- +c==
2 . 4) 16 J

l' b'J' b'==-2 x- 4 +s+c

, b
Igy "4 ::: 8, ebből b == 32,

b; + c == -6, me1ybőlc ::: -134.
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f

o

y

2

-3

XER\{-3}, _ 2x+7 2(x+3)+I_'1 l
j(X)=~= x+3 - .... + x+3

Értelmezési tartomány: R \ {-3}.
Értékkészlet: R \ {2}.
Se nem páros, se nem páratlan.
Zérushely: -3,5.
Szélsőértékenincs.
J-=; -3[ saigerúan monoton csökkenő,

J-3; +=[ saigerúan monoton csökkenő.

x2N

y = sinxl

J' = [sin xi + sinxl

a

• y

-0,5:7-ff

y

I

I
43

I
16'

h

2l

f: x H t'/;;

I I I I I I I I I I

2

,
-)

,
-2

,
-3-4

h
' {~r;;, ha.e e O;

a) Páratlan függvény: (X) = 41-
-",-x, hax <O.

y

2;,;

tn c l\~: mtnimuma: -1;

1.5JtO,5ff

3n
---2mJt.2 '
n-"2 - 2Klt, K E N; maximuma: L

o
-1

-0,5:;;,

A h függvény páros, nem periodikus;

n
maximumhelve: + 2rt:rr rt ~ N'

~ 2 tó' tó '" ,

maximumhelye.

rninimumhelyet: [n + Zksi: ln +2k:rr1, k E ~;

[-2n - 21;r; -Jt - 2[%], l E N; minimuma: O;
n ne
- + 2nJt n E N: - - - 2mn Jn E N', maximuma: 2.
2 ' '2 '

b) Értékkészletek.

{j(x) E R o <f(x) < lj;
{g(x) E R I -I <g(x) < ll;

{h(x) E R O:::; Mx):::; 2}.

c) Azf függvény páros; periódusa zr:
minimumhelye: ka: k E Z; minimuma: O:

maximumhelye. %+ l-n, l E Z; maximuma: L

A g függvény páros, nem periodikus;
3n

minimumhelye: 2 + 'snn, n E N:

-1
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-5

g

y

b) Paros függvény: g(x) = ~~. a) A megadott képletben négy paraméter van, amit a megadott információkból kell
kitalálni: nevezetesen, húgy a periódushossz 4;(, és három helyen tudjuk az érté­
két is. Mivel a színusz alapperiódusa 2n, és rnost ennek a kétszerese van, akkor

a sin ~ függvény transzformáltjáról lehet szó. tehát c = 0,5. A többi értéket há-2 .
rom egyenletbőlkapjuk majd:

(1) Asind+B=4;

(2) ASin(: +d)+B=5;

(3) ASin(%-r-d}-B=-3.

Az utolsó két egyenlet átalakitva:

(2) A(sin:!. cosd + cos 11: . sind) + B = A .,/"2 (cosd + sind) + B = 5.l 4 4 2

(3) A(Sin%.cosd+COS ~.sind)+B = A·cosd+B =-3.

lu elsöböl. .4. sind = 4 - B.
A.z utolsóból: Acosd = -3 - B.

Fi
Ezeket beírva a másodikba: ~(-3 - B + 4 - B) + B = 5,2 .

,,/"2
-(1-2B) = 5-B.

2
.. ,,/"2-10 "

Ebbol B = ~ "" -10,.)6.
2('-12-1)

Ezzel (1) és (3) Asind = 14,36 és Acosd = 7,36.
Ebből a két egyenletből kell d-t és A-t meghatározni.

,42 (sin 2 d + cos 2 d) = 14,3é + (7,36)2 = 260,55, ahonnan A = 16,14.
Ebből végül sind = 0,8899, ahonnan d = 1,097.

Ellenőrizhető, hogya 16,14· sin(%+ 1, 097J-10,36 függvény megfelelő pon­

tossággal kielégíti a megadott feltételeket.

b)f: x H 16,14 sin (O,5x + 1,097) -10,36
A függvény periodikus, maximuma 5,78; minimuma-26,S.
Lásd az ábrát a következő oldalon!

x

4J2l-12

I y

10

J-l

~ 5

r:
1

-10 -5 _1° 4 la x

-3-4

2
a) Azfinverzét legegyszerűbbbetűcserévelmeghatározni: y = 4 - -- helyett

x+3
2

x = 4 - --, hiszen felcseréltük az x és y tengelyt.
y+3

2 . y+3 l . 2
Ez rendezve: -- = 4 - x, vagvls -- = --, ahonnan y = -3 +--o

y+3 • 2 4-x 4-x

Tehát az inverz: r'. xH-3+ _2_, xER\{4}.
4-x

. 1
Ábrázolni mindkét függvényt az - transzformálásával lehet.

x
b) Mindkér függvény két szigorúan monoton ágból áll, (-3)-nál, illetve 4-nél nin­

csenek értelmezve, szélsőértéküknincs. Egyik darabjuk konvex, a másik konkáv,
lásd az ábrát:
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x+v==60; xER+; )'ER+
. 2 2 ~ ~ ~

A négyzetösszeg: x + y == x"'" + (60 -x)"'" == 2[ - L20x + 3600 ==

2(x 2-60x) + 3600 == 2(x- 30)2 + 1800
ennek van mínimuma minimumhelve 30, mínímum értéke 1800.
Ha x == 30, akkor y ~ 30, tehát a ~égyzetösszeg akkor minirnális, ha a 60-at két

egyenlő összeadandóra bontjuk. (Ekkor a mlnimális összeg: 302 + 302 == 1800.)

Ii
I
I

16-21;

80- 2x

A téglalap két oldalának hossza méterben mérve:
x és (l6 - lx), ahol O < x < 8.
Területe tex) == x(16 - lx).
A tex) == _2x2 + 16x == _2(x 2

- 8x) == _2(x_4)2 + 32
átalakítás szerint a vizsgált függvény maximumhelye
4, értéke 32. Tehát a baromfiudvar területe 32m 2, a rövidebb oldala 4 m, a hosszabb

oldala 8 m.

A téglalap kcresztmetszecű vizlevezető két oldalának
hossza cm-ben mérve x és (80 -x), ahol O < x < 40.
Területe:
t(x) == x(80 - 2x) == _2x2 + 80x == -2(x - 20/ + 8ÜO.
A függvény maximumhelye: 20, értéke: 800.
Maximális területet akkor kapunk, ha a felhajtandó rész 20 cm széles.
Ekkor t == 20 . 40 == 800, azaz a maximális terület 800 cmv.

16
Innen már leolvasható, hogya T függvény a maximumot a helyen veszi fel

4+n

FŰGGVÉNYTULAJDONSÁGOK.-VIZSGÁLAT

. . . 'k 32es a maxrmum crte e --.
4-.iT

16 16Mmthogy 0<-- <-- a kapott maximumhely a T(a) értelmezési tartomé-
"' 4+JT 2+n

nyához tartozik.
A maximális területű ablak méretei tehát

a ==~ ("" 2,24 m). b == 4~~1(~+~:(\1 = _8_ (> 1,12m).
4+n 4+Jt \2 4) 4+n

Az ablak kerülete igy valóban 8 m.

A patakkal párhuzamos téglalap-oldal hossza legyen b, a másik olda1 hossza a. A
szükséges kentésanyag ekkor 2· a + b. A szöveg szerint la + b == 400, azaz
b == 400 - 2(1. (Világos, hogy O < b < 400 és O < a < 200). A téglalap területe
a . b, azaz a (400 - 2a). Tehát az a (400 - 2a) kifejezés maximumát keressük a
JO; 200[ intervallumon. Ez a kifejezés két zérushelyének számtani közepenél van,
azaz a == 100 m. Ekkor b == 200 m. A kert maximális területe 20 OOO rn-.

4+"( , 32 "IT(a) == --- a- - --a;
8 4+Jf

4+n( 16'1' 32T(a) == --- a-- -- ---
8 4+7t) 4-'--;T'

b

b > O).Az ablak téglalap alakú részének méretei: a és b, (a > O,
a

A félkör alakú ablak sugara 2"'
a

Az ab1ak kerülete: a +2b + 2"j(== 8,

r1 nI
ebből b == 4-a -+- ,

,2 4)

b >0 ~ a(~+ Jf] < 4, innen a<~.
2 4) 2+Jt

a'
Az ablak területe: ab +Sn. Ebbe behelyettesitve b értékét kapjuk a:

J I .it) a2 Jf ,4+n 16 ,.. .
Ha) == 4a-a"'"l·-+- +-- == -a~ --+ 4a; O< a < -- függvényt.

- 2 4 8 8 2+Jt

A maximumhelv meghatározása céljából teljes négyzetté alakitunk.

y

10

(\ (\
5 f\ (\ f\

-30 -25 -20 -1 - O

-5 JI 5 I
"

20 lis 30 35 4 45 c

-Ih j

-,5

20

\J V V-25 V V V V
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EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEKGRAFIKUS MEGOLDÁSA

b) Az egyenlet gyökeit -1 és 1.

x

x

j2

o

-It

-1

~

2

c) Az egyenlet gyöke: 1.

c) Nincs gyöke.

y
y == l-:'x

3

\

_2 -1 O

,--_. ---l
: -:

:.:. - - -. 2
; :___ . - __ ..

11373.1 a) Az egyenlet gyökei: l és 2.

-,-1-

I

o

2

b) Az egyenlet gyökei: - 2 és l.

11

, :

y==x

y:=x'-x

.v=x-·l

l 2 3 4 5 .J:

,,,,,

1
y= ­

x.

o

:1'
3,

2­

1

-3

-4

-5

-6

-2

2

3

3.4. Egyenletek, egyenlőtlenségek
grafikus megoldása

-5 --4 -3 _? 1 a
-1

-2

11372.1 a) Az egyenlet gyökei: -1 es 1.

11371.1 A gyökök egy tizedes pontossaggalleolvasva -1,0; -0,6; 1,6. (Algebrailag megold­
r

_[ e..s 1±...;5 =( 1,618 .)
va az egyenletet megkaphatjuk a pontos gyököket is: .-

2 -0,618

.8. "9
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-.!~74.1 a) Al- egyenlet gyökei: -2 és -1 és 1, b) Az egyenlet gyökei: Oes kb. 1,6

(pontosan: ~/4),

i i

m, I

I
;

i

i,,

x

\
2 3

~
_I : I

: ',
; . ,•••• ··-'1

e) Az egyenlet gyökei: -0,5 és 0,5 és 2.

: \.~ -2h4x+O,5

f\;lJEL

EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEKGRAFIKUS MEGOLDÁSA

x32

Ly
y,.

~2
3

Y = x
2

: . v=-
, . - x

2
'----

~

--'3 C' -I 1 2 x

~.

~:~
y= x 2 + 2x~ 1

~ -2 -'1 O

\
-I

~

, 7±-v13
e) Az egyenlet gyökei: kb. 1,7 es kb. 5,3 (pontosan: .... ).

:~-31 y=§ ~

a) Az egyenlet gyöke: kb. 0,7. b) Az egyenlet gyöke: kb. 0,6.
x3

b) Az egyenlet gyökei: Oés kb. 2,7.

y I/Y=2X+1

3

x

x
y=---:

/

1

= SÍDi

2

-2 ...;1

=Id'., O.. " ...,.'.. 0.0_.

.:
/' -1

3

a) Az. egyenlet gyökei: Oés kb. =1,9.

,

,
6

,
S

,
432o-2

2~ x -I O

Y=I-x~ \~:

.i->
i->
y=\I~+l

JI
J i 1

2 -\Y =-;

-I

@Kb. 1,6; 2,4; 3,3; 4,2; 5,2
(ennyi látható az ábrán; általánosan

.-,-----
k+'l/k-+4

a k EO N+ számok a
2

gyökök; ugyanis x E [k; k + l[ ese­
tén {x} =x-k,ésekkoraz

x - k:::: ! egyenletből.
x

x 2 _ kx _ 1 = 0, és ennek épp a fenti
kifejezés a pozitív gyöké, negativ
gyök meg a törtrész-függvény er­
tékkészléte míatt nem lehet).

x4

y=

3z

2

y

3

sy =X:

1-';-

:-2

:-1

, O

4.0 4"
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: i

: I

I

4 x3

y == x-l

21

y

a
I

2

x

b) IOglx = x- t

2

l
1I==-x+1, 2

2

1
Az x H x2 + l és az X H - függvények grafikonjai kb. a 0,7 abszcisszájú pontban

x
metszik egymást. Ennek alapján az egyenlőtlenség megoldása a ]0; 0,7] intervallum.

EGYENLETEK. EGYENLŐTLENSÉGEKGRAFIKUS MEGOLDÁSA

Az ábráról leolvasható megoldas:

a) Xl = -1; Xl = O; b) Xl = 1; Xz = 2.

üehelyeuesítéssel meggyőződhetünkarról, hogy ezen értékek valóban kielégítik az

egyenleteket.

l
a) 2~ = -x+l

2

\
. · .

I
--

----- ,-

ole x

\- · -

'"
..

------ · -

\- / 11380,1.

,

Az ábra az origóra szlmmetrikus. Ebből következik, hogy a pozitiv abszcisszájú és
negativ abszclsszájú metszéspontok száma egyenlő, ehhez jön még maga az origó
(O abszcisszájú pont). Ennek alapján az ábrából megállapítható, hogy a két függ­
vény görbéje 7 pontban merszi egymást_(:,- TT-::-; L ih .T , Y-:+L-: i-
-+:4 ·i' fc('"
-- I /-\-\.it TrT~> fl::.-' \ ' .,-".: \:,t'>$'_ r
+ "·-li' ,.- j\tJ/2,/-_:~~••••·• I'!'j'/lr'rr j\-I;t·.·.•.

l+~·+·-V':' ,_. +l'. ,.. v' , t. ,. ..+1rr-: ,., "

l
}' == ~

r

,

3 x2

•,

3

4'

-2

Az ábrán a két görbének
két metszéspontja van, ez
alapján az egyenletnek
két gyöke van: O és l.
(Ezek pontos értékek,
amint arról behelyerrest­
téssel meggyöződhe­

tűnk.) Az x,.....,. 2x+ l
görbéje lineáris, -0,5-nél
kisebb helyeken negatív
értéket vesz fel, mig az

x H Y' mindenűtt pozi­
tiv, ezért az ábrán már
nem látható negativ he­
lyeken nincs további met­
széspont.
Az exponenciális függvény meredeksége egyre nő, a Iineárisé állandó, ezért az áb­
cin már nem látható pozitív helyeken sincs további merszéspont.

4.2 4"
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x

=Ix-ll+!

2

1-

~Y
3

bJ J-~; ü[ u [l; ~[

lv= ­. x

/
/ Flx+ll

/

c) 0

,u8i] a) 10; ][ u ]l; ~[

ha-2 -: x
x+5

x-l> --­
2

2x-2 >-x-S
3x >-3
x> -I

x+S
v:=---'---"

2 3 4 5 x

bJ R

-3

-4

--5

-2-

"';7 -6 - 'R.--;3 ~2 ~I O, ,-1
", ,

vagyis szintén f->: -5[ vagy ]-1; +=(.

A két függvény grafikonja a -5 és a -\ helyen metszi egymást, ebből az egyenlót­
lenség megoldása: 1-=; -5[ vagy ]-1; +=L.
Számolással pedig:

I I
rX+2-3=x-l, ha -2:5x;

x+2 -3~1
,-x-2-3=-x-5, hax<-2.

Ekkor az egyenlőtlenség:

hax <-2
~ x+5

-X-J> --­
2

-2\"-10 > -x- 5
-5> x

11382. a) ]-1; 1,6[

~2 -,1 O

y

l 2 4 x

'=3- lx - 1I " -,

-I O

-1

-2

-3

-2 -1 o

T

-I

x

] jU -Ir(pontosan: - L 2 )

.9. .95
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j

I
il

I
l

b)O:::::a<L9

-5

y::: tgx

(b)'1 ]-1 g- - ;r[ vaev Ja- ;r[. továbbá minden periódus vége előtt egv rövid (az ori­

~gót~l :aV:lodVOO~gy,; ,:Videbbl szakaszon, pl. },7; 3;[, ]-4~8; _ 3;:;
},g; 5;'-, ]-7,9; _~'7T[;

l

11387.1 a) a < Ovagy 0,5 < a

•
-x

y=

2

y=

b) [Q; 0,3[ u 12,2; =[

bj I-~; o[ u ]1; =[

-"y

11384.1 aj [-1; 1]

11385.1 aj ]-1,3; 21

y= 1,9.>:

y::: 0,5
..----_.---c---

~ -- r--._--
.- y=-v.>:

x6

-1

o

11386.1 al ]0,6; +~[

4 •• ..7

-
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a) nincs ilyen ti (mert az origó
mindenképpen közös pont)

y

2~-
V

O
I I I I I I I I I1 .

b) 0,5 <a (X_2)2 > ·,/x-2

Az áb;-árólmegállapítható, hogya meg­

oldás: x > 3, (A -"lj x-2 kifejezés
csak x ~ 2 eseten értelmezhetö.I

y t·
3-

2

l

-1 O

Y=(X_2)2/

}' = 1

y=O

y =-1

y= -2

y =-3

Y =-4

y=lx-31- 1

---l-o 1
Megjegyzés: = I---'-x,
Algebrai úton a megoldás pontosan is ------_cJ x
megállapítható: -o,+----<r-'~2·"--+]--/~/~;o-----~~

5 25 ",,/
x < '4 vagy x> 6' :_1'''''/

lIx-31- 1> 1- ccx
J

Az ábráról leolvasható megoldás (kö­
zelitően): x < L,25 vagy x > 4-nél va­
lamivel nagyobb.

x2

y=-2x

2

~1-2

b)-2 < a < 2 (ez az ax = x 2 + l egyen­
let megoldasaval. az érintés miatü egy
gyök megkeresésével ki is számítható)

y /

y ox' + 1/

l
2 x

y =-x

11389.1 a) a ~ °

[(x) = L, ha.c, = 6; X2 = -6,
[(x) = 0, ha x. = 5; X2 =-5,
[(x) = -1, ha Xl = 4; X2 = -4; x3 = O,
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I
I
I

I
'1\ti
!

x

f

2

,

-2

,
-2

o

2

y =x-2

2

/
/'

"

/
,/

,
-3 -1 /

/'
-------,1' -I

allx-21==x-2
Az ábráról leolvasható megoldas:
[2; +=[.

f(x) > g(x), ha x < -2 vagy l < x.

f(x) < g(x),ha-2 < x < I.

11395J fCx) ~ jH li-lxi
Az ábra 3 részből áll:
gCx) == Ix+ ll; h(Xl == -lxi és ezek
összege f.
a) Értelmezési tartomány: R.

b) Értékkészlet: L-L 1].
l

c); e) Zérnshely:.f(x) = 0, hax =-"2.
d) f(x) = 1, ha x ;::: O.

fl f(x);=; -I,hax $-1.

5i2~ f(x) == Ix+ 1!-1; g (x) = -lxl+L

fCx) ~ g(x), Ix+ 11-1 ~ -!xl+2,
hax. = -2 vagy Xl = l.

y =x-2

x

y=x- I

y

Músik megoldá«:
x-2>Oesx-1 >O,hax>2

x+l
Az kifejezés értelmezési tartománya R \ {lj.

x-I

a) x + 1 = O akkor, ha a szumlaló = O(de ugyanakkor a nevező :;t O). Tehát x = -l.
x-I -

b) :::: =3 akkor, hax+ 1= 3(x-l), x;i: I. Ebből x = 2 adódik.

x+l . x+I-3(x-1) -2(x-2)
c) --o < 3. Ezt űtalakitva: < 0, amiből < O adódik.

x-l x-l x-I

Egvszerübb alakban: x-2> O. Ezt az egycnlőtlenségcr kell megoldani. A szám-
- x-j

Iélót és nevezőt kiilőu függvényként ábrázolva, a grafikon segít a megoldásban.

A tört pozitív, ha a számláló és a neve­
ző azonos előjelű.

Ez áll fenn pontosan akkor, ha x <
vagy x> 2.

vagy
x-2<Oesx-l c üha x c t.

f(x)==-2,haXl=3: Xl ==-3; XJ=l: -'4=-1.
f(x)=-3,haxl =2: x2=-2,
lex) == -4, ilyen x nincs.

A.z eredmények az ábrárólleolvashatók.
Ezek közül a kiszámitás rnenetét pl. az elsön követjük nyomon.

II x i - 21-:; = l, ez rendezve:

II x 1- 21 == 4. Ez most két egyenlerre bontható:

Ha Ix I ;::: 2, ami azt jelenti, hogy x :::; - 2 vagy x ;::: 2,

akkor Ix 1- 2 = 4, ebből Ix I= 6, eszerint x = 6 és x = -6 is megoldás. A feltételek

teljesülnek.

Ha Ix I < 2, ami azt jelenti, hogy -2 < x < 2,

akkor lxi-2 == -4, ebből lx I== -2, ilyen x nincs.

SOO
S01
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b) Ix-21=2-x
Az ábráról leolvasható megoldás:
]-~; 2].

I _

e) II x' - 4x + 4 = x-2
Minthogy

I _ I, 1 1v x" -4x+4 = '1(x-2) = x-2,
ezért a c) egyenlet azonos az a)
egyenlettel. A megoldást lásd ott.

o l 2 x

Y'" 2-x

c) Az y = -4x + 2 egyenes illeszkedik
,- 1 "

az M(O; 2) és az El?: O 1 pontra. A- )

3
keletkező két trapéz területe il-

S
5

Ietve ezért a két teriilet aránya
8

3 :5.

c

E(~ 01
2' )

f

y

4

y

o

]

7

.Jx-1 = IX-41+3
Az ábráról leolvasható: a két grafikon­
nak nincs közös pontja, tehát az egyen­
letnek nincs megoldása.

[(x) = 10'
g(x)=x-l
Értelmezési tartomány: R
Az y = lOx és az y = x-l görbenek
nincs közös pontja (mindkét függvény
szigorúan monoron növekvő), igy az
egyenletnek nincs megoldása.

A(O: O); B(I, O)
ql,1); D(O; 1)

FI~ 11· GI"~' 11\2' /' ,6

Hr-*; Ol .1\-[(0; 2)
" "

c

K

F

G

\

a) Az ABCD négyzet negyedét metszi
le y = -2" + 2 egyenleni egyenes.
Ez az egyenes átmegy a négyzet
BO; O) csúcspontján és a CD oldalt

felező 1"(1; lj ponton.

Ez az e egyenes ui. relezt a "négyzet
felének", a SeD ö-nek a területér,
mert BF ennek a háromszögnek
egyik súlyvonala.
Ugyancsak lemetszi a négyzet egy- AO \H
negyedét azt: y = -6x + 2 egyenle- f
tű egyenes. Ez az állítás igazolhato
a keletkezettAHGD trapéz területének meghatározásával. (Itt figyelembe vettük,
hogy DG az AHM háromszög középvonala.)

b) Pelezí a négyzet területét minden
olyan egyenes, amely áthalad a kö­
zéppontjan. Ez illeszkedik az

(l l"
.M(O; 2) és a K -r-: -I pontra.

\.2 2)
Bgyenlere: y = -3x -:- 2.
A kettévágott négyzet két fele ui.
egymás tükörképe K-ra vonatkozó­
lag.

A O H IB x
-1 O

-1
x

502 50'
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~o.! Alakítsuk in az egyenletet!
,~

2x = 3x-1, ábrázoljuk közös koordi-

nátarendszerben azfCx) = 2 x és

g(x) = 3x - l függvényeket!

A gráfikonok metszéspontjainak első

koordinátája adja az egyenlet megol­
dását:
XJ = l, x2=3.
Ezeket az eredeti egyenletbe helyette­
sitve igaz állítást kapunk.

,
8

z

..___...J-.
I'"'·-'r"=r-=-=-~-'->"tf--I-~~~-~_

O
-1

1402. ,A,z egyenlet megoldása az ábráról leolvasható:

1
' n ZS;TlIZllvI = - + bt k E ; - +:it E ~"
,6 6 '

t y
! y"'lsmx

~V~~~/~V~",,/<:Iy- 1 -- I fc I I, I ~>:
-2:rr -1,5:rr -J( -0,5;7 J( 0,5" SJ!'::r 1,5" 2ir

-It 6 6

11401.1 A logaritmus értelmezése miatt x:2 > 0, azaz itt az R \ {O} az alaphalmaz.

l 'oog2 x = ~

Hatványalakban felirva: 22 = x 2

X = ±2, mclycket az eredeti egyenletbe visszahelyettcsitvc egyenlőséget kapunk.

Grafikusan: O,Slog2x
2 = 1.

Az y = O,51og2x
2 és az y = 1 metszéspontjainak első koordinátéjax, = -2, illetve X2 = 2 az egyenlet megoldása.

J'

2

A logaritmus értelmezése miatt x > O.
Alakítsuk át az egyenletet!

l 2 ­og2x = -x +.)

• y

-2 2

y'" l

2

-I

o

I
I
I

,/
2

S04

Az y "" log?x és az y "" _x 2 + 5 grafikon ok metszésponrjának első koordinatáia
x "" 2 az eg)~enlel megoldása; melyet al- eredeti egyenlétbe tehelyeuesitve egyenlő­

séget kapunk.

sos



EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEKGRAFIKUS MEGOLDÁSA

,W,

EGYENLETEK. EGYENLŐTLENSÉGEKGRAFIKUS MEGOLDÁSA

[' I

I

i
1

" 1

, i

I
I
"il

x2Jr1,Sn

y= Isiilxl
~-'-<.

y

y=4

1v
1-

-2lT -i,5Jr

....
'/ ,

lxi ~ {x. hax > O;
-x, hax < O.

Ábrazoljuk af(x) = x + lxi függvényt!

II {
X + X = 2X' hax ",:::: O;

x+ x =
x-x=O, hax<O.

Az ábraról leolvasva az egyenlőtlenség

megoldása: J-=; 2].

,7
Isinxl s: ;
Az ábráról leolvasható az egyenlőtlenség megoldása:

M ={X E RI- J[ +k:Jr:::; x::; ?!.-+kn k E z}.
4 4

x

y

o

-2

y
A logaritmus értelmezése mi­
attx>O.

Az Ilog2 xl ;:=:: 1 egyenlőtlenség
megoldása II grafikonról leol-

vasható' ]0: ~]U[2: ~[.

Alakítsuk át az egyenleretl
')" ? lx o (.
~ =-x-+ -'" -i
A jobb oldal teljes négyzeué alakításá­
val:
_(x 2_2x) -2 = _[(x_1)2 - lj -2 =

= -(x-l/+ l-2 =_(x_l)2_1.

Mível (x - l) 2 ~ O "Ix EO Resetén =?

_(x_1)2_ 1 < O,
így ("') baloldala minden x-re pozitiv,
jobb oldala negatív, azaz az egyenlet­
nek a valós számok halmazári nincs
megoldása. (Az ábráról is leolvasható,

hogy az y=2-' és y=_(x_l)2_ 1
grafikonoknak nincs közös pontia.)

-1

1406.1 2 x > 5"
Az egyenlőtlenség megoldása a grafi­

kenról leolvasható: R-.

l. 2 4

y I
vl= S'

I >"2'

s x

x

Ábrázoljuk az f(x) = x ..!-Ixl (lásd
1408. példa) és a g(x) = -cc + 3 függ­
vónyek grafikonját!
A grafikonrólleolvasva a megoldást:
[l: +~[.

_1 0 2 x

Y=IX +x

y = -x + 3

3 x

I
:!,.,

I
l

506 507
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li
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I
ii
il'
il
,I
i
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I

I

II

II
Iil
'I"
I

II
ill'I:',

'I 'I i,

I
I

x
•

x

54

\

2 \
y=- \x·4

\
\

3
•,

y=x' --c6x+7

3

2

·1

EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEKGRAFIKUS MEGOLDÁSA

A másodfokú függvény ábrázolásában segit azx 2
- 6x + 7 == ex- 3) 2 - 2 átalakítás.

M = [2; 3; 5[

l 1
c) Az egyenlőtlenség mindkét oldalaból vonjunk ki ""2 ·lg x-et, kapjuk: 2 . Igx 2:: O.

Ez pontosan akkor teljesül, ha Igx <: O. Az x H 19x függvény saigerúan mono­
ton növekedő, a Oérteker x =: l eselén veszi fel. tehát a megoldás x <: 1.

~413l tVl == {x E R lx < -4 v -l < x < O v x > lj

'44f

x

'x 'I.X
\'== -• 'xI .

3

adódik.

'y /
/Y==2x+l

/
/

V

~/

l
logjx<-

. 3
z

b) Az egyenlőtlenséget árrendezve és 3-mal osztva

Az. x H log ~ x függvény szigorúan monoton csökkenő, az l értéket x == ,Il
. . fl

helyen veszi fel, tehát az egyenlőtlenség megoldasa x > ~""2'

l
a) Az egyenlőtienségcr 2-vel osztva log3 x >""2 adódik. lu x H log 3X függvény

szigorúan monoton növekedő, az l ertéket x = -;3 helyen veszi fel, tehát az

egyenlőtlenség megoldása: x > --../3'.

Az ábráról leolvasható, hogya

3 x s; 2x + l egyenlőtlenségnek a nega­
tiv számok halmazári nincs megoldása.

-5 -4 -J

1

2X" {i2x l, hu ~ O;
y=:--=

x i nincs értelmezve, ha x=: O. __'

A grafikonrólleolvasva az egyenlőtlen-

ség megoldása:]-=; -3[ u 13; +=r.

EGYENLETEK. EGYENLŐTLENSÉGEK GRAFIKUS MEGOLDÁSA
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y

y = Cús2X

1 •
2:n: x

y = ccax

J ,5J(

4.i
3

"

2n
3
e,

0.5JI'o

-1-

b) Ábrázoljuk az x H cosx és az x H cos 2x függvényeket a [O; 2n] intervallunion.

~+II-I
,1415.[ M = {-3.6; Ol

a) Ábrázoljuk ugyanabban a koordináta-rendszerben az x M sin.r és az x d sinZe
függvényeket a [O; ln] intervallumen.

x

y=a:r

A két grafikonnak 4 közös pontja van, ezek közül kettő a Oes a 2n helyen. A má­
sik két közös pontot a cos.c = cos 2x egyenletből megkapjuk. ezek

2n , 4n , ]2:1" 4;r[- es -. A megoldáshalmaz tehat: -; - .
3 3 3 3

Egy lineáris függvénynek. és egy nem 1 alapu exponenciális függvények grafikon­
jainak 0, vagyI vagy 2 közös pontja lehet. Ezeket az alábbi ábrák mutatják.

Lcscta>l5

Y=4-IX- 11

y

y = sin2x

11416.1 M = R

1
1417.1

A két grafikonnak 5 közös pontja van, ebből három a O; n; 2n helyeken, a má­
sik kettőt a sinx = "in 2x egyenlet megoldásából kaphatjuk, ezek

x . 5n . l nl' ] 5n[x = "3 es x = 3' A feladat megoldashalmaza tehát JO; "3 u n; 3'

Oközös pont (elkerülő) 1 közös pont (érintő, metszö) 2 közös pont (metsző)

x

y=a"

y\

oközös pont (elkerülő) 1 közös pont (érintő, metsző) 2 közös pont (metsző)

Il.esetü c c c
1.5ct

y=sinx

n 0,5.7.
3

-I

S'O S11

I

..L.



I
I.

I.

I
·1
',I

I
II
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II

iI
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!
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li

il
II'

6

ff
y=cos-x

"

.<

41/2
I,

I

y=x-3

'2 3

1

o
-I-

i

L4 /

/

t
-2

_10.:-2

/

. {(X+2 i , ha.c s l;
f(Xl =

x-3, ha.c > l .
b) Az j'függvény grafikonja nem rajzolható meg egyetlen vo.oallal (piros).
c) Azf(x) :::: X + 2 cgyen1et megoldása az ábraról leolvasható: XI :::: -2; X2::::-1.

Eleve csak a pozitiv x értékek jönnek szó ba, különben a baloldal nem IS értelmez­
hető. Az ábra alapján az x:::: 2 helyen mindkét oldal O, igy ott egyenlők (ez számo-

lással is könnyen. ellcnőliz_hető) ..A bal lj
oldal egy szígorúan monoton noveke- \"

ld l
. v=Jot,,-=---

dő függvény, mig a jobb o a maxi- ~ 'o' 2
malis értéke (pl. O-ban) L és a függ-
vény O-tól 4-ig monoton fogyó, így O
és 4 közöu több gyök biztosan nincs.
Mivel a baloldal nő, egyenlőseg leg-

feljebb addig lehet, amíg 10l~~) ~ L

azaz x ~ 2J~1O = 2,52. Azonban 4-ig
nincs több megoldás. csak a 2; a 4 pe­
dig már nagyobb a kb. 2,52-néJ, on­
nan már nem lehet további gyök.
Tehát csak az x :::: 2 a megoldás.

EGYENLETEK~ EGYENLŐTLENSÉGEKGRAFIKUS MEGOLDÁSA

T

x

!
!

y=x2_6x+5

1\ 3 '5.5
, I'
\

/
.

\. I
,. i
! •

"-/

1 y

I,

\

-4

A baloldal csak l ::; x eseten értelmez­
hető. Egy gyökös függvény grafikonját
(ami szintén paraboladarab, csak a ten­
gelye az .r tengely), és egy másodfokú
függvény grafikonját (ami sztnté» pa­
rabola. csak y-nal párhuzamos tenge­
lyű) kell összevetni. A megoldáshal­
maz határai ott lesznek, ahol egyenlő a
két oldal, ami -l-gycl való osztás után a
következő alakú:

,/x-l:::: x 2 -6x+5:::: (x-l)(x-5).
A megoldáshalmaz. [1: 5,51

EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEKGRAFIKUS MEGOLDÁSA

/\ 21;'(\ = "",7/\
/ \ l-o \ I \
I \ .' I, 5. 6. J,' .
i I, i 1\ P \

t. J . 4. { 1\ "I \ ..,
, ~ ~~

~", ;,/i '\1 ji \ / n x

,\ / I I
12 -\. \, I\1 \1 \1

\j \...·~2 \j

C1420) Abrázolni ,kell mindkét oldalt a megadott intervallumon, és megvizsgální, hogy mi­
kor lesz ~Job~..olda~ a nagyobb. Ajobb oldal a koszinuszfüggvény cltolfja, ami ép­
pen a színuszrüggvény lesz. A baloldal a szinusz függvény harmadára zsugorítása
az x-tengely, majd z-szeresérc nyújtása az y-tengely mentén. Lásd az ábrát! Leol­
vashatjuk, hogy a pirossal jelölt tartományok a jók, azaz az első két mctszcspont kő­
zött, és a harmadiktól egészen O-ig, majd az ötödiktől a hatodikig. végül maga a he­
tedik pontja. A megoldas: [-.;r: -2,23J u [-0,91; Ol u [0,91; 2,23J u {n}.

S12 S13



ll'
, ,

I

'x.2

1/I

I
I I

v=
f

2

3-
\

\
\

z 3 4 ha) x < x < x, a x > L

b- 3 4 21 I OJ x' < x < x , la - < x < .
4 - '>

e) x < x
j < .r ", ha O < x < 1.

, - 4d)x: -cx" c x ,hax<-1.

, 4' 1"1e) x- < x < x' sosem te Jesu.

f)x2:=x3:=x4,haXl=O; X2=1.

EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEKGRAFIKUS MEGOLDÁSA

- zérushely. -6;
- minimuma nincs;
_ maxímumhely: 4: a maximum: 4;
_ a függvény 4-ig szig. monoton növekvő, majd szig. monotcn csökkenő.

C)bEfO;4]

iP

x

l'

o

_1

g

f

b) Grafikus megoldás a fenti grafikon segitségével:
M, := {-3,5; O; 5,4];
"1, = [-5; -4,5j u [4).

-2

EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEKGRAFIKUS MEGOLDÁSA

'142iJ a)

~424J a)

-6 --4 o
x

-'-1-

b) - Értékkészlee ]_00; 4J;

- nem paros, nem páratlan függvény;

oxi
-2

cJ

514 su
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-I o
x

y \

\
\\
,,~

o 1 l l

43 2
2 3 4 5 x

y = J.Jx
-I -I

log] x

•
I "I 4'

a)'\IX<~X<ilX, haO<x< 1.

b) I ,I 41 h-s x = '\IX = '\IX, ax[ =0: X2= 1.
,.' r- r-

C) ilx < ""I x < ~I X, semmilyen x-re sem teljesül.

d) ,r;; > ~I--;; > ~I--;;, hax > 1.

e) x < O-ra csak g van értelmezve.

t) Ilyen x nincs.

g) x ::::: O-ra mindhárom függvény értelmezve van.

x

G

6

CO, illetve DO egy-egy

0'+-2

~y

6_
F

g

D G J
.. --Z .. E

A
1-;.

lúg x

a) log , x c log , x c Iog , x, hax> 1.
- - -
2 3 4

b)Jogjx>log[x>loglX' haO<x< I.
2 3 4

c) log l .e e Iogjx e log , x, ha r e, l.
2 3 4

2, Az ábrán látható, hogy az ordinátatengely két háromszögre bontja a eDO három­
szöget. Ezek egyik oldala, OG közös, az ehhez tartozó magasság DE = 2, illetve
eF= 6.

l .
Tcoo = Tcoc+TvOG=-;:;l3 ·2+3·6);;; 12

"

Megjegyzés:
1, Vegyük észre, hogy a eDO háromszög derékszögű.

négyzet átlója, ezért CO = 6--,/i illetve DO = 2--,Fi.
Ezeket felhasználva TeDo;;; tz,

Az ábrajelöléseinek megfelelően:meg
kell határozni az OeD háromszög terii­
letét. C és D koordinárái leolvashatok
az ábráról. C(6; 6). 0(-2; 2).
TCDO = T.4BCD - (1'1100 + Teco)
T.4BCD = 32
TAOD;;; 2
T ECO = 18
TCDO = 32-20 = 12

x43

y = !ogzx

2

1 1 1
43 Z

o

r

a) Iog 2x < log3x < log jx, ha O < x <

b) Iogzx > log3x > IOg4X, hax > I

e) log2x = log]x =;; log4x, ha x » l

51. "7
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11432.1 a) b)

y

11431. a) bJ

o

x
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I
li

I
i
s

il

I

.

r-----

,
Ix=3,,,,
L _

-r,,

y

o

,
x=-2 :

bJ

x

y I

:x=1,,

o

c)

c)

.J..
--+--->---+->~ccf :

~=Ixl

y=:: -2

3 4 5 x

bJ
zy=x

----------;>J'-'~~
-3

-4
-5

)' =:: 2-x

)1433.1 a)

-5 -4 -3 -2 _I O 2 3 4 5 x -1 Ol x-1
I

c)

T
' ,

l r '" L
é'. \ X- ,,
l , ,

"/ ::.":~<:::-
- ==4- ---:3- --Z -1 O l ~~2 3 4 5 x,

, -1 ~

~

y =x-2

'r
~

'x ~
,~~

".(
~ -3

,," 1..···
.. 1"0,

-4!, ,,
-~,

il43~ a) bJ

~r
~

3f'
>

~

~

~
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a)
bJ

a)

'--- ------

---~

---~

'y ,,,,,
~~x-y=O,

x

b)

x- y =: O

x

cJ

bJ I
F ~ I

Ii:i" I{, ,
"y=:4
ii

! '
y=2

O x

t

x

x

Ó»

----

,,
I,...., I""
I II l II
I kl'",

~[j~~~~--,,
,

'y

-----

o

)'=4--- - - - - - '"

,,,,

a)

,,
r x =: 2,,,'t--h_.., ~ - ... - ... -I'"""""""""'-""""I""",,,,,,,

t
I",,,,,,,,,,,,)",,,,,,,,,,,,,
"""""'"1,,,,,,,,,,,,-,,, -,
I""",,,,,,,,I" , "" "" ,,_ ", '
j"<>. '"'''- "'- "" ","
I" ''', -. ", -'-,-,..>-,', ",
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e)

sebesség idő
I

út

(~) (h) (km)

lovas kocsi 12 l 121
kerékpáros 20 t : 2 20 (t 2)

Az általuk megtett út azonos: 20(t - 2) ;=: 12f.
Az utat a lovas kocsi t = 5 óra alatt tette meg, a kerékpáros pedíg 3 óra alatt.
A megtett út 60 km.

Ha a grafikont úgy készitjük el, minrha 2 órával később indult volna el a lovas kocsi,
és egyszerre értek volna a városba, akkor az ábráról leolvasható a járművek menct­
ideje és a falu-város távolság,

Ebben az esetben egy parabola alatti és egy egyenes feletti tartomány közös része a
saürozotr tartomány. Az egyenes egyenlere. mivel átmegy a (O; 2), illetve a (-5: O)

2
ponton, Y;=::5 x + 2, azaz az egyenlőtlenség: (1) y ~ O,4x+ 2. A parabola egyen-

lele: y = -(x + 1)2 + 3. Mivel a parabola alatti rész kell: (2) y:$ -(x + L] 2 + 3. Te­
hát az (1) és (2) egyenlötlenségrendszer megoldashalmaza a satirozon tartomány:
04 ?<,<. 1,2 1, x + __ ) _ -(x + ) + _.

idő (min)

l (h)

--=:- 24-x

5

út (km)

I I i 3 ~

Az ábrán feltüntettük aza-ból és B-ből

induló gépkocsik út-idő grafikonját.

Az AMA I l'>. - B 'MB l'>.. Ezeket az AB­
vej párhuzamosan húzott, M-re illesz­
kedő egyenes két, páronként ugyan­
csak hasonló háromszögekre bontja.

AOVIl'>. - B'DM 11, ezért felírható:
24-x IS
--=-

x I

A 'CM ,1 - BDM l'>., ezért felírható:
24-x t

x 5
t 15 2 7 . "11 O. '".Ir:;Ezekből kapjuk: "5 ;=: t' azaz I = J, I erve < t ;=: _., _1.

Tehát a találkozásig eltelt idő 5",/3" perc > 8,66 perc.

A sarírozon tartomány egy körszcjet, tehát a húr egyenese alatt levő pontok és a kör­
lemez belsejének és határának közös pontjai adják a tartományt. A húr-egyenes
egyenlere leolvasható: ez az x H 4 -x függvény képe, tehát (1) y:O; 4 _ x. A kör
középpontja a K(4; 4) pont, sugara 4 egység, tehát egyenlere.
(x-4)2+(Y_4)2=16.

Mivel a bejsejéről van szó, ezért (2) (x-4)2+(Y_4)2:s: ]6. Tehát az (l) és (2)
egyenlőtlenségrendszer megoldáshalmaza a satírozon tartomány:

I ,
4--y16-(x-4t :S:y:S:4-x.

A satirozon tartomány része a 3 sugarú, origó középpomú kör belsejének és határ­

pontjainak, tehát az egyik egyenlőtlenség: (1) x 2 + y 2 5" 9. A másik tüggvénygör.

be. ami alatt helyezkednek el a satirozon pontok, az x H 3 _ Jx I függvény képe,

vagyis a második egyenlőtlenség:(2) y:::; 3 -I x I. (l) és (2) közös megoldása a sa­

ürozotr sárga tartomány: -,i9 - x 2 :::; y :::; 3 -I x [.

~39.1
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Az A-ból induló gépkocsi tehát 5-/3 + 5 == 13,66 (min),

a B-böj induló pedig 5--,/3 + 15 == 23,66 (min) időt töltött úton.
A e-gal jelzett egyenletet 5x-szel szorozva és a kapott t értéket behelyettesitve kapjuk:

5(24 - x) = 5",F3x, Innen

24-x = x.../3
_ 24 24(-,/3 -1) - _ , . ,. .,

x -~ = 2 == 12(-,/3 -I), tehat a találkozási hely A-tol való
'\13 +1

távolsága 12('/3 -l) km "" 8,78 km.

Az A-ból iEdu1ó kocsi a találkozásig Il( ../3 -l) km "" 8,78 km utat tett meg.
x 12(-·h -1) 12(3 - .,/"3) 4(3 - .,/"3)

= ,~ 15 ' tehát az A-ból induló kocsi sebessége:
S-d 5

4(3 - "/3) km 1- km km
-"=-:c'= - = 48(3 - ,3) - = 60 86

5 nUn h' h

24-x 24-12(-,/3-1) 36-12"/3' 12(..J3 -1)

t
= I r: ' tehát a B-ből induló kocsi

5",3 5'\)3 5

12(-'/3 -1) km r:; km km
sebessége: -. = 144{'\I3 -1) - "-"105.42 -.

5 nun h' h

11444.1 út (km) idő (h) . [km)sebesség h
A találkozásig

a motorkerékpár 180 3 60
a gépkocsi 180 2 90

utána
a motorkerékpár 60 l 60
a gépkocsi (visszafelé) 180 1,5 120

11445~1 a) Indulás: Adám 8 órakor, Éva 9 órakor, egymástól való távolságuk 15 km.

b) Találkozás: 10 órakor, Ádám indulási pontjétól 10 km-re.

e) Az együtt töltött idő: fél óra.

d) Elválásuk után célba értek: 2,5 óra múlva Ádám; 1 óra múlva Éva.
A cél a saját kiindulási pont volt.

.,6
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A farkassal való találkozásig Piroska otthontól2 km-re jutott 40 perc alatt. A sebes-

2 (kmj
sége ezérr -2 = 31- .

_ \ h -'
3

A 2 km-es út a teljes út ~ -a, a teljes út hossza tehát 6 km.
3

Az eredeti sebességgel a 6 km-t 2 óra alatt tehette volna meg. A kitérő miatt Piroská­
nak ahátralévő 4 km-es utat 60 perc alatt kell megtennie. mert nem akarja a nagyma­km
mát megvárakoztatni. Tehát ez utóbbi szakaszon 4 h sebességgel kell haladnia.

1
f(x)=ix+2i-1 xeR; g(x)=--:x+1 xeR.

)

I
IX+21- 1=--x+1

5
A megoldások az ábrárólleolvashatók: Xl = O; X2 = -5.
Mindkér érték kielégíti a felirt egyenletet.

fCx)=lx-3 1 x e R; g(x)=(x_2)2_ 1 x e R.

Az ábráról leolvasható az Ix-31 = (» - 2) 2 - 1 egyenlet megoldása: Xl = O; X2 = 3.
Mindkét érték kielégíti a felírt egyenletet.

l l
f(x)=-,'/x+l x 2::-1; g(x)=2'X--i"2' xeR.

-- l 1
Az ábráról leolvasható az .,j x + l = 2" x + 2" egyenlet megoldása: Xl = -1; x2 = 3.

Mindkét érték kielégíti a felirt egyenletet.

j Cx ) = - .!:. x + 2 xeR; g(x) = log2(x-l) x>1.
. 3

l
Az ábráról leolvasható a log, (x -l) = -3 x + 2 egyenlet megoldása: x = 3.

Ez az érték kielégíti a felirt egyenletet.

a) A beruházás 5 darab 140 ft-os égő, ami 700 Ft. Erre várhatóan 800 óra után újra
szükség lesz, és 1600 óranál ismét (a következő 2400 óra már .júllóg'' a kivánt in­
rervallumon). Az öt izzó teljesítménye 0,5 kW, tehát óránként 0,5 kWh-t fogyasz­
tanak, ami 12 Ft. Tehát, ha t óra jelenti a kezdettől eltelt időt, akkor a költség:

700 + 12f, ha O ~ t < 800,
1400 + 12(, ha 800 ~ t < 1600,
2100 + 12(, ha 1600 ~ t < 2000.

517
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I
Eredményül {(x; y) E Z X Z IO .,; x ~ 16; O ~ Y ~ 13} adódik, tehát egy téglalap
rácspontjainak halmaza. Mivel csak egész számok jöhetnek széba, 17· 14 =
= 238-féle lehetőség van (mivel ü is lehet bármelyik).

~)Az a) részben megkapott tartományon kell a bevételt, a 140x + 160y meanyiséget
\......... maximalizálni. Ez mind x-nek, mind y-nak monoton növő függvénye, igy akkor

lesz a legnagyobb, ha x és y is a lehető legnagyobb. Ez x =16; Y =l3 esetben
következik be, ekkor a bevétel maximuma 140· 16 + 160· 13 = 4320.

Másik megoldás:
Grafikusan úgy fogalmazható meg a kérdés, hogya 140x + 160y = c egyenlctű

egyenesek közül melyik haladhat a .Jegmagasabban" úgy, hogy még legyen kö­
zös pontja a lehetséges megoldásokat jelző (csak rácspontokból állot) téglalap­
pal. 20-szal való egyszerűsítés után a 7x + 8y = c" egycnletű egyenesek között
keressük a megfelelőt. Ezek rnind egymással párhuzamosak. normálvektoruk a
(7; 8), irányvektoruk a (8: -7) vektor. A .Jegmagasabban" haladó, alkalmas
egyenes átmegy a (16: 13) ponton; innen éppen két Irányvektomyival "visszafe­
lé" lépve eljutunk a tengelymetszctlg: 13 - 2(-7) = 27. vísszahelyertesítve ezt
az eredeti kifejezés be, annak maximuma tehát:

140x + 160}' = 140· O+ 160·27 = 4320.
Ezt persze most is megkaphatjuk 140 . 16 +160 . 13 módon is.

Megjegyzés: az ilyen tipusú feladatot nevezik lineáris programozásnak vagy op­
tímumszámirásnak. A gazdasági életben gyakran előfordul - színtén haszon-ma­
ximalizálás vagy épp költség-minimalizálás formájában -', ennél persze jóval bo­
nyolultabb feltételrendszerekkel. A most ismertetett koordinátageometriai mód­
szeren kívül létezik matrixalgebrai megoldási mód is; és természetesen a gyakor­
lati életben a számítástechnikát hivják segítségül a megoldáshoz.

jl4S3J a) A KJ kutatócsoport.
b) A szöveg szerint az éves energiatennelés 1.7 egység. Mindkét kutatócsoport sze-

rint a IO. évben szorul először energiaimportra az ország.

c) A 7. évre mindketrő 1,5 egységnyi energiafogyasztás l jósol.

d) Kb. 0,08 egység. ami a jelenleginek 8%-a.

e) A 7. évre jósolt fogyasztás mmdkér esetben jó kiindulópont:
O5

-lineáris növekedés eseten I év múlva a fogyasztás: ftU) = l + zi:., t:
, ",

'-~)'_ exponenciális növekedés eseten t év múlva a fogyasztás: j~(t) = lJy1,5 .
. . 0,5 . ,~~' 15

f,(15)~ 1+7'15~2,07: fe(15)~\,1,5) ~2,38,

A Kl kutatócsoport szerint 2,38, a Kl szerint 2,07 egység lesz a IS év múlva vár­
ható energiafelhasználás.

(5) szalámi

,

2000

75 x

1600

162 25
3

800

o

50A koordináta-rendszer
azon nemnegatív egész
koordinátajú pontjai,
amelyekre ezek a felté­
telek teljesülnek. adják
az a) megoldást, amit
igy siktartományok
közös részeként ka­
punk meg.
(Lásd az ábrát!)

(Lásd a 3684. feladatot1)

11 OOO _
10300 -

a) Tegyük fel, hogy x a sonkás-sajtos, y pedig a szalámis-paprikas szendvicsek szá­
ma. Ekkor a mennyiségi viszonyok feltételeket szabnak, hogy hány szendvícs
késztrhetö:
(1) 4x + 4y ~ 300, mivel 4-4 dkg kenyér kell, és összesen 3 kg = 300 dkg van,
(2) x + y ~ 50, mivel l-l dkg vaj kell, és összesen 5 db 10 dkg-os (= 50 dkg) van,
(3) 3x ~ 50 a "sonka

feltétel",
(4) 2x ~ 50 a "sajt

feltétel" ,
(5) Y ~ 30 a "szalámi

feltétel" ,
(6) 3y ~ 40 a "paprika

feltétel" .

b) Ft 1
26 lOUr

,
21 300 J.
20600 -:-

.,8 529

.1
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a) Ha az első kocsi x, a másik kocsi y eselben fordul, akkor a mennyiségre:
8x + lOy 2::: 250.

Az ennek (és persze még az x, y E N+ feltételeknek) megfelelő (x; y) pontpárok
alkotják a lehetséges megoldások halmazat. Koordináta-rendszerben ábrázolva
egy síktartományt (illetve annak csak egész koordinátéjú pontjait, rácspontjait)
kapjuk eredményül.

a) Az 5. évben az energiafelhasználás a grafikon szertnt 97,5 egység, ezért ebben az
évben 7,5 egységnyi importra van szükség.
7.5
9;,5 = 0,077, azaz az energiaimport az éves energiafelhasználás 7,7%-a.

b) A 9. évben.

c) Évente 3 egységnyi energiát exportálhatnának. i~ = 0,034. azaz az energiaex­

port az éves energiafelhasználás 3,4%-a lehetne.

b) Az első kocsi 30x, a második 40y idő alatt szállítja el a rá jutó adagot. Ha egy­
szerre kezdenek dolgozni, akkor ezek közül a nagyobbik egyúttal a teljes szállí­
rási időt is jelenti. Ezek közül a legrövidebbet tehát úgy kapjuk meg, hogy mind­
egy.ik aj-beli lehetséges megoldásból képezzük a (30x; 40y) szampért, vesszük
ezek maximumát, és megkeressük e maximumok halmazának mínimumát:
min {max(30x; 40y)}. Ha bármelyik, rögzített x melleu növeljük y-t, vagy fordít­
va, a max(30x; 40y) érték nem csökken (nő, vagy ugyanannyi marad), tehát ezek
minimumát csak a tartomány határa (a 8x + lOy = 250 egyenes) mentén fekvő

rácspomokban érdemes keresni. (Az ábrán jelöltük ezeket.) Először megkeres­
s~k, hogya 30x és 40y közül rntkor melyik a nagyobb. A 30x = 40}' egyenlőség­
boi y = 0,75x (az ennek megfelelő egyenest is bejelöltük az ábrán); ezt behelvet­
tesitve a 8x + lOy = 250 egyenletbe kapjuk: x "" 16,13, és ebből v "" 12, lO. A
rartemény határán tehát ezen metszésponttól "balra felfelé" (K.is~bb x-ek, na­
gyobb y-ok esetén) a 40y lesz a keresett maximum (mivel nagyobb a 30x-nél),
.jobbra lefelé" (nagyobb x-ek, kisebb y-ok esetén) pedig fordítva. A baloldali
szakaszon a 25 és 13 közti y-okra a 40)' egyre csökken, tehát B-nál van a mini-

a) 27 OOO dollár.

b) 20 OOO dollárról 7000 dollárra csökkent a GDP; a csökkenés az eredeti érték 65%-a.

c) A 7. évtől a 20. évig minden évben.

muma; a jobb oldali szakaszon a 17 és 32 közti x-ekre a 30x egyre nő, tehát 17-nél
van a minimuma. Azaz a metszéspont, a .nzercpválrás" két szomszédos rácspont­
ját kell csak összevetni az abszolút minimum megtalálásához. Ezek a (16; 13) és a
(17: 12). Az elsőre 40y = 520, a másodikra 30x = 510, ez a kisebb. A szállítási idő
minimuma tehát 510 perc (8,5 óra); ha a kisebb (de gyorsabb) kocsi 17, a nagyobb
(de lassabb) 12 fordulót teljesit. (Az utolsó fuvarra a kisebb kocsinak csak 2 t teher
marad, tehát akár a 30 percnél hamarabb is teljesitheti ezt a fordulót.)

11457.1* a) 4 év alatt.

b) Az A.országban z-szeresére, a B-ben kb. 1,25-szörösére.

c) A ország 4,5 év, B ország 7,5 év alarr.

d) 10 év alatt kb. 750 dollárral nőtt, tehát évi 75 dolláros emelkedés kellett volna.

11458.1 a) 4 ezer euró; a K országban több.

b) A grafikon alapján kb. 14,8 ezer euró a legnagyobb különbség, és ez kb. 78 év
múlva következik be (l00 éven belül);

a K-ban ekkor a képlet szerint 2.1,05 78 = 89,91 ezer euró, az ,V-ben a képlet

szerint 0,8· 1,0678 = 75,33 ezer euró lenne az egy főre jutó GDP.

c) Körülbelül 97 év múlva lenne a két országban azonos az egy főre jutó GDP
(228 ezer euró). Újabb 5 év elteltével N-ben mar nagyobb lenne az egy főre jutó
GDP (305 ezer euró), mint K-ban (290 ezer euró).

11459.1 a) Az egyenlet megoldása az/függvény zérushelye. 97.

b) A megadott egyenlőtlenségmegoldáshalmaza azonos azf(x) < O egyenlötlensé­
gével: ]97: 100].

c) - maximumhely. 78; a maximum: 14,8:
_ minimumhely: 100; a minimum: -8,5.

11460;1 a) I %-kal nyúlt meg: 151,5 cm hosszú a szál.

b) Három eset van. Az egyik esetben a megnyúlás 1,7%-os, a másik esetben 5,5%­
os, a harmadik esetben 15%-os. A megfelelő hosszak: 152,6 cm, 158,3 cm, illet­

ve 172,5 cm.
c) A megadott hossz 3%-os megnyúlast jelent. Az ehhez tartozó húzóerő 75 K.

d) A 60 N-nal kisebb húzóerőhöz 1,3%-nál kisebb megnyúlás tartozik, tehát a szál

hossza 152,0 cm-nél kisebb volt.

x

/"
,,/ v=O,75x/.

/"
/

S

o

IS

!o

530 .31



a) Ekkor az 1,,1>.4 (J' 1"'1 . k ../ 2 eden ot enseget ell megoldani. Ennek megoldása:

I.. 5T 7T _ lIT
12 + kT < t < 12 + kT vagy 12 + kT < t < 12 + kT (fc E N).

A
b) Ekkor az Iyl > 3" egyenlőtlenséger kell megoldani. Ennek megoldása (közclítö-

leg): 0,05T + kT < t < 0,45T + kT vagy 0,55T + kT < t <0,95T + kT (k E N).

n (hónap)

l-i-D,015n

400

I.OD5.'1

300

• y

"",~2+J,2=25

4+--'"

o

200100

,,.,

.,.,
.,

.,
•

2

3

7

6
5

4

9

8

A legegyszerubb, ha a kör középpontja
az origó, ekkor az első egyenlőtlenség

az (l) x 2 + yl :::; 25. Keresni kell egy
8 cm hosszú húrt. Tudjuk, hogy a húr
felezőmerölegese éppen a középpen­
ton megy keresztül: a fele hur 4 egy­
ség, a sugar 5, akkor a Pitagorasz-tétel
miatr a húr felezőpontja 3 egységre
van a kör középponrjától. Az egyik
legegyszerubb ilyen húr az x ;= 3 egye­
nes, ekkor a (2) x:2' 3 egyenlőtlenség

a másik, amivel az egyenestől jobbra
levő pomokat jelöltük ki. Tehát CI) és
(2)-nek közös megoldása egy kötsze­
let, amelynek húrja éppen 8 egység
hosszú.

EGYENLETEK, EGYENLŐTLENSÉGEKGRAFIKUS MEGOLDÁSA

Az első esetben havi tőkésítés mellett, ha n hónapig van bent a pénz, akkor

l OOO OOO, 1,005" Ft-ra növekszik. Ez az első év végére: 1 06] 678 Ft. Ez egy expo­
nenciális függvény. A második esetben mindig csak az eredeti összeg havi 1,5%-a
a növekmény. így n hónap múlva az összeg: l OOO OOO + ] OOO OOO . 0,015 . n o::

;= I OOO OOO (l + O,015n) Ft lesz. Ez egy lineáris függvény. Rövid távon a magas
kamat mtart jobb a második módszer, dc hosszabb távori biztos al első a jobb. Gra­
fíkonról Ieolvasható, de monotonitási megfontolásokból is adódik, hogya második
merszéspontjuk után jobb lesz az első. ~

, , .. tőke (millió Fl)
Egy ev, azaz 12 hónap még kevés idot
jelent, ekkor még majd 120 OOO Ft-tal
jobb a második módszer. Ez sokáig így
is marad, még 30 év (o:: 360 hónap)
múlva is a második a jobb (6 022 575,
illetve 6 400 OOO Ft).
50 év (o:: 600 hónap) után viszont már
majdnem 10 OOO OOO Ft-tal az első ja­
vára billen a mérleg (19 935 955, illet­
ve 10 OOO OOO Ft). A fordulat a 383.
hónapban (tehát a 32. év vége felé) kö­
vetkezík be. 6 737 OOO Ft betétérték­
nél.

A .
e) Ekkor az Iyl> 4 egyenlőtlenséget kell megoldani. Ennek megoldása (közelitő-

leg): 0,04T + kT < t < 0,46T + kT vagy 0,54T + kT < t < 0,96T + kT (Ic E N).

T

7'1' 2T 3T ST UT
12 3 4 6 12

ST T
12 .2.

T T T T
12 _.6 4 .3

-At
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~461.] a) 4,2 másodperc.

b) A legnagyobb: 0,8 V; a legkisebb: -0,8 V.

c) +0,5 V-~ál nagyobb volt a feszültség kb. 0,08 + 0,09 + 0,09...L O 06 = O11 '
sodpercig; , ,- - ma-

-0,5. \~-~ál k~.sebb volt a feszü1ts~g kb. 0,05 + 0,09 + 0,09 + 0,08 = 0,31 másod­
p,erClg, a:~ osszesen ~b. 0,6: masodpercig haladta meg a feszültség abszolútér­
teke a 0,) "oltot az elso 2 masodpcrcben.

d) t-i-szer.

11462.) a) A levélzöld színre.

b) A kék és a vörös sztn esetében.

e) A levélzöldhöz közeli sötétebb és világosabb zöJdek a c-ó..easzöld ' " ,
bb

,. " .,'u <:> ...~ es a saro-a sZIn
e e a tartományba esik. ö

1
1463.1 a)IHO) = 1.5440; f(-5) = 1.459; tehátf(-lD) > f(-5).

h) A mínimumhely 17,4; a minimum értéke -2,7.

e) Az eg!'cnlet m~~oldásainak száma azfzérushelyeinek számaval egyezik meg E'
a grafikon alapjan 7. . z

rt464J a) 0,69; 4,82

b) 1,6"1 o:: 1,38 o:: 2xl ; 1,6-': o:: 9,64 o:: 2x
2
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Az ábráról leolvasható, hogy a megengedett értékek a satirózott tartomány egész
koordinátájú pontjai, mtg a keresett egyenes párhuzamos a fekete egyenessct.
Látszik, hogy a piros lenne a legjobb, a megengedett tartomány csúcsán át, de
ehhez tudni kell, hogy az egész koordinátajú pont-e? Ez azonban teljesül, mert a
két határ-egyenes metszéspontja a kiclégiti a 3x + y= 240 és x + 3y =; 400 egyen­
Ietrendszerr, amelynek megoldása x = 40; Y = 120, igy a maximális haszon:
30 . 40 + 60 . 120 = 8400 Ft.

(1) 3x + y :::; 240
(2) x + 3y s; 400

A satírozon terület a "megengedett vagy lehetséges értékek" halmaza.

3x+y=240 J·3 9x+3y=720
x+3y=400 x+3y=400

8x = 320
x = 40
Y = 120

c) A haszon 30x +60}' lesz, ehhez a feltételeknek megfelelő x, y lehetőségek közül
kell kiválasztani azt amelyikre maximális lesz a haszon. Előszörábrázoljuk a két
íelrétclnck megfelelő tartományt, majd a 30x + 60y = h egyenesek közül keres­
sük a maximális h-t, amelyre még az egyenesnek van a megengedett tartomány­
ban pontja.

xs4

y=:: [xJ.,..1

3

y=sgn(x)

2

-2

-3

o23-45

SJ4

Az ábráról leolvasható az egyenlet
megoldása: x :::; 1.

I I l
ex - l , ha.c e j:

x-J= .
-(x-l), ha.c c I, így

r?x-l+x .-,2x-l h
2,-"-11+,, = 1- = "'" ,a x;::. 1;

?-x+lh _ 21 h l
,~ -, a x < .

Ábrázoljuk az x H 21" - l lh függvényt:

------_~___e_---+-1

~469) M = 1-2;-1[ U JO; II

~470) a) Egy kg általános tápsóhoz kell 0,75 kg A-ból, és 0,25 kg B-ből. Egy kg paradi­
csomnak való tápsóhoz kell 0,25 kg A-bál és 0,75 kg B-bőL Tehát mivel A-bál
csak 60 kg-ja van, ezért 0,75x + 0,25y s; 60 kell teljesüljön.

b) x darab 1 kg általános rapsóhoz kell 0,25x kg a B-ből, ITÚg y darab l kg-os para­
dicsomnak való tápsóhoz 0,75)' kg kell B-bőL Ha B-böl JOO kg van raktáron, ak­
kor a 0,25x + 0,75y :s; 100 egyenlőtlenségnek kell teljesülnie.

L
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