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BEVEZETES

Az 1], kétszintii érettsépi eldkészitése keretében, a kizépszinti matematikavizsgara valo felkésziilést
szolgalo feladatgyilijremeny megoldaskoretét tartjn kezében az olvasd. Igyekeztiink olyan miivet ké-
sziteni, melyet egyarint haszonnal forgathat tandr €s didk. Tekintettel arra a tartalmi megijulasra, me-
lvet a Nemzeti alaptantery, a kerettanterv, az crettségl vizsgakdvetelmenyek cldirak, és amely tiik-
rozddik a feladaigyijiemény Gsszeallitdsdn, valamennyi feladat megoldasae clkészitettik. Ennck
eredményeként harom kdtetet tdltenek meg a megoldasok.

A megoldasok leirasat valtozatos formaban kdzbltik. Az egyszeriibb esetckben csak az alkalmazott
képletre hivatkoztunk, méshol a részletszamitasokat is leirtuk. Az ujszerl feladatokndl igyekeztiink a
felhasznalt ismereteket bdvebben kizolni, Ahogy a feladatok kizott szamottevden tobb szdveges,
¢letkozeli példar taldlhatunk, ugy a megoldasok is gyakorlatinsabbak, t3bb magyardzo szdveget tar-
talmaznak. Igvekeztiink a helyes egyensilvt megtalalni az egzakt, formajaban is preciz megoldasle-
iras, és a feladat tartalmabal kdvetkezd, a feltett kérdasre élatszeniségében kielégitd vilaszt ado meg-
fogalmazas kdzott. Minden esetben utaltunk az alkalmazhatd gondolatmenetre, hivatkoztunk a hasz-
nalhaté dsszefiiggésekre, tételekre. Felhivjuk ugyanakkor a figvelmet arra, hogy a megoldisok nin-
csenek valamennyi esetben olyan részletességgel kidolgozva, mint amilyct az érettségi vizsgan, illct-
ve évkizi dolgozatokban adott esethen megkdvetelhetnek. (Példdul a meliékszamitdsokol Altalaban
eltekintettiink.} A feladatgyiijteményben megjelend szimos ujszerd feladaind) azok vjszeri szellemi-
segéhez illesztettiik a megoldas gondolatmenetér, erdsitve az érettségi dltal is tamogatott tartalmi mo-
demizaciot.

Az egyes feladatokra legidbbszir csak egy megoldast kozolhettiink, Ezek nem tartanak igényl a
mmintamegoldas” statuszra, még keveshé a kizarolagossagra; a kétetet haszndlok bizonyara szamos
mis, esetenként egyszerilbb megoldast is keszitenek majd a feladatokra. A megoldasokhoz helyen-
kent kiegesziteseket is fiztink. Ezek jelenthetmek mas gondolatmeneti Mdsik imegolddst vagy olyan
Megjegyzést, amcly a feladat lchetséges altalanositiasara utal, vagy valamilven kiegészit§ ismeretre
hivja fel a figyelmei. Egyes feladatok esetén hivatkoztunk a feladatgy(jteracnyben mashol csctleg
megtalalhato, hasonld feladatok sorszamara.

A [eladatgyijteményhez hasonloan megoldaskitetlink is a gyakorlatban elterjadt idbbfele jelilés-
rendszert alkalmaz. Nem is torekedtiink ezek koziil egyfelenck a kizarolagos hasznalatira, még ke-
vésbé a koztiik vald igazsagtevésre. Ugyanakkor igyekeztiink kiivetkezetesek lenni abban, hogy pl.
minden esethen megkildnboziessik egymasiol a fiiggvényt, annak hozzarendelési szabalyat, illetve
grafikonjat. Az egyenletek, egyenlétlenségek megoldasakor, ahol az alaphalmazt a feladat killon nem
adja meg, mindig a valés szimoknak azt a leghdvebb részhalmazat tekingjiik alaphalmaznak, amelyen
a szerepld kifejezések értelmezve vannak. Ugyanezt a gyakorlatot érvényesitetrik a fliggvények ese-
teben is.

Az egyes feladatok konkrét szamokkal trténd veégigszamoldsa sordn altaldban tibb értékes jeggyel
dolgoztunk, mint amit a végeredmeényben feltiintettiink. A szamitasok végeredményeiben ennek ko-
vetkezteben lehetnek kisebb eltéréaek, hasonloan ahhoz, hogy a kizolt részeredményekkel, vagy ezek
kordbban hasznalt pontossagni alakjaval szamolunk-g tovabb.

A geometria feladatok megalddsdban gyakran hivatkozunk olyan dsszefliggésekre, amelyek indok-
tasdnak dllando ismételgetesétd! eltekintettiink. Tlven dsszefiiggések példanl: az a oldald négyvzet at-




16janak hossza: d = av/2; az @ befogdji egyenld szérd haromszog atfogdjanak hossza: ¢ = a2 az
. . .. o a jo
@ oldali szabdlvos hdromszdg magassaganak hossza: m = -2- w’3.

A megoldaskéter dltaldban egyszinnyomassal késziilt. A Fiiggvénytan és a Geometria fcjezetben
azonban megjclenik misodik szinként a piros. Fontosnak tartoituk ezt, mert igy a grafikonok és az db-
rak sokkal Attekinthetdbbek. Altalaban azt a gyakorlatot kivettiik, hogy a kiinduld gorbék, alakzatok
feketek, a segédvonalak sziirkék és rozsasziniiek, mig a végsd grafikon vagy alakzat, a végeredmény
plros.

A feladatgyGjteménybe bizony becsisztak olyan feladatok is, amelyek megfogalmazasa hibas volt,
tdl nehézre sikeriiltek, &3 a nyomda Grdoge is otthagyta kézjegyct a kiadvanvon. Az ezek koziil eddig
felfedezetteket kijavitoltuk, es az (3j kiaddsban mdr a javitott feladatok szerepelnek. Ennek megfeleld-
en természetesen ebben a megoldaskdtetben mér a javitott feladat megolddsa taldlhatd meg. Az ilyen
feladatokar — a korabbi kiadisu feladatgyijremények tulajdonosai segitése céljabol — kitetiinkben *
jellel jeldhiik. Feihivjuk a figyelmet arra, hogy az idSkdzben megvaltozott kizeépszinti érettségi vizs-
gakévetelmények miatt néhdny feladat haromszintl beseroldsa is madosult a feladatgyiijteményber.

Az, kdzépszinil éretiségi Irasbeli vizsgdja harom reszbal all. Az elséd részben egyszeri, a defini-
cidk, dsszefiiggesek ismeretét vizsgald feladatok szerepelnek. Ilyeneket talalhatnak a feladatgyiijte-
ményiink 6. fejezetében, A vizsga masodik részében a Jhagyomanyos” éretiségi feladatokboz legin-
kébb hasonld, azoktol legfeljebb szellemiségében eltérd példdkkal taldlkoznak a vizsgdzok, Ilyen fel-
adatok vannak a feladatgyiijtemény elsé ot fejezetében, amelyek o matematika egy-egy temakéret
dolgozzdk fel. Az érettségi vizsga harmadik részébe dsszetett, a matematika t3bb teriiletét érintd fel-
adatck keriilnek. Fzekre a feladargyiijtemeny 7. fejezatehen gyGjiotiink dssze példakat. A 8. fejezet
az glézdekben leirtaknak megfeleld felépitesii, harmas tagolasu, teljes feladaisorokat tartalmaz.

A didkok figyelmet elsdsorban arra hivjuk fel, hogy a feladatok megoldisahoz Snéalléan célszeri
hozzafogni, Csak 18bbsziri, sikertelen nekikezdés vtin érdemes a megoldaskotethez fordulni, elészér
inkibh csak oiletszerzés céljabdl. Ha meég igy sem sikeriil dndlldan megoldani a feladatot, akkor ja-
vasolt a megoldids részletes attanulminyozisa, Termeszetesen sikeres megoldds esetén is ajanlott az
eredmény ellendrzése, esctleg egy mis megoldas megismerése ezekbdl a kitetekbdl.

A feladatgylijtemeny és a megoldaskdtet is segiteni probal napjaink matematikaoktatisanak abban
a célkituzésében, amelyet egy nemzetkdai kutatdesoport igv fogalmazou meg: Fejleszteni az egyén-
nek azi a keszségét, hogy képes felismerni, megérteni, milyen szerepet jatszik a matematika a ben-
niinket koriilvevé vilaghan, és hogy ennek tikkrében képss megalapozott dintéseket hozni €s csele-

i

kedni, hogy jelenlegi és késobbi élete soran alkotd ¢s felelds ember legyen.”

Tt szeretnénk kiszonetet mondani a lektorok segitd munkéjaért, akik nagvon sokat tettek annak ér-
dekében, hogy a megoldasok egysegesscge €5 szinessége kdzdtti egyensily kialakuljon. Kdsznjiik a
kiadonak és a nyomdanak a szerkesztcs soran tanisitott rugalmas egyiitimikadest és a szép kivitele-
zést. Ismct elmondjuk, hogy valamennyiiink legiobb igyekezete cllenére a hatalmas anyagban az ol-
vaso tanar és didk hidnyossagokra, hibdkra bukkanhar. Kérjiik, jelezzék ezeket a kiadonak, hogy azo-
kat kijavitva a feladaigyiijremény és ez a megoldaskotet is meg inkabb meg tudja valositani a mate-
matikaoktatas megnjitasiban kithzott célokat.
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elenie (a halmaznak)

nem eleme (a halmaznak)

valddi részhalmaza

reszhalmaza

egyesiies, unid

kézis rész, metszet

kiilonbség (halmazoké)

halmaz komplementere; esemény
ellentete

tires halmaz

halmaz elemeinek felsoroldsa

halmaz szamossaga, szim abszo-
Intértéke; vekior hossza

univerzalis kvantor (,,minden™)

egzisztencialis kvantor {,,van
olvan™)

konjunkcio (,.es™)

diszjunkcio (,,vagy™)

negdacié (tagadés)

implikacid (kivetkezes)

ekvivalencia

faktoridlis

binomialis egyiitthato

termeészetes szamok halmaza

pozitiv egész szamok halmaza

egesz szamok halmaza
racionalis szamok halmaza

- Irracionalis szamok halmaza

valds szamok halmaza
egvenld

nem egyenld

definiald egyenldség
kerekitve, kiszelitbleg egvenld
kisebb

nagyobb

kisebb vagy egyenld

nagyobb vagy egyenld
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f:A>B

dsszeadas; pozitiv elbjel;
legaldbb az egyik esemény be-
kévatkezik -

kivonas; negativ elgjel

plusz vagy minusz, mindkét eldjel
(mindkét mivelet) lehetséges

szorzas; két esemény egyszerre
kovetkezik be

osztids

tOrtvonal

hatvény (alap és kitevg)

{négyzet)gydk

ket szam legnagyobb kozds osz-
toja; pont vagy vektor koordi-
natai (egyes kdnyvekben — na-
lunk nem! — nyilt intervallum)

két szdm legkisebb kozos tbb-
szorise: zart intervallum

nyilt intervallum

balrol zart, jobbrol nyilt interval-
um

balrodl nyilr, jobbrol zart interval-
lom

végtelen

£gEsZIész

tortrész

eldjel

osztdja; feltételes valosziniiség

nem osztdia

szazalék

ezrelék

(négyjegyil) szam, amelynek
szamjegyeli a, b, ¢ és d epész
szamok

az f nevil fiiggvény értelmezési tar-
tomanya A, egy képhalmaza B

hozzarendelés
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az f fiiggvény értelmezési tarto-
manya

az f liiggvény helyettesitési éré-
ke az x € Dy helyen

illeszkedik

parhuzamos
merdleges
derékszog
egyhevago
hasonld

fok

(szGg)perc
(szOg)masodperc
sz01

haromszdg

PO szakasz (és a hossza is)

a PQ szakasz hossza

d(P. () a P és O pontok tévolsiga

I:M?C
P,

teriilet (az ABC haromszHzeé)

a P pont képe valamely transzfor-
maci¢ sorin

[4, B. C]az A, B, C ponlok altal meghata-

la, b]

Vv

A
-

AB
v
0
ah

rozott sil

az «, b egyenesek altal meghata-
rozott sik

térfogat

felszin

A-bdl B-be mutatd vektor

vektor

nullvektor

a és b vektorok skalaris szarzata

atlag

SZOTAs

valosziniiség

az A esemény valosziniisege

L%) x=1 = x—1

HALMAZOK

1, GONDOLKODASI MUVELETEK

-

"1 A. Halmazok

1

Mivel sin 150° = > 11000 =3; tg = 1:

2

sin 1507

D hamis  Bligaz o) hamis  d)igez  €) hamis

A hirom leggyakrabban kihuzott szam a 69 (négyszer), a 13 (hiromszor) és a 27
(kétszer).

A AB B 0

Rh*
Rh-

.rz—l_

{(x=D(x+1)

0 = () egyenlet nincs értelmezve, ha x = 1, ezért az

egyenlet ekvivalens x+ 1 = O egyenlettel, melynek megoldasa x = —1, amely
egész szam, igy 4 = {-1}.

x-1>0 ¢ x> 1. ennek legkisebb egész megoldasa x = 2, igy B = {2}.
Mivel egy primszam pozitiv osztoinak szama 2 (az 1 és Gnmaga), igy C = {2}.

Mivel (- 1)%" = [(-1})7]" = 1" = l;hane Z,igy D = {1}.

‘BB=C




HALMAZOK

d) Mivel (x—1}(1+x) >0 & x 21> 0,
az egyenlGtlenség megoldasa az abrarol
leolvashatd: x <« —1 v x> 1.

2x-4 =0 < x=2 legnagyobb egész
szam megolddsa: x = 2.
Egvetlenegy paros prim van, ez a 2.
- 1, ha n paros;
" =1 . (nel)
—1. han paratlan.
- Tehat a haimazok:
A={xeR|x<-«1 vx>l);
B=1{2} x
C={2};
D=1{-1; 1%L
mB=C
a)x=-~1 esetén (-1)"+y~ =1, ebbdl Y I
=0,igy A = {(-1; 0)}. egyetlen pont. N
Szorzat akkor és csak akkor 0, ha valame- =5 1
Ivik tényez&je 0, igy x = Ovagyx =-1,a <
sik pontjai kézill egy-egy egyenest adnak. A =
Tehat a B halmazt két egyenes pontjaj al- 1* 0 :1 x
kotjik. N
b} A két halmaz nem egyenld. a4

aeAéshe Aesetén:

a) HaA =N = o+ b = N, mertkét természetes szam Osszege is természetes szam.
HaA =Q = a+be Q. mert ket racionalis szam Ssszege is racionalis szam.
Ha A =Q"= a+be QF, mert két irracionalis szdm Gsszege lehet raciondlis

vagy irracionalis szam, pl. \E + (—\E) =g Q* de \5 + *\E e~

bHaA=N=¢a-bgNmertpl.5-7=-2¢N.
HaA =Q = a-b e Q, merckét raciondlis szdm kiilénbsége 1s racionalis szam.

HaiA=Q"= a-be Q" mert keét irraciondlis szdm kﬁldnbsége lehet racionalis -

vagy irraciondlis szém, pl. J2-2=0¢ Q*, de V2-43¢ Q.

cy HeA =N = a-b e N, mert két természetes szam szorzata is ermészetes Szam.
HaA =Q = a-b e Q, mert két racionalis szam szorzata is racionalis szam.
Ha A=Q% = a-be (), mert két irraciondlis szam szorzata lehet racionalis

vagy irracionalis szém, pl. \E . NE =2¢ Q% de 1.5 . \.’E = \r% e Q.

HALMAZOK

a) a € A esetén:

2 . . ; . .
HaA =N = a-a=a" € N, mert egy természetes szam négyzete is természe-
tes szam.
= 2 e . C ey . . .
HaAd =Q" = a-a=a" & Q* mert egy irraciondlis szim négyzete nem min-

dig irraciondlis szim, pl. v2 V2 = 2 ¢ Q*, de {1+ \E]z =3++2 e Q.

{Két irraciondlis sz4m szorzata lehet racionalis vagy irraciondlis szam.)

HaA =R = ¢-a=a” < R, mert két valds sz4m szorzata is valés szam.
b)a e Aéshbc A esetén:

@ . : . . N .
Had=N = 5 € N, mert két természetes szam hanyadosa nem mindig termé-

. 2 6 - ) , ,
szetes szam, pl. 3 g N, de — =2 & N; valamint b = O-ra nincs értelmezve a
. 2

mitvelet.

Had =Q" = » ¢ Q, mert ket irraciondlis szadm hdnyadosa nem mindig irra-

32 N -

cicnalis szam, pl. — =3¢ Q*, de ——==+2 (",
'\32 \.'13

Had =R = 3 # R, két valds szam hanyadosa nem mindig valds szam, mert
b = (-ra nincs ertelmezve a tort, de ha & % 0, akkor % e R.

c} a e A esetén:

_ a . . \ .
HaA =N = — & N, mert g = 0-ra nincs értelmezve a milvelet.
7l

HaA=Q= EGQ*,mcrtOeéQ*,és 4_1 Yae QFesetén, de 1 ¢ Q"
ad

1) CL . n
HaA =R = — ¢ R, mert g = 0-ra nincs értelmezve a miivelet,
i

:a) Az adott K halmazbol kivalaszthaték olyan elemek, melyre 2 + b ¢ K, példaul

1 +2 =13 ¢ K, tehit nem igaz az éllitas,

by Az adott K halmazbol kivdlaszthatok olyan elemek, melyre a — b g K, példaul

1 -2 =-1 & K, tehat nem igaz az allits,

Q) Az adott X halmazbal kivalaszthatok olvan elemek, melyre a - b # K, példaul

2.2 =4 ¢ K, tehit nem igaz az allitas.

Megjegyzés:
Ha a # b, akkor minden K-beli elemre teljesiil, hogy a - b € K.




HALMAZOK

Legyen K = {1; 2}, ekkor
Aa*=a-a 1-1=1eK,de2-2 =4 ¢ K, tehit nem teljesiil.

1 2
b) g (a# b)escién — ¢ K, de = 2 < K, (chit nem teljesiil

I
o) £ = 1 € K, tehat teljesiil.
a

Legyen K = {0; 1}, ekkor
a)0-0=0ec kK, 1-1=1¢€ K, tehat teljesiil.

b) - 0 e K, b= 0esetén a tort nincs értelmezve, tehat nem teljesiil.

1 . . , _—
c) 1= 1€ K, a =0 esetén a tort nincs értelmezve, tehit nem teljesdl.

12, Aranka és Béla februér minden piros sorszami napjan talilkoznak egymassal és
minden Sttel oszthatd sorszamd napjan egyiitt mennek moziba. Februdrban kétszer
(10-én és 20-an) voltak egyiit moziban és haromszor (5-én, 15-én és 25-én) voltak
kiilén moziban.

A négy iizlet egyszerre van nvitva §30-1200jg ég 1300—1430-ig. Tehat Ssszesen
négy ora hosszii az az idoszak, amikor mind a négy lizlet egyszerre nyitva van.

Nem igaz. Legyenek példaul a kihuzott szamok: 1; 2; 3; 4; 5, a harom testvér meg-
jtszott szamai pedig:

1; 2,3 10; 20

1:2; 4 30; 40

3; 4, 5, 30, 60.

i I8 Az egyjegyll primszamok: 2, 3, 5, 7.
- Ezek halmaza: {2; 3; 5; 7}.
E halmaznak 2* = 16 részhalmaza van, melyek a kovetkez6k:

(B 2B 0BEGETEAZ 3L {2535 {20 TH (3 3h A3 71 {573 {23550
(33,75 (2;57): (3 5,70 {2 305, 7).
7 elemii halmaz paratlan szamu elembdl alld részhalmazainak szama:
(N (N (7Y (7
+H_(F= [+ )
GG

A paros szamu elembdl allo részhalmazainak szama:
N (7Y (7Y (7
+ [+ )
0 Lz L4 6

1.0.. C e

HALMAZOK

B két ('jsszeg egyenld, azaz

- TG-0H o

atrendezve:

SHGH GG LR

A binomialis tétel értelmében a bal oldalon alé kifejezés (1 - 1) = 0.
Tehat egy 7 elemii halmaz részhalmazai k620t ugyanannyi paros szamit elembé] 41-
16 részhalmaz van, mint paratlan szdmii elembdl allo részhalmaz (lasd 272, feladat).

O -G (-6 () mr

7) S {71&11:( [0, 1,2,...7)
. = - = ,ahol k= {0, 1,2,....7).
KRR \T-k)

(Ez utobbi belathaté igy is: A 7 elemii halmazbol annyiféleképpen vélaszthatd ki
peldaul 2 elem, ahanyféleképpen a tobbi 5 elemet nem vélaszijuk ki.)

A=1{6;12;18;24; ..}
B ={6; 16; 25, 36; ...}
C=12;5811;14;17; ...}
D ={12;24; 3¢; 48; ...}
E={37 11; 15;19;”.}
F=1{1,2:3:6)
G=|6;12; 18, 24; ...}
H=16;12;18,24; ..}
A=G=H

B F=D

ENF=D

AmMF=C

AnD=C

A tcelalap

7 L rombusz




HALMAZOK HALMAZOK

19’ Szamozzuk meg az A, B, € halmazok altal létrehozott tartomanyokat 1—7-ig. Az elsd A ™ B = D, azaz a 6-tal oszthatd pozi-
feltéte] szerint Hsszesen hat elemet (g, b, c, d, ¢, f) kell elhelyezniink ezek Valamelyl- tiv egész szamok halmaza,
kében. A masedik feltétel miatt a b elem a 2. vagy 5. tartoményban lehet, s ezekben (A~ B\ C=F, olyan 6-tal oszthatd

P

nem is lehet rajta kiviil mds. A harma-
dik feltétel szerint a 4., 5., 6. tartoma-
nyokban dsszesen az ¢ és f van — emiatt
b nincs az 5.-ben, tehdt a 2.-ban van, és
az 3. lires. A negyedik feltétel szerint 1,
¢s 2. tartomanyokban a b, ¢, d van — k-
ziiliik mar lattuk, hogy a b (és csak &) a
2.-ban van, tehat ¢ és 4 az 1.-ben. Az
Gtodik feliétel szerint a 4. és 7. tarto-
manyokban van a és ¢ — ezt Gsszevetve
a harmadikkal addadik, hegy a 4.-ben
van e, 8s a 7.-ben a. Igy fcsak a 6.-ban

lehet. Tehat a halmazok: A .= {b; c; d; e}, B:={bf}, C:={a;e f}.
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pozitiv egész szamok, melyek nem 0-

ra vagy 5-re végzddnek, ezek nem

oszthatok 5-tel.

F = {6:12;18; 24; 36; 42: 48; 54; 66;
2.0

Az dbrazolt halmazok egyike sem iires

halmaz.

CuD={a;h.c;e;i}, CnD=la), C\D={eil, D\C={b;e}.

Ha A € B < C, akkor Venn-diagrammal
abrazolva:

A diagrambol . latszik”, hogy
ALVBUC=C é AnBNC=A.

1
: 4

A (A\BI\C=@

D AUEB\C={-2-1)

C)AN\BY N (A\C) = (3

dAUBNBUO =9

e) (A B)\C = {2}

HANB\ANC = {-2)

={0; ;2]
B=1{-2:2}
= {2:3;5h
AMmBnC= {2}
Az A, B, C halmazok egyike sem valddi részhalmaza a masiknak.

a) hamis b) hamis c) igaz d) igaz

a), igaz b} hamis  ‘c) igaz ‘d} hamis



HALMAZOK

a) igaz b} hamis ¢) igaz d) igaz e) hamis f) igaz
a) Igaz, mert mindkér miivelet ugyanazokat a tartominyokat adja eredményiil. (Bzt

a miveletet hivjdk szimmetrikus differencidnak is, jele: A A B))
b) Igaz, mert mindkét miivelet ngyanazt a tartomanyt adja eredmenyiil.

El \

AN

a) Nem igaz, mert a két milvelet kiilonbozd tartomanyokat ad eredményiil.

a) b)

bal oldal

b} Izaz, mert mindket miivelet ngyanazt a tartomdnyt
adja eredmeényiil.

) A\ (B L C) vagy (A\B) N (A\ C)

by D\E
b) G U (H D vagy (G U H) ™ (G U D)

A ™ B: Azoknak a magyar dllampolgaroknak a halmaza, akik szeretik a mézet és
(szeretik) a tejet is.

A v B: Azoknak a magyar allampolgarcknak a halmaza, akik a méz és a tej koziil
legalabb az egyiket szeretik.
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A\ B: Azoknak a magyar allampoigarcknak a halmaza, akik szeretik a2 mézet, de
nem szeretik a tejet.

B\ A: Azoknuk a magyar allampolgéroknak a halmaza, akik szeretik a tejet, de nem
szerelik a mezet.

B m C: A kilenceel oszthatd pozitiv egészek halmaza,
B8 C: A S-cel oszthato negativ egész
szdmok ¢és a hdrommal oszthatd pozi-
tiv egész szamok halmaza.

A A 18-cal oszthatd egész sza-
mok halmaza.

A B: A 6-tal oszthatd pozitiv egész
szamok halmaza,

A B C A 18-cal oszthatd pozitiv
egész szamok halmaza,

a ! ‘| b)H =AnB=BnC(
| H,=B\VA =B\
H3=Hl; H4 =A\NE.

a) Mindkét intervallumnak végtelen sok eleme van!
pl. {-2,109; —2,108888; -2,107; -2,1051; -2,1} <= A
pl. {-2,104; —2,103; -2,1028; -2,1021215; -2,1} < B
b} B valodi részhalmaza A-nak!
AnB=B;, AuB=A4; A\B=1-211;-2,105]; B\A=1{}

2,11 =2,105 2.1

|

l-es tartomany: H, \ H;

2-es tartomany: (H, N H;) \ H;
3-as tartomany: H, N Hs;

4-es tartomany: (H; m A0 VH |,
5-0s tartomany: Hy\ Ao,
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HALMAZOK

Hab =2vagy b =6, akkorA N B
1 elemii halmaz. ,
HaZ<b<6,akkorD=AnB 0
2 elem( halmaz {P; O}.

-
PLA=N
B={xeR|C<x <4
C={1;23}
R
A S e
1 2 3 ] 9 10 11

(S 3
LeE
Lol o)
e 2

A 8s B vegtelen halmaz, C véges halmaz.

Két halmaz unidjanak annyi eleme van, mint amennyi elem Gsszesen csak az egyik
halmazban, meg csak a mdasik halmazban, meg a metszetiikben talalhatd, azaz
|AUB|=|A\B|+|B\A|+]A~ B

Atrendezve: |B\A| = [A uB|-|A\B|—|A AB|=9-4-2=3, ennyi elem
van csak a B halmazban, ezért

Al =2+4=6,
|B| =3+4=7.
Megjegyzés:

Szépen ellendrizhetd a szita-formula —
vagy mas néeven Poincaré-tétel — telje-
stilése:

|A U B| = [A |+|B|—IA mB|, azaz
most9=6+7-4.

A 28 tannlobol a megadott adatok szerint 28 — 23 = 5 tanuldnak van jelese fizika-
bol, és 28 — 21 = 7 tanuldnak matematikibdl. Mivel matematikébd! vagy fizikabol -
10-en kaptak jelest, és 5+ 7 = 12 jeles osztalyzat van dsszesen, ezért 12 — 10 = 2

tanulonak van mindkét targybol jelese. (Lasd még a Venn-diagramot.)
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+ H+x=35
tovix=7
et +x=10

HEX+ 1T Er—{gd =547 - H}

x=2

42, s3) F v J a harmadik osziop, 5 az elsd sor, tehat a tablazar szerint a valasz 10.

:b) B ateljes misodik sor, itt az elemek Osszege: 7+ 11+ 15+ 9 = 42,

c\ J a,nem jobbkezesek”, tehit a balkezesek halmaza (az elsé két oszlop), V a har-

© madik sor, tehat V ~ J elemszama: 2 +3 = 5.

A B w Va masodik és harmadik sor egyiitt, F o J a [érjezettek vagy balkezesek

“+ halmaza (elsd, masodik &s harmadik oszlop), ezek kdzds részének elemszama te-
hdt az elsd harom oszlop és a masodik vagy harmadik sor keresztezddésében allod
elemek Gsszege: 7+ 2+ 11 +3 + 15+ 8 = 45,

43, a) Mivel az A, a B, &5 a 0 vércsoportiak szama egyiitt 410 + 482 + 64 = 956, ezért
1000 - 956 = 44 az AB vércsoportuak szama. (Lasd még a Venn-diagramos ab-
rit!) Vigyazat, ebben az esetben a halmazoknal megszokottdl eltérben az A és a
B vercsoport a tisztdn A és a tiszian B-t jelenti, az AB se az A sc a B vércsoport-
hoz nem tartozik!

A AB B 0-is }
;ff 1 f{f' lllll . Osszesen 1000 18
| 410 + 482 + 64 = 936
i 1000 - 956 = 44
_AWJ
410 18 . 482 15 a4 £5

b) Mivel Rh™ 120 &, tehat Rh™ 8sszesen 1000 — 120 = 880. Mivel a 410 A véreso-
portitbdl Rh™ 42 6, ezért 410 — 42 = 368 5 az A és Rh™ vércsoportd, A 482 B
vércsoportibol Rh* 61 £8, ezért B és Rh™ 482 — 61 = 421 f8. Végiil AB és Rh™
veércsoportd nem volt, tehat mind a 44 £6 AB-s Rh™. Eszerint az Rh™ A, B és AR
egyiitt: 368 + 421 + 44 = 833. Osszesen 880 Rh™ vércsoportii személy van, tehat
880 —833 = 47 16 az, aki a 0-s és Rh™ vércsoportba tartozik.

Misik megoldds: (tablazatos formaban, az egyes lépéseket dolt betlivel jeldlve)
A |AB B 0 ' Bsszes
Rh* 42 o | 61 | {7 120

Rh™ 47
Osszes | 410 | 44 | 482 1 64 | 1000
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a) Mivel 1000-en vettek részt, ezért 1000 — (410 + 482 + 64) = 44, ami tehat az AB
vércsoportiak szama. '

b) Mivel Rh™ dsszesen 120, és ebbdl megvan az A, B, és AB-sek szama, ezért ki-
szdmithatd a O-soke is: 17, Ezutan — mivel a 0-s oszlopban 64 az 8sszég — innen
64 — 17 = 47 Rh™ és egyben 0-s vércsoportl személy van.

Mivel mindenki megoldott legalabb egy feladatot, ezért a két feladatot megoldd ta-
nulok széama az indulok letszamanak 30%-a (605 + 70% = 130%, ami a keétszer 1i-
gyelembe vett 9 tanul6 miatt 16bb 30%-kal az induldk szamandl).

A versenyen tehét 30 tanuld indult, mert ennek a 30%-a eppen 9.

Ez lehetséges is, hiszen ezzel szamaolva: 21 tanuld oldotta meg az elsd, 18 tanuld a
masodik feladatot, s igy valdban 9-en voltak a mindket feladator megolddk.

a) Igen, hiszen peldaul teszdleges szami olyan tanuld lehet, aki egyik adott halmaz-
ba sem tartozik.

b) Legaldbb 152.

c) A legtobb ilven tanuld akkor van, amikor a komolyzenet kedvel tanulék és a
sportold tanuldk halmazanak metszete a legkisebb elemszaima.
Mivel 77 + 90 = 167, ezért a ket halmaz melszete legalabb 2 elemi halmaz. Ez
azt jelentl. hogy legfeljebb 75 komolyzenét kedveld, de nem sportold tanuld le-
het ebben az iskolaban.

Szamoljnk ki szita-mddszerrel a mindbdrom arucikkbdl vasariok szamat. Legyen ez
a (nyilvan nemnegativ) szam x.

IS+ 12+ 10-6-1-3+x =23 (hiszen 15-en nem vasaroltak semmit), amibél
x==-2

Ez nyilvan lehetetlen, ezért a féndknek figyelmeztetnie kell beosztottjat, hogy pon-
tosabban végezze el a rdbizott feladatot.

Konkrét peldankban leszamoljuk a kilénbozd betiket: v, 4,1, 0,5, é, 4, &, 1,1, a, 1 —
12 killonbéza betil szerepel. (Altalanosan a szita-formulaval lehet szdmolni: jelélje
anégy szot A, R, Cés D.Ha | H  jeléli a H halmaz szamossdgat, akkor esetlinkben:

laveuwcoub| =|al+ig|+lcl+|D|-
“langl-lancl-la~bl-|B~cl-|BADI-lCAD|+
+1ANBAC|=|AnBAD|+|lAnCAD|+|BACADl-|AnBACAD]|=
=54+ 5+545-2-2-2-2-2 2414141 41-0=20~12+4-0= 12,

Azaz 12 kilonbozo betli lesz a szavakban.)
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IN=4; NO=6, GFP =2.

LNQ derékszigl hiromszéghen Pita-
gorasz térele alapjan:

LO* = IN? + NO?,

igy LO = /32,

LNC derékszogll hiromszbgben:

6
lga = 7 = 1,3, ebbdl & = 56,31°

LP és LK a kérhoz L pontbol hizott
érintdk. Egy korben az érintd merdle-
ges az érintési pontba hiizott sugérra,
igy LPQ és LKO haromszogek derék-
szogliek,

oP
Ebb infi=—=0.2774, 1g = 16,1°.
hbben sin oL igy fi

A M C halmaz akkor nem fires, ha az y = mx + 3 egyenes LP és LK seélsoertékek
kdzdtr halad.

Mivel az egyenes m meredeksége jellemezhetd irdnyszogének tangensével, LP
egyenes m) meredeksége iy = —tg(e— f) = —1g40,21° = —0,8453.

LK egvenes meredeksége: my = —tg(oe+ f)) = —1g72,41° = - 3,155.

Tehat A ™ C nem iires halmaz, ha

~3,155 < m < —0,8453.

a) Példdul igy: (A \ (B w O) W {B\ (4w ). Ha ismeri a szimmetrikus differen-
cia milveletet (Jasd 30. a)), akkor egyszeriibben: (4 A B)\ C.

DDUENFPND A EUF)vagy DVEUFNUEN VD)

¢} Peldaul: (GA(HU MU ENG U GUNGUH) UG HAND, de sok
mas lehetdség is van. Azonban mindegyikben a harom halmaz szerepe azonos,
egymassal , felcserélhetd”. (Az eredmeény szimmetridja ezt szépen mutatja. A
szimmerrikus differencia milveletével — lasd 30. a} — az eredmény egyszeriibb:
(G A Hy AL illetve éppen a halmazok egyforma szerepe miatt barmely mas za-
réjelezéssel is ugyanezt kapjuk, vagyis a miivelet kommurativ és asszociativ, te-
hat rhatjuk igy: GAHAL)

Hirom olyan halmaz, melyek végtelenek és birmelyik két halmaz kizds része is
végielen: A; C, D vagy C, E; F.
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HALMAZOK

Az egyik feltérelt atalakitva kapjuk, hogy |A|+|8l+|cl=3lanBrCl+3,
Az abra szerint D, E, ..., J-vel jelSlve az A, B, C halmazok altal létrehozott hét (ko-
z0s elem nélkdili) tartomanyt (vegyik észre, hogy H = A m B ™ C), a fenti allitds a
logikai szita miatt igy is irhato:

|pl+|el+ |8l |Gl El+|F +|1l+|m) Gl 5]+ 1411 =

= |pl+2|el+|Fl+ 2lGl+3iH]+2]0+1/] = 3|Hi+ 3

amit egyszer{isitve kapjuk: |D|+2|E|+|F|+2|G|+2|1|+|J| =3

A masik feltétel szerint egyik halmaz sem részhalmaza semelyik masiknak, tehat
mindnek van olyan eleme, mely a metszetben nincsen, vagyis |D , |F | R JI mind-
egyike pozitiv, tehat |D | T ] FT+ | Jl =3,

E két eredménybdl kivetkezden az F, ¢,  halmazok iiresek, és | D | = | F | = | J | = 1.
A keresett szamossagi (A \ B) W (B C) w (€ \ A) halmaz 0 jeldléseinkkel:
DU E U F IO TG emek elemszama pedig a fentiek szerine 3,
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/1.2. Logika

#) Igaz. Minden egész szam felirhato két egész szam hinyadosaként is.

b) Ez a kijelentés az a)-belinek a tagaddsa, ezért hamis.

¢} Hamis. PL a = racionalis szam, de nem egeész szam.

2
d) Igaz, peldaul —.
3

e) Bz a kijelentés a ,, Minden természetes szam raciondlis” kijelentéssel azonos, le-
har az a) szerint igaz Kijelentés, hiszen a természates szamok egvben egész sza-
mok is.

Mindharom allitds igaz.

a) ., Két paros szam dsszege mindig paros” - megforditasa: , Paros szam mindig ket
paros osszege”.
b) Nem igaz, mert paros szam lehet két paratlan dsszege is.

Ekkor a lanyok szama | és 8 kdzé es0 egesz szam, és nyilvan ,,a legalabb két fel-
adatot hibdtlanul megoldd lanyok”™ szdma is egész. Az 1 és 8 kozotti egészek koziil
egvediil az 3 olvan, amelynek négytized része is egész, vagyis Ot lany és négy fiu
szerepelt a dontdben. '

Ha a kiranduld csoport lany tagjainak a szama x, akkor a fil tagok szdma 20x. A
csoport létszdama gy 21x, melyrdl tudjuk, hogy 50-nél nem nagyobb, pozitiv, kétje-
gyt paros szam. Ezért csak ¥ = 2 lehet, tehdt a csopert létszama 42 f8.

Ha az osztaly létszamabol levonjuk azoknak a tanuléknak a szamat, akiknek térréne-
lembdl kell javitovizsgazniuk és levonjuk azoknak a tanuldknak a szdmat is, akiknek
bialogiabol kell javitovizsgazniuk, akkor azoknak a ranuldknak a szamat, akiknek
mindkeét targybal potvizsgaznink kell, kétszer vontuk le. Tehat azoknak a tanuldknak
a 3zama, akiknek egyik tirgybdl sem kell javitovizsgazniuk: 33 -6 -5 +3 = 25.

Ha paros szamu egész szaim Osszege paratlan, akkor sziltkségképpen kell kozotiik
paros szamnak is lenni, igy ekkor a szorzat paros. Ha paratlan szamu egész szam
Osszege paratlan, akkor lehetséges, hogy mindegyik szam pératlan, ilyenkor szorza-
wk is paratlan szdm lesz.

Tehit az allitds St egész szamra nem igaz, hat egész szamra pedig igaz.
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LOGIKA

a) Ot lehetdség van (természetesen nem mindegyik ésszerii megoldasa a probléma-
nak):
— a C; fBesapot clzarjuk (a masik ketté nyitva es zarva is lehet); ez 4 lehetGsey;
- C-et &s Oyt elzarjuk, de Cy-at nem; ez 1s egy lehetdség.

b)

O
A%

B helyen atfolyik & viz

hamis

hamis
hamis
liamis

igaz

igaz

w1 [ | B || ra | —

hamis

AESIEASIPARISI i)

ZZ|Z|N|Z|N|N|N
ZN|Z|Z2 N MN7IN

o]

igaz

60. a) Harem lehetGség van (természetesen nem mindegyik ésszeril megoldasa a prob-
lémanak): a €4 focsapot és a masik ketto kéziil még legalabb egy fGcsapot elza-
runk.

b) e,

o
5

B helyen atfolyik a viz

1gaz

igaz

igaz

igaz

hamis

hamis

igaz

GO 1O [Ln | da | La|pa | =

NIN[Z (N Z N[z 2],
N|Z|NN|ZL 2N =Z

NINNZ | N|Z 22

hamis

, 61.] a) Az AVB = B\ A dllitds nem lgaz minden A és B halmazra, mert példanl, ha
A#Bé A B=0,akker
AVB=Ads B\A = B, tehat
AVB=BVA

b} Van olyan A és B halmaz, melyre A\ B = B\ A,
Ha példiul A = B, akkor A\B =814 =0,

@A VB = B\ A ukkor és csak akkor teljesiil, ha A = B.
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62.] a) Az (A\B) w B = A dllitds nem igaz minden A és B halmuzra, mert példaul, ha
: az A és B nem iires halmazoknak nincs kdzos cleme, akkor

(A\BYUB=AUB A,
b) Ha B < A, akkor az allitas igaz, ezt ‘
illuszirdlja az alabbi Venn-diagram: | @ )
v/

c) (A VB) U B = A akkor és csak akkor teljestil, ha £ € A.

63.’ Hasznaljuk ki, hogy cgy adott kijelentés csak ketféle logikai értéka iehet: igaz vagy
hamis.
Ha X igazat mond. akkor az ,,Y hazudik” egy igaz kijelentés, igy Y allirasa hamis,
tehat Z nem hazudik: az ,,.X hazudik és Y 1s hazudik™ kijelentes igaz.
Fz azonban ellentmond annak a feltevésiinknek, hogy X igazat mond.
Mivel ez nem lehetséges. ezért X kijelentése csak hamis lehet, vagyis Y igazat
mond. Ebbél az kdvetkezik, hogy 7 kijelentése hamis. Ez valéban igy van, hiszen
az ,&y7-sel Gsszekapesolt két kijelentés kozitl az egyik hamis.
Osszefoglalva: X és Z hazudik, Y igazat mond.

»& testvéred mit mondana, melyik Ut vezet a virosba?” Barmelyik testvér a rossz
" utat mutatja meg valaszul, tehat a rasikon kell mennie az utazonak.

65‘.] a) Egyik megoldas, a feliratok igazsdga szerinti vizsgdlallal: az elsd lada felirata

nem lehet igaz, mert akkor igaz lenne a masodiké is, és csak egy igaz felirat van.
Ha a masodik lada felirata igaz volna, akkor a kules lehetne az 1. 1&ddban {(de
nem lehet, mert akkor ez a felirat is igaz volna), vagy a harmadikban {de ez sem
lehel, mert ekkor a 3. felirat is igaz volna). Vagyis csak a 3. felivat lehet igaz: ek-
kor az 1. felirat hamis, tehat a kulcs nem ott van; és a 2. felirat is hamis, (ehat a
kules oit van a masodik ladaban, ezt valassza a legény.
Masik megoldas, a kules helve szerinti vizsgalattal: ha az elsd ladiban voina, az
1. &s 2. felirat is igaz lenne, ami nem lehet. Ha a masedikban van, akkor az 1. és
2. felirat hamis, a 3. 1gaz, ez egy lehetséges eset. Ha a harmadikban leane, akkor
az 1. feliral hamis volna, vagyis igaz lenne a 2. &s 3. is, ami megint nem lehet.
Tehdr egy lehetséges eset van: a kules a masodik ladaban lapul, ezt valassza a le-
geny.

b} A fenti masodik megoldds szerint ket olyan eset is van, amelyben a hdrom felirat
koziil pontosan egy hamis (mert a masik kettd igaz): ha az 1. vagy ha a 3. ladaban
van a kules. Ez esetben tehat o legény nem valaszthat egyértelmien jol, 50%
eséllycl van vagy nincs szerencséje.

Megfegyzés: mivel harom éllitas igaz vagy hamis voltanak megoszlasa 3-0, 2-1,

1-2 vagy 0-3 lehet, az ilven tipusu feladatokban vagy csak a .csak egy igaz”, vagy
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csak a ,csak egy hamis™ kérdeésre vun egyvériclmil vilasz — esetleg egyikre sem; de
mindkettdre bizonyosan nem lehet.

Mivel az allitasok egvmasnak ellentmondanak (kizardk), csak egyikik lehet igaz.
Ekkor az 6sszes tobbi hamis kell legven, ez 100-ba1 99; vagyis az utolsd elduti, 99.
allitas az igaz.

67.| Foglaljuk tablazatba elszdr, a hét melyik napjan melyikiik mond igazat, illetve me-

7 lyikiik hazadik (1. tiblézat). Ennek alapjan vizsgaljuk meg, mit mond az Oroszlén
és az Egér a hét egyes napjain eldzé napi szokasarol (2. tablazal). Lathatd, hogy
csiitbrtdk az egyetien nap, amikor a feladatban idezeu kijelentesek elhangozhattak,
tehat Aliz estitortskon jart a Feledékenység erdzjében.

0 E O E
H h i H h i
K h i K i i
Sze h i Sze i i
Cs i h Cs h h
P i h P i i
Szo i h SZO 1 i
v i v|i|n

1. thblazat 2. tablazat

[ 68.| a) A kivetkeztetés helyes, hiszen ha moziban lettem volna, nem tudtam volna ta-
e nulni — marpedig tanultam.
{(Formalizalva: A := ,moziba megyek”, B := ,tanulok™.
Most az ((A = —B) A B) = —4 [ormula 1gazsdga a kérdés. Vizsgaljuk meg
elébb igazsdgtablazattal:

A B|-B A=-B A=-BArB|-A|((A=—-BrB)=-A
i i| n h h h i
i h| i i h h i
h l h i e — l i ] _
h  h| i i h i i

Ldtjuk, az eredmeny minden esetben igaz, vagyis formulank valoban egy tauto-
logia. T

Eljuthatunk a celig az ismert miveleti szabalyok alkalmazasaval is. Miveal al-
taldban a kovetkezietés dtrhatd igy: € = D = —C v D, ezért formulank 1y
alakja: —{(HA v =B) A B)v —A. Elébb a De Morgan-féle azonossagot
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(lasd 102, feladat), majd egy disztributivitdst alkalmazva ez tovabb egvenld:
((AAaB)v—ByvaA=({AvaB)yA(Bv-B)v—=A. A hamadik kizarasanak
elve és az elnyelési szabaly miatt kapjuk: {4 v —B) v = A, ami a kommutativitas
&s asszociativitas, egy Ujabb ,harmadik kizardsa™, és elnyelés utdn a konstans
igaz dllitdssal egyenld — és épp ezt kellett belatni.)

b) A kovetkeztetés helyes, hiszen ha nem lettern volna uszoddban, tanultam volna
—de nem tanultam, (A7 el6z6ek szerint formalizathatiuk ezt az atlitdst is; sét egy-
szerten az eldzd levezeldsl magat is alkalmazhatjuk a kdvetkezé megfelelteté-
sekkel: A := .nem megyek uszodaba”, B := ,, nem tanulok™)

69.; é)l Ha egy trapéz deltoid, akkor van ket szemkozti szdge, amelyek egyenlok egy-
 miéssal. Az ezekkel kézis szaron nyugvé masik két szog az elébbicket 180°ra
egésziti ki, tehat a masik kér s20g i3 egyenld egymassal. Ez azt jelenti, hogy a
trapez paralelogramma, s mivel deltoid is, ezért atloi merdlegesek egymasra, Az
ilyen paralelogrammak rombuszok.
Az 4tlok megadott hosszabol Pitagorasz-tétellel kiszamithato a rombusz oldal-
hossza: \fa] 0? +7.5 = AJ156,25 = 12,5 cm. A rombusz keriilete tehat 30 cm.
b) Neéhdny példa:
/- Minden rombusz trapéz.
— Van olyan deltoid, amelyik nem trapéz.
— Nem minden trapez rombusz.
— Ninecs olyan rombusz, amelyik nem deltoid.

Ha egy természetes szam oszthatd 5-tel, akkor nullara végzddik.”
" Ez hamis kijeleniés,

[_‘ 5;1; ,.Ha egy haromszdgnek van két egyenl( szige, akkor (a haromszdg) egyenld szard,
Ez igaz kijelentés.

- iy k . r ’ r - I ’ v r T - Iy
[ 72, ,Haa 2 felirhatd két poziliv egész szam hanyadosakeént, akkor a +2 racionalis
' (szam).”

(73 9)igez  b)igaz  cyhamis  d)hamis e igaz £ hamis

4.| -4) Nem igaz, hogy a 12 oszthatd 3-mal ¢s (a 12) oszthato 4-gyel.
. A 12 nem oszthatd 3-mal vagy (a t2) ner oszthatd 4-gyel.
“B) A 12 oszihawd 3-mal és (a 12) oszthatd 4-gyel.
&) Nem minden paros szam végzddik nulldra.
Van olyan paros szdm, amelyik nem nullara végzddik.
dy Minden dttel oszthaté egész szam nullara végzédik.
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A d) kijelentés tagadasa nem szerepel a felsorolt allitasak kozou. '
A ¢) kijelentésnek az a) és a b) kijelentés is tagadasa, igy tehat a) és b) tagadasg is
szerepel a felsorolt kijelentések kézor, hiszen a c) kijelentés mindkettnek tagadasa.

Az a} kijelentés tagadisa nem szerepel a felsorcliak kézott.

A b és a d) kijelentés egyarant tagaddsa a c) kijelentésnek, igy tehat by &s d) taga-
dasa is szerepel a felsorolt kijelentések kozott, hiszen a ¢) kijelentés mindkettonek
tagaddsa.

Megjegyzés: a ,, két kiilonbizé hosszusdgts befogoja van” fordulat derékszdgi ha-
romszig esetén ugyanazt jelenti, mint a ,, nem egvenld szdri”.

Nem helyes.
A szoban forgo ABCD négyszoerdl csak annyi bizonyos, hogy paralelogramma.

Nem helyes.
A vizsgalt ABCD négyszdg legyen példiul egy olyan paralelogramma, amelyiknek
az egyik szbge 70°%0s. Ekkor nyilvdn nem téglalap ez a négyszog, atldi megis fele-
7ik egymast.

Helyes a kivetkeztetése.

Ha ugyanis az ABCD négyszdg (mmeégis) téglalap lenne, akkor az igaz (tanult) kiin-
dulo feltétel szerint az Atloinak felexnidk kellene egymist (Am ez most éppen nem
teljesiil, mint tudjuk).

X 0r helyteleniil kbvetkeztetett. -

Legyen bar Y ur teljesen felkésziiletlen (a logikal kdvetkeztetések szabdlyait illetd-

en), akkor sem lehetiink eleve biztosak abbarn, hogy igaz kiindulasi feliételek mel-

lett végiil biztosan hibas kivetkeztetésre jut.

(X ur helytelen kivetkezterési sémdja: Felrétel: Ha A, akkor B.
Kovetkeztetds: Mivel nem A, ezért nem B.)

Az 1. kijelentés igaz volta miatt érdemes részvényt vennie, csak az a kérdés, melyi-
ket?

A 2. kijelentés igaz, ezért a ,,vagy "-gyal dsszekapesolt két kijelentés koziil legalabb
az egyik igaz. Az ,R-en nyerni lehet” kijelentés nem lehet hamis, mert akkor az
W Ro-n vesziteni lehet” kijelentésnek igaznak kell lennie, vagyis egyik részvény sem
hezna nyereséget. Ez pedig ellentmondana az 1. kijelentés 1gaz voltanak.

Az R -en nyerni lehet” kijelentés tehat igaz, ezért Okos Katanak érdemes R, rész-
vényl visaralnia. (Az R,-r0l nincs biztes informdcidja, ezért, ha évatos, akkor nem
vasarol ebbél.)

= - L& [}
“82.| ...a+5nem lehet racionalis szam.
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83.] A versenyen 12-en vesznek reszi. Rendeljiink hozza a versenyzékhéz a lejatszott

84.;

mérkdzeseinek szamat! A feladat feliétele miatt barmelyik versenyzd legieljebb 11
mérkSzést jatszott. fgy a versenyzékhéz rendelt lejatszott mérkdzések szama a
0, 1, ..., 11 természetes szamok kéziil keriilhetnek ki. Nem fordulhat €18, hogy két
olyan jatekos legyen, akik k&ziil egyik G-t, a masik 11-et jatszot; mert az utdbbinak
jatszania kellett azzal is, aki egy jatszmat sem jatszott. Ezérr 12 helyett legfeljchb
I'l kiilonboz6 szam fejezheti ki azt, hogy ki hany mérkézést jatszotr, Igy a 12 jaré-
kos kizOlL lesz legalabb kettd olyan, aki addig azonos szamu mérkdzést fejezett be,

Tudjuk, hogy a sakktablan lougrasban haladva egy 1épéssel a kiinduldsi mezétdl kii-
16nbozd szindre jutunk. A kévetkezd 1épés soran a kiinduldsi mezdvel azonos szi-
niire erkeziink. Folytatva a gondolatmenetet megallapithatjnk, hogy paratlan szami
Iepés a kezdetitdl eltérd, mig a paros szamut vele megegyezd helyzetet eredményez.
Mivel a sakktablan 49 mezd van, ezért a feltétel szerinti teljes bejérashoz 48 lépés
szilkséges. Tehal a bejaras végeén ugyanolyan szini mezdre érkeztiink, mint ami-
lyenrdl elindultunk. A kiindulasi mez8t6l lougrasnyira azonban csak eliérd szini
mezOk érhetdk el, croiatt nem jarhatd be a sakktabla a feladatban leirtak szerint.

Tegyik fel, hogy Magyarorszagnak 10 milli¢ lakosa van. Ha mindenkinek kiildn-
bo20 szamu hajszila Jenne, akkor lenne 10 milli¢ kiilénbézé pozitiv egész szdm,
amelyek mindegyike kisebb, mint 10 millid. Ez lehetetlen. Tehat lennie kell leg-
aldbb ket olyan embernck, akinek pontosan ugyanannyi hajszala van.

a) A helyes vdlasz: harom,
Ha hérom zoknit kivesziink a fiékbol, akkor vagy mindhdrem egyszint (és ebben
a7 esetben biztosan van legalabb ket egyszinti} vagy kettd egyszini és a harmadik
més szinil, igy megint van két cgyszind zokni.

b) A helyes valasz: négy.
A feladat els6 részének okoskoddsat haszndlva tudjuk, hogy legalabb harom zok-
nit kell kivenni ahhoz, hogy biztosan legyen egy pér egyszind zokni. Ahhoz,
hogy biztosan legyen két kiildnbdzG szinl zokni, szintén legalabb harom zoknit
kell kivenni. Mivel ugyanannyi fekete és fehér zokni van a fiokban, ebben az
esetben azt jelenti, hogy 2 feheér és 2 fekete zokninak kell a fidkban lennie.

A vendégek valdban 3 - 9 = 27 §-t fizettek, mely a szoba drat — 25 §— és a pincér
zsebpénzél — 2 § — jelentette. Ez a visszakapott 3 $-ral adja a 30 $-t. A feladat gon-
dolatmenetében a hiba a 27 + 2 = 29 tsszeadasnal van, hiszen itt 4 szoba drdhoz a
pincér ketszer adja hozza a zsebpénzét, a visszaadott 3 $-t pedig egyszer sem.

a) Igaz, mert 2- 3 = 6, igy amelyik szdm 6-tal oszthato, az oszthaté 3-mal is (mds-
képp: ha 6| a, akkor van olyan b természetes szdm, melvre 6b = a. Ezt felbontva
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tehat 2 - 36 = ¢, ebbdl kivetkezik, hogy 3 | 4, mert van olyan természetes szam
(ez 2b), melyre teljesiil 3 - 26 = a).

b) Hamis, mert amelyik haromszdgnek két szimmetriatengelye van {ez a szabalyos
haromszog), annak van harmadik szimmetriatengelye is.

c) Az allitds hamis. Ha lenne ilyen x szam, erre teljesiilnie kellene:

| v 2 . L. ,
— = —x, bbbl x* = —1, amelynek a valds szamok halmazan nines megoldésa.
x

d) Igaz az Allitds, mert minden paralelogramma kézéppontosan szimmetrikus.
e) Igaz, mert van olyan egybevigosigi transzformacio, amely nem tengelyes tikrd-
zés, pl, az elolés, elforgatis.

El6szor rajzoljuk fel a csaladfit, legalabbis az 6t szemelyt:

——— M nagyapa

Kovics névére ¢ } Kovacs

Ebbdl leolvashato, hogy:

(1) Mivel Kovicsék mind vérrokonok, csak a feleség nem veérrokona a fin kivetele-
vel a 1obbinck, ezért a feleség ligyvéd vagy tanito.

(2) Ségomdje csak Kovées feleségének, illetve névérének van (kdlesondsen egyik ‘

Kovacs lelesége

Kpvacs fia

a masiknak). Bszerint kereskedd csak Kovacs névére lehet, mert a felesége, aki-
nek van sogorndje, nem lehet kereskedd az (1) miatt. Vagyis Kovécs nvere a
kereskedd.

(3) Mivel a kereskedd 1désebh a sogorndjénél és a taniténal, tehat a
tanitd, azaz marad az tigyved. Tehat Kovics felesége ligyved.

(4) Kovéces névére az apjanal nem lehet 1ddsebb, tehdt a tanitd Kovacs vagy a fia.
Az figyvéd ¢és a tanité nem vérrokon, tehat Kovacs fia, aki veérrokona az anyja-
nak, nem lehet tanitd. Azaz a tanitd Kovécs,

(5) Héwa van még a nagyapa és az unoka foglalkozdsa. Mivel a nagyapa biztos ido-
sebb, exért & a mérndk, az unoka pedig a postés.

sogornd nem

Az elsd lépésben Andras partnerndjét talaljuk meg, aki nem lehet Olga, mert 6 Be-
laval volt, s mivel Andras hangversenyen volt, ezért sem Panni (mozi), sem Rozi
(szinhdz) nem lehetett vele. Marad a negyedik 1any, Sari. Azaz Andras—Sari-hang--
verseny az elsé par és programja. Kidllitdson nem lehetett sem Rozi, sem Panni,
marad Olga, és a masodik informacid szerint partnere Bela. Azaz Béla—Olga-kial-
litas a mésodik pdr és programja. Csaba nem latta Rozit, tehdt neki mar csak Panni
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marad, azaz Csaba—Panni-mozi a harmadik, és kizarasos alapon DC?SO—ROZL -szin-
haz a negyedik par és programja.

P, P, Py Py

a)
b
FOo

PP F P F R PPy Py PPy F
& & O & O 0O & @ B ® & O
P, P, Fy Py Py Fs P, P, P, PPy F
& & O B O B B & @ @ O
P] P3 P4 P1P4 F
H B B 2 @ O
Py Py Py Py Py T
B B @ # & O
Py P, F
H & G
Py Py F
& & O

b) Osszeadva a lehetséges eseteket: 14 Jehetéssg varn.

¢) 4 eset {ldsd az abrat).

d) 2 + 6 = 8 eset (lasd az Abrat).

¢) Ilyen eset nincs, mert egyik kalap sem tartalmaz hdrom fehér golvét.

) Kimaradt az egy piros és ket fehér, ebbdl éppen két lehetdség van (lisd az dbrat).

Jeldlje a kékszemi szokék, a kékszemil nem szokék, a nem kékszemit szdkék és a
nem kekszemi nem székéek szamar rendre a, b, ¢ és d.
Az a tapasztalat, hogy a kékszemiiek kozott tobb a sz8ke, mint altalaban, azt jelenti,
hogy
a a+c
at+b a+b+e+d’

(I

Az atény, hogy a sz8kék kdzdtt tébb a kékszemil mint altaliban, azt jelenti, hogy
a a-b
> .
at+b+c+d

atc (2

Ha (1) igaz, akkor (2) is igaz (ezt belathatjuk, ha az (1) egyenldtienség mindkét ol-

dalat megszorozzuk a pozitiv torttel), tehdt abbol, hogy a keékszemiiek ké-

Z6(t 1Obb a szoke mint dltalaban, kévetkezik, hogy a sz8kék kozour tbb a kékszemii,
mint altaliban.
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Ha a matemarikusok halmazat M-mel, a zenészek halmazat pedig Z-vel jeliljiik, ak-
kor azok a személyck, akik a matematikihoz is &s a zenéléshez is értenek, az M " Z
halmaz elemei.

a) A matematikusok kozotr a legjobb zenész uz M M Z halmaznak az az eleme._‘ aki
a legjobban ért a zenéléshez. A zenészek kozitt a legjobb matfarr}anl«;us pefilg az
M Z halmaznak az az eleme, aki a legjobban ért a matematikahoz. Tehit ez a
két szemcély nem feltétlentil azonos.

b} A matematikusok kdzdw a legoregebb zenesz is €s a zenészek kozdit a legre-

, gebb matematikus is az M M Z halmazhoz tartoz6 személyek koziil a legoregebb.
Tehit ez a két személy ugyanaz a személy.

a) A 3x+7 2 31 cgyenléilenségnek az x 2 0 feliétel sziikséges feltétele, mert min-
' den olyan x-re, melyre 3x =7 > 31, az x = { teliétel is teljesiil.
Az x > 0 feltétel nem elégséges feltétele a 3x + 7 > 31 egyenlétlensegnek, mert
van olyan x > () szam, példaul a 2, melyre a 3x + 7 2 31 egyenlétlenscg nem tel-
jesiil.
b) A 3x+7 > 31 egyenldtlenségnek az x = 10 feltérel elégssges felléiele, mert
" minden olyvan x-re, melyre az x = 10 feltétel teljesil, teljesiil a 3x+7 = 31
egvenlitlenség is. Az x > 10 feltétel nem sziikséges feltétele a 3x+7 = 31
cevenltlenségnek, mert van olyan x < 10 szam, példaul a 9, melyre a
3x+7 2 31 egyenldtlenseg teljesiil.
¢) A 3x+7 = 31 egvenlGilenségnek az x = 8 feltérel szilkséges ¢s elégseges felte-
lele, mivel a 3x + 7 > 31 egyenlétlenség akkor és csak akkor teljesiil, ha x 2 8.

a) Az allitas hamis, ugyanis van olvan
négyszog, melynek atlot egyenld
hossziak és egymadsra merdlegesek,
és mégsem négyzet. Ez akkor lehet-
séges, ha az atlék nem felezve met-
szik egymast.

AC=BD

by Az allitas hamis, ugyanis megadha-
tO Ugy paros szamd pozitiv egész
szam, hogy Gsszegiik nem paros. Példanl: 3; 5; 7; &. o

¢} Az allitas igaz, ugyanis ha a ket négyzetszam » *ésm”, akkor ezek szorzatan m”.
Mivel n°m? = (am)°, ezért n’m” az mm szém négyzete, tehit négyzetszim,

Jeldljiik a ,,megeszi a vajas kenyeret™ allitdst P-vel, és a ,,megissza a kakad(” é!lit'ést
O-val. Ekkor Anti viselkedése az A = —P A, Bedd a B=P A @, Cili¢ a
C = =P ~ (, Danié pedig a D = P v Q kifejezéssel jellemezhets. Vizsgé!jgk meg,
hogy az egyes eseményeket leird P; O allitasok kiilonbdzd logikai ér’té'kpz'fxq ai esetén
milyen értckeket vesznek fel az egyes gverekek viselkedésér leiro kifejezések.

o)
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PlolalBlcTp
1 i i [n |57 [ n i
2 il h | h|n{nl i
30 n i | o [ n |1 1
4 h h i h h h

Megjegyzés:

Formalisan irhatjuk igy is a miiveleteket: A = = (Pv ) = P V £, Webb-féle mil-
velel, a szamitdstechnikdban NOR, B =P A O, AND; C = —(P & Q), NOT IF:
D=FPv{Q or

Teldljik a ,megeszi a vajas kenyeret” allitast P-vel, és a ,,megissza a kakadt” Allitdst
O-val. Ekkor Edit viselkedése az £ = — P, Ferid az F = Q, Gaboré a G = P = O,
Hedié pedig a H = | kifejezéssel jellemezhetd. Vizsgaljuk meg, hogy az egves cse-
menyceket leird P; Q allitasok kiilonbdz6 logikai értékparjai esetén milyen értékeket
vesznek fel az egyes gyerekek viselkedéset leird kifejezések.

G| H

P |0 | E|F
i i | on | i i i
i ' h | h {h { b i

i i i

i
n Tn |0 Th i 1]

P [ L3 || =
fom
—_

Megjegyzés:

Formalisan irhatjuk igy is a miiveletcket: £ = — P, a szamitéstechnikaban NoT:
F=0 G=P= Q,1F, H=i konslans ,igaz", tautolégia, TRUE.

Ap=q bg=p cg=-p

A bal oldalon 4lI$ kijelentés pontosan akkor hamis, ha a C kijelentés hamis, tovabha
az A ¢s B kdziil még legaldbb uz egyik kijelentés szintén hamis.

A jobb oldalon 4116 kijelenwés pontosan akkor hamis, haaz A v Césa B v C kije-
lentesek koziil legaldbb az egyik hamis. Ehhez a € kijelentésnek mindenképpen ha-
misnak kell iennie, tovabbé az A és B koziil még legaldbb az egyiknek szintén hamis
logikai értekiinek kell lennie,

Ezzel belittuk, hogy a bal oldalon all6 kijelentés pontosan akkor hamis, amikor a
jobb oldalon alld kijelentés (amibSl kévetkezik, hogy pontosan ugyanazokban az
esetekben igaz a bal oldalon 4116 kijelentés, mint amclyekben a jobb cldalon &ll6).
(Termeészetesen ,éridktablazaual” is bizonyithatunk, a nyolc lehetséges eset hiamy-
talan felsorolasaval.)

31



100..

m

@‘d) A

LOGIKA

A bal oldalon 4116 kijelentés pontosan akkor igaz, ha a C kijelentés igaz, tovabba az
A és B kdziil még legalabb az egyik kijelentés szinteén igaz.

A jobb oldalon allé kijelentés pontosan akkor igaz, ha az A A C égsaBaC !ujelen—
tegek kozil legaldbb az egy ik igaz. Ehhez a C kijelentésnek mindenképpen igaznak
kell lennie, tovabba az A és B koziil még legalabb az egyiknek szintén igaz logikai
értékiinek kell lennie.

Ezzel helattuk, hogy a bal oldalon all6 kijelentés pontosan akkor igaz, amikor a jobb
oldalon 4116 kijelentés (amib8l kovetkezik, hogy pontosan ugyanazokban az esetek-
ben hamis a bal oldalon all6 kijelentés, mint amelyekben a jobb oldalon allo).
(Természetesen , értéktablazatial” is bizonyithatunk, a nyolc lehetséges eset hiany-
talan felsorclasaval.)

Az (A v B)  C kijelentés csak tgy lehet igaz, ha a C kijelentés igaz (az ,.és” miatt).
Ekkor azonban az (4 A B) v C kijelentés is igaz (a ,,vagy™ miatt).
A feladat kérdésére tehdt a vdlasz: Nem lehetséges.

a1 b) Mindkét egyvenldség iguz; errol igazsagtablazattal kénnyen meggyOzddhe-
tiink. (Mindkét esetben a 4. és 7. oszlop azonossagat kell észrevenni. Ezeket az
Bsszefiiggeseket nevezik egyébként De Morgan-féle azonossagoknak. )

A B |AAE "-1(;*1 A B) —A|—B|—Av B
A I h h | h h
i |n] h i b i i
h|i| nb i i | h i
h | h| B i i i
A|R|avB|2(AvE) | —A' —B|—AA-B
1 [ 1 h h & h
i | h| i h h i h |
h|i| i h i n h
h|h| h i i i
B|lAVB AA(AVE Bl alplanBAvAnB
B i R i
i | h] i i i [h| h
b i | i h h|i| n
h|h| h h h|h| &

76l lathatéan mindket eredmény magaval A-val egyenld.
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[ @ Legvenek az A, B, C kijelentések rendre a kovetkezbk:

105,

106,

»X biinds.”; .Y biinds.”; ,.Z biinds.”
Ekkor a feladat szévegében szerepl kijelentések:

1. A vagy nem C.
2. Ha nem A vagy B, akkor C.
Kévetkeztetes: A.

Ha az A kijelentés hamis lenne (vagyis az ,,X nem biinés” kijelentés igaz), akkor az
1. kijelentés csak ugy lehetne igaz, ha o ,,nem C” kijelentés igaz, vagyis a € kijelen-
tés (,.Z biinds”) hamis lenne. Ekkor azonban a 2. kijelentés (ami egy implikacio)
csak ugy lehetne igaz, ha a ,,nem A vagy B” kijelentés is hamis. Ez azonban nem le-
het, hiszen a ,.nem A" kijelentés kiindulo feltevesiink szerint igaz.

Nem lehetseges tehat az az eset, hogy az A kijelentés hamis, ezért az A kijelentés
igaz, vagyis X valoban csak biinds Ichet,

A birdsdg helyesen dontdatt (és dontése nincs ellentmondasban azzal, hogy az 1. és
2. kijelentésnek igaznak kell lennie).

a) Legyen a két ember A és B. Tegyiik fel, hogy A hazudik. Ekkor a ,legalabb egyi-
kiink hazudik™ allitas hamis (hiszen A hazudik), tehat mindketten igazmondok.
Ha tehat A hazudna, akkor igazat kéne mondania, ami lehetetlen. Tehat A nem
hazudhat, csak igazat mondhat. Emiait allitAsa igaz, igy legaldbb egyikiik tényleg
hazudik. Mivel A igazat mond, csak B hazudhat, Tehdt A (aki megszdlalt) igazat
mond, B pedig hazudik.

b) Tegyiik fel, hogy A hazudés. Ekkor a fenti allitas hamis. Ezek szerint az sem
igaz, hogy A hazuddos, és az sem, hogy B igazmondé. Vagyis, ha A hazudos len-
e, abbdl az kivetkezne, hogy nem hazudés, ami ellentmondds. Tehdt A csak
igazmond¢ lehet. Ekkor llitdsa igaz, azaz a kévetkez6 két lehetdség koziil leg-
alabb az egvik teljesiil:

1. A hazudos;
2. B igazmondo.

Mivel az 1. lehetoség hamis thiszen A igazmondo), a
B igazmond6. Tehat A és B mindketten igazmondok.

2. lehetdség teljesiil, azaz

¢} A nem lehet igazmondo, mert ekkor Allitasa igaz lenne, ami miatt hazuddsnak
kellene lennie. Tehdt A hazudos. Ekkor allitdsa hamis. (Tehat mivel 6 hazudds —
igy az allités elsé része igaz lenne —, B nem lehet igazmondd). Ha B igazmondo
lenne, akkor A allitasa igaz lenne. gy B is hazudds. Tehat A és B mindketten ha-
zuddsak.

Jelolfuk Andras szamat a-val, Béla szamat b-vel (¢ € N" és b e N¥). A feltételek-

bél |z —F| = 2001. Ha Andras egy 2002-nél kisebb szamra gondolt volna, akker
Béla szdma ennel csak 2001 -gyel nagyobb lehetne, azaz Andras rogtén tudnd, mire
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gondolt Béla. Mivel Andrds nem tudja Béla szamat, ebbdl Béla tudja: ¢ = 2002, Ha
ezek utan Béla mar tudja Andras szamde, akkor

b —2001 < 2002,

b < 4003,

Ha b = 4003 lenne, akkor Béla sem tmdna Andras szdmat, hiszen & —2001 ¢s
b+ 2001 egyarant szamitasba jShetne.

Tehat & = 4002 es a = 6003.

a) Legyen A = ,,j6 a vége”, B = ,jo (maga a dolog)”, Az allitas ekkor (némileg
egyszertisitett formalizmussal leirva): A = V B; a tagaddsa pedig az egyszeriisi-
1ési szabilyok szerint: —(A = VB) = (A Vv VB)=AA=VYB=AAZB,
azaz van (olvan dolog}, ami nem jo, és (megis) jo a vége.

b) Most legyen A = ,a szél fujja”, B =,a haraszt ¢orog”. Az &llitas ekkor
—A = =8, tagadésa pedlg —{—A = aB) = a(—{—A) v B =—=AvB=
= —A A B; vagyls szoban: nem Nijja a szél, és (mégis) 20rdg a haraszt.

Jeldljiik a ,,megeszi a vajas kenyeret” dllitast P-vel, & a ,.megissza a kakaot” allitast
O-val. Ekkor Ildi viselkedése az T = —(P =» @), Jancsié a J= P @ @, Katié a
K = (P A @), Lalié pedig az L = P kifejezéssel jellemezhetd. Vizsgaljuk meg,
hogy az egyes eseményeket leird P; @ allitasok killonbézd logikai ért€kpdrjai eseten
milyen értékeket vesznek fel az egyes gyerekek viselkedését leiré kifejezések.

P o |1 7] k] ¢
I | i i |n || n][ ]
2| i n i [l
3 |h i |hii[ilhn
4 h[h|lhn wn]iln

Megjegyzés: _

Formalisan irhatjuk igy is a milveleteket: { = —{(P = @); J =P @ (, az antiva-
lencia miivelete, mas néven ,kizaro vagy”, a szamitastechnikaban XOR;
K = (P A Q) = P|Q, Scheffer-féle miivelet, a szamitastechnikdban NKAND; L = P.

Jelsljiik a ,;megeszi a vajas kenyeret” allitast P-vel, és a ,,megissza a kakaot” allitést
O-val. Ekkor Miki viselkedése az M = P &« Q, Noriaé az N= P & 0, Olgié az
0 = =, Ferdé pedig az F = k kifejezéssel jellemezhets. Vizsgaljuk meg, hogy az
egyes esemenyeket leiro P; O allitisok kilonbozd logikal értékparjai eseten milyen
értékeket vesznek fel az egyes gverekek viselkedését leiro kifejezések.
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P 0 M N 0 F
1 1 1 1 i h h
2 i h 1 h i h
3 h 1 h h h h
4 h h 1 i i h

Megjegyzes:

Formalisan trhatjuk igy is amidveleteket: M = P «— 0; N = P & 0, az ekvivalen-
cia milveleie, a szdmitdstechnikaban XNOR; O = — (@, F = A, konstans ,hamis”,
FALSE. Az ulolso aflitas megfogalmazasa lehet, hogy nem a legszerencsésebb, de a
konstans hamis”-ra nem kénnyd jobbat taldlni, Némi kultirtorténet: athallassal —
az idézet egy kovszakos, mindens tagado 7enei stilus 6 slagerébdl vald, és a név is
utal erre — mégis megfejthetd,)

(A 96., 97., 108. és 109. peldak eredmeényei kilnben felolelik a két allitds kézatt
ertelmezhetd Osszes logikai milveletet, az Gsszes lehetséges eredmeényoszlopot, a
teljes 16-0s miveleti tablat.)
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1.3. Kombinatorika

6
A szam allhat 6 db hatosbol — egyféleképp: 5 db éiosbsl & 1 db egyesbél, (J , azaz

(111,

112,

| 113,

114,

hatféleképp; 4 db négyesbdl és 2 db kettesbdl, (2] , azaz tizenotféleképp; s végiil

o3 A2 hatvanféleképp. Ossze-

3 db hdrmasbol, 2 db ketteshdl, 1 db egyesbdl,

sen | + 6+ 15+ a0 =282 db ilven szam van.

Mivel a kilvukasztott szamok sorrendje érdekielen, itt kombindciorol van sza. Két,
9y 19y (9

harom, illetve négy szamot a kilenc kéziil rendre [2} Ln], (Jféleképpen leher

2

kivalasztani. E binomidlis egyiitthatok értéke sorban 36, 84, 126; dsszeglk pedig
246. Ennyiféle lvukasztas lehetseges (az adott feltételek mellett).

12
Mivel az azonos helyezések kozott nincs kiilonbseg, a 12 indulé koziil ( ) =12-
/
iy ,
féleképpen valaszthatd ki az 1 gydztes, a tbbiek koziil 5 J = 55-féleképpen va-
L
laszthato ki a 2 masodik, a tdbbiek koziil pedig (3] = 84-felekeppen a 3 harmadik.

Mivel mindegyik lehetdség mindegyikkel egyiitt eldfordulhat, ezért e szamok szor-
zata, 55 440 a lehetséges dijazdsok szdma. Ha a gydztes kilfoldi, akkor az elsS he-

4 .
lvezett csak [1] = 4 -féle lehet, a tdbbi helyezések lehetséges szama nem valtozik,
igy most 2 megoldas: 4 - 55 - 84 = 18 480,

a) 8 elem Osszes lehetséges sorrendje Py = 8! = 40 320.

3 8!
b) 8 elembdl az elsé harmat kell sorrendben kivialasztani, Vg = &3 =8-7-6=
= 336. '
a) Mivel a konyvek killonbdzdéek, és egy didk csak egvet kaphat, egyszerii variacié-
28!
16l van sz0: Vi = ——— = 2827 26 = 19656.
(28 —3)!

b) Mivel a knyvek kiillénbézéek, de egy diak tobbet is kaphat, ismétleses varidcio-
16l van sz6: Vig o = 28° = 21952,

36

115,
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¢) Mivel az utailvanyok egyformak, és egy diak csak egyet kaphat, egyszerii kombi-

2 _[28 28!
naciordl van sza: Cjy = [ ] =

= —————=3276,
3 ) (28=-3)I-3

—
[ d)| Mivel az utalvanyok egyformdk, és egy didk tébbet is kaphat, ismétléses kombi-

.y

n4ciordl van széd: Cog e =( ; = 4060.

28+3-1) a0
C(30-3)L3

ElsG megoldas (az (n. felépit6 modszerrel): a zasz19 ekkor allhat harom kiilonbizs,
vagy két egyforma ¢s egy tdliik kiilonbdz szind savbél. Of kisziil hirom kiilinbhdzd
1

=5-4-3 = 60-féleképp valaszthatnak, (A szinek

szint sorrendben Vi = (5-13)!

sorrendje nyilvan sz4dmit, hiszen pl. a magyar és a bolgdr lobogé sem egyforma, no-
ha ugyanazokbol a szinekbdl 411.) A ket egyforma sav szinét 5-féleképpen, a télik
kiilénbGz6 harmadikét a maradékbol 4-féleképpen vélaszthatjak ki, tehat 5 - 4 = 20-
féle szinvalasztéka van a masodik esetmek —, de hanyféleképp lehet egvforma ket
sav? Haromféleképp, ugyvanis vagy az elsd ketté egyforma (kb. ilyen a belorusz
zaszld), vagy a két széElsé (pl. oszwrak), vagy a két also (ilyen a létezd nemzeti lobo-
g6k kézdtt nincs). Ebben az esetben tehdt még 20 - 3 = 60 lehet8ségiik van. Ossze-
sen 60 + 60 = 120-fele lobogd késziilhet a felietelek alapjan.

Mdsik megoidas (az an. lebonté modszerrel): tekintsiik az 6t szinbdl készithetd
Osszes haromsdvos Jobogdt, minden feltétel nélkill. Ekkor minden sdvra minden
szin valaszthato, 5° = 125-féleképpen (ismétléses varidcid). A feltétel miatt ezek
koziil azonban el kell hagyni a csupa egyszinit zaszldkat. Ilyen nyilvan éppen 5 db
van, vagvis a lehetOségek szama: 125 -5 = 120,

Az oroszldnok kiildn P5; = 5! = 120-feleképpen allhatnak sorban, a tigrisek pedig
Py = 4! = 24-f¢leképpen. Még ,.0ssze kell fésiilni” a két kiilén sort: ha a tigrisek
nem johetnek egymas utan, akkor el kell éket helyezni az oroszldnok kizé — vagy
elé &s mégé! fgy Gsszesen 6 hely kindlkozik (legeldl egy, az oroszlanok kozott né 2y,
leghatul egy), ezekre kell elhelyezni a 4 tigrist. A 6 koziil az a 4 hely, ahova tigrist

6
allithat a szeliditd, [4} = 15-féleképpen valaszthata ki. Mivel minden oroszlan-sor-

rendhez minden tigris-sorrend és minden clhelyezkedés tarsulhat, ezért az dsszes le-
hetdségek szama 120 - 24 - 15 = 43 200,

Eldszdr is tisztazzuk, hogy a 32 lap kdzott van egy piros dsz, hdrom nem-piros asz,
hét nem-asz piros lap, és 21 olyan, ami se nem piros, se nem dsz. Ketté kell valasz-
tani az eseteket aszerint, hogy a pires aszt kihuzzuk-e vagy sem, mert ez a lap mind-
két feltctelnek megfelel. Ha kilizzuk, akkor mér csak 1 tovibbi dszt (a 3 lehetséges
koztil) és 1 tovabbi pirosat (a 7 lehetséges koziil) kell hiznunk, igy harom kilizott
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lapnal tartunk. A 6 laphoz a tobbi harmat a 21 ,semleges” kozitl kell huzzuk, exért
3 (7Y 121
erre [1 ‘{1] | =3-7-1330 = 27 930 lehet6ségink van. Ha viszont a piros asz
/ L2
nem szerepel a kihizott lapok kézdtt, akkor mindkét aszt a tobbi 3, és mindkét pi-
rosat a tobbi 7 kiziil kell htzzuk - négy lapunk van, a tébbi kettdt kell a 21 ,sem-

N 3 (7) (21 -
Jeges” koziil huznunk. Erre 51 o L 4 [73-21-210=13 230lehetoségiink van.
[ Z

Eay
A két killonb6zd eset lehetoségeinek szama Osszeadodik, igy a vegeredmeny
27930 + 13 230 = 41 160.
A biztos nyeréshez annyi szelvény kell, amennyi az 6sszes lehetségek szama, Otos

90
lotdndl: ahényféleképpen 90-b&l 5 szimot ki lehet hazni: ( s J = 43 949 265,

Ugyanez a hatos lottonal: ( 6 ] = 8§ 145 060, Azaz ahatos lotton kevescbb mint 6tdd-
W9

része a biztos nyereményhez szilkséges szelvények szama. (Misképpen fogalmaz-

va itt egy szelvénnyel jatszva nagyobb a nyerés esélve.)

a) Az dts lotton az Gsszes lehetséges szelvények szama (1asd clozd feladat) l 5 ]

azaz 43 9408 268, Bzt 5 mp/szelvény sebesseggel 43 949 268 - 5 = 219 746 340 mp
alatt lehetne kitolteni, ez tébb mint 2543 nap, kozel 7 év.

;
b) A hatos lottdn ax 8sszes Ichetséges szelvények szdma (lasd eldzo feladat) 5 }

. -

azaz 8 145 060. Ezt 6 mp/szelvény sebességgel 8 145 060 - 6 = 48 870 360 mp
alatt lehetne kitdlteni, ez nem egész 566 nap, tObb mint masfél év,

) A totd 14 mérkSzésének mindegyikére 3-féle tippet lehet adni, ezt 3" =
= 4782 969-féleképpen lehet megtenni (ismétléscs varidcio), vagyis ennyi az
Gsszes lehetséges szelvények szama. Hzt 14 mp/szelveny schességgel
4782969 . 14 = 66 961 566 mp alatt lehetne kitdlteni, ez 775 nap, kb, két ev es
masfel honap.

Az eselyek a lehetdségek szamanak reciprokaval aranyosak:

_ 35)
Belgium [ =6 724 520,
A

.. 36
Jugoszlivia L S |=376 992,

38
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. (41

Hollandia ! 6 J =4 496 388,

4
.. 736 _
Svije | J =1947 792,
: \ 6

{go\

Magyarorszag | _ | =43 949 268.
.

Azaz az esélyek a legvaldszinilbbtdl kezdve: Jugoszldvia, Svije, Hollandia, Bel-
gium, Magyarorszag,

Az 6t0s lottdn az dsszes lehetséges szelvenyek szdma (1asd 118. feladat):
90}

_ | =43 949 268, Négyralalatosak azok a szelvények, amelveken az 5 jo szambdl
L2y

sy (85
elialdltunk 4-et, és a 85 rosszbdl 1-et, ezt L4J

) = 5-85 = 425 feleképpen lc-
. N
het. Hasonld gondolattal a harmas, illetve kettes talalatok szama:
(5\ /85 '\ - M

REYIRN

5 (85 .
=10-3570 = 35 700, illetve (_7 |-L J =10-98 770 = 987 700.

3
._./J

2

J
A hatos lottén az dsszes lehetséges szelvenyek szama (1asd 118. feladat):

45) 3
(6 J = 8 145 060, Outalalatosak azok a szelvények, amelyeken a 6 j¢ szambdl el-
, ] : 6] (39 _ ¢ - o
talaltunk 5-6t, és a 39 rosszbal 1-ct, ezt | SJ. ! = 6 -39 = 234 féleképpen lehet.
AN
Hasonlé gondolattal a négyes, illetve harmas talilatok szama:

(6Y {39y . (6Y (39 .
r \ =15-741 = 11115, illetve | _|-| 7 | =20-9139 =182 780.
L\4/ \ # k\.3 KS

A totdn az Gsszes lehetseges szelvények szama 3 ' = 4 782 969 (lasd 119. feladat).
13-as talalat azokon a szelvényeken van, amelyeken jo az elsé 13 tipp, de a +1 mér-
kozésre rossz tippet adtunk, ezt 2-féleképpen lehet {a harmadikféle fipp a jo, de az
a szelvény telitalalatos). 12-taldlatosak azok a szelvények, amelveken az elsd 13

¢

A

tipp kozill 12 jo, 1 rossz. Melyik lehet a rossz? 13 ‘z 13-féle mecces tippje lehet
L

rossz, mindegyik 2-féleképpen — és ez esethben a +1 mérkdzésre irt mindharom tipp
rossznak szamit, Vagyis 13 -2 -3 = 78 db 12-talalatos szelvény van. Hasonléan a
11-, illetve 10-taldlatosok szame:
13y ., . _ 13y
(2}-2“ -3=78-4.3=936, illetve [3 J-Z 3 =286-8 3 =06864.
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124. Ezt az clrendezést nevezik kdrpermutacionak. Az ,igazi” permuticidhoz képest itt

126.

127,

egyrészt annvival kevesebb eset van, hogy a kér mentén egy hellyel odebb forgatva
egy elrendezést nem kapunk 0j elhelvezést (hiszen mindenkinck mindkét szom-
szédja ugvanaz maradt), mig egy ,.hosszanti” elrendezest egy hellyel arrcbb csusz-
tatva (es a volt uiolso elemet elbre téve) nyilvan mas permuticiot kapunk. 37 elem
esetén éppen 37 kiilonbozé elforgatas lehetséges, ami mind ugyanazr az egyetlen el-
helyezést jelenti. Masrészt barmely elrendezést tilkrdzhetjiik valamely atmerére, ez
semn ad 1] elhelvezést, hiszen a szomszédok ngyanazok maradtak. (Egy linedris sor-
rendet megforditva megint nyilvan mas permuticiot kapunk.) Ezért a sorbarendezés
37! lehetdségét osztanunk kell 37-tel a forgatds és 2-vel a titkrbzés miatt, igy az
3 360 3,72-10"

eredmény: 3 3 ~ =1,86-10"". (Altalaban is igaz a példa felté-
- ] - 1! '
teleivel, hogy n kiilénbozd elem egy kér mentén n—1) -féle sorrendben helyez-
hatd el.)
/6\ )
A hitso 6 hely kozil 3-on van kettes, ez L3 =20 esetet jelent. A t&bbi harom he-
/

lyenaz 1,3,4,5,6,7. 8,9 szamjegyek banmnelyike althat, és — telefonszamrol lévén
szd — a sorrendjiik 1s szamit, ez g% =512 lehetdség. Birmelyik eset barmelyik le-
hetdséggel dllhat parban, igy 20 - 512 = 10 240 ilyen telefonszam van.

a) 6! = 720 kiiljnkodzd vilasz lehetséges.
b) 6 -5 -4 = 120 kiilonbdzG vatasz adhato.

6
¢) Az alahizds nem jeldl ki sorrendet a megjelélt partok kdzitt, ezért [3} = 20 kii-

1onbdzd vilasz lehetséges.

d) Az alahidzott partok szdma (-1¢l 6-ig barmennyi lehet, az aldhizas nem jeldl ki
sorrendet a megjeldlt partok kozott. A killonbozb lehetdségek szama tehdt:

THETE AR

b} 3 nverd helyzet van (3 narancs vagy 3 alma vagy 3 korte). Ez az dsszes esemek
az egy kilenced része (11,1%-a).

¢)}Ha minden eset egyforma eséllyel kivetkezik be. akkor atlagosan az esetek ki-
lenced részében nyeriink; esetenként 7 pénzérmst kapunk a géptdl.
Példaul 900 egymas utdni menet soran 900 pénzérmét biztosan .elnyel” a gép es
kb. 700 pénzérmét fizet ki, vagyis 200 pénzérme kortili veszteségre szamithatunk.
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Nem célszer(i tehat ezzel a géppel hosszt ideig jatszani. {(Ez nem jelenti azt, hogy
nem lehet ,.szerencsénk”, amikor olyan sorozator sikeriil produkalnunk, amely-
ben egyenlegiink pozitiv, vagy nem lehetiink ,.szerencsétlenek”, amikor is egyen-
legiink meg a fentiekben kiszamitott varhatonal is rosszabb.)

Ha Jancsi almar valasztott, akkor Juliskanak 11 - 10 = 110 valasztasi lehetSsége
van. Ha Jancsi barackot vesz ki, akkor Juliska 12 - 9 = 108-féleképpen valaszthat
egy almat ¢s egy barackot, tehat az elsd esetben van t6bb lehetGsége.

Egy adott foghelyen két eset van: van fog vagy nincs fog. 32 toghely esetén 2% =
= 4294 967 296 = 4.3 millidrd lehetdség van. Ha ennél tébb lakosa van egy orszag-
nak, akkor biztosan van legalabb két olyan lakosa, akinek ugyanazokon a helveken
hidnyoznak a fogai.

A Fold népessége a fenti szamnal nagyobb, tehit a masodik kérdésre a vélasz: nem
fordnthat eld.

Az Bsszes lehetGségek szdma 5-4 -3 -3 = 180, Ezek kozdtt azoknak a szama,
amelyekben ,.a” lila szoknya és ,,a” zild bluz egyiitt szerepal: 4 - 3 = 12,
X ur tehat 180 — 12 = 168 nap ,.tiirelmi id6t” kapott,

Mindegyik fil 5 munkahely barmelyikét valaszthatja, a lanyok 4 munkahely koziil
valaszthatnak. Osszesen tehat 5° - 42 = 2000-téleképpen helyezkedhetnek el.

Henciddrdl elindulva dsszesen 5 alkalommal dénthetiink arrdl, hogy a lehetséges
két-két it koziil melyiket valasszuk (mikézben akér olyan dtvonalat is valasztha-
tunk, amelyik az dsszes utkereszrezddésen athalad). Igy tehat 2° = 32 kiilonbbzd
modon juthatunk el Hencidarol Boneidéra,

Indoklas: A kénnyebb atlathatosag kedveért jeldljilk az dbra szerint az utkereszte-
zodésekel.

Az elsé dontést Hencidan (H) kell meghoznunk, majd az elsé keresztezddésnél is-
mét ket lehetdség koziil valaszthatunk. Legyen az elso ttkeresztezddes pl. az 7.

Ha Fy-nél nem tériink le az orszagitrdl, akkor a kivetkezd kereszieztdeésnél (Fs-
nél) ismet két lehetoségiink van. Ha azonban F|-nél az Hsszekot6 utat vélasztjuk,
akkor az A keresztezddést elérve nincs valasztisi lehetdségiink, csak az A, felé ha-
ladhatunk. A»-be érve ismét két lehetdség koziil valaszihatunk: vagy 4, felé folytat-
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juk wtunkat (és ekkor As-ban ismét két ut koziil valaszthatunk), vagy F, felé hala-
dunk, zhova elérve nincs mas vdlasztasunk, mint F5 felé tovabbhaladni.

A gondolatmenetet tovabb lolytatva vilagos, hogy ha egy utkeresstezddést atlep-
tiink, akkor a kdvetkezd keresztezddésben csak akkor lesz valasztasi lehetdsegitink,
ha magasabb indexd keresziezddés feld haladunk (azaz orszdgiton haladva érke-
ziink a kivetkezd keresztezddéshez). Ha olyan keresztezddés felé haladunk, amely-
nek indexe az éppen elhagyottéval megegyezik (azaz éppen valamelyik Osszekotd
uton haladunk), akkor a keresztezddést ¢lérve nincs valasztasi ichetdségiink, utun-
kat csak egyféleképpen folytathatjuk (orszdghton kell tovabbmenniink). Mivel
,.visszafelé” nem haladhatunk, ez éppen azt igazolja, hogy a Hencidarol Boncidara
vezetd utvonal kijeldlésekor 5 alkalommal van déntést lshetdségiink, s ezele mind-
egvikenel két-két it kiziil valaszthatank.

Ha az F| K orszdguti szakaszon érkeziink Kukutyinba, akkor a Kukutyinbd! Bonci-
dara vezetd utvonalak szimat a kovetkezs okoskodassal is megkaphatjuk:

A KF; és A,A; orszagiti szakaszok koziil pontosan az egyiken végig kell halad-
nunk. Ezutan az FyF, és az AxA, orszagit szakaszok koziil pontosan az egyiken fo-
gunk végighaladni, végiil pedig az F,B és az A48 orsziguti szakaszok kéziil ponto-
san az egyiken fogunk B-be érkezni.

(Lathato, hogy 2 Kukutyinbél Bonciddra vezerd barmelyik utvonal mindegyik fenti
parbol pontosan egy orszagiti szakaszl lartalmaz és forditva, ha mindharom péarbél
kivalasztunk egy-egy orszaguti szakaszt, alkkor ehhez a hirom seakaszhoz egyertel-
miien tartozik cgy Kukutyinbdl Boncidara vezetd utvonal).

Mindhirom par esetén két-két valasztasi lehetGséglink van, ezdrt 2 } = 8 killonbozé
utvonal vezet K-bol B-be. Ezt a szdmot még 2-vel szorozni kell, hiszen Hencidarol
két olyan ttvonalon is Kukutyinba juthatunk, amelyik sz F K orszagati szakaszt
tartzalmazza.

Van azonban két olyan, Hencidardl Kukutyinba vezetd utvonal is, amelyik az AoK
Osszekdtd szakaszt tartalmazza. Ekkor Kukutyinbdl csak Fa felé indulhatunk to-
vibb., Fi-tal 4-féle vivonal vezet Boneidara. Ez azt jelenti, hogy 8 olyan dtvonal
van, amelyik Hencidardl indulva az A, keresziezGdésen athaladva jut Kukutyinba,
majd onnan Boncidara vezet.

Az bsszes kilonbozd, Hencidarol Boncidéra vezerd, Kukutyint is érintd drvonalak
szama tehat 16 + 8 = 24.

A menetirdnnyal szemben 5 - 4 - 3 - 2 = 120-féleképpen foglalhat helyet az a négy
utas, akinek ez a kivansdga. A szemkozti iilésen, a menetiranynak hawtal 543 =
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= 60-feleképpen foglalhar helyet az ezt igényls harom utas. A megmaradt harom
helyre 3 -2 - 1 = t-féleképpen iilher e a harom, menetiranyra ,.érzeketlen™ utas.
Az Osszes lehetdségek szama: 120 - 60 - 6 = 43 200.

30) _
a) = 27 405-feleképpen.
4)
b) 30-29 - 28 . 27 = 657 720-féleképpen,

A didkok el¢ egy-cgy csészét (4 - 3 - 2-féle eset), csészealjar (5 - 4 - 3-féle eset) és
kiskanalat (6 - 5 - 4-féle eset) tesziink. Az Bsszes esetek szama:
(4-3-2y-(5-4-3)-(6-5-4) = 172 300.

Mdsik megoldds:
Csészébal, csészealibdl és kiskandlbol is hirmat-harmar kell kivalasztanunk. Ezt

4Y'5)
[ﬁ}[?] (3W = 800-féicképpen tehetjiik meg. Ezutdn mind a harom csészealjra egy-
PN

egy csészét és egy-egy kiskanalat kell helyezni: ez (31)7 = 36 lehetGség,

Még az is fontos, hogy melvik didk melyik teritéket (melyik csésze — csészealj —
kiskanal ,,harmast™) kapja, ezért az Osszes kiildnbdz0 teritési Ichetdségek szama:
800 - 36 - 31 = 172 800.

A pamakat helyezziik el egy sorban. Ezt 4! = 24-f8leképpen tehetjiik meg. A sorban
elso es masodik parndt a kanapé bal oldaldra tessziik, sorrendjiiket megtartva. A ta-
karast ketfeleképpen valosithatjuk meg. Ugyanigy jarjunk el a jobb oldalra keriiid
masik két diszparndval is.

Az 6sszes killonbizé elrendezések szama tehat 24 - 2- 2 = 96.

Zsika asszony 96 nap utdn ismétlésre kényszertl.

a) A 10 szamjegybdl 10 kiilénbézs, 16 karakier hossziisagu jelsorozat készithetd.
A szimitdgépnek (vagy tobb szamitdgépnek egyiitt) az dsszes eset megvizsgalasa
10'6
o 10° masodpercig, azaz kb. 31,7 évig tartana.

b) Az dsszes megfeleld 16 karakter hossziisagi jelsorozat szima 10-1-1-.9. 10'% =
=9.10".

A szamirdgépes program 9 - 10° masodpere, azaz kb. 104 nap alatt képes ennyi
esetet megvizsgalni.

24 ,
Az Osszes kiilonbizd esetek szdma 10 ( 5 } -9'% = 5,74 . 10", Ennyi eset megvizs-
.

gélasa kb. 1,82 - 10'® évig tartana (vagyis teménytelen” vallalkozas).
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A rendszamtibla készitésekor az elsG, masodik és harmadik helyre a 26-féle betii
barmelyike keriilhet; a negyedik, 6t0dik és hatodik helyre pedig a 10 szdmjegybdl
vilaszthatunk egymadstdl fiiggetleniil. Mivel a ,,000"-ra végz(6dé rendszimtiblak
nem megengedettek, ezért Osszesen 262 . (10% — 13 = 999 - 26° = 17 558 424-féle
rendszamtabla készithetd Magyarorszdgon.

Mivel a rendszamtabla 3 bettjenck kivalasztasakor a sorrend szamit és ugyanazt a

betiit tobbszor is kivalaszthatjuk, ezért a betlik kivalasztasara annyi kiilénbdz0 lehe-

téségiink van, amennyi 24 elem 3-ad osztalyd ismétléses varidcioinak a szdma, azaz
> =13 824.

A 10 szamjegybél kivalaszthat6, nem O-val kezdddé 3 jegy(l szamok szama:

9. 10-10 = 900.

Tehat az adott modon készithetd kiilonbdzé rendszamtablék szama:

000 - 13 824 = 12 441 600,

a) 267 & 10 szorzata: 6 760 000.

b) Az elvileg kioszthatd rendszamok szdma most 26~ és 10? szorzata: 17 576 000,
ez az el6zdnek 2,6-szorosa, azaz 1600%-kal tobb annal. (A gépjarmipark ndve-
kedése tette sziikségessé az 1tf rendszer bevezetését.)

A keftes szAmrendszerben két szamjegy van: 0; 1. Mivel egy valédi tizjegyii szam
nem kezdddhet O-val, ezért a szam felirasakor az els6 helyre egyféleképpen valaszt-
hatunk, a tovdbbi helyckre pedig egymastdl figgetleniil kétféleképpen irhamnk

szamjegyet. lgy a megoldds 2 ?

Mivel egy valddi dtjegyil szam nem kezdodhet 0-val, ezért a szam felirasakor az elsd
helyre 9-féleképpen valaszthatunk szamjegvet; a masodik, harmadik, negyedik he-
lyen egymadstol fiiggetleniil a tiz szamjegy barmelyikeét valaszthatjuk. A felirt szam
akkor lesz péaratlan, ha az utolso szamjegye paratlan, igy a szam utolsd szamjegyet
otféleképp irhatjuk fel, Igy a megoldds: 9 - 10° - 5 = 45 000 darab pératlan, ponto-
san Otjegyll szam van a tizes szamrendszerben.

Mdsik megoldds:

A tizes szamrendszerben ugyvanannyi gjegyli paros szdm van, mint ahdny Otjegyi
paratlan szam. Mivel dsszesen S0 000 db Stjegyii szdm van, ezek fele, 45 000 pd -
ratlan.

Az els6 helyre a 237 lany barmelyike keriilhet, ¢ mdsodik helyre a 236 lany kiziil
kell vdlasztani, és igy tovabb. Tehér 237 - 236 - 235 - 234 - 233 - 232 - 231 - 230-féle
sorrend lehetséges, ennyifele musor készilhet roluk,

Ha mar elddlt a helyezések sorrendje, utdna a beszélgetés sorrendje mar egyértel-
mien adott, elészdr a 8. helyezett, legvégén az 1. helyezett.
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146.] a) 231 - 230 - 229 = 12 166 770-f¢leképpen allhat fel a vezetdség. Elndkot 231-fé-

leképpen valaszthatunk, ettd] fliggetlenil titkart a maradék 230 tag koziil, ettdl
fiiggetleniil pénztarost 229 4 kdziil,

b) Eloszor a budapesti szévetség clodkének vilasztunk tisztséget a 3 poszt kbziil,
majd ettdl fiiggetleniil a maradek két tisztségre valasztunk egy-egy embcrt Ez
3- 230 - 229-féleképp tértenhet.

I_\_/Iaskepp. Jo esetek szdima = Jsszes esel szdma — rossz esetek szdma modszerrel:
Osszes eset szama: 231 - 230 - 229,

Rassz esetek szama: azok az esetek, amelyekben a budapesti szévetség elndké-
nek nem jut semmilyen tisztség. Rossz esetek szdma: 230 - 229 - 228,

Tgy a megoldas: 231 - 230 - 229 —230 - 229 - 228 = 3 - 230 - 229.

K 147) A MICIMACKO sz kiolvaséséhoz az elsd betiit] az utolsdig 5 lepést kell jobbra

148.

8

3 = 56-féleképpen teheid meg.

8
¢és 3 lépést kell lefelé megtenni. Ez (S]

Ha egy B x 8-as sakktabla bal also sarkdbol a jobb fels6 sarkaba ugy jutunk el, hogy
minden alkalommal egyer léplink vagy jobbra vagy felfelé, akkor dsszesen 14-ct
kell Iépni, mégpedig 7 alkalommal jobbra, 7 alkalommal pedig felfelé. A johbra 1é-
pést jeldljiik J-vel, a felfelé 1épést pedig F-fel, Igy minden utnak egyértelmiien meg-
felelhetiink egy 7 darab J betlibd] és 7 darab F betiib6] 4116 jelsorozatot. A megfor-
ditds is igaz, minden 7 darab ./ betiibél &s 7 darab F betiibSl 4llo jelsorozathoz egy-
értelmilen megfeleltethetd egy a feltételeknek megfeleld ut. Igy a keresett utak szé-
ma megegyezik 14 elem olyan ismetieses permutdcidinak a szamaval, melyben csak

ket kiildnbdz6 elem van, de mindegyik 7-szer ismétlodik.
]

Ez a szam: E—- = 3432.
77!

203 (30
149, [ 5 J - ( J ] = 771 400-féleképpen valaszthatnak kiildsttséget a tanuldk (20 Iany ko-

150.

zul kettdt, és ettdl fuggetlenul a 30 fid koziil harmat kell kivalaszeani ugy, hogy a
sorrend nem szamit).

Megoldas: jo esetek szdma = dyszes eset szdma — rossz esetek szdma modszerrel:
Ha az Osszes ,,négyjegylibol” (nem igazi négyjegyil szdm, hiszen az elsd helyen a 0
is szerepelhet) kivonjuk azokat a ,,négyjegylieker”, amelyben nincs 5-6s, akkor meg-
kapjuk azokat a ,.neégyjegyleket”, amelyben legalabb egy 5-0s szerepel.

Az Gsszes ,négyjegyl” 16* db (minden helyre egvmastadl fiiggetleniil 10-féle lehe-
t8ség). Olyan ,.négyjegyii”, amelyben nincs 5-6s, 9* db (minden helyre egymastdl
fiiggetleniil 9-féle Ichetdség: 0; 1;2; 3; 4: 6, 7; 8, 9).
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A keresett ,,négyjeayli” szamok szdma 10%-97 = 3439,
Ha percenként 15 kiilénbozd esetet tud kiprébalnt, akkor a legrosszabb csetben
3439 : 15 = 22927 perc = 3.8 ora szilkseges a zér kinyitasahoz.

Az elsd sorba 18 lany koziil, melléje ettd] figgetleniil 18 fii kdziil valaszthatunk.
A masodik sorba 17 lany kozill, melléje etté] fliggeileniil 17 fin kozil valaszthatunk.
A harmadik sorba 16 lany kéziil, melléje ettdl (iiggetleniil 16 fio koziil valasztha-
tunk.

A utolsd sorba mar csak 1 lany marad, mell&je cttdl fiiggetlent]l mar csak a ,,mara-
dék” 1 fini keriilhet. Mivel minden sorban allé fil és lany helyet cserélhet, ez a tob-
biekhez és az osztalyféndkhoz képest is mas elendezést jelent, a sorrendek szama
minden cserénél kétszeres lesz. Igy az Ssszes esetek szama:

18- 18-17-17-16-16-...-1-1-2"% =181 . 181.2"%

18Y 6
y 18 (151 ”1 ®] = 514 504 080
.53.65

P

=]

h) Ha a csoénakokon beliili helyeket is megkiilénboztetjiik, otyan, mintha minden
helyet megszdmoztunk volna 1-161 18-ig, ide 18!-féleképpen lehet ledlteni a ta-
nulokat.

6 forduld utdn akkor lehet 4 pontja a versenyzonek, ha

a) 4 gy6zelme, O dontetlenje, 2 veresége vagy
b} 3 gybzelme, 2 dontetlenje, 1 veresege vagy

c) 2 gybzelme, 4 dontetlenje, 0 veresége van.,
! 6! 6!

6!
Ezek szama a) esethen =15, b) esethen = 60, ¢)esethen

420 3.2 4.2t
Tgy az dsszesen 15 + 60 + 15 = 90-félekeppen lehet a 6. fordule utdn 4 pontja.

=13.

Hat fordulé utan egy jatékosnak csak agy lehet 3 pontja, ha a nyert mérkozések sza-
ma, a dontetlen mérkdzések szama és a vesztett mérkozések szdma rendre:

3 0 3 vagy
2 2 2 vagy
| 4 1 vagy
0 6 0.

Mivel nem szamit, hogy a jatékos milyen sorrendben érte el az eredmenyt, igy hat
fordulo utdn 3 pontot 4-féleképpen érhetett el a versenyzd.

46

156.

157.

-

159.

KOMBINATORIKA

21 virds bor koziil kell kivalasztanunk 2-1, hogy a sorrend nem szamit és 36 fehér
bor kdzill 1-et. Majd az igy kivalasztott 3 bort tsszes lehetséges helyezési sormendbe
allitjuk.

[21 (36\ )
\2 \.II

3= 45 360-féle , . dobogds” sorrend lehetséges.

a} 41-feleképpen, ami 24 eset.

b) Kezeljiik egy egységkent az egymas roellett tlket: ekkor 3 elem lehetséges sor-
rendje 3! = 6. Azonban az egyben kezelt paros is kétféleképpen iilhet egymas
mellett, igy a végeredmeny 6 -2 = 12,

a) Az elsd gombéc 5-, a masodik 4-féle lehet, 1ehat 5 - 4 = 20-féle eset van dsszesen.
b) Ekkor az elsé és a masodik gombédc is 5-féle lehet, tehat §° = 25-féle eset van.

c) Ekkor a két gomboe sorrendje nem szamit, le kell osztani az a)-beli eredményt
kettdvel, azaz 10 eset van.

5
Masik gondolat: az 5-bél 2-t kell kivalasztani, ez (2] =10,

d) Ekkor van 5-féle, ket azonos gombdchdl allo fagyi, valamint a c)-beli 10 kiilén-
bbzd, az 15-féle fagylalt Gsszesen.

(5+2-1} (6
Ha ismerjiik az ismetléses kombinaciot, akkor: L ) J = [21 =15

Hirom szekcioban van 6 egymas utani elfadas, Feltéve, hogy a parhuzamos eléadi-
sok idStartama azonos, akkor minden eldadas utdn 3 folytatas kézott valaszthatnak
a hallgatok. Mivel mindig harom vélasztas van, ezért 3% = 729-féle programot 4llit-
hatnak Gssze a 1észtvevik. '

4) Az elsd bélyeg 8-, a masodik 7- (kiilonbozd szintek a bélvegek), a harmadik 6-,
a negyedik 5-(¢le szint lehet, azaz 8 - 7- 6 - 5 = 1680 szinben késziither a bé-
lyegsorozat,

b) Ha semmilyen megkdtés sincs a szinre, akkor barmelyik 8-féle szinti Iehet, tehiit
8* = 4096-féle sorozat létezik,

c) Halegfeljebb harom egyszini lehet & sorozatban, akkor az elébbi 4096-bdl le kell
szamitani a csupa egyszind eseteket, amibdl éppen 8 van, tehat ekkor 4088-féle
szinvariacio van.
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160.| a) Az els6 harom helvezett sorrendje 8 - 7 - 6 = 336-féleképpen alakuihat k1. _ , (25
1 b) Ekkor oszidlvonként L eset van, ¢s ezek fliggetlenzk, tehat Hssze kell szoroz-
b) Ha barmelyik fenti eset egyforma esélydl, akkor % = 0,003 (azaz kb. 0,3%)

36 T =) LR
eséllyel nyertink. ni ezeket: [5 =53130% = 7,968 . 10",

Mjnden cgyes helyet a 336 lehetdseg kéziil pontosan 42-szer talalunk el, hiszen 60 (40
a masik két helyre 7 - 6 tipp irhaté. Osszesen tehdt van 3 - 42 = 126 taldlat. Van- ¢) Ekkor ( ol [ ]= 1,0762-10%.
nak azonban két- és hdramtalalatos eredmeények is, tehar dsszesen kevesebb, J2) 8
mint 126 nem 0 talalatos tippszelvény lesz. —
Vegylik szamba a tobbtalalatos szelvények szamat: a 336 lehetéség kozil 1-ben [ 162-;] a) 35-féleképpen g — 2 g
eltalaljuk mind a harom helyet. Pontosan két helyet 15 esetben taldlunk el: — g { - %
A | NpE i .
ugyanis 3-bol 1-et nem faldltunk el, hogy melyiket, azt = 3-féleképpen va- = = i =1 8]
W NI T 5 B
laszthatjuk, és mindegyikben az el nem talalt helyre 3 rossz tippet irhatunk (a 8 3 3 -5 | §
koziil az 1 jot nem, meg azt a kettSt sem, ami a masik két helyen jo helyen van), — %‘L Z “g T E E i
€535 =15 Ezigydsszesen 1 -3 +2-15 = 33 taldlat. A tobbi mind egyes ta- E :2‘ =) ﬁ = = &
lalat, tehat abbdl 126 — 33 = 93 darab van. Azaz a keresett esely, mivel _ < |§
: 109 ! E = & 4t
1 (3 talalatos) + 13 (2 taldlatos) + 93 (1 talalatos) = 109; 33—6 = (0,32 ‘ z = i 2| rE
Z IS gl ks
j 5 8 2 g
Mesik megoldds: = = ] ;;-%; § 2
Pontosan 93 egytalalatos szelvény van, amihez hozzdvéve a 15 db 2 taldlatost és 4 = % S
az 1 db 3 taldlatost ugyanaz az eredmény adodik. Ekkor 2-t nem talilunk el, de 2 2 g & & T3
s = = = :
3 4 o - g 32
melyiket, ez tj) = 3-f¢le lehetdség. Mindegyikben az el nem talalt helyekze a 2 g § — g E4 —
< ! =] & I =] &
kvetkez tippek irhatoak: ha az egyik el nem talilt helyre azt frjuk, ami igazdbol RE F}_ a8 =
a miasik el nem talalt helyre fut be, akkor erre a mésik el nem talalt helyre 6 rossz - _.. [ 2] 7] §
tipp lehet {a 8 koziil egy jo helyen van, egy masik az ¢lsd el nem taldlt helyen, a = £ 3 _% —,;E I —
tibbi lehet rossz). Ha viszont az €lsd el nem talalt helyen nem a masik el nem ta- * = § — E £
1ale helyre igazabol befutdt irtuk, akkor 3-félét irhattunk ide (a 8 kéziil azt nem, 2 - A EI: g%
amit eltalaltunk, &s azt semn, ami ide lett volna jo, meg azt sem, ami a masik hely- g E ] mik 2‘ E E
re lett volna jo), és mindegyikhez 5-félét tarsithatunk a mésik el nem talalt helyen 2 2 g - =& -
(azt 2 kettét nem, ami 2 mdsik két helyen van, meg azt sem, ami jo Jett volna). = g 5 AR
gy vegill 3 - (6 +5 - 5) = 93 cgymalalatosunk van. Tehat ebben az esetben is a 3 a2 Bl wji £ —
. , . _ ... 109 _‘E g —g — |2
legalibb egytalalatosok szama 109, vagyis az esély 336 0,32. : |2 o IE E = 'j%:
= 3 g - 2 12
| 5 S—iE =
; , , _ /100 . £ I B —
i 161.] a) Ekkor 100-bdl kell 20-at valasztani: 20 = 5,360-10-. % B (2} _ PIRE
[ | Z — = K
- | = - 5 B @ i‘g _§
- —i—3 (T 5 ==
i3 |5 a 2 E
il ia = 3

s L : . . : a0
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KOMBINATORIKA

E zeged l
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7 . .
a) Ha pontosan 3 lampanak kell égnie, ezt [3) = 35-féleképpen lehet kivdlasztani,

azaz 35 kiilonbozd eset lesz.
1) Ha legalébb 5 lampanak kell égnie, akkor vagy mind a hét, vagy hat, vagy 6t fog
égni. Az elsé eset egyféleképpen, a masodik hétféleképpen, hiszen az egy nem

7 o ,
vildgitd lampét []] , azaz 7-féleképpen vélaszthatjuk ki, mig a harmadik esetben
7 _— " .
a két nem vildgitot | = 21-féleképpen. Azaz Gsszesen 1+ 7+ 21 = 29-féle-

\‘-b
képpen valosithatd meg a legaldbb 5 g6 lampa esete.

a) Hérom egymast kiz4ro esetre bontjuk az eseményt, igy az esetszam e haromfcle

lehetbség szamanak Gsszege lesz.

6 _—
1. Minden siiteménybél csak egyet vesziink: {3] = 20-féleképpen.
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2. Az egyik fajtibol kettSt vesziink. Hatf¢leképpen valaszthatom ki azt a fajtat,
amibdél kettd van, s ezekhez mindig 5-féle a masik siitemény, azaz 6 - 5 = 30-fé-
leképpen lesz valamelyikbol keuwd.

3. Egyfajtabol van mind a 3 kivalasztott, ez 6-féleképpen tehetd meg.
Azaz aZz Osszes esetek szama: 20 + 30 + 6 = 56.

Megjegyeés:

Ez rtulajdonképpen ismétléses kombindcid, Hatféle péksiitemenybdl harmat
6+3-1 8

( 3 ] = {3] = 56 -feleképpen valaszthatok ki, ha egy fajtabol tobbet is ve-

hetek.

b) Ha semelyikbol nem akarok egynél ebbbet, aldkor tehat a 6 péksiiteménybdl kell
6
3-at kivalasztani: [3] = 20 eset. (Ez egy ismétlés nélkiili kombinacid.)

¢) A, legalabb egy sajtos” lekoti, hogy a harom kozétt egy sajtos van. A maradék
kettobdl az egyik vagy lenmagos zsemle vagy lenmagos kifli, tehét kétféle lehet.
A harmadik barmelyik lehet a 6-bol. Ez 12 eset lenne, de ebbél egyet (a lenma-
gos kifli és lenmagos zsemle esetét) kétszer szamoltam, tehéat Osszesen 11-féle-
képpen visdroihattam.

a) Ha semmi kikités nincs a kapusra sem, akkor a kapust 14-féleképpen vilasztha-
tom, s utana 13-bol a masik 5 ot (?J -féleképpen, Tehat az Gsszes leher@ségek
szama 14(153] =18 018.

b) Ebben az esetben a kapust 3-féleképpen vilaszthatom a t6bbit pedig (151} -fele-
képpen, azaz az esetek szama most mar csak 1386.

¢) Ha minden posztra kiilén van kerete, akkor abbol valaszthat csak, amelyek pedig
egymastdl fiiggetlenek, tehat 6ssze kell az esetek szamat szorozni, azaz a keresett

(3 (4) (3 (4 : .
szam: - - =3-6-3-6 =324, Az edzd 324-féle Hsszedllitasban
12} )z
kiildheti paiydra csapatit a megadott feltételnek megfeleléen.
Hatjegyl telefonszdmokat, amelyek csak 1, 2, 3-mal kezdddnek, dsszesen: 3 - 10°-
feleképpen lehet megadni, hiszen a maradék 6t helyen 10-féle széamot (0, 1, 2, ...,
9) szerepeltethetimk. Mivel a legaldbb &t egylorma jegyet tartalmazo szamokat nem
osztjik ki, ezért a hat és az 6t egyforma jegvet tartalmazok szamat le kell vonnunk
a 300 000-bdl. A hat egyforma jegy minddssze hiromféle lehet: 111111, 222222,
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333333. Ot egyforma jegy kétiéleképpen valésuihat meg, az elsé jegy is benne van,
vagy a masodik ot az egyforma. Az elsé esethen az egyetlen nem 1, 2 vagy 3 jegyet
5-féleképpen lehet elhelyezni, és az 9-féle lehet (pl. 111110, 11110L, ..., 111119,
..., 191111), ez 45 eset, ha 1-gvel kezd6dik a szdm. Mivel lehet 2 vagy 3 is az cle-
jén: 3 - 45 = 135 eset. Ha az 6t egyforma az urols6 ot jegy, akkor ez minden kez-
detre 9-féle lehet, tehat 9.3 = 27 eset. Tehdt legalibb 5t azonos jegyll szam
3+ 135+ 27 = 165 csethen van. Kioszthatnak ezek szerint 300 000 - 165 =
= 299 835 telefonszdmot.

a) Négy gvermek kdzdit kell négy munkdt elosztani. Ha feltételezziik, hogy min-
denki egy munkat végez, akkor 41 = 24-féle beosztis van.

b) Ha mindenki minden nap maést csindl, akkor legfeljebb 4 napig lehet ezt jol be-
osztani, hiszen a skatulyaelv szerint az 6t8dik napoen mindenki valamit ismeiel.
A négy napot is 4t kell gondolni, van-e a négy munkénak 4 olyan felsorolasa
(permutdcidja), hogy minden helyen minden munka éppen egyszer szerepeljen.
A ciklikus permuticié erre éppen j6, tehat bmus (bevasdris, mosogatas, terités,
szemétlevitel), misb, tsbm, sbmt egy jo beosztas,

a) Mivel a talonban 1év6 lapok sorrendje kézombis, ezek [ 5 } = 496-félek lehet-

nek.

: a0
b) Mivel itt is kbz6mbds a lapok sorrendje, az eredmény [10 ‘ =04 512 240,
. )J

¢
6 .
Az 1,2,3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl 4 darab szamjegyet ‘ 4] = 15-féleképpen vilaszt-
\

hatunk ki ismétlédeés nelkiil. Valamely 4 darab szdmjegy kivalasztisa cseteén az ezek-
b6l a szamjegyekbdl a feltételeknek megfelels médon 4! = 24 darab négyjegyd szam
készitheto. Tehat dsszesen 15 - 24 = 360 darab négyjegyil szam Osszegenek a meg-
hatirozisa a feladat. Nézziik eloszor az egyesek helyén a1lo szamjegyek dsszegél.

Mivel az adott hat szamjegy a feladat szemponltjabol azonos szerepet tilt be, ebben

az dsszegben mindegyik szamjegy 3—29 = 60 esetben fordut elé. Ebbol adodoan az
egvesek helyén alld szamjegyek Ssszege:
60(1+2+3+4+5+6)=1260.

A tizesek, a szazasok, az ezresek helyén allo szamjegyek Gsszege is, hasonloan az
egyesek helyén alld szamjegyek Osszegchez, 1260.
Ezek alapjan a keresett négyjegyll szamok Osszege:

1260 - 10° + 1260 - 107 + 1260 - 10 + 1260 = 1260 - 1111 = 1 399 860.
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170.| a) A pihend személyt nevezhetjiik hatodik, F ,,munkanak®. Ekkor ahdny sorrendje

van a 6 betiinek, annyi beoszlds letezik: 61 = 720.
J VI

A B C D E

b) Az dbrirol leolvashato szik keresztmetszetek az A, C, D munkak, mert azokat
csak 2-2 f6 vegezhet, raadasul I mindhdromban szerepel, IV pedig C és D-ben.
Ezért, mivel C &s D munkdt ugyanaz a két ember végezhet el, csak ket eset lehet,
vagy | végzi C-t és IV a B-t, vagy forditva, Ekkor azonban, mivel I kdtve van, az
A munidt csak II vegezheti. Azaz A, C és D munkdkat kétféleképpen lehet be-
osztani: I, I, IV; vagy [0, TV, L. A B munkat, mivel T és IT mar foglalt, csak IIT vé-
gezheti. Ekkor E-re (mivel I, IT, I, IV foglalt} mar csak V vagy VI jom szoba, de
Ok ketten az dbra szerint el is tudjak végezni. Azaz nincs valasztds A és B munka
eseten: ezeket IT, illetve OI végzi. C-re és D-re van alternativa, de ¢sak az [-IV
par. Hasonldan E-re is. Bz 2 - 2 = 4 eset, amit az alabbi tablazat mutat:

A B C D E tartalék
oy | 1| 1mwv| Vv VI
o n 1§ Iv] VIj \'
| ur w| I 1% VI
M| oy | 1| VI A

Azaz a cégnél minddssze négy eset kizil valaszthatnak a munkaterv meghatiro-
zhsakor.

a) A legfeljebb 9-jegyii tizes szamrendszerbeli szam lehet 1-, 2-, ..., 9-jegyit. Egy-
jegyt van 10 darab {0, 1, 2, ..., 9), Kétjegy( 90 (mert el] nem lehet 0}. Harom-
jegyii 900 (161 nincs 0) stb. Tehdt dsszesen: 107, azaz 1 000 000 000 ilyen szam
van. (Egyszeritbb megfontolds: 10°-ig éppen ennyi szam van, beszémitva a 0-t,
de persze nem szamitva magat a 10°-t.) Kettes szamrendszerben egvjegyll szam
2 van, kétjegyll szintén 2, haromjegyii 4, ..., kilencjegyi 2 ’

Ez 6sszesen 2 +2+2°+22 + .. +2% =27 = §12 eset.
A kerdésre a valasz: 1000 000 000 — 512 = 999 999 488-cal t&bb legfeljebb 9-
Jegyll szam van a tizes szamrendszerben, mint a kettesben.

@A feltétel szerint keresendd az a legkisebb n érték, amelyre 2" mér nagyobb, mint

10°. Mivel 2'® nagyobb, mint 10° (1024 > 1000), tehat (2 = 2% nagyobb,

35



KOMBINATORIKA

mint (10%)? = 10%, tehdt n = 30 biztosan megfelel. Azt kell csupan megnézai,
hogy a 29 nem elegend6-e, de 2% = 536870912 =~ 5.4 - 10°, ez még kevés!

| 172) a) A kérdés az, hogyan lehet a 8 szamot négy nem negativ egesz dsszegére felbon-

tani ugy, hogy az dsszeadanddk sorrendje is szamit, Az alabbi tablazat mutatja az
Osszes IehetGséget, amvi 15,

8000 4 eset a sorrend miatt

7100 4.3 = 12 eset a sorrend miatt
6200 4 -3 = 12 eset a sorrend miatt
6110 4.3 = 12 eset a sorrend miatt
3300 4.3 = 12 eset a sorrend miatt
3210 4.3.2 = 24 eset a sorrend miatt
3111 4 eset a sorrend miatt

4400 6 eset a sorrend miatt (4 alatt a4 2)
4310 4.3.2 =24 eset a sorrend miatt
4220 4.3 = 12 eset & sorrend miatt
4211 4.3 = 12 eset a sorrend miatl
3320 4.3 = 12 eset a sorrend miatl
3311 6 eset a sorrend miatt (4 alatt a 2)
3221 4.3 = 12 eset a sorrend miall
2222 1 eset

Megjegyzés: az esetek szdma, ha a sorrendet is figyelembe vennénk (ami nem volt
kérdés) az utolsd oszlopban allé 15 szam dsszege volna, tehat:

§8-12+2.24+2 . 4+2-64+1=96+48+8+12+1 =165,

b) Ha csak a pozitivak szamitanak, akkor a 15-bd] kiesnek mindazon esetek, ahol
szerepel a 0. Ezek szdma: 10, tehat mindossze 5 eset marad. (Megfegyzés: ha itt
is szamitana a sorrend, akkor 4 + 12 + 6 + 12 + 1 = 35 eset volna.)

|\_H13§/ a) Mivel a sorrend nem szamit, a legnagyobb Osszeadandd szerint sorba rendezve

ugvanazok az esetek lehetnek, mint a 172. feladat a) részében megadott tablizat
bal cldalan, azaz 15 eset Iehet.

b) Hasonléan ismét a 172, b} megoldashoz, a tablazat baloldalin a 0-at nem tartal-
mazé sorok szama minddssze 5.

| 174, a) Ekkor az elsé felirt szam 366-fele, a masodik mar csak 365-féle lehet stb.

Tehdt 366 - 365 - 364 - ... - 334 =~ 8,80 - 10,

b} Az Gsszes lehetséges szilletés nap eloszlisa, mivel mindenki 366 napon sziilethe-
tett elvileg, igy 366 = 3,934 - 10%*-f¢)cképpen forduihat elé.

Megjegyezzik, hogy a két szam hanyadosa éppen annak az esélye, hogy a 33
ember mindegyike més napon sziiletett, azaz nincs ket azonos sziletésnap, ami-
nek esélye — azzal a feltételezéssel, hogy egyenletes eloszlas szerint sziiletiink
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barmelyik napon (ez nem igaz, de mégis elég jo becslés!) — kb, 0,23, tehdt keve-
sebb, mint 25%. Azaz tobb, mint 75% annak az esélye, hogy pl. egy 33 (6s osz-
talyban van két, egy napon sziiletert diak. Erdemes utinanézni a naploban.

175.| a) Mind a harom hengeren 6-féle gyiimales jelenhet meg. Mivel a hengerek térbeli

176.|

helyzete rogzitett (ez a sorrend fontossagat jelenti), ezért 6° = 216 lehetGség lesz
(ismetléses varidcio, mert a hengereken ngyanaz a gylimoles is megjelenhet).

b) Ha mindegyiken mas gylimoles jelenik meg, akkor csak 6 - 5 - 4 lehetdség van,
mert a masodik hengeren nem jelenhet meg az elsén levd gyiimélces, a harmadi-
kon pedig az els6 két henger gviimbicse, azaz ott mar csak 4 [ehetdség marad, Bz
Osszesen; 120 lehetGseg.

Megjegyzés: ebbil és az a)-beli eredménybdl az is latszik, hogy 96 alyan eset
van, ahol valamelyik gyliméles legaldbb két hengeren jelenik meg.

¢) A pontosan két azonos gyiiméles esetszama megkaphatd ugy, hogy az dsszes

esetbdl levonom a hdrom kiildnbdzét, és a mindhdrom egyformét, ami 6 esct.
Eszerini: 216 — 120 — 6 = 90,
Maskeént is lehet szamolni, kozvetlentil az esetek Gsszeszamlalasaval. Az a gyii-
mdlcs, amelyik kétszer fordul el6, 6-féleképpen valaszthatd ki. A maradék gyii-
mélcs 3-fle lehet. Ez eddig 6 - 5 = 30 eset, azonban az egy kiilénbdzdt harom
hengerre tehetem, tehat Gsszesen a sorrenddel 90 esetet kapunk, ahogyvan azt a
masik modon is kiszamitotuk.

d) Legalabb két azonos gyiimolcs a b)-beli megjegyzés szerint éppen 96 esetet je-
lent, mert az &sszes esetbdl elhagyom azokat, amelyekben mind a harom gyii-
mblcs killénbozd (216 — 90).

a) Ket hételemit halmaz k&zétt egy-egvértelmt fiiggvényt 7! = 5040-feleképpen
keszithetiink. Ennek oka, hogy az elsé elemhez 7 kiildnbizd értéket rendelhe-
tiink, a masodikhoz mir csak 6-ot, és igy tovabh. Tulajdonképpen egy 7 elemd
halmaz permuticidinak szamat szamoljuk igy le.

b) Mivel nincs kikétve, hogy kiilénbazo elemekhez kiillonbézot rendeljek, ezért bar-
melyik elemhez 7-félét rendelhetek, azaz 77 = 823 543 kiilonbozd fil ggveny ad-
hatd meg. Ha a két halmazt felcserélhetének tekintjikk, akkor 2 - 77 = 1 647 092
fiiggvény adhatd meg.

Megjegyzés: ez a feladat lehetdséget ad a permuticid, illetve az ismétléses varia-
cidk fiiggvényekkel tortend megadasara. Erdekes meggondoini, hogy a tibbi
kombinatorikai alapfogalmat milyen fiiggvények szamdval lehet megadni.

a} 4 levesbdl egyet négyfeleképpen lehet valasztani, féételt négy-, kiretet hirom-,
majd desszertet is hiromféleképpen. Ha nincs semmi megkttés arra, hogy mit
mivel eszem vagy nem eszem. azaz a vilasztasok fliggetlenek, akkor az esetek
szama, arnit egy faval is dbrazolhatunk: 4 - 4. 3.3 = 144,
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b) Ebb&l a-144-bél most csak 3 kaphato, amibol csak 1 vegetaridanus. A négy fobdl
akkor a két vegetarianns rendelése egyertelmil. A masik ketid valaszrhat mind az
otbol {akdr vegetdrianust is), tehat mindkettd mind az &t mentit valaszthatja. Ek-
kor vagy azonosat rendelnek: ez 5 eset, mert barmelyik menii lehet, vagy kiildn-

bézét, amelyek szama: (;) =10, Tehér 15-feleképpen rendelhetnek.

N
Mdsik gondolamnenet: a két vegetarianus menii melle kell meg két meniit valasz-
tani, amit — ha a sorrendet is figyelembe vennenk — 25-féleképpen lehet megtenni
(5 - 5). Ebbdl 5 eset olyan, hogy azonosak a meniik, ezeknél nincs | kiilénbozs”
sorrend, A maradék 20 esetet felezni kell, mert a konyha szdmara nem szamit, hogy
ki eszi az egyik és ki a masik meniit. Tgy 1s megkapjuk tehdt a 15 esetet.

Harmadik megoldas: két rendelés adott, a masik két szemely 5 menii kéziil ren-
delbet szabadon (ehetnek vegetarianus meniit is'). Ez ismétléses kombindcio, mi-
vel a személyek sorrendje nem szamit, 5 étel ket szemely:

-,

“
=

S+2-1 6
J = [_}J =13 valasztasuk lehet (mindegyvikhez hozzdjon két vegetarii-

4

nus menil). Tehar 15-féle rendelés lehet.

Megjegyzés: az is elfogadhatd, ha valaki szisztematikusan felsorolja a 15 esetet,
megmutalva, hogy semmit sem hagvott ki.

a) Joskat hathol harman, Pistat a maradék harombol ketten, mig Karcsit a hatodik
lakashol hivtak, az mar egyértelmil az eléz0ekb8l. Az dsszes esctek szama tehat

‘61 {31 (1
A7 T =203 1=60.
3 2) 1

b) Ha csak az eloszlast tudjuk, akkor a ,harom, kettd, egy” hivast 3! = 6-félekép-
pen oszthatjuk ki Joska, Pista és Karcsi kozott, tehat az a)-beli valasz hatszorosa,
360 eset lehetséges.

c¢) Ha a hivisok szima egyenletes, akkor mindharmukart ketten hivtak, igy az a)-beli

6 : (4
modon szimolva: [2] = |5-féleképpen hivhattak ki Joskat, L 2) = 0-félekép-

LN

2
pen Pistit, és [J = 1-feleképpen Karcsit, tehat 15 - 6 - 1 = 90 eset lehetséges.

Jeloljlik a masorokat H, Z, R kezdd8bettliikkel. Mivel S perc egész szamu tdbbsz6ro-
se lehet csak egy fajta misor ideje, ezért 6 darab 5 perces blokkot kell tervezni, tehat
hatbet(is ,.szavakat” kell keresni.

a) Eszerint minden betlinek legalabb egyszer elé kell fordulnia. Ha nincs ez a meg-

KOMBINATORIKA

kétés, akkor az dsszes eset 36, mivel 3 kbzill valaszthatunk 6-szor. Ezek koziil
rossz mindaz, amelyben csak 2 betd van, amit 3-féleképpen valaszthatunk ki:
HZ, HR, RZ. Mindegyik esetben 2% sorrend lehetseges. Exzek rosszak, tehat a
kérdésre a valasz: 3°-3-2°% = 537 eset.

b) Ez azt jelenti, hogy nem lehet egymas mellett egyforma beti. A kévelkez8kép-
pen lehet okoskodni: 3-féleképpen kezdoddhet a misor, utdna kétfélekeppen foly-
tatodhat, mert valtds van, azran ismért kéiféle stb., tehat: 3-2-2.2.2.2 =94
musorterv lehetséges, Mivel mindhdrom mifajnak szerepelnie kell, ki kell vonni
a csak ketielét tartalmazo milsorokat, amibé] ismét harom eset van: RZ, HZ, RH.
Vegyik az elsét, ebbol két valtozat lehetséges csak: vagy RZRZRZ, vagy
ZRZRZR a milsor. Ugvanigy a masik két esetben, tchat minddssze 3 - 2, azaz 6
eset van, amikor valamelyik miifaj kimarad. Ezt levonva az Gsszes lehetséges
harmas, viltogatds misortervek szama 90,

186.| Rogritsiik példaul a finknak egy sorrendjéi. A tAncolé paroknak annyiléle dsszeté-

181

tele lehetséges, ahanyféle kiilonbozd sorrendben tudjuk hozzarendelni a lanyokat a
fidkhoz. Ez a szam 12! = 479 001 600.

Ha két szabalvos dobokockival egyszerre dobunk €s a kapott szimokat 9sszeadjuk,
akkor ez az Bsszeg legalabb 2, de legfeljebb 12 lehet.

A lehetséges Osszegeket, eldfordulasi szamukat és a bekdvetkezési lehetdségeket az
alabbi tdblézat tartalmazza:

Osszeg | El6fordulast szdm Bekovetkezési lehetéség
2 [ 1+1
3 2 1+2; 2+1
4 3 1+3 341, 2+2
5 4 1+4; 4+1;, 2+3; 3+2
6 5 1+5, 5+1; 2+4; 4+2 343
7 6 1+6; 6+1; 2435 5+20 3+4; 4+3
8 5 2+6; 642, 3+5; 5+3; 4+4
9 4 3+6: 643, 4435, 5+4
10 3 4+6: 6+4; 5+5
| 2 546, 6+5
12 | 1 6+ 06

a) A téhlazatbdl lathatd, hogy elvileg leggyakrabban a 7-es dsszeg fordulhat eld.

h) A tablizathol lathato, hogy a paros szamdsszeg és a paratlan szamdsszeg ugyan-
annyiszor, 18-18-szor fordul el5. Tehat sokszor dobva — elvileg —ugyanannyiszor
fordul €l4 paros Gsszeg, mint paratlan,
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A Télévi és az év végi bizonyitvanyban matematikabol rendre az alabibi osztalyzatok
szerepelhetnek:

11 21 31 4 1 51
12 22 32 4 2 52
13 23 33 4 3 53
1 4 24 3 4 4 4 54
15 25 35 43 55

A tiblazatbdl lathatd, hogy az elvileg lehetséges esetek szama 25. Ebbdl 15-sz6r
teljesiil, hogy legaldbb olyan jo az év végi jegy. mint a félévi. Ez az Osszes eset

%-e, azaz 60%-a.

5y 5.4 ,
Pista az Ot film koézil barmelyik kettét kivalaszthatja. Ezt [q == 10-félekep-
pen teheti meg. Azt a kivalasztott két filmet, amelyiket ugyanabban az idépontban

jatszanak, egyszerre nem nézheti meg. Ezért a vilasztasi lehetdségek szama: 9.

Az elsé két évben a diakok a felsorolt 5 nyelv barmelyikét tanulhatjak. A kévetkezd
két évben mindenki az 5 kiilénbéz6 nyelv barmelyikével folytathatja tanmulményait.
Mivel a sorrend is szamit, a lehetseges nyelvparok valasztasi lehetdségeinek a sza-
ma: 3 -5 =125,

Ha nyole labdardgd csapat egyfordulds kirmérkézést jatszott egymassal, akkor a le-
jatszott mérkdézések szama - = 28. Mivel a merkdzéseken Osszesen 120 golt

rigtak, igy egy mérkdzésre atlagosan 4,29 gol esett, azaz mérkGzésenként 4-3 golt
migtak.

Egy dobokockéval tizszer dobva 6 1% kiil5nboz6 dobissorozatot kaphatunk. Azok-
nak a dobassorozatoknak a szama, amiben nincs hatos, 5 e,

Igy azoknak a kiilonbézd dobassorozatoknak a szama, amiben van legalabb egy da-
rab hatos: 6'°— 5 = 50700 551.

Tekintsiik a hazasparokat olvan &sszekapesolt elemeknek, melyek a sorban 2 egy-
més mellett levd helyet foglalnak el. Helyezziik el eldszor a hazasparokat az dsszes
leherséges sorrendben. Ezt megtehetjitk 101-féleképpen.

Mivel mindegyik hazaspar egymastdl fiiggetlenill két killdnbdzé sorrendben foglal-
hatja el a nekik jutd kér egymas melletii helvet, a 10! lehetGseg mindegyikébdl 210
kiilénbozé olyvan iilésrend készithetd, amikor a férjek a feleségek mellé keriilnek,

{gy a feladatot kielégité kilénbdzd tlésrendek szdma: 2'° - 10! = 3 715 891 200.
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Ha egy szdm oszthatd 5-tel, akkor utolsd szamjegye vagy O vagy 3.

Az adott szimjegyekbdl az adot maden készithet, 0-ra végz6dé hatjegv(i szamok
szdma 5! = 120.

Az adott szdmjegyekbdl az adott mddon készithetd, 5-re végz6d6 hatjegyil szamok
szama 4 - 4! = 96, mert az elsd helyen nem dllhat 0.

Tehat az 5-tel oszthato keresert hatjegyfl szamok szama 120 + 96 = 216.

Azoknak az S(jegyl szamoknak a szamit, amelvek legaldbb egy darab 1-est tartal-
maznak, gy szamithatjuk ki, hogy az Osszes 6tjegyil szdm szdmabal levonjuk azok-
nak az Gtjegyll szamoknak a szamat, amelyek nem tartalmazzak az 1-es szamjegyet.
Az djegy( szamok O-val nem kezdddhetnek, ezért az elsé helyen kilenc szamjegy
barmelyike allhat. A tovabbi helyeken pedig tiz szamjegy barmelyike dllhat. Ebbél
kivetkezden az dtiegyll szamok szdma: 9 - 10* = 90 000.

Az l-est nem tartalmazo dtjegyil szamokndl az elsd helyen nyole kiilldnbbzd szam-
jegy. a tovabbi helyeken pedig kilenc kiillonb&zd szamjegy allhat, Ebbdl kdvetkezik,
hogy az 1-est nem tartalmazo dtjegyil szdmok szama: 8 - 9% = 52 488.

Tehat a feladatot kielégitd Stjegyli szamok szama: 90 000 — 52 488 = 37 512.

Ha a 100 darab készilleknek a 12%-a hibas, akkor a hibis késziilékek szdma 12, a
hibatlan késziilékek széma 88.

a) Ha ugy vilasztunk ki 10 késziiléket, hogy nincs kdzowiik hibas, akkor mind a 10-
et a 88 hibatlan késziilék kbziil valaszijuk.
Ebben az esetben a lehetséges kiildnbdzé kivalasztasok szdma:

88 o o 12
LIO =4 513 667 845 896 = 4,514 10",

by Ha dgy valasztunk ki 10 késziiléket, hogy mindegyik hibés, akkor mind a 10-et
a 12 hibés kesziilek kaziil valasztjuk.

12
Ebben az esetben a lehetséges kiillonb6zé kivalasztasok szama; (10] = @b.

c) Ebben az esetben 5 darabot a hibatlanok kézidl, S darabot pedig a hibasak kozil
kell kivdlasztanunk. A kiilénbézd lehetdségek szdma:

8812
[5]5]- 31 027195 50
JAS

) v . . 100
d) Az Gsszes kiilonbdzd kivélasztasi lehetség szdma: [ 10 ]
Ezek koziil csak azok az esctek kedvezdtlenek szamunkra, amikor nincs hibas a

kivilasziottak kbzott. Ezek szama: [?3]

1
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Azoknak a kivalasziasoknak a szama, amikor legalabb 1 hibas van a kivalasztot-
/100%  (88) _

tak koziitt: | —1 7T =12 796 641 610 544 = 1,28 10",

10 ) A\ 10

” 191.| Mivel az adott 10 pont koziil semelyik négy nem illeszkedik egy sikra, ezért barme-

192.

lyik 4 kizlénb6zé pont kivalasztisa — a kivalasztas sorrendjétdl tiiggetleniit — egyer-
telmilen meghataroz egy tetracdert.
Ezért a pontok altal meghatdrozott kiilldnbdzd tetracderek szama:

-

10)_7-8:910_,
4 41

Mindkét esetben két bizonyitast adunk: egy formdalist és egy kombinatorikus jelen-
tésen alapulot.
n) At

SO N
k) (a-I)l &

a) 1. A kiszamitasi utasitas szerint (
~
n]

n 1_ ! _ 1
n—k) (a-(n=R) (- k- -(n—k)!

A

, ami a nevezdbell szorzas kom-

mutativitasa miatt azonos.
2. Hanyféleképpen lehet g kiilénbozd elem kozil k-t kivélasztani, a sorrendre va-
. ‘n
16 tekintet nélkiil? Epp ez az ! ' binomialis egyiitthat¢ (egyik) jelentése. De ha
4

k elemet kivalasztunk (pl. megjeldljiik, felemeljik az asztairol), akkor_a t_('ibbi‘t:
r — k-t nem valasztjuk ki (nem jeldljiik meg, otthagyjuk az asztalon stb.). Ugy is
feltehetd az elézd kérdés, hanyféleképp lehet n kiilonbézd elem kozil 1 — k-t

/
n
nem megjeldlni, otthagyni — egyszoval: kivilasztani. Erre pedig épp ‘ n_ !,) le-
. v

hetdségiink van. A két eset ugyanaz, tehat a két kifejezés cgyenld.

o

PERR {(n+1)! (n+1! .
o) 1. Beyreszl Lk-e-l’, TGO kD! Rl Geany e
Yy {( on ! il
pedig [kj‘Jr[k_;J:(n—k—)!-k!+(n—(k+l})!‘(k+1)!:
A-k+ D (n—k)-nl _nl-(:k+'l+n—k):

Tk (k) =k (a—k-DI (k=D m—k(k+ D!
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_ w-(n+D)
T =k (k1)

+1)
= — ,(’\P;‘ _(i R vagyis az egyenldség valdban fennall.

n+1) e ) .
2 Az [k . 'IJ (egyik) jelentése, hogy hanyfélekeppen lehet n + 1 kiilémbézé elem
Y a
koziil k + 1-et kivalasztani, & sorrendre vald tekintet nélkiil. Killénitsiik el az els6
n elemet s +1-keént az utelsdr, és vizsgaljuk a & + 1 elem lehetséges kivalaszta-
sait aszerint, hogy ezt az utolsdt kivalasztjuk-e vagy sem. Ha kivalasztjuk, akkor

i
n
16bbi 22 koziil kell a tdbhi £-t kivalasztuni, ezt éppen Lk !—fé]cképp lehet; ha nem
g

valasztjuk ki az utolsot, akkor a tébbi r koziil kell mind a k + 1-et valasztani, ezt
{

di a
s

resett ertek.

1J -félekepp lehet. A kétféle lehetdség sziménak Ssszege éppen a ke-

| 193) Elészor azt szamitjuk ki, hiny darab megfelels szam van, majd helyiériekek szerinti

iigyes csoportositdssal meghatdrozzuk Osszegiiket. Otféle péaratlan szdmjegy van
(1,3.5,7.9).

a) Ekkor mind a négy helyen mind az 6tféle szamjegy allhat, 5* = 625 darab ilyen
szam van. Mindegyik szdm mindegyik helyiéri¢kén az 6tféle szémjegy szerepe
szimmetrikus, mindegyik mindeniitt ugyanannyiszor fordul elé, tehat
625
5
125-{(1+3+347+9)-1111 = 125-25. 1111 = 3471 §75.

b} Az elsd helyen 5-, a masodikon 4-, aztdn 3- és 2-féle szdmjegy allhat, tehér
5-4.3-2 =120 darab ilyen szim van. Mindegyik szim mindegyik helyiérté-
kén az oiféle szamjegy szerepe szimmetrikus, mindegyik mindeniitt ugyanannyi-
szor fordul eld, tehat e szimok Osszege:

_.} _
%'(1+3+5+7+9)'1111=24954111:666 600,

= 125-szdr, igy e szamok dsszege:

El6szdr azt szamitjuk ki, hany darab megfelels szdm van, majd helyiériékek szerinti
iigyes csoportositissal meghatarozzuk Osszegiiket, Otféle paros szimjegy ven
(0, 2, 4, 6, 8); de figyelni kell aita, hogy el6] nem allhat nulla!

a) Ekkor az elsd helyen négyféle szdmjegy 41lhat (0 nem), mindegyik t5bbin &t, igy

4.5% =500 db ilyen szdm van. Az elsd (ezres) helyiértéken a négy lehetséges
szamjegy (2, 4, 6, 8) szerepe szimmetrikus, mindegyik ugyanannyiszor fordul

eld, igy az ezres helyierteken 4lié szamok valodi értékénck dsszege:

&3
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%-(2:—4+6+8)'1000 = 12320 1000 = 2 500 000.

A tibbi (szazas, tizes, egyes) helyiéréken az it lehetséges szamjegy mindegyike
ugyanannyiszor fordul el6, igy a Obbi helyicrtéken alld szamok dsszege:
5—E:O-(O+2+4+6+8)»'ll'l =100-20-111= 222 000.

A teljes dsszeg tehat 2 500 000 + 222 000 = 2 722 000.

b} Ekkor el6l négvféle szamjegy dllhat (0 nem), a méasodik helyen megint négyfele
(a {0 igen, de amit mar felhaszndltunk, az nem), aztin a tovahbi ket helyen hérom-
és ketfele lehetség van, tehdt Osszesen 4 -4 -3 - 2 = 96 darab ilyen szim van.
Az elsd (ezres) helyiértéken a négy lehetséges szamjegy (2, 4, 6, 8) szerepe szim-
metrikus, mindegyik ugyanannyiszor fordul elé, igy az ezres helyiértéken allo

szamok valodi érrékének Gsszege: 9—f -(2+4+6+8)-1000=24-20-1000 =
= 480 000. A (8bbi (szdzas, tizes, egyes) helyiértéken a négy lehetséges szamjegy

mindegyike ugvanannyiszor fordul eld. Ha pl. 2-es all elol (? = 24 ilyen eset

24
van), akkor v = 6-szor 4l mindegyik helven 0, 4, 6, 8. Ugyanigy ,.megszamol-

va” a 4-gvel, 6-tal, 8-cal kezdddd eseteket, Gsszesitve azt kapjuk, hogy a 96 eset-
bol 24-szer all barmelyik hatso helyiértéken a 0, és 18-18-szor a tobbi négy
szam. Ezért az e helyiemnekeken 4llé szamok valodi értékének dsszege:
(24.0+18-2+4+6+8)-111 =18-20-111 = 39 960.

A teljes Osszeg tehat 480 000 + 38 960 = 519 960,

A tréningek szama ( 5 } = 252, mert ennyiféleképpen lehet 10 ember kiziil a min-

den lehetséges 5tf6s csoportot dsszedllitani. Nem lehetett mind a 10 dolgozo ugyan-
annyi tréningnek a vezetdje, hiszen 252 nem oszthaté 10-zel — igy vannak koztiik
olvanok, akik kilénbdzo szamu tréningnek voltak a vezetdi,

Elfszor is tisztdzzuk, hogy az 52 lap koziet van egy pikk dama, harom nem-pikk
dama, 12 nem-dima pikk lap, &s 36 olyan, ami se nem pikk, se nem déma. Kette
kell valasztani az eseiekerl aszerint, hogy a pikk damat kibmizzuk-e vagy sem, mert
ez a lap mindkét feltételnek megfelel. A | legfeljebh két” pikk pedig azt jelenti, hogy
vagy pontosan O vagy 1 vagy 2. Ha kihizzuk a pikk damat, akkor mar 0 pikk nem
lehet. Ha ez az egy van, akkor kell még huznunk 1 tovabbi dimat (a 3 lehetséges
koziil) és sehany tovabbi pikket (a 12 lehetséges kiziil}, igy két kihazott lapnal tar-
tonk. A 8 laphoz a t6bbi hatot a 36 ,semleges” kbziill kell huzzuk, ezért erre

3Y (12 (36
[1] : L 0 ] ( p ] =3-1-1947 792 = 5 843 376 lehetdségiink van, Hogy két pikiiink
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legven (a damaval egyiitt), akkor kell még hiznunk 1 tovdbbi dimat (a 3 lehetseges
kézul), 1 tovabbi pikket (a 12 lehetséges kdzll, igy harom kihdzott lapnal tartunk},
és 516t a 36, semleges” koziil.

3) (12 (36 i Y

Erre I ]l | ‘ _ [=312-376 992 = 13 571 712 lehetbséglink van.
A s K 2 .-J

Ha viszont a pikk diama nem szercpel a kihtizott lapok kézott, akkor mindket damat

a tobhi 3, a 0-1-2 pikket a tébbi 12 kaziil kell hizzuk — és rendre 6-5-4 lapot kell a

36 ,semleges™ koziil hiznunk,

Ezekie

3) 712Y (36 3

\ =3.1-1947 792 = 5 843 376,
2 \0/ \6

3y 712 (36 ]
T s =3-12-376 992 = 13 571 712, illetve

3) (12 (36 11 esn
‘ L N 3-66-58 805 =11 663 190 lehetdségiink van.

Az Ot esct lehetdségeinek szama dsszeadodik, igy a végeredmeény:
(3843376 + 13571 712) -2 + 11 663 190 = 50 493 366.

90 (s
A 90 szambol ( 5 ] = 4005-féle par képezhetd, egy szelvenyen pedig KJ = 10 par
van megjeldlve. Mivel 10 nem osztoja 4005-nek, a feladat nem megoldhato.

a)4° =64
b) 647 = 4096

Jeldljiik az Arusitd automataban levd oszlopokat A, B, C, D és E-vel. Csak azt kell
meghatarozni, hogy melyik lépésben melyik oszlopbdl vegyiik ki a targyat. Minden
Kiiiritési modhoz hozzarendelhetjilk a 6-6 A, B, C, D és E, azaz e 30 betfi egy per-
mutacidjat, Pl. DCAABEBDDEABEDCCEBAECBBCDEDAAC.
Egy-egyértelmii megfelelietest létesitiink e betlik permutacioi és a kiliritési modok
kozdtt, tehat ezek szima egyenld.

ey a megoldis: —= = 1,37-10'%
gy Megoldas (ﬁf]"

Jeldljiik a tér adott 4 pontjat A |, A5, A, Ay-zyel. Mivel a feltéteiek szerint ezek a
pontok nem fekszenek egy sikban, az a sik, amelytdl mindegyik pont ugyanakkora
tavolsagra helyezkedik el, nem lehet olyan helyzetd, hogy mindegyik pont a siknak
ugvanazon az oldalin van. Két eset lehetséges:

&5
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a) A megoldéskent adédo sik egyik oldaldn 1 pont, a masik cldalan pedig 3 pont he-
Iyezkedik el.
b) A megoldasként adode sik mindkeét oldalan 2-2 pont helyezkedik el.

A konnyebb attekinthetSség kedvéért képzeljiik el, hogy az A,, A, A3, Ag pontok
egy tetraéder csucspontjai.

Az a) esetben nézzilk meg, hogy van-e olyan megoldas, amikor példaul az 4, pont
van a sik egyik oldalan és az A,, A4, A, pontok pedig a sik masik oldalan.

Ebben az esetben egyertelmiien letezik egy olyan sik, az 4, A,, A4, A4 tetraéder A;-
hez tartcz0 magassdgszakaszanak a felezOmerdleges sikja, melyt6l mind a négy
pont ugyanakkora tdvbolsagra helyezkedik el. Hasonld a helyzet, ha az A, szerepét
az A, Az vagy az A, pont veszi it. Tehat az a) esetben a feladamak 4 kiildnbozd
megoldésa van.

A b) esetben nézzik meg, hogy van-e olyan megoldds, amikor példdul az A, és az A,
pontok vannak a sik egyik oldalan, az A4 és az A4 pontok pedig a sik masik oldalan.

Ebben az esetben is van megoldds, ugyanis az A A, egyenesre illeszkedd AsA4,
egyenessel parhuzamos §; sik és az A:A4,, egyenesre illeszkedd A A, egyenessel par-

1]
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huzamos 5, sik § kizépparhuzamos sikjardl mind a negy pont egyenld tivolsdgra
helyezkedik cl. Hasonlo a helyzet, ha az 414, pontok szerepét az A}, A3 vagy az A,
A, pontok veszik 41, Tehat a b) esetben 3 killonb6z6 megoldds van.

Osszevetve az a) s b) esetekben kapott megoldasokat, dsszesen 7 olyan sik van,
amely a t¢r 4 nem egy sikra illeszkedd pontjétdl egyvenld tavolsagra halad,

-Néhany” tydkot a harom koziil 2% = 8-féleképpen valaszthatunk (ennyi a 3 elemi
halmaz Osszes kiilldnbdz6 részhalmazainak a szama). Ezen valasztasok kdzott azon-
ban szerepel az az eset is, amikor egyetlen tyikot sem jelltiink ki. Ez most nem le-
hetséges, tehat csak 7-féleképpen lehet a feladatnak megfelelden ,néhany™ (1, 2
vagy 3) tytikot vdlasztani.

A Tavélasziott tyukokhoz 291 = i 5-féleképpen valaszthatunk . néhany™ (1, 2, 3
vagy 4) kacsét, és 3-feleképpen ,.néhany” (1 vagy 2) Libat.

Az dsszes megfeleld, killdnbozd vélaszidsok szdma tehat 7 - 15 -3 = 315,

Hérom adott szinnel Gsszesen 3 12~féleképpen, két adott szinnel Ssszesen 2 2—féle-
képpen, egy adott szinnel egyféleképpen kithetd be a 12 kiilonbdzd konyv.

Mindhédrom szin a szita-madszer szerint 3'2-3-2'2 43 = 510 156 esetben for-
dulhat ¢l8.

a) A keresett 8-as sorozatokban elszor pirosat dobhatunk, Stbdszarre 2-félét (fehé-
ret vagy kéket) az Osszes tobbi dobasndl ettdl fliggetleniil 8-féle lehetdség van
(fehér, piros, z6ld, kék, 1, 2, 3 vagy 4). [gy az sszes keresett dobassorozatot
1.8.8-8-2-8-8.8=2-8%=524 288-féleképpen dobhatjuk.

h) A keresett 8-as sorozatokban eldszér pirosat dobhatunk, a masodik dobdsnal ettél
tiiggetleniil 6-féle lehetdseg koziil valaszthatunk (pirosat és az 6todik helyen ép-
pen aktudlisan szereplo szint nem), a harmadik dobasndl ett6] fliggetleniil 5-féle
lehetdség koziil vilaszthatunk (pirosat, 2 masodik helyen mar szerepldt és az 66-
dik helyen ¢ppen aktualisan szerepld szint nem), igy a negyedik dobasnal ettdl
figgetleniil 4-féle lehetoseg koziil valaszthatunk (pirosat és az 6todik helyen ép-
pen aktudlisan szerepld szint és a masik két esetet nem), dtddszorre 2-félét (fehé-
ret vagy kéket) az Osszes tdbbi dobasnal ettél fiiggetleniil 3-féle, majd 2-féle és a
végén 8. dobasra mdr csak | lehetSség van. Igy az Ssszes keresett dobassorozatot
1-6:5:4-2-3-2-1=2-6! = 1440-feleléppen dobhatjuk.

Ha mindenki mindenbdl egyet kap, ez éppen 1 eset. Mind a négy ember (1; 1; 1)
szamharmassal reprezentdlhatd. Harom darab (1; 1; 1) nem leher, mert akkor a ne-
gyedik is az, €s ez éppen az eldzd eset. Lehet tehar két (1; 1; 1), és a maradék vala-
melyik szimmetrikus par: (1: 2; 0) és (1; 0; 2) vagy (2; 0; 1) és (0; 2; 1) vagy
(0;1;2)es(2; 1, 0),

Akik mindharombél kapnak, 6-féleképpen valaszthatok ki, a maradék a hérom par-
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bal 3-féleképpen oszthato be, s 2 sorrendjitk miatt még 2-vel szorzandd, azaz 36-fé-
leképpen lehet.

Ha csak egy (1; 1; 1} van, ez négyféleképpen valaszthato a vendégek koziil, s a ma-
sik csak a két harmas valamelyike lehet, mivel egy szimmetrikus par mellé minden-
képpen két (1; 1; 1) kell, amelyik esetet mér tirgyaltuk. Ekkor 4-féleképpen vélaszt-
hato aki mindharombdl egyet kap, a hérom pedig a masik 3 ember kzétt 6-féle-
képpen oszthato el, és két hirmas van, ami egy Ujabb 2-es szorzo, tehat Gsszesen 48
eset lesz.

Ha nines (1; 1; 1), akkor két par leher, vagy ngyanuz kétszer vagy két kiilombozs.

!
Haromfeleképpen valaszthatd ki az egy par, és 27427 = 6-féleképpen lehet ezt a 4

ember kozitt closztani, ami 18 eset. Ha két kiilonboz6 pdr van, az is 3-féleképpen
vélaszthato ki harombdl, és azt & négy ember kizétt 4] = 24-f¢leképpen lehet ki-
osztani, mert négy kiilonbozd elem. Azaz Ssszesen 3 - 24 = 72 eset lesz. igy dssze-
sen: 1+ 36+ 48 + 72 = 157-féleképpen ehették meg igazsagosan a tortat a feltéte-
lek szerint.

Induljunk ki abbél, hogy a I fazisrdl semmilyen elvardsunk nincs, igy ha a masik
ot fazis lehetséges sorrendjeit elkészitjiik, annak 6-szorosat kell venni, hiszen az ot
hely hat tartoményt hataroz meg, ahova a D fazis beiktathatd. Ezzel egyszerGbb
kérdés, csak az 4, B, C, £, F fazisok azon lehetséges sorrendjeit kell meghatarozni,
amelyek a megadott feltételeket teljesitik. Mivel az E fazist meg kell elzze B és C,
B-t pedig A, azaz E a negyedik lehet leghamarabb, vagy az 6tddik.

Ha F a negvedik, akkor elbtte csak A, B, C lehet, s igy F az 6todik kell legyen.

A lehetseges sorrendek ekkor ABCEF vagy ACBEF.

Ha F az 6todik, akkor mivel F-et meg kell elézze A es C ezért legkordabban harma-
dik lehet:

ACFRE, vagy pedig a negyedik, ekkor ACBFFE asorrend, vagy ABCFE. Ez 0sszesen
3 eset. Mindegyiknel a D fazis barhol lehet, tehdt az 3 eset meghatszorozodik, azaz
30 eset lesz.

A bizonyitds n-re vonatkezo teljes indukcidval torténik.

1) (1
n = l-re igaz az allitds, mert +| =24
OJ 1

kY (& 2
Tegyiik fel, hogy n = k-ra igaz az llitas, azaz [0] +. 1J +...+ (k] =2
\

Bebizonyitjuk, hogy ekkor n = &k + i-re is igaz az 4llitas, azaz

k+1 k+1 k+1 k41
( + ot + = 2¢t
L0 1 k k+1

&8

KOMEINATORIKA

Induljunk ki a bizonyitandé allitas bal aldalabol és hasznaljuk fel a 192. b) feladat

., ) +l\ [ "
eredményér, mely szerint + .
k+1) " ) Lk
&+1% (k+l k+1 f’k+1
Ekkor[ ‘+ + ...+
L0 1 k E+1
(k+'l) k‘ k fk k\w k 1 k+l
= + +.+ +
Lo T, " 1 L] 2) k-1 kJ k+1J

, [k + k+1) [k
Felhusznalva, hogy t o1 irhatjuk, hogy

SPRORIAN, LI
[)-()(0]

Felhasznalva az indukcios feltételt: 2 Hg} + (i] 4.+ [

=

k
J =2.2% = 2% (ehita

bizonyitando allitds jobb oldalat kaptuk.

Masik megoldds:

A bizonyitashoz megoldjuk azt a feladator, hogy s killonbozé elem kiizil hanyiéle-
képpen vilaszthatunk ki néhanyat (lehet 0-t, T-et, ..., n-et) a scrrendre valo tekintet
nélkiil gy, hogy minden elemet legfeljebb egvszer valasztunk ki.

Ha aszerint szdmoljuk Gssze az eseteket, hogy hany elemet vdlasztottunk ki, a ki-

e ) I'n i (n
16nbiizé esetek szdma: +| [+t ]
0 1, \A
Ha pedig aszerint szamoljuk dssze az eseteket, hogy egy elemet kivalasztottunk-e
vagy sem, akkor ez minden elem esetében két lehetdség. Ezek mindegyike tarsuthat

P

mindegyikkel, ezért a kildnb&z6 esetek szama 27,

] ‘n) (n ‘n
A kétfele dsszeszéamolashol | [+ |=...+ \ = 2"
0’ 1 \ 7t

A bizonyitdsndl hivatkoztunk a 192, b) feladat eredményére, mely szerint

el

FL (;‘1 fl { 7 {FI H #
Ezt felhaszndlva: +2 |+ = + + + =
k-1 Wk E+1 k-1 k} \k k+1
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KOMBINATORIKA

k) kw1 ke2)

A bizonyitandd allitds bal oldala Icr’

4

Wk

Felhasznilva [Z] kiszamitasi modjar:

(n-11

n 7!
k'uc): k'k!(n-k)f SR

Ennek alapjén:

AT

)

irhatjuk, hogy

|

Felhasznalva a 206. feladat eredményét, miszerint

(

1

n—l]
+

n—1

in—1

)
|

n—I\‘
1

n—l\i
n.——l/)

J

+r1|
\

fn—1

_ 711-—-1

el

ami a bizonyitando allitas volt,

F0

n+l n+l At 20 - , erre
= = = ami a bizonyitandd allitas volt.

+

a
J alaku ragok Osszege, ahol k= 1,2, ... &
n—1
b
|
4! n (n 7] n—1)
+2[ _|+3 _|+...+n| |=a +n
1 2 3 7 0

i 209, a) Példaul igy:

210,

1.4. Grafok

b) Peldanl igy:

N

L]

\ /

\ / \ /

b d Tt

c) Ilyen graf nincs, hiszen ha dsszeadjuk az egyes pontokbol indulé élek szamat (az
un. fokszdimokat), akkor tulajdonképpen mindkét végiikén megszamoltuk az éle-
ket, igy az ¢lek szamanak kétszeresét, vagyis mindenkeéppen egy paros szamot
kapunk dsszegiil. Ez most nem teljesiil. (Tehat barmely grafban csak paros sza-
mil olyan csaes lehet, amelybd] paratlan szam €l indul.)

Mindkét esetben azenos grifot kapunk, mert ha nem teszem vissza, akkor is lehet
minden lépéshen minden szint hizni, mivel harom golyé minden szinbél van. Azaz
nincs eltérés az a} és a b) eset kiziu, feltételezve, hogv az azonos szinil golydkat
nem lehet megkiilonbéztetni. A 3-szor 3 elagazds miatt tehér 3° = 27 eset van, mint
az abran lithato.

Megjegvzés: :
Ha megkiilénboztethetdk az egyszinii golydk is, akkor az a) esetben 12° = 1728

eset lenne {ezt nem lehet lerajzolni méar emberi idé alatt), a b) esetben
1211 -10 = 1320 eset.

P K F

AN A AN AN A A

PKF PKF PKF PKEFE PKF PKF PKF PKF PKF

211‘.' 00:00; 01:01; ...; 25:23 az uiolso, igy Gsszesen 24-szer lesz egy teljes nap alatt

Kénessav H, 505

azonos az ordk és a percek szama.

Kénsav H,S0Q,
0=3\ AN
O—H 0% “o—H

1
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A alalkozdn 6 + 2 + 4 = 12 ember velt részt, és mindenkirdl megallapitottuk, hany-
szor fogott kezet. Mivel igy minden kézlogast kétszer szamoltunk, az dsszes kézfo-
6-3+2-5+4-6

gasok szama 3 =26.

A talalkozo résztvevoit tekintsiik egy graf csicsainak, a kézfogasokat pedig a grif
cleinek.

a) ITgen.

b) Nem, mert barmely grafban a fokszdmok Gsszege az élszam kétszerese, Igy csak
paros szam lehet. Esetiinkben a fokszamok Gsszege 19, paratlan szam.
Mdsképp: mivel minden kézfogast kétszer szamoltunk, ezek Gsszege paros kell,
hogy legyen — ez itt nem teljesill, tehat a feladatnak nincs megoldasa.

Ha mind az 5 pontbdl legalibb két el indul, akkor az Osszes indulé élek, az ,.&lvé-
gek” szama (azaz a fokszamok dsszege) legalabb 10. Mivel minden élnek pontosan
két vége van, ezeém tehat az eélek széma is legalabb 5. Rendeljiik hozza mindegyik
ponthoz az egyik beldle kiindulo élt, de semelyik élt ne rendeljiik téhb ponthoz.
{Ezt lehet, hiszen legalabb annyi el van, mint pont.) Induljunk el valamelyik pontbol
a hozzarendelt élen, eljutunk egy misik ponthoz. Innen tovabbmenve eljutunk egy
ujabb ponthoz, és igy tovabb. Ha korabban nem is, de legkésébb az utolso, drédik
ponthoz rendelt élen elindulva olyan ponthoz julunk, ahol mar voltunk (nem levén
tobb pont) —, de ekkor éppen kiirbeértlink. (Altalban is igaz, hogy ha egy #-ponti
grafban legalabb n él van, akkor 4 grafban van kor, A lehetd | leghdvebb®, azaz leg-
1Bhb €1t tartalmazd, de még kor nélkitli grat az o, fa, amelyrdl tudvalévd, hogy ep-
pen n—1, azaz a pontok szdmandl eggyel kevesebh éle van.)

a) A lehetd legkevesebb élt felhasznalva egy hatpontil, de még Bsszefliggd grafot pl.
igy rajzolhatunk le. Enneck azonban ot éle van. Bar-

melyiket hagyjuk is el. a graf Gsszefiiggé mivolta / AN
megsziinik. (Altaldban is igaz, hogy ha egy n- / \
ponm grafban legfeljebb n — 2 &l van, akkor a graf <

nem Osszefiiggd. A lehetd | legsziikebb”, azaz leg- \

kevesebb 2lt tartalmazo, de még Gsszefliged graf \

az un. fa, amelyrdl wdvalévd, hogy éppen n — 1,
azaz a pontok szdmanal eggyel kevesebb éle van.)

b) Lasd a 215. feladat megoldésat.

S
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217.

218.
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Tegyiik fel (indirekt modon), hogy minden pontbol legalabb két &l indul. Ekkor az
osszes ,elvégek” szdma (a fokszamok dsszege) legalabb 20. Mivel minden elnek
ponlosan két vége van, ezért az elek szdma ez esetben legalabb 10, Ez ellentmond
annak, hogy a grafban csak 9 ¢l van, tehit nem indulhal minden pontbdl legalabb
kettd. Ekkor van olyan pont, amelybdl 1 vagy 0 él indul.

Abrazoljuk graffal a bajnoksag jelenlegi allasat ugy, hogy a graf pentjai legyenek a
csapatok, és két pontot akkor kdsson dssze €1, ha a megfeleld csapatok mar jatszoi-
tak egymassal. Matematikailag megfogalmazva az tehdt a bizonyitando allitas, hogy
egy 8 pontd, 9 &l gratban van olyan pont, amelyb8l legalabb 3 é indul. Indirekt
maodon tegyiik fel, hogy nincs ilyen pont, vagyis minden pontbol legfeljebb 2 &l in-
dul. Ekkor az sszes ,.clveégek™ szama (a tokszamok Gsszege) legfeljebb 16. Mivel
minden élnek pontosan két vége van, ezért az élek szima ez esetben legfeljebb 8.
Ez ellentmond annak, hogy a grafban 9 €l van, tehat nem indulhat minden pontbol
legleljebb csak kettd. Ekkor van olyan pont, amelybdl legaldbb 3 é1 indul.

a} H,

)

b} Az eredeti négy hazat Hsszekold ulak a sikon négy tarromanyt hoznak létre. Egy-
egy tartomany hatarvonala mentén végighaladva legfeljebb harom hazat érinthe-
tiink. Barmelyik tartomanyba keriiljon is tehér az 6uodik haz, legfeljebb hirom
olyan utat epithetiink a tébbi hazhoz, amelyik nem keresztezi az eddig megepi-
tetteket.

Igen, lehetséges ilyen tarsasdg, amint azt a mellékelt dbra is mutatja (a személyeket
jelképez pontokat Gsszekitd vonalak a haragosok™ viszonyt fejezik ki).
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J 221.| Legyenck a vendégek A, B, C, D, Eés F.

Eldszor kijeldljiik A helyét, majd megnézziik, melyik
két ember a haragosa. Legyenck ezek B és C.
Ultessiik e harom embert az dbra szerint.

Ket Iényegesen kiillonbiza esat van:
1. B és € egymasnak is haragosai;

2. B és C egymasnak nem haragosai.

Az 1. esetben az dbra szerinu iltetes megfeleld.

GRAFOK

— Mindig lesz legalabb egy duplan szamolt él. Ez az el6zdbdl és abbol mar kivet-
kezik, hogy fiban legfeljebb eggyel kevesebb ¢l van, mint csucs, tehat mivel na-
lunk ugyanannyi &l kellene, lesz, amelyiket duplan kell szamoljuk! Azaz mindig
van két telepiilés, amelyre szimmetrikus a ,,hozza legkézelebbi™ relacio. Lasd
még a 246. feladatot!

Legyen az A viroshoz a B varos a legkdzelebb, B-hez pedig a C viros. Haromszog
akkor jéhelne létre, ha a C-hez az A viros lenne a legkdzelebb.,

Hza ez igaz volna, akkor igaznak kellene lennie a kdvetkez6 egyenlétlenségeknek is:
AB > BC (mert B-hez  van a legkdzelebb), BC > CA (mert C-hez A van a legkd-
zelebhb),

E két egyenldtlenségbdl azonban az kivetkezne, hogy AR > AC, vagyis A-hoz nem
lehet B a legkozelebb. Ez ellentmond a kiindulasi feltételiinknek, ezért nem lehet

(A szaggatolt vonalak a haragosokat kitik Gssze.) igaz az a feltevésiink, hogy az A, B, C varosok egy olyan hiaromszég csucsai, ame-

Iviknek mindhérom oldalat megrajzoltuk a térképen.

77-714

| 224, a) = 2849 atlot htztunk meg.

b) Ha a kérdéshen megfogalmazott eset lehetséges volna, akkor a , piros atlok” sza-

A 2. esetben tudjuk, hogy B-nek is és C-nek is van
77-13

még haragosa D, E, F kizitt.

Ha pl. D, k$z5s haragosuk” lenne, akkor F és F csak
egymds haragosai lehetnének, ezért nem lenne igaz
az az informacio, hogy mindenkinek pontosan két

ma lenne, Ez azonban nem egeész szam, igy a feladat kérdésére a valasz:

A

Nem lehetseges.

haragosa van. | 225, 1
Tehat B-nek és C-nek nem ugyanaz a szemeély a ma- b 5 0,2x =0.04x
sodik haragosa. Legyen B haragosa D, és legyen C A—0.2x
haragosa £, Ekkor F kozos haragosa D-nek és E-nek, E 4 0,2x=0,16x
ezert az abrén lathato iiltetés megfeleld lesz, 5
F 0,25x—0,0875x = 0,1625x
222, A graf a mellékelt abra szerint két darabbdl ll, az B—0,25x —<

irannyal azt jeleztik, hogy pl. Budapesthez legkdze- #~ Budapest
lebb Dunadjvaros van, de mivel Dunaujvaroshoz is | G 0,35-0,25x = 0,0875x
Budapest van a legkéizelebh, ezént ez kétiranyid &l \ Cegléd a3
Még egy ilyen van: Békéscsaba és Csongrad kizdr is d 200 x
mindké:t i{tény’ban érvényes a relacid. Ezért valojaban t Dunatjvires i1
1e;z,t a ket. ?It ket§zer ke]!ene venni, s igy meg is van a - Debrecen ¢ — 0,55x i —x

et ¢l, hiszen minden varoshoz van egy legkozelebbi, 600
tehdt Gsszesen hét &t kell behizni, csak ebbdl ketts ! 2 1

Csongrad K

dupla, igy adddik a lathata ot é1. 3 0.55x = 307

0
L |
Megjegyzés: \ 1 - 2

— Igy megadott grafok esetén nem lehet a grafban kor, ® s K-ha megy a csomopontba érkezd jarmivek —-a, a maradék H és I fele.
errdl sz0l a 223. és 247. feladat. Baja  Békéscsuba & pontba ereeee 37
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il 11
2 0,55x——x=—
Ex 0,55x 30 xl 50 X
1 ,
Ennek 10%-a, gaax megy [ felé. Igy a A felé mené gépkocsik szama;

11 11 Y 33 11
0,55 u(—— +—x|= =X (eza —=x 90%-a).
35x 600x 30 ‘CJ 200\: (ezaﬁ(}x 90%-a)

Az FE-be érkez0 jarmitvek szaménak a H-ba érkezd Jarmilvek szama:
3

hS

— X
100- 290 103 25%.a.
0.16x

F-bdl 4 vonal indul ki, mert barmely grafban a fokszamok Osszege az élszam kéi-
szerese, igy csak paros szdm lehet, Esetiinkben a fokszamok dsszege
7+2+5+4+2+x. Ez akkor paros, ha x paros, uzaz 4.

A vilasz nemleges. Grif-nyelven, ha e gy n-pontd egyszerd gratban minden pont fo-
ka legalabb ;, akkor a graf dsszefliggé (nem lehet két diszjunkt részre osztani).
Bizenyitsuk ezt indirekt médon: tegvilk fel, hogy felbonthato lenne, akkor az egvik

csoport csticsainak szama legfeljebb g Itt — mivel , kifelé” nem mehet é1 — legfel-

. # . - . . :
jebb 5 —1 lesz a cstcsok fokszama, ami ellentmond4s.

Ha n nem péros, akkor n = 2k + 1 alakd. Mivel mindenki legaldbb a tarsasig felét
ismerti, tehdt minden pont foka legaldbb & + 1. Ha két csoporira bentom Sket, akkor
az egyikben kevesebb, mint & + 1 cstics lesz, hiszen 2hk+1)=2k+2>n deha
legfeljebb csak k csiics van, akkor legfeljebb & — 1 &l indul ki mindegyikbdl - szin-
tén ellentmondas.

Tekintette] arra, hogy u belépésnél 6 iranyban — paros — tudunk elindulni, és a kija-
rathoz is 6 irinybol érkezhetiink — paros — nem Jarhato be a kidllitas a feltételeknek
megfelelfen. A feltételek szerint a bejarati és a Kijarati csomdpontoknak paratlan
fokitaknak keliene lenniiik.

a} Ugyanaz a feladat, mint az elézdben, minden élen (utcdn) egyszer kell végig-
menni. A graf pontjai azok a keresztez3dések, ahol legaldbb harom utca (&l) ta-
lalkozik. Mivel van egy 6tédfoku és 6t harmadfoki csuics, ezért ez nem lehetsé-
ges, ismét nem Euler-féle a graf.

b) Mivel még kerlitozas néikiil sem tudja bejirni, ezért nyilvan most is nemieges a
valasz. (Heét harmad- és egy Stddfoki csiics var.)
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230, =z) Olyan grafot kell rajzolni, ahol az 4, B, C, D, E. F, G csticsok fokai rendre 3; 2;

231,

GRAFOK

5; 1; 4; 5; 4. Mivel Csaba és Feri is majduem mindenkinek bardtja, ha 8k nem

lennének bardtok, akkor Daninak mindketten baritai lennének. Tehat Csaba és

Feri biztosan baratok. Mind Csaba, mind Feri mindéssze egy-egyv embernek nem
baratja. Ennek megvaldsitasara tohh lehetdiség is van, kettt mi is mutatunk az

dbrakon. Megprobalhat az olvasd tovabbi lehetdségeket felrajzolni.

Cs (5) Cs (%) F (3}

b) A fokszdmok Gsszege az élek szémanak kétszerese: 3+ 24+ S+ 1+ 4+ 544 =
= 24, tehat sszesen 12 baratsag van. Fgy teljes grafban, ha 7 csicsa van, akkor

A
["J = 21 ¢l (azaz baratsag) lchetne, aminek a 12 kb, 57%-a.

Tehat a lehetséges bardtsigok 57%-a valdsul meg.

A térképen szerepld csomopontok, elagazasok &s utak rendszerét graffal szokds mo-
dellezni, a térkép és az adott feladat sajitossagainak megfelelden. Tegyiik ezt most is,
ugy, hogy a térképiinkén szereplS ke-
resztezddések legyenek a graf pontjai, a
koztiik mend (keét végponttal rendelke-
z0) uecareszek pedig a graf élei. Minden
utcarészhez tartozik pontosan egy irény,
amely irdnyba ha gyalogolunk, akkor
kozelitink a Dedk térhez, mig az elien-
kezé irdnyba tavolodunk téle (,szeren-
csere” ilyen a térkepiink). Mivel célira- -
nyosan szereménk gvalogolni, ezért
minden ilyen utcarészleten pontosan
egy irdnyba mehetlink csak. E miatt a
graf élein is jeldljiik be ezeket az ira-
nyokat. Ekkor — minimdlis és a megol-
ddst nem modosité egyszerfisitésekkel
— kapjuk a meliékelt iranyitott grafot.
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Jelbljiik O-val az Oktogonnak és D-vel a Deak témek megfeleld pontot, a graf tdbbi
pontjatrendre a, b, ¢, d ..., w, x, y, z-vel. Két mddszerrel fogjuk megszamolni az O-
bol D-be vezetd iranyitott utakat. Eldsz0r az utakat felsoroljuk, természetesen meg-
feleld sorrendben, hogy egy lehetseges Gtvonal se maradjon ki és egy utat se sza-
moljunk tébbszér. Tekintsiik eloszor az OcfrgiwzD utat, ez legven az elsé ftvenal
(eddig 1). Most nézziik sorba az utakat, aszerint, hogy az elsd frvonaltol mennyire
témek cl, A D-hez legkdzelebb w-ben lehet letémi az elsd utrol, w-t8] D-be meg két
uton lehet eljutni (wxzD, illetve wayD), azaz OcjrgwxzD és OcjngmayD ket tovab-
bi utvonal (eddig 3).

A kévetkezd letérési lehetBség az elsd utrdl visszafelé a ¢ pont, innen nem w-be
menve tovabb, fuvyD, txyD és auzD utak vezetnek D-be, 1gy 3 vj utat kaptunk:
OcjngtuvyD, OcjrgtuxyD, QcjngtuxzD (eddig 6).

A kivetkezd letérési lehetbség az elsé nmrol visszafeld a g pont, innen nem -be
menve tovabb, gruvyD, gruxyD és gruxzD utak vezetnek D-be, igy 3 1j utat kap-
tunk: OcjngruvyD, OcjngruxyD, OcjngraxzD (eddig 9).

A kivetkezd letérési lehetdség az elsé Gtrol visszafelé az » pont, innen nem g-ba
menve tovabh, nopyD, aoruvyD, aoruxyD és noruxzD ntak vezetnek D-be, igy 4 1j
utat kaptunk: OgjropvyD, OcjroruvyDy, OcjroruxyD, OcfnoruxzDy (eddig 13).

A kovetkezd letéresi lehettség az elsd utrol visszafelé a j pont, innen nem #-be
menve tovabb, jkopyyD, jkaruvyD), jkoruxyD, jkoruxzD, jklmpvyD utak vezetnek D-
be, igy 5 4j utat kaptunk: OcjkapvyD, OcikoruvyD), OcjkoruxyD, OcjkoruxzD es
QgjkimpyyD (eddig 18),

A kdvetkezo letérési lehetdség az elsd trol visszafele a ¢ pont, innen nem j-be men-
ve tovabb, cdgkopvyD, cdgkerivyD. cdgkoruxyD, cdgkoruxzD, cdgkimpryD,
cdghlmpyyD, cdghimpyyD és cdefimpyyD wtak vezetnek D-be, igy 8 ¢ utat kapunk
(eddig 26).

Marad az utolsd lehetdség, hogy O-bol nem ¢ felé indutunk, hanem a felé, ilyen dt-
vonal 2 van: OabfimpvyD illetve QuaefimpyyD.

Végiil is Osszesen 28 killénhdzd utvonalat sikeriilt Ssszeiri, tehat ennyiféleképpen
lehet eljutni a Dedk térre az Oktogontol.

Szerencsére csak ilyen ,egyszeri” térképrészlettel volt dolgunk, egy kisse is bonyo-
Jultabb térképpel (mondjuk egy budapesti keritletével vagy egy megyei jogu varo-
séval) cz a modszer mar alkalmatlan lenne.

A masik modszer egy szamitogépekkel is haszndlatos algoritmuson alapul, amely al-
kalmas mar bonyolult térképeken is az dtvonalak megszamlaldsara. Az algoritmus he-
lyességét nem bizonyitjuk precizen, de leirdsabdl raérezheriink. A modszer iranyitott
kért nem tartalmazd irdnvitott grafokra (ilyen a mi térképrészletiink is) alkalmazhato.
Tekintsiik az (-bod] indulé éleket, és nézziik a végpontjaikat. Valasszunk ki ezek ké-
2iil az Bsszes olyat, amelybe nem vezel mas ut. Ezekre a pontokra irjunk egy 1-est,
ez azt jelenti, hogy ezekre 1-féleképpen lehet eljutni O-bol. Ezek utan keresslink
olyan pontot, amelybe csak a mar eddig megjeldlt pontok halmazabel lehet eljutni,
erre a hozzavezetd élek tilso végpontjain alld szdmok Ssszegét irjuk. Tgy az eljards
soran minden pontot kivalasztunk és beszamozank {feltesszilk, hogy a cél es az in-
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dulo ponton kiviil nincs mas csak be-
mend vagy csak kimutatd éleket tartal-
mazo pont), végiil a célpontra is rake-
riil egy szam, ami ugyancsak a hozza
vezetd Utvonalak szamat fogja fedni.
Ez a mbdszer a mi esetiinkben az alab-
biak szerint fogja beszamozni a graf
pontjait,

Modellezziik a problémat egy graffal. A befejezett jatszmakat egy €1 behdzasaval je-
lezziik, amelyet a két jatékost reprezentald két pont kézé hiizunk be, Ekkor az allitas
egyenrangli azzal, hogy a grafnak mindig van két azonos fokszamu pontja. A felté-
tel szerint, mivel mindenki legfeljebb egyszer jétszik a tobbivel, ezért ha n jitékos
van, akkor egy jatékosnak maximum n — | ellenfele lehetett, tehdt minden pont foka
kisebb vagy egyenld, mint » — 1. Mivel a csucs van, ha nem lenne igaz az allitas,
akkor ez csak ugy lehetne, hogy a 0, 1, 2, ..., — 1 fokszamok mindegyike fellép
(skatulyaelv), Ez azonban nem Ichet, mert ha van valaki, aki még nem jitszott
(0-adfoku csiics), akkor senkinek nem lehetett eddig » — 1 partija, hiszen dnmagan
kivil még a 0-adfoku ponttal jeldlt jatékossal sem jatszhatott, azaz maximum rn — 2
ellenfele lehetett, de ez ellentmondas.

Egy 5 pont teljes graf éleinek szdma 10, tehdt Gsszesen 10 mérkGzés van. Ha min-
denki mar legalabb 3-mat jatszott, akkor 373 = 7,5 rehat legalabb 8 mérkézést le-

jatszottak (azaz legaldbb egy csapat mar 4-et jatszott). Azaz mar csak hdrom eser le-
het: két mérkézés van még, azaz egy csapat mar biztosan befejezte; vagy mar csak
egy mérkdzeés van hatra (hirom csapat befejezte): vagy minden mérkdzés lejatszo-
dott, a feltételnek ez is megielel.

Megjegvzés:

Ha a merkGzéseket megkiilonbéztetjiik, akkor nem hdrom eset lehetséges, mert a
10-bél 2 mérkdzést, 1 mérkdzést, illetve 0 mérkdzést 45 + 10 + 1 = 56-fleképpen
lehet kivalasztani, tehat ha arra is kivancsi vagyok, hogy milyen mérkézések lehet-
nek hdtra, akkor 56 lehetdség van.
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[ 234, Tegyiik fel. hogy van olyan § szemelybdl 4ll¢ tdrsasdg, ahol az embercknel: rendre

236.

237.

7.7.7,6.6, 6,4, 4 ismerSsik van. Osszeadva az cgves emberek ismerdseinek a sza-
mat, szlikségképpen paros szdmot kall, hogy kapjunk, ugyanis az ismeretségek kil-
csbndsségehdl adddoan az dsszegben minden ismeretséget ketszer szamolunk. Mi-
vel esetlinkben ez az dsszeg 47, ami nem piros szam, nem létezhet az adott feltételt
kielegitd, 8 szemelybd allé tarsasag,

A feladatot a grafok nvelvén megfogalmazva. azt kell bebizonyitani, hogy nem lé-
tezhet olyan kilenc csucspontil egyszerii graf, melyben az A;, 4., ..., Ag, A CsUCS-
pontokbdl rendre 8, 8, 8, 7,7, 7, 5, 4, 4 &l indul ki,

Az Ay, As, A; cstespontok mindsgyikebdl minden csiicspontba fut €1, igy az Ag, A
csuespontokban, melyekbe a feltetelek szerint 4-4 &l fut be, mér 3-3 él le van kdt-
ve. E két csucspontnak Gsszesen meg 2 ,,szabad” éle van, Az A4, A, Ag csicspon-
tok mindegyikéhdl 7 él indul, ezert ezek mindegyikebdl fut é1 az Ag. Ag csicspon-
tok koziil legaldbb az egyikbe. Igy a graf realizalasahoz az Ay, Ag csticspontokba
egylittesen még legaldbb 3 élnek kellene befutni, de ez ellentmond annak, hogy e
ket csucspontnak egyiittesen mar csak 2 szabad éle van.

Mivel a feltételeknek megfeleld graf nem realizdlhatd, ezért nem létezhet olyan 9
szemelvbdl alld tarsasdg sem, ahol az embereknek rendre 8, 8, 8,7, 7. 7, 5, 4, 4 is-
merdsiik volna.

A feladatot szemléltethetjiik egy olyan 8 csicsponta egyszerd graffal, melyben a
csucspontok a sakkozokat, az élek pedig a sakkozdk kozott lejatszott meérkdzéseket
jeldlik.

A feltételek szerint a grafnak négy olyan csticspontja van, melvekbdl 4-4 €1 indul
ki; és négy olyan csicspontja van, melyekbdl 3-3 é1 indul ki

A csticsokbdl kiindulo élek Gsszege:

4-4+4-3 =28

Ebben az Gsszegben minden élt kétszer szamolwnk, igy az élek szama 14, mely
egyben a lejatszott mérkbzesek szima is.

A feladatot szemléliethetjiik egy olvan egyszerd graffal, melvhen a csticspontok a
tarsasag tagjait, az élek pedig a tarsasdg tagjai kozotti ismeretségi kapesolatokat je-
Iokk.

Induljunk ki a graf egyik csdcspontjibdl elen haladva. Mindaddig amig olyan
csucspontba jutunk, amelyben még nem jartunk, tovabb tudunk haladni, mivel a fel-
tetelek szerint barmely csicspont fokszama legaldbb 2. Mivel a csiicspontok szama
veges, be kell kovetkeznie annak, hogy olyan pontba jutunk, amelyben mar korab-
ban is jartunk. E pont kétszeri érintése kozott egy . kort™ jartunk be. A kir mentén
erintett cstucspontoknak megfeleld személyeket az adott sorrendben egy kerek
asztal kore iiltetve, olyan, legaldbb 3 taghd] 4116 tdrsasagot kapunk, amelyre teljesiil,
hogy mindenki ismeri a mellette Gloket.
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A négyzetrics pontjait megbetiizziik, a hasonld helyzetl: pontokat azonos betiivel.

oL b\
Y 2 a ! % o
I ¢
d o
d d
¢ ¢
. .
44 44 [23
alec | d]| a
d| & | b | ¢
el b | b | d
ald|c|a

b) Nem lehetséges a bejaras, hiszen ha a négy b jeld csucsot elhagyjuk, akkor, mint
azt a b) abran lathatjuk, 6 komponensre esik szét a graf. Ha azonban bejarhato
lenne, akkor egy bejarasi utvonalbol 4 pontot kivéve legfeljebb 5 részre eshetne
szEL.

Megjegyzés:

Bz altalanosan is igaz: ha k pont elvéielével tobb, mint & + 1 komponensre esik
szét a graf, akkor nem lehet bejarni igy, hogy minden csucsart egyszer érintjiik.
(Szokis az ilyet Hamilton-itnak is nevezni.) Ez azonban csak sziikséges feltetele
annak, hogy a kivant madon bejarhato legyen a graf,

¢) Mindkét esetben lehetséges a bejaras: a négyzethald pontjaiba beirtunk egy 25,
illetve egy 64 lépéses bejardst. Az elsd elég kezenfekvo, a masodik sok munkat
igényel, nem nyilvanvalo. konnyen el lehet akadni, rengeteget kell kisérletezni.
Mindenestre sok megoldas van, kettdi mutatunk, amelyek raadasul kérdk, tehat
az utolso helyrdl vissza lehet 1épni az elsdre, és kezdddhet eldlrsl. Mint egy veg-
telen koérvonal.

1{14| 9|20 3
24019) 2 15110
1318 4,21
18l23/ 6 (11,156
7{12(17(22° 5

[2v]
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Egy lchetséges bejaras: Vagy egy masik:

1156] 3 18|29|20|39 46! 50|11 |24|63[14|37|26/35
[0]17]64,57|38|45|28 215 23|62|51(12]25|34| 15]38
55021111 4 119150(47]40 (10]49(64|21(40(13|36|2
16| 9 58|63 |44|537|22|27 61]22) 9 |52|33]28|39] 16
39154 5 |12[31|26{41|48 45| 7 {60{ 1 [20'41(54|29
8 |15 62|51|36]43[34 |23 5G| 4 |45] 8 |53 32|17]42
53|60: 13| 6 |25;32]49]42 6 |47] 2 |57|44 19|30;55
14 ?i526150352433 3 |58] 3 [46|31 56|43|[8

A misodik érdekessége, hogy még biivis négyzet is: minden sorban €s oszlop-
ban 260 a-szamok dsszege.

a) Prébdljuk meg az informéacidkat dsszeszedni. Egy 11 pontd paros grafrél van
szo, legyenck Fy, Fs, ..., Fgafink, és Ly, Lo, ..., L5 a ldnyok. Egy olyan grifot
kell rajzolni, amely megfelel a felsorolt kdvetelmenveknek. Legyen ¥, aki min-
den linnyal tincolt, azaz F-bol 6t él indul. Tehat, ha griA) altalinosun az A
csies fokat jelenti, akkor gr(F ) = 5. Minden lanyt jelzd esucsbol legalibb két &l
indul, de egyikbdl sem indul hat, mert minden fiival senki sem tincolt. Azaz
minden éi-re: 5 = gr(L;} = 2. Legyen Fy a batortalan fid, aki csak mondjuk £)-
gyel tancalt, aki majdnem mindenki massal, azaz mondjuk rajta kivill még négy
masikkal. (Ez a feltétel nem teljesen egyertelmi!) Emellett az is iguz, hogy a téb-
bi fid legalabb 2 lannyal taneolt, killénben nem Fy lenne a legbitortalanabb. Azaz
gr{F¢) = 1. Hamman pontosan ugyanazzal a hdrom lannyal tancoltak. Azaz van
‘hérom csuces, legyvenck F,, Fj, Fy, amelyekbdl pontosan harom &l indul, és
ugvanahhoz a hdrom ldnyhoz: gn(F,) = ge(Fa) = gr(F,) = 3 és gr(Fs) 2 2,

Egy lehetséges megvaldsitast lathatunk a kévetkezd dbran.

1(3) F5(3) F4(3) Fu(3) Fs(2) Fo(1)

Li(3) Ly Ly(4) Ly Ls(2)

b) Az éleket szamoljuk le a fiik feldl. Van egy, aki mind az 8t lannyal tdncolt, ez &t
¢l. Van harom, akik pontosan ugyanazzal a harom lannyal, tehat mindegyik pont-
bol hirom él indul. Van egy fit, ahonnan csak 1 él, 6 a legbatortalanabb. A ma-
radék fig legalabb két lannyal tincolt {lehet, hogy tébbel is, ezért tudunk csak ar-
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ra a kérdésre valaszolni, hogy legalabb hany &l van!). Azaz az élek szama leg-
alabb: 5 +3-3 +1+2 = 17. Az, hogy ez ténvleg megvaldsithatd, az eldzd abra
mutatja. '

Megjegyzés: .
Legfeljebb azonban 4 linnyal tncolt az utolsonak figyelembe vett fid, hiszen 3
lany van, de minddel csak F| tancolt, vagyis legfeljebb 19 ¢l van. Ennek egy
megvalosulasat mutatja a kévetkezd dbra. Az abrakon zarojelben a pont foka sze-
repel, amelyen a feltélelek teljesiilését lehet ellenorizni.

Fi(® Fy(3) F4(3) F4(3) Fa(4) Fe(1)

Ly(S) Ly(5) L(5) Ly(2) Ls(2)

{ 240 Nyolc sakkozot két csoportra osziva a csoportok 1étszamara az alabbi lehetdségek

adodnak:

ay 1 7,

by 2 6,

c)y 3 5,

dy 4 4.

Felhasznalva, hogy egy n személybél 4116 csoportban a kormérkdzeses verseny so-

n(n—1)

ran lejarszott mérkdzések szédma . afelsorolt csoportbontasok esetén a cso-

portokban lejitszott mérkdzések egylittes szama az alabbi:

a) U+E=21,
2

b 142216
2

4.3 4.3
+—=12,
2 2
Tehit a nyole sakkozot két négyes csoportba osztva lesz a lejatszott merkidzesek
szama a legkevesebb,

d)
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Az elso feltéeel szerint Gsszefiigpd a graf, tehér mivel 8 kdzpont van, minimum het
kapesolat lesz (ekkor éppen fa a graf!). A mésodik feltétel szerint biarmely két el ki-
torlésével meég Gsszefitggd marad, de egy harmadikat mar nem Ichet elvenni. Ebbol
kovetkezik, hogy nem lehet benne masod vagy elséfoku pont, hiszen akkor az on-
nan indul® egy vagy két élt kivéve méar nem marad Ssszefiiggd a graf. Minden csucs
tehat legaldbb harmadfokd. Ebbdl kévetkezik, hogy 8- 3 = 24 legalébb az elek
szaménak kétszerese, azaz minimum 12 €éle van a
grafnak. A kérdés, hogy ez — figyelembe véve a 3. fel-
tételt, ami szerint van cgy haromszég, a harom leg-
nagvobb kdzpont kdzvetlen kapesolathan van - meg-
valdsithatd-e. Egy 12 élbél allé rendszert latunk az
dbrin, Konnyen ellendrizhetd, hogy barmely keét €l
letdrlése esetén is Gsszefiiggd marad, de lshet harmat
figy torolni, hogy mar ne legyen dsszefiiggs. Példaul,
ha egy csucsbdl induld hérmart torliink. Igaz, lehet
figy is harmat eltérélni, hogy dsszefiiggd maradjon.

Legyenek egy graf pontjai a tarsasag tagjai, €s két pont kizdit akkor fusson €l, ha a
megfelelé emberek mar kezet fogtak egymissal. Matematikai megfogalmazasban
azt kell tehat bizonyitani, hogy ha egy dtpontu grifban barmely harom pont kiziil
kettt &l kit Hssze, akkor az Osszes élek szama legalabb négy. Tegyiik fel indirekte,
hogy {legfeljebb} csak hirom él van egy ilyen grafban. Otpontd, hirom élti (egysze-
rd, azaz , kettds éleket” és dnmagukba visszatérd ,hurok-éleket” nem tartalmazo)
grafot az alabbi modokon lehet rajzolni:

c ) C D c D c Fi

Azonban mindegyik esetben van harom olyan pont (pl. &, C, I}), hogy koziilik se-
melyik ketiot nem kéti dssze él. Ez ellentmond a feladat kiindulasinak, tehat nem
lehet (legfeljebb) csak harom &l a grafban, vagyis legalabb negy van.

Legvenek egy graf pontjai a tarsasag tagjai, €s ket pont kozott akkor [usson €1, ha a
megfeleld emberek mar kezet fogtak sgymassal. Matematikai meglogalmazasban
azt kell tehat bizonyitani, hogy ha egy Stpontd grafban van nyolc €, aklor van leg-
alabb ket olyan pont, amelyb6l pontosan harom el indul. Induljunk ki az 6tponta tin.
teljes grafbol, vagyis amelyben minden pontot minden masikkal pontwsan egy €l kot
ossze. Ekkor minden ponthol 4 €l indul, az dsszes , élvegek”™ szima (a Tokszdmok
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osszege) 20, és mivel minden élnek pontosan két vége van, ezért az élek szama 10.
Téréljiink le ebbdl kettét, hogy nvole éliink legyen. Elsdként barmelyiket letSril-
hetjiik, olyan grafat kapunk, amelyben két pontbal 3, a tobbi harombdl 4 €1 indul.
Miésodikként vagy olyan elet trliink le, amely az egyik 3- és az egyik 4-¢ld pontot
kti dasze (s ekkor egy 2-, ket 3- és két 4-élii pont marad); vagy olyant, amely kéi
4-Eld pontot kit ssze (ekkor négy 3- és egy 4-¢lli pont marad). Mindkét esetben
van legaldbb két 3-¢14 pont.
A

Legyenek egy graf pontjai a tarsasag tagjai, és két pont kozott akkor fusson €1, ha a
megfeleld emberek mar kezat fogtak egyméssal. Jeldljiik pl. piros éllel a jobbkezes,
kékke! a balkezes kézfogésokar. Matematikal megfogalmazisban azt kell tehdt bizo-
nyitani, hogy ha ebben az Stponti grafban nincsen harom egyszind &l alkotta , ha-
romszog”, akkor minden pontbol ket piros és két kék &l indnl ki, Mivel mindenki
mindenkivel kezet fogott, az Stpontd teljes grafrél van sz0, vagyis minden ponthol 4
¢l indul ki. Tegyiik fel indirekt médon, hogy van olyan pont, amire nem igaz az al-
litas — ez kétféleképpen lehet: vagy 4 piros és { kék, vagy 3 piros és 1 kék él indul ki
beldle. (A szinek szerepe persze felcserélhetd.) Az elsé esetben, ha barmely 2 tovib-
bi pont kozdtt van piros szakasz, az egyszinti , haromszdget” alkot a pontunkbél oda
vezetd 2 éllel, nem 6. Ha minden tovdbbi pont kézott csak kék élek vannak, akkor
azok alkotnak egyszinil , hiromszdget”, ez se jo. A masodik esetben a 3 piros &l ma-
sik végpontjaira alkalmazva az el8bbi gondolatokat, ugyancsak valahogyan egyszind
Hharomszég™ adodik. Tehat ellentmondisra jutottunk, vagyis az eredeti allitds igaz.
Az allitis megforditasa az, hogy ha az 6t pont mindegyikébdl ket-ket piros &s kek
él indul, akkor nincs a grafban egyszind ,haromszog”. Ez az allitas is igaz, amit me-
gint indirekt modon litunk be, Tegyik fel, hogy valamely harom pont kozott (pl.}
csupa piros €l fut. Ekkor e pontok mindegyikébél mar kiindul a 2 piros €1, a mésik
két kiindulé €l mar csak kék lehet. Viszont ha mindbiarom pontbdl a masik kettdbe
csupa kék ¢l fut, akkor azokba mir 3-3 kék é1 érkezik, ami ellentmond a kifndulasi
feliételnek.

Indirekt bizonyitast alkalmazunk, Tegvilk fel, hogy az egyik szigetet, mondjuk S -et
legalabb harom misik szigetel {pl. So-vel, S;-mal es Si-gyel) is hajdjarat kot dssze.
Ekkor Sp-t és Ss-at csak repiildjarat kotheti dssze, kilénben lehetséges volna egy
csak hajoval megtehetd 5,—8,—S5:—5, kdrut.

Ugyanigy beldthaté, hogy Ss-at és Sy-et, illetve Sy-et és 5p-1 is csak repiilGjdrac koi-
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hetné Sssze. Igy azonban csak repiild-
vel megtchetnénk az 5,—854—5,—5,
korutat, ami a feladat feltételel szerint
megint csak nem lehetséges.

Belatuk ezzel, hogy barmelyik sziget-
o] legfeljebb keét masik szigetre lehet
hajoval eljutni.

Okoskodasunkat a repiildjaratokra is
megismetelve belathatjuk, hogy bar-
melyik szigetrdl legfeljebb két masik szigetre lehet repiildvel eljutni.

Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy egy adott szigetdl legalabb két mdsik szi-
getre is el lehet jutni hajoval, illetve repiilével. Ez pedig igaz, hiszen ha pl. az S5 szi-
getrol pl. hajoval egyik szigelre sem lehetne eljutni, vagy csak egy masik szigelre,
akkor az §s5-r6] legalabb hdrom mésik szigetre is el lehetne jutni repiildvel. Ez pe-
dig, mint a fenti bizonyitashan latuk, nem lehetséges. Okoskoddsunkat a rapiiléja-
ratokra megismételve belattnk tehat, hogy barmelyik szigetrél pontosan kettd hajo-,
illetve repiilojarat indu).

Megjegyzés:
Ilven kdzlekedési hdldzat megvaldsithatd, erre mutat peldat az alabbi dbra.

[ 246;] a) Indirekt bizonyitast alkalmazunk. Legyven az A véroshoz legktzelebb a B viros,

a C varoshoz legkézelebb a D véros,

¢s metssze egymast az AB és CD
szakasz az M pontban. Elkor

CM+MD =CD < CB < CM+MB.

Az elsd egyenldtlenség azért igaz,

mert C-hez 1) van a legkdzelebb, a A
masodik pedig a haromszdg egyven-
létlenség miatt. Igaz tehat, hogy

MD < MB.

Az AMD hiromszigre a haromszbg egvenlGtlenség szerint igaz, hogy
AD < AM + MD, ami az el6z0 egyenldtlenség szerint igy folvtathaté:
AD < AM + MD < AM + MB = AB. Bz azt jelenti, hogy a D) varos kozelebb van
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az A varoshoz, mint & B vdros. Ez lehetetlen, hiszen feltevésiink szerint az A va-
roshoz a B viros van a legkdzelebb. Ezért nem lehetséges az sem, hogy az AB és
CD szakaszok metssz¢k egymast.

b} A kivetkezd, 247. feladat megoldasaban bizonyitjuk, hogy egy ilven grafban nem
lehet kr. Ha nem lenue két olyan viros, amelyre a ,,hozza legkdzelebb 16v6” tu-
lajdonsag szimmetrikus, akkor minden varoshoz lenne egy hozza legkdzelebbi, s
mivel ahhoz més van legkdzelebb, igy végigmenve egy adott varosbal ameddig
lehet, a vizsgalt grifunk egy komponensét kapjuk. ahol az élek szama megegyezik
a pontok szamaval, Ekkor lenne a grafban kor, ami ellentnond az idézet allitas-
nak. (Ha nem a grdf egy részét kapjuk meg, hanem a weljeset, vagyis a teljes graf
Gsszefliggo, akkor is n élt kapunk, tehat van kor, mert a fanak csak n— 1 éle van.)
Tehat van legaldbb egy varos-par, amire ez a tulajdonsag szimmetrikus.

A feladatot indirekt uton bizonyitjuk. Tegylik fel, hogy az A varosbol a B vérosba
ket kiilonbdzb ton is el lehet julni. Ebben az esethen a kér 1t egyiittesen egy zart
tirdtt vonalat alkot (a 246. a) feladat szerint a tordtt vonalai alkotd szakaszok kozott
nem lehetnek egymast metszok).

P

Valasszuk ki e torott vonal szakaszal kiziil a leghosszabbat, Tlyen van, mert a fel-
tételek szerint az diszakaszok hossza mind kiilénbdzd. Azt dllitjuk, hogy ezt a leg-
hosszabb utszakaszt biztosan nem épitettiik meg.

Jelsljik a leghosszabb utszakasz végpontjait P-vel és (-val, a P-vel szomszédos,
Q-tol kiildnbozé csicspontot Py-val, a (-val szomszédos, P-tdl killénbozd masik
csucspontot pedig Q g-val. (Lisd az dbrat, a Py, P, Q, O pontok nem feltétleniil kii-
lénboznek uz A és a B ponttol.)

A PQ leghosszabb ttszakaszi akkor épitettiik volna meg, ha vagy a P-hez legktze-
lebbi pont a O lenne vagy a §-hoz legkézelebbi pont a P lenne. Ezek egyike sem
teljestilhet, mext PQ > PPy és OP > Q. Tehat a PQ utszakaszt nem épithettiik
meg, ezért a feliételezett zart 16rott vonal nem létezhet. Ez az ellentmondds igazolja
a feladat alliedsdr,
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L 248] A csoport 6 tagjal tekintsiik mint egy 6 pontu teljes graf csucsait! Az éleket szinez-

ziik két szinnel; pirosra, ha a megfelels két jatekos mar jatszolt cgymas ellen, kekre
pedig akkor. ha meég nem. A bizonyitandd #llitas erre a nyclvre leforditva a kdvet-
kezSképpen hangzik: akarhogy s szineztiik az éleket, biztosan talalunk egyszinid
haromszdget (azaz 3 jatékost, akik paronként mér jatszottak egymassal vagy hér-
mat, akik paronként még nem).

A bizonyitas indirekt. Tegyiik fel, hogy kiszineztiik ugy a grifot, hogy nincs benne
egyszinil haromszég. A csucsokat A-t0l F-ig szdmozva tekintsiik az A csucsot, eb-
b6l 5 &l indul ki, ezek koziil biztosan van Jegaldbb 3 egyszinil (hiszen csak két szi-
niink van), legyen ez a szin példdul a kék, és kdsse ez a 3 é] az A csilicsot Ossze a B,
C és 2 csticsokkal (mindez nem megy az attaldnossag rovasara)y. Milyen szind €l le-
het B és C kozétt? Csakis piros, mert kiilonben ABC egy kék haromszdg lenne.
Ugvanigy C és D kizitt, valamint B és D kGzdtt is csak piros €l mehet, killénben
az ACD, illetve az ABD héromszoggel lenne baj. Viszont, ha ez igy van, akkor a
BCD haromszbg egyszindt piros.

Az indirekt feltétel ellentmondasra vezetett, tehat az eredeti allitds igaz.

El6szor elvégziink egy , szlirési” a szilkséges (bar nem elégséges) feltételek vizsga-
lataval. Szamoljuk meg minden graf pontjait: mindegyik dtpontd. Szamoljuk meg
az éleket: az elsd Ot grafban 7, az utolsoban 6 ¢l van, czért ez maris kiesik a lehetd-
ségek koziil. Irjuk fel, hogy az egyes grifokban melyik pontbol hany él indul (mek-

kerik a fokszamok). Mivel ezeknek is egveznilik 3.3.3.3.2
kell, a b) és a d) graf szintén kiesik. Az ¢) grafban a a 2
2-es fokszamu ponttal Gsszekotdtt két 3-as fokszamm b 4,3,3,3,1
pont egymassal is 8ssze van kitve, az a) és ¢) grafban c |. 3,3,373,2
ped‘ig nem, ezért az e) is kiesik. Az a) €s c) viszont d 4,4,2.2.2
valéban izomeorfak, amint az a megieleld betiizéssel

Tt e 3.3,33,2
megmutathatd,
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1.5. Médszerek

A legrosszabb™ eset, hogy minden Ichetséges sziiletésnap pontosan kétszer fordul
eld. A szokdévet is figvelembe véve ez 2 - 366 = 732 didk esetén torténhet meg. Ha
van még egy didk, az 6 szilletésnapja mar két masikéval megegyezik. Tehat 733 ta-
nuld kell ehhez. (A skatulyaelvet alkalmaztuk: a lehetséges napok ,skalulyaiba”
osztotluk szét a didkek sziletésnapjat.)

Alkalmazzuk az indirekt bizonyitis modszeret!
Tegyiik fel, hogy az 4llitis nem igaz, vagyis minden datum legfeljebb két diakhoz
tartozik! Ekkor azonban maximum 732 didk lehet az iskolaban, hiszen 366-féle szii-
letési datnm létezik. Mivel 736 diakja van az iskoldnak, igy 3 olyan tanulo, akinek
az ¢v ugyanazon a napjan van a sziiletesnapja.

A ,Jlegrosszabb” eset {a legtobb allatképpel rendelkeziink, de még mindig nincs be-
kiildhet® sorozatunk), hogy hét kiilonbdzé kép mindegyikébdl van 7 darabunk, azaz
Hsszesen 49 képiink. Egy 50. kép mér vagy a nyolcadikféle dbra lesz, vagy a hét méar
meglévd valamelyikébél a nyolcadik darab, tehdt 50 joghurt utin mindenképpen
lesz egy jO sorozatunk.

Ha egy (a felezdpontra szimmetrikus} székparon kilénbozd szind trikds emberek
filnek, tavolsaguk a kiildnbdzd végpontoktdl a szimmetria miatt egyenld. Ha egy
szimmetrikus székparon azonos seind trikds emberek iilnek, tavolsagdsszegiik a
(sziniiknek megfcleld) végponttol épp a tolgyfa-bitkkfa szakasz hosszaval egyenld.
Mivel ugyanannyi sarga- és zoldtrikds ember van, ezért az egyszind piarok szama
is megegyezik, tehat veégiil a tavolsigdsszeg is. (Ez a gondolatmenet nemcsak 3-3,
hanem tetsz6leges n-n ember esctén is igaz. A konkrét 3-3-as eset 4 viszonylag kis
létszam miatt tételesen is végignézhets, ismétléses permutaciordl léven szo
P:‘;‘ k] - 6'
33
pen csak 10.)

= 20 lchetéség van, ami a szinek felcserélhetdsége miatt tulajdonkep-

Legyen a nagyinak n gyermeke, ekkor mindegyikiiknek » — 1 gyermeke van. Az
unokék szdma ekkor n(n— 1) = n° — 1, hozzdadva a gyermekek szAmét, a nagyi
életkora éppen r2. Mivel emberek szamat jeldli, n persze pozitiv egész, igy a nagyl
életkora négyzetszam. 50 és 80 kizdtt egy ilyen van, a 64, tehdt a nagyi 64 €ves es
64 - 8 = 56 unokaja van.

Mivel 12 hénap van, ezért ha mindegyik csak 2-szer fordulna eld, akkor legfeljebb

24 5 jarhama az osztalyba, Mivel 25-en vannak, ezért legalabb 3-szor fordul el a
legeyakoribb honap. (Téhbszor is eléfordulhat, hiszen lehet, hogy valamelyik hé-
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nap(ok)ban csak egy vagy egyetlen tanulo sem sziiletett. De ez nem feltétlentl ko-
vetkezik be.)

Ha minden honap legfeljebb 3-szor fordulna csak eld, akkor az osztalylétszam 36
lenne, tehdl, ha 37 fs az osztily, akkor legaldbb négyszer fordul el6 a leggyakrab-
ban felirc honap.

a) Természeiesen 6 par lesz, hiszen négybdl kettor hatféleképpen lehet kivéalasztani.
( b) Mivel 12 = 3 - 4, ezért azt kell beldtni, hogy ennek a hat szdmmak a szorzata min-
dig oszihatd 3-mal, illetve 4-gyel. Mivel négy szamboél indultunk ki, s ezeket ha-
rommal valé oszthatosag szempontjabdl 3 maradékoszidlyba sorolhatjuk (oszt-
hatd harommal, epy vagy kettd maradékot ad), ezért lesz két szam, amelyik
ugyanoda keril, tehat azonos maradékot ad 3-mal osztva. Ezek kiilonbsége oszt-
hato 3-mal. Ha a hat kiilonbség kdzot van ket paros, akkor a szorzat mar oszt-
hatd 4-gyel. Az eredeti négy szamot parossag szempontjabol ket osztalyba sorol-
hatjuk, amelyekben vagy 4-0 vagy 3-1 vagy 2-2 elem van. Az egy osztalyban le-
vok kiilonbsége mindig paros (paros-paros vagy paratlan-paratlan, mindket eset-
ben piros az eredmény!), igy mindharom esetben van két paros killonbség. (Az
elsd kettSben még t6bb is, ckkor nemcesak 4-gyel, hanem a 2-nck magasabb hat-
vanyaival is oszthato a parok szorzata.)

Milyen dsszegek keletkezhetnek? Ha 5 db + 1 van, akkor az Gsszeg 5; ha 4 db + 1

258.

259.

és 1 db—1, akkor az dsszeg 3; ha 3 db+ 1 és 2 db -1, akkor az dsszeg 1; ha
2db+1 és 3 db—1, akkor az Osszeg —1; ha 1 db+ 1 és 4 db - 1, akkor az Gsszeg
—3; végiil ha 0 db + T és 5 db - 1, akkor az dsszeg — 3. Ez 0sszesen 6 eset. Mivel 10
szamunk van (3 sor és 5 oszlop Osszege), és mind csak a fenti 6 valamelyike lehet,
ezért biztosan lesznek koztik egyenldk.

Kezdetben mindhirom pohar ,felfelé” allt, a ,.lefelé” all6 poharak szama O voll.
Amikor két poharat megforditunk, akkor a ,lefelé” alld poharak szama kett6vel né,
vagy kettdvel csokken, vagy nem vaitozik, tehdt mindenképpen paros szammal val-
tozik.

Mivel kezdetben O darab ,Jefelé” alld pohar volt, ezert akarhany | forditds” utan sem
lehet a ,Jefelé” al1¢ poharak szama 3 (azaz paratlan).

Az a) és a b) kérdésre a valasz igen. Az alabbi dbra-

sorozal egy lehetséges mddszert szemleltet. (A |,pil-

lanatfelvételek™ azt az dllapotot szemléltetik, amikor

egy ember lelilése utdn az egyik szomszédja — ha

volt — mar kiment a szobabol.)

¢} Nem, mivel minden 1épés utolse mozzanatalént
valaki felall egy szEkrél és kimegy.

(LA A RN R R NN JO
 Z X R N RN Jojajkel
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00000000
Oe00000CO00
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Osszuk tetszOlegesen két hatfés csoportra a képviseléket, majd alkalmazzuk a ko-

vetkezd eljarast. :

I. Ha mindenkinek legfeljebb egy ellensége van a sajat csoportjaban, akkor nincs
tovabbi teendonk.

II. Valasszunk ki egy clyan képviselot, ukinek a sajat csoportjaban legalabb ket el-
lensége van, és tegylik at a masik csoportba. igy az eredeti csoportban az ellen-
séges viszonyok szima legalabb keudvel csokkent, a misik csoportban legfel-
jebb 1-gvel ndtt. Az athelyezeit képviselonek legfeljebb egy ellensége lesz az 1)
csoportjaban.

III. Ha elértiik a kivént csopoertositast, akkor az I. pontot, ha nem, akkor a IT. pontot
alkalmazzuk.

Vilagos, hogy itven médon mindkét csoportban mindaddig tudjuk esékkenteni az el-
lenséges viszonyok szAmdt, ameddig lesz olyan képviseld, akinek a sajat csoportja-
ban legaldbb két ellensége van. Mivel az ellenséges viszonyok szama veges, ezért az
eljardasunk biztosan véget ér. célhoz vezet. Egy adott képviseld az alkalmazott elja-
ras sordn természetesen (Gbbszor is atkeriilhet egyik csoportbdl a masikba és vissza,
amint azt az alibbi abrakon nyomon kovethetjiik. Az A képviseld dthelyezesevel
inditunk. Az ellenséges kapesolatokat csak a megnevezett pontok kozétt figyeljik.

Természetesen oost csak az egyik csoportra figyelve lathatd az eljaras, s az 15 meg-
figyelhetd, hogy révidebb lett volna a B athelyezésével kezdeni, mert akkor rogton
a sorban 4. dbrdn lathatd helyzethez juthattunk volna.)
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Ker iddegység elteltével a —2 és a 2 pontban lesz részecske, 4 idbegység utan a —4
¢s a 4 pontban, 8 idéegység utan pedig csak a -8 és a 8 pontban lesz részecske. 10
idBegység utan a szamegyenes — 10, —6, 6 &s 10 pontjaiban lesz részecske.

a) Amikor egy fidnal eggyel né a tancpartnerek szama, ugyanakkor egy lanynal (a
fin tancpartnerénél) is egeyel nd a tancpartnerek szima. A két dsszeg tehat
egyenl, hiszen kezdetben mind a fidknal, mind a lanyokndl nulia volt.

b) Amennyiben csak kiildnnemi parck tancoltak, akkor a két Jsszeg egyenld,

Legyenek a pozitiv egész szamok a,; ao; ... aqo- Képezzik a kovetkezd 10 szdmot:
5 =6y, 5= €@y -+ (i, §3 =4 +C€g+a3; s Yl = A Fag +a3 + ... + .

Ha az sy, 55, ..., 5, szamok kdzitt van olyan, amelyik O-ra végzodik, akkor belat-
tuk az dllitAst. Ha nincs kizottik 0-ra végzédé, akkor az 81y $3 0., &g Szémoknak
kilencfele végzddésen kell ,osztoznia”. A skatulyacly miatt ezért biztosan van ké-
zottik ket olyan, amelyik ugyanarra a szamjegyre végzddik (pl. s; és 54). Ekkor e
ket szdm kiilonbsége (a példankban Sg— 83 = Gy + ds + dg + a5 + ag + ag) az erede-
tileg megadott szamok kdziil néhanynak az Osszege, ¢s ez az Osszeg biztosan nullara
vegzddik, hiszen két azonos végzbdésii pozitiv egész kiilonbségével egvenld.
Ezzel az allitést bizonyitottuk.

a) Barmely két szomszédos egész szam kiziil az egyik paros, # masik paradan. Ha
p 3-nil nagyobb prim, akkor p pératlan, igy a nala I-gyel nagyohb epész paros.

b) Barmely 3 egymast kdveld egész szam koriil pontosan az egyik oszthatd legalabb
3-mal. Ha p és pp + 2 is prim és p > 3, akkor a két prim kézoti egész oszthatd leg-
alabb 3-mal.

¢) @) es b)-b8l kidvetkezik. hogy a két prim kdzotd szam paros és oszthatd 3-mal,
(mivel 2 és 3 relativ prim, ezért oszthatd a s24m legalabb 6-tal), tehata p és p + 2
kéGzdtti szdm Ssszetett szdm.

A {3;4;5; ..., 500} 498 elemit halmaznak 2*°® ab részhalmaza van. Ha ezekhez
hozzdtessziik az 1 és 2 elemeket, meglkapjuk az eredeti halmaz 8sszes olyan rész-
halmazat, melynek az 1 és 2 is eleme. Tehat az eredeti halmaznak 2*% db clyan
részhalmaza van, amely az [ és 2 clemet is tartalmazza,

Ha az elsd viskéba 1 db, a 2. tiskaba 2 db, a 3. taskdba 3 db, ... a 10. tiskdba 10 db
| forintost tesz, ezek szama | +2 + 3+ ... + 10 = 55, és igy minden taskéba kiilén-
b5z& szamil pénzdarabot tett.

Felhaszrdljuk, hogy az elsé k db pozitiv természetes szam Gssze ge

1+2.—'3+‘..+k:k(k2+1). (keN™)
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Igy az elsd (2r) db pozitiv természetes szam dsszege
2n+1
2 :H- ). (ne N%

r

A bal oldalon 4116 szamokat 2 csoportra bonthatjuk (paros; paratlan);
T4+3+5+...+2n-D+2-4+6+.,.+2n= n(2n+1).
‘-——.v—__/

I+243+...+@2n-1)+2n=

elso i b pératlan elsG e db paros
Rendezziik 4t, és a paros szamokbdl emeljiink ki 2-t!
1+345+..+2n-1N= n2n+1)—-2(14+2+3+...+ n)

elsd n db pozitiv természetes szam
nin+1)

I+345+.. . +(2n-D=n2a+ D=2

1+345+...+2n-=2n"+n—n’-n

Igy a bizonyitando allitdshoz jutunk:

L+3+5+..+(2a-1)=n°,

Mdsik megoldds (teljes indukcidval):

1 n=lvxe: 1 = 17 az 4llitds igaz.

2) Tegylk fel, hogy n = k-ra(n € N*; ke N¥) az llitas igaz, azaz
1+3+S+ . +2k—1=4k%

3) Belatjuk, hogy n = k + 1re (6réklédik a tulajdonsag) is igaz az allitas, azaz
14345+ 4+ Qk—D+Qk+1) = (k+1)°

k+ 1 db paratlan szim

L4345+ +(2k— 1)+ 2k +1) = &% + (2k +1) = (k= 1)?, ezt akartuk beldtni.

az indukcios feltevés miatt = k2

3% +3n = 3m+1) (neNY

n s n + 1 két szomszédos egész sz4m. Barmely két szomszédos egész szam koziil
az egyik piros, a masik paratlan. Igy n(n + 1) szorzat paros, oszthatd 2-vel. Az ere-
deti kifejezéshdl kiemeltink 3-at, a szorzat oszthatd 3-mal is, Mivel 2 s 3 relativ
prim, ezért a szorzat oszthatd 2 - 3 = G-tal.

’269.] a}n:‘-—n=n(nz-l)=n(n-l)(n+1j:=(n—1)n(_n+1) meNhH

E szorzat 3 tenyezéje 3 egymist kdvetd egész szam. Barmely 3 egymast kivets
egesz szém koziil pontosan az egyik oszthatd 3-mal, és kéziilik legaldbb az
egyik paros, mivel barmely két szomszédos egész szdm kéziil az egvik paros, a
masik paratlan.

Tehat a szorzat oszthatd 2-vel és 3-mal is. Mivel 2 és 3 relativ prim, ezért a szor-
zat oszthatd 2+ 3 = 6-tal.
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b) Az n° —n = (n— Da(n + 1) azonossag felhasznalisaval megmutagjuk, hogy a
kifejezés oszthatd 3-mal, és ha r pdratlan, akkor 8-cal is.
Mivel harom egymast kbvet termeszetes scam koziil az egyik biztosan oszthaid
3-mal, ezért a szorzatra is igaz ugyanez. Ha » paratlan, akkor n — 1 és n + 1 két
szamszédos paros szam, igy egyikik néggyel is oszthato, tehat a szorzata oszt-
hato 8-cal.
Tehat, ha » pdratlan természetes szam, akkor n > _noszthato 3 - 8 = 24-gyel, mi-
vel (3;8) = 1.

[276) Alakitsuk 4t a kifejerést! n e N

.24n+l +3 = 24n+] +34+2_2 :24n+1_2+5 —
=2.2%"_245=202%-1)+5=2016"-1)+5

(16" — 1) S-re végzddik, mert 16" vége mindig 6, és ebbdl 1-et kivonva adodik 5.
Kér 5-tel osztatd szam dsszege is oszthatod S-tel, és igy az eredeti kifejezés is oszt-
hato 5-tel.

n*+5n=an’+5 neN"
Belatjuk, hogy a szorzat oszthatd 2-vel és 3-mal. Mivel 2 és 3 relativ prim, ezert a
gzorzat oszthatd 2 - 3 = 6-tal,
Ha r paros, akkor 2| x.
Ha n paratlan, akkor n* pératlan, igy n’+5 paros (mert két paratlan szam Osszege
paros), tehat 2} n* + 5.
Bérmely pozitiv egész szam 3-mal osztva 0; 1 vagy 2 maradékot ad.
Ha # 3-mal oszthaté = 3| n(n” +5).
Ha n 3-mal osztva 1 maradékot ad, azazn :=3k+1 ke N
S =Bk D2+ S = Ok + 6k + L +5 =0k +6k+6 =3(3k°+2k+2) =
=3 | n2ts.
Ha r 3-mal osztva 2 maradékot ud, azazn :=3k+2 ke N
=5 = 3+ 45 =k + 12k +4+5 =0k + 12k +9 =
=303k +4k+ 31 = 3|a%+ 5
Ezzel belattuk, hogy barmely n € N eseten a szorzat oszthatd 3-mal és 2-vel,
(2; 3} = 1, tehit a szorzat — és igy az eredeti kifejezés — oszthato 6-tal,
Mdsik megoldds:
Alakirsuk at a kifejezest!
AP+Sn=n’+Sn4n—n=n—n+6n
A 269. 2) feladatban beldttuk, hogy n° — g os7thato 6-tal, és 67 is oszthatd 6-tal. Ha
egy Osszeg minden tagja (it » 3 _ n és 6a) oszthatd 6-tal, akkor az eredeti kifejezés
is oszthatd 6-tal.
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(272) Felhaszniljuk, hogy
() o Y s , noY AT
(a—b)" =| |a" —-‘ et h+ ]a" p — (=) ab™ (D) BY.
\0 W 2. =1 i
Haa=1; =1, akkor

0=l l)n (H f-"l\ + (H‘ (?’!\‘ ot ]wr-' g I ] (—1}" K}’i‘]

={-D"= |- - e (1Y +(-1y" |

=g LBl e,
n kiilonbdzd elem koziil {: -féleképpen lehet & elemet kivdlasztani, dgy hogy a

sorrend nem $zamit.
r " i I3 - ’ Ir;}i
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Beldttuk, hogy minden nem iires, véges halmaznak ngyanannyi paros elemszamu
részhalmaza van, mint ahdny pératlan elemszAma részhalmaza.

A 900 db haromjegyii természetes szam kéziil
minden misodik oszthard 2-vel,
minden harmadik oszthaté 3-mal,
~ minden Gtddik oszthaté 5-tel,
Igy 900 : 2 = 450 db 2-vel oszthatd hiromjegy(l paros szdm van.
900 : 3 = 300 db 3-mal oszthatd hiromijegy( szdm van.
200 : 5 = 180 db 5-te] oszthatd hdromjegyii szam van,

A 900 db hiromjegyl természetes szam k&ziil minden hatodik oszthatd 2« 3 = 6-
tal, 2 es 3 relativ primek; minden tizedik oszthatd 2 - 5 = 10-zel, 2 &s 5 relativ pri-
mek; minden tizendtodik oszthatd 3 - 5 = 15-tel, 3 és 5 relativ primek; minden har-
mincadik oszthato 2 - 3 - 5§ = 30-cal, 2 és 3 és 5 paronként relativ primek.

Igy 900 : 6 = 150 db 6-tal, 900 ; 10 = 90 db 10- zel, 900 : 15 = 60 db 15-tel,

900 : 30 = 30 db 30-cal oszthatd hiromjegyii szam van.

Ezek viszonva az dbrikrol leolvashato.

3-mn; 6-tal oszthala
af 0 g —‘ |
%
by '
" ( 150 db ”|
150 db | |
( 300 db ) /
LY 5
! 4
L)
300 db
o 6-1a] oszthatd
3 jegyiiek

a) 900 — (300 + 150 + 150) =
gyl szam van.

b) 900 — (240 + 120 + 120 + 60 + 30 + 30 + 60) =
sem 3-tel nem oszthato haromjegyvii sz4m van.
Ez ugy is megkaphato, ha a 2-vel és 3-mal nem oszthatd haromjegyvil szamok
szamabol kivonjuk a 2-vel és 3-mal nem oszthatd, de 5-tel oszthatd haromjegyvi
szamok szamat.

300 db sem 2-vel, sem 3-mal nem oszthato haromje-

240 db sem 2-vel, sem 3-mal,
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274.| Ha S-an jarnak mindkét szakkorre, akkor 18 — 8 = 10 tanuld caak matematika,

12 — 8 = 4 ranuld csak whrénelem szakkorre jar.,

&}@@ .

g e
BV ]
£f \ el
10 8 'J' 4

7
11

—_

gy 33— (10 + 8 + 4} = 11 tanuld nem vesz részt egyik szakkér munkdjaban sem.

90 db pozitiv kétjegyid szam van. Ha mind a 10 tanuld 10 killdnbézé szdmot ir fel,
ez 100 db pozitiv kétjegyll szam, gy biztosan van legalabb 2 olvan tanuld, akinek
a flizeteben legalabb egyv-egy azonos pozitiv kétjegylt szam van,

Mivel ugyis szdzalékos aranyokat kell felirni, az egyszeriiség kedvéért legyen éppen
100 tanulo. Lami fogjuk, hogy a valasztott szdm nem befolyasolja az eredményt.
Ekkor visszafele indulva, mivel 10 olvassa mindharmat, tovabb NS és M kozos ol-
vasoinak szama 30, akkor NS és M ol-
vasoi kozil éppen 20 tanulé nem ol-
vassa K-t. Mivel NS olvasoi 60-an
vannak, ezert csak NS-t éppen 10-en
olvasnak. Csak M-et 10 olvas, csak K-t
pedig 30 — 20, ami szintén 10,

a} 50% olvas pontosan két ujsagot.
b) 10% nem olvassa egyviket sem.

Induljunk ki a legnagyobb értékd érmébdl, a 20 Ft-osbdl. Ebbdl harom nem lehet,
tehdt maximum 2 db 20 Ft-os van. A maradék 10 Ft-ot vagy egy 10 Ft-os érmével
vagy kér 3 Ft-ossal oldhatjuk meg. tehar dsszesen 2 ilven (,,2-szer 20 Ft-08™) ese-
tiink van: 20, 20, 10; 20, 20, 5, 5. Ha csak 1 db 20 Ft-ost kaptank, akkor a maradék
30 Ft-ot kell 10 és 3 Ft-os érmékkel megkapni, Ttt ismét az ¢ldzd logikér folytassuk
a 10 Ft-osok szama szerint: lehet 3, 2, 1 vagy 0 db 10 Fr-os. Ezek mar a maradék
5 Fr-osok szaméat meghatarozzak: 20, 10, 10, 10; 20, 10, 10, 5, 5; 20, 10, 5, 5, 5, 5,
20.5,5,5,5, 3, 5; azaz 4 djabb eset. Ha nincs 20 Ft-osunk, akker 50 Ft-ot kell 10
€s 5 Fr-os érmékkel kirakni, a logikédnk szerint ismér a 10 Ft-osok szamart vegyilk
szamba: lehet 5, 4, 3, 2, 1, 0 db, ami 6 eset. 10, 10, 10, 10, 10; 10, 10, 10, 10, 3, 3;
10, 10, 10, 5,5,5,5; 10,10, 5,5,5,5,5,5,10,5,5,5,5.5,5,5,5:5.5,5,5. 5,5,
5,3, 5, 5. Azaz dsszegezve: 2+ 4 + 6 = 12-féle felbontds leherseges.
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l 278.% a) Mivel mindenki mindenkivel egyszer jatszik, a lezajlott verseny szemléltethetd

279,

280.

egy teljes graffal, a jitszmék szadma a teljes graf éleinek (egy hatszog éleinek és
.

6
atléinak) a szama: 15 (hiszen LQ J =15).

b) Betiizziik meg a jatekosokat: 4, B, C, D, E, F. Bemutatunk egy beosztdst, ami
igazolja az igenld valaszt, Ot jatéknapra osztjuk be a 15 mérkézést, mindig ha-
rom parti zajlik a kbvetkezd médon:

1. nap: A—B, C-D, E—F;
2.nap: A—C, B—F, D—E;:
3. nap: A—D, B—E, C—F;
4 nap: A—E, B—C, D-F;
5.nap: A—F, B—D, C—E.

¢} Mivel 5 fordulé van, kdztiik 4 egynapos sziinet, az 9 nap a kezdetiél a végéig (és

nem 5 -2 = 10, mert az utolso jatéknap utan mar nincs sziinat).

Amikor a szurkol6 kiment, a feltérel szerint 4: 1; 8:2; 12:3 lehetett az eredmény
{16:4 mar nem lehet, mert csak 13 golt szereztiink dsszesen). A hirom esetben a
folytatas (nekiink két gél, és mar csak kétszer annyink van): 4: 1-béi lehetett 6:3;
&:2-b0l lehetett 10:5; 12:3-bol lehetne 14:7, de ez utébbi kiesik, mert nem értiink
el, csak 13 gdlt. Az els6 eset sem lehet, mert a megadott adat szerint a masodik ne-
gyed végén 8:2 volt az eredmény, ami kizdrja a 6:3-as 4ilast. Egyediil a masodik
eset marad, az viszont lehet is, mert a harmadik negyed clején 8 : 2-vel kezdtiink ép-
pen, amikor kiment a lelkes szurkolo, a negyed vége 10:4, és a negyedik negyedben
Johetett vissza, amikor 10:4-r8l szépitettek az oroszok 10: 5-re.

Mivel 8tsz6rds gdlardny nem volt, soroljuk fel a négy, harom, illetve kétszeres ve-
zetesi lehetdsegeket 13:6-ig:

4:1  8:2  12:3

3:1  6:2 9:3  12:4

2:1 4:2 6:3 8:4 15 126

Mivel haromszor alltunk négyszeres vezetésre, eszetint mind a hirom eset fellépett,
tehat volt 4:1, 8:2 &5 12:3 is a mérkdzés allasa.

Mivel haromszoros is pontosan 4 volt, igy azok is mind fennalltak: 3:1, 6:2, 9:3,
12:4 is volt a merkézes allisa.

A hat ketszeresbdl nem lehetett a 10: S mivel a 12:4-nek ellent mond; hasonldan a
9:3 ellentmond a 8: 4-nek, hiszen & :4 utan legfeljebb 9: 4 lshetne.

Hasonlé okbdl a 6:3 sem lehetett mert ennek ellentmond a 8:2-es 4ll4s, Eszerint
legfeljebb haromszor allhattunk kétszeres vezetésre, vagy a mdsik két adat valame-
lyike rossz.

A vilasz tehat, hogy nem jél emlékezett a bardt, igy a meces lefolyasart az & infor-
macidi alapjdn nem tudjuk megmondani.
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281. Mivel 58 jatékosnak kell kiesnie, ezért ehhez legalabb 38 meccs kell. Ha vigaszag

282.

283,

vagy egyvéh Qjrizdsi lehetdség van, akkor még (6bb mérkozes lesz. Szoktak kiemel-
ni jatekosokat, akik keésébb csatlakoznak a jatékhoz. it példaul, ha kiemelnek 5 ja-
tekost, akik csak a masodik forduloban kezdenek, akkor 54 jitékos 27 parban lczd,
ennyi merkdzéssel kiesik 27, u kiemelt 5-tel egyiitt tovabb jatszik 32 jatckos. Innen-
18! mar mindenki minden forduloban jatszik: lesz 16 meces, aztan 8, aztén 4, aztan
2és adontd 1, ez dsszesen: 27+ 16+ 8 + 4+ 2 + 1 = 58, amint azt allilotwk.

Misik megoldas:

Legvenek a jatékosok a graf pontjai, s akik egvmassal jatszottak, azokat dsszekdt-
jiik. Tgy egy dsszefliggé grafot kell kapnunk, hiszen nem lehel, hogy bizonyos mér-
kozesek gydztesci egymassal ne jatszanak. Ekkor mivel kér nines a grafban, mert
kieseses és nern kirmérkGzéses a szisztéma, ezért az élek széma a csicsok szama
—1, tehat 59— 1 = 58,

Madsik megoldds:

Minden mecesnek egy vesztese van, és minden jatékos csak egv meccset tud elvesz-
teni: korabban végig pybz6tt, tovabb meg nem jarszik. Egyetlen jatékos marad ki a
hozzarendelgsbdl: a vigsd gyoztes, mert & nem vesztell egyszer sem, mindenki mas
pedig pontosan egyszer. Tehat éppen eggyel tobb jétékos van, mint meccs — vagy for-
ditva: eggvel kevesehb meccs {(azaz 58), mint jatékos.

A dontetlent csak a Manchester és a Barcelona jatszhatott egymds ellen, az ered-
meény lehetett 0:0 vagy 1:1, hiszen a Barcelona minddssze 1 golt kapott, Mivel a
Galatasaraynak van egy gyézelme, ezt csak a Schalke (M4 ellen szerezhette, mert az
elsd ket csapat veretlen. Mivel a Schalke 04 a masik meccsén is vesziet(, s ott mi-
nimum egy golt kellett kapnia, igy a Galatasaraytol 1:0 vagy 2:0 vagy 2:1 vagy
3:1 ardnyban kapott ki. Eszerint rendre a masik veresége: 1:3, 1:2, 0:2 vagy 0: 1.
Vegyuk az elsd valtozatot: Galata—Schalke 1:0, ekkor a Galata a masik meccsén
2:5-0t ért el. Ez a Barcelona ellen Ichetetlen, mivel az dsszesen is csak 3 gole 161,
igy ekkor MU-Galata 5:2, tovibba igy MU-Barcelona 0:0, és végiil Barcelona—
—3chalke 3:1. A masodik lehetdség: Galata—Schalke 2:1; MU-Galata 4: 1; ekkor
MU-Barcelona 1:1 és Barcelona—Schalke 2:0. A toviabbi két eset: ha a Gala-
ta—Schalke 2:0, akkor MU-Galata 5: 1, de ekkor a MU a mésik meccsén a golkii-
lonbsége szerint O: 1 eredményt ért el, de ez nem lehet, mert dontetlent jatszott a
Barcelonaval; ha Galata—Schalke 3: 1, akkor MU-Galata 4: 0, ekkor MU-Barcelo-
na 1 :2 ismét ellentmondds, mert dontetlent jarszott, Egyszeriibben: a MU csak ha-
rom gollal gydzhette le a Galataseray-t, igy az golkiilonbsége alapjan csak egy gél-
lal gy&zhetett a Schalke ellen. Ezért esik ki az utolsé két eset.

Legyen ez a szam: k. Eszerint minden keriiletbé] legfeljebb & ember jétt, tehét az

osszlétszam ekkor legfeljebb 23k Mivel 70 = 3 - 23 + 1, ezért a skatulyaelv szerint
kell legven legaldbb egy keriilet, shonnan legalabb 4 6 jott, azaz k minimalisan 4.

99



5]

187

288.

Ménsz_EREK

A feladat feltételei szerint 4 - 2 - 10 = 80 darab kesztyil van a zsakban. 40 kesztyiit
hizhaiok 4gy, hogy ha pechem van, az pl. mind bal kezes. Ekkor a 41. kesztyilvel
egy parom biztos lesz. Ennél szerencsétlenebb nem lehetek, tehat maximum 41-et
kell hidznom, {Termeészetesen kevesebb is elég lehet. A minimum a 2 hizas.)

Eloszér kiszamoljuk, hogy egy kezén Iévo 6t ujjat hanyféleképpen festheti be a fel-
tetel szerint, s mivel a kér kéz fiiggetlen, ezért az esetek szdma ennek a négyzete
lesz, mivel a masik kezere ugyanannyi lehetdsége lesz, és barmelyik par egy szine-
zési lehetOseg. Eldszor is 3-féleképpen lehet Kivilasztani a kimarado szint, A masik
kettdvel 5 kormot - feltéve hogy szamit a sorrend, tehdt hogy melyik ujjon lév6 ko-
rom milyen szinll — 25-féleképpen festhet be (ismétléses variacia). lgy az dsszes
eset 3 - 27 = 96 eset lenne. Van azonban tobbszir szamolt eset. Ha pl. a hdrom szin
bordd (B), zdld (Z) és kék (K), akkor — ha B-t és Z-t vilasztorra — BBBBB és
ZZZ7Z7 is lehetséges eset. Ezeket azonban leszamoltuk a BE, illetve a ZK esetben
is, tehat a 96 eset kozdw kétszer szamoltuk mindhirom egyszini esetet, ezt le kell

vonni, marad 93 eset. Mivel két kézrol van szo, 93 2 = 8649-féle Liildonbdzd korom-
festés van a feltételeknek megfelelGen.

Mdsik megoldds:
Ha mindkét kivalasztott szint haszndlja, akkor az egyikbé! 1, 2, 3 vagy 4 ujjat fest-

_(5) (5 (5) (5

heti be, amit Ll o514 )= 5+10+10 + 5 = 30 -féleképpen tehet. A ket
/

szint haromféleképpen valaszthatja, azaz Osszesen 90-féle kétszindi festés van egy

kézre, Ehbez jon a harom, teljesen egyszinil 6t ujj, azaz 93 eset van egy kézre. Innen

mar ugyanigy megy tovibb, hogy kéi kézre ezek szorzata, 8649 valtozat adodik.

Mivel &sszesen csak 40 didk indult a versenyen, ezért az 1, feladatot megoldd 25 és
a 2. feladatot megoldd 30 didk kézt kell, hogy legyven legalibb 15 tanuld, aki mind-
két feladatot megoldotta. A 3. feladatot 35 £8 oldotta meg, igy az el6zd 15 didk kézt
legalabb 10 megoldotta a 3. feladatot is. E 10 ember koziil pedig legalabb hérman
tagjai a 4. feladatot megoldé 33 fGs csapatnak is, tehat 6k mind a négy feladatot
megoldottak.

Ha az 50 {6 tévét nezohoz hozzdadjuk a 40 f6 radiot hallgator, akkor azt a 30 em-
bert, akik mindkettdt csinéljak, kétszer szamoltuk, igy dsszesen 50 +40 — 30 = 60
ember van, aki vagy tévét néz, vagy radiot hallgat. Ehhez adjuk még azt a 10 f6t,
aki egyik taborba sem tartozik, igy dsszesen 70 f6s a tirsasag.

Ha el akarjuk adni az §sszes autot, akkor mind a 23 vevé igényeit ki kell elégiteni.
Ehhez a 7 fehér autdbol négyet azoknak kell adni, akik a fehérhez ragaszkodnak.
Am igy annak a 10 embemek, aki pirosat vagy fehéret szeretne csak 6 piros és 3 fe-
hér anté marad, vagyis nem tudunk minden autét eladni,
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291.

MODSZEREK

Mivel a négyzetszamok utolsd szdmjegye csak hatféle lehet: 0, 1, 4, 5, 6, 9, ezért
hét négyzetszam kozt biztosan van két olvan, amelyek végzddése ugyanaz. E két
szam kiilonbsége 0-ra végzodik, tehat 10-zel oszthato.

1

A bizonyitdst n-re vonatkozo teijes indukcioval végezziik: n = 1-re ) =35 az
allitas, ez nyilvanvaldan teljesiil.
Tegyiik fel, hogy az allitds valamely n = &k-ra igaz, azaz

i I ’
IO S
-2 2.3 Kb+ k+1
frjuk fel a bal oldali kifejezést n = & + 1-re:

1 1
—+ ! +...+ + !
l-kE 2-3 KA+ (k+DKk+2)

+
k+l (k+Dk+2)
alakra hozhatjuk. Tehédt ha 7 = k-ra teljesiil az allitas, akkorn = kK + 1-

, ami az indukcids feltevés miatt

-vel egvenld, ezt kozis nevezdre hozas, majd egyszerisites

utan

re is, és mivel # = 1-re teljesiil, ezért minden & N*.ra igaz.

Muasik megoldds:
I
1-2 2
o1
232 3
11 1
34 3 4
1
(n—l)n—n—l_;
N 1 :_1“_ i
rr+1l) 17 n+l
—I~+L+L+..+ ! - SR
-2 2.3 3-4 (n-Dr an+l) n+l n+l

A ket metszésvonal egy sikban van, ezért ha nem lennének parhuzamosak, akkor
metszenék egymast. A metszéspontjuk az eredeti két sik kozods pontja volna; am
azoknak nincs kdzds pontjuk, hiszen pirhuzamosak. Vagyis a két metszésvonal nem
metszi egymast, parhuzamosak.
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Az allitas megtorditasa a kovetkezd:

Ha @ - b négvzetszam, akkor a és b is azok.

Ez az &llitas kénnyen cafolhaté egy olyan a, & szdmparral, amelyre a' - b négyzet-
szam, de @ és & nem azok.

Ilven szampar peldaul az e = 2, b = 32

Az allitas megforditasa a kdvetkezd:

Ha egy négyszog téglalap, akkor atldi felezik egymast.

Ami természetesen igaz, hiszen minden téglalap paralelogramma, a paralelogram-
ma atloi pedig felezik egymast.

Legyenck a megieldlt pontok A és B, a korlap kézéppontja pedig C,

a) Konnyen lathato, hogy igaz az allitis, ha a két
pont egyike a korcikk csticsa (a kdrlap kozépponi-
ja), vagy ha a két pont egyenese atmegy a korcikk
caucsdn.

A tihbi esetben bizonyithatunk igy is:

1. Rajzoluk meg a €A és CRB felegyenescket. Ezek
akorcikk ivétrendre a D, illeive az E pontban met-
szik.

2. A CDE hiromszog egvenld szard, szarainak
hossza 1, szarszdge legfeljebb 60°.

3, A 2, pont miatt igaz, hogy a DE alapon fekvé
szdgek legalabb 60°%-0sak, ezént DE < 1.

4. Ha DE és AB parhuzamos, akkor a bizonyitas veget is ért, hiszen ekkor nyil-
vanvale, hopgy AB < DE = 1.

S. Ha DE és AB nem parhuzamos, akkor nagyitsuk C-bdl az AB szakaszt addig,
amig egyik végpontja a DE alap egyik végpontjdba keriil (pl. az dbra szerinti DB,
helvzetbe). Az abra jel¢léseit haszndiva tehat AB < DB,.

6. DB,Ca > DEC4 2 60° 2 DCB 4, ezért a haromszdg oldalai és sz0gei kozot-
1i Bsszefiigges alapjdn AB < DB, < CD = 1 igaz, tehit igaz, hogy AB < 1.

D

@Osszuk fel a kérlapot hat egybevagd kércikkre. EKkor a skatulvaelv miatt bizto-

san lesz egy olyan korcikk, amelyiken a megadott 7 poat kozil legalabb kettd

van. Az a) részben bizonyitottak szerint e két pont tdvolsaga nem nagyobb 1-nel.
Ha van 3 egyszinil szomszédos csics, készen va-
gyunk. Ha nincs, 2 egyszinti szomszéd mindig van,
hiszen paratlan csicsd a sokszog. E par kiillsé szom-
szedal egymassal szintén egyszintek, a masik szin-
bal (ha nem igy lenne, lenne 3 egyszinil szomszéd).
E pontparok kdzos szakaszfelezd merGlegesén is van
csucs (paratlan csicsi szabalyos sokszogrdl lévén
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s20), ez barmelyik pontparral egyenld szard haromszoget alkot, és valamelyikkel a
szine is megegyezik.

Megjegyzés:
Teljesen hasonloan t6riénhet a feladatban szereplé allitds bizonyitasa, ha a szaba-
lyos sokszdg csticsainak széma 5 vagy 7-nél nagyobb paratlan szam.

a) Az aranyalmak szdma vagy 2-vel cskken (ha két aranyalmét szakitunk le), vagy
nem valtozik (ha egy aranyalmat &s egy csengé barackot vagy két csengé barac-
kot szakitottunk). Kezdetben 21 aranyalma volt a fan, s ezek szama csak paros
szammal viltozhatott, ezért az utolsdnak megmaradt egy gyiimoélcs csak arany-
alma lehet.

b) Minden egyes szakiras soran 6sszessegében eggyel csdkken a fa gylimoleseinek
szama, ezert 44-szer kellett szakitanunk.

Osszesen tehat 88 gviimdlesot szedtiink le a fardl.

Osszuk fel a termet 150 darab egybevigd négvzetre. Alkalmazzuk a skatulyaelvet,
majd mutassuk meg, hogy az egységnégyzet barmely két kivalasztoit pontjanak ta-
volsdga kisebb 1,5-nél.

Osszuk fel a 200 m*-es kertet 50 db 2 m x 2 m-es parcellara! Ekkor biztosan van
olyan parcella, amelyikben két gyiimélcsfa van, és mivel egy 2 m x 2 m-es négyzet-

ben2+/2 < 3ma legnagyobb tavolsag, ez a két fa 3 m-nél kizelebb van egyméshoz.

Alakitsuk szorzattd a kifejezést! v ontoon=nt-ntv2m’ -2 =
=nlmi— D +2a(n - D =am -Dn+2) = - Dnr+n+2) rneN©
E szorzat 4 tényezdje 4 egymast kivetd egész szam. Barmely 4 egymast kdvetd
egtsz szam koziil kettd paros, kettd paratlan szdm. A két paros szim szomszédos
péros, azaz kéziiliik az egyik 4-gyel is oszthatd, igy szorzatuk 2 - 4 = 8-cal osztha-
t0. A 4 egymast kéveld egész szdm koziil legalabb az egyik oszthaté legaldbb 3-mal.
Mivel 3 és 8 relativ primek, ezért a szorzat oszthaté 3 - 8 = 24-gyel.

(L&sd még 269. b) feladatat!)

Belatjuk, hogy V5 nem raciondlis, azaz nem irhaté fel két egész szam hanyadosa-
ként. A bizonyitas indirekt. Tegyiik fel, hogy /5 racionalis, azaz felirhato két eglsz

szam hanyadosaként, 2 alakban, aholp € N¥: ge N™.
q

Vs = L Emeljitk négyzetre az egyenlet mindkét oldalat! Mivel mindket oldal nem-
q

2
negativ, ezért a négyzetre emelés ekvivalens mitvelet. fgy 5= p_z ebbél 54° = p?.
¢
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Barmely egész szam négyzetenek primtényezds felbontasaban a primtényezék pa-
ros kitevével szerepelnek. Igy az egyenlet bal oldalan az 5-Gs pdratlan kitevovel
szerepel, a jobb oldalon vagy nem szerepel 5-0s vagy ha szerepel, kitevéje pédros.
Igy nincs olyan egész p és g, amelyre 5q2 = p2 egyenlet teljesiilne. Ellentimondasra

jutottunk, igy nem igaz az indirekt feltétel, tehat +5 nem racionalis szam.

Ha minden gyerek szifletésnapja legalabb két hér vagy nagyobb tavolsdgra lenne
egymastol, akkor az 52 hetet felosztva 26 két hetes intervallumra (52 - 7 = 364) és
ameég marado 1 vagy 2 napra (székéévben 366 nap van!) adddik dsszesen 27 ska-
tulya. Tehat, ha 28 gyerek jar az osztdlyba, akkor mér biztos legalabb egy ,.skatu-
Iviba” ketd esik, ¢s azok tavolsaga kiscbb, mint két hét. Tehat 28 diak esetén biz-
tosan van két, két hétnél kiszelebbi szilletésnap.

Lehet azonban {inomitani a gondolatmenetet, mert a 27. skatulya nem két het hosz-
sz, Azt allitjuk, hogy mér 27 tanulo esetén is lesz kettd, akiknek szfiletésnapja ki-
zelebb van egymashoz, mint két hét. Januar 1-j8:61 allitsuk sorba a sziiletésnapokat.
Két sziiletésnap kozu tavolsag legyen x; (az elsd két datum k626w napok szdmay),
xp {a masodik és a harmadik kozdtti napok szama), ... xo6 (a 26. &5 a 27, didk szii-
letésnapja kdzdtt eltelt napok szama), végiil xy7 (a 27. &s az elsd kozoit elteit napok
szama). Az évet egy korre felrajzolt 366 sz8ggel szimbolizalhatjuk, ahol mindegyik
csticspont egyv napnak felel meg. Bzen a 366-sz6gin kell 27 csucsot megjeldini. Ha
igaz, hogy mindegvik tavelsdg nagyobb vagy egyenld 14 nap, akkor

X+ X+ .+ Xy 2 27 - 14 = 378, Masfeldl viszont x; +x2+ ... + X537 = 300, hi-
szen visszatériink az wrolsd lépésben a kezdbpontba, s a kérdn éppen 366 1épést te-
hetiink meg.

26 digk viszont nem elég, mert 26 - 14 = 364. Tehét eléfordulhat, hogy mindenki 14
napra a masiktol szitletett, és még egy helyen 15 nap is lesz. Azaz tovabb mar nem
javithato az allitas: legalabb 27 diak kell, hogy biztosan teljesiiljon a kivant feltetel.

A megadott egyvenletmek csak Ogy lehet racionalis gytke, ha a diszkriminansa negy-

zetszam. Ekkor van olyan k egész szam, hogy & *_4ac = k7, itt k is paratlan, hisz
b 1s az. Ez atalakitva (b + k) (b — k) = dac egyenldséget kapjuk, am ha b &s k parat-
lanok, akkor b + k és & — k paros, s6t egyikilk négeyel is oszthatd, hiszen két olyan
paros szamrdl van szo, melyek killdnbsége: 2k nem oszthaté néggyel. Ekkor azon-
bant a (b + k) - (b — k) szorzat 8-cal oszthatd, mig a jobb oldalon alld dac, a és ¢ pa-

ratlansdga miatt, nem. Nem létezik tehat olyan k egész szam, amelyre b 2 _Aac = k3,
azaz az egyenletnek nincs raciondlis gydke.

Medsik megoldds:

Tegyik fel, hogy a 2 et megoldasa a megadott egyenletnek, s hogy ez a tort to-

vabb nem egyszeriisithetd (p és g relatlv primek).

104

303

MODSZEREK

_ 2
Az egyenletbe helyettesitve azt kapjuk, hogy a- % +b- 2 + ¢ =0 igaz.
9 g :

Mindkér oldalt qz-tel SZOIrOZVa: a:p2 +bpg+ecg” =10.
Ha p és g is partalan, akkor ap % bpq és cq:" is paratlan, ezért dsszeglik is paratlan,
vagyis nem lehet 0. Ilyen p és g tehat nem lehetséges. Ha p és g egyike pédros, a ma-
sik pedig paratlan lenne, akkor az apz, bpq, -r:q2 egész szamok kizitt 2 paros 8s 1
pératlan, ezért dsszegiik is paratlan, vagyis nem lehet 0. Iiyen p és g sem lehetséges.
Végiil nem lehetséges az sem. hogy p is €s ¢ is paros, mert akkor a £ \srtet lehetne

q

egvszertisiteni 2-vel. Tehat a feladat allitasa igaz.

Az n helyébe l-etirvaa 9 | 7 + 3 — 1 kijelentést kapjuk, ami igaz.

Ha mér valamely konkrét k = N* esetén beléttuk, hogy a 9| 7%+ 3k — 1 kijelentés
igaz, akkor ennek segitségével belathatjuk, hogy igaz az allitas k+ 1 € N esetén
is, azaz teljesii], hogy 9| 7% "' + 3(k + 1) — L. Ennek beldtasahoz végezziik el a ki-
vetkezd atalakitdsokat:

T 3k + )1 =77 +3k+3-1= (T +3%-1+6-7"+3 =

= (7F 3%k —D+3(2- 75+ 1).

Az elsd tagrol mér tudjuk, hogy oszthatod kilenccel, a masodik tagrol pedig nyilvanva-
16, hogy oszthaté 3-mal. Mivel a 3-mal valé osztisnal a 7 minden pozitiv egész kite-
vjii hatvanya l-et ad maradékul, ezért igaz az is, hogy 3 |2-7 ¥ + 1. Bzzel belattuk,
hogy 9| (7% + 3k— 1) + 3(2 - 7% + 1), vagyis igaz, hogy 9] 7" " '+ 3(k + - L.

A bizonyitas befejezéséhez igy okoskodhatunk. Lattuk, hogy az Allitas igaz 1-re. A
fenti bizonyitas masodik részében belaruk, hogy ha az allitas igaz 1-re, akkor 2-re
is igaz. De akkor ugyancsak a bizenyitas mésodik részében leirtak szerint, ha igaz
2-re, akkor igaz 3-ra s és igy tovabb.

Az allitas tehat minden pozitv egesz szamra igaz.

Megjegyzes:

Teljes indukcidval is bizonyithato, hogy a 3 |2 7541 kijelentés minden pozitiv
egésy, k eselén igaz.
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2. ALGEBRA ES SZAMELMELET

2.1. Szamok, miiveletek

5.6 1 3
4] @222 2
[304] o c 7 1= Y3

305, axb=ab+1

306 a) A =@45-10%7% (325 . 1,07H* = 8860 37 - 10
B:=(6-10"%.2-10°+33-107%% = 2,88 . 107
igvA>B
B)YC=(41-1,6-107"+61-107%.4.107'H . 108 = 2,505 - 10~
D:=0-107" 4721072 = 5,184 - 107%°
gy C>D

[ 307 Mivellg5.473=07382 = 5473 = 10°7%
1g 0,0723 = —1,1408 = 0,0723 = 1071148
1g 1,782 = 0,2509 = 1,782 = 10%%%
lg 143,728 = 2,1575 = 143,728 = 10>17
1g149 537,482 = 517475 = 149 537,482 = 10317475

308 a)14-(3-4+8:2)=-2
) (14—(3-4+8):2=-3
e)14-(3-4+8):2=4

A 143-5-7-9=0

1+3-5-7+9=1
1+3-5:(7T-9=2
[(14+3)-5+7]:9=3
(1+3)-5-7-9=4

b)(14-3-4+8):2=15
d)14-3.-(4+8:2)y=-10

byl -3+5-7+9=5
1-(3+5+7-9) =6
| +34+54+7-9=7
~1-3-5+7+9=28
1-3.(5+7-9=9
(1-3):5-71+2 =10
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a} Ha 5 tortat osztunk €l 17 ember kdzdtt, akkor igazsdgos osztas esetén egyre egy

torta 17—{3(1 része jut. A masik helyen 11 fére 3 torta, azaz ﬁ-ed torta egy fore,

. . 55 ., L.
K&zios nevezdére hozva a tirteket: @ illerve ﬁ réserdt van szd, amibdél persze

az eldbbi a nagvobb. Andris tehat t&bb tortat evett, mint Balazs.

b) A kiilénbség nem jelentds: négy tizedes pontossiggal az c¢lsd 1ort értéke 0,2941,
mig a masodik 0,2727. Azaz Kicsit t6bb, mint 0,02 a kiilénbség, ami elég Kicsi,
mondhatjuk, hogy kb. ugyanannyit ettek.

Msik megoldas:

Ha I torta lenne, akkor 17 embernek kellene oszrozni rajta, vagyis 17 darabra
osztanak. Ha 2 torta van, akkor mar csak 8,5 darabra és igy tovabb; ha 5 torta
van, akkor egyet 3,4 darabra kell osztani. A 3 egész részt harom embernek adva
az Gt tortabol éppen 15 ember kaphat 1 egész részt, amaradék 5 darab 0,4 részbél
kitelik meg 2 masik adag a maradék 2 embernck. Ugyanez a misik esetben:

1 tortat 11 ember 11 részre osztana, ha 3 van, akkor % = 3.6 darabra oszrodik

mindegyik, sigy egy rész kisebb, mint a masik esetben, vagyis Andras tShb tortat
evett, mint Balazs, de az eltérés kicsi.

3
7

a) A szokasos jelOlésekkel s = v, vagyis az 1it ¢s a sebesség, illetve az ut és a me-
netid6 egymassal egyenesen; a sebesség és a menetidd egymassal forditottan ara-
nyos (ha a kimaradd harmadik mennyiség allando).

b) Mivel .,0sszeg” = ,letszam” - jegyar”, az Osszeg és a 1étszam, illetve az dsszeg
€s a jegyar egymassal egyenesen; a 1étszam &s a jegyvAr esymdssal forditottan ara-
nyos (ha a kimaradd harmadik mennyiség allandé},

¢) A szokasos jelolesekkel m = pV, vagyis a tdmeg és a sliriiség, illetve a tdmeg és
aterfogal egymassal egyenesen:; a stirliség és a térfogat egymassal forditottan ara-
nyos (ha a kimaradd harmadik mennviség allando),

a) 2 cm - 20000 = 40 000 cm = 400 m
b} 5cm-20000 = 100000 cm = 1 km
c) 7 mam - 20 000 = 140 000 mm = 140 m
d) 11 cm - 20000 = 220000 cm = 2,2
e)200m: 20000 =001l m=1cm

f) 3km:20000=0,00015km=15cm
g) 14 km : 20000 = 0,0007 km = 70 em
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3 marha Snapalatt 450 kg-ot
I martha  S5npapalatt 150 kg-ot
1 marha I nap alatt 30 kg-ot

4 marha 1 nap alatt 120 kg-ot
4 marha 7 nap alatt 840 kg-ot

a) Ebben az esetben a térfogat az alapteriilet és a magassig (azaz a vizmélyseg)
szorzata. A terilet 595 km? = 5,95 - 10° m2, igy a térfogat
5.95-10°m? - 2,8 m = 1,666 - 10° m3.

b) 35 ¢cm = 0,35 m, tehdt az uj magassdg 2,8 m — 0,35 m = 2,45 m. Ha az alapterii-
let nem valtozott, akkor a térfogat csak a magassagvaltozas aranyaban valtozott,

10,35
tehdt |
2,8
ges kiszamolasaval is célhoz érni, akkor is ez adodik. Ez a 12,3% meglehetdsen
nagy véltozas.)

] - 100% = 12,5% a valtozds, (Lehet az 0 térfogat s a régi ténvle-

lanyok (f6)| fiuk (f6)
pop 96 72
jazz 72 80
nepzene 72 8

A TB-jarulék ekkor 84000 Ft-0,1 = 8400 Ft, az adé pedig 84 000 Ft. 03 =

| 318,

= 25 200 Ft. A netto fizetés igy 84 000 Ft — 8400 Ft — 25 200 Ft = 50 400 Ft. (Ami
persze egyenld a brutté fizetés 60%-aval, 84 000 Ft - 0,6-del.) A netto dsszegnek a

3400 Ft - 25 200 Ft
arulek ———— = 0,16, azaz kb. 17%-a, dd pedis ——— = 10,35,
50 400 Ft o8, az ado pedig S0 py O
50%-a.
2) 208 _ 76, azaz 76%
500 ¢
b) 208 130 apuz 132%
380 g
¢} A tdra a brutto €s a nettd tomeg kiildnbsége, vagyis mast 120 g. Bz a nett6 témeg-
12
nek “208 _ 0,32, azaz 32%-a, a brugonak 208 = 0.24, azaz 24%-a (vagyis
380 ¢ 00

pontosan annyi, amennyivel tébb, illetve kevesebb az elsé két eredmény 100%-
nal).

SZAMOK, MOVELETEK

2) A 15%-os drleszéllitas azt jelenti, hogy az eredeti 4r 85%-aért kinaltak a kerék-

part, vagyis 16 000 Ft - 0,85 = 13 600 Ft-ért.

b) Hasonléan: ekkor az (1)) ar 92%-aért arultak, azaz 13 600 Ft - 0 92 =12 512 Ft-
ért,

2
c m ={(,782; ez 78,2%.
16 000 Ft

(Ezt ugy is megkaphatjui, hogy 0.85 - 0,92 = 0,782.)

d) Az Gsszes engedmény 100% — 78.2% = 21,8%. (Ami jol lathatoan nem azonos
a két engedmény dsszegével, 15% + 8% = 23%!)

Hat hét alatt hatszor toriént 5%-0s, azaz 1,05-szoros novekedds, és haromszor 8, il-

i ——

S—
322,

letve 12%-os csdkkeneés, azaz 0,92-, illetve 0,88-szoros valtozas. Ezért hat hét mul-
va a kezdd készlethez képest

a) 1,05%-0,92% = 1,044-szoros, tehst kb, 104,4%-nyi;

b) 1,05%- 0,887 = 0,913-szoros, tehét kb. 91,3%nyi
arm van a raktarban.

A sodtartalom a hirom oldatban rendre 200 g -0,5=100g, 400g-0,25=100g,

150 g- 0,2 =30 g. A keverékben igy Gsszesen (100 + 100 + 30 =) 230 g s0 van,
230
mig a keverék Gssztdmege (200 + 400 + 150 =) 750 g, téménysége pedig ?56% =

= 0,306, azaz kb. 31%-0s. Ha elhasznalunk az oldatbol 150 g-ot, akkor Gssztbmege

600 g-ra, satartalma pedig 150 g - 0, 306 = 46 g-mal, azaz 184 g-ra csikken. Ha ez-
utan tiszta vizzel potoljuk a kivett oldatot, az dsszttmeg ismét 750 g fesz, de a sotar-

184 ¢
talom marad 184 g. A toménység igy = 0,2453; tehét kb. 24,5%-0s.

750 g
2,8%-0s 1 1tej tomege 1030 g
X 1 tej timege 100 g
x = 160 0,097 1= 0,97 dl 100 g tej terfogat
: = = ata
1030 1eroe

0,97 di tejben van 115 mg Ca, és 3 g fehérje.

Napi sziikséglet 1 g = 1000 mg Ca.

113mgCa 0974l 3 g fehérje  0,97dl
1000 mg ydl 100 g fehérje  zdl

%097 8,43 dl rej r—% 0,97=32,3dl (= 3,231)

1000 mg Ca 8,43 dl tejben, 100 g fehérje 32,3 dl tejben talalhato.
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Méret Eredeti ar | Engedmény Uj ar
(Ft) % (Fo)
18 5120 60 2048
21 5 860 50 | 2930
28 6910 3 4837 2pan
[ 32ésfl | 9140 10 8226
38 9690 10 8991 |
43 12 390 10 st

Az eredetileg fizetett sszeg: 56 320 Fr.
Arengedmény utan fizetett ar: 43 020 Fr,
Megtakaritas: 13 300 Ft.

43 (020 r ,
——— = 0,76, tehat 24% kedvezmeényt kaptak.
56320

5
Az E tizedestirt alakja végtelen szakaszos, mégpedig 0,3571428, (A nevezd

primtényezds felbontasa 2 - 7. az elsé hatvinyon 1év6 2 miatt van egy nem ismétls-
d6 szamjegy a tizedesvesszd urdn, a 7 miatt pedig az ismétlédd szakasz hatjegyil.)
A masodikiol a keresett 2001. jegyig hatosdval ismétlddnek a szamjegvek, azaz a
szoban forgd 2000 jegyben van 333 teljes szakasz (6 - 333 = 1998), és még 2 jegy,
azaz a szakasz 2. jegye, egy 7-es all a kérdéses helyen.

Mérjiik fel a 0 €s az 1 tavolsagat haromszor a szamegyenes ,negativ oldaldra™, a 0
pontbdl kiindulva. A kapott pont & — 3. Vegytink fel egy, a 0 pontbdl indnté félegyve-
nest, amelyik nem esik egybe a szamegvenesiinkkel, majd mérjik rd Stszir a O és
az 1 tavolsagat! A félegyenesen igy kapott 6t pont kéziil a harmadikat kdssiik Gssze
az 1 ponttal, majd az 6téddikbdl hizzunk pirhuzamost a kapott egvenessel! A par-

5
huzamos szeldk tétele miatt ez epp az — pontban metszi a szamegyvenest, Szerkesz-
sziink a [Q; 1] intervallum folé né yzetet majd ennek atldjit mérjiik fel a szamegyve-

nes ,.pozitiv oldalara™ a 0 pontbdl kiindulva! A kapoit pont a V2,
Szerkessziink egyenld oldald haremszdget a [0; 1] intervallum {81¢, szerkesszilk
meg egy magassagat, majd ennek a kétszeresér mérjiik fel a szdmegyenes ,negativ

oldaldra”, a O pontbd! kiindulva! A —/3-at kaptuk.

A 2" jegveinek széma [1g2‘“°]+ 1, azaz [100 - 1g2]+ 1 = 30+1 = 31.
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|5-x| < 1miat4 <x < 66és [10-y]| < 2 miatt: 8 < y < 12.
Igy |x—y| = y—x, hiszen mindig y > x teljesiil.
y—x<12-4=8éy—x>8-6 =2, tehat:

2 < _ix—yl< 8.

Mis alakban irva pl. 10,25; 0,3[, tehat minden olyan raciondlis szam (véges vagy
végtelen, de szakaszos tizedes 16rt) jo, amely e ket érték kiozé esik. PL 0,251; 0,26;
. 0,3: 0,31, Az intervallum irhata:

6 8 7
} YRR 4[ alakban, igy példaul a 21 racionalis szdm az intervallumban van;

2 12 10 5 11
vagy }36 36[313Lb3“ igy peldaula —— %18 36 racionalis szamok is a keresett

intervallumban vannak;
4 17 18 3

15 200 i 16 _
va, a 4 i == ==
&Y 150° 60 an, igy peldaul o= 150 408 %0 T 10

pelt!}:; 0 az intervallumba esd raciondlis szamok.

= 0,3 (ez mar szere-

a) Mivel két elkiiloniilé szakaszrol van
5z0, a muvelet eredményét a kijelolés- —+
nél egyszeriibben nem lehet felirni:
[1; 2] v [3; 4].

b) Mivel két elkiiloniilé szakaszrol van
sz0, a mivelet eredménye az iires hal- — .
maz, &; nincs mit megjeldlni a szam-
egyernesen.

— i

R J
TR 3
o
Lo o

=
—
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[FX]
N
L o

c) Mivel két elkiiléniild szakaszrol van

szd, a miivelet eredménye egyszerien —S M z 3" c;, t
a ,kisebbitends™, [1; 2]. ! >
d) Mivel az egyik szakasz tartalimazza a — ; ; ; —
masikat, unidjuk a tartalmazo, [-2:3]. -2 -1 0 1 2 3
e) Mivel az egyik szakasz tartalmazza a
masikat, metszetik a tartalmazott, —+ ,' > ,' ¢ ’
[0: 2] 2 a0 1 2 3
f) Az eredmény két elkiildnilé szakasz,
ezért csak gy i 4 fel: » : & | P——tp—>
sak igy irhato fel o 0 j 5 3

[-2: 0[ U 12; 3.
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, 330,' a) Az eredmeény az Hsszes valds szam halmaza, R; a tel- —
jes szamegyenes. 2 3
b) Az eredmény: [2; 3[. * & -
2 3
¢y Az eredmeény: J—ec; 2[. - : -
2 3
d) Mivel két elkiiloniilé szakaszrol van szd, a milveler
eredményét a kijelolésnél egyszeriibben nem lehet M 5"’; g
felirni: J—oo; 2] W ]3; eel. -
e) Mivel két elkiiloniilo szakaszrol van sz, a mivelet
eredménye az lires halmaz, J; nincs mit megjel6lni 2 3 ”
a szamegyenesen.
f) Mivel kér elkilioniild szakaszrdl van szd, a miivelet - | .
eredménye egyszerilen a ,kisebbitendd”, ]-oo; 2. 2 3

331

332

" 333,

A milliméter-pontossdggal mért 2,3 c¢m azt jelenti, hogy a valodi érték 2,25 és
2,35 cm kdze esik. (Szokas ezt ugy is jelezni, hogy 2,3 £0,05 cm.) Ekkor a négyzet
teriilete 2,25° = 5,0625 és 2,35% = 5,5225 cm? kozdtt van. A 2,3° = 5,29 ered-
menyt két ertékes jegyre kerekitve 5,3 cm2-t mondhatunk, ez kb. kézépértéke az
imént kiszamelt hatiroknak, (Azonban jo! 1atjuk, hogy ez mint szarmaztatott ered-
mény, nem azt jelenti, hogy a pontos érték az 5,3 £0,05 cm? tartomdnyban van, hi-
szen az imént kiszdmolt intervallumot csak a kb, 5,3 £0,24 cm?2 eredmeny fedi le!

A relativ hiba néte: %% = (3,022 < 9_—2;& = [),045))
5

£l ’

Ha U = 220V, az azt jelenti, hogy 219,5 V < U < 220,5 V.Ha{ = 1,14 A, az aztje-
. U
lenti, hogy 1,135 A</ < 1,145 A, Mivel R = 7 ezért R lehetséges értckeinek mi-

2195V
1,145 A
= 191,7 &; mig R maximumdt akkor, ha I/ maximumar / minimumaval osztjuk:

220,5 V
T, <1943 Q.Azaz 1917 Q < R < 1943 Q. Azaz 2 kzépérték 193 Q, tehit
R = 193 +1,3 Q - azaz a hiba kisebb, mint 0,7%, ha 193 O-nak vessziik az ellenal-

1s értékét. A vilasz tehat: kb. 0,7%-o0s pontossaggal adhatjuk meg R értékeét.

nimumat akkor kapjuk, ha & minimumat / maximumaval osztjuk — ez

A keétjegyil szamok szamjegyeinek Osszege a 10 esetén a legkisebb (1) €s a 99 ese-
tén a legnagyobb (18). Tehdt eleve csak a 10 s 18 kbzott szamok jéhetnek szoba.
Ezeknek viszont a szamjegy-Gsszeglik egvesével novekszik 1-18] 9-ig, tehdt sosem
lesz kétjegyii, vagyis ilven szam nincs. ’

335,

33q.

330

()

N

(a9)

e

SZAMOK, MUOVELETEK

5 perc = 300 masodperc.

27 éjszaka &s 27 nappal eltelte utan az ora 270 masodpercet siet, ezért a 28. &jszaka
elteltevel zléri a 300 masodpercet.

Majus 29-én reggel kell tehat allitanunk az érankon.

800 termék 9%-a 800 - 0,09 = 72 db selejt.

Osszesen x db termék 2,5%-a x - 0,025 = 72 lehet selejt,

Ebbél x = 2880, tehat még 2080 db-ot kell hibitlanul legydrtani, hogy teljesitsék az
eldirt mindségi kovetelmeényt.

3 liter hisleveshez x liter sotlan alaplét ontiink hozza, 1gy a 3 liter husleves sotartal-
ma ugyanannyi, mint a (3 + x) liter levesnek.

3-0,0018 = (3 +x) - 0,0012

Ebbél x = 1,5, azaz 1,5 liter sotlan alaplét kell a leveshez hozzatdlteni, hogy ehetd
(0,12%-0s) sotartalmu legyen.

A heti termelés 20%-0s ndveldsével 1520 - 1,2 = 1824 db-ot kell gydrtani. A ter-
mék régi eldallitasi ideje Gsszesen 1520 - 22 perc = 33 440 perc, ebbdl a 14 mun-
kasra fejenként 2388,6 perc =~ 39,81 ora munka jut hetente.

Ha egy termék eldallitasi idejét csokkentik, Gsszesen 1824 - 17 perc = 31 008 perc
sziikséges, ebbd] 12 munkasra fejenként 2584 perc = 43 ora jut. Tehat valtozatlan
munkaidé és azonos teljesitmény mellett nem teljestthetd a terv.

Ha g és b racionalisak, akkor léteznek olyan ay; au; by; b; egészek, hogy a = .
2
. b
és b= 1.
b,

. T o |
Ekkor a+ b= &, b = M, ahol a szamlald és a nevezd is egészek, tehat
a b ab,
a + b racionélis.
@ b a b
Hasonloéan a-b = L. 2L = 24
a4, by a0,

, ahol a szamlald és a nevezd is egeszek, igy a - b

15 racionalis.

Ha r egy ilven racionalis szém, akkor felirhatd r = -g alakban, ahol a és b egészek.

Ekkor r az a : b osztas eredménye, ahol az osztast a szokdsos modon végezve az
utolsé szamjegyét kovetben O-t irunk a maradék utan és a kapott szamot osztjuk b-
vel maradékosan. Ha egyszer 0 maradék adodik, az osztds véget ert, ekkor r véges
tizedestérr-alakjit kaptuk eredményiil. Ha nem kapunk 0 maradékot, akkor valame-
lyik maradék megismétlodik és ezzel egy végtelen szakaszos tizedes t6rthoz jutunk.
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2.2. Hatvany

b) (23)5_(22]3:{210 (25J2]:215'26:(210_212)2221,222:2—120,5
2 35 3.5 5 b) 23y 7223 3
(2-3" 243 2.3 (qu)‘* 287 2572
N (2?) :26‘53:L(:5_3) pIl@n | 2 g
57.2.55  28.5% 7 §° (5-7* 265074 2.5
.a)
4 -2
(22 -3) -55‘27-(5-11)"] _{23-34-55 11 T 27 (5Y 2
3 R Z[EJ :(5] T
i
b}
4 -2
(2253 27 a9 25t YT 2yt (s 9
5 7 _L s 3‘3-76} [3] \2) T4

HATVANY

b)

T
2773

) 29‘(2+4—8):—_2= 2
2°.(1+2) 3 3
27%.3%.5% 32 o9

RN R

=27=-8

b (125-57%7.25% = (5%.5737. (537 = 57.5¢

-1

5]

i}
a) [9 922737 =20.36.3*.33.371 = 95
y

L 1.6-107.2,5-10°  1,6-2,5-10°  1,6-2,5

b) - = 10* =2-10°
2107 2.107 2
. .10%.9.5.10% .
o 360 000-0,000 0025 _ 3,6-10 d,is 10° 36 2,5‘102 10
0,009 9.1073 9
. 4 ~ i
349, a) L2 —16, (2 =—1§,tehat
: L 81 3 81

..1.15

5¢=5
Q)67 (=27 127 =t =237 03 ot Cyt o 120,

.



HATVANY . HATYVANY
2V 32 | oh 16 ( 16) 32 10M% 1077 4+ 10770 11— (107 + 2107 4 1)
—_— —“"—d » It _—— == — = 2 M2 =
A[ 3) 2l el nagyobb, me: T 81) 31 | 10 a0l +l)(109m + D
3} 6o 2 9 : _ 107 4107 41070 4 — 10" - 2.0 -
b) - _) - 2oy B (10*" +1)10%* + 1 -
5, 257 5 5 | .
0 9 = _1079°a0* +1-2.10) 102%0 .81 .
TR (10 + DA™ + 1) 10X 4 11022 4+ 1)
2 2 10°% #1107+
3Y" 36 3 9 9 36 36 it i .
A '(EJ 25 ~del nagyobba ——-nél, mert 4~ =2 =70, Tehdtigaz, hogy | o 7 > 102 |
_] H -
o) .@) 2 o =10 (353 a)7.83-10° 1)472-10 <) 6,875-107% 4)53-107* ¢) 1-10° ) 4. 10
5 3 _
i 354, 2)45000 1) 732000 <) 0004187 dY03 ) 362 f) 0,089
0,17 > -@] '
s . 22-10° 525-10° 02-107 3125107
125 3 25
A017! 2 ~dal nagyobb a (E] -nél, mert 10 —g =—. i
3 3 as6] o 2107 6.42.107 36107 _ 2.6,42:3,6-10% 107 107 _
R 1 ‘ 3,21-10%-1,8.107 - 4.10° 3,21-1,8-4-10* 107" .10°
350 5a’b7 % -da'p 2 = 2007 2 ! _ 22321218107 .10 107 10% _ 5 10"
! ! 3:21.k8.2.2-10107-10° 7 107
=2 =4 : < . _
4= 2025 1 ; by 3:10°:2,46-107 .4,2.10°  3.2,46-4,2.10% 107 107 _
b:=9"L=§ 1,23.10°-2,1-107 . 6107 1,23-2,1-6-10% - 107 - 107
' {1 | 4 _3-2123-2-21-10" 107 107 2.10° s
2004571 (97 2 =20 .92 =20-—.3=_ , 1.23-21.3.2-10%-167 .10 108
45 45 3 .
' — . , NET , ,
5 5 357 Atrendezve a képletet: p = v behelyettesitve az adatokat (felhasznélva, hogy
2 _ 24}z = 46 _ ¢ :
16 _(2) =2 =64 N 8,9.102.1,38-10% 3 .203 K
‘ 4 4 - J=N-més — =Pa): p= - K =11 995,42 Pa ~
8 (22 (21 (2} 16 m 0,03 m
[EJ == = (g) = (g) =625 = 12 000 Pa. (A kiindulasi adatok pontossaga miatt ennél t5bb ériékes jegy tgyis
5 . értelmetlen.)
324 = (25)? = 2% = 64 |
) : Behelyettesitve az adatokat
. - ; i N-m? 6:10% kg-2.10% kg . o; »
10290 L1 120 g B (10290 - 1y(1 0202 +1) — (10201 4 py2 _ _ F=667-107" o 3107 m)? =3,5573:-102 N = 3,6-10% N.
L T T (10™ + 11072 + 1) - N ° oo : (S ooy Govic &
: (A kiindulasi adatok pontossaga miatt ennél t6bb értékes jegy tgyis értelmetlen.)
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_ [y iy m,
A konkrét adatokkal | r|= 6371105,

A Fold felszine 4R”x =~ 5,1 - 10® km2.
Kéritlbeliil 5,1 - 10%-3,8 =~ 1,94 - 10° km?,
azaz 1,94 - 107 10° m? = 1,94 - 10"® m3 életteriik van a tengeri &16lényeknek.

a) 9,110 kg

b} kb. 10°-szercse (azaz kb, szazezerszerese!)

A gdmb térfogata jo kozelitéssel a 4,19R> képleitel szamithatd (0,03%-0s hibaval).
A Metagalaxis térfogata 4,19 - (12-10%-9,46- 10'% = 4.19- (1,135 - 10%%°% =

=4,19-1.46-10" = 6,12 10™ m3, 15mege kb. 6,12- 107 1072 =
=612 10 kg

a) e = -ii ezért a logaritmus definicidja miatt & -7 = log, % amibél
k= 1-lt)g E
t A
15
b} Térjiink &t 10-es alapu logaritmusra; k = . lfc .

£=}

Ebbol k = 1,928 - 107%.

Az Bsszes saska térfogata ekkor ¥V = 5+ 10?7 cm? lenne. Ha ezzel beboritjuk egész
Brazilia teriiletét (amely atvaltva 8,512 - 10'® cm2) , akkora V= T-m képlet alap-
jén a ,sdska réteg” magassiga

1= —;: = E,_SSZIOT]zmc—m_z ~3,9-10'® cm = 590 000 km lenne.

Ez nem lehetséges, mert ekkor még az trben (messze a Hold palyajdn tilnyilva) is
sdskak lennének Brazilia teriilete f515t,

Megjegyzés:
Mivel a saskakkal nem lehet hézagmentesen kitolteni a teret, még ennél is maga-
sabb lenne a saskahegy. Valamit tehat nagvon elirt az djsagird. Valészinileg a

107 db joval kevesebb. Ha pl. 1077 darab saskat irunk, akkor 5,9 cm magasan bo-
ritandk be Braziliat — lehet, hogy még ez is sok.
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A modell szerint, ha tdmegaranyos lenna a kicsinyités, akkor: .
' MEgg Melckiron

1.99-10" kg x
59810 kg 9,1.107 kg
ton tényleges témege (1,67 - 107% kg), az arany kb. 180-szoros, tehit ha a tdmeg-
ardny stimmelne, akkor a protonnak 180-szor akkora tomegiinek kellene lennie.
(Meég a Hold is til nagy — a sziikségesnél tdbb, mint kétszer nagyobb — lenne a Nap-
hoz képest a H-atom modelljekent.)

azaz . Innen x = 3,03 - 10™2° kg. Ennél kisebb a pro-

A fény 4,2 év alatt megtett utja (kb.)

km
s=c-1=2300000 —-472-365.24-3600s = 3,973 536 - 10> km.
s
A Proxima Centaurinak a Foldtsl valé tavolsaga kb. 4 - 10" m.

2 6-10%.2.9,1.107% kg = 1,092 - 107° kg az 1 molban levd elekromtdmeg.
~f
_ , - k
b) 2g =2 10~ kg, tehat 200210 " Kg 0292101_2 g

alig tdbb, mint 0,5 ezrelék az elekirontbmeg a moltimeghez képest, Ez persze
abbol adddik, hogy a protontdmeg majdnem 2000-szerese az elektronénak.

= 5,46 - 107" -ed rész, ami 0,0546%, tehat

Egy x élhossziisagu kocka térfogata: V = x°,
V=(25 10" em)’® = 1,5625 - 107 em?

k
Mivel =~ {ahol ¢ = 300 GO0 _sﬂ a fény sebessége)
€
e 149,6 -10° ki

a) P 498,67 s = 8.3 percalatt jut el a fény a Naprol a Foidre.
300 000 —
8
b}
O —
149.6 millio k=~ 5899 milti6 km Plits
8]

Az abran lathato elrendezését feltéielezve
Lo (149,6-10° + 5899 -10°) km

300 000 F2

S
fény a Naprol a Platora.

= 20162 s = 336,03 perc = 5,6 6ra alatt jut a



HATVANY

ED

A virosvértest térfogata kézeliidleg
Verlem m=037-10% 72107 mm3 = 8,6 - 1075 mm?.
b) | mm3-ben levé vordsvértestek egyiittes térfogata:

5000000-8,6: 1075 mm3 = 0,43 mm3, igy 1 liter vérben levd virdsvertestek
egyiittes térfogata 0,43 liter,

371 Barmely természetes szam felirhaté 10a + b alakban, ahola e N; b e N; 0= H <9,
pl. 5124 = 10-512 + 4.
Ha két egész szam egyes helviértékil jegyeinek dsszege 10, akkor az egyik egyes
helyviertekli jegye b, a masik egyes helyierékd jegve (10~ b).
(10a+ b)Y = 100a* + 20ab = b = 10(10a” + 2ab) + b*
-_V._v’

utolsd szamjegye O

utolsd szamjegye megegyezik
T . P -
b utolsd szamjegyével

A masik szam:
{ce N}
(10c¢ + 10 — )* = 100c? + 100 + 5% + 200¢ — 205 — 20bc =

- 10[1 0c2 +10 + 200 — 2b — 2bc] +b?

utolsé szamjegye O

utolsd szémjegve megegvezik
" utolsd szamjegvével
Tehdt a fenti szamok négyzeteinek egyes helyiertekil jegyei egyenlok.

Mdsik megoldds:

Ha az utolso jegyek 1 és 9, akkor a négyzewé 1
ha 2 es B, akkor 4

ha 3 és 7, akkor 9:

ha 4 es 6, akkor 6,

&s ha mindkettd 5, akkor 3.

Mis eset pedig nincs.
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2.3. Gyok

2

x°—1

372 a) [ A négyzetgyik miatt =0

+x
[0. A tort miatt 1 +x # 0, igy x # —1. Alakitsuk 4t a t0rt szdmlaldjat!
{(x+D(x— ) >0
x+1

= x-1=0

x21
A kifejezés x = | valds szamokra értelmezhetd.

b) A tért miatt x — 4 = 0,

1
2 0.
x—4
Mivel a szdmléld pozitiv = x—4 > 0, igy x > 4 valos szamokra értelmezhetd
a kifejezés.

A négyzetgyik értelmezése szerint:

" — 3

c) Vxl+6x = VX(x +0) \ Y y=x(x+6)
A négyzetgvok miatt x(x + 6) = 0.

Az dbrarol leolvashato: -3 0 x

azx < -06ésazx =0
valos szimokra értelmezhetd a kifejezés.

o1

3’?3.| Gydktelenitsitk a negyzetgvikijelek alatt a tortek nevezdjét!

&

e Pfe ) [y e ey

V2o 2)2—2) y2-)eer) T 2
‘2—«5? ‘2+\5| 2-42+2+42 _ 4 N2 o
R S SN S e

. i — — | — —
mivel ‘2—x‘2‘=2—\’2 es §2+\’2|=2+x’2-
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= a—b  |(a® —b*)°
R i e
(a+5y Y (a—b)

378.

376.

S _—'ﬂii

GYOK

O<b<a
__a-b ia-ba+m)f _a~b_ la-b)’ar)’ .
(_a+b)1\/ (a—b)"° (a+b)° (a—o"

_a-b  @t®)®  a-b  |a+d arb
a+5? Va-v* @+b? (@-b? a-b’
mivela>b>0 = a+b>0¢8 a—Fb>0

= la+i =(a+b) & la—b =(a—b)

23421,

b} Haa = 23, 6 = 21, akkor a kifejezes erteke a2

a) 85,19
b) Egy olyan hiromszég harmadik oldaldnak hosszat kapjuk meg, amelynek két ol-
dalz p, illetve r hosszusdgu és az ezek altal kdzbezart szig £ nagysagi.

) 247 = V4.7 =28, tehat 247 < V63 (az x = +x fiiggvény szigoriian mo-
noton novekedése miatt),
b) 4v5 = +16-5 = +/80, tehar /80 = 45,

¢) 342 =~9-2 =18, tehat 342 <+/20.
S

&) + 54 =

3 Vo

: = fonm 2 I , . s
377, a) 30> 1246, mert v900 > +12°-6 (az x > v x fliggvény szigorian monoton

s . . . f =

névekedése miatt), igy v30—-12+6 =0,
- 'J'_ 2 2 . I [
243 <342, mert 4273 <372, gy 243 -3v2 <0,
tehdt 243 —3v2 < /30 —1246.
Megjegyzés: ha Gsszehasonlitanank a két szdm négyzetet:

=12 —
(\Bo ~ 12{6) =30-12v6

—y2 2 —y2 i

(243 -3v2) =(243) —12V6 + (32} =30-12vs,
ezek egyenlék, de az eredeti ket szam nem egyenld, hiszen az egyik pozitiv, a
masik negativ.

1 — 1 = 1 — 1 = 1 —
—.54 =46, =-4/125 = ,|—-125 = +/5, tehdt =-+/54 > =./125.
570 \/25 Vo tendt g 5 Y

378.

379,

380.

GYOK

D) V9+42 >0 & 1+2v2>0
Vizsgaljuk meg a masodik szdm négyzetet!
—\2 — —42 —
(1+242] =1+4y2+({2V2) =9+ 442,

- _ B
igy \1’9 +442 = J{1+2v2) == 2v2| =1+ 242, akét szam egyenls.
\ \

Megjegyzés:
Ha két szam négyzete egyenld és a két szam azonos elbjell, akkor a két szam
egyenld.
El6szor célszerii a nevezdket gydkteleniteni:
— — AT
L 327 _sh g 42—]_(”2'0
5V2+7 S0-49 TCT 0 V21 21
2 —
A bizonyitandd egyenldség bal oldala tehit igy is irhato: [5\5 - 7) =99 —70+/2.

=322

A jobb oldali szim: (3 - 242)(17 - 1242) = 99 - 70+2.
Az Allitds tehat igaz.

s,

—2 = e
74246 =(1+46) &5 1+6 >0, ezért VT +246 =1+

— —
7-2v6 = (1 —\.’6) és1—~6 <0, ezért V7 —246 = 6 —1.

. i — —

foy 7+ 246 —7T—246 =1+ 6 - (JE - 1) -2

(Lasd a 377. feladat megjegyzését!)

293 -5 =412 -45>0

az x > vx fiiggvény szigonian monoton ndvekedése miatt,

17 — 44115 = v289 — 4240 > 0, 1gy a ket szdm azonos el§jelii, ha a negyzetiik is
egyenlo, akkor a két szam egyenld.

—2 —2 —
(2V3-+5) = (243) - 415 +5=17- 4415
(\an ~ 4«;’E] = 17 — 415, tehdt a két szam egyenld,
Mdsik megoldds:
Ir—'_-f: — — 2 — — — —
17— 4415 = V(zw’a -¥5) = ]2{3 —JE‘ =243 =<5 (mivel 243 -3 > 0).
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[ 381) (Lasd 2 377, feladatot

0> 44/S, mert 81 >16-5 (az x > x fiiggveny szigorian monoton noveke-
dése miatt),
igy vO— 445 > 0.

2< \E, mert V4 <45, gy 2 - V5 < 0, igy a vizsgalt két szam nem egyenld,

382.| Elvégezve a négyzetre emelést

16 +2+/55 = 2,/(16 + 2455 ){16 - 220) + 16 - '220.

Mivel /220 = 4/4-55 = 2455, ez egyszeribben:

32— 216 — 220 = 32 — 2436 = 20.

Masik megoldds:

Vegyiik észre, hogy 16 +2+535 = 11+ 2411¥5 + 5 = (V1T ++/5)

és hasonloan 16 ~+220 = 11=411-5+5 =11 = 211+/5 + 5 = (V11 ~5) .
Mivel mindkét zarojelben pozitiv szdm &ll, mindketd négyzetének négyzetgydke

— —— 2 2
dnmaga, vagyis a kiszdmitando: (Jﬁ -5 - (x“'ll - xE)) = (2\5) =20.

.
Z
1

383 @) @ —da+d=(a-27, ezért Va® —da+4=(a-2° =|a—2
Az |[a—2|=a—2 egyenlség a > 2 esetén teljesiil.

b) 4a’ +da+1=(2a+ 1), ezért V4a® +4a+1=(2a+1) = 2a + 1}

Az |2a+ l| = 2a+1 egyenldség a = ~5 esetén teljesiil.

@cf ~Za+l=(a—1 és &® +2a+1=(a+1), ezért
Iroj | ! H
V& ~2a+1+4a® +2a+1 =J(a—1)? +~(a+1 = ja—I|+|z+]]

az |a - 1| + |a + 1| = 2a egyenloség a = | esctén teljesiil.

Mivel x > 1, ezért

R R
X \/xg—l Vx 1 Vx2—1 1gaz.
Masrészt

X IJta‘—xi—x ’ x3 Lo
\)x+x2~lzw ] =V-¥2—1 15 igaz,

ezert a feladat allitdsa is igaz.

124... A

(356,

388.

GYOK

a) A négyzetgyok és a hatodik gyok miatt az x > 0 valos szamokra van értelmezve
és ezekre az egvenlet azonossag, azaz: M = [0; +=[.
b) Az egyenlet alaphalmaza R, de a negyedik gySk értéke csak nemnegativ valos
szAm lehet = x > 0 valds szamokra az egyenlet azonossag, azaz: M = [0; +eo[.
c) A négyzetgydk miatt az alaphalmaz a nemnegativ valds szamok halmaza. -
Rendezve:
—
VWx* =, azaz §x* =95,
Mivel mindkét oldal nemnegativ, ezért a négyzetre emelés ekvivalens milvelet
x% = x> innenx*(x— 1) = 0,igy x; = 0; x, = 1, melyek megolddsai az eredeti
egyenletnek.

5'\5 _ 5\.5
22T 2
S(v’§+\5] 5({3+v2) o dm
ARy Rt B TR A
S(VE —\2 ~ 5(‘\5 - \5) A G
S - oy R R MR
GLNE + \15) ﬁ[vlrg + \;'E] —
X (\E—V‘E) \E+\r‘r—) T 52 - 2(1\!3 +N5)
RN R N R
M(J§+JEXJ§—J§]= 5-2 =2H3—42)
¢) Mivel 49 =+3 &s ¥4 = v2:
(V3evz)  s3eE) o
oy P R S M

1

— — — f= =)
A543 _ N5-+3 543 (\"5 _\#3)

a — = — ' -
J‘\J'S-i—'\."l w@+‘\"3 \l’g—\r‘ 5-3 2 2
=4-415
'n, S . .




[a0] o =

SPEE.AL

391.|

. 25 245 541 2»’_(v’§+1) 25 -{«EH) {E(\E-H)
) — = — R = = = =
V5-1 A5-1 +/5+1 5-1 4 2
5+ \E
2

o 8-l

xfg+1.x“'r§—1_ 4

tm

= 2(v5 -1

a-b  Na+vp @-bVarip)  _

iy =2 ki - =va+vb (@20 620 azb
Ya-+k Ja+bp a-b K )
— — — = .
?8' 15 ) 343 + 35 _ 15(5\#3 + Sw@) ~ 15(5v3 + 3Nz5) 3 S\E N Svg
AR S e

b) 9,81

a) A jobb oldali kifejezésben ¢ és my adott pozitiv szamok, esak a nevezében elé-
fordulé v véltozhat. Ha v értéke nivekszik, akkor a tort nevezdije csékken (de so-
sem lesz negativ), igy a tort értéke névekszik. A részecske sebességének ndveke-
desekor tehat a részecske tdmege (m) is ndvekszik.

b) A 1t nevezdje tetszdlegesen kis pozitiv szam is lehet, de 0 nem. Ezért o2 < ¢2,
azaz v < ¢ teljesiil minden esetben (a részecske sebessége mindig kisebb a fény-
sebességnél). (Felhasznaltuk, hogy v = 0.)

¢)mg=91-10"" kg, v=1,2-10° 2, c=3.10° 2 helyettesitése utan
s

8
m = 9,93 107" kg adédik (ami kb. 9%-kal nagyobb, mint az elektron nyugai-
mi tomege).

d) kb. 1,25 - 10° % a sebessége (ami a fénysebességnek kb, 42%-a).
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394,

£ _3_96) {(Lasd a 377, feladatot)

P
b) 2,41-107°
2 L il 3 2 i3 — 1 1 1
— 3
a) ma3-1’\|"fa_2 =[a3 -ag]z :aE, \.’a3 -%faz =q§ -a_3 =a?, i:i =a;_Z =aE.
Ny
AN

Ha 0 < a < 1, akkor a csdkkené kitevik jelentenek névekvo hatvanyértékeket:
13 4 1

a% <a® <a'?; ha 1 < a, akkor a reldciok forditottak; ha pedig a = 1, akkor
mindhérom szém egyenld.

LAY 27 5 2 20 — 11 L
s 2 sdl o (Ao s 0 Na_ 5w
byva' ¥a” =|a’ a®| =al®, V& Na® =gt g =g, = =gd 3 =g 12,

Ya
Ha G <a <1, akkor a csdkkeno kitevdk jelentenek névekvd harvényértékeket:
2 1
al® < gl <g '2; ha 1 <aq, akkor a reléciék forditottak; ha pedig a = 1, akkor

mindhdrom szim egyenld.
Gydéktelenitsik a nevezdket!

I, 1 2448 45
243 J5+2 4-3  5-4

_"
-

=2+~J§+\E—2=vr3_+w’§

— = \2
ANT+43 =y4+2. 243 +3 = J[zhﬁ) = 2+43

i [ i — 2 i~
by y1l-6v2 =49-2.32+2 =\f(3—\»2) =3-42

f — 2 —
&) V9 — 445 =w’5—2-2v’§+4=\?(v5—2) =y5-2

(Mindhérom esetben pozitiv szam négyzetébdl vontunk gyckot, ezért kaptuk visz-
§za a szamot magat.)

o285 3735 - {5 o B 4= 41
=~{(1-43) - (1++3) = =143 -1 -3 = 2

UI - \."5‘ = —{] - \:‘g) = x'"rg ~1, mert 1— \.'E < 0).
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GYOK LOGARITMUS
Masik megoldds: 2.4. Logaritmus
Mivel 0 < 4 — 243 < 4+ 243, ezériaz x = Vx fiiggvény szigorhan monoton nd-
f i — !
névekedése mialt 4 — 243 < 44+ 243, ezért a keresett szam értéke negativ. : o 2,
. ; : | a)1e¥100 = 1210% = =
Legyven a = vlr—”‘r - '2\@- —yd4+ 'ng 398. a)lg 2100 1g10 3
3 —\2 f — 2 ) 1 _
a :[Jﬁi—zﬁj}l —2J4—2J§xf4+ 293 + Vs4+2@] = : ' b) log, 0,25=10g21= log, 27 = =2
o~ f = = I : 1 A
=4-243-2,(4-2V3)(4+23) + 4+ 243 = i ) logy 7= = log 30 = 5
=8-2416-12=8-2.2=4.
Mivel a® = 4 és 2 < 0, fgy a = -2. | | 399, Haszndljuk az @™ =x (@ >0, a # 1, x > 0) azonossigot!
| e ( 3-4)1“555 B ( Tlog55]"4 =5 =
Indirekt modon bizonyitunk: tegyiik fel, hogy +n = 4 alaku, vagyis raciondlis, de : 4 9 — - \\ 7 a T 625
q ;
nem egész. {Azaz p és g poziiiv egészek, de g # 1.) Tegyiik fel tovdbba, hogy ez a : b) 0,257 = (272 )lug? b (210513)_2 -32= !
tort tovabb mér nem egyszeriisithetd, vagyis p és g relativ primek, (p; g} = 1. Ekkor i ) ’ 2
2 a2 i_ =1 1081— - lU’]?.,
maga az »n szam p_/} alakil, ahol a tdrt szintén mdr nem egyszeriisithetd tovabb, o) 31 S {lJ ] P [Ll] % ] —9 = 1
) q B BLE - 2
@ qz) = 1. (Ha két szam relativ prim, a négyzeteik is azok.) Mivel n természetes N
szam, a tovabb mar nem egyszerlisithet tort alakjanak nevezdje 1. Ellentmondésra L
Jutottunk a g # 1 kikGtéssel, tehat nem lehet igaz a feltevés, hogy \r lehet racioné- a) log, 2= log, 22 = .
lis, de nem egész. Egész lehet, ezt konkrét példakbol tudjuk (v1 =1, +/4 = 2 sth.). .
1 - 1
log, — = lo 4 =——
-2
1
¢} log | 100 = log , (BJ =2
10 10
lIog 2 : 1 —
401 a) 3¢ =3w? ope =
b_} 81]0};32 — (34)10532 - 34Jug32 — 3[033 24 _ 24 =16
C) 25[(.1g5|ﬂ—] — 25]0g51.c| . 25—] = (52)1035 1 _1_ - 521'\)251“ i _1_ _
25
=50 L 100, Loy
25 2
jia L L _ o 130



LOGARITMUS

2

2-lg 10 _ g2 a-lkgio 39
402 a) 37T =33 T oglez10 T g

;1 y3-log; s 31 2 —
—3-log, 3 £} 2 loe, 5 i log, v3 2 /
b (v2) = |22 =22 2T e 2 22
; 2‘0g V3 \')5
. a 1 log; 6 3 243
o) g6 _ (23)lo2 62 _ 310z 6-6 _ 5log, 676 _ 2 _ 6" _2-3 _
’ 26 26 26

| io 3
'110 Ty 2+log. 2 F-_Z\ g\"]_g - 2 T2
403 138w =(V13 | aavee? o 37
J

T log Kol 9

=413 2=9.2=18

2) Ig(lg(1g10')) = lg(lg10) = Ig1 = 0

405,

407.

b) log; (log, (log, 64)) = log, (log, 3) = log,1=0

a) A négyzetgydk és a tort miait g > 0, a logaritmus értelmezése miatt g > G, és
a # 1.igy akifsjezés a > 0, a = | valos szimokra érielmezhetd,
1 -5 1
log,—=1log,a 2 =——
ga \,'“a . L=t/ 2
b) A négyzetgyék miatt a > 0; a logaritmus miatt ¢ > O.a=1,
lgy a kifejezés az a > 0, g # 1 valos szamokra ertelmezheid,

—
{
i = =
IO‘:_\."E frd lOg‘J.: (’\.' ﬂ) =2

(Ligs-ie2)
2 lg2 2 —lgﬁ—lgEJ

' L igg-taz Ly
2) 1010025 210.10%)2 % _ 191002

. lgg
=10-10%%72%82 = 1. 10/e™e¢ < 1. 10,&4 1022925
10% 4

b 0,1-0,1%2 <o 1.(lo"HY 2 = 1. (107 =0,1.10° = 100

¢) 2617 4 g _ gt 1
' 4103_. 3

1
=26 +—=1--=1,2
5 a

th ] —

logz 5 _ ;q2ylag, 3 g 5 3
4 g2 :(2 )032 2221051_ :2]og25 =75

5% = 5% =25
A ket szdm egyenld.

*

LOGARITMUS

: o (100 Y {100Y°
212 _ _ _ 10
o (107%2) _[10@2] _L 2 ] -

2 4310
Mivel 7% = 49°, 65490 < 50'°, ezért 7% < (10>2)",
1

—\ 2= logs 4 —2 —logge B P o3 .
b)(\b] =45 457 = 5-(51'3%4)‘ =5.2=10,853° = 9, ezént
’ 2-lop, 4
3 < wfg .

409,

) VRS _ [ pen e _ E e a3

¥
S e M
- k]ug,( a4 T 4 - 4
Izlgk) lgilgk) g L)
(o)) 5 =(10%%) 1wk =107 et o gl0st o
: t-1g2 . B2 e
410 a)lgA = 5570 + Ig B, tehit a logaritmus definicidja szerint 4 = 103570
A . 523
by IgA—lgB =lg2 = 121052 = 5,2 miatt 7 = 222210 _ 9,62-10%
b lg2

411,

412,

413,

c) B = 0,001

Az egyes hatvanyokat célszeril logaritmus segitségével normalalakba atirni,
Példéul:

lg6327 = 54 - 15632 = 151,2387 = 6327 = 1027 . 1951 = 1 7326 . 10"
Ugyanigy kapjuk:

020571 = 1,3566 - 107''% 570 = 5,9347.10"%%, 14719 = 24380 . 107115,
Ezzel A = 1,6239.

Az egyes hatvanyokat célszerii Jogaritmus segitségével normalalakba atirni.
Példaul:

Ig65'"7 = 117 - 1g65 = 212,1109 = 657 = 10%11%. 19212 = 1 2909 . 102!2,
Hasonloan kapjuk;:

203" =7,9813 - 10%,  18°% = 53627 . 10*). Bazel 4 = 1,9212 - 1022,

Elész0r a tort értékét szamoljuk ki: a szamlalé normélalakban (lasd elézé ket fel-
adat megoldasa) 5,8308 - 10>, a nevez6 noralalakja 6,7590 - 10°%%, A tort ériéke
5,8308 - 107

W = 86,2674 Tehit A = 2002,000
2 1D )
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LOGARITMUS

414, a) A szdmlaldt és a nevezdt célszerll normalalakba Atimi.

418,

ig23. g0 o 110018238 '1[,?235 = 16,4796 = /23,8"1% = 10097% g16 _
2
=3,0172-10""%:
1g53,47% = 68-ig53,47 = 117,5115 = 53,47% = 10®5'15 . 10!V =
=3,2471-10"7. ‘
A tort értske 9,292 - 1077,
b) Irjuk fel normalalakban a kisebbitendét és a kivonanddt is.
1921,11'% = 100 - 1g21,11 = 132,4488 = 21,11 100 = 10485 _ 10132 _

=2,8106 - 10"
1221,1"% = 100 1g21,1 = 1324282 = 21,1'% = 19%4282 1132 =
= 2,6804 - 1012,
Tehat 21,11 " —21,1"% = 2,8106 - 10'*? ~ 2,6804 - 10°? = 0,1302 - 10'32 =
= 1,302 10",
(Ez a hatalmas kiilonbség elGszdr igen meglepének tinhet!)
Mivel 450 = 2-3°. 57 ezért 5= 3?5?0‘

Ekkor Ig5 = 1g450~2 - 1g3-1g10 =a—2b—1.

48=2%3 72=2.3% 30=2-3-5=10-3. A 10-es szorzét a logaritmus
alapszamaval tudjuk bizrositani, a 3-t kell a masik két szambol el8allitanunk. Vala-

4 412 3
mely hatvanyuk hényadosabol kiejthetjiik a 2-t, példaul: — = —3 = 3", Tehat
48> 2% .3
4 f 54 ( 4
30 = o5 vagyis Ig30 = }otm 5/7 =
1724—143”‘ Ag72 -3 ~3c¢
. Sg =1+41672531g43:1+4d53r..

a) log, (ab) =log, a+log, b = 1+_c (a>0, a=l, b>0)

b) log,, % =

¢) log, b’ =3-log, b=73c

log,a—-log,b=1-¢ (a>0, a=l, b>0)

(a>0, azl, b>0)

1
d) ga ]_Ogbﬂ:L:_
log, & ¢

o

(a>0, a1, b>0, b=1)
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420,

421

422,

(423)

424,

LOGARITMUS

A 10-es alapil logaritmus fiiggvény szigon monotonitasa miatt az egyenldseg ekvi-

valens a lga'®? = 1g5"% egyenlséggel, ami lgk - 1ga = Iga - 1gb alakba irhato a
hatvany logaritmusara vonatkozo azonossag alkalmazasaval. Az allitas tehat igaz.

n n ot

n i N n -+ - kg I} : T
log . a" = n e (@5 =" Mivel (6*)* =a* = a", ezért az allitds igaz.

a) A logaritmus azonossagait felhasznalva:
lgx = ]gﬁE =1g2, tehdt x = 2 a 10-es alapu logaritmus filggvény szigom

e=]
»

monotonitdsa miatt.
b} A logaritmus azonessagait felhaszndlva: lgx = 120,25, amibdl x = 0,25 a loga-
ritmus fiiggveny szigor monotonitisa miatt.

c) log, 8 = 3 éslog, 16 = 4 miatt log,x = 3 - 3—% 4=9-2=7,tehat
x=2" =128
a) 3

|
b) Igaza van, hiszen —lgc = lg—, hae > 0.

mol

¢) 13 = —Igc, amibdl ¢ = 1077 —.

dm

a) 1,6049 millio forint

b) 2-10° =1,5.10° 1,250l 1,27 = @ amibdl x =
3 Igl1,2
Tehat 15 ev elteltével mar meghaladja a 2 millié forintot a betét névérteke,

12=2%.3,441=3%.7% 175=5% 7 ¢és a logaritmus a]apszama 10=2-5,
2 a4 10% - V441
M, amibdl 1g175 _1g07
12 12

— 1
=1g10% +1g+/441 —1g12 =2:1g10+ 12441~ lg12 = 2+Ef—e‘

Ezek segitségével 175 =

18=2.3% 21=3.7, 45=5-7"¢sa logaritmus alapszama 10 = 2 - 5.

114,
Ezek segitségével 245 = "118 , amibél
21%-10 )
1g245=1g 8 =1g21° +1gl0—-I1gl8=2-1g21 +1gl0-Igl8 =2k +1-g.

133



i 425

_ 426

LOGARITMUS

logu c= (IOgab c) - (l + loga b) = (logab C} ) (10&: a+ nga b) = (IOgczb ¢} (lo.ga ab}:

log, ¢
log, ab
rés képlete, azonossag. Vagyis minden olyan a. &, ¢ szamra igaz, amelyre értelme
van. Tegylik meg a kikdteseket: a >0, a=1, >0, ab=1, ¢ >

= [Ogab

amibdl egy 0sztds utn: ¢. Ez pedig a mas alapu logaritmusra aité-

|
Legyen log, P (1) és log, b=y (2) (a>0,a=1, b6>0)

Be kell latni, hogy x = y. ‘
Irjuk fel (1) és (2)-t hatvanyalakban!

.1 1y
a* == (3),illetve | —{ =5 (4)
b L
Vegyiik (3) reciprokit! (A & — % fiiggvény kdlcstndsen egvértelmi), igy

1
—=b = at=b (3
a

(4) és (5) dsszehasonlitasival
s \:v

a’ = LLJ ,azaz a* =(a Y.
a

A hatvinyozas azonossagal miatt

a “=a"’

Mivel 1 = «' exponencidlis fiiggvény szigorian menoton, ezért —x = —y, tehat
x =y, tehat log, % = logl b.

a

134

429,

SZAMELMELET, OSZTHATOSAG

2.5. Szamelmélet, oszthatésag

a) Ha n paros, azaz n e N, n =2k, ke N, akkor n és a kdvetkezo piros szam
n+ 2 szorzata nin + 2y = 2k(2k +2) = 4k + 1), ahal k és &+ 1 két szomsze-
dos egész szam. Barmely két szomszédos egész szdam koziil az egyik pdros, a ma-
sik paratlan, igy szorzatuk paros, azaz oszthatd 2-vel. Tehat a 4k(k + 1) szorzat
oszthatd 4 - 2 = 8-cal.

Masik megoldds: ha két paros szam szomszédos paros, akker kéziiliik az egyik
2-vel, a masik 4-gyel, igy szorzatuk 2 - 4 = &-cal oszthata.

b) A pératlan szAmok altalanos alakja: 2m + 1, ahol m € N, ezek négyzete
Qm+1)° =4m* +dm+ 1 =dm(m+ 1)+ 1,
ahol m és m + 1 két szomszédos egész szam. Barmely kér szomszédos egész
szam kdziil uz egyik paros, a mdsik paratlan, igy a szorzatuk paros, azaz oszthaté
2-vel (I4sd u)). Tehdt a 8 | 4m(m + 1), igy a 4m(m + 1) + 1 kifejezés, azaz min-
den paratlan szdm négyzete 8-cal osztva I maradékot ad.

a) Hyen pozitiv egész szam nincs, hiszen minden egész szdm oszthatd 1-gyel és &n-
magaval.

b} Ez az 1.

¢) Ezek a primszamok, metyeknek két pozitiv osztojuk van.

d) A primszamok &s az 1.

e) Hyen pozitiv egész szam nincs, hiszen minden egész szam oszthatd 1-gyel €s 6n-
magaval, és ezek a szim nem valddi oszuoi.

a) Egy egész szamot Gsszetettnek neveziink, ha 4-nél t6bb osztdja van (2-nél t&bb
pozitiv 0sztdja van).

b) 10" - 5% egy 5-nél nagyobb, 5-tel oszthatd egész szam, ezért dsszetett.
100 000 000 047-ben a szamjegyek Osszege 12, tehat 3-mal oszthato, 3-nal na-
gyohb egész. Ezért dsszetett.
10% — 7 tizes szamrendszerben felirt alakjaban 19 db 9-¢s és a szam végén egy
3-as szamjegy szerepel, ezért 3-mal oszthatd, 3-ndl nagyobb egész, tehat dssze-
tett szam.

a) Egy egész szamot primszamnak neveziink, ha pontosan 2 pozitiv osztdja van.

by 14"~ 7% oszthaté 7-tel és 7-nél nagyobh, ezért nem lehet prim.
7 000 000 000 011-ben a szamjegyek dsszege 9, ezért oszthatd 9-cel, tehat nem
prim.
520 4+ 7 egy 2-nél nagyobb piros szam, tehat nem prim.
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434,

E

436,

SZAMELMELET, OSZTHATOSAG

Bérmely pozitiv egész szam 3-mal osztva 0; | vagy 2 maradékot ad.

Egyetlen olyan prim van, amely 3-mal oszthatd, ez a 3.

ap=3 eseténp2 + 149 = 37 4 149 = 158 paros, tehat (sszetett szam.

M Hap=3k+1 (ke N =
pr+149 = Bh+ 1)+ 149 = 9% + 6k + 150 = 3347 + 2k + 50) > 3
oszihato 3-mal, tehdt dsszetett szam.

c)Hap=3k+2 (keN)

pPH149 = Gk +2) 2+ 149 = 9k + 12k + 153 = 3(3K7 + 4k +51) > 3

oszthatd 3-mal, tehat Hsszetetl szam.

A primszamolc: 25 3; 5;°7; 11; 13, 17, 19; ...
Az elsd hat primszam Osszege 2+ 3+ 5+ 7 + 11 + 13 = 41 primszdm.

Megjegyzés:

Egyvetlen paros primszam van (2). Ha dgy vélasztjuk ki a 6 egymast kdvetd pozitiv
primszamot, hogy a 2 nincs benne, akkor 6 db piratlan szdmot adunk dssze, Ezek
Osszege paros, 2-nél nagyvobb, igy nem prim. Tehat csak az elsd 6 egymést kiveid
primszam dsszege prim.

Ha a & egész szam mindegyike paratlan lenne, akkor dsszegik paros lenme. Mivel a
feladat feltetele szerint e 6 szam Osszege pératlan, tehat van kazitiiik legalabb egy
paros szam, 1gy szorzatuk pares.

A keresett haromjegyll szamok: 400; 310; 301; 220; 202; 211; 130; 103; 121; 112,
tehat 10 db. A legnagvobb 400, a legkisebb 103. Ezek szamtani kzepe (dtlaga) nem
egész szam, tehat nem szerepelhet a fent szamok kézott.

Legyen p a keresett primszam, az ezt kdvetd négy szomszedos Gsszetett szam a; b; ¢;
d, az 6t6dik szam e, Errdl az e-1dl kellene beldtni, hogy bizonyos p esetén nem iissze-
tett. (Ugyanis csak ekkor dllhatna p utan pontosan négy dsszetett szam.)

Ha p = 2, akkor @ = 3, tchat nem 6sszetett.

Ha p # 2, akkor paratlan, tehat az a; c; e paros, azaz Gsszetett. Ezért nincs olyan p
primszan, amely utan a természetes szamsorban pontosan négy dsszetett szam 4llna,

Vagyvis az 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9 legkisebb kdz0s 16bbszorisét keressiik. Felirva
mindegyikiik priményezds felbonrasat, az Gsszes szerepld primtényezdr az eléfor-
duld legmagasabb hatvinyon dsszeszorozva kapjuk: 2° - 3%+ 5 -7 = 2520. Tehat ez
a keresett szdm.
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441.

442,

SZAMELMELET, OSZTHATOSAG

A keresett hdromjegyd szdm x. Felirhato, hogy 2a+ 1 = x,

b+ 2 =13,
de+3 = x,
Sd+4=x
G6e+5 = x.

Az a; by .. e; x pozitiv egész szamok.

Ebbdal kathatd, hogy x + 1 oszthaté 2-vel, 3-mal, ..., 6-tal. Mivel 2; 3;4; 5 €5 6 leg-
kisebb kizos tobbszordse 60, vagyis x + | = 60y, ahol v pozitiv egész szanl.

A legkisebb haromjegyll szam adodik, ha vy = 2, ekkor x = 119; hiszen, ha vy = 1,
akkor 39 kétjegyvi. :

A legnagyobb hiromjegyva szam adodik, ha y = 16, ekkor x = 939,

1000 - 1001
1

=

tehat a kereset dsszeg oszthatd 11-gyel.

1+243+..+1000 = =500-1001 = 500-91-11,

2

2237023 2-»t . 2-5nHt3.57=27.3".27.2%.3.2%.52.3.57 =
=2'.3%. 54 négyzetszém, mert a szdm primtényezds felbontisaban a primténye-
z8k kitevdje pozitiv paros szam.

Igy az eredeti szam a 27 - 3% 57 = 259 200 négyzete, vagy a —259 200 négyzete.

150 m?2 teriiletd téglalapokrdl van szd, amelyek oldalainak ¢ és & hossza méterben
merve peziliv egész szam; ezek a kdvetkezok:

a=96,

a=35, a
b =25; b

b =30,

a=3,
b = 30,

i@ =2,
b =753;

a=1,

10,
b= 150; 1

5.

A kozds oldal méterben mért hossza oszidja 450-nek és 126-nak egyarant, tehat az
a=1,a=2 a=3 a=6 a=9 a= 18 meter hosszu kbz6s cldalak johetnek
szoba, A kapott, Osszeillesztett téglalapok oldalainak mérdszamai tehat:

a= 18,

b =32,

a=1, a =72, a =73, a=6, a=9,
b= 576; b = 288; b=192; b =96, b = 64;
ahol az utolsd a leghosszabb kbzos eldallal rendelkezdé.

A két szam legnagyobb kézis osztojat kell meghkeresni, anndl nagyobb oldalu négy-
zetlappal nem lehet lefedni a helyiséget. 425 = 57 17, mig 306 = 2 - 3 2,17, teht
a legnagyobb kizds osztd: 17. Azaz a legnagyobb négyzet alaka jarolap 17 cm cl-
dali. (Persze a gyakorlati életben a jardlapok kozéw hézagokat kell hagyni a fuga
szAmara, de mivel ezek méretérdl nem esett 520, igy mést nem mondbatunk.)
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a) 111" tizes szdmrendszerben felirt alakja 1-re végzddik. Ha ehhez 4-et hozza-
adunk, akkor egy 3-re végzidd cgész szdmot kapunk, amelyik biztosan oszthato
S-tel,
b} A szam 10-¢s szamrendszerben felirt alakjaban a szamjegyek dsszege 3. Ezért a
szam valoban oszthatd 3-mal.
¢) A szam pdros és 3-mal is oszthato, mert a 10-es szimrendszerben felirt alakjabuan
a szamjegyek dsszege 6. A 3-mal oszthatd pares szamok oszthatok 6-tal.

dy A(2k+ 1?1 = 4k% + 4k = 4k (k + 1) Atalakitashol lthatd, hogy a szam 4-gyel
oszthatd. Mivel k(k+1) ket szomszédos cgész szdm szorzata, ezért ez a szorzat
paros, jeldljilk 2m-mel. Igy 4k(k+1) =4 - 2m = 8m (m € Z). Ezzel belattuk,
hogy a megadott szim minden £ € Z esetén oszthaté 8-cal.

444, a) A szédm 10-es szamrendszerben felirt alakjaban a szamjegyek dsszege 9, ezért va-
loban osgthatd 9-cel.
b} A szdm 10-es szamrendszerben felirt alakjaban a szamjegyek dsszege 9, ezért 9-
cel oszthatd, masrészt a szam 008-ra végzddik, ezért 8-cal is oszthato. Mivel & 8
és a 9 relativ primek, ¢zér a szorzatukkal, azaz 72-vel is oszthatd a szdam.

(ol78 113 = (17 -1DA7 +17° 11 +17° - 117+ ... + 117) = 6k, ahol £ egy
S v ; . . . - .
“egesz szam. Bz éppen azt jelenti, hogy a szam oszthatd 6-tal.

| 445,/ a) 36-tal pontosan azok a szdmok oszthatok, amelyek oszthatok 4-gyel és 9-cel (a
primtenyezok elkiilénitése alapjan). A 4-gyel valod oszthatdsag miatt a keresett
szam 52-re vagy 56-ra végzddhet, tehat y = 2 vagy v = 0. A 9-cel valo oszthato-
s4g miatt a szdmjegyek Gsszege azelsesethben 3+ 2+x+4+5+2 = 10+x, a
masodikban 3 + 2 + x + 4 + 5+ 6 = 20 + x. Az elsd esethen az x = 2, a masodik-
ban az x = 7 helyetlesitéssel kapunk 9-cel oszthatd dsszeget. Két megfeleld sza-
mot talaltunk tehat, ezek: 322 452, 327 456.

b} 12-vel pontosan azok a szdmok oszthatdk, amelvek oszthatok 3-mal és 4-gvel. A
4-gyel valo oszthatdsag miatt a keresett szam 32-r¢ vagy 36-ra végzddhet, tehat
y = 2 vagy y = 6. A 3-mal vald oszthatdsag miatt a szdmjegvek Osszege az els6
esethen 6+ x+4+2+3+2 =17 +x, a masodikban 6 +x+4+2+3+6=
= 21 + x. Az elsé esetben x lehet 1 vagy 4 vagy 7, a masodikban x lehet 0 vagy
3 vagy 6 vagy 9 — igy kapunk 3-mal oszthatd dsszeget. Hét megfeleld szamot ta-
laltunk tehdt, ezek: 614232, 644 232, 674 232; 604 236, 634 236, 664 236,
694 236.

d46.) a) Igaz, a3 és 4 relativ primek, ilyenkor a szorzatukkal is oszthato az a szam, amely
mindkettdjliknek tébbszdrdse.

b) Nem igaz, pl. 18, 30. (A 2 és a 6 nem relativ primek, ilyenkor nem teljesiil ez a
tulajdonsag.)
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Altalanes szabaly, hogy 2 primtényez6s felbontasban szereplé szamokat relativ pri-

mekre kell elkiiloniteni.

a) 18 = 2- 3% azaz a 2-vel és 9-cel oszthald szamok oszthatok 18-cal is.

b) 24 = 27 - 3, azaz a 8-cul és 3-mal oszthatd szamok oszthatok 24-gvel is.

¢) 30 = 2-3 -5, itt tobbféle lehetdség is van: a 2-vel, 3-mal és 5-tel vagy a 6-tal és
5-tel vagy a 10-zel &s 3-mal vagy a 2-vel és 15-tel oszthato szdmok oszthatak 30-
cal 18,

a) Hamis, PL. 2 + 3 =4 = 9, ami nem oszthato 6-tal.

b) Igaz. Négy szomszédos egeész szam kdzott biztosan van egy 3-mal oszthato, to-
vibba két paros szam is, amelyek egyike 4-gyel is oszihato. A négy szomszédos
egész szam szorzata ezért biztosan oszthato 3 - 2 - 4 = 24-gyel.

¢) Igaz. Ha egy Osszetett szam primtényezds felbontdsdban ket killénbozd pozitiv
prim (pl. p és ¢) is el6fordul, akkor legalabb 4 pozitiv osztoja van a szamnak: 1,
b q; Pq.

Ha tehdt 3 pozitiv osztdja van egy pozitiv egesznek, akkor egy pozitiv primszam
(pl. p¥ hatvanyavaul egyenld, és 4 hatvanykitevd is csak 2 lehet.
Elkkor valoban 3 pozitiv osztoja van a szdmnak: 1; p €s pg.

Az eredeti négyjegyil szam szamjegyei sorban: @; &; ¢; d.
A megvalioztatotte: &, a; b; c.
A két szam kiilonbsége:
10004 + 1005 + 10c + d — (10004 + 100a + 10k + ¢) = 900a + 908 + 9¢ — 9994 =
9(100¢ + 106+ ¢ — 1114},
ami azt jelenti, hogy a kiildnbség oszthato 9-cel.
Mis gondolatmenet is célra vezet: Az a szam oszthato 9-cel, amely jegyeinek Hssze-
ge oszthatd 9-cel. Itt a ket négyjegyi szam szamjegyei azonosak, ezért a jegyek Gsz-
szegének kiilonbsege 0, ami oszthatd 9-cel.

a) [gen. 2001 = 666 + 667 + 668
b) Nem. Harom szomszédos egesz szam szorzata mindig oszthatd 3-mal, a 2002
azonban nem.

Az egyik dsszeadandonak pirosnak kell lennie, ezért az egyik prim a 2.
2003 = 2 + 2001, de ¢ 2001 nem prim.
Igy a 2003 valdban nem rhatd fel két primszim bsszegekent.
a)3150=2-3%.5%.7

5400 = 2% .3%. 57
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b} (3150; 5400) = 2-3%- 5% = 450
c) [3150; 34001 = 27 . 3% .5%.7 = 37 800
d) (3150; 5400) - [3150; 5400] = 450 - 37 800 = 17 010 000 = 3150 - 5400
Megjegvaés:
Altaldnosan is igaz, hogy 2 € N*: b= N" esetén (a, b)[a; b] = a - b, azaz két

pozitiv egesz szam legnagyobb kézds osztdjanak és legkisebb kizos tGbbszérs-
sének szorzata megegyezik a két szam szorzatdval.

Két egesz szam esetén igaz, hogy ab = (a; b)[a; b], vagyls most 24h = 6 - 120 =
= 720, amibol b = 30.

Ket szdm esetén igaz, hogy ab = (a; b)[a; B], vagyls most ab = 6 - 60 = 360 =
=2%.3%.5 Mivel 4 legnagyobb kozos 05210 6,a 2 - 3 szorzat mindkeét szam prim-
tényezds felbontasaban szerepel, a szorzatukbol eszerint mar csak egy 2-es €s egy
5-0s primtényezdt lehet ketiejiik kozdtt | szétosztani”. Bzt ketféleképpen tehetjiik:
vagy ugyanahhoz a szamhoz hasznaljuk fel 8ket, vagy a két iilonbdz8hoz. Eszerint
a ket keresett szdm a 6 és a 60, vagy a 12 és a 30.

a) Ha a| b, akkor (a; #) = a és [a; b] = b.
b) Ha a gs b relativ primek, akkor (a: b) = 1 &s [a: B] = ab,

Legyen a két pozitlv szam a < b. A legkisebb kizos tobbszdrisik 637, azaz
[a: b] = 637. Primtényezs felbontasa: 72 - 13. Az g és a b csak ezen primtényezé-
ket tartalmazhatja, legfeljebb ezekkel a kitevikkel, A 7 kitevdje legalibb az egyik
szamban 2 kell, hogy legven, a 13-nak is szerepelnie kell legalabb az egyik szam-
ban. Figyelembe véve, hogy az @ és a b nem relativ prim, azaz legnagyobb kéizds
osztojuk 1-nel nagvobb ((a; b) > 1), a kbvetkezé szdmparok johetnek szAmitisba:

a 7 i [ 73] 7 7°
o723l 72370 3] 7 15 | 7213

2

1840 =2*.5.23; 3400=2%.5%.17,
tehat [1840; 34001 = 2% . 5% . 17. 23 és (1840; 3400) = 27 . 5.

. - .. . " L. . 2:23 46
a) A tortet a legnagyobb kdz8s osztoval célszerii egyszeriisiteni: 517 B
b) A két nevezd legkisebb kozds tohbszdroser célszeri kézis nevezdnek valasztani:

2.23 5-17 __ 46-85
24571723 2*.51.17.23  2°.52.17.23
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~ 39 _ 39
T2.57.17.23 156 400°

7395 =3.5.17-29; 980 =22.5.17.29,
tehat [7393; 9860] = 273 .5 17 - 29 és (7395; 9860) = 5- 17 - 29,

a) A t0rtet a legnagyobb kézds osztoval célszerd egyszerfisiten: % = _%
2 4
b) A két nevezg legkisebb kbzis 10bbszérdsét célszerli kizos nevezdnek valasztani:
3 2 -1 1

22-3-5"17-29_22-3-517-29: 28.3.5.17.29 29580

150 &5 180 barmely kdzos tébbszorosenek széllitisa megoldhaté igy. A minimalis
nezdszam a legkisebb kdzos t8bbszords, vagyis 900.

a) Itt a 2 gyakrabban induld vonat kévetési id8kozeinek legkisebb kézés tobbszi-
rosét kell nézni: 4 = 2% 6=2-3; [4;6] = 2%-3 = 12. Tehdt 12 perc mulva
indul legk&zelebb 2 vonat egyszerre, azaz 12: 12-kor.

b) Mindhérom kévetési idékoz legkisebb kdzos tébbszordse kell: 4 = 2% 6 =12.73;
7 pedig prim, vagyis [4; 6;7] = 2° -3 - 7 = 84. Mindharom vonat egyszerre leg-
kézelebb 84 perc muilva fog indulni, azaz 13:24-kor.

" iy .42, 73, a4 A5 462 o7
8 pozitiv osztdja van. Ezek: 1; 2 ;25,27 2% 27 2% é¢ 27,

a) A 2 (osztoi: 1; 2).

b} A 4 (osztéi: 1; 2; 4),

c) A 12 (osztdi: 1; 2; 3; 41 6; 12).

Megjegyzés: ha egy szdm primtényezds alakja » = pf_' . pé"’-'
zitiv osztoinak szdma (k) + D&, + 1)+ ... - (k, + 1). Bszerint 2 osztéja egy p' ala-
ki szdmnak van — vagyis a primeknek —, ezek koziil legkiscbb a 2. Harom osztdja
egy p° alaki szédmnak van, ezek kéziil legkisebb a 4. Hat osztoja pedig egy pj - ps
alaku vagy p5 alaku szamnak van, a legkisebbet kaziiliik nyilvan a két legkisebb prim

. pf“, akkor a1 pozi-

segitségével dllithatjuk elé: 27 - 3 = 12, és ez kisebb, mint 2° = 32,

A négyzetszamoknak,

Els§ bizonyitas: irjuk fel az osztokat névekvo sorrendben. Ekkor az els6 az 1, az
utolso a szam maga, szorzatuk maga a szim. A sorban mésodik és utolsé elétti 0sztd
szorzata szintén maga a szdm. [ly mddon Gsszeparosithatjuk az osztékat. Ha pérat-
lan sok 0szt¢ van, akkor a kdzépsonek nincs pérja, az énmagaval szorozva adja ered-
ményil magdt a szamot, ami igy négyzetszam.
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(Konkrét peldaval: 16 = 1-16 =2-8 =4-4.)

Misodik bizonyitas: ha egy szdm primtényezds alakja »n = pf” . p,j'z et pf akkor
n pozitiv osztoinak szdma (k; + 1)k, + 1) - ... - (k, + 1). Bz utdbbi szorzat csak ugy
lehet paratlan, ha minden tényezéje is paratian. Ekkor a primtényezds felbontashan
minden Kitevd paros, vagyis 7 négyzetszam,

Tlyen példaul a 2°%!, Ennek osztéi: 1;2;2% 2% 220 Ugyanigy bérmely prim-

szam 2001. hatvanyéanak 2002 osztdja van,

Megjegyzes: Ha az a pozitiv egész szdm t6rzstényezds felbontisa a kovetkezs:

a=pi'-pi?-. ), ahol py primszam, & pozitiv egész kitevd, akkor az osztok

szama: (e + 1) (o + 1)... (s, + 1).

E tétel ismeretében mas tipusi, 2002 osztéval rendelkezd szamok is taldlhatok. Mint-

hogy 2002 = 2.7 - 11 - 13, igy 2002 osztdjuk van pl. a kivetkezd szimoknak is:
9.36.510 412, 5.36. 5142, 7 . 5 (000, sth

A 80 valddi osztdi kellenek, mert egy sorban nem allhatnak fel. 80 = 24. 5, vagyis
az (sszes 0szto szdma (4 + 1)(1 + 1) = 10, de ebbdl az 1 és a 80 most nem jé, ma-
rad 8 eset. Felsorolva: 2; 4; 5; 8; 10; 16; 20; 40. Mivel a sorok és oszlopok nem fel-
cserélherék, ezért valoban 8§ eset van.

Ha minden papirlapot k-felé tépiink, azzal a lapok szama k-szorosara véltozik, gy
Osszesen: 1-2-2-5-5-7 = 700 papirdarabot kapunk.

Legyen a két szam ¢ := 3m + 1 és b := 3n + 1 (m, n € N). Bkkor
a} az Osszeglk a + & = 3(m + n) + 2, ez 3-mal osztva nem 1, hanem 2 maradékot ad;

b) a szorzatuk ab = 9mu+3m+3n+1 =73 (Smn+m+m+1, ez 3-mal osztva
1 maradekot ad.

a} Harom egész szim kozot mindig van két paros vagy két paratlan szam, E kat
szam Osszege biztosan paros.

b) Ha az 6t szam k6zott van harom olyan, amelytk 3-mal oszrva ugyanazt a mara-
dekot adja, akkor e hdrom szam Gsszege oszthat6 3-mal.
Ha nincs harom olyan szam, amelyik ugyanazt a maradékot adja a 3-mal valo
osztaskor, akkor mindegyik tipusbél (3-mal osztva 1, 2, illetve 0 maradékot ado)
legfeljebb kettd lehet az &t szdm kézitt, azaz mindhdrom tipusbél van legalabb
egy-egy szdm. E hdrom szam 8sszege ismét csak oszthatd 3-mal,

Barmely ket paros szém dsszege €s kiillénbsége is paros, igy az dsszegiik és a kii-

linbsegiik is 2-vel oszthatd, szorzatuk tehat 4-gyel.
Barmely természetes szam 3-mal osztva 0; 1 vagy 2 maradékot ad. Bérmely 4 sza-
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mot kivélasztva, ezek kdziil van legalibb két olyan, amely 3-mal osztva ugyanazt a
maradekot adja. [gy ezek killénbsége 3-mal oszthato,

Mivel 3 és 4 relativ primek, azaz legnagyobb kozos osztojuk 1, igy ha egy szorzat
0szthato 3-mal és 4-gyel, akkor a szorzat oszthatd 3 - 4 = 12-vel.

Egy pératlan szam ndgyzele (2k+ 1)° = 4x2 + 4k + 1 alaki. Ezt irhatjuk igy is:
dc(k + 1)+ 1. Azonban kk + 1) mindig piros, hiszen két egymast kivetd egész ko-
zidl az egyik biztosan az, igy szorzatuk is. Ekkor 4k (k + 1) oszthat6 8-cal, vagyis
gy paratlan szdm négyzete 8-cal osziva mindi g 1 maradékot ad.

Ha ket szdm valarely szimmal osztva azonos maradékot ad, akkor kiilonbségiik
oszthatd az illeté szammal. 59 - 35 = 24, igy ennek oszt6i adjak a megoldast: 1; 2;
3,4, 6; 8, 12; 24. (A kér szam maradékai ezen osztokkal valé osztds utan reitdre (;
1;2:3; 5, 3; 11; 11 — valdban egyeziek.) -

A2 nem ilyen, igy csak paratlan primek kozétt keres gélhetiink. Ezek mind egy pa-
ros szammnal kisebbek 1-gyel, igy csak pérosak négyzete johet széba. Ekkor primiink
(L.’k)z - I alaki, vagyis (2k — 1) (2k + 1). Lévén prim, valamelyik osztdja (nyilvan a
kisebbik) 1, a masik nmaga. 2% — 1 = 1, ebb6l & = 1, a prim pedig 2k + 1 = 3.

Mivel 144 = 2. 3% ezért azok a 144 nevezdji tdrtek a megoldasok, melyek szadm-
laloja 0 és 144 kdzott egészek, és szamlalojuk nem oszthaté sem 2-vel, sem 3-mal.
1-t61 143-ig 71 db paros szam ([143:2] = 713, 47 db 3-mal oszthaté szim
([143:3] = 47), é5 23 db 6-1al oszthaté szam ([143 : 6] = 23) van. Fzek viszonya
az abrarol leolvashaté: (ha egy sz4m oszthaté 2-vel és 3-mal, akkor a szam oszthatd
2 -3 = 6-1al, mert 2 és 3 relativ primy).

9-vel 05zthar; a-mal aszthges

I
6-ta1] oszthatd

Tehat, ha a keresett tértek szamlaldi nem oszthatok 2-vel vagy 3-mal, akkor a tort
nem egyszerdsithetd.
Osszesen 143 ~ (48 +23 +-24) = 48 db ilyen tért van.

Egy szdm aldcor oszthato 5-tel, ha utolso szamjegye O vagy 3.
Ha az utolsd szamjegy 3, és a t5bbi szamnjegy ettdl és egymastd] killonbdzad, akkor
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az els6 helyre 8-féle szamjegy keriilhet (mert a 0 és 5 nem), a masodik helyre ettdl
fliggetlentl ujra 8-féle szamjegy keriilhet (mert 5 és az elgbb felhasznalt szamjegy
nem), a harmadik helyre etté] figgetleniil 7-féle szamjegy keriilhet. Igy itt az esetek
szdma 8 - § - 7 = 448.

Ha az utolso szamjegy 0, és a t5bbi szAmjegy etidl és egymastd] kiilénbdwd, akkor
az eisd helyre 9-féle szamjegy keriilhet (mert a O mér a végen all), a masodik helyre
ettd! fliggetienill 8-fEle szamjegy keritlhet (mert 0 és az el6bb felhasznalt szdmjegy
nem), 2 harmadik helyre ettdl fiiggetleniil 7-féle szamjegy keriilhet. fey itt az ese-
lek szdma 9 -8 -7 = 504.

Osszesen 448 + 504 = 952 olyan kiilonbdzd szamjegybol alld négyjegyii szém van,
amely oszthato 5-tel,

A szémok szorzata 12n°, dsszege pedig 8n. Ha 8n| 1247, akkor (dn-nel egyszert-
sitve) 2| 3n°. Bz csak ligy lehet, ha 2 | n 2 de ekkor 2 | n. Ekkor persze 16 = § - 2| 8n
596 = 12-2%| 126",

Harom egymast kovet6 szdm kozitl az egyik bizonyosan oszthatd 3-mal, egy masik
1, a harmadik pedig —1 maradékot ad, igy &ltalinosan ithatjuk (a, b, c e Z):
BGa)”+ (Gb+ 17+ (B3 - 1)° =272+ 276> + 27624 b+ 1+ 2767 —270%+ 96 — 1.
A +1 ¢s -1 kiejti egymdst, a wbbi tag mind oszthatd 9-cel, igy az Osszegiik is.
(Persze a, b, ¢ kézitt lehetnek, s6t biztosan vannak egyenlék — akar mind a hirom
is —, de mivel nem tudhatjuk, hogy a hirom szomszédos szém legkisebbike 3-mal
osztva milyen maradekot ad, igy nem allithatjuk, hogy e harom szam pl. 3g-1,
3a, 3a+1. Lehetnek ugyanis 3a, 3a+ 1. 3a+2vagy 3a+ 1, 3a+2, 3a+3ala-
kuak is. E 1obbféle esetet egyesitettiik az a, b, ¢ jel5léssel. Lehet persze ¢ felsorolt
harom eset mindegyikét kiilon-kiilén is vizsgalni.)

A harom szomszédos pozitiv egész szam: n—1: n: n-+ 1.
Ezek kibének Gsszege: (n— 1) +1° + (n + 1 =3n"+6n = 3n(n® +2).
Ezt vizsgaljuk 36-tal valo oszthatésag szempontjabél.
a) Ha n paros, akkor igy frhato n = 24, ahol % pozitiv egész. Ekkor
3n(n” +2) = 6k(4k” + 2) = 12k(2k> + 1),
Meg kell még vizsgalni, hogy a k(2k> + 1) szorzat oszthato-¢ 3-mal.
Ha k oszthatd 3-mal, akkor az eredeti kifejezés oszthatd 36-tal.
Ha k nem oszthato 3-mal, akkor 3-mal osztva 1-et vagy 2-t (illetve —] -et) ad ma-
radékul, ami igy ithaté & = 3m + 1, illetve k = 3m - | vagy egyltt: k = 3m £ 1.
Ekkor 2% +1=2(Gm+ 1)+ 1 = 18m> + 12m + 3,

Ennek az Gsszegnek minden tagja oszthatd 3-mal, tehdt 124(24°+ 1) oszthatd
36-tal.
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. * . . 3 L
b) Ha n paratlan, akkor n — 1 €s n + 1 paros. Igy (n - l)g’ +nr7+{n+ 1) paratlan,
ezért 36-tal nem oszthato. :

Osszefoglalva: harom szomszédos pozitlv egész szam kibének Osszege akkor es
csak akkor oszthato 36-tal, ha a kdzépsod szam paros.

15-tel pontosan azok a szamok oszthatok, amelyek oszthatok 3-mal ésHS‘—tel. A.z 3-
tel valo oszthatésdg miatt ¢ = 0 vagy 5, de mivel ugyanez a szdm elsd jegye is, 0
nem lehet. Ha @ = 3, akkor a masodik feltételbdél ¢ = 6. A 3-mal vald oszthatosag-
hoz kiszdmoljuk a szamjegyek dsszegét, ez S+ b+6+5 = 16+ 5; ekko_r b_lehet 2
3: 8. Mivel a kiilénbizé betitk kiilonbozd szamjegyeket jelentenek, az 3 kiesik, tehat
végiil két megfeleld szamot talaltunk, ezek: 5265 €s 5865.

a} Ahany 0-ra végzodik egy szam, 10-nek annyiadik hatvényaval os(ztl_l.aEc'}.hEz uE(’)b~
bit pedig a szam primtényezds felbontasdban szerepld kettesek és otcr)solf szima
hatdrozza meg. Irjuk fel a 100! minden tényezojét (képzcletbeq) primtényezos
felbontdsban. Nyilvéan joval tobb 2, mint 5 szerepel, igy ez utdbbiak szama 'donu
el, hany 10-es tényezd hozhatd 1étre. Az 1-t8] 100-ig felirt szamok koziil m3nde'n
Stodikben van egy 5-0s primtenyezd, vagyis 20 darabban. A 25-tel oszthato $2d-
mokban (dsszesen 4 darabban) van még egy 5-0s, igy a 100! felbontasaban Gsz-
szesen 24 darab 5-Os tényezé taldlhato, igy a szdm 10**_nel oszthato, v.agyis
24 db O-ra végzadik. (A kettesek szama valdban meghaladja ezt, hiszen npnden
masodikban — 50 db — van egy 2, a néggvel oszthatdkban — minden negyedikben,
25 db — van még egy, a nyolecal oszthatckban — minden nyolcadikban, 12 db'—
még egy, minden tizenhatodikban — 6 db — még egy, minden 32.-ben — 3 db— még
egy, minden 64.-ben — 1 db — még egy, Osszesen 50+ 25+ 12+ 6+353+ 1 = 97))

b) Az a)-ban litort gondolatmenet szerint ezt a 100! primiényezos fel_bontf'tséban
szerepld kettesek és harmasok szdma hatarozza meg. Kettesbdl — mint llattukl—
97 db van, a hirmasok szdma pedig hasonto megfontoldssal: az 1-161 100-ig felirt
szamok kozill minden harmadikban van egy 3-as primtényezd, vagyis 33 darab-
ban, minden 9.-ben — 11 db — még egy, minden 27.-ben — 3 db — meg egy, és min-
den 81.-ben — 1 db — még egy, azaz dsszesen 33+ 11 +3 + 1 = 48 Igy a 100!
6-nak legfeljebb 48-dik hatvanyaval oszthato.

¢) Mivel 27 | 100! (lasd az a)-ban), ezért 4 | 100!, de magasabb hatvanya mar nerm.

a) 13015=1-5"+3-57+0-541-1 =125+75+1 =201
B 1301, =1-8°+3-8%4+0-8+1-1=512+192+1 =705
) 1301, =1-12%+3.12740-12+1-1=1728+432+1 = 2161
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Meghatirozzuk a szdmrendszer alapszdménak legmagasabb hatvanyat, ami meég ki-

sebb az atvaltando szamnal, majd elosztjuk vele; a maradékot az eggyel kisebb hat-
vannyal, és igy tovabb.

a) 1301:1024=1  [5)11301:512 =2 ()] 1301: 256 = 5
277: 512=0 277: 64=4 21: 16=1
277: 256 = 1 20: 8=2 5: 1=5
20: 128=0 5: 1=5
21: 64=0
21: 3R2=0
21 16=1
5: 8=0
3: 4=1
It 2=0
1: 1=1

Vagyis 1301 = 10100010101, = 24255 = 515,
(A 2-esbdl 8-as, illetve 16-0s szdmrendszerbe kozvetleniil is lehet Atvaltani, mivel
8= 23, illetve 16 = 2% A 2-es szdmrendszerbeli alakban hatulrol harmasaval, illet-

ve megyesével csoportositva a szamjegyeket kozvetleniil megkapjuk a masik két
eredmeny szamjegyeit, szintén hdtulrél induld sorrendben.)

a) 2-vel oszthatd, ha nulla van a végén;

b) 4-gyel, ha 2 nulla van a végén;

¢) 8-cal, ha 3 nulla van a végén.

d} A 10-es szamrendszerben ugyanez a szabély a 10 hatvanyaival vald oszthatdsdgra,
a végén levé 0-k szama mutatja, hogy 10-zel, 100-zal vagy 1000-rel oszthato-e egy
szam. Ha pedig a felsorolt szamokkal valo oszthatosagi szabalyokat idézziik fel a
I0-es szdmrendszerben: a szam oszthatd 2-vel, ha paros szam, tehat a vége 0,2, 4,
6, 8 4-gyel, ha az utolsd 2 szdmijegybdl Allo szdm oszrhatd 4-gyel; 8-cal, ha az
utelso 3 szamjegybdl 411G szam oszthaté 8-cal,

a) 6 vagy —6.

b) Nincs ilyen egész szdam.

Anf=21-3+ 1, vagyis n” = 64, amibél a gondolt egesz szam 8 vagy —8.

I-Ia egy 3-mal oszthaté szamot emeliink négyzeire, akkor a négyzetszdm 3-mal

vald osztdsakor 0 maradékot kapunk.
Ha olyan szamot emeliink négyzetre, amelyiknek a 3-mal valé osztasakor 1 ma-
radékot kapunk, akkor a (3k+1)* = %%+ 6k+1 =3 (34> + 2k) + 1 Atalaki-
tasbal lathatd, hogy a szam négyzete 3-mal valé osztaskor 1 maradékot ad.
Vegiil, ha olyan szdmot emeliink négyzetre, amelyik 3-mal valo osztisnal 2 mara-

14.6....

D

SZAMELMELET, OSZTHATOSAG

dékot ad, akkor (3k+2)% = 9" + 12k +4 = 3 - (3% + 4k + 1) + 1 dralakitasbol
lathatd, hogy a szam négyzetének 3-mal valé osztasakor ismét 1 marrildekot kapunkr.
Ezzel belattuk, hogy nem kaphatunk 2 maradékot egy négyzetszam 3-mal vald
osztasakor.

Az 1., 2., 3. sth. séta alkalméval tulajdonképpen golyaval megjeléljﬁlf az 1-gyel, 2-
vel, 3-mal stb. oszthatd sorszami dobozt. Matematikailag az tehat 2 ke{-des3 1:10 gy 4z
1 és 30 kijzotti szamok melyikének van a legkevesebb, illetve Iegtobl?.l\pomtl\rf) 0sz-
tdja, és van-e olyan, amelyiknek épp 5 van? Egy szam pozitiv osztoinak szamat a
primtényezds alakjanak kitevdibol meghatirozhatjuk (lasd pl -a 462. fela(riat). Leg-
kevesebb osztdja persze az l-nek van (1 db). Pontosan 5 osztdja alyan szamnak le-
. Fil am
het, amely egy prim 4. hatvanya —1 és 50 kozdt egy ilyen van, 27 = 16, A Iegtob’b
0szt0ji szam megtalalasdhoz szisztematikusan fel kell irni a prim-felbontasokat, €3
) 44 i
a , kitev8k + 17 alakii szorzatokat eléallitani. Mindenesetre a 48 (= 27 - 3) lq OSZI0-
val rendelkezik, ez a legtdbb. (9 osztoju a 36 (= 27 - 32), Bpediga24(=2"-3),a
0(=2-3-5),a40 (= 2%, 5),ad2(=2-3.7. A legkisebb, mar 11 osztos szam
az 1024 — mint a legkisebb prim, a 2 tizedik hatvénya.)

Fejezziik ki b-1 az egyenletbol!
bla+}=114-a
- - 3 115
b:114 @ _ (a+1)+113=_1+ .
a+l a+1 a+l
begész, ha a+1 | 115, igy ezck lehetséges értékeit foglaljuk rablazatbal

a+l a | b
1 0 nem megoldds, merta > 0
5 4 22 megoldas
23 22 4 nem megoldas, mert ¢ < & nem teljesiil
115 114 0 nem megoldas, mert a < b nem teljesiil

Tehat a feladat megoldasa: ¢ = 4; b = 22.

Dyen szam nincs, A négyzetszamok primtényezdinek ugyanis paros hatvanyon kell

szerepelniiik. It a képzés alapjdn a szdmjegyek Gsszege oszthatd 3-mal, de nem
22
oszthat6 9-cel. Ezért a szam oszthatd 3-mal, de nem oszthaté 3~ = 9-cel.
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[ 487) Legyen a keresett négviegyl szam x. L x—83 = 101% ke N

O x-64=102n neN
O-1 1©9=10la-H+r =
Mivel x négyjegvi, 1000 < x < 9999, azaz
036 < x— 64 < 9935, &5
917 < x— 83 £ 9914,
Ezekbél kovetkezik: 9= n <97
Ha s > k, akkor 101(n — &) + s > 19 nincs megoldas.
Han <k, példdul n -k = ~1, akkor 19 = 101(-=1) + &, ebbsl n = 120. A feltétel
miatt nem megoldds.
Han-#4 < -1, akkor n > 120.
A =-gal jelSlt egyenlet akkor és csak akkor teljesiilhet, han—k = 0,
ami azt jelentd, hogy n = 19; & = 19,
tehat x = 101 - 19 + 83 = 2002.
A szdvegbe vald behelyettesitéssel ellendrizziik, hogy ez mindkér kivetelményt ki-
elégiti. Mas megoldds nem leherséges.

Ha n oszthaté 3-mal, akkor 3% alakban irhatd fel, k€ N7

Ezértn+ 1 =3k+1és§=33—k=k.

Minthogy & bérmely osztGjaval (3k + 1)-t osztva 1-t kapunk maradékul, ezért k
egyetlen valodi osztdja sem osztdja a {3k + 1)-nek, ezért 3k + 1 és k relativ prim, az

ismert jeldiéssel: [n +1, %] =1, han = 3k, ahol k egész szam.

A= ntl_2n=3+13 = 2+-£ kifejezeés egész, ha 13 oszthatd (- 3)-
n—3 n-—73 n—73

mat, ahol 2 = Z.

n-3=13, ebbéln = 16, (ekkor4 = 3).

n=3=1, ebbil n = 4, {ekkor 4 = 15).

n-3=-13, ebbdln =-10, (ekkord = 1).

n-3=-1, ebbdl n = 2, {ekkor 4 = —11).

-2+ -1 +n%+ i+ D>+ +2)> =502+ 10 = 5(r2 +2), ami akkor
lehetne négyzetszam, ha n> + 2 is oszthatd lenne 5-tel. {Egy négyzetszam primfel-

bontasdban minden eléforduld prim kitevdje paros.) Ekkor nz-_nek 8-ra vagy 3-ra
kellene végzddnie, ami azonban sosem fordul eld, (A négyzetszimok csak O, 1, 4,
5. 6, 9 szamjegyre végzddhetnek.)
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a) Tegviik fel, hogy van ilyen szam. Legyenek a tizes szamrendszerben felirt szam
jegvel a, b, ¢; azaz 1004+ 10b + ¢ a szam értéke. Kilences szamrendszerben
ugyanezt a szamot egy olyan alak adja meg, ahol ajegyek 2-vel nagyobbak, azaz:
Blia+2)+9(b+2)+ (¢ +2) = 100a + 10b + ¢; ebbdl 182 = 19g + b adddik.
Emellett 9-es szdmrendszerben a legnagyobb jegy a 8, tehat a, b és ¢ kisebb vagy
egyenlo, mint 6. Az egyenlet szerint viszont a legalabb 9 kell legyen (s6t, még az
a = 9 is kevés, mert még akkor is & > 10), hiszen kiilnben b nagyobb lesz, mint
10. Ez az ellentmendés mutatja, hogy a feltételnek megfeleld haromjegyit szam
nem létezik.

b) Ebben az esatben a kivetkezd egyenletbd] kell kiindulnunk:

49(a+2)+7b+2)+ (¢ +2) = 100g + 108 + ¢, ahonnan: 114 = 51a -+ 3b. [it az
a feltétel, hogy a +2, b+ 2 és ¢ + 2 legfeljebb 6 legyen, tehat mindharom jegy
legfeljebb 4. Mivel 2 = 1 mellett 4 1l nagy lenne, mig ha ¢ = 3 vagy 4, akkor »
negativ lenne, ezért csak az @ = 2 eseret kell vizsgdlni. Ekkor & = 4 lesz, hiszen
102 + 12 = 114. A c-re nincs feltétel, barmi lehet 0-td1 6-ig, azaz a szoba jévd
10-es szamrendszerbeli szamok: 240, 241, 242, 243, 244. Ezek a szamok a 7-es
szamrendszerben rendre: 462, 463, 464, 465, 466. Tehdt pontosan 5 darab ilven
szam van,

[ 492) Tegyiik fel, hogy kezdetben a kert oldalai m, illetve z méter volt, ahol m és n pozitiv

egeszek. A feltétel szerint, ha levdgunk egy 7, illetve 6 méteres csikot, akkor az 1j
téglalap teriilete az eredeti kétharmada lett. Ez egyvenlet formdjaban a ktvetkezd-

2 )
képpen nez ki: 3 mr=(m—-T¥n-6), (m>7 n>6)

ahonnan 2mn=3(m-T)(n—-0),
beszorozva: 2mn = 3mn —21n— 18m + 126,
ebbol O=mn—-21n-18n + 126.

0=(m—21)(n—18)— 378 + 126,
] 252 = (m—21){(n - 18).
A 252 =27.3%.7, azaz osztdinak szama: (2 + 12+ D1+ 1) = 18.
Eszerint elvileg 18 kiilénb6z6 megoldas is lehet (ldsd téblazat).

m-21 1| 2l 3] 4] 6| TF| 9| 12| 14: 18| 21 28 36! 421 63| 84 126|252

n—-18|252|126 84| 63| 42| 36| 28| 21| 18| 14| 12 9 7 & 4| 3| 2| 1

m 22| 23 24| 25 27| 28| 30| 33| 35| 39| 42: 49| 57 63| 84!105[147|273

" 270|144j102] 81 a0 54 46| 39| 36| 32| 30| 27| 25; 24| 22 21| 20! 19

A feltetelek szerint legaldbb 6, illetve 7 meéternek kell lennie mindkét oldalnak, ez
minden esetben teljesiil. A , kozel négyzet alaki™ feltétel nem egészen pontos, de
leginkdbb a 35 x 36 méteres méret (megoldis) felel meg, Megitélés kérdése, hogy en-
nek a két szomszédos oszlopat (33x39, illetve 39x32) elfogadjuk-e még. A tSbbi
valoban mér kevéssé johet szdba,

. 5;49
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Lilinek van igaza. Ha a szam jegyeib8l hatulrol harmas esoportokban képzett sza-
mok valtakozd eldjelit osszegét levalasztjuk a szanmwdl, akkor (a konkrét peldak ese-
tében) a kovetkezdket kapjuk: '

2446 884 = 2 — 466 + 884 + 2 - (10°— 1) + 466 - (10° + 1), illetve

45376 = -45+ 376 +45 - (107 + 1).

Mivel 2 10° + 1 = 1001 &sa 10° — 1 = 999 999 egyarint oszthato 7-tel, a ieljes Osz-
szeg (vagyis az eredeti szam) 7-tel valo oszthatésiga éppen azon miilik, hogy a le-
vilasziott valtakozd €léjell rész oszthatd-e vagy sem 7-tel. Altalanosan is igaz,
hogy 10%%* 4 1 65 10> _ | minden k € N esetén oszthaté 7-tel, hiszen ezek
szorzatia alakithatoak ugy, hogy egyik tényezdjitk a konkrétan mar latott 107+ 1
vagy 1061 legyen:

103D 41 = 10% 77 4 1= (10° + (0% -10% 7% + 10
103 _1=10%_1 = (10— 0¥ *+ 10% -4 4+ 1.

6k-6_ 4 1), illetve

a) Mivel két szamolas az alapja a nap megnevezésének, ez akkor ismétlodik ujra, ha
mindegyik végigmegy a teljes ciklusan. A két ciklushossz 260 és 365 (nap), ezek
legkisebb kozds tébbszorise lesz az a hossz, amikor ismétlédik a megnevezes.
260 = 22513, 365 =573, azaz [260; 365] = 4 - 5- 13 - 73 = 18 980 (nap).

b) Ez éppen 52 (365 napos) év. (Bzt hivtdk ,,maja évszdzadnak™ vagy naptarkornek.
Az a hiedelem tartozott hozza, hogy ennvi idd elteltével eljon a vildgvege. A sz0-
kdévek miatt csillagészarilag 52 év azonban nem pontosan ilyen hosszi, és mivel
a viligvége persze egyik naptarkir végén sem jott el, ennek megdriilve 13 napot
atmulattak — mintegy ,.naptaron kiviil”, de e napok éppen hogy be voltak kalku-
Jalva a rendszerbe —, &s igy a csillagaszati idGvel pontosan egybeeséen kezdGdott
el az 4j naptarkdr. Ez a rendszer egy arnyalatnyival pontosabb, mint az ditalunk
hasznalt Gergely-naptir, és kiilon tiszteletet érdemel az a tény, hogy a maja id6-
szamitas kezdeie kb, 5000 évvel ezeldtre nyolik vissza.)

Aza - b = 2a + 2b egyenlet pozitiv egész megoldasai a lehetséges téglalapok oldalai.
Kénnyen ellendrizhetd, hogy 1, illetve 2 egyik oldal sem lehet, tehat a; & 2 3.

2 adodik, atalakivas utan: a =2+ ,i Mi-
h-2 h-2
vel g egész, ezért b — 2 osztdja 4-nek, iehat b = 3, b = 4 vagy b = 6 jon szoba, igy
aza=68&b=3vagya=~hb=4vagya=3é b= 6 téglalapokat kapjuk, vagyis
ket ilyen téglalap létezik, melvek kozil az egyik negyzet.

Az egyenletbdl a-t kifejezve: a =

Jelolje abc a keresett szamot, ekkor teljesiil az abc = 18(a + b + ) egyenldség,

ezért abe oszthatod O-cel, hiszen z jobb oldali kifejezés is oszthatd, De ha az abc
szam 9-cel oszthatod, akkor @ + b + ¢ is oszthatd 9-cel, igy a fenti egyenlOség miatt

abe 81-gyel is oszthato, sét 162-vel is, hiszen szintén az egyenlOség miatt paros
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szam. Elegendd tehat 162 haromjegy(l tébbszérdseit megvizsgalni, ezek: 162, 324,
486, 648, 810, 972, .

Mdsik megoldds:

abc = 18(a+b+c) < 82a = 8b + 17c.

Mivel b < 9 és ¢ €9, ezért 82a = 85 + 17¢ < 225, tehat a < 2. Igy csak a 162 fe-
lelhet meg.

Tovabb szilkithetjiik a kért, ha figyelembe vessziik, hogy a, b, ¢ £ 9, azaz
18{a+b+c) < 18- 27 = 486, igy mér csak a 162, 324, 486 johet szoba. Ezek ko-
ziil a fenti egyenldoséget a 162 elégiti ki, a kereseit szam tehdt a 162,
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2.6. Polinomok, algebrai tértek

497, a) 321,77 -221,7% = (321,7 + 221,7)(321,7 - 221,7) = 5434 - 100 = 54 340
2010° - 9° 2010-9)  2019-2001
b) 0107 —9° _ (2010 + 9)(2010 9) _ 9 2019
2001 2001 2001
¢) 15902+ 410 - 1590 = 1590 - (1590 + 410) = 1590 . 2000 = 3 180 000
: - —
498. a) 8+2v7 +8-247 =16
2 2 -
by(2¥3) 5" =12-25=-13
c¢) Eloszdr gybktelenitsiik a tirt nevezdjét:
f o 2
(V-1 -
\?71‘1' 2‘\H2 =3-242 + 2‘\"2 =3
499, 3¢°b +3ab” —2a” + 2a"b = —2a” + 5a”b + 3ab’
a) Minden tag es igy az egész polinom harmadfoku.
b) A féegyiitthato -2, a tébbi: 5 és 3.
¢) 196

500 Az 2% — yz = {x— v)(x + ) azonossagot szemlelteti. A bal oldal az 4dbran sargaval
és z6lddel jeldlt teriilet Gsszege, mig a jobb oldal a sarga és kék teriilet dsszege. A
kék és a z0ld azonban azonos teriilet, mivel a ket téglalap egybevigd. Ez a bizonyi-
tas lényege.

501, Jeloljiik x-szel a téglalap rdvidebbik oldalat; ekkor a téglalap oldalai: xés x + 6, a
négyzet oldala: x + 3. A terifleteket felirva adodik, hogy a négyzet teriilete 9 egy-
seggel nagyobb a teglalapenal:
x(x+06) = x4 Gx,

(x+3N(x+3 = x2+6x+9.

502.| A négyzet terilete a’ a téglalapé (@ +6){(a - 6) = a® - 36, tehdt a négyzet teriilete
36 egységgel nagvobb a téglalapéndl.

503 wya’+bt+c®+2ab-2ac-2bc  bya’ +3a’b +3ab’+ b’

b) a® + b+ ¢~ 2ab + 2ac - 2bc

| 504] wa®-6a%+12a-38
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a) 64 - 48b + 1267 - p° b) a® + b + ¢’ = 2ab - 2ac + 2he

a) (2x-1)7 = dx® —4x + 1 By (1 =2x)" = —8x" + 12x% —6x+ 1

cy(l- 2x)° — (2x — 1Y%= (az el8bbi b) eredménybdl kivonjuk az a) eredményét) =
8%+ 8x% —2x

b) (s +13)? = (s —13)°

d) (9v + 8w)* = (—9v — 8w)>

a) (z-3)% = (5-2)°

c) (t—4u)’ = (du—10*

A + 1) = (2" =17
) p*+e)7 = (p7 =g’
b) Sp+6)(p—q)

b) (2x +y) (2x - y)

e) G+ 7HE-T7))

by {4+ Vm {4 = Vim)

a) (3u+21)° ¢} (x+31)(x~y)
a} (o + b)la - b)

d) (5 +6)(5i - 6)

¢} (GBu+ ) (Bu—4v)
0 (v2 +k)¥2 - &)

o

2) (2 + \.Ew‘)(Q — V’Ew:’

a) (h+9)yh-9)

c) (m2 + nz)(m"’ - nz)

b} (7 + 2g) (p - 2q)
d) (12s° + 369 (1257 = 3t

e) ma(mn — 1) ) wew (i + v +w)

&) (8 +3)(i—j) b) (562~ (B —1)

Q) 3¢ -2dM(c+ 1)

a) (z+1)(z-2) b) 2x+3}x—1)

D{a-Dla+by-4la-bB)=a-bla+b-4)
b) Végezziik el a negyzetre emelest, majd a zardjelfelbontdst és a lehetséges Ossze-
vonasckat!

a*~b*+a*-2ab+ b (@ +2ab+ b)) + dab =

=gt bt ta? - 2ab+ b -a’-2ab-b +dab=a’ -b* =

=(@*— b @ +bH = (a+Pla-b)(a®+b?)
@az—tlﬂ+4—b2=(a—Z)Z—bzz(a—2+b)(a—2—b)
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a) 4(x+y)2-{x+y') =(x+VEAx+-1=x+dx+4v-1)
Ba@ -D=al@-D@* +a+1)

) =N+ +yH - (=) = k=N ey +yi D)

) 81 (a2 +6a)> =97 — (@’ +6a)° = @ +a’+6a)[9—(a° + 6a)] =
={a+3)%[9—a’— 6a]

) l-x"-2xp-y = 1=+ Zy+yD)=1-(x+y)’ =
=Q+x+¥[l-Gx+»] =0+x+y)(l-x-})

Q) (a+B) ~@-0)* =@+ - [(a-0?]* =
[{a+ M) +(@-b) 1 a+b)° - (@-b)7] =
=@ +2ab+b > +a’=2ab+bH[a* +2ab+ b2 —(a’ = 2ab + b)) =
= (a2 +26%(@* +2ab + b2 —a +2ab— b2 = 2(a® + bY) - dab =
= 8ab{a’ + b2

T

D 62+ I+ 6 =2+ 67+ 9+ 2x + 6 = x(xZ+6x+9) + 2(x + 3) =

iy

=x(x+3) 20 +3) = @+ D+ D +2] =+ 37+ 30+ 2) =
=(x+3)x+ Dx+2)

Az urolso lépés a masodfokil egyenlet gydkiényezds alakjanak felhasznaldsival
is adodhat.

Osszegitk: x° + 2xv + },2 +x+y, kilonbségik: x* + Zxy + yz —x—y, szorzatuk:
x4 3y + 31}12 + yg (ha felismerjiik, hogy az elsé polinom a mésodik négyzete,
igy szorzatuk a mésodik kdbe, egyszerten felirhatjuk ezt), hanyadosuk pedig x+y
(lasd az el0z6 zardjeles megjegyzés elejét), ha x = —y (ha x = —y, akkor a hdnyados
nem értelmezheto).

Osszegiik: 2a° + 84> + 6a, kiilonbségiik: 2a° + 6a°. Szorzatuk, de kiilénésen hi-
nyadosuk meghatarozasdhoz érdemes szorzatta alakitani Sket: a(a + 3)2a + 13, il-
letve a(a +3). Ekkor szorzatuk a’(a +3)°(2a + 1) = 22° + 13a* + 24a° + 94°,
hanyadosuk pedig 2a + 1 (ha a # 0 és a # -3, kiilénben a hinvados nem értelmez-
hetd).

- w alc+ab? + bc?
Kdzds nevezére hozva; —————————

abc
2 b—a +ab—a2_ b—a ab-a) _b-atablb-a) (b-a)l+ab)
b +ba b+a bb+a) bta Wb+ a) b +a
bz, bx-—-g
i

521.

522,

b-a ab—a b—a alb-a) b-a b+a 1

b tba b-a bb+a) bta bb+a) ab—a) ab’
D={(a, b)eRxR|ax0, b=0, |d#]p]}

b)

. 6x2—12xy+6y2:6(x2—2xy+ yi): 6(x — ¥)° _2x-y)
3x2 = 3y? 3(x? - y?) 3x+yx—y) xty
L2 —ded+2d° 2P —2ed+d*)  2c-dY c-d
62 — 6ed? 6(c’ —d*) 6lc+dc—d) 3He+d)
x2~dx+4 (x—2) x—2
a = =
22 —4 (x+20x-2) x+2
b @+ (a=bNa' -abt+h’) dl-ab+b’
at—a—-b-b  (a+bXa-b-1)  a—-b-—1
a9 a@+1  (a+(@ —a+]) & ~a+l
" 6a* +12a+6 6la+1)* 6(a+1)
64a’
a) g
b) (x=5)x+3) (x-3)(x+3) _(x-5)x+3) _x -2x-15
xx -3 x(x+35) x° ¥t
2 x(s+r+,r):
s+r+t
b) L
Ha—b)
) agxz(lhx)
——a -~ 1-
d X
(p+4)?°  p+4
(p+dp-4) p-4
1-— X’ fiﬁi:f_z 1
x2—1: x2 -1 :l—x2= 1 _l—x: 1
g3zl 2lmxA3-1 I+x {-x)+x) L+x (1+2)
I—x 1-x 1—x
{(x #=£1)
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a—do* all —a) —ala—1) —a
a - = = N =
gy (a—a+1) (a-1a+1) a=+l
Az eredeti kifejezésnél g # *1,
A vegsd kifejezésnél a # — 1, tehdt a kifejezés értelmezési tartomanya valtozott.
a* —Ta+12 _a-3a-4) a-4
a* ~6a+9 (a—~3)° a-3
Az eredeti és az egyszertisitett kifejezésnél @ # 3, tehdt a kifejezés értelmezési
tartomanya nem valtozott,

b)

,a+2b_a—2b_ 6ak
Y aTh Tavh Garbia-b

a b a b a® +b*
b) ———5t —— = + = \
ab—b" g —ab bla-b) ala—b) abla —
o —7 -9 7 -9 1
4% ~36x 14 dx(x*-9) 14 8x
a)xs},4zz

4y3
b
)25.1:

w2

C)Qo_a _ 1002°
L3J 9

AN ]
y y
d —_— =
: [2xJ 16x*

(3a—2b)7a—5b—a+9b)+ (3a + 26)(5a —8b—8a+10b) _

_29a® ~4b™)+ 40 -92° 94’ —4b®

(3a + 2b)(3a — 3B)

_ (3a=2b)(6a+ 4b) + (3a+2b)2b - 3a) _

9%a° — 4b>

= =1
9a° — 4p°

9a° — 4p?

a6 _a-6_(a+6)’—(a—6" 24q
a-6 a+6 a’ -6 Tt -36
b) @ = O esetén lesz a kifejezés értéke 0, mert ekkor a szamlald értéke 0, de a nevezd
ériéke nem nulla.

a) ) [a] #6

¢} Nincs €rtelme a kifejezésnek az g = 6, illetve az a = —6 esetén, mert ekkor a ne-
vezs értéke nulla.
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K6z0s nevezére hozds és dsszevonds utan kapjuk: -
4x 2 2+ 1)

a = : b S : l#0,5.
)4x$—1 ) 45 -] ) - 4x? o= 0.5
(Iua)(]+a2)+(l+a)(1+a2)—2(l+a)(a—1)=
:l'+a2—a—a3+1+a2+a+a3~2(a2—1)=2+2a2—2a2+2=4
3 _ 2y 3 i_3
) l—ata®— a _ (I+a)l-a+a’)~a :1+a a _ 1 @ -1)
+a l+a l+a 1+a
1 1
b)l——————l =1-————1 ot =1~—————_; =1—-——21 =
+—r 1 % a-lta o Za-1
-1 a=1 a—1 a-1 a—1
a a
a—1 2a-1—(a—1 be] 1
=1- = = 0: .
2a-1 2a—1 2a—1 (@#0; az2; azl)

. (x+8)(x-—4):x+8_
x~-TNx-4 x-7
b) —(p+2.5(p—4,3) _ p+2,5:
~(P=-25)0p-45 p-2,5

xzT, xx4

P#2L5 p#45

3V 5
6 g+2g-2
. (23] ) ses L3 s
do.3Y,_5) 24-5 17Ty 4%
Y

by 25+ 0.5)s-3) 53
~2(s+0,50s~1) s-1°

s#-0,5 sz1

2 +35x+6

Az —i—z——g tortben mind a szdmlalot, mind a nevezdt szorzatia lehet alakitani:
X x—

a szamllé (x + 2) (x + 3), a nevezd pedig (x — 1) (x + 3). Lathato, hogy az értelme-
zesi tartoményon beliil, ahol x nem lehet 1 es -3, lehet egyszeriisiteni, tehat a trt

. e x4+
erteke valGjaban

3
P 1+ T 1 A jobb oldalt mar abrizolni is lehet fiiggvény-

transzforméciokkal az T -bol kiindulva. Ekkor a tiloldali dbrardl leclvashatd, hogy

hol pozitiv a fiiggvény éréke,
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Masik megoldas: o o )
Egy tort akkor pozitiv, ha a szamldld és a nevezd eldjele azonos, tehat mindkettd po-
x+2

zitiv, avagy mindkettd negativ. Az tort szamlaloja pozitiv, ha x > -2, a ne-

vezdje poziilv, ha x > 1; azaz mindketid pozitiv, ha x > 1. Masrészt negativ a SZAIm-
1af6, ha x < —2, negativ a nevezé, ha x < 1, vagyis mindkeité negativ, ha x < -2.
Ezzel tehat a megoldas: J-so; —3[ W ]-3; —2[ W ]1; <o

— |f” 2¢ 2c 8¢ c—2 _6c-2-20ct2)+24 ¢—2
I ch2 32 erde-2)) cle—D M+ De—-2)  c—4
A48 Mewd) 4 ceid O 2}
e+ 2e~-4) Hc+20c—4) -4
4
—%e{—l; 0; 2}, tehat a helyettesitési érté 33

2 2x ] 2+l 4
L(x—l)_(l—x)(]+x) (x—=D+x+) x-1
24D 2ae+l) 4
Coale—Dx+D (x-DxZ+x+1) x—1

2t +x+]) 2 N 4 _
T x-1 (x=Dix*+x+1) x-1
4 4 4+4(x-1) 4x

x#x0x=#l x= -1

TGl Aol o -1

' . 3 ., 3
Ala-—da-D—(@-1a-3)=5-2a,amia = }'Z esetén: 5
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b) abe — {3a”b — [dabc + 3a’b — 5ab)]} = abe —3ab + dabe + 3ab — 5ab? =

1 2 :
= Sabc —5ab”® = Sab(c - b), ami a =-3s b==7, ¢ = -desetén
2

O [

Xyx+y) ¥

540, 7 " ;o o xz0x+y=z0
x{x+y) x+y
4 4
Most x+y = = + 7= —1, rehat a helyettesitési érék -3
——+% 3a’h+2ab°  ab(3a+2b) 4 1 4
‘841 = = ab :=—— h:=— eseten a tort értdke: — —.
2 30+ 25 3a+2b @ TG 7T g eeetenatrereke: —g
2
2) 20 | 2 ehit a helyettesitési énék .
a+b 9
4
-h 16
b) r@-b x*, tehdr a helvettesitési érték —.
a—b 81
-9
(1+3
c) ‘?%l =3% =
3.3+

a) Bovitsiik eldszor a zardjelben 4llo tirtet xy-nal!

Y% _2__ x+y—y+x _z_f 2x _2_ (x+y)
Cox+y ¥+ X Lx—k}' o 4x?

25
Behelyettesités utan a-et kapunk.

1o
2 2 : 2 .
3 _ ¥ I l
b x+v"-x—:‘1.(x“~_.2: X Yy _ 7)’ x _ _
Y x+y) T x—y)7 ( y ) G+ E-y) (P -y -xt -y x?“y'

A helyettesitési értek — 1.

844] a) 12,0
b) Az R és r sugary, V térfogati csonkakiap magassiga.

(x—4)°" ~(x+4)* +16x
x*—16

A tOrt szamialdja nulla, ezért az alaphalmaz minden eleme megoldasa az egyenletnek,

AZaz azomnossag.

=0
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Nyilvan x # £ 1. A nevezovel e kikités melleit atszorozunk, és kihasznaljuk, hogy

szorzatta bonthaté mind a szamlalé, mind a nevezd a kdvetkezd két ismert azonos-
sig segitségével: x2— L = (x= 1) (x+ 1), illeve x* — T = (= 1)(x" +x + 1),
Eszerint az egyenlet:

=D +x+1) = 3(x—1)(x+ 1), ahonnan (x— D{x* +x+1-3(x+ 1)) = 0.
Mivel ez egy szorzai, csak ott lehet 0, ahol valamelyik wényezdje az. A felietel sze-

rint az elsé nem lehet, tehat marad: x° + x + 1 - 3(x + 1) = 0, amelyik egyenletren-
dezés utin az aldbbi masodfoki alakot 6lti: x* — 2x — 2 = 0, Ennck gySkei a megol-
doképlet segitségével: x, = 1+ 3, illetve X, =1- NEY Ellendrizhetjiik, hogy tény-
leg gyikei-e az eredeti egyenletnek: =4+ 243 és x> =10+ 6+'3, azaz a szam-
1816 9 + 63, mi g anevezd 3+ 243, az ardnyuk valdban éppen 3. Hasonldan ado-
dikix? =4-243 és x} =10- 6+3 ahonnan a szamlala 9 — 643, a nevezd pedig

551.

552.

POLINOMOK, ALGEBRAI TORTEK

b |

’ 1) . 1 I's ~3
b |x+—| =2+ +2 tehit | x+ J = 81, amibél
X AN ¥

\ Xy

1 1
x+—=9 vagy x +—=-9.
X X

, l w2 w2
a)x“+—,,—2:(x—lJ b) x2+“*13':(x—lJ +2=3+2=11
x- X X" N X

Telolje x a kdzépsd szamot, ekkor x— 1, x, x + 1 a harom szam, és igy
1 1 1 , )

2.-—= + —— egyenldségnek kellene teljesiilnie, ami 2x% -2 = 2x? alakra
x x-1 x+1

hozhatd. Iol lathatd, hogy nincs olyan szdm, amely ezt kielégitene.

3243, és az aranyuk ismét 3. Azaz a keresett megoldas: x,; = 1% 3 (nem iitks- 553 a) A befogdk hossza 3 és 62, 2z atfogo hossza 9.
zik a kikistéssel). el =11+110=121és¢ > 0,igy ¢ = I1.
_ L1 1 111 1 i-f Q)cl=2m+14+202n+ 1) =4n>+4n+1 = (2n+1)% amibél ¢ = 2n+ 1, mert
547, a) ;+ P ? = % = ? =7 = i e ¢ > 0. Bz pedig az allitast bizonyitja, hiszen n egy pozitiv egész szamot jeldl.
Vegyiik mindkét oldal reciprokat! ; 2 2 - A
I 554 (Sk+dH—(5k+ 1) =25k +40k+ 16— (255" + 10k + 1) = 30k + 15 =
k= ;——f t# f = 15(2k + 1). Mivel 2k + 1 egy egész szdm, ezért az allitds igaz.
by 5= ot + 1 2 N s——af = v - o == %at @ a) Jeldlje a gondolt szamot x; x> 1. b)
2 2 tos Gx+2*-8-12x (3x+2)° —8—12x
ON=—|1+— = —N=1+= = -N-1== oo -2 3x-2
i f f 0x% +12x+4-8- 12 _ o 0x’ +12x+4-8-12x _
pod - 3% -2 3% -2 o
N+1 9x* — 4 9x° —4
=20 =p=2
4 3x-2 3x—-2
548 A bal oldal: (1 —4x°)°. Elvégezve a kbbre emelést, kapjuk a jobb oldalt. Ix+2=20 x+2=p=2
; xr=6 ;
549. Alakitsuk at a bal oldalt gy, hogy az azonossag jobb oldalat kapjuk! X = %
p— p— —_— 2 -
4 — - a . L = ala+b) a(czq by+(a—b) = A gondolr szam a 6. Exkor £-ra gondoltam.
(a-b) f(a—bMatbh) a+b {(a—BY{a+b) A szbveg alapjan meggydzddhe- -
a+ab—a* +ab+a* —2ab+ b at +b* l | |b tlink arrol, hogy a 6 valoban meg-
— - = 0 # (& A5 H .
@ _b)lath (@t bNa—by i oldasa a feladatnak
, 1 Az ghrazolando fiiggvény igy is megadhatéd: x > x+2; x & R\ {2). Ezért b) a he-
ayx“ + 2+ ?-; x=0 lyes vilasz.
160 . - 1641
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: 55;‘ Az dbrizolandé filggvény igy is megadhatd: x = x° + 1; x € R. Ezért c) a helves
‘ valasz,

| 558.] Az ,L-alaki rész” terlilete a két négyzet teriiletének kiilénbsége: a* - b>,
KL=a+bés POQ=a-b, igy KL-PO = (a+b)(a—b)=a’—b> és cut kellett
bizonyitant.

-

. 3
359, F.(4)= | 4]-0,74 -0,3° =0,3241
T

a) Az 1,5 millio forint a legmagasabban adozo savba is belenyilik, igy addja:
400 000 - 0,2 + 600 000 - 0,3 + 300 000 - 0,4 = 460 000 Ft.
A 950 ezer forint nem ér bele a legmagasabb savba, igy addja:
400 000 - 0.2 + 550 000 - 0,3 = 245 000 Fr.
(EIAZ 1. savban %, a masodik sdvig elérd jovedelmek addia EIL[,J;()—HM, mig
up+(v—it)g+{x—vy

100

a harmadik savig is felnyulé jovedelmek addja

x(100 - p ) o
T Ft marad adolevonds utin az adé-

z0ndl, azaz a jovedelmének (100 — p)%-a.

@Az 1. séyban 1évé jévedelmekbél

up+(x —wyg

A 2. 3avba is felnyild jovedelem esetén x — forint marad adolevo-

100

. . . Py - . 4 up+i(x— u)q\‘

nas utan az adofizeténel; ez a teljes jovedeimenek | 100 - ————= %-a.
% X )
. . - . iy - +{xr—vw
A 3. sdvba is felnyulo jovedelem esetén x — up+ (v Ll%% (r-v) forint ma-
rad adélevonas utdn az adofizetonél; ez a teljes fGvedelmének
{ = e —v)r )
foo— up+ (v —w)g+(x—vr oo,
\ X #
' 561 a) 0

b) Az a—b hosszinak négyzetét kell meghatdrozni. Ezt most Pitagorasz-térellel
szamolhatjuk: 5%+ 77 = 74,
Masik lehetéséz: (a~b)2 =a’+b° —2ab=52+72-p = 74,

¢} Igen, mert mindkstts a” + b>-tel egyenld. (A téglalap Alldi egyenld hossziak.)

’ 562.J ayab =5 8-cos60" = 20

B)a+b =a’+b>+2ab=5%+8%+2.20 = 129
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¢) Nem igaz. _
A b)-ben ldttuk, hogy {a + b) 2= 129,
(a—bi*=a’+b’>-2ab=5>+82-2.20=49 £ 129

SGS.I a) Legyven a keresett 0-td] kiillonbdzd valds szdm: x.

A feltétel szerint ——> = —_ (x # -13)
. = X —Lla).
A feltétel szerin 13 31 x
13(13 + x)-szel szorozzuk az egyenlet mindkét cldalat.
2 +20x = 0,
2x+200 =0,
Mivel x # () a feltérel szerint, igy a keresett szam x = -20.
) . (7=20 7 N :
A szdvegbe helyettesitve = ——— | teljesti] a kivant feltérel.
. 13 13-20
IINA+ X 7
i b = b0, b#-x
L] b b+x ) *)

ab+ax+bc+ 1’ =ab

x+a+b)=0
A feltétel miatt x = 0, igy a keresett szdam x = ~a - b.
A szivegbe helvettesitve teljesill a kivant feltétel.

km | | _
564, a) Az elso 120 km-en legyen a sebessége x LTJ gy a kovetkezd 180 km-en
x—15) [Tm) lesz. Az atlagsebesseg az dsszes megtett Ut osztva a teljes iddvel.

§ /
Az &sszes it 120 + 180 = 300 km, az elsd szakasz megtételéhez sziikséges idé

2
—— oru (h), a masodikéhoz pedig: 05 ora (h), ezért az itlagsebesség:
x ) x—
300 [ ki \’
120 180 \ h)
X x—15

s

. km
b) Ha a vonat atlagsebessége 110 LTJ akkor a kovetkezd egyenletet kell megol-

300 L o N
danunk: m = 110, ahonnan kbzds nevezdre hozds utin a
x x—15
300
=1 ay ] k.
1200x —15) + 180x 10 egyenletet kapju
Mx—1%

Rendezve 300x(x - 15) = 110(300x — 1800) adadik, ami beszorzésck, és 300-zal
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torténd osztis utdn a kdvetkezo alakot 8l x* — 15x = 110x — 660. Ez O-ra ren-

dezve, és még 3-mal osztva: x* — 125x + 660 = 0. Ennek a masodfokii egvenlet-
nek a gyokel két tizedesre kerekitve: 119,48, illetve 5.52.

Tehat az elsé 120 km-en a vonat sebessége lehet kb, 119.5 %

k
A masodik gyok ertelmetlen, hiszen ha 15 T?-va] csdkkentette volna a sebes-

segét, akkor mar visszafelé ment volna. Ez nem felel meg a feltéreleknek.
Az elsé gySk viszont jo, hiszen ekkor az elsé szakasz ideje kb. 1,004 éra, a ma-

sodike kb. 1,723 éra, egyiitt kb, 2,727 dra, ami 300 km-en epp 110 =z

nS atlag-

sebességet ad (a kerekités pontossagan beliil).

1 565 a) Az Osszedntott keverékben az alkohoi mennyisége 0.15x + 0,4y liter,

o . oo 015x+ 0,4y 14 .
A teljes térfogat x + y, tehdt a koncentracig o' =Y . vagy szazalékban ki-
Xty
. 15x+ 4
fe\]ezve M%.
x+y

15x + 40y
X+ y
azaz 15y = 10x, vagyis 3y = 2x. Tehdt a 15%-os alkohol mennyiségénck kéthar-
madat kell venni a 40%-0sbdl ahhoz, hogy a keverék 25%-os legyen.
15x + 40y
+y
letbdl: 15x + 40y = 20x + 20y, azaz 20y = S, tehdt x = 4y. Bzt behelyettesitve a
masodikba: 4y + y = 10, tehdt y = 2, és igy x = 8. Tehat ha vesziink 8 liter 15%.-
os-s 2 liter 40%-os alkoholt, akkor a 10 liter keverék 20%-os lesz.
Ellenrzes: az elsében 8 - 0,15 = 1,2 liter, a masodikban 2 - 0,4 = 0,8 liter tiszta
alikohol van. Ekkor a 10 literben 6sszesen 2 liter lesz, tehar tényleg 20%-os alko-
holt kaptunk,

b) Ha a keverék 23%-0s, akkor = 25, ahonnan 15x + 40y = 23x + 25y,

) A feltéiel szerint egyrészt: = 20, masrészi x + y = 10. Az els6 egyen-

(7x® 62" 4 5x —ax® w358 _ 2y 3)2002 polinom egyiitthatoinak Gsszegét meg-
kapjuk, ha x helyébe 1-et helyettesitiink, igy
(7-6+5-443-2_3)202_ 2002 _ 4

2 tx+m polinombd! akkor emelhetd ki x+3, ha 2x* +x+m =0 egyenletnek
az x = —3 megoldasa.
2-(=-3°-34+m=0
18—-3+m=0
=-15

‘i64

| 568.)

| 549,

. oo —
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3
A kapott 2P 4x-15=0 egyenlet gyokei: —3 és 3
fgy a masodfoku egyenlet gydktényezds alakja:

2P +x-15=2(x+ 3)[x - g} = (x+3)(2x-3).

Vagyis m = —15 esetén a 2x” + x — 15 polinombél x + 3 kiemelhetd.

Felhaszinélva, hogy a kocka térfogata az élhosszdnak harmadik hatvdnva, mig a fel-
szine az élhossz négyzetének a hatszorosa, a feltétel a kovetkezd egyenletet jelenti:

10¢z° —}'3) = (6x° + 6y2) {x — ¥}, ahol x és v jelenti a két kocka élhosszat. A kérdés:
mennyi L9 Az egyenlet mindket oldaldt el lehet osztani (x — y)-nal egy nevezetes
azonossagot felhasznalva, ami utdn azt kapjuk, hogy 10¢x? + w+yh =67+ Oy 2
azaz dx° + 10xy + 4}‘2 = 0. Mivel = a kérdés, osszunk (a nem 0) y° kifejezéssel, és
¥
jeldljiik az z aranyt z-vel. Ekkor egyenletiink j alakja: 47> + 10z + 4 = 0. Ebbal
v

z==2 vag}: —0,5, ami a két kocka éleinek ardnyit jelentené. Mivel ez nem lzhet ne-
gativ tehat a feltételeknek megfeleld kocka nines.

Ketfele felbontas lehetséges: két masodfoku vagy egy elsd- és egy harmadfokii po-
linom szorzatara.

Elsé eset: (x° + ax + b) GPHox+ ), ahel a. b, ¢, d € Z - vagy kezd6dhet mindket-
6 —x’-tel, de ez nem lénycgileg mas eset, csak a fentiek ellentettje. fgy tehdt

St =21 @+ 0+ (ae+ b+ d)x” + (ad + bo)x + bd. Hasonlitsuk Sssze

a két oldalon az azonos hatvinyok egyiitthatoit. A konstans bd = |, ezért vagy
b=d=1 vagy b=d=-1. Nincs x°, ezért a+¢ =0, vagy masképp ¢ = -a.
(Nincs x, ezért ad + bc = 0, de ez kdvetkezik az eldzdekbdl.) A masodfoka taghadl
ac + b +d = 1, a korabbiak miatt tehit a” = 1 vagy —3; ez utdbbi lehetetlen, tehat
b es d csak 1 lehet, — 1 nem.

Ezérta = 1 és ¢ = -1, vagyis a szorzat: (x- + x + D ~x+ 1.
Ez a kévetkezd modon is kiszamithato: -
Xl =@ 2 Do = P D = P L L =),

Masodik eset: (x3 +ax® + bx + c)(x + d). Ekkor az ésszehasonlitds: x* +x*+1 =
= x4 {a+dx’+ (ad + b)x% + (bd + ) x + cd.

A konstansbél: cd = 1, azazc =d = lvagyc = d = —1.

Nincs x°
Az x*-bSl: ad + b = 1, ezért mindenképp b = 2.

Dat+d=0,ezérta =1 vagy 1.
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Nincs x: bd +c =0, de az eddigickbél bd + ¢ = 3 vagy —3 —ilyen felbontis tehat
nines.

3, .2 2 3 2
XXy ey = (v k) — gz y (z+y)
AZx+y+ 7 = 0 feltérel szerint x + 7 =-—y

Z+y=—x
X+¥=—z

2 3 2 2

X EN -z Ex) = ~xty - xy ~XI = —xyx+y) -z =

=-xy (D -z = xyz-xyz =0

@-d’ —arl_da-D-(a-1)_@-Oa-1) a~l
a' =24 +1 (@ —1y° (a* —1? Gl
a-1 1

T a-Da+l atl (a#=1)

A polinom nem nulladfoky, mert g = p.

Ekkor az elsd és magasabb foku tagokbol kiemelhetjiik a-t: B -4 + p=a (B0
Atrendezve: p = a(l - B).

Mivel egy primet bontottunk szorzuttd, az egyik tényez6 1.

A masodik tényezd nem lehet I, mert akkor P = a adddna, ami ellentmond a feladat
szovegének, ezért: @ = 1. Ildj hoga tehdt 1 éves.
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2.7. Kdzepek

a-+b
Ket pozitiv szam, ¢ és b mértani kozepe a két szam szorzaranak négyzetgyike:
Vab.
b) Legyena >, b >0, a< b, ekkor az allitds:
u<~ab <b.
Mivel az egyenlétlenségben szerepld kifejezések pozitivak, a négyzetre emelés
ekvivalens mivelet, az egyenlStlenség-jelek iranya nem fordul meg.
a* <ab < b’
Léissuk be killén-kiilén az egyenlétienségeket!
a’ < ab
a’—ab<0
ala—8) <0
igaz alhitds, mivel ¢ > O és a < b.
ab < b®
ab—b* <0
bla-b <0
igaz illitas, mivel b > 0, a < b,
Mivel ekvivalens lépések ttjén igaz allitdshoz jutottunk, igy az eredeti
a<+ab <b
allitas is igaz.

574, Legyen 0 < a < b < ¢ a harom szam' Ekkor

L a+b+c . .
a+b+c <3, igy — <GS hasonloan
a+hb+c a+b+c

3a<a+b+c,igya<f,tehﬁt acT<c.

a) 2 és 8 killonbsége 6. ezt a killénbséget kell egyenletesen kettéosztania a keresett

szamnak, tehat a beiktatott szam az 5 (= 2 + 3 = § — 3). Ez egyben a két szélsd
szam szamtani kdzepe is. A mértani sorozat esetén a beiktatott szam a két s761sd
szam mértani kizepe: 4,

b} A szamtani és mértani k6z8p kozbtti nevezetes egyenlGtlenség miatt mindig a
szamtani sorozatnak megfeleléen beiktatott elem lesz a nagyobb, ha a két eredeti
szam kiilénbizé. Ha egyenlék, akkor a beiktatottak is azok.
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! §76.. Bizonyitando tehat, hogy 5 < +ab.
. L. 2\.’5 o
A két oldalr a pozitiv + ab-vel osztva 3 <1 adddik.
a

577.

378.

579.

a+
Rendezve: xfg <

b . Ez pedig valoban mindig teljesil, és egyenlGség akkor és

csak akkor all fenn, ha g = b,

2
T kifejezést az a és

a b

, . 2ab o
Megjegyzés: a 5 tortet, pontosabban a vele egyenld
a+

b szdmek harmonikus kdzepének hiviak.

, T FNE
Bizonyitandé tehat, hogy 2 5 < va b
) ‘4 +6Y P4t
‘ “ < a Pann A bal oldalon felbont-

- Mivel mindkét oldal pozitiv, ekviva-

lens atalakitas, ha négyzetre emeliink: 5
N =

a* +2ab + b° < at +5*

2
Szorzunk 4-gyel: a” + 2ab + 5> < 24° + 2b °, rendezve: 0 < a® - Jab + b * felis-
merve a nevezetes azonossagot: 0 < (a — ). Ez pedig valdban mindig teljesiil, és
egyenloség akkor €s csak akkor all fenn, ha a = b.

Megjegyzés: a \/ -

va a zardjelet:

kifejezést az a és b szdmok négyzetes kdzepének hiviak,
Mikor teljesiil, hogy: (a + £)° < 4ab?

(a+ b)Y

Osszunk 4-gyel, kapjuk: —4-— < ab. Mivel mindkét oldal pozitiv, gy6kdt von-

hatunk: a—:é < ~ab. Ez azonban sosem teljesiil, hiszen két szam szamtani kizepe
sosem kise?)b a mértanindl,

Masik megoldds:

Felbontva a zardjelet: a” + 2ab + b~ < 4ab, rendezve a2 — 2ab + b2 < 0, felismer-
ve 4 nevezetes azonossagot: (@ — b) 2 < 0, ami sosem teijesiil.

Ha x, y > 0, akkor a szimtani és mértani kézepekre vonatkozd egyenlotlenség sze-

- X+ }r

I'il‘l[: '\HX‘}' <

. A 10-es alapit logaritmus tliggvény szigori monoton névekeds-

. . x+y « . “ .
se miatt ez ekvivalens g lg \,@ <lg i egyenlddenséggel. EbbG] a logaritmus
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I ] X+ v L
lgx;r BY . Ig tq Y allitast kapjuk.

azonossigait felhasznilva epp a bizonyitandd

Az adott egység ismeretében derékszogil haromszdgeket szerkesztiink, melynek be-

fogoi: 11 = atfogd v2; (Pitagorasz tétele értelmében)
e N
v2,1 = dtfogo v3;
RN~
1:2 = atfogo 3.

A kapott hosszusigl szakaszokat a szaimegyenesre az origotol kezdve felmérjiik, (A
szamegyenes egysége az adott egység.)

Az AB atmérd 4 egység hosszasaga,
AD = 1egység = DB 3 egység.

Az AB atmérdre D-ben allitott meréle-
ges a kort C (illetve C’) pontban metszi.
Thalész tétele miatt az ACE (illetve
AC'B} hiromszig derékszozd, és DC
(illetve DC e hdromsziogben az AD at-
fogdhoz tartozé magassag.

A derekszdgii haromszdgekre vonatko-
20 magassagrétel miatt az dtfogohoz
tartozd magassag mértani kézepe az at-
fogd e ket szeletének

CD=~+AD-DB = CD =+1.3 = /3.

Megjegyzés: ugyanigy belathaté, hogy €' = 3,
Az adott 3 hosszisdggal a 2 egység sugarli kérvonal tetszdleges (P) pontjabol
szerkeszthetd vg hosszasagi hur.

X +1 1, y2+1
=x+— ¢és
x

Az

1 , , : I
=y + — azonossagok és az ismert x +— =2, ha
y ¥ X
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x>0, v+ — =2 hay > 0egyenldtlenségekbdl kdvetkezik a hizonyitando allitas.
v
Megjegyzés:
x> Desetén x -~ — = 2 ekvivalens azx” + 1 2 2x, vagyis az x5 2x+120 egyen-

x
o . Fa W2 . . . .
l6tienséggel, ami (x — 137 = () miatt igaz minden x > 0 esetén.

a) Az 1,2-et. A legkisebb erték 0.

b) (k- 1.2)7 + (k- 1,4)7 = 2k* =52k +3.4 = 2(k—1,3)” +0,02. Tehat az Gsszeg
akkor lesz a legkisebb, ha k helyébe 1,3-et irunk. A legkisebb ertek 0,02,

&) (k- L%+ (k- 157+ k—34)% = 3" — 12k + 14,96 = 3(k—2)” + 2,96. Tehat
az Gsszeg akkor lesz a legkisebb, ha & helyébe 2-t irunk, A legkisebb érték 2,96.

2 . .2
(k—af ~(k—bY = 2% ~2a+ bk +a* +5* = 2(k - “;b} plah)
Tehat az Hsszeg akkor lesz a legkisebb, ha & helyébe ath -t irunk. A legkisebb er-
-2 Fa
i 428
2

c) A b)-ben abrdzolt grafikon mutatja, hogy igaz az allitas. Az 1,2 és a 2,4 szamtani
kizepe 1,8. A k helyébe 1,8-et helyettesitve 1,2-et kapunk eredményiil, és amvint
a grafikon is mutatja, enndl kisebb helyetiesitési ériéke nincs a fiiggvénynek.
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586_ Legyenck a téglalap oldalai « es &.

a) Tehat ha 2(a + b) = 100, mikor maximalis ¢b? Két szam mértant kbzepe sosem
a+b

. . ' - = .
nagvobb a szamtaninal, azaz vab < . A jobb oldal mest 23, ezert egy

négyzetre emeléssel: ab < 625. (Az egyenldtlenség mindkst oldala pozitiv, ezért
ez most ekvivalens 1¢pés.) Mivel a mértani és szdmtani kdzép csak a = b esetén
egyezik meg, a maximalis 623 m?2 teriilet akkor &1l €16, ha ¢ = b = 25 m, vagyis
ha a téglalap neégyzat.

@A rombusz oldata @ = 25 m, egyik teriiletképlete pedig T = a® - sin o Természe-
tesen sin o maximalis értéke 1 (ha & = 90%), ezéri a tertlet maximuma 625 m?,
ami akkor all el§, ha a rombusz derékszdgl, azaz négyzat.

Ha a téglalap oldalainak hossza x, illetve y, akkor a teriilete T = xy = 120.
A téglalap keriilete X = 2(x + y), melynek a minimumat keressuik.

Haa >0, &> 0,aszimtani és mértani kozép kozott Ssszetliggés alapjan
a+b

2 vab.
Egvenloség akkor all fenn, ha a = &.
x+y

2

K=4

> 4\fxy = 44120 = 830,

Tehdt a téglalap keriilete akkor a legkisebb, ha x = y = V120 (cm), vagyls az adott
teriileti téglalapok koziil a négyzet keriilete a legkisebb (K = 44/120 = 830 (cm)).
(Lasd a 610. feladatot!)

Ha a téglalap oldalainak hossza x, illetve y, akkor a kerillete K = 2{x +y) = 72, eb-
bdl x + vy = 36,

A téglalap teriilete T = xy = x(36 — x), ennek 2 maximumat keressik. Abrazoljuk a
teriiletet x fliggvényében! A zérushelyek x; = 0, x, = 36; a szelsdéréket (maxi-

(0+36
mumAart) a két zérushely szdmtani kézepenel ‘ 5= 18 | veszi fel.
o= K

K R

T = x(36 -x)
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Tehdt a 72 ¢m keriileti téglalapok koziil az x = y = 18 cm oldalhosszusagd négyzet
teriilete a legnagyobb (T = 324 cm?).

Mdsik megoldds:
T = x(36 - x) maximumit kereshetjiik teljes négyzeti¢ alakitdssal is.

~x% 4 36x = —(x” - 36x) = —(x— 18)* = 324
Tehdt a maximumar x = 18-nal veszi fel, ekkor y = 18, a teriilet T = 324 cm=.
A fizikabol jol ismert dsszefligges szerint s = vt. Ekkor

; . r t . .
a} ameglett Ut s = 5 +5, = o, Py + 1, E, igy az atlagsebesség

£ t km km
~ s i —2"{-15'2 ") v+ 2, 120 T'FSO e km
P =—= - = = — = = = ].OO e
¢ i 2 2 h
{a két részsebesség szamtani kbzepe),
§ s
ot =t vt =2 p 2 5 L8 s
b} a menetidd =1 +¢ ==+ == + , gy az atlagsebesseg
v ovy 2y 2w,
_ S & 2 2 km
R Y
;)___ + ‘.?.__.. —— + — km + km
oA B T gy 21 gp 25
h h

(a ket részsebesség harmonikus kizepe, lasd 576. feladat).

, k ,
a) Két oran at 4 ~—h£ sebességgel haladva éppen 8 k-t tett meg a gvalogos. Utana

km
2 érdn 4t 6 —-val haladva 12 km-t. Tehat 4 6ra alatt 8 + 12 = 20 (km) a megtett

. 2 A
utja. Atlagsebessége igy: % =5 [kTmJ Ez a két sebesség szamtani kozepe.

b} Az elsé 10 km-t 4 % -val 2.5 ora alatt, a kivetkezd 10 km-t 6 kTm -val 1:6()1';1
alatt tette meg a gvalogos. Osszes Grja most is 20 km, Osszes ideje 2,5 + 1,6 =
= 4,16 (h), Atlagsebessége IMOsL; 42—?6 =48 {i%] Ez a két sebesség harmo-
nikus kézepe.
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a2+ @ = 3,5 drat.
80
240 km

230 _ g 57 Xkm.
b} 33 =087

k km e . km
Ez nem egyenld a 60 M g5 480 o szamtani kdzepével, ami 70 o

. km . -
¢) Ha a visszafelé vezetd iton mindvégig v o sebességeel haladt, akkor X ur oda-

120 . . e
felé 2 orér, visszafelé —— 6rar autozoit. A megadott atlagsebességbdl kiszamitha-
LI
240 .. , . 120 "
10, hogy Osszesen T 3,2 orat volt uton. Tehat — = 1,2 drdig tartott a
v

visszafelé vezetd 1ut, amibdl v = 100,
X ar szabalytalanul vezetett volna a visszafelé vezeld uton.

I_SSE} a) A kitérés és a gvorsulas abszolutértékének meértani kézepe:

.,J|A sin wr| . |szsin wt‘ = Aw|sin wt|
mig a pillanatnyi sebesség abszohitérteke: Aw | coser|.
A kérdés, mikor egyenld egy szém szinuszanak és koszinuszanak abszohiterteke.

Akkor, ha a szam %+ kT, (ke B

=

Tehat ot = E“.“ki, es w= 2 1 , tehat 2mr = £+k£, ahonnan
4 2 s 4 2
.9
¢ = % + % = ch—i- ! (s). Azaz closzor a 0,125 s idopontban egyenldk a kérdéses

mennyiségek, aztdn 0,25 masodpercenkent gjra.

. 2.
E@Az Aw|coscut| = Albm wt| +2Aw |sma,r] egyeniet megoldasat keressiik, ahol  a

viltozd. Lathatd, hogy A kiesik, tehat: Zwicos w.r| = [sin wr|(l +wt),

sin 2zt _ .
= | , Azaz |tg2:rrr| ~ 00,3104, Eszerint

. 1 , 47
Mivel w= 2z | — |, ezért — =
L 3 1+ 4dxm* |0032m_

keresendék azon ¢ értékek, amelyvekre arctg(=0,3104) = 2a¢, ez az eredmeny 1s

+ 7 :
#0.3010+ & 14 0476 ‘-% (s).

iodikus lesz: t =
periodikus les =
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Ha betesziink T dsszeget, akkor hirom év millva a feliételek szerint:

7T-1,16-1,12 - 1,09 pénziink lese, ami 1,41617, tehat 41,61%-kal nott meg az Gsz-
szeg. Ha allando kamat lell volna, akkor Tx® =1 LA161 T, ahonnan x = 1,1230, tehit
atlagosan &vi 12,30%-0s kamatot jelent ez a hdrom megadott kamat az egymas utani
harom évben.

(Megjegyezziik, hogy bar nincs nagy eltérés, de a szamtani k6ézép nem vezet a helyes
eredményre, mert ez 12,33%-ot adna, egy kicsit tbbet, mint a valodi eredmeny.)

Legyenek a haromszdg szogei o, f &s p, és tegyitk fel, hogy o < 8 < 9.
o=+ y=180°
x—y
— =f
f+y =13
A harom egyenlet egyszerre csak az o = 45°, £ = 60° és p = 75° esetén teljesiil.
Tehat a keresetl hiromszog szdgei & = 45°, f= 60°és p = 75°.

rtq
2

N Lo
) oy Pq

b) A téglalap teritlete pg ¢s ugyanennyi a négyzet teriilete is, hiszen [NH%)L = pq.
c) A téglalap kertilete 2 (p + g) és

. . .. . P+
ngyanennyi a négyzeté is, hiszen 4- — =2{p+ag)

d) Kérdés, lehet-e 2p+2g = 44/pg.

p+ -
Mindkér oldalt 4-gyel osztva P 5 q_ v’};q adodik, am: nem lehet mert p = 4.

Fa

e) Ha a két negyzert teriilete egyenlo, akkor az oldalaik is egyenldk. De az oldalak
rtyq

2

, | — i .
¢s +f pg nem cgyenldk, hiszen p # g.

a) Az ABC baromszig C-nél derdkszdgii. A magassigtételb8l: PC = /5-3,2 = 4.
A ¢dszlordd § m hosszn,

hid = % - PQ, amihdl PO = ? = ¥, 44 (meater).

c¢) A Thalész-tétel miatt az AR atfogd F felezdpontja a haromszog koréirt korének
kdzéppontja, tehat FC = ATB =4,1 méter.

AC hossza befogotétellel szamitva: AC = +/5-8,2 = 6,4 (méter).
Tehdr 2,3 méterrel révidebb rogzitékdtelet hasznalhamank.
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Allités: b = vac

_)
Toljuk el a DB atlot a DC-ral, legyen B kepe E, ekkor AC L CE, BE =DC=c.
Igy ACE hdromszog derékszogl, CG az AE dtfogdhoz tartozd magassaga,
AG=CD=RE=¢, AD=GC=8, AF=AB+BFE=a+c,ligy
GE=AE-AG=a+c—Cc=aq.
ACE derckszogii haromszogre alkalmazva a magassagtételt CG = VAG - GE, azaz
b = vac, amit bizonyitani akartunk, azaz a meréleges szar az alapok mertani kdzepe.

Tegyiik fel, hogy C nem illeszkedik az AR szakasz mint atmérd f&lé rajzolt korre.

Hosszabbitsuk meg PC-t a korig és legyen ennek a szakasznak a korrel vald met-
szespontju (abban a félsikban, ahol a € van) C'. Mivel €' a kérén van, Thalész té-
tele értelmeben AC'E haromszog derek-

szogl. Igy a magassagiérel miatt - E’ﬂ;“___‘“mm
PC'= vPA-PB. e \‘\
Ezt dsszehasonlitva az eredeti feltétel- Y > \
lel: PC = PC”, ebbol (a szarmaztatas / . S . ‘\\
miatt) C' = ', tehat C illeszkedik AB e S~
szukasz mint atmeéro fole rajzolt kirre, L £ B \1
és ez ellentmond az indirekt feltételnek. A P B
) e . A9 A
Az eredeti gyertydk térfogata: ¥V, = ——; V, = A6
3 - 3
.. e . ., 2A-m .
Az 6sszeolvaszias utdni gyertya térfogata: V, = 3T Vi+V,
24-m A9 A6 . 6
3 " 3 + , amibdl valoban m = —9 5 6 =75 cm.
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Az eredeti gyertyidk térfogata: V| = 3 ; W, = T
LS
. L . x-2mo L
Az dsszeolvasztas wiani gyertyu térfogata: V, = ——— = ¥ + V.
: J
22m m9 m6 9% +6°

= 58,5 (cm?2), tehat az vj alapte-

= + , amibél ¥ =
3 3 3
riflet a régiekenek szamtani kzepe.

[ ]

Legven az aranyrogdk témege x, illetve y gramm.
+ ¥ —
xz} =68 A Jxy =60
x+y=136 A xy=30600
Az egyenletrendszert megoldva adodik, hogy az aranyrogok témege 36 gramm és
100 gramm.

Az eredeti brilidns értéke 2m” fabatka. Ha 2 részre vagjuk, melyek imege x, illetve
, o 2 2
¥, akkor x + y = m, és az j ériék 2x° + 237,

\2

Uj érék 2x° +2y% = 222 +2(m - x)* = 4x” —dmx +2m* = 4[x - ;}; +m.
Abrizoljuk a briliansok értékét x fiiggvényében (0 < x < m).

Az abrard] leolvashato, hogy ha a bri-
lianst kétlelé vagjuk, veszit az értéke- ‘
bél. Legidbbet akkor veszit az értéké- L
bél, ha kér egvenld darabra vagjuk.

 Uj érték

Ekkor a brilidnsok &sszértéke m° fa-
batka, az értékvesztés ekkor m* fabat-
ka. Az értékcsikkenés

/ : ]
&E=2m2—4.x—ﬂw +mzf_=
L2

2 i

7 Fil |

= 1'—4[1‘——], |
2 . ! >

ahol x az egyik levagott darab témege. = m
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&) Aru mi=FkA, innen A, = m- T
I K
/N AN k

(>

@ /m Ayl = mk, innen A, =m-—
Hal <k, akkor A, < m, A; > m.
Ha mindkét serpenyobe egyforma gyakran tenne az drut:

{ k Ik
A+ A, = mIer— = m(—&——) = 2m {mivel a+l 2 haa>0),
‘ a

{ ki,
akkor a vasarloknak 2m tomegii drunak megfeleld pénzért legaldbb 2 tomegnyi
arut adott, igy nem jutott tisztességtelen haszonhoz.

a) Rendre 1300, 1872, 1586, illetve 156€) petikot,

@A pattogatort kukorica valddi tomege legyen x gramm, a mérlegkarck hosszu &,

gs k;. Feltehetjlik, hogy mindegyik mérlegnél a bal oldali mérlegkar a hosszabb:
ky > k;.

A ket mérés eredmenye szerint x -k, = 144 - &; €8 x-k; = 100 - &,

A két egyenldség hal oldalainak szorzata megegyesik a jobb oldalaik szorzatd-
val: x° - ky - k;= 14400k, - k;, tehat x” = 14 400. Ebhél lithato, hogy egy
zacskd pattogatott kukorica valodi tdmege 120 gramm. Ennyvit mutatnak a be-
szerzési helven & pontos mérlegek, ezert egy zacsko pattogatott kukorica beszer-
zési dra 1560 petak.

Az A boltban jol jarnak a vdsdrlok (am sokat veszit a kereskedd), B-ben és C-ben
a beszerzésl arnal dragabban jutnak a vasarlok az aruhoz (20%-kal, illetve 1,7%-
kal fizetnek tSbbet). D-ben beszerzési aron jutnak a pattogatott kukoricdhoz.

Legven a hdrom szdm a < b < c. Ekkor a kézépso a két szelsé mértani kizepe:
b= @, és a legnagyobb a masik kett6 1Gbbszirise. Ekkor ¢ felirhato példaul ¢ = sa
alakban (ahol n € N™). De ekkor b = vra»—n; = cwg. Mivel b is egész, f\f'; is az,
vagyis n négyzetszam, n = m* alakii (ahol m € N*), Ekkor b = ma, ¢ =m’a, a
harom dsszege pediga(l + m + m %y = 57, ahol a bal oldal mindkét tenyezdje egész,
Mivel primtényez0s alakban 57 = 3 - 19, &s persze 57 = 1 - 57, négy eset lchetse-
gesia=36s l+m+m’ =19, vagy forditva, illetve a = 1 es 1 +m+m? =57,
vagy forditva.

Az elst esetben az m” +m—18 = 0 egvenlet gyvikel nem egészek.

A misodik esetben az m* +m -2 = 0 egvenlet gydkel 1 és —2, utobbi nem pozitiv,
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az elobbibdl viszont ¢ = b = ¢ (= 19) kivetkezne — egvik sem felel meg a feltéte-
leknek.

A harmadik esethen az m~ +m — 56 = 0 egyenlet gydkei 7 €5 —8, ulobbi nem pozi-
tiv, nem jo, az elébbibdl a harom szamra 1, 7, 49 kdvetkezik. A negvedik esetben
mi+m=0 egyenlet gydkei 0 és —1, nem pozitivak, nem jok,

Tehdt egy megoldasunk van: a =1, =7, ¢ =49

Legyen a harom szam a < b < ¢. Ekkor a kéz8pso a két sz&lsé szamtani kdzepe:

a+c . . g+
b= 5 . A feltétel szerint - c

¢ =24, vagyis a(a+cic = 48. iquk ezt
ac -« {a +¢) = 48 alakban. Ha a + ¢ =-—p €s ac = g, akkor a Viete-formuldk szerint
aéscazx +pr+ g = 0 egyenlet gytkei. A 48 szorzatalakjai: 1-48 =224 =
=3-16=4-12=6"8, ezek tehat —p és ¢ lehetséges értékparjai. Nem kell azon-
ban mind a 10 esetet végigvizsgalni. Mivel «, b, ¢ kijziil a legkisebb is legalabb 1,
a masik kettd legalabb 2, illctve 3, igy ac legalébb 3, a + ¢ legaléhb 4. Igy maris 6tre
csGkken a Ichetseges értékpérok szdma. Tablazatba foglabva a lehetséges —p, g pa-
rok esetén adédod gydkéket, latjuk, hogy egyetlen olyan eset van, amelyben egész
eredmeény adodik. Ez egynral jo megoldas is, hiszen @ = 2 és ¢ = 4 esetén a szim-
tani kézepiik & = 3, és valoban 2 -3 -4 = 24,

at+c=-p 16 12 4 8 6
ac =g 3 4 12 6 8
a 019 034 ] - |os4, 2
¢ 1581 1166 -~ | 716]| 4

Hak< 1,2, akkor |k~ 1.2}+|k-2.1|+]k-3,6
= —k-1,2)—(k—21)- (k- 3.6) = 6,9 - 3k:

hal2 <k <21, akkor |k—12|+|k=2.1]+|k-36
=k-12-(k-210)—(k-3.6) =45

ha 2.1 €k < 3,6 akkor [k— 12|+ k-21]+]|k~36
=k-12+k-21-(k-3,6) = k+03;

hak 2 3.6, akkor [k~ 12]+|k-2,1|+|k-3.6|=

=k-12+k-21+k-3,6=3k-69.

=21+ |k-3.6 LkeR fiiggvény grafikonja a fentiek alapjén;

Ak |k-12
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A fiiggvénynek 2,1-nél {(az 1,2, 2 2,1 és a 3,6 medianjanal) van minimuma.
A minimum értéke 2,4,

Hasznaljuk a mellékelt
abra jelGléseit: a befogo-
tetel szerint: a = BC
mértani kézepe az BT és
az AB szakaszoknak. A B
kzéppontu, a sugart kir
metszi ki AB-bdl a H
pontot, tehit BH a mérta-
ni kézepe BT és AB-nzk.
Ugyanezen szakaszok
szamtani kézepe BG,
ahol G-t gy kaphatjuk,
hogy AC F felezdpontjabdl a €T magassdggal parhuzamost hiizunk. Ekkor ugyan-

aam + .
is AG=%, de AT = ¢ — g, azaz BG=AB-AG=c- %t af, vagyis

A

E F

2 2

BG a szamtani kdzepe annak a két szakasznak, amelynek BC = g a mértani kozepe.
Azt kell tehar belami, hogy H mindig kdzelebb van B-hez, mint G. Ez igazolja
ebben a specialis esetben a mértani és szamtani kozép kézétti egyenlotlenséget. Ez
viszont igaz, mert a B-b6l indulo szdgfelezb a CA oldalt C-hez kozelebb metszi, mi-
vel az Atfogd hosszabb, mint a befogd, s 1gy a szdgfelezd tétel szerint AE is hosz-
szabb, mint CE. Ha E£-bél merdlegest allitimk AB-re, akkor éppen a H pontot, C el-
forgatottjit kapjuk. Ha F-b6l allitunk merdlegest, akkor kapjuk G-t. Mivel F mesz-
szebb van C-t8l, mint £, ezért G is messzebb lesz B-t3l, mint H; s ezzel belattuk,
amit akartunk. '
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a) A két érintési pont kozou szakasszal (E\E,) egyenld a Ky P szakasz a salirozott
K, K, P haromszogben, amely derékszogi. (Hiszen az érintd merSleges az érintési
pontba hiizet sugarra, és a parhuzamos eltolas a merdlegességet és a szakaszhosszt
megdrzi — vagy rasképpen: a K, P, E; minden szoge derékszog, vagyis ez egy 1&g~
lalap, aminek szemkozti oldalai parhuzamosak €s egyenldk.) A két kérdéses Tha-
1ész-kor atmérGje az E; B, és a K K, szakKasz. Mivel utobbi a K, K, P hiromszig at-
fogdja, a K, P pedig ugyanennek befogdja, természetesen a kézéppontokat dssze-
K616 szakaszra rajzolt Thalész-kor (aimérdje) a nagyobb.

by A két adott kor kzéppontjat sszekOtd szakasz f6lé rajzolt Thalész-kor sugara
KK "+ R

’2 221 7 azaz szamtani kbzepe a két adott, egymast kiviilr6l érinid kor
sugaranak. A masik Thalész-kor sugara fele az E(F, szakasz hosszanak. Erre fel-
irhatjuk a Pitagorasz-tetelt a satirozoit haromszégben:

EES=KP =R+ -R-D"

Ebbél: EIEZ2 = ARy, azaz E.F, = 24/ Rr, és igy ennek a kornek a sugara JRr.
Vagyis a K, K, P haromsz0g atfogoja és befogoja kozti egyenl6tlenség eppen az
 és R szamtani és mértani kézepe (illetve a kétszeresiik) kozti egyenldtlenséget
szemlélieti. Ha R = r, a K; K, P haromszog nem létezik (P egybeesik K;-vel), de
ekkor KK, E,E, minden sz0ge derékszog, vagyis ez egy téglalap, aminek ket
szemkozti oldala - vagyis a kétféle kozep — egyenlo.

6_'10 Ha a téglalap oldalainak hossza x, illetve y, teriillete T = xy = Allandd, keriileta

(o10)

K =2(x+y),ennek a minimumat keressiik.
Hax > 0ésy > 0, akkor a szamtani €8 mértani kdzép kozoui osszefligges alapian

2 3
Egyenldség akkor all fenn, hax =y

X+y

A téglalap keriilete: K = 2(x +y)=4 > 4fxy = 44T = allands.
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Tehat a téglalap keriilete akkor a legkisebb, hax = .
x:£,ebb6‘lx=v’?; y='\f‘T, '

x . , =
vagyis az adoti teriiletil teglalapok kozill a négyzet keriilete a legkisebb (K = 4vT).

Ha a téglalap cldalainak hossza x, illetve , keriilete K = 2(x +¥) = allandd, ebbdl
x+y= -IS A téglalap terillete T = xy = X (% - x), ennek a maximumat keressik.
y=s L

Abrazoljuk a teriiletet x fiiggvényében!

A zérushelyek x; =0, x, =77 3 szélsdériekét (maximumat) a két zérushely

;
K
| 0+—
sy 2 K .
szamtani kbzepénél { 5 =71 veszi fel.
T Tehat az adott K kerilletd téglalapok
el K e
16 kozill az x =y = pldalhosszusagu

négyzet terilete a legnagyobb.

K2
T=——
Mdsik megoldds:

A szamtani és mértani kdzép kozotti sszefiigges alapjan x > 0 és y > 0 esetén
Xty

K
2

2 '\HX}'.

2

L z 2
igyaterﬁle‘t T:xyé_(l:}) :[—1:—.\ =%, ezmaximz'ilis,ha X=¥=
L

;»‘1 by

e d
Jelolje d a kéi varos tivolsagat kilométerben! Ekkor az odaut idotartama © h, a

visszauié 4 h. Az ailagsebesség az 0sszesen megteil Gi &5 az 0sszesen elielt ido
90

hanyadosa, azaz: —&—2—(1—2— 5_;11_ Ezt d-vel egyszerlisitve éppen a két sebesseg har-
e .2
69 90 ; o ko

monikus kozepe adodik: T 1 o amj kiszamitva 72 T

+
60 90
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[ 613} Mindk i i -
13, Mindket oldal pozitiv, vegyiik az ﬂ-eilfhk gybkiiket, ez most ekvivalens 4talakitas. A 2.8. Elsofoka egyenletek, egyenlétlenségek
. e n+ :
kérdés most mar: §1-2-....n < ——. A jobb oldali tértet bovitve n-nel: (nt l)n, .
n(n +1) 2n
atalakitva: i . felismerhetjiik, hogy a szamldlo: 1+ 2 + ... + 1. 614. x+12 = 9x+312 —(5x~ 40)
8 60
e 1+ 2+ 4R : '
A kérdés igy §/1-2-...on < =T alaki. Bz viszont igaz, hiszen ez az x+12_ Ac+272
8 60
l-tﬂ! n-ig terjedd szamok meértani s szdmtani kizepe kozli egvenlétlenség. $+12  dy+272
Tehét Zsoltinak igaza van. ° T
15x +180 = 8x + 544
Tx =364
x =52
Behelyettesitéssel meggydzddhetiink, hogy az 32 valoban megoldasa az eredeti
egvenlemek.
615. a) A lehet leghévebb alaphalmaz R\ {3}. A szdml4lot szorzatta alakitva, a tortet
egyszerisitve:
3Hx=3)
b P
x—3
: i=3
azonossag, minden valds szdmra igaz. Tehat a megoldashalmaz: R\ {3}.
! b) A lehetd legbévebb alaphalmaz R\ {3}. A szamldlot szorzattd alakitva, a tortet
| egyszertisitve:
f Ax-3)
AT
x—3
3=z,
de éppen ez nem eleme az alaphalmaznak, tehat nincs megoldasa az egyenletnek,
M=90.
¢) A lehet$ legbévebb alaphalmaz R\ {3}. A szimlalot szorzatta alakitva, a tortet
egyszerisitve:
xXx=3)
=3
x-3
x=3,
de éppen ez nem eleme az alaphalmaznak, tehat nincs megoldésa az egyenletnek,
M=0.
@) A lehetd legbGvebb ataphalmaz R\ {3}. A szamldlot szorzatia alakitva, a tortet
egyszerdsitve:
&Y x(x=3)
RS A
x-=3
. X=x
azonossag, minden valos szdmra igaz. Tehat a megoldashalmaz: R\ {3}.
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616. A tortek nevezdi szorzat alakban:

617.

618.

619.

XA = (- +2)y kT -2Zr=x(x—-2) H+2x=x(x+2)
Kiérzds nevezdnek: célszerli az x{x + 2)(x - 2) szorzatot valasztani. Ekkor az elsé
tortet boviteni kell x-szel, a masodikat (x + 2)-vel, a harmadikat pedig (x — 2)-vel:
x° o xx+2) . Ax-2)
MHx+2)x—2) x(x+(x-2) x(x+2ix-2)
A megadolt alaphalmazon a kozds nevezd schasem nulla, ezért mindkét oldalt szo-
rozhatjuk vele (igy a megoldishalmaz nem valtozik):
X - (x+2)=4x-D)
bx=3§

X =

W | 4

4
A — az alaphalmaznak eleme &s az alaphalmazon ekvivalens atalakitasokat végez-

4
tiink. M = { ;}.

2

T—x 2

= +3
x=5 x-35
Szorozzuk be az egyenlet mindkét oldalat (x — 5)-tel'! 7-x = 2+ 3(x - 3)
Innen: x = 5. Mivel a toet miatt x # 5, tchat az egyenletnek nincs megoldasa.

x5

2 r6x+9 " .
—————— =x+2 A tbrt miatt x # -3
x+3
+ 3
L 3) =x+2
x+3
x+3=x+2

az alaphalmaz minden elemére hamis kijelentes, tehdt az egyenleinek nincs megol-
dasa.

A tortek miatt x # £2,
2x—-2 2x-2

= = ———, azl kapjuk, hogy
x =4 4—_x 2 £

x+2 2x-2 6 1
. - +—+ =
202-x)2~x) (2-x)2+x) x+2 22-x
Kozés nevezdre hozva,
X+2+202x-2)+1202-x)+x+2
22 -x)02-x)

Egy tort akkor 0, ha szamlaloja 0, és a nevezdje ngyanakkor nem 0.
lgy 24 — 6x = 0, melybol x = 4. A kapott érték kielégiti az eredeti egyenletet.

Vegyiik figvelembe, hogy —

0.

=0
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Legyen a két szam x €5 x + 50, ekkor a feltetel: 3 (x + x + 50) = 210, amib6l x = 10.
Tehit a két szam 10 &s 60. (A teladat megoldhato kétismeretlenes egyenletrendszer-
rel is, lasd 911. feladat)

Legyen ez az Otjegyfl szam x. Mogeje irva az 1-est & 10x + 1 szamot dllitjuk eld, elé-
je (a szézezres helyiérickre) irva pedig a 100000 + x-et.

A feltéel ekkor 10x + 1 = 3(100000 + x), amibdl x = 42857,

Tehat a keresett dtjegyvll szam a 42 857,

Jelélje az eredeti szam els6é harom szimjegyébdl 4116 haromjegyii szamot x. Ekkor
az eredeti szam a 10x + 8, a szamjegycserével kapott pedig a 8000 + x. A feltetel
elkor 10x + 8 + 3204 = 8000 + x, amibd! x = 532, vagyis az eredeti szam az 5328.

Legyen a két szam x és 2x + 3. A killonbségiik kétféleképpen is kepezhetd.
Ha2x+ 3 -x =9, akkor x = 6 (és a masik szam 15); ha viszont x - {(2x + 3) = 9,
akkor x = —~12 (és a masik szdm —21).

Ha a keétjegyi szam elsd szamjegye x, akkor a masodik szamjegye 9 — x.

igy az eredeti szam: 10x+9—x = 9x +9.

Ha az eredeti szam szamjegyeit feleseréljitk, akkor a felcserelt szam elsd szamjegyve
9 — x, masodik szdmjegve x.

fgy a felcserélt szam: 10(% — x) +x = 90 - 9x.

A feltéte] szerint '

90 -9x+45 =92+ 9, ebbdl x = 7.

Tehat az eredeti szdm 72, a felcserélt szam 27 (72 =27 = 45},

Misik megoldds:

Felirjuk azokat a kétjegyl szamokat, melvek szamjegyeinek dsszege 9.
Ezek 18; 27; 36; 45; 54; 63, 72; 81.

A felcserélt szamokat tekintetbe veve csak a 72-re igaz az allitas.

Eredet szam (F) | Felcserelt szam (F) F-F
18 81 -63
27 72 ~45
36 63 =27
45 54 -9
54 45 9
63 36 27
72 27 45
81 18 63
183




l 625.] A munkdval ketten egyiitt x éra alatt késziilnek ol Egy ora alatt Antal egyediil a

626.

- 628.
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munka :{_ét’ Béla g—eit, ketten egylitt pedig az —-ed részét vigzik el.
x

I 1

Tehat —=—+ = amibél x = 1—_2- =2.4.
x 4 6 5

Egyiitt tehdt 2,4 &ra alatt vegzik el a munkat.

. ) 2,4 .
Ugyanis: 2.4 ora alaw Antal a munka % - 0,06 részét végzi el;

) 2,4 .
Béla a munka = = 0,4 részét végzi el,
Ezck osszege 1, tehdt valéban elvégzik a teljes munkat.

Egyenlet neikiil is megoldhat6 a feladat.

1 1 5
Antal és Béla egyiitt a munka — + - = -
i ; 4 6 12

. 12 , n
munka elvégzéséheyx 75— arary, azaz 2.4 orara van sziikségiik.

részét végzi el egy ora alatt. A teljes

1 perc alatt Xénia a medence —1— Yvoune —1—, Zalan pedig 1 részét (6l meg
80 70 60

. . N 1 1 1 21+24428 73
egyedill, vagyis egyitt a7z — + — 4+ — = 21720 45
80 70 60 1680 1680

= 23 percig tart.

részét tilitk meg.

Ekkor a telitéleés 1 220

Legyen Gybngyi g éves, a szomszeédasszony ekkor g + 17 éves.
A feltétel: 2g = ¢+ 17 + 1, amibd] g = 18, vagyis Gyingyi 18 éves, a szomszéd-
asszony pedig (18 + 17 =) 35 éves.

A testvérek most x, 11, 5x évesek. Ha a legidBsebb kétszer ennvi idds lesz, akkor
10x ¢ves lesz. Vagyis a felwétel: x+ 11 + Sx = 10y — 1, amib6l x = 3, tehit a testveé-
rek most 3, 11, 15 évesek.

a) A talalkozasig az elsé motoros  ordt, a masodik t-1 drat volt uton, egyiittes meg-
tett atjuk (mint fizikabol jol ismert: s = vf) kiadja 2 két telepiilés tavolsagat:
306+ 60z~ 1) = 83. EbbSl 1 = 1,3 ora, vagyis az elsd motoros induldsa utin
1,3 6raval (= 1 éra 18 perceel) talalkoznak, Zamarditd! (5Gr =) 65 km tavolsag-
ban. (A masik motoros 0,3 érar volt uton, ezalatt meglett 60{r - 1) = 18 km-t, és
valoban 65 + 18 = 83.)

b} Legfeljebb Fonyodon, ha Osszefutnak, mert az elsé motoros mér reg odaér, mire
a masodik elindul. ..

(Ha az a) pont szerinti egyenletet telijuk: 50z + 60(z - 1) = 33, amibd] most
= 0,845 ora adédik, de ekkor a masodik motoros negativ ideig lenme tton!)
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I 630 Ha eredetileg x darab ékszer volt az tizletben, akkor igaz, hogy

a3L

X

~_4

X — E+4+2 +2+51=0.
2 2

Ennek megolddsa x = 36, azaz 36 db ékszer volt hétfon reggel,

Ellendrzés:

Hétfén 18 + 4 = 22 db-ot adott el, maradt 14 db. Kedden eladott 7+ 2 = 9 db-ot,
tehat 5 db maradt. Ezt szerddn eladva valdban elfogyott az Gsszes ékszere.

A maradék 200 Ftja a 3. napi penzenck a fele (hiszen aznap elkolidtte a pénzér).
Tehat a 3. napi pénze 400 Ft volt, ez maradt a 2. nap végén.

A 2. nap 400 + 200 = 600 Ft az 1. napi maradék pénzének a fele, araz 1. nap
1200 Ft-ja maradt.

Az els0 nap az Gsszes pénzének a felénél 200 Fr-tal kevesebbje maradr, igy az #sz-
szes pénzének a fele 1400 Ft, tehat eredetileg 2800 Ft-ja volt.

Mdsik megoldds:
Ha a wristanak eredetileg x Fi-ja volt:

4 !
1. nap elkoltdie l(i;- + 200) Ft-ot, maradt b" ~ 200 ) Ft-ja.
\ Fa

/
2. nap elksltit lt Z_200]+200=] % 4 100] Ft-of,
2\2 47

_ 3
maradt 200 [ % + 100 2 [ % _ 300] Ft ja.
2 4 ) TG

. . )
3. nap elkélit %Li - 300] +200 = [% + 50} Ft-o.

lgy nem maradt penze. (A 2. nap megmaradt pénzét elkéltstee 3. nap)

A by

2 _300=2450,
4 0T
ebhol x = 2800,

Tehat a turistanak eredetileg 2800 Fr-ja volt.

Ellendrzés:
2800
Els6 nap elkéltott qO +200 = 1600 Ft-ot, maradt 1200 Fi-ja.
L o 1200 ,
Masodik nap elkéltstt + 200 = 800 Ft-ot, maradt 400 Ft-ja.

2

] .
Harmadik nap elkéleistt 5 400 + 200 = 400 Fe-ot, igy nem maradt peénze,
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ba szama x + ¥ = 24, az sszes dgy szama 2x + 3y = 64, igy x és y az
x+y=24 | d
egyenletrendszer megoldisa: x = F =
2+ 3y = 64 F goldisa: x =8, y=16.

Tehit a szalloddban B db kétagyas szoba van,

Ha x tanuldja van az osztalynak, akkor:

X X o . .

2 + 3 +10 = x, amibdl x = 24 adédik, tehit 24 tanuld jar az oszralvba.
Ellendrzés:

24 6 tanulo 14 24 Y

il tanulo jar gyalog, 5 = 8 tanuld jar kerekparral, tehdt 24 —6 -8 = 10 ta-
mul jar busszal. Ez megfelel a feladat szdvegének.

Hfi (‘)"t gépnek §O percig tart 15 munkadarab elkészitése, akkor egy darabot 4 percig
készitenck, mig ugyanez egy gépnek 3-sz6r annyi ideig, 20 percig tartana. Ha egy

gép egy claral:r»ot 20 perc alatt munkal meg, akkor 40 darabot 800 perc alatt keészit el,
ugvanezt 8 gép nyoleadennyi ideig, 100 percig csinalja. -

-

: . . 3
Ha x m hosszu a futdpalva, alckor x + 1): az clsd tav, ennek a E-részn‘:t hozzdadva

9 3 2, . 10 3

7 x+ 4 x | adodik, ehhez j6n meg a 7 resz fele, igy Gaszesen 7‘ x4+ ‘J ameg-
\ 4 /

tett ut, ami E . Z_x: =

) X = 2500 m, tehdt 1000 m-es a palya.

| h

. . km .
a) Ha az elso szakaszon » o sebességgel haladt, akkor 2¢ km utat tett meg,

1
it The 4 A i i e " k‘n
5 ora pihenés udn 2,5 oran keresztiil haladt (v + 20) Tl sebesseggel, igy
ekkor 2.5 - (v + 20) ki a megtett 1ut, tehat: 2v + 2,5 (o + 20) = 400,
700 km km km “ '

Ebhdl v = —9— T =777 e = 77.8 —]-; volt az ¢lsd itszakaszon a sebes-

sége.

b) Ha az els6 szakaszon 100 2 2 sebessé :

) Ha az elsé szakaszon 100 & a sebessége, akkor a 2 ora alatt 200 km-t tesz
meg, majd # ora pihenés utin a maradék 3 —¢ ordban 120 km -val haladva
(3-£-120 km a megtett at, chat 200+ (3 -1 - 120 = 400 adddik, amibél

i = 3 ora a maximalis pihenési ido.
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A feladat szévegébd! nyilvanvalo, hogy a kdny vel fele, 60 konyv Antalé. A tOhbi-
cknek tehat egyiittesen 60 konyviik van. Benced ezeknek a fele, vagyis 30 kényv. A
maradék 30-bel 16 Cilié, 14 pedig Dénesc. :

A 20 forintos érmék szama x, az 30 farintosoké 24 — x.

igy 20x + 50(24 - x) = 50x.

Ebbél x = 15, 24 — x = 9 adodik.

A Kiszamitott 20 - 15+ 50+ 9 = 750 forintbdl a Jiak éppen meg wdja visarolni a
konyvet.

A feladat modszeres probalgatassal megoldhato. Figyelembe vessziik, hogy a per-
selvben 25 erme van 500 Ft &rtékben. Az 50 forintosok szAmit megadva azt vizs-
galjuk, hogy hany 10 vagy 20 Ft-os Ichet tigy, hogy éppen 500 forintot kapjunk.
Nyilvan, ha sok az 50 Ft-os, akkor az érme darabszama ugy ndvelhetd, hogy egy
20 Ft-os helyett 2 db 10 Fr-ost veszink.

50 forintos 10 forintos 20 forintos darabszam E')sszeg—‘
10 0 0 10 500
G 5 0 14 500 |
8 10 0 18 500
7 15 0 22 500
[ &6 13 i 25 500

Legfeljebb 6 db 50 Fi-os lehetelt a perselyben.

Megjegyzés:
Megoldhato kétismeretlenes egyen lettel is: a 25 darab pénzérmébdl legyen
x darab 50 Ft-os pénzérmenk,

y darab 20 Ft-os pénzerme,

25 — x — y darab 10 Fr-os pénzérme.
Tehat egylitt 50x + 20y + 10(25 —x— y) = 500. 10-ze) vald osztas és a kijeldlt mi-
veletek elvégzése utdn: 4x +y = 25 adadik. Minthogy x és y pozitiv egesz, X legfel-
jebb 6 lehet.
Ezek szerint legfeljebb 6 darab 50 Fr-o0s pénzérme lehetett a perselyben.
Ekkor a 20 Ft-osok szama: 1, a 10 Fr-osok szama 18.
A perselyben Jévé pénz éreke: 6 - S0+ 20+ 18 - 10 = 500,
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A 11, A osztalyba x tanulo jar. Jeles a dolgozata 0,25x tanulonak,
7(0,25x -4 = 0,75x + 4, ebbdl x = 32 az osztaly tanuldinak szama,

Ellendrzes:
A jeles tanuldk szima 8, a nem jelescké 24, ha a jelesek szama csak 4, akkor a nem
jelesek szama 32 — 4 = 28 lenne, ami valdban 7-szerese a jelesek szdmdnak.

Mdsik megoldds:

Ha a jeles dolgozatot ir6 tanulék szamat jeléljiik y-szel, akkor az osztaly 1étszama
4y. Ezzel a jeldléssel egyszeriibb a szimolds.

T{y—4)=3y+4:innen y = 8, az osztily léiszama 4y =

: . y
Az AB 0t hossza x. Az elso itszakasz hossza gx, a masodik megallasig Gsszesen

2
megtett at 3 X,

2
ey 5
gx+40:§x, ebhdi x = 150. Al : .‘ '8
Tehat az AB tavolsig 150 km. 2, k
X
A megtett ut els6 szakasza; §<150 km, X

azaz 60 km. Ha még megtesz 40 km-t,
a megtett 4t 100 ko, ami a 150 km-es teljes it kétharmada.

Az automatabo! x db 50 Ft-os és (12 — x) db 100 Ft-os esik ki.
S0x+ (12 - x) - 100 = 1000,

ebbd] x = 4.

Tehat 4 db 50 Ft-os és 8 db 100 Ft-os esik ki az antomatabdl.

Ha egy ,kis” négyzet oldala x i, akkor a park teriile- X x
te 7x” m?, keriilete 16x ho sSZUSAgEgyseg. ’
A feltétel szerint: IxP=16x  (x=0)
Tx=16
16
X=—m
7
f \
i6 256 2356
A park teriilete: 7 t— =7 —=—m?
b 7 J 0 77
16 256 256

A park keriilete: 16-— 5= m. Tehdt a kerités — m hosszu.

x db busz, 5x db auto és (50 — 6x) db motorkerékpar.

A kerekek szdama: 6x +4 - Sx+ 2(50 —6x) = 184,
Ebb8! x = 6. Tehat 6 busz, 30 autd és 14 motorkerékpar van a parkoléban.
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64 = 5b + 4, tehat b = 12, azaz 12-es szamrendszerrdl van szo.
6:-6=36=3:124+0,czért 6-6 = 30,.

ki km km

08-@_48 1,2 — =72 ——
perc 5 perc

A klloveq utan x perecel indul be a masodik 1épesd:
48x +72(25 —x) = 1500, amibél x = 12,5,
Az elsd 1épest 12,5 percig tart. Ennyi id6 alatt 48 - 12,5 = 600 km-t tesz meg a rakeéta.
A masodik Iépesot 600 km (¢ megtétele utin kell beinditani.
Az egyik llamkotvény névértéke x eFt, hozama 10%, a misik allamkétvény nev-
értéke (270 — x) eFt, hozama 9%. 300 Ft = 0,3 eFt
- 009+0270-x)-01=x-01+{270-2-0,09-03
—0,01x+27 = 0,01x + 24
3 =002
x =150
Eredetileg tehat 150 eFt névértéki, 10% hozamn, és 120 eFr névertekil, 9% hozami(
allamkétvényiink volt.
Az eredeti hozam Bsszesen 25,8 eFt, a feleserélt kamatokkal pedig 23,5 eFi lenne,
ami valdban 300 Fi-tal kevesebb az eredetinel.

100
— ={,2 (gramm
2 S0 (g )

b) [gen, lehet.

{00 darab 0,19 gramm tomegli ké egyiittes tomege 19 gramm. Legyen meg pl.
400 darab, 3sszesen 81 gramm tomegli (egyebként tetszdleges tdmegeloszlasi)
ko az 500 kozote.

c) lgen, lehet,

100 darab 0,23 gramm (dmegtl ko egyiittes tomege 23 gramm. Legyen meg pl.
400 darab, Hsszesen 77 gramm tomegii (egyébkent tetszéleges tdmegeloszlasi)
ko az 500 kdzétt.

d) Az x darab, egyenként 0,24 grammos ké egyiittes tomege kisebb 100 grarnmnal:
0,24x < 100, amibsl x < 416 (mert x egész szam). Legfeliebb 416 darab 0,24
grammos, vagy annal nagyobb tomegii k6 lehet az 300 kazott.

¢) x darab legaldbb 0,24 grammos ké egyiittes tdmege m, 2 0,24.x.

300 - x darab legalabb 0,19 grammos ké egyiittes tomege my > 0,19 (500 - x).
0,24x + 0,19(500 - x) <y + mp = 100
0,24x + (,19(500 — x} < 100
0,05x + 95 < 100
x <100
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Ez azt jelenti, hogy a lcgalabb 0,24 gramm témegii kovek szdma semmiképpen
nem lehet t5bb 100-nal (100-nil kevesebb lehet: pl. 20 db 0.26 grammos, 60 db
0,25 grammos és 420 db 0,19 grammos ké egyiittes témege 100 gramm, a kbvek
egyiittes szama pedig 500).

| 649.] Ha ebben a honapban x lemezr adtak el, akkor az el6z6 honapban a felét, és ha a
folytarasban marad ez a tendencia, akkor két honap malva mar 10 000 hijan elérik
a 100000 példanyt, tehdt az alabbi egyenlet irhaté fel a széveg alapjan:

% + £+ 2x + 4x +10 000 = 100 000. Ebbal 7,5x = 90 000, vagyis x = 12 000, Te-

hat ebben a honapban 12 000 CD-t adtak el. Ellendrizhetjik: az el6zé hénapban a
feliélel szerint 6000 CD-t adtak el, a kdvetkezékben pedig 24 000 és 48 000 eladott
példdny lenne, ha a ndvekedési arany nem valtozna.

Ez dsszesen (6000 + 12 000 + 24 000 + 48 000 =) 90 000 CD, (chat tényleg mar csak
10000 hianyozna a blvis 100 000-hez.

: 650.J 1 perc alatt az els6 csap 3x, a masodik csap 4x vizmennyiségel juttat a medencébe.
o Mivel 40 perc alatt toltik meg egyiitt a medenceét, ezért a medence térfogata:
V=40-3x+40 - 4x = 280x,
Ugyanezt a medencét az elsd csap megnyitdsatdl szdmitot y perc alatt toltik fel:
V=y-3x+(-254x.
Ezekbol: 280x = 7xy — 100z,

Innen x # O figvelembe vételével y = 23—0 pere = 34 perc 17 masodpere adodik,
tehat a medencet 6 ora 54 perc 17 masodpercre t5ltik meg.

_—

. 651 Az egyik befolyé 4 6ra, mig a masodik 10 éra alatt (ot meg a medencét egvediil,

A Kkifolyd éppen szinten tudja tartani, tehat akkora a teljesitménye, mint a kettének

1 7 .. ,
egyiitt. Ez azt jelenti, hogy egy ora alatt befolyik 7 + % = —— resz, &s akkor ennyi

20
. e e " . 120,
is kell, hogy kifolyjon maximélis kapacitas mellett. Ezek szerint - = 5 ora
20

alatt ereszti le a kifolye a teljes medencét. Ez koriilbeliil 2 ora S1 perc 26 mésod-
perc, tehat ennyi id§ alatt folyik ki az egész viz.

652, Tegyiik fel, hogy » ember tirsult. A 8240-hez mind az # ember 40n koronat ad

hozza. Ehhez annyi szdzalékot nyernek, ahdnyan vannak. Ekkor ez a haszon:
240 + 4017
n(8—4]00—_”—)' Ezt osztjak el, mindenki 10n koronat kap, és marad 224 korona.

Igy az egyenlet, amelynek pozitiv egész megoldasait keressiik:
(8240 + 4017 ) —— = 101> + 224.
100
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Ez harmadfokd egvenlet n-re nézve: 824un + 4n = 100n° + 2240, néggyel osziva és

rendezve: 1° — 25n” + 206n — 560 = 0. Emmek egész megoldasa csak olyan lehet,
amelyik 560-nak osztoja, tehat 1, 2,4, 5,7, 8, 10, 14, 16, ..., 560 jon széba. Ebbdl
az elsd négy nem jo, de az n =7 gybk, hiszen 7° -25 L 7% 42067 - 569 =
= 343 - 1225 + 1442 — 560 = 0. Ekker, mint tudjuk az (n — 7) ényezd mint gyok-
tényezd kiemethetd, s igy az egvenlet bal oldala (n — 7) (n* - 185 + 80) alaku. Ek'—
korJ még azt kell nézni, hogy a masodik tenyez6 mikor lehet 0. Ez mér masodfoku
egvenlet, megoldasai az (rz — 8) (n — 10) felbontds miatt a 8 és a 10. Tehdl Jehertek a
tarsult kereskeddk heten, nyolcan vagy tizen. Ellenérizhetjiik, hogy mindhirom
megoldas lehetséges, (Nem vizsgan lehet természetesen vala.mi'lyen e‘gy,en'letme gol-
do programmal is dolgozni grafikus kalkuldtor vagy szamitogep segitseégével.)

653.] Legyen Piszkos Fred x éves. Ekkor a hajo x— 24 méter hosszu, Fillig Jimmy
2(x — 24) kil6, naponta 2 (x — 24) + 120 km utat tesznek meg. o 1130
- . 2 X = +12
W matroz szeolgal, a kabinok szama —(—# -2,

M —24y=
3(x—24)=120 _2] ives.
20
Ezt egyenlévé téve x-szcl, az egyenletet megoldva adodik, hogy 64 eves a kapitdny.

A hajon

amivel felirva a kapitany 8(
LS

"654.] 2) A bal oldalon allo szorzat pontosan akkor nulla, ha legalabb egy tényez6je nulla.

5 1
Tehitx =3 vagy x = —-E vagy x = 1_4
. 5 1
Az egvenlet megoldashalmaza: {az; —14; 3JL

b) A tort szamlaldja pozitiv, ezért a tort ériéke pontosan akkor negativ, ha a neve-
z8je negativ: x < Q.
Az egyenlétlenség megoldashalmaza tehat: 1—ee; 0[.

¢) A tér szamlaldja pozitiv (hiszen 12+ 1 értéke mindig legalabb 1), ezért a ot ér-

teke pontosan akkor negativ, ha a nevezdje negativ: 8~ 1lx <0 & x> T

. |8
Az egvenlbtlenség megoldashalmaza tehat: }E + o{.

655, a) Elészdr a bal oldali tortet , bovitsiik” — 1-gyel:
7+ 5x > 20
12
7+ 5x > -348
x>=7L
Fkvivalens atalakitisokat végeztiink, tehat M = 1-71; +oof.

193



ELSOFOKU EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

b) Legyen az alaphalmaz R\ {0}. Ezen a halmazon ekvivalens atalakitdsokar vég-
ziink:

1-2
les o 122 .y
X

: X
A 8zamlalo és a nevezs elGfelvizsgalatibol adédik a megoldashalmaz:

M = J-eo; O[UE; + m[.

- g
f 656, M = J—M; - E[U JB; + m[ (Lasd 655, b) feladat megoldasat!)

L

A megadott alaphalmazon ekvivalens atalakitdsokat végziink:

3x+8>3@3x+8_3>0<:>3x+8_3(x—3)>0<: 17 50
x-3 x-3 x-3 x—3 x—3

r-3=0=x>3
Tehat M = 13; 4eof.

a) A lehetd legbdvebb alaphalmaz R \ {3}. A szamlalot szorzattd alakitva, a tértet
egyszerisitve:
3(x-3) <3
x=3
3«3,
ami sosem teljesiil, tehdt az egyenlotlenség megoldishalimara iires halmaz,

b) A lehetd leghdvebb alaphalmaz R \ {3}. A szamlalot szorzatta alakitva, a tirtet
egyszerisitve:
Hx-3
=x

x—3
3< g,
de a 3 nem eleme az alaphalmaznak, tehar a megoldashalmaz: {xe R| x > 3}

¢) A lehei$ legbdvebb alaphalmaz R\ {3}. A szamlalot szorzatta alakitva, a tortet
egyszerlsitve:
x(x—3)
x—3
x >3,
tehat a megoldashalmaz: 13; +oc[. (Vagyis ugyanaz, mint a b) esetben.)

>3
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d) A leheté legb&vebb alaphalmaz R \ {3}. A szdmlalot szorzarts alakiiva, a tortet
egyszerlisitve:
x(x-3) Sy
x=3
X =x
Ez az alaphalmaz minden elemére igaz, tehit a megoldashalmaz: R\ {3].

Mindket esetben a jobb oldali konstanst dtvissziik a bal oldalra, kizés nevezdre ho-
zunk, rendeziink, majd a szamlald és a nevezé eléjel-vizsgélataval elddntjitk a tort
eldjelet.

2x — Ar—6
a) 2274 550 b) 0520
3-x 4-x
2x—-4—2(3—x}20 3;’6—6+S(4—x}20
3-x 4—x
A —_— . i
4x 1020 ,_x+1420
3—x 4—x
szamlilo - - - —@ szarmlald - — —
nevezd o — - nevesd —— o m - — e o L _
2,5 3 . 4 7

A tort nemnegativ, ahol a két el6-
Jel megegvezik, tehat 2,5 < x < 3
eseién.

A 101t nemnegativ, ahol a két els-
Jel megegyezik, tehdt x < 4 vagy
7 < x esetén.

x2—4x+4+2x+-10 <9—6x+x°
ebbdl x < —%, tehdt a megoidashalmaz: J-m; - %[

i } ——

5
T4
9% —6x+ 1 —6x < 4-—12x+9x2,

ebbdl 1 < 4.

Ekvivalens lépések titjan igaz allitashoz Jutottunk, tehét az eredeti egyenldtlenség
minden valés szamra teljestil.

-
¢
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663, A tOrt miat x # 2.5, tehdt itt az alaphalmaz R\ {2,5}.
3-5x
2x -
3-5x+ -
x+ 3(2x - 5) <0
2x—5
x—12
2x -5
Vizsgaljuk a szamlalé és a nevezd eldjelér!

+3<0

<0

x x<25 2,5 25 <x <12 12 x> 12
x—12 - -9,5 < 0 a5
2x-5 ) 0 ® 10 D
tort ® | S 0 ®
Tehat az egyenlétlenség megolddsa: ha 2,5 < x < 12 teljesiil, vagyis M = 12.5; 12[.
ity T
2.5 12
A tGrtek miatt x # 2; x s 3, tehat itt az alaphalmaz R\ {2; 3}.
7 5
- <0
x=-3 x-=-2
Hx—2)— -
{(x—2)—5(x~3) <0
(x=-Nx-2)
2x+1
(x=31x-2)
Vizsgaljuk a szamlalo és nevezd ténvezdinek eldjelét!
l — i }., < 2
X x<—2 ) x < 2 2<x<3 3 x>3
2x + 1 & 0 &+ 5 * 7 &)
x=-13 ) -3,5 = -1 = 0 ®
x—2 = -25 = 0 E 1 @
tort S 0 & — > | &
. ] 1
Megoldashalmaz: J—m; =3 wI2: 3L
. 1 3 4
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: 555.:; Az alaphalmaz R\ {2}. Felbontjuk a zardjeleket, kdzés nevezdre hozunk, rende-
ziink, eldjel-vizsgalatot végzimk.

i_ 2 _
x —10x"+20x—4 > 4?48y -5
2—-x

x —10x* +20x —4
2-x

+x2-8x+520

2 =10x% 4+ 205 -4+ (xF —8x+ (2 -x) 50

2-x
—x+6
=0
2—x
szamlalo - - -
nevezrl ———0r — — — - = = - — — —
megoldas S -
2 6

A tort nemnegativ, ahol a két elGjel megegyvezik, tehat x < 2 vagy 6 £ x esetén.
Tehat M = J—oo; 2] W [6; +o=f.

666, a) x kg 3000 Ft egységari és (17,5 —x) kg 4000 Ft egységard kavét kell dsszeke-

verni.
3000x + 4000¢17,5 — x) = 3600 - 17,5

70—x =63

x=7

Tehat 7 kg olcsobb és 10,5 kg dragabb fajta kavét kell dsszekeverni.
Ellendrzes:
A keverék értéke 3000 - 7 + 4000 - 10,5 = 63 000 Fr, ezért | kg keverék értéke
63 000

75 3600 Ft. Ez megfelel a szivegben megadott értéknek.
—bj“'x kg 3000 Ft egységari és m — x kg 4000 Ft egységaru kavét kell dsszekeverni.
3000x + 4000(m — x) = 3600m
40m — 10x = 36m
x=04m
Tehat 0,4m kg olcsobb és 0,6m kg dragabb fajta kavét kell Ssszekeverni,

Ellenérzés:
A keverék értéke 3000 - 0,4m + 4000 - 0,6m = 3600m Fr, ezért 1 kg keverék ér-
ke 3600m = 3600 Ft. Ez megfelel a szdvegben megadott értéknek.

m
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I::jx kg p Ft egysegari €s m — x kg g Ft egvségan) kavét kell dsszekeverni. !: Ekkor
X+ g(m—x) = rm ' ) o , . p+2
Zm —QEQ —p)x = rm | p < =2 vagy 2 < p eseten pozitiv szammal osztunk, igy eredményiink x < —
g-rim=(g-pix , . - p+2
(=) @=p g—r l -2 < p < 2 esetén negativ szammal osztunk, igy eredményiink x 2 ~— 5
Mivel g — p = (), ezért oszthatunk vele: x = - . |' P
L g-r . r—p ? p o ; Osszefoglalva:
Tehat -m kg olcsobb és -m kg dragibb fajta kivét kell Gsszekeverni. ; p+2
q—-p qg—p . p<_2: ::|::o 0<p€2 M= N
Ellenorzés: : p-
Akeverékértékepvq_r-m+q-—-rﬁp-mz—u—(q_p)r‘m:rm Ft, ezért 1 kg p=-2 M=R p=1 M=R
a—p -7 g—-p +2
Ay rm . ; . p 2 =2 M= |l-oe E-—'-—-*
keverek éricke — = r Ft. Ez megfelel a szdvegben megadott értéknek. I —2<p< M= o2 p-e ! )
i ! =
A feladat szévegében megadott feltételek mellett mindig van megoldas és ez a ' p=0: M=
fentickben megadottal egyezik meg. . i
A konkret paraméterériékek behelyettesitésével az a) részben kapott eredményt Abrazolva pedig:

kapjuk,

f@ Bpr-p=3x+p-6
p-3x=2p-6
p-3Dx=2p-3)
Ha p = 3, akkor egyenletiink 0 = 0, azonosség, M = R.
Ha p # 3, oszthatunk p — 3-mal, és eredménviil x = 2 adodik.
Ppr+p=p+2x+1
(p-—2x=1
Ha p = 2, akkor azt kapjuk, hogy O - x = 1, ami nem igaz, tehat M = @.

Ha p # 2, oszthatunk p ~ 2-vel, és eredményiil x = adddik, most

r [ .
M=q—. =—2.
t}_z} Pt

|/668] A tort miatt: p # 0. Minden mas esetben pz pozitiv, megszorozzuk vele mindkét
oldalt, majd rendeziink.

pzx—p2£4p+4_x+4 ‘

(p2 —dyx < pz +4p+4 E 669] Mivel p > 0, a nevezd pozitiv, szorzunk vele, majd rendeziink:

P+2Dp-x<(p+2)° (P+20x+3)€2x+15
It harom lchetc’it;ég van. px+2x+6 52x+15
Ha p = -2, akkor a 0 < 0 dllitist kapjuk, ami mindig igaz, tehit Vx € R megoldas. px<-3p+9
Ha p = 2, akkor a 0 £ 16 allitast kapjuk, ami szintén mindig igaz, tehét Vx e R 3p49
megoldas, L —-.
Ha pedig p # £2, akkor {p + 2) (p — 2)-vel osztunk, p

198 - ' 199
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. . iy . , . —-3p+9
A feladat értelmdében o p pozitlv parameter, tehat a megoldas: x < Pz
P

Abrézolva pedig:

| | | : ' . A
219 1 23 P
~i+
Sl :

M
a) Legyen x db ké tdmege nagyobb, mint ~— + & (ebbdl lathatd, hogy x < n).
!

(M
Az x db ké egyiittes tdmege 1 > x| M + e].
\

‘M }
Mivel M > m, ezért M > x| g S}, azaz x < M I

0 I M +ne
Az x legnagvobb lehetséges értékét akkor kapjuk, ha megadjuk azt a legnagyobb

egész szamot, amelyik kisebb, mint .

M+ns‘

\
b) Legyen x db k& tdmege nagyobb, mint M + €, &5 (n —x) db k6 1Gmege legalabb
£e nagy P ge 1eg

M (M
2 5 Azxdbké egylittes m | thmege #y > x[ —+sz 1; az (n— x) db k& egyiit-
Tl \ fl y

.. (M
tes m, LOmege my, = (A — x)‘ — =41
\ n

, M Mo
Mivel niy + my = M, ezétt M > x [— - 3] +i{n— x)(—— —d ‘
M #t J

" Fh

+ &
Az x legnagyobb lehetséges értékét akkor kapjnk, ha megadjuk azt a legnagyobb

Az egyenldtlenséget megoldva: x <

egész szamot, amelyik kisebb, mint ‘R

+&

200
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M
o) A k db ko egyiittes m tomegeére m > k [-— +éEj
) S

& (vild-

(M
Mivel M > m, ezert M > k‘ 2 s), Ezt a-re megoldva: n>
LR M —ke
gos, hogy ¢ < %, kiilonben a & db k& egyiittes tbmege M-nél nagyobb lenne).

Az n legkisebb megfeleld értéke az a legkisebb egesz szam, amelyik nagyobb,

int - k.
m M —ks

101
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2.9. Masodfoki egyenletek, egyenlbtlenségek

@ a) x> 10x+25 = (x - 5)°, a nevezdt az x~ — x — 20 = 0 egyenler megoldisa utan
a gyoktényezds alak segitségével szorzalld alakithatjuk: (x— 5)(x + 4).

(x-5°  x-5

(x-5}x=4) x+4

A tort tehdt 1gy is irhatd: xe {4 5}
k-5 k+4
k—4 k-3

b) Az a) részben leirtak alapjan az egyenlet igy is ithatd:
ke {—4;5). '
(k—5)° = (k+4)°
K2 10k+25 =k + 8%+ 16

ahol

9 =18k
i
=5
Mivel 0,5 ¢ {—4; 5}, ezért ez az egyetlen megoldasa az eredeti egyenletnek:
M= [{0,5].

| 672 15G°—6x+8)—8(x"-8x+15)=0

Tx*—26x =0

x(Tx~26)=0

Egv szorzat pontosan akkor 0, ha legalabb az egyik tényezdje (-
x=0v Tx-26=0

BT a) —dxT+dr—l=x"+12x-22
5x*+8-21=0

53

b} 9xZ—12x+4— (x°—2x+ 1) = 45 = 20x
Bl 4+ 10x—42 =0
4x*+5x-21 =0

02

674,
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-2+ dr+4) + 3T —6x+ 9 = 5(x ~2x+ 1)+ 30
x? = 26x+ 19 = 5x° = 10x + 35
0=dx’+ 16x+16

0=(x+2)*
x=-2
M={-2}.
5=x%-2x-3
0=x"-2x—38
M=1{-2;4]
2(.xf2)+17x:24
x(x+2)
19x + 4 = 24x° + 48x
5 4 1
24x° +29x-4=0 M=s—7%1 2
38

a) Vezessiink be 1j ismeretlent! g = x% +2,5x.
Ezzel az eredeti egyenlet igy irbato: a’—S5a-6=0,ambdla=6 v a=-1
Ezért: 22+25x=6 v x°+25x =1
2 425%—6=0 v x"+25x+1=0
yr=-4vx=15vx=-2vx=-05
M = {-4,-2;-0,5; 1,3}.
b} Vezessiink be 1 ismeratlent! a = *2+x.
Ezzel az eredeti egyenlet igy ithaté: (@ + 1)(a — 8) = 52, amiblla = -3 v a = 12.
Ezéri: ix=-5v x+x=12
W +x+5=0v £ +x-12=0
xe{}vr=-4vix=3
M= {-4;3].

4x 4x-3Y 5(x+3)

M -3) HxABE-3)  Mx+3Nx-3)
dx—A(x* ~6x+9 =35x=15

4x* —25x+21=0

2
M= J1; “—] 5,
|7 4

203
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10x 3Ix{d - x)
+ =

- =1 & 2x-3x'=-x" +8x-16
(4-x) (4-x)
O=x*—7x-8
M=1-1;8
x2—9x+20_ X
x—3 Xt —4x

Eszre kell venniink, hogy az egyenletnek nincs értelme, ha x = 0, x = 4, x=5
A lehetséges szorzattd alakitdst elvégezziik, hogy majd egyszerisithessiink.

x—4)Nx-5

(x )(x_ )= al . egyszerdsités utan: ¥ —4 = !
-3 xx—4) x—4

x-H" =1

x—d4 =1 1lletvex—4 =1, tehatx = 5 vagy x = 3. Az eredeti feladat megoldésa
csak az x = 3 (lisd a kikétéseket).

(xr—=3(x+2) ->

=1
x—1
xz—.r—ﬁ =2x-2
2 3x—4=0

(x—4)x+1) =0

x=-1, x =4 EzekKki is elégitik az eredeti egyenletet, amit behelyettesitéssel el-
lendrziink,

. 1 1
A tortek miatt x # E X #E——

3
5-x@x+1)=2x-D(15—4x)
A kijeldlt miiveletek elvégzése, Gsszevonas &s egyszerlisités utdn:

X dx 4= 0, azaz (x - 2) 2 - 0, melynek megoldésa x = 2.
Az eredeti egyenlet valos megoldasa x = 2,

A tdrtek miatt x = £2
_ 1 1= 1 6—x

x—2 =2 3x-2)x+2)
Az egyenlet mindkét oldalat 3 (x — 2)(x + 2)-vel szorozva

—3(x+2)-3(*-4) = 3(x+2) - (6.

Ebbél 3x% + 7x - 6 = 0, melynek gybket x; = =, x5 = —3 valds szamok az egven-

| b2

let megoldasai.

104
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x% = ¥, igy az eredeti egyenlet 4y2 — 3y + 1 = 0 alakra irhato, melynek megoldasai
- LRt =] - - .

yvi=1, ¥ :%, ezt visszahelyettesitve:

5 SV
Vo= x? helyettesitéssel a 3y~ -7y +2 = 0 egyenlst gyikei 2 €s 3 Az egyenleat

.1
negativ gyokei tehit —2 = -1,414 és ——= = -0,577.

V3
3" +8x—4=0 xeR
1 I x+x
A=— s =12
xl x-z Xlxz
s x,x, = =, (Vitte-
Tudjuk, hogy az ax® + bx + ¢ = O egyenletben x, + x, = - €8 XX, = P (

:':’_

formula). Ekkor A =

‘»i%imlm

Mas médon is érhetiink el eredményt. Kiszamitjuk az egyenlet gydkeil: x; = 37

x, = 2, majd ezeket a kérdezett kifejezésbe helyettesitjuk.

a) A masodfoki egyenlet gydktényezds alakja szerint egy ilyen egyenlet pl. az
21
(X - i)(-‘f +5) =0, ami irhaté a kivetkez6 alakban is: x* + P 4=0.
)
-0
X

S I

{sszeszorozzuk a két egyenlet megfelels oldalat. Ebbol kapjuk, hogy x; =196,
. 1 oo 1
tehat az egyenlet két gytke a 14 és az 7 vagya—l4esa — =2

99
Az els6 gyOkparral egy megfeleld egyenlet: Xt - —_j—x +2=0.
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A maésodik gyokpdrral egy megfeleld egyenlet: x° + %x +2=0.

687. Az egyenlet gydkeit megkapjuk, ha a mésodfoka kifejezést szorzattd bontjuk:

(o8]

689.

i 699,

xP—5x+6=(x—3)(x—2) = 0.
A gyokik tehat: x) = 3esx, = 2.

A keresett masodfoki egyenlet: (x — 6) (x —4) = x2 — 10x + 24 = 0.

Ac-{x"~10x+24) = Degyenlet, ahol ¢ # 0, ¢ € R, az Osszes megoldast megadja.

chye-p az epyenlet kér gydke: x; és x5,
A feltételeinket o kovetkezd két egyenlet irja le:
(1) Xy =X+ 3,

(2) X% = 200 +x5).

(1)-et (2)-be beirva: x;(x; +3) = 2(x; +x; +3) = 4x, + 6, eszerint .r,z +3x, =

_ 2 .
=4y +}5, azaz xi — x; -6 = 0, amibdl x; = 3 vagy x| = -2, és czzel x, = 6 vagy
xy = 1. Igy egy kereserr masodfoku egyenlet pl. (x — 3)(x—6) = x* - 9% + I8 = 0,

vagy (x +‘2)(x— 1} = x"+x -2 = 0. Ezek barmilyen, 0-t6l kiilénbz6 szdmszoro-
sa is megfelel,

Behelyettesitve a 2-t az egyenlethe, kapjuk: —2p~ + 8p—6 = 0. Ennek gydkei
P =1 8s py; = 3. Az els8 esetben az eredeti egyenlet 2x° —x—6 = 0, amelynek

gybkei (2 €s) —1,5; a mésodik esetben az eredeti egyenler 6x° - 9x — 6 = 0, ennek
gydkei (2 és) —0,5,

Masik megoldds:

A Vigte-formuldk szerint ekkor 2 + x, = % és 2x, =— 3
& B P
Kifejezve a masodik dsszefiiggéshll x,-t és beirva az elsébe, kapjuk: 2 — L3 =2
2 P2
. P " .
azaz ?—2p+1,5= 0. EbbSlp, = 1éspy = 3,65 x, = _L3 =—-1,5 vagy -0
2 p ERS il

Az egyenlet egyik gySke 3, az x = 3-at behelyettesitve teljesiil az cgyenldség.
a)7-3°-3.3-g =0, amibsl g = 54.

Ekkor az egyenlet 7x — 3x — 54 = 0, amelynek gydkei 3 és — ﬁ
b)7-3%-¢-3-3 =0, amibél g = 20.

fgy az egyenlet 7x” - 20x—3 = 0, amelynek gyokei 3 és —lA
7

206
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cyg-9-7-3+3 =0, amibdl g = 2.
1
Ekkor az egyenlet 2% = Tx + 3 = 0, amelynek gyokei 3 és 5
Az egyenlel egyik gydke 5. ha az x = 5 éreket az egyenletbe behelyettesitve egyen-
1Gséget kapunk.

524+5p—15 =0, innen p = -2.
Tehét p = —2 esetén lesy az egyenlet egyik gydke 5.

Ekkor az egyenlet: x* —2x— 15 = 0, melynek gydkei 5 és —3.

A masodfoki egyenletnek akkor van valos gydke, ha diszkriminansa nemnegativ.

Az elsé egyenlet diszkrimindnsa b2 — 4¢, a masodiké ¢” — 4b. Ha mindkettd nem-

negativ, akkor ebbdl egyrészt dc < b2, masrészt 4b < ¢~ adodik. Behelyettesitve a

konkrét adatokat:

a) ¢ £20,25¢es36 < ¢?, ez utobbibol ¢ < —6 vagy 6 € ¢; vagyis Osszesitve ¢ < -6
vagy 6 < ¢ < 20,23,

ble<€4ésla < cz, ez utdbbibol ¢ € —4 vagy 4 < ¢ vagyis Osszesitve ¢ £ —4 vagy
c=4

c)c<025€¢s4 < ¢2, ez utdbbibdl ¢ < —2 vagy 2 € ¢, vagyis dsszesitve ¢ £ =2,

a) Pontosan egy valés gyokét kapunk, ha az egyenlet diszkriminansa 0, azaz
pi-4.9=0.
Ez p = 6 s p = —0 esetén (eljesiil.

b) Két valds gydkot kapunk, ha a diszkrimindns pozitiv, azaz 25 — 4g > 0.
Mivel g pozitiv egész, ¢ megleleld érickei: 1;2; 3; 4, 5; 6.

3x” — 6x + p = 0 egyenletnek
a) egy valos gyoke van (két egyenld valos gyGke van), ba az egyenlet diszkriminan-

sa 0.
36-12p = 0, ebbol p = 3.

Ekkor az egyenlat 3x% — 6x+ 3 = 0, ennek egyetlen gydke az 1.

b) kiilénbozé gyokei vannak, ha az egyenlet diszkrimansa pozitiv, azaz

36-12p > 0,igy p < 3. (1.)
Ebben az esetben az egyenlet gytkei
_6+V’36—12p i xj£6—~"36—12p.

nE e :
Mivel a négyzetgydk értéke p < 3 eserén mindig pozitlv, igy x; > 0.
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Az egyenlet kiildnbdzé gybkei pozitivak, ha x, > 0 is teljesiil, azaz
6-436-12 —
—i6—5>o & 6-36-12p >0,

6 > 4/36 —12p,

P < 3 esetén mindkeét oldal pozitiv, igy a negyzetre emelés ekvivalens mivelet,
az egyenlétlenségjel iranya nem valwozik. gy 36 > 36 - 12p.ebbdlp > 0. (I1)
(L) es (IL) figyelembevételével 0 < p < 3 esetén lesz az egyenletnek két pozitiv
valds gyoke,

¢) p < 3 esetén b) szerint x, > 0, ezért x5 < O-nak kell teljesiilnie, azaz

—
6—436-12 —
—"6——‘”<0 = 6-436_12p <0,
6 <436 —12p,
mivel p < 3 esetén mindkér oldal pozitiv, ezért a neégyzeire emelés ekvivalens
miivelet, az egyenlOtlenségjel irdnya nem véltozik.
36 < 36— 12p,ebbdlp < 0

Tehat p < O esetén lesz az egyik valés gyok pozitiv, a masik negativ.

d) nines valés gydke, ha az egyenlet diszkrimindnsa negativ, azaz p > 3.

.. X+2 , . x+7
A keresett tort: . 4 megvaltoztatott tSrt; 5 xz0.
2x
.. . x+2 x+7 .
A szdveg szerint; = 5 x# 0, ebbél x=3.
x x

. ... 3
Tehdt a keresett eredeti tort: — .

. Co ... 10 3 . _— )
Viitoztatas utan a tért: n = 3 lesz, ami az eredeti torttel egyezik.

A Két szerepld szam g és b a+hb=12 L
a-b=27 IL
a*+p* =2
Az 1.-b6l kapott b = 12 — a értéket behelyettesitve o IT.-ha, kapjuk:
a(l2-a) =27, amiaza*—12-a4+27 =0 mésodfoki egyenlatre vezet.

GyOkei: a; = 9, illetve a; = 3. Ennek megfeleléen b, = 3, illetve by =9,
A szerepld két szam, az egyenletrendszer megolddsa: 3 és 9.
Ezek negyedik hatvinyanak sszege: 6642.

Mdsodik megaldas:
Tekinthetd g és b az x° + £+ x+q = 0egyenlet gyikeinek. A gy6kok és egytittha-
ték kézotti Osszefiiggés (Viete-formula) alapjan: x” — (@ + byx +ab = 0, itt

208
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x2— 12x + 27 = 0 egyenlet gyokei a keresett két szam: 9 és 3.
A negyedik hatvanyok dsszege: 6642.

Masik megoldds: )

Az g, b kiszamitasa nélkiil is megoldhaté a feladat. 1gy:

at v bt = [t + b7 =277 = [(a+ B - 2ab] > — (ab)® =
= [122-2.27)7—2.27% = 6642

A téglalap oldalai a és b, terlilete ab = 32, keriilete 2 (a + &) = 24, azaz a + b = 12
b =12 —a,

a{l2 —ay =32,

E mdsodfoka egvenlet gydkei: 4 &s 8.

Ezek a hosszisigok dm-ben az asztallap oldalainak felelnek meg. o

Ezt a feladatot meg lehet oldani a 626-0s feladat 2. megoldasa szerint is.

Jeldlje a kbzépsh termeészetes szamot n. Ekkor a feladal szévege szerint
(n—1)%+n%+ @+ 1)* = 974; ezt kibontva

In +2 =974

n’ = 324. '
Mivel » lermészeles szam, n = 18. A hdrom egymds utdni természetes szam tehat;
17; 18; 19.

Ellenérzés: 177 + 187 + 197 = 289 + 324 + 361 = 974.

Legyenek e szamok n—2, n—1, n, n+1, n+ 2. Ekkor a feltétel:
a) (n— ’“’)2 +(n- l)2 +n” = {rn+ D+ (+2)% zardjelfelbontas utn:

3n? _6n+5=2n+6n+ 5, rendezve: n%-12n = 0, amibdl

n = 0vagy n = 12, tehat az Gt szam -2, -1, 0, 1, 2 vagy 10, 11, 12, 13, 14,
B (1=2)2+ (-1 = (n+ )2+ @+ 2)°, zardjelfelbontas utan:

M —6n+5=2n +6n+3, rendezve: 12n = 0, amibdl
n =0, tehat az ot szam -2, —1,0, 1, 2.

a) Haab=Gésa+b="5akkoraésbazx —5x+6=0 egvenlet gydkei (Viete-
formuldk), vagyis 3 és 2.

bYHaab =6ésa—bh =35 akkora = b+ 5, igy (b+351b =6,
amibSl 57 + 5b — 6 = 0. Ennck gytkei 1 és ~6, igy a keresett két szam lehet 6 és
1, vagy —1 és -6,

c) Ha ab = 6 ¢s % = 3, akkor a = 3b, igy 5b° = 6, umibdl b = £4/1.2 ~ £1,095,

€s igy a= /30 = +5,477 (az azonos eléjeld gvokdk tartoznak dssze).
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Allitds: ha A = 2x+ 1. B = x2 + 2 és |x| > 1, akkor A < 5.

A bizonyitashoz elég belatni, hogy B—A > ),

Ezigazis: B—A=x"_1> 0, mert | x| > I miatt x2 > 1.
a—3

Egy konvex n-sz8g atloinak szama n[_n? ) .

nln—3) N

90.

A feladat sz6vege szerint

Innen % — 3n = 180, azaz
ne - 3n— 180 = Q.

Megoldva n = — 12 vagy n = 15. Mivel n pozitiv egész, ogy 15 oldali konvex sok-
§z0grdl van szo,

, o i . - 3) i, .
Az n oldald konvex sokszdg atloinak szdma: 10—12—-1 =77. Innen a pozitiv egész
megoldas n = 14. A 14 oldaly sokszignek valoban 77 atlgja van.

a) Az a oldald négyzet teriilete a2, keriilete 4a. A feladat sz6vege szerint a” > 4gq.
Mivel @ > 0, a fend egyenlétlenség a > 4 esetén teljesiil,

b) Azokat az x valos szAmokat keressiik, amelyekre
< 4x, azaz x° — 4x < 0,
x*_dx =0, s = 06sx, = 4 esetén teljesitl. Igy, mivel az x° egyttthatoja po-
zitiv, az x* —dx < 0 egyenlbtlenség azon x valds szamokra teljesiil, amelyekre
D<x=<4

Dimenzi6 nélkiil ekkor a megtett utzkat az

- 2 e - -
a)s) = 1-1+2é58, = [-¢2 cgyenletek irjdk le. Az utolérés azonos megtstt utaf je-
lent, 51 = 55, vagyist+2 =12 A2y 9 = 0 egyenlel gydkei 2 és — 1, ez nidb-
hinak gyakorlati (fizikai) tartalma nincs. Tehat az indulds utén 2 masodperccel, a
starthelvtd] (2 + 2 = 22 =) 4 méterre éri utol a masodik autd az elsGt.
bys; = 1{r+2) 835y = 1.2 egyenletek irjak le. Ezek lenyegileg ugvanazok, mint
. . ) . , m
az a) pontban, tehit az eredmények is megegveznek az ottanival. {Az 1 — se-

>
bességgel haladd auto 2 masodperc alatt épp 2 méter elonyre tesz szert, ebbél lar-
hatéan is ugyanaz a két eset.)

210

707.

709.

710.

ﬁ

MASODFOKO EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

m m e
A sebesség (iranyétol fiiggden) + 10 — vagy - 10 - Ichet, ezért a szamszerli be-
' 8 s ‘ i
helyettesités utan 57° — 10f — 40 = 0 vagy 567+ 10— 40 = 0 adodlk.“Az e}so egyen-
let 'gy‘dkei 4 &s -2, a masodiké 2 és —4. A negatv gydkok a megfigvelés kezdete
elétti allapotra utalnak, tehat most nines szereptik. .
Tehdt a test 4 masodperc, illetve 2 masodperc milva ér fBldet aszerint, hogy most
még [elfelé vagy mar lefelé mozog,

1007 m o
A végsl allapotban a mozgdsi energia; E = = 5000m. Ennck a fele 2500m,
2 — m . . I m
az képletbdl ekkor 5042 . asebesség. Mivel 6 s alatt gyorsul fel 100 S 1a,

f . , ﬂg_—ﬁ(]r-' =AY 4 DA (e
ezert u(t) = % A feltéte]l tehdt, hogy 5042 = — o azaz 1= W2 =424 ()

mulva lesz a mozgasi cnergigja a végso allapotbelinek a fele.

220 = Ri, ahol R az ismeretlen ellenallas, amit ha IGIQ-mal nbvc]ﬁnk, akkor I csok-
ken 2 A-rel, tehat: 220 = (R + 10)(F -2} = RI + 107 — 2R - 20. Mivel R{ = 220,
ezért 10/ = 2R + 20. Ezzel az eredeti egyenlet; 2200 = R(2R +20) = 2R~ + 20R.

Meg kell tehat oldani a £ + 10R— 1100 = 0 egyenletet, Ebb@ R = 28,5 vagy
~38c:5. A masodik gyok nem [ehetséges, tehdt az ismeretlen ellenallds kb. 28,5(Q).
A hozza tartozd dramerdsség-ériék pedig kb, 7,7 (A).

., km ; )
Jeldlje v a hajo dllovizben mért sehességét T—ban. Arral szemben v — 2 km-t, a

folyassal megegyezs irdnyhan » + 2 km-t tesz meg oranként a_h 2], A 15 km-es utat,

ora alatt, ellenkez6 iranyhan ora alat teszi meg.

tehat arral szemben

v=2 v+2
Felirva az id6k kbz8m Gsszefiiggest
15 15
= ~1.
-2 v 2
. . 2 )
Rendezés utan kapjuk: v’ =64

. . km
Mivel v sebességet jeldl, v = 0, tehat a hajé allovizben mért sebessége 8 -

. km km I
Legyen a gépkocsik sebessége v o tlletve (v + 10} o ekkor menetidejiik

150 . 150 . . 150_ 150 _1
o illetve o210 ora. A szdveg szerint "~ orl0- 2
. . , 150w +10)-150v 1
Kozds nevezore hozas utan: —Tm)——— = 5
211
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3000 = v°+ 10p
0 = »” + 100 — 3000.
A megoldoképletbé] ad6ds gytkok — 60 és 50, de a negativ gvik a feladat szdvege
miatt nem megfeleld.
A gepkoesik sebessége tehar 50 T illetve 60 o volr,

Ellendrzés: A lassibb gépkocsi menetideje 3 éra, mig a gyorsabbé 2.5 éra volt. Ez
valoban fél oraval kevesebb, mint a lassibb kocsi menetideje.

eldzes elstt eldzes utan
LAm om  Ee7 kTm om 90 k—}:“
IL. L L (1 = { TL

Az ¢l§z6 autonak le kell dolgoznia a 10 méter hatranyt, a kétszer 4 mérer kacsi-
hosszt és vegiil 10 méter elénnyel keril vissza a masik elé. Tehat a manéver alatt

28 meterrel (bb utat kell megtennie. A sebessége v =72 Ehn“ =20 21 fel-
]

megy v, =90 o 25 2a a= 2,5 _r% egvenletes gyorsuldssal.
8 5
Fz 2% _ 2 masodpercig tart. Ctdna mar 25 = sebességpel halad. Az elsd kér-
]

i)
dés az elézés ideje, legyen ez t masodperc. Az egyenletet a megtett ntakra irjul; fel.
Az els auto megtesz 207 méter utat. A mésodik, feltéve, hogy 2 masodpercnél to-

vabb tart az elézés, megtesz 2 masodpercig 22,5 — atlagsebességoel 45 méter utar,
s

majd 25 (7 — 2) utat a hatralévs idében egyenletes sebességgel. Az utkiildnbség, mint
mar sz& volt rola 28 méter, tehdr: 20f + 28 = 45 + 25 (t—2), amibdl 33 = 5¢, azaz
t = 6,6 (s). Ez alatt a megelézendo autd ttja: 20 - 6,6 = 132 méter, Az el6zd megtesz
45 métert az elsd 2 masodpercben, majd 25 - 4,6 = 115 métert. Fz Bsszesen 160 mo-
ter, ami éppen 28 méterrel tibb, mint a megelSzétt kocsi dtja. Ezzel egyben megva-
laszoltuk a masik kérdést is. A teljes el6zés alatt 160 métert tett meg a kocsi.

A folyoviz sebessége: v -h—m a tavuszo sebessége alldvizben: 3 l\—}lln—-
Az 0520 sebessége a foly¢ folyasanak irdnyaban (3 + v) kTm
; km
a folyassal szemben (3 - v) o ahol v < 3.
Az 1600 m = 1.6 km tavot oda-vissza 1 éra 12 perc = 1,2 6ra alatt tette meg. Fi-

gvelembe véve az egyenletes mozgdsra vonatkozd dsszefii ggést:
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sebesseg (—h ] ut (km} 1dd (h)
1,6
a folyds irdnyaban: 3+vw 1.6 310
1,6
a folyassal szemben: 3-v 1,6 3o
1,6 1,6
a szitkséges id6: + —3 > =12

1.6 3-2)+16-B3+0)=12-3+v)(3-1)
0,4-del végig osziunk, majd a kijeldlt miveleteket elvégezziik €s rendeziink.

392 = 3, ebbdl a pozitiv megoldas jéhet szoba, v = 1. e

4
= 0,8 ora volt. Osszesen tehat

= 0,4 6ra volt, a folydn

fgv a folyon lefelé az Gt megtételéhez sziikséges id6

¥

lyon felfelé az ut megtételehez sziikséges id6

o, km
1,2 dra. A folyd sebessége tehat valoban | o

. , 12
Keriiljon egy csavar x forintba. Ekkor 50 csavar ara 50x, 72 Fr-ért pedig " darab

72 o
csavart kapunk. Ezek egyvenldségebdl Xt = 50 1,44, amibdl x = +1,2.

A negativ eredménynek nincs gyakorlati tartabma (vésarlaskor még nelfi.ink fizetne
a bolt...), tehat egy csavar 1 Ft 20 fillérbe keriil(t, amikor még volt fillér...).

Legyen a bdr-, a vaszon- és a papirkotéses kinyv ara rendre b, v, p.
k . 2k
s=b - =y l——1| p=>h{1-0,405).
Ekkor 1 z{l ]00], p »[ 100] p=H

Beirva az elsé egyenletbeli v-t a masodikba, majd p két kifejezését egyenldvé téve
k 2k
iesik, & d:|1- l-—[=0,395.
b kiesik, ¢s maras [ 100]( 100)
Szorozva, rendezve, bévitve: 2k — 300k + 4050 = 0, aminek gy('ikei‘135 é§ 15. Eb
b6l az elsé a feladat szévege miaw értelmetlen, a masodik révén pedig a vaszonko-
téses konyv dra 85%-a a borkStéses kbnyv aranak.

Jeldlje n azt a pozitiv egész szamot, ahany szl rozsat visarolt Zoli. Egy réz§a ara
n+5 picula. Mivel a diszités 50 piculaba keriil, a roézsdkra ?Zoh maximum
820 — 50 = 770 piculat kolthetett. A rozsak dra s - (r + 5) picula, igy azt a legna-
gyobb pozitiv egész n-et keressilk, amelyre igaz, hogy n(n+5) < 770.
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Az n® + 51— 770 < 0 egvenlftlenséger megoldva a legnagyobb pozitiv egész meg-
oldas r = 25. Egy szl rozsa tehat 25 + 5 = 30 piculaba keriil.
Ha az egyik munkds x nap alatt végzi el a munkat egyediil, akkor a mdsik x + 6 nap

alatt. Ekkor az elsé munkds egy nap alatt a munka — -ed részét, a masodik munkas
x

a4 munka

1

—+
X X+
nek. Egvenletben felirva:

-od részét végzi el Ha egyltt dolgoznak, akkor egy nap alatt
X+

-od részét végeznék el. Ez a munka 1 -g, mert egyiitt 4 nap alat végez-

1 [
x x+6 4
Rendezés utan a kivetkezd masodiokn egyenlet adadik:

xT—2x-24 =0
Szorzatta bontva (x - 6)(x + 4} = 0, a ket gydk x; = 6, x, = 4.
A feladat szdvegét figyelembe véve x = 6 a megoldas, tehét az elsd munkas 6 nap
alatt, a masodik pedig 12 nap alatt végezne el egyediil a munkar.

Jelblje x az elészdr drdliott folvadek terfogatit. A 8 literes edényben ekkor 8 —x li-
ter 87,5 %-o0s alkeohol maradr. Ebben a tiszta alkohol mennyisége (8 —x) - 0,875 li-
ter. A masodik edényben az alkohol mennyisége x - 0,875 liter, Vizzel valo feltoltes

. , ... X%x-0,875 .y 1 e , .
utan az oldat koncentracidja ~————-100%. Ebbdl x litert tltiink vissza, amiben
. . . x-0,878
a tiszta alkohol mennyisége x - ‘170’

x 0,875

Visszatoltés utdn tehat dsszesen (8 —x) 0,875+ x - liter tiszta alkoho-

lunk van. Tudjuk, hogy az oldat ekkor 70%-o0s, tehat a tiszta alkohol mennyisége
8- 0,7 = 5,6 liter. Felirva az egyenletet:

0,875
(8—x) 0,875+ 5 L2202

= 35,6;
0,0875x% — 0,875x + 1,4 = 0

X —10x+16 = 0.
Megaldoképletet alkalmazva a ket gyok x; = 8 és x; = 2. Ellendrzéssel belathatjuk,
hogy mind 2 két megoldas helyes, tehit vagy 8 litert (az egészet) vagy pedig 2 litert
toltdttiink 4t eldszor.

Jsszevonds utan:
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a) A doboz alapteriilete (30 —2 - 5)(20 -2 - 5) = 20 - 10 = 200 cm?, ezért térfoga-
ta 200 - 5 = 1000 cm’.

b) A négyzet oldala x cm hosszu.
(x—10)% 5 =900

(r—10)* = 180
Mivel a doboz alapéle pozitiv hosszisagu:
x—10 = /180
x = 10+ /180,

A négyzet oldala kb. 23,42 cm hosszl.

Az a oldalu négyzet teriilete 169 cm?, keriilete 4 - 13 cm = 52 cm.
A téglalap kertlete, 2(x+y) =52, L

tertilcte xy = 168, 1L

ahol x és y poziliv szamek.
Az L. egyenletet 2-vel végigosztjuk, majd kifejezziik beldle pl. az y-t: y = 26 — x, ezt
behclyettesigjiik a IT.-ba: x(26 — x) = 168, ebbol az x% —26x + 168 = 0 masodfoku
egyenletet kapjuk, amelynek gydkei: x| = 14 és x, = 12, a megfeleld y erekek:
v; = 128y, = 14,
A téglalap oldalai: 12 cm és 14 cm.
Megjegyzés: a
Ha a négyzet oldala ¢ > 1, akkor min-
dig van olyan téglalap, amelynek kerii-
lete megegyezik a négyeet kerliletével,
s teriilete 1 terliletegységgel kisebb.

@+ Dia—D=a "~

A teglalap oldalai: a + 1 a—1,
ateriilete £ = g — 1, kertilete & = 4a.

0 - "
Ft-ot fizettiink, az ennél 12 Ft-tal dragabb

x kg almat vettiink. 1 kg alméert

X
alma kilonkeénti ara 40(5) Ft.
-
5400 5400 _12
X—23 x

5400x — 5400(x - 5) = 12x(x - 3)

x%— 552250 =0

A megoldokeplethbol adodo gydkok —43 és 50, de a szOvegnek csak a pozitiv meg-
oldds felel meg.

Tehat 50 kg almat vasaroltunk, kilénként 108 forintert.
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Ellendrzés:

100
54(2) = 45 kg almat kaptunk

Ha kilonként 120 forintért vettink volna almat, akkor

valna 5400 Fr-érr, Ez megfelel a feladat szévegének.

-1 2
rin-l) _ 66, vagyisn” —n—132 = (,

a) Legyen a hélgyek szama n. Ekkor

A megoldoképletbd] — 11 ¢s 12 adodik, de a szévegnek csak a 12 felel meg.
Ay idds hilgyek bardti kdrének 12 tagja van.

b) A két 13 hir birtokdba jutott két hélgy egy telefonbeszélgetéssel elérheti, hogy
mindketten mindkét hirt ismerjék. Ezutan még legaldbb 10 telefonbeszélgetésre
sziikseg van, hiszen minden egyes beszelgetésnel csak egy Ujabb hélgy ismerheti
meg mindkér dj hirt. Az Ssszesen 11 telefonbeszélgetés elegendd is, hiszen az el-
s¢ telefonbeszelgetes urdn pl. a két holgy egyike ,.végigtelefondlhatja” a még in-
formalatlan 10 holgyet (persze mds ,,munkamegosztast” is taldlhatnak).

A szakmunkas egyediil x nap, a betamitott munkas egyedtl x + 3 nap alatt végezne

el a munkar. Egy nap alatt az egész munkanak —, illetve részét végzi el
x x+

egvediil a szakmunkas, illetve a betanitolt munkas.

Egylitt kit nap alatt elkésziilnek az egész munkaval, tehat:

» )

“

—+ =1

X x+3
20x+3)+2x = x{x+ 3)
xP-x-6=0.

A megoldokepletbd] —2 és 3 adddik, de a szdvegnek csak a 3 felel meg.
Tehat a szakmunkas egyediil 3, a betanitott munkas egyediil 6 nap alatt végezné el
az cgész munkat.

Ellendrzées:
2 nap alatt a szakmunkds @ munka kétharmadaval végez, a betanitott munkés pedig
az egyharmadaval; egviitt tehat valoban elvégzik az egész munkat.

T=16m? k= 3,5 m, tchat 56 1égkSbméter a helyiség térfogata. Ha a magassag
0,7 meterrel csdkken (&' = 3,5 - 0,7 = 2,8), és x jeloli a négyzet 1j alapélét, akkor
a feltétel szerint: 56 = x° - 2.8, vagyis x* = 20, tehdt az alapél centiméter pontos-
saggal: 4,47 méter. Mivel nem csokkenhet a érfogat, ezért felfelé kell kerekiteni,
inkabb 4,48 méter.

a} A feltétel szerint 10 000 ~ 10007 kg-ot tud eladni, azaz ha mind a 10 Q00 kg meg-

marad, akkor ez 0, vagyis ¢ = 10, Tgy 200 + 50r = 700 Ft kilogrammonkénti ar
mellett marad az egész mennviség a ,nyakin”.
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b) A bevétel az ar és az eladott mennyiség szorzata:

B(f) = (200 + 501)(10 000 — 1000¢) = —50 000z + 300 000¢ + 2 000 000.
Ennek a B(7) fiiggvénynck a grafikonjdt lasd a mellékelt dbran.

¢) A legnagyohb bevétel a parabola maximumhbelyénel ¢ = 3-nal van.
Ekkor B(3) = 2 450 000 Ft. )
Ez a maximdlis bevétel, ha az ar (200 + 50t =) 330 Ft/kg.

Bi#)

I MFEt +

1 MFt 1

Ui;':é.&:'sé%ggl\ :

a) Eloszor vizsgaljuk meg, lehet-¢ egyszerifisiteni a tortet. Ehhez alakitsuk szor;?attil
a szamlaldt és a nevezot a masodfoku egyenlet gyéktényezds alakja segitségevel.

f4
5y + 3)@- - ﬂ
E :O

o1
Uy+3F y+ —)
| 2

1
Ebb6! az alakbol megallapithatd az egyentet alaphalmaza: R\ {—3; - ;}.

Egyszerlsités utan:
s Y

s :

— N 0, amibé] a megoldashalmaz: M = {;}
2l y+ < i
["’ 2]

ol B
b) Az a) feladat alapjan az egyenlétlenség alaphalmaza: R\ «{—3; 3 J masrészt ezen

v+ -
o , [y 2)
a halmazon az eredeti egvenlétlenséggel ekvivalens a 7—T) <0
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A szamlald es a nevezd elbjelének vizsgalataval adodik: M = [— 5 7){

729, Alakitsuk teljes négyzetté:

, ) 2 A
-9 ~6x=3=-9| ¥ ~Zx|-3=-9 ,-—EJ 5173+
726.. 2) Oldjuk meg elészir a 2% 35 -20=0 wsegedegyenletet”, majd vézoljuk az

2 . . - . . \2 ’ 52
X 2x7-3x-20; x& R.F'u_ggveny gralikonjat. =—9(,a:—l +1—3=—9(x—]—] —2<0 Vxe R eseén,
3/ K 3/

; . I
A | segédegvenler” gydkel —— és 4. 5 . : C
2 igy —9x” + 6x - 3 < 0 egyenlétlenseg Vx € R esetén teljesiil.

A masodfokd fliggvény grafikonja L TN - S T
felfel? uyilo parabola, a fliggveny 730, A zirdjelek felbonidsival, -
zerushelyet a ,segédegyenlet” gys- rendezésével ¥
kei. X 5
A grafikon alapjan a Ax N 1,9{ +15<0
2 p . Az abrardl leolvasva:
2x"-3x-20 <0 egyenlétlenség M = [1;3.75].
megoldishalmaza; o
5 2,375
M= (—5; 4} 1 0 1 I 3,75 x
b) A twrt szamlaloja pozittv, ezért a téirt pontosan akkor negativ, ha a nevezdjc ne-
gativ. Az a) feladat megoldasaban vézolt grafikon alapjan: M = }— > 4{
- y = dx2— 19z + 15
727.] Abrazoljuk qaz 49 __y 756254
X= —13x"+7x+2; xeR “ 60
fliggvényt! —_ :
; .2 1 y=-152%+ Tx + 2 - 731, Abrazoljuk kézos koordinata-rend-
(Zérushelvei: 3 illetve —-E) — szerben az
Az abrarol leolvasva g X 3% x4 22 xR
2
—15x% . 1 .
15x + 7x-|: 2>0 . (zerushelyei: —; 2) és az
egyenlddenség megoldashalmaza: 3
1 2. x> x—1; xe Rfiggvényeket!
3 ; 3 Intervatlum. A grafikonokrdl olvassuk le a szam-
B ldld és nevezd eldjelét az egyes in-
; i) ‘ tervallumokban é&s ezek segitségé-
- g ﬁ ’ vel Allapitsuk meg a tort elojelét!
728, Mivel 9x* — 6x+ 1 = (3r—1)” 2 0 Vx & R esetén, igy 9x” — 6x + 1 < 0 egyenldt-

T | —

lenség akkor teljesiil, ha (3x — 1)2 =0, azaz x =
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1 1
X x<§ ;{x<l| lox<?2 x>2

37— Tx 42 & c S @
- x-] = = @ E

35 —Tx+2
- & = i+

x-—1
. 3xt=Tx+2 o
Tehat a BT > 0 esgyenldtlenség valds megoldashalmaza:

M =E; 1@]2; o] .

A jobb oldali konstanst atvisszik, kdzds nevezdre hozunk, rendeziink, majd a szam-
1416 €s nevezd elbjel-vizsgalataval eldontjik 2 tort elSjelét.
x2+3x 42
——-3<0
X +x-2
A3 +2-3x +x-2)
= <
X +x-—2
—2x% + 8
-2
A szamlalo zérushelyei ~2 és 2, a nevezdé -2 és 1, igy:

0

<0

£ 11 OZIHV
szdmldld - - - poatv. .
nevezd LOHHYS L __ o poZY
2 | 2

A tort negatiy, ahol az el§jelek killonbézéek: x < —2 vagy -2 < x < 1 vagy 2 < x.
Tehdt M = J—eo; —2[ W |-2: 1[ U ]2; +ool.

Egyszeriisites és rendezés utan
3 2

5
<0 : %=
x—1 2x+5 rEloxe =7

32x+35) -2(x-1) -

(x —12x+5)
dx+17
.
(x—D2x+5)

Vizsgaljuk a szamlald és nevezd tényezdinek, majd a tértnek az elGjelét!
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17 - 17 5 5
X r<—— ——Lx<-— ——<x=xl x=>1
A 4 2 2 ’
4x + 17 = i+ i & ]
x—1 = = = @
2x+5 o S, D @
dx+17 _ E?' i '$] = @
(x—1(2x~3)

Tehat az egyenldtlenség megoldashalmaza:

17 5
M:{xeRlx<-——v——<x<1}
4 2
_17 _3
4 2 [

0

A megoldandd egyenlétlenseg tehat v, (i —4) - g(z —4)* > v, a szamadatokat be-

helyeitesitve: 301 —4) - 5(r - 4)* > 5. Rendezés utdn kapjuk: 5¢2 — 65:+200 < 0,
egyszerlsitve £2_ 13 + 40 < 0, vagy szorzatalakban: (£ — 5)(¢ — 8) < 0, aminek meg-
oldasa 5 < 1 < 8. A két szamértéket visszahelyettesitve barmelyik magassag-keplet-
be (calszerlien az egyszerlibbikbe, a léggtmbébe) kapjuk a 25 és 40 eredmenyeket.
Tehat a Fivedék a léggdmb felemelkedése utini 5. €5 8. masodperc kozott van ma-
gasabban a léggémbnel, annak a talajszint feletti 23 és 40 m magassagai k6zott.

Legven a legnagyobb pontszam x.
x + 1 darab olyan k& van, amclyiken mindkét ,térfélen” ugyanaz a pontszam szere-
pel; azoknak a dominokéveknek a szima pedig, amelyeken a két ,terfélen” kilon-

bz pontszamok szerepelnek M

= 36. Rendezés utin a kévetkez$ egyenlethez

. x+ 1)
Igv a szdveg alapjdn x +1+ g

jutunk: 2 +3x-70 = 0.

Ennek gytkei a —10 és a 7. Csak a pozitiv megoldas felel meg, tehat a dominokd-
veken eléforduld legmagasabb pontszam a 7. A megoldds helyessége konnyen el-
lendrizheid.

Megjegyzés: .

Masképpen is megszamlalhatjuk a dominokdveket. 1 db olyan ké van, amelyiken a
legmagasabb pontszam a 0; 2 db olyan k& van, amelyiken a legmagasabb pontszam
az 1; 3 db olvan k& van, amelyiken a legmagasabb pontszam 4 2; ...; x + 1 olyan ko
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van, amelytken a legmagasabh pontszam az x. Minden kdvet pontosan egvszer sza-

moltunk ssze, tehal a domindkdvek szdma 1+2+ ... +x+(x+ 1D = 5

a) Helyettesitsink — 10-et a megadott egyenlStlenségbe: — 12,4 < ~25, ami hamis
kijelentés. Atom Antal tehat valdban életben maradt (hiszen — 10 = 0 is hamis).

. . . 24 . , o
b) Nem biztonsagos a 0 és az x + — < -253 megoldashalmazdnak megfeleld helyek.
X

2 . . .
" , X =25x+24
Az egyenlétlenséget rendezve: "~ < (.
X

Azx” +25x+24 =0 segédegyenler” gydkei a —24 ésa 1.

Az x> 27 +25x-24; xeR fligevény zérnshelyei tehdt a —24 és a -1, a
fiiggveny grafikonja pedig felfelé nyild parabola, Ezér a 1-24; — 1] intervaliu-
mon a masodfoka fiiggvény helyettesitési értékel negativak, a wbbi helyen pedig
nemnegativak.
Ebbol mar lathato, hogy az cgyenldtlenség megoldashalmaza a
]-wo; —24] W 1~ 1: 0] halmaz.
Atom Antal szamara hiztonsagos helyek tehat a {-24; — 1] U [0; + <[ halmaz ele-
mei altal kijeldli pontok a szimegvenesen.

¢} Nem.
Atom a kezdeti helyérél, a —10-r8] minden tovabhi nélkdl eljuthat a szdmegye-
nesen a —1-ig. Innen 0,99 hosszusdgiit ugorva is legfeljebb a —0,01 helyre ke-
riilhet, ami mérgezd. Nem juthat ki tehat a [-24; — 1] intervallumbal.

_737) Az ax”+bx+c = 0 (a # 0) masodfoku egyenlet xy; x, valds gydkeire

(738

X tx, =——; x[xE:E, igy
a et
2 by b’
.Jrl“erzg=(,1:~_,-|-xg)2—2)c|x2 = ——J —2-£=—9—2£
L a  a &
Igy a Tx2—4x-1=0 egyenlet valos gyokeinek négyzetdsszege
a2 (A -1 16 2 30
7 749 7 49

(I = 16 + 28 > 0, ezért az egyenletnek van két kiilonhdzd valds gydke.)

A gyokok és egyiittharok kozotti dsszeffiggés alapian az ax” + bx+c = 0 (a # 0)

[

masodloku egyenlet x; x; valos gyokeire x; +x, = ~—; xx, = —
a a

; 2 3 oy , .
Izy a 82"+ 4x + &7 = 0 egyenlet x: x; gvbkeire egyrészt x, = 2x;, masrészt
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7 4 4

(0 x —2x = “3 es

| K
{1[) x 2% = )
T AV LE a4
I-bdl x, = —g; (I1)-bal 2-|\—g] =3 = 9" L, gy 9

. x 3 s

Feltéiel: — = —, ahonpan x| = 0,73 x5.

Xy
fay a gyokok és egyiitthatok kézouli dsszefiigges alapjan:

(D xl+x2:—;;
D £
R R P
(IT o =T
Behelyettesitve az eredeti értekeket:
3. 20
(D 0,75%, +xy = 5 innen: x, = ?1-
3
k . 20} 100
(1) 0,75x, x5 = 7 ebhdl & = 3-0,75-[5) =9
[gy az eredeti egyenlet:
F_sr+—=0,
3x° —5x 9

20 .
melvnek gybkel: %, illetve q—l,ez;ek aranya 3:4.

Lo

2

x 41
x

=x+ L > 2 minden pozitiv x-re. Minimalis akkor, hax = 1.
X

2 2, hax>(

x

Ebbél x%— 2x + 1 2 0, vagyis

{x— 1)2 2 0. ez pedig mindig igaz.

Mivel az 4talakités lépésci ekvivalensek, az eredeti egvenldtlenség miqdc:n pozitiv
x szam eselén igaz. Egyenldség akkor all fenn, hax = 1. Tehat a tort értéke x = 1
esetén a legkisebb pozitly egész.

Az x+

A kér szam x és y, A szdveg szerint x + y = 100. Az x% +v” minimumat keressiik.
A= x4 (100 = %)% = 2(x% = 100x + 5000) = 2[(x — 50)° + 2500] minimalis akkor,
ha x = 30; ekkor y = 50.
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( 7‘@ A feltétel szerint, ha g &g b jeldli a tég- N . . . . e :
{744 A misodfoku egyenletnek akkor van valds gydke, ha diszkriminansa nenegativ,

lalap oldalair, akkor- W
(1) ab =2, Az elsd egyenlet diszkriminansa p~ — 44, a masodiké gr2 —4p. Ha mindketto nem-
{2) a’+bl<s negativ, akkor ebbdl egyrészt 4g < p ? mésrészt dp < g ? adédik, amit (felhasznalva

K,erd‘f-"s, Jlml}'en intervallumba esnck a a ket parameter pozitivitdsat) egyben felirhatunk igy: 2\;{; =g= 2 Ennck valadi
két feltételnek eleget tevd szamok, : ;
Szemléletesen egy koordindta-rend-
szerben abrizolva: a masodik feliétel
egy_k(ir[ €3 a belsejét jelsli ki, az elsé
pedig egy hiperbo]a pozitiv dga (csak az elsé negyedet nézzik, hiszen 1égialanrd]
Yansza, a es b pozitivak). Az ibrarel leolvashats, hogy két intervallum lesz?mel?xek

tartalma akkor van, ha 2\5 < % vagyis, ha 4 < p, killénben a g-ra kapott tarto-

many alsd hatara nagyobb a felsénél, Tehdt a ket feltéte] (24/p < g < % ésd < p)

egyiittes teljestilése esetén van mindkét mésodfoky egyenletnek valds gvike.

hatarpontjait éppen az egvenléséo adi taop? - . : ; :
lethd]: (czj+ b) fli a4 z; _1: ;);ec d?a’ That;E-.- b7 = Skell (1) mellé. E két cgyen- 745) Az eladasi ar p = 265 - Sx, ahol x az eladott darabszam. Nyilvan a bevétel a dara-
. = 7 = + 4 = 131 id . . -
emellett ub = 2. Tohat a(3 — 4 — o 5 nnek & pozitiy megoldisa a+ 5 = 3, bonkénti eladasi 4r és az eladott darahszam szorzata: B(x) = 265x — 5x°. Az bsszes
Amibal b szintén (L“ it a (3 jka’] - - azaz " —3g +2 = (0, shonnan a = 2 vagy 1. kéltseg szintén a darabszam fiiggvényében: K(x) = 5x + 500. Nullszaldds az iizlet,
erin. < -, szimmetrikusan fe[cserezlvej I vagy 2. Azaz a megoldés az abra ha a bevétel és a kiltségek egyenlék: 265x — 5x° = 5x + 500, ahonnan
Zermnt: 1 <€ 28 b - : P - v .
asfeslsbszaholp= = : 5x” - 260x + 500 = 0, amibol S-tel valé asztds utan: x> - 2% + 100 = 0,
r;;?t ' M ) _ _ Ha észrevessziik, hogy x% — 52x + 100 = (x —50) (x - 2), akkor a képlet nélkiil is
/40 a) eg kf"” oldani a g(x) >jf,r} egyenldtlenséget, amit lehet grafikusan is, pl. sz4- megkapjuk, hogy akkor nullszaldés az iizlet, ha 2 vagy 50 darabot gyartanak. A ma-
mitogeppel vagy egy grafikus kal- ximélis haszon a bevétel és a kéltség kiildnbségének a maximuma:
kuidtorral, de algebrallag 1s. Most 4 (millidrd) B(x) - K(x) = —5%2 4 2600 — 500,

az utobbit mutatjuk meg:

=37+ 600x- 19200 » 5 + 2x,
azaz —3x° + 598x— 19 195 » @,
Mivel a f8egyiitthato negativ, ezért
a parabola lefelé nyitott, azaz a ke
gyoke kozott lesz pozitiv, egyeb-

Ennek a fliggvénynek maximumhelye a két gydke szamtani kozepénél van. foy te-
hat a gy8koket keressiik, amik éppen az cl8bb szamelt egyenlet gydkei is egvittal,
azaz 2 és 50, Ezek szamtani kdzepe 26, vagyis a maximalis haszon 26 darab gyar-
tasabdl es eladdsibol van (éricke: 2880 pénzegység).

|: 746;} A haromszdgek oldalai x, illetve 8 — x, a hromszégek teriiletének Osszege

ként negativ (lisd az 4brat) As B CIRE) 3
= A . A7 8— i 3 - "3 3
caverler gyt 1 s Dril, A2 T = %@ L 4x) a3 = ‘T(xz +(8-x)2) = ‘?( 2 _8x+3) =
kj}'ve: 4021 és 159,12; azaz leg- iz
alabb 41 darab és legfeljebb 150 = e 47 16, i it x = 4 esren

elddllitasa esetén lesz a bevétel na-
gyobb, mint a kiltséy,

A keresett szakaszok hossza 4 cm. (Ekkor mindkét haromszéy tertilete: 4«5, a ket

b) A nyereség maximuma a két iménti gy6k szdmeani kzepénél, vagyis a parabola haromszSg terileténck dsszege: 8v3.)

Mmaximumhelyénél van. Ez 99.6 kérdéses lehet, hogv ; '

o . . e - » 0gY X = B9 vagy 100 ad na- |

Dg)_/obblf:rteket. Mivel g'mam(tmufm};ely kézelebb van a 1 00-hoz, a szimmetria mj- | [ 7_47;] 3x+5y =150 ¥ = —%x +30 x>0, y>0
att ot lesz nagyobb a figgvénysriék, vagyis ott maximalis g nyereség. (Ennek ér- ; " >

téke behelyetiesitéssel kb, 10 605 millio Ft, azaz t8bb mint 10,5 millidrd Ft. Es ' X+y==x+30
5

Z d“q c “ d(]_[ah 2loa l[ Asaval,

kifejezesnek nincs minimuma, mert a pozitiv valds szamok kdzétt nincs le gkisebb.
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3

2 -
v=—-—x" +30x
5

A —g 22 = 30% masodfoku kifejezésnck maximuma van, mert & masodfoki tag eld-
jele negativ. A maximum helyét és értékar megallapithatjuk az aldbbi kéttéle atala-
kitas barmelyikének segitségével.

1. lehetéség: A kifejezést teljes négyzetié alakitjuk:

- %(xz ~50x) = —%[(_x - 25y - 625] Ebbsl a maximum helye 25, értéke 375.

Minthogy 25 és 375 is pozitly sz4m, teljesiilnek az erederi feltételek.

2. lehetGség: A — %.rz + 30x kifejezés szorzatts alakitva ~§ xfx —50),

Ennek x; = 0 és x, = 50 a két zérushelve. A szélsdértek (Jelen esetben a maximum)
helye két zérushely szamtani kézepe, azaz x = 25. E helyen a kifejezés értéke 375.

A gyokok négyzetdsszege a Viete-formulak segitségével kifejezhetd. Ha ay
x? +px+qg =0 egyenlet gydkei x; és x,, akkor .r,z +x22 = (X +x5)° — 231 =
= (—p)2 —2g = p2 - 2g. De elthez lennitik kell gyékoknek, vagyis a diszkrimindns-
ra teljesiilnie kell: 0 < p? —4q.Mostp=2a+18 g =1,5a" - 2a -4, vagyis ke-
ressik a p®—2g = 2a+ 1)°—2(1,5¢> - 20— 4) = 40 + da + | ~3a+4da+8 =
=a’+8a+9 = (a+4)% -7 ki fejezeés minimumhelyét. Cséhitd (de rossz) valasz,
hogy ez @ = —4. Abbdl is latszik, hogy ez lehetetlen, mert ekkor a kifejezés mini-
mumanak értéke —7, ami bajosan lehetne két szam negyzetének dsszege. Ne feled-

kezzitnk meg a feltételrdl: 0 < p* ~4g = (2a+1)% - 4(1,5a% - 20 - 4) =
=40’ +da+1-6a%+8a+16 = 24+ 12a+ 17,

Az egyenlStlenséget megoldva kapjuk, hogy csak 3—4/17.5 <a <3+ /17,5 ese-
tén (tehat kb a [-1,18: 7,18] intervailumban) van egvaltalan gyoke az ercderi
parameteres egyenletnek (tehat lthatoan —4-ben nincs). Ezen a tartomdnyon kell
tehat keresniink az (a +4) 2y kifejezés minimumhelyét, Mivel o kifejezes pozitiv
egylitthatos mésodfoku, és az abszolit nunimumhelyété] (a szimegyenesen) jobbra
esd intervallumon keressiik minimumhelyét, ezért ezt a kérdéses intervallum bal ol-

dali végpontjdban, vagvis ¢ =3 — mﬁ?,—S = —1,18 esetén talaljuk meg. (Ekkor az
credeti egyenlet x2 + (7 ~ ;\J’ﬁ)x + 29,75 - ?Vﬁg =0 alaku, vagyis

= —1,307 s g = 0,467; az egyenletnek egy gvike van X =% =-35+ {rl-ﬁ =
= —(1,683. Erre a kérdéses, minimalis negyzetdsszeg 39,5 — 'I_:wrl—?,E = 0,934 —ami
természetesen pontosan 2g-val egyenld, hiszen 0 diszkriminansit esetrdl van szd,
vagyis p2 = dg, ésigy p2 -2 =2q.)
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2.10. Gyokos egyenletek, egyenldtlenségek

749.| Két poziliv szam pontosan akkor egyenld, ha a négyzeteik egvenldk,

a) Negyzetre emeles utan kapjuk:

(2+3)+ 2 y2=3X2-3) + (2 —3) = 6, azaz 4+2-4—3 =6, igy
4+2 =6, (Felhasznaltuk, hogy 2 — NERS 0)

b) Négyzetre emelés utan:

— — —

/ 243 2443 2-4/3
2+\'—+2+ x_=16, azaz. — — =

2 -3 243 243 2+4/3

(2+43)* +(2-v3)* _

: kozd czére hozva: = 4.
A bal oldalon kézés nev 24 v%) . \E)
. , A+ a3 +3+4-443+3
A kijeldlt miveletet elvégezve: 13 =14,
vagyis % =14, Ez igaz.
. _— —
L 750, W Vx+1+1=0 B) vi+1+1<0 C) Vx+1+1>0

A négyzetgyokfiigavény értelemezési tartomanya a nemnegativ valos szz‘lrmok hal-
maza, igy mindharom esetben x + 1 2 0, azaz x > — 1 valds szamokra van értelmez-
vea Vx+1+1 kifcjezés. ' _
A négyzetgyokfiiggvény ériékkeszlete a nemnegativ valos szamok hal_maza, az a), ’b)
€s ¢) esethen a baleldal értéke legalabb 1. Ezért az a) és b) esetben nincs megq]_das.
¢) a bal oldal legalabb 1, tehét az egyenlotlenség megoldashalmaza: [—1; + ],

a) V3x —1=3x-1

A négyzetgydkfiiggvény értelimezesi tartomanya a nemnegativ valos szamok hal-
maza, az ertékkészletre ngyanez dll, ezért

3x-120,azazx 2 % kikotés szilkséges.

Az sgvenlet J3x =1 —3x — 1) =0 alakban irhato. Eg)fl szorzat alkkor é;s csak
akkor 0, ha valamelyik tényezédje 0. Igy a megoldas x, = 3’ illetve xy = %
Ezek az ertékek a fenti kikotesnek megfelelnek, tehat ezek a megoldasok.

b} N3x—1=1-3x A negyzetgyokfiiggvény. értelmezési tartoménya a nemnega-

tiv szamok halmaza. Ezért 3x—1 2 0, ebbsl x = 3 Az értékkészlet is a nem-
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negativ szamok halmaza, ezért 1 —3x > 0, azaz x < 3 A Két kikiites egyszerre

1
csak az x = 3T teljesiil. Ez valoban megoldés.

@’\a 3x—1<3x—-1. A négyzetgyokfiiggvény értelmezési tartomdnya miatt
3x—1 =0, (x)azaz x 2 3 Ekkor 3x— 1 < (3x - 1)* egyenldtlenség ekvivalens

az eredetivel.

Bx-1N3x-2)>0

A ket tényezdnek azonos eléjellinek kell lennie. Negativok a (+) miatt nem lehet-
nek. fgya3x—1>06s3x-2>0 egyenlotlenségek adjdk a megoldast. Bzek-

)
nek egyszerre kell teljesiilniitk, igy a megoldés x > =.
3

Minden nemnegativ & valds szamra Vb z0.

Két nemnegativ kifejezés dsszege akkor 0. ha mindkét kifejezés cgyszerre 0.
Az elsé kifejezeés x = —3-ra, a masik x = E-ra nulla.

Mrvel nincs olyan valos szam , amelyre a két kifejezés egyszerre 0, czért az egyen-
letnek a valds szamok halmazan nincs megoldasa.

‘ 7530 A négyzetgydk a nemnegativ valds szamokra van értelmezve, ezért

754.]

—=5x=0 es 3x+120
3 2
4 U
2
X s - x> ——
15 6

—_ ) 1 2 , .
Ezekbdl kivetkezik, hogy az egyenlet a s Lx= I valos szdmokra értelmezhets.

E—S"c = ’3x+ L
LI
1 2)
Mivel mindket oldal nemnegariv a — i Lx< 3 valos szamokra, ezért a négyzel-
2 1
reemelés ekvivalens atalakitas — —5x =3x+ 3
2

1
Innen x = 28’ amely a feltételnek megfeleld megoldasa az egyenletnek.

1 1
Haxe R™, akkor x — 5 <, \Hx - ; nem valds szam, tehat M = (.
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a) A négyzetgyOk miait egyrészt 2x +7 2 0, mésrészt 3x + 8 =2 0 lelje%ulebe sziik-
séges.

Az egyenlet alaphalmaza tehdt A= [—%; - m[.

Az A alaphalmazon a négyzeire emelés ekvivalens atalakitas:

9x% +48x +64 = 2x+7

9x® +46x+57 = 0

A megolddképlettel —3 es —g adodik, de koziliik csak a —-192 ¢leme az alap-

19]

halmaznak. fgy M = { Y J>.
b} A négyzetgydk miatt etgyreazt 3 —dx =2 0, masreészt 5 - 12x 2 0 teljesiilése sziik-
séges.

12
Az A alaphalmazon a négyzelre emelés ekvivalens atalakitas:
144x% —120x + 25 = 3 — 4x
144x® — 116x + 22 = 0
720" = 38x+11 =0
A megoldékeplettel l es % adédik, de kéziililk csak a % eleme az alaphal-

5
Az egyenlet alaphalmaza tehdt A= ]—oc; —}

P11
— 4 R
niaznak. ]gy M= ?6}

[N

756, a) Rendezziik az egyenletet: v2x —2 = x—137"-

A négyzetgyok miatt egyrésze 2x -2 = 0, masrészt x— 13 2 0 teljesiilése sziik-
séges. Az egyenlet alaphalmaza tehdt A = [13; +oo[.

Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ckvivalens atalakitas:

2x—2 = x*~26x + 169

X =28x+171=0 ’
A megoldoképlettel 9 és 19 adddik, de csak a 19 eleme az alaphalmaznak. [gy
AM={19}.

b) Rendezziik az sgvenletet: 2+2x —1 = 7x+1. e
A négyzetgyOkok miatt egyrészt 2x — 1 2 0, masrészt 7x + 1 2 O teljesiilése sziik-

, 1
seges, Az egyenlet alaphalmaza tehat A= [E + m[.
Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas:

42x—1y=Tx+1 = x=3 i
Mivel 5 € A, ezért az ersdeti cgyenlet megaldishalmaza M = {3].
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mindhérom g»oknek érielme. Ezért A = [1,51 3]

xf3 yrA2x=-3=vyx+2 1’2, mert mindkét oldal nem-

negativ
3—,r+2\?.)—x\a?.x—3—.2x—3=x+2

23— x2x—-3=2

nemnegativ
3 —x}(2x—'3) =1
2% +9x-10=0
x =25 =12
Mindkét gydk eleme A-nak, tehat M = {2; 2,3}

b) A négyzetgyok miatt: x < 35 é50 < x, vagyis 0 S x £ 5. Bzért A = [0, 3]

url

N
negativ
— .
T4 Y35 —x+5—x=x

235 —x =2x—8  /:2,/% had < x; vagyis

4<x<5
3(5-x) =x-—8x+ 16
0=x>—5c+1
s M = 4,79

e =23E4325 < oo

Ebbél x, gyoke az adott cgyenletnek, x; nem.

758.| a) Aneg gyzetgvok miat —1 Sxes-2=x ésx < 1;vagyls -1 2x <1

xf‘c+1+xfx+2-—\a1—x

negativ
1+ 20+ llx+24x4+2=1—x
e 2
IWxtivzr2=-2-3x /> haxs -3 vagyis
2
-1 sxs -

3
A+ D +2) =4+ 12x+ 9x>
0=5c"-4
x; = 40,8 = 20,89

Ebbél x, gydke az egyenletnek, x, nem, azaz a megoldas x = —\)r(}_,g.
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a) A négyzetgyOk mialt: x <3é5l15<xés-2<xvagyislSsxs 3 esetén van

/2, /. mert mindkét oldal

N5 —x = \.’x f 2, mert mindkét oldal nem-

/2 mert mindkét oldal nem-
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b) A negy ze[g\aok miatt: ~2 £ xésx S 3 vagyis -2 £x < 3; a jobb oldali gySkjel

alatt allé szam is pozitiv, értelmes

—
\u+2— =45— 2416 ,’Z,hax’ﬁ%—x<\_)x+2,azaz
ha 0,5 < x, vagyis

05<x=<3

T o A -
x42-24x+243~ x—r.a—vc-——:n—-’p’x.’ﬁ

,__.—

oxi23ox =246 /: (=2, /%, mert mindkét ol-
dal nemnegatly
(x+2)3-x) = 6
—x"+x=0
=1 0= 0

Ebhol x, gydke az cgyenletnek, x, nem.

789, 2) A neg gyzeigyok miatt: 2 < xés L <xvagyisl S X

ubc+2 xﬂx—l—l /% hawx—l{«!x+2 ami
mindig teljesil

x+'2—2wx'—.2vx—L+x—-l=l
oz 24x—1=-2x (=2),/ % ha0 £ x, ami
mar teljestl
(:c+2){_x—-1)=x2
x-2=0
x=2

A Kkapott szam gybke az egyenletnek.

b} A négyzetgydk miatt: 2 € xés -3 =X vagyis 2 £ X

W
]

u

Nx—2-NX Tt

=2
Mivel +/x+ 3 mindig nagyobb mint vx — 2. a bal oldal mindig negaty, iehat nincs

megoldas.

760, 2) A négyzetgyok miatt: 2 € xés1 =X vagyis I £x

Jri2rAx-a=4 /2. mert mindkét oldal nem-
negativ

i% hax < 3,0, vagyis
1<x<36
A4(x + 2)(dx 4y = 324 —180x+ 25x%

D = 9x> - 196x + 350
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x =197 Xy =2
Ebbdl x, gydke az egyvenletnek, x; nem.
b) A négyzetgyk miatt: a bal oldalon x < 2 —+/2 vagy 2+ V2 < X,

a jobb oldalon 3 — Ji<x<3+ V3, vagyis végiil

2++2 $x<3+43 (a hatirok értéke kb. 341 és 4.73)
Vr?—dx+2 = V=x? +6x—6 /2, mert mindkér oldal nem-

nagativ
P dx+ 2= 6x-6
2%~ 10x+8 =0
=4 x=1
Ebbdl x; gydke uz egyenletnek, x, nem.

5 761.] a) A belsd gySkjel miatt 1 < x, a kiilsé gyskjel alatti kifejezés mindig pozitiv

If— [—
Y3++x-1=1 /%, mert mindkét oldal pezitiv
3+4x-1=1
Vx—1=-2,

ami lehetetlen, tehét a feladatnak nincs megoldasa,

i?_)jA bfal‘ 0]d§l1 belsé gydkjel miatt - 2.5 < x, a kiils6 gydkjel alatti kifejezés mindig
pozitiv, 2 jobb oldal miatt —2 < x; vagyis végll -2 < x

2 . p
/%, mert mindkét oldal nem-
negativ

(—‘If: -
vI+v2x+5 =+/x+2

l+42x+35=x+2

V2x+5=x+1 /* ha-1<x
W+ =x +2x+1

0=x"—-4
X =2 x=-2

Ebbol az x; = 2 valdban gyike az egvenlenek, az X = —2 azonban nem.

[ 762] A bal oldali belsd gyokjel miatt —0,25 < x, a kiilsé gyokjel miaft x < 3,75, a jobb
oldal miatt | < x; vagyis végiil 1 € x < 3,75

Y .

V4—vdx+1 =+x-1

/ 2, mert mindkét oldal nem-
} negativ
4d—ax+l=x-1

= !

J~x=~4dx+1 [’ hax< 5, ami mar teljestil
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25— 10x+x° = dx+ 1
X%~ 14x+24 =0
x(=12; x, =2
Ebbél x, gydke az egyenletnek, x; nem.

A négyzetgytkak miatt egyreszt x — 20 2 0, masrészt 0 < 4 + x < 36 szilkseges.
Az egyenlet alaphalmaza tehat A = [20; 321
Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens dtalakitds:

—

6-—~v4+x=x-20,
Rendezve: N4+ x = 26 — x. o))
Az A alaphalmaz 26-ndl nagyobb slemei nem tartozhatnak a megolddshaimazhoz,
hiszen ezek barmelyikér behelysttesitve a most kapott — az eredetivel az A alaphal-
mazon ekvivalens — egyenletbe, a jobb cldalon negativ szamot kapunk. Bz pedig
nem lehet egyenld a bal oldalon aild pozitiv szammal.
Az eredeti egyenlet megolddsit elegendd tehdr egy A-nal sziikebb A* := [20; 26]
halmazban keresni.
Az A” halmazon az (1) egvenlet négyzetre emelése ekvivalens atalakitas:

d4+x = x>~ 52x 676,
xT—53x+672 =0,

A megolddképletel 21 és 32 adodik, de csak a 21 eleme az A" alaphalmaznak.
ley M = [21}.

@IA négyzeteyokok miat x+3 >0, x+ 8 2 0 és x— 24 = 0 sziikséges, amibol
x 2 24, Az egvenlet mindket oldala nemnegativ. négyzetre emelhetiink:
x+3+ Evm\fm +x—8=x—24, rendezve 2(x+3}x+8) = —x 35,
Szikséges, hogy —x — 35 = 0 teljesiiljon, azaz —35 = x legyen. Ezt 8sszevetve az
x = 24 kikéteéssel, a feladatnak nem lehet megoldasa.
b} Ha megtessziik a sziikséges vizsgdlatokat, akkor egyrészt x < 3, masrészt x > 3,
tehét a feladatnak nincsen megoldésa.

A négyzetgydkok miatt 7 —4x 2 0, —2x > 0¢és 1 - 14x = 0 szilkseges.
Az egyenlet alaphalmaza tehat A := ]—eo; 0].
Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas:
T—dx=2x+24-2x(7T—4x) = 1 —1dx.
Rendezve:

2v8x% —14x = 6 —8x,
V8x?2 —14x = —(4x + 3).
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*

3
Az A alaphalmaz — Z—ne] nagyobb eiemei nem tartozhatnak a megoldidshalmazhoz

hiszen ezek barmelyiket behelyettesitve a most kapott — az eredetivel az A alaphal-
mazon ekvivalens — egyenletbe, a jobb oldalon negativ szamot kapunk. Bz pedig
nem [ehet egyenld a bal oldaion alid pozitiv szammal.

[l

Az eredeti egyenlet megoldasat elegendd tehat egy A-ndl sziikebb 4" := ]—m —%—‘

halmazon keresni.

Az A* halmazon az (1) egyenlet négyzetre emelése ekvivalens dtalakitas:
8x” — 14x = 16x” +24x + 9,

8x* +38c+9 = (.

o e, 1 .
A megoldakeplettel — €8 3 adodik, de csak a —% eleme az A* alaphalmaznak.

Ezert M = {—-E}
2

g

Vi—x++l+x=1

A négyzetgydkfiiggvény értelmezési tartomanya a nemnegativ valos szamok hal-
maza, ezert 1 —x 2 0, azaz x < |, maseészt 1 +x = 0, azuz x > -1, dsszefoglalva
annak kell teljesiilnie, hogy | x| £ 1 (més jeldléssel: —1 € x < 1). Ennek teljesiilése
gseten a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas.

24291 ~-x% =1,

Nincs megoldas, mert a jobb oldal 1, a bal oldal viszont legalébb 2.

Masik megoldds:

Az értelmezési tartomany vizsgalata utan azonnal latszik, hogy az egyenletnek
nincs megolddsa. Ugyanis

a jobb oldal értéke x-tél fiiggetlenill 1, a bal oldal ennél nagyobb, mert

ha x = 0, akkor a baloldal értéke 2;

hax = 0, (| x|< 1), akkor a baloldal egyik tagja nagyobb egynél és a masik pozitiv.

a) x—+x —6=0. Ez +r-ben misodfok egyenlet, melynek gvikei 3 és 2.
. - N

((vx)l =3, (va)y = —~]-
Minthogy a négyzetgyOkfiiggvény értékkészlete a nemnegativ valds szamok hal-
maza, csak a 3 johet szoba. Ezért x = 9, ami ki is elégiti az cgyenletet.

b) x = 5vVx +6 = 0. Bz x-ben masodfokn egyenlet, melynek gyokei 3 és 2.
l(\.’x)l =3, («f{;)g = ZJ
Ennek megfelelGen az egyenlet gyikei x; = 9 és x, = 4. Ezek az eredeti egyen-
lemek valoban megoldasai.
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A négyzetgydk és a tort erielmezése miatt |
x+1 I ¥ y=x+]1
kell, hogy > 0 legyen. I /
x—2 1 1
|
|
|
|

Ennek me goldé;a az abrardl leolvasva:
Jeo; —1[ 4 12 +oof. H

Legven ai= (200 @)
egyen a 1= Vio2' ﬁl
Igy az egyenlet

2a+ = =5, amelynek megoldasai:

a
a; =15 a, =1
Ezt visszahelyettesitve (2)-be, mivel
mindkét oldal nemnegativ, ezért a negy- |
zeire emelés ekvivalens miivelet.
Innen az elsd esetben x = 4,4 megoldast, a masodik eset ellentmondast ad.
Tehat az egyenlet raciondkis megoldasa x = 4,4, amely megfelel az (1) feltételnek is.

A négyzetgyok miatt x*+x+7 2 0. A bal oldal teljes négyzetté alakitasabol leol-

vashat6, hogy ez minden valés x-re teljesiil.
‘\2

1 3
[x +—| +6—=0.
o2 4
Alakitsuk at az egyenletet!
P 4x+T7-T7-A+x+7=5.
{2
Legyen a:=vx +x+7.

Igy az f:gyen]eta2 — 7+ a = 5 alakra irhato, melynek megoldasai: 4, = 3; a; = —4.
| i . , , . A
Vx? + x + 7 = 3 esetén mivel mindkét oldal nemnegativ, a négyzetre emelés ekvi-

valens miivelet.
P rx+T = 9, melynek megoldasal: x; = 1, xp = -2,

A x? + x+ 7 # —4, mivel a bal oldal minden x-re pozitiv érteket ad.
A kapott értékeket az eredeti egyenletbe behelyettesitve, az egyenlet valds megol-
dasai: x; = 1; xy = -2

A négyzetgyok definicidja miatt
xf: akkor van értelmezve, ha —x = 0, tehat x < O,

[ ,
+2x akkor van értelmezve, hax = 0
E két négyzetgyOk egyszerre csak akkor van érteimezve, ha x = O,

Ezt az egvenletbe behelyettesitve N4 +5%0.
Tehat az egyenletnek a valos szamok halmazin nincs megoldasa.

235



(7

TN
[ 772,

)

GYQOKOS EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

Masik megoldds:

Mivel a negyzetgyok értéke nemnegartiv, ehhez a bal oldalen 5-6t hozzaadva a bal
oldal értéke pozitiv. A jobb oldal értéke negativ vagy nulla, igy semmilyen valds x
értékre nem teljestlilhet uz egyenldség,

A ‘négyzetgytik ertelmezése miatt 2x + 8 2 0 ésx + 3 = 0, igy az egyenlet megoldé-
sait az x = —4_t"e!£étcl mellett keressiik,

V2x+8 =+x+5+7.

Mivel mindkét oldal nemnegativ, a négyzetre emelés ekvivalens atalakitds. Rendez-
ve x —46=14vx+5 egvenletet kapjuk.

A job}) ol'dalon alld kifejezés nemnegativ, igy x > 46 esetén lesz mindkét oldal nem-
negativ, &s az ismételt négvzetre emclés ekvivalens atalakitas. Innen

x* - 288x + 1136 = 0.

Ennck az x = 46 feltetelt kielégitd megoldasa x = 284.

A kapott ertéket behelyettesitve az eredeti egyenletbe, az egyenlet valos megoldasa
x = 284, )

A négyzetgvik értelmezése miatt

x+1=4
=630 ezekbol kovetkezik, hogy az egyenlet megoldasat az x > 6 valds sza-
mok kdzott keressiik.
2x+1920
Ezekre az értckekre mindkét oldal nemnegativ, tehdt itt a négyzerre emelés ekviva-
lens miivelet.
X1 20(x+1(x —6) + x~6=2x+19, ebb8l Vx* ~5x~6 =12,
Mri(vel x 2 6, mindkét oldal nemnegativ, az jbéli négyzetre emelés is ekvivalens
mivelet.
x°-3x-150=0.
Ein’nek az egyenletnek az x = 6 feltetelnek eleget tevd gvike: x = 15, amely valos
szam valoban gvdke az eredeti egyvenletnek. '

Az dbra jeloléseit haszndlva a hiromszég alapja w2,

. ) . e s
aszara 417 + (1~ x)° hosszu.

A haromszdg keriilete: 2w)x2 —2x+2 + 242 = 3.084.

Alaphalmaz a feladat szdvegének megfelelden az
A= ]0; 1] halmaz.
Rendezzik az egyenletet:

245> —2x+2 = 3,084 — xv2.
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Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitds:
4x% —8x +8 = 2x”—8,723x + 9,511,

2% +0,723x - 1,511 = 0.
A megolddképletbd] — 1,069 ¢és 0,707 adddik. Csak a pozitiv gyck felel meg, tehat

a haromszog alapja 0,707 2 =1,000, széra pedig 1+ 0,293 =1,042 hosszu.

Ellendrzes:
A héromszog keriilet 1,000 + 2 - 1,042 = 3,084, ez pedig €ppen a szdvegben meg-
adott értek.

[ (=]

i ; v — i roe s .
Atrendezve a képletet: 5 = O Arvaltva a kezdd- és végsebességet

2a

a) 0-101 5,5 ——ra kell gyorsulnia, ezt a képlet szerint kb, 5,14 m;

b) 8,3-rol 13,8 2 rakell gyorsulnia, ezt a képler szerint kb. 20,6 m;
E

¢) 13,8161 19,4 T kel gyorsulnia, ezt a képlet szerint kb. 30,9 m
E
uten tudja megtenni.

Uy — VU s w s . . ~ o M
S~ Atvaltva a kezdd- és végsebesseget, 13,8 —-
a 5

[ =3

Atrendezve a képletel: s =

ra kell lelassuljon

a) 16,6 -Hl—rél: ezt a képlet szerint kb. 3,3 m;

5

b) 19,4 E—r(')l, ezt a képlet szerint kb. 11,6 m;
5

c) 22.2 2—r(':nl, ezt a képlet szerint kb. 18,8 m
8

uton tudja megtenni.

bd
2

Atrendezve a képletet: &1 = 5 , behelyettesitve az adatokat 13,75 m adodik
<8
eredményiil, amit az adatok (kiildnisen a g) csak ket jegyre vald pontossaga miatt

tel\mthutunL 14 m-nek. (A schesség lehet felfelé, illetve lefelé haladas kozben is

25 —, ezek az esetek csak eldjelben killénbéznek, s ezért a képletbe helyettesités-
s
kor a négyzetre emelés miait ez a kiilonbség eltlinik. A ko tehat fel- és lefelé haladas

kézben azonos magassighan azenos nagysagu sebességgel mozog.)
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@ Az elsé képletbol drendezéssel a fizikabol jol ismert 5= %Ig képletet kapjuk,

. 778

779.

amelybe a helyébe beirva a masodik képletbdl dtrendezessel kapott a = 2 kifeje-
t

ot s - k .
zest, adodik: s = —. Atviltva 100 Tm =277 —H—l, igy behelyettesitéssel kb.
2 5

a) 111 m az eredmény.
b) 139 m az eredmény.
¢) 167 m az eredmény.

d) A gyorsulasokal az imént kapott a = % Kifejezéssel szamolhatjuk, rendre kb.
m
3478 278 2 ¢s231 3 adodik.
5 57 &7
a) Atrende & ,_Te i '
Atrendezve a képletet: £ = 4—2, behelyettesitve az adatokat kb. 1 m (0,994 m)
adodik. i
b} Az eredeti képletbe helyettesitve kb, 4,88 s adodik.
¢) Az a)-beli képlethsl behelyettesites utan kb. 0,167 m adadik.

2
i

; , T
a) Atrendezve a képletet: £ = 2 f , behelyettesitve az adatokat kb. 2,24 m adddik.

v

pl

4§

b) Masképp atrendezve a képletet: g = e amibe behelyettesitve kb. 5,52
adadik,
c) Ismét az u)-beli képletbe helyetiesitve kb, 1,26 m adddik.

5| B

5

I

a) A bambuszfa magassigira 100 év mulva x = 100 behelvettesitésével adodik:

m(100) = 24/0,2 - 100+ 1+ 0,5 = 2421 + 0,5 = 9,67 méter.

b) Ha 2 maximum 30 méter, akkor mix) = 24/0,2-x+ 1 + 0,5 < 30, ahonnan
x < 1082,8 év adodik. tehat legfeljebb 1082 évig élhetne a bambuszfa.

¢) Ehhiez azt az egyenletet kell megoldani, hogy 3m(13) = m(x), azaz,

m{x) = 2440.2-x+1-0,5= 3(24/0,2-15+1+0,5 =135 (15 évesen eppen
4,5 méter magas a bamnbuszfa, ennek a hiromszorosa a 13,5 méter). Ebbdl azt

kapjuk, hogy: 240,2-x+1 =13, azaz x = 206,25. Tehat 206 és egynegyved eve-
sen lesz haromszor olyan magas, mint 15 évesen.
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a) A négyzetgydk miaft: 3 < xés 1.5 < x; vagyis 2 € x, iehat A = [2; +eo]
Nx—2 <+2x-3 /2, mert mindikét oldal nemnegatiy
x—-2<2x-3

1 < x,
amit az alaphalmazzal Gsszevetve a megoldashalmaz: [2; +ee[.
b) A négyzetgyok miatt: 0.4 = x és 1.3 < x; vagyis 0,4 < x, tehit A = [04; +el
yix -2 = J\@Fi f 2, mert mindkét oldal nemnegaiiy
S3x—-2<3x+4
r<h
x <3
amit az alaphalmazzal dsszevetve a megoldashalmaz: [0,4; 3.

(A feladat grafikusan is megoldhato.)

a) A bels6 gytkjel miatt -3 < x, a kiilsd gydkjel alatti kifcjezés mindig pozitiv, te-
hat A = {31+
e
NS+ +3 <3
5+4x+3<9
Nx+3 <4 /%, mert mindkét oldal pozitiv
x+3<16
x < 13,
amit az alaphalmazzal bsszevetve & megoldishalmaz: -3; 13[.
b) A belsd gydkjel miaw 1 < x, a kiilsd gyokjel alati kifejezés mindig pozitiv.
Ez uidbbi gondolatot tovabb vezetve a kiilsé gyokjel alatti kifejezés mindig leg-
alabb 3, ezért gyoke legalabb /3, azaz sosem lehet kisebb 1-nél —, nincs megal-
das.

/2, mert mindkét oldal pozitiv

Masik megoldas:
Levezetve.
J3+lx—1 <1 /2. mert mindkét oldal pozitiv
3+x-151
Nx—1<-2,

amni lehetetlen, tehét a feladatnak nincs megoldasa.
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L 783;] A bels6 gySkjel miatt —0,25 < x, a kiilsé gyokjel miatt x < 3,75;

vagyis —0,25 < x < 375, what A = [-0,25; 3,75]

—

a) Vad-+dx+1 <1 /%, mert mindkét oldal nemnegativ
4-Vix+1 <1
< xﬂm ! 2, mert mindkét oldal nemnegativ
9<dxr+1
2<zx,

amit az alaphalmazzal &sszevetve a megaldashalmaz: 12; 3,75]
b) \f4——\.’4;t+1 <3

4-vdr+1 <9

el . . .
7/, mert mindkér oldal nemnegativ

—3</4x+1,
ami mindig teljesiil, vagyis a megoldashalmaz azonos az alaphalmazzal:
[-0.25; 3,75].

- If__—
A egyenlet /(x +3)% +y(x—2)? = 6 alakra {rhaté.
Mivel va* = |a|, egyenletiink igy is felirhatd: l'x + 3|+ |x -2=6
" x+3 hax =-13,
ﬁ+j=
~(x+3), ha x < 3.
j x—2, hax22,
L—(x -2}, ha x < 2.
Az egyenlet megolddsit 3 részre bontjuk,
I x<£-3
—(x+3) - (x—2) = 6, ebbdl x = —3,5. Mivel -3.5 < -3, tehdt a—3,5 megol-
disa az egyenlcmek.
II. -3<x<2
X+3—(x—2)=6,ehbdl5 = 6 adodik, amely ellentmondés. Ezen az interval-
lumon az egyenletnek nincs megoldasa.

h—ﬂ:

I x=2
X+3+x-2 =6, melybdl x = 2,5. Mivel 2,5 > 2, tehat a 2,5 megoldasa az
egvenletnek, -
Tehat az eredeti egyenlet megoldasai: x, = —3,5; X3 = 2.5, melyek kielégitik az
egyenletet.
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—
jiik né indke : jd rendezés utdn x = v2x +3 egyenletel
ljiik négyzetre mindkét oldalt, majd ren . - o8

EETqu melit {smét négyzetre emeliink (nem ckvivalens miiveletck!) es rendezve

2 _2x—73 =0 egyenletet kapjuk, melynek gyokei x; = 3, x, =—1. Ezeket az

eredeti egyenictbe visszahelyettesitve, csuk az x = 3 megoldisa az egyenletnek.

5k miatt: x <2

A négyzelgyok miath x 2 4 vagy x 2. ) ‘
Ha vcbé 2 il};kor a jobb oldal negativ, igy teljesiil az g-rgyenlptlenseg. -
Viz'sgéljuk a7 x > 4 esetet, ekkor a jobb oldal is pozitiv. Négyzetre emelink:
X2 —6x+8 = 4x” — 24x + 36, azaz

2
0=3x"—18x+28 o _ -
A mésodfokd kifejezés diszkrimindnsa negativ, igy az x 2 4 egetben nincs megol
df’ls, mert a masodfoku tag egyiitthatdja pozitiv.
A feladat megoldasa tehat: |—so; 2].

Legyen a derékszgii haromszog ket befogoja a &s b, atfogdja a + 1, tdjuk tovabba,
hogy 1 <& =4,
Felirva a Pitagorasz-tételt: . ,
a’+b =(a+ 1),
Kibontva:
b>=2a+1l.

stelbd hdi ‘ 2 az yrészl 1 € 2a + 1,
Az 1€ b <4 feltételbdl adodik, hogy 1 Sf‘; < ‘1_6, azaz eg_ 7 ‘
I:;SI’éSZt 24+ 1 < 16. Ebb81 0 € « < 7.5 adédik. Mivel a egy szakasz cm-ben mert
hossza, O cm < a < 7,3 cm a megoldas.

—_ —
Az egyenlétlenség pontosan akkor teljesiil, ha va —n-1>100. ) "
Csékkentsik a bal oldait: ' +va -1 24/ — 1. és oldjuk meg a kivetkezd egyen-

16tlenséget:
24 —1>100.

fanen n—1 2 2500.

Az n = 2501 biztosan jo. Ez valoban a legkisebb_jé 7. mert ha » < 2501, azaz
n < 2500, akkor n <50 és vn—1 <30, tehat v'n +vn—1 <100.
A megoldas: n = 2501.
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2.11. Abszolutértékes egyenletek, egyenlotlenségek

789) @) |x]=0 & x=0

M= {0}
b lxl=42 & =42 v x=-42
M= {-42;42)}
o) jx[=-42
M=}
!_790. a) |x+3,2 .! =48 = (X+ 32= 4,8 v x+32= —-4.8)
M= {-8: 1.6}
b) 'JC-Q,B’ =32 & (x-2,8 = 3:2 v x-28= -3.2)
M = {-04; 6] '
Q) [ 2x+54] =116 & (2x+54=_116 v 2c+54 = 11.6)

M= {-8,5.3,1}

| 791 &) |27 =8 « ¥ =-8 v i°

M={-2;2}

= 8)

by x®=3% = |x|=3'

[FEA N}
——
sl
il
|
LY

e
<
=
I;
)
[EYEE]
N

M={—3«r§; 3\5}
—

o) vx° = yx?
X6=x2
2Etoh =0
M= {-1;0 1)

X

792 —-3=2 =N

5 xe N

Algebras .
Két egyenletre bontjuk:

x .
—_— r— 5 J“
7 3=2 ha x26, illetve 5 3=-2, ha x<§

ezekb('l XI — 10, lﬂe[VB .{'1 - 2.
EZ Il'leg ) l\... [ AN [ k 5] o i
(i ()r as0 )l"cll_ IEIIDES? C[Eb 3Zamo 5 a7 eg nlete £ egllll\. ( CNOrzZes

Grafikus st (Ldsd a kivetkez6 dbrat!):
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¥

6
5.
44
Iy
2\

3 4 5 6 7 8 9 10111213 14 15 16 «x

0
|
Megoldas x = 2, illetve x = 10.

]

Ha x > 0, akkor a bal oldal 1, a jobb oldal pedig nagyobb 1-nél. Ez ellentmondasra

vezet, nincs megfaleld x.
Ha x < 0, o bal oldal —1, ehbdl x = —2 adddik. Ez a megoldas, mert kielégiti az

egyenletet és a feltételnek megfelel.

a)i+:x!=2 b) L.-F!—xlrﬁ c) L+lx|=—2

FAS - E

A nevezd nem lehet nulla, ezért x = 0.

A nevezOvel végigszorozva

a) |x |-ben masodfokr egyenletet kapunk, melynek gydke: | x| = 1, amibl a meg-
ofdas x; = 1ésx; =-1.

b) Minthogy minden x-12 '. x| = \x , a megoldast lasd az a)-nal.

Mdsik megoldds:
|—x |-ben masodfoku egyenletet kapunk, amelynek gytke:
|—x| = 1, amibdl a megoldas: x; = 1 ésxy = ~ L.
¢) x # 0 miatt |x| > 0, ezért a bal oldal pozidv, ugyanakkor a jobb oldal negativ,
ezért a feladatnak nincs megoldasa.

| _| x+35, ha x=2-5
+5=
* ~(x+5). ha x<-5

i
x < —5esetén3x + (x+5) = 7. Ebbdl x = - > —5 miatt nem megolddsa az sgyen-

r

letnek.
x 2 —5 esetén 3x — (x + 5) = 7. Ebb8l x = 6 megoldasa az eredeti egyenletnek.
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|a| =3, haa = 3 vagy a = -3. igy:
—Siv%)
J

P S - C o .
vagy 2x” + 3x — 3 = -3, megoldasai x; = 0; x; = 2,5 kielégitik az eredeti egyen-
letef és racionalis szamok.

2x” + 5x—3 = 3, megoldisai [ nerm racionalis szamok,

— x, ha x>
"o, -”Cg={ x, ha x>0,

—-x, ha x <Q.

N 2 A e
x € 0eseten x° + 3{-x) - | = ( megoldasai;

3+ '\;g : .
X = 5 > 0 miatt nem megoldasa a feladatnak,
3-413 e e
Xy = > < () valds szam kielégiti az eredeti egvenletet.
L2
x 2 Oesetén x™ + 3x — 1 = 0 egyenlet megoldasai:
-3 +4/13 S
Ay = > 0 valds szam kielégiti az egvenletet,
—
—3-—~13 , .
X, = — < 0 miatt nem megolddsa az egyenletnek.

3—\!@ . \fﬁ—3

Tehat az egyenlet valos gyokel: 7 s
2

798, Az egyenlet atalakitva:
|x2 —x-2| =—x"=x-2)
|a ]= —g,haa < O,igyxz—x—Z <0
egyenldtlenseg egész gydkei adjak az
egyenlet megoldasat.
Az x> x’-x-2 xeR fliggvény
zérushelyei: —1 és 2. Az dbra alapjén
az egyenldtlenség valos megolddsai:

-1 <x<2
Ezek kziil egész szamok: —1; 0 1; 2,
melyek kielégitik az eredeti egyenle-

tet,

a) A négyze[g}«'l{ik alatti kifejezés (2x — 1) nel azonos, ez mindig nemnegativ.
A negy%etgydk definicioja miatt az egyenlet jobb oldalan is nemnegativ szdmnak
|ke11 allnl|a (ha igaz kijelentést akarunk), igy az egyenlet alaphalmaza A = [0; +oo[,
2x—-1|=x
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1
Elésziiraz A= {O; ;|: halmazon keressiik az egyenlet megoldasat.
—{2x-1D)=x

1

x=_

3

1 , .
Mivel 3 € A,, ezért eleme a megoldashaimaznak is.

1
Masodik Iepesben az A, = [E + c{ halmazon keressiik az egyenlet megolda-

sat.
2x-1=x
x=1

Mivel 1 & A,, ezért eleme a megoldashalmaznak is.

Tehat M = {l; 'I}A
3

b) A négyzetgyok alatti kifejezés mindig nemnegativ. A negyzetgyok definicidja
miatt az egyenlet bal oldaldn is nemnegativ szdmnak keil 4llnia (ha igaz kijelen-
tést akarunk), igy az egyenlet alaphalmaza A = [-15; +eo[.

Az A alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens atalakitas:
16x7

0,04x% +1,2x+9 =
25

¥ -2x-15=0
A megoldokeplettel -3 és 5 adodik; mindkeud eleme az alaphalmaznak.
Ezért A1 = {-3; 5}.
A négyzergyok alatti kifejezés (5x +2) 2 el azonos, ez mindig nemnegativ,
A négyztegydk definicioja miatt az egyenlel bal oldalan is nemnegativ szamnak
kell allnda (ha igaz kijelentést akarunk), igy az egyenlet alaphalmaza:
]
A= :|—-—oo; z .
2]
Az alaphalmazon a négyzetre emelés ekvivalens 4ralakitas:
4x% - 28x +49 = 25x” + 20x + 4
21x° +48x-45 =0
7x° + 16x-15 =0

5 . .
A megolddképlettel -3 és P adodik; mindkettd eleme az alaphalmaznak.

L]
i

_ [ 3
Ezert M =<-3; —L.
L E
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« Y i
. 800 a) Atrendezve: |2x—4|+ |x+3 | = -1, ami sosem teljestl (keét nemnegativ szém
Jsszege nem lehet negaliv), tehat nincs gvok.
b) Ekor 3-]x+2]/=4
df___ﬁ_""-hq__
- T
3-|x+2]|=4 i-|x+2]=-4
“1=|r+2], 7=x+2|
ez lehetetlen o
T=x+2 ~T=x+2
‘ S=x -9 =x
Mindkér kapott szam gybke az eredeti egyenletnek is.
Algebrai megoldds: elkkor X—a==x-4
- \
x—-g=x-4 x—g=-x+4
haa=4,vxe Rjo, 2x=ag+4
ha a # 4, nincs gybk
2yb r=2i2

ad barmely a esetén

pontosan egy gvokot jelent.
Ezért az ’a) és c) eset (0 vagy 2 gyok) nem tud elfordulni, 1 b) @ # 4 esetén teljasiil,
ad) pedig @ = 4 eseten.

Grafikus megoldas:

dbrazolva az x - |x—al és az

x> |x— 4] fiiggvényt lathatjuk, hogy
a grafikonoknak vagy pontosan egy
kozds pontjuk van {ha a # 4), vagy
minden pontjuk kdzds (ha a = 4).
Ezert az a) és ¢) eset nem fordul eld, a
b) a# 4 eseten teljesiil, a d) pedig
a = 4 esetén,

T
. 802) Algebrai megoldds: ekkor x-b=%(2x-4)
_f—ff__ HHH‘“—E
- T
x—b=2x-4 x-b=-2x+4
4-b=x 3x=b+4
_b+4
3
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mindkét Agon barmely b esetén pontosan egy-egy gydk van. Bz a ket gydk egyenld,

4 . .
, vagyis ha b = 2; minden mas esetben két kiilonbozd gy6krol van

b+
had—b=
szd. Ezért az é) és d) eset (0 vagy végtelen sok gydk) nem tud eléfordulni, ab) b = 2
esetén teljesiil, a c) pedig & # 2 eseten.

Grafikus  megoldds: abrézolva az
xt> |x—b| ésaz x> |2x — 4] fiige-
vényt lathatjuk, hogy z grafikonoknak
vagy pontosan egy kozds pontjuk van
(ha b = 2), vagy pontosan két kbzds
pontjuk van (ha b # 2). Ezért az a) es
d) eset nem tud el6fordulni, ab) b = 2
esetén teljesiil, a c) pedig b # 2 esetén.

A definicio révén:
_Jx ha O=x, x—4, ha 0<x—4, azaz 4 < x,
|x| _{—x, ha x <0, |x——4|— {—x+4, ha x—4<0, azaz x <4,
Harom tartoméanyra osztjuk a szamegyenest: x < 0, 0 <x <4, 4 < x, és taroma-
nyonkent dsszegezziik a kifejezéseket:

0 4
: : >
- X ! X ! X g
+ —x+4 : —x+4 i x—4
~2x+4 } 4 : 2r -4
Algebrai megoldts:
Ugyancsak tartomanyonként megoldjuk az egyenletet:
hax <O ha<x <4 ha 4 < x:
~2y+4d=c d=rc 2x—4=¢
b S, hac=4, Vxe[0:4d]]o; =S40
o) ha ¢ # 4, nincs gyok 2
ez a megleleld ez a megfelelé
tartoményhba esik, ha tartomanyba esik, ha
2-S<0 4<S 42
2 2
4d<c ' 4<¢
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Osszegczve tehdt: ¢ < 4 esetén nincs megoldds, ¢ = 4 esetén Vx e [0 4] j6,4<¢
; . , . S . . . .
esetén pedig két megoldas van: 2 — o ©s ) + 2 (&5 cz a feltétel mellett valdban két

kiilonbozd gyOk, hiszen ¢ = 4-re esnének egybe). Ekkor az a) eset (0 megoldas)
¢ < 4 eseten; a b) eset (T megoldas) sosem; a ¢) eset (2 megoldds) 4 < ¢ esetén; a
d) eset (végtelen sok megoldds) pedig ¢ = 4 esetén valdsul meg.

Fiiggvenytani megoldds: dbrazoljuk az A

x= x|+ |x—4] fiiggvényt oly mo- I

don, hogy a ]~ee; J[ tartoményban az ¥ =|x|+|x-4]
x—=-2x+4, a [0; 4] szakaszon az
x4, a 14; oo intervallumon pedig az

x—=2x—4 fiiggvényt dbrazoljuk; to-
1

vabba abrazoljuk az x - ¢ fiiggveényt -+

is. Lathato, hogy az 4\4/

a) eset () megoldas) ¢ < 4 esetén; T

b} eset (1 megoldds) sosem;

c) eset (2 megoldas) 4 < ¢ esetén; N

d) eset (végtclen sok megoldds) pedig —~ 2 04 4 %
¢ = 4 esetén valosul meg,

: . . 8
Legyen a keresett sz4m x. A feltétel szerint x? — oo Ix[
. X, ha x>0,
Mivel |x =
—x, ha x <0,

: :_ 8 o 8

x < 0 esetén az egyenlet x~ — 9 —x, ennek negativ gydke x = ——.
- !

. 8 . '
x = 0 setén az egyenlet x° — 0 X, ennek pozitiv gydke x = 7
.. 8 g . 8 . e iLAAl
Tehata —, illetve a — - negyzete E_dd nagyobb a szam abszolitértékénél, igy a
7 ;

.8
kereselt szam — vagy ——,
7 7

a) Az egyenldtlenség ekvivalens az alabbiakkal:
-06<x-04<0,6
-02<x<1,
M=1[-02;1].

b} Az egyenidtlenség ekvivalens az aldbbiakkal:
~07=x+03<07
-1 <£x<£04.
M=[-1;04].
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¢) Az egyenldtlenség ekvivalens az alabbiakkal:
—7€2x-5<7
~12x£6.
M =[-1.6]

| 2002 —x| £ 10 Az [1992; 2012] intervallumba esd egész szamok szama 21.
Szemléltetve a szamegyenesen tulajdonképpen a 2002-t8] szimmetrikusan, tole 10
egységnél nem tavolabbra elhelyezkedd egész szamokrdl van szo.

1992 2002 2012

| x| > 2x+ 10
Ha x 2 0, akkor az egyenlétlenség igy alakithato. x 2 2x + 10, azaz x < - 10.
Nincs olyan szam, amely a két feltetelnek egyszerre tesz eleget.

1
Ha x < 0, akkor az egvenlétlenség igy alakithato: 3x < —10, azaz x < 3

Ezek az x-ek az egyenldtienségnek megoldasai, de kozéttiik nincs legnagyobb szam.

x+2, ha x=-2,
|x+2|=

—~{x+2), ha x < =2,
x < -2 esetén
x+2 < 2x—3, azaz
5 <

Ez ellentmond az x < -2 felietelnek,
ezen az intervallumon nincs megolda-
sa az egyenldtlenségenek.

x = —2 esetén

-(x+2) < 2x-3,

1
— <X

3
Tehat az adott egyenlétlenség az Osszes x > 3 raciondlis szamokra teljesiil €5 mas-

ra nem. A megoldds helvességét a grafikonrdl is leolvashatjuk.

-85<m-1500<8,5
14915 < m < 1508,5

1308,5

&

1491.5

1500 nt

810.: A ¢)-vel jelolt.
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Mindharom.

Bontsuk szorzatta az abszolutérick-zargjelben 1évd kifejezést:
P +3x—4= (x+4dx-1)
Két esetet vizsgalunk.

ElsSeset, hax~ +3x—4 2 0, ezx € —4 vagy x = | esetén 4ll fenn.

Elkkor

X 43r—443x+9=0

x4+ 6x+5=0

x4+ 3+ 1)=0,azaz x; = -5, x, =-1.

Ezek koziil csak az x = -5 megoldas.

Masodik eset, ha 2 +3x-4 < 0, ez -4 < x < | eseten teljesiil.

Ekkor

—(x%+3x—4) +3x+9 = 0, azaz

~x*+449= 0, innen

x? =13 . o

A két gydk: x, = —13; x, = V13, ezek kiziil csak az x = —/13 megoldas.
Az egyenletnek lehat két gyoke van: =5 &s x = 13

Lasd a 308. feladatot! x < —2 esetén 3x~ - 6x— (x +2) = 0.

. s - 7+ \;%
Ennek az egyenletnek nincs —2-nél kisebb gvike — |

2 2
xZ—2esetén 2 3x° —6x+ (x+ 2) = 0 egyenlet gydket: 3 gs 1.

Mivel mindkét gydk —2-nél nagyobb, ezért ezek az eredeti egyenletnek is megoldasai.

Lasd a 784. feladat megoldasat!

Az egyenlet |[x+3, + |x=2] = 5 alakra ithatd,

x<-—Fesetén~{x+3)—{x—2) =5, melyhdl x = -3,

-3 < x < 2esetén x+ 3 - (x —2) = 5 azonessag, tehat a [-3; 2] intervallumba esd
racionalis szamok megoldasai az eredeti egyvenlemek.

x>z 2eseténx+3+x-2=75 melybil x = 2,

Osszefoglalva: az egyenlet gydkei: a [-3; 2] intervallumba esd racionalis szamok.

Gondoljuk meg, hogy barmilyen szdmot jeldljén is x, az x és az 1 tavolsaga |x~ 11,
az x és a —1 tavolsaga {x + 1|. A kivetkez6 cgyenletet kell megoldani:
x—1]+|x+1| =4

Eset szétvalaszrassal bontsuk fel az abszolitériék-zardjeleket, majd oldjuk meg az
egyenletet. A gydkdk -2 &5 2.
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2) vt =2|=15
//\

—

H\_‘\h
|x+1]-2=15 |x+1]-2=-15
lx+1] =35 lx+1i=05
x+1=%33 x+1=4%05 os
2,5 ,
=-1+35= ' =-1+£0,5=
x=-1%3, 45 X 3 <—l,5

Mind a négy gyok kielégiti az egyenletet, amit pl. visszahelyattesitéssel ellens-
rizhetlink, Tehat M = {-4,5; -1,5; -0.5; 2,5}.
b) A definicié szerint:
2x—4, ha 2<x, x+3, ha —3<x,
2x—4= be+3 =" "
-2x+4, ha x <2, —x-3, ha x < -3.
Hérom tartomanyra oszgjuk a szamegyenest: x < =3, -3 <x <2, 2<x, €5
tartomanyonként végezziik el a kivonast:

=3 2
: i —
2+ 4 ! Ty ! 2% -
- —x-3 i x+3 | x+3
—x+7 : -3x+1 : x=7
Ugyancsak tartomanyonként megoldjuk az egyenletet:
ha x « -3: ha-3 £ x <2 ha2 < x
-x+7=1 ~3x+1=1 x=7=1
x=6 r=90 x=2
nincs a tartomanyban, a tartomanyban van, jo a tartomanyban van, jo
nem gyék
Osszegezve: két gySk van, a 0 és a 8.
[ 817] Ekkor x—p=t{x—4)
_/"‘“-\—__\_‘_
‘\\EL
x—-p=x-4 Xx-p=-x+4
hap=4, Vxe Rjo; x=p+4
ha p = 4, nincs gydk x=—‘§+2,

ami barmely p esetén pontosan egy gydkot jelent.

f + 2; p = 4 esetén pedig végtelen sok:

Ezért p # 4 esetén pontosan egy gyOk van:

Yxe R
(A feladat grafikusan is megoldhatd.)
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A definicio szerint:
Jx, ha 0 <x,
[—x, ha x <0,

Harom tartominyra osztjuk a szdmegyenest: x < 0, 0 £ x <4, 4 <« x, és tartoma-

nyonként dsszegezziik a kifejezeseket:

vod {x—d-, ha O < x—4, azaz 4 < x,
=4 =
—-x+4, ha x-4<0, azaz x < 4.

Jx

0 4
i t —>
-x : x : X
+ -x+4 1 —x+ 4 1 -4
~2x+4 . 4 . 20-4
Ugyancsak tartomanyonként megoldjuk az egyenletet:
hax < O ha <x<4: had < x
-2x+4=p 4=p 2x=4=p
P, hﬂp=4,‘v‘.x6[0%‘4]p; v=P.n
2 ha p # 4, nincs gyok 2
ez a megfeleld ez a megfeleld
tartomdanyba esik, ha tartomanyba esik, ha
-2 g 1<fi0
2 2
4<p 4<p

Osszegezve tehat: p < 4 esetén nincs megoldas; p = 4 esetén végtelen sok megol-

das van: Vx € [0; 4]; 4 < p esetén pedig két megoldés van: 2 — f és §+ 2 (¢s

ez a feltétel mellett valdban két kiilonbdzé gydk, hiszen p = 4-re esnének egybe).
(A feladat grafikusan is megoldhatd.)

Eldszor oldjuk mega 2x -2 < ﬁ egvenlbtlenséget.

201
Mindkét cldalhoz 2-t hozzdadva, majd 2-vel osztva kapjuk: x < %
1 1 i 201
A ——— < 2x -2 egyenlbtienség megoldisa ﬂ < x. Tehat 199 < 201

X =< .
100 200 200 200
Ha 0 <d < 200 akkor az J1 — & | + &{ intervallum részhalmaza az egyenldtien-

ség megoldishalmazinak.

Tehat minden olyan & szam megfelel, amelyre 0 <8 £ 200"
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@ Legyen az elso bekdtduttdl szamitott x méterre 4 tirolo. Akkor a féiton a kivetkezd

utakat kell megtenni: x, |x— 200 |, jx—400]| és | x— 600|. Az elsé utrdl 30, a
masoedikrdl 20, a harmadikrdl 1S, végiil a negyedikrdl 50 t érkezik. A szallitor
mennyiségekkel ardnyos, hogy hany teherautdval (illetve hany forduldval) lehet ezt
elszallitani. Ezért a kiovetkezd fliggvényt vizsgaljuk:

30x + 20| x - 200 + 15]x — 400 | + 50| x - 600 .

Ez egy abszolutértékes fiiggyvény (hiszen az elsé tagban is irhato abszolitérték), és
ennek a minimumbhelye a kérdés. Ezt esetszeétvilasztassal keressiik meg.

Elébh (1) 0 < x < 200, majd (2) 200 £ x < 400, végiil (3) 400 £ x < 600,
Nyilvan a két széls6 it kozot lesz a tirold megfeleld helye, ezert negativ vagy 600-
nal nagyobb x ertékeket nem kell nézni.

Az (1) esetben a fiiggvény:

A0x + 20(200 — x) + 15(400 — x) + 50(600 — x) = —55x + 40 000, ami névekvod x-ek
esetén csdkken.

A (2) esetben:

30x + 20 (x — 200} + 15 (400 — x) + 50(600 —x) = —15x + 32 000, még mindig cs6k-
kend.

A (3) esetben:

30x + 20(x — 200) + 15 (x — 400) + 50(600 — x) = 15x + 20 000, ez mar névekvo.
Tehat a valtas x = 400-nal van, a laroldt a harmadik bekétout 16véhez kell épiteni.
[tt minimalis az dsszes fouton végzett szallitas, értcke 26 000, ménckegysége (m
(torma-méter, ,tonnaszor méter”), ami 26 tkm. (Lasd még a mellékelt dbrat.)

m

500001
40000 4
30000 +
200000

10000 +

10 200 300 400 500 600 700 m
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821.

s

q

o

2.12. Exponencialis és logaritmikus egyenletek,
egyenldtlenségek

a) 27" = 16. Minthogy 16 = 2* ezért 2™ = 2% amibél @ = 29 alakd exponencis-
~ lis fliggvény szigortian monoton volra miatt: x = —4.
b) 27" = —16. Nines megoldas, mert az exponencialis fiiggvény érékkészlete a po-
zitiv szamok halmaza.
€) 277 > 16 Ezt atirva: 27" > 2*. Minthogy a — 2¢ alak exponencialis fiiggvény
szigordan monoton ndve, ezért —x > 4, tehat x <« —4.

257148 = 2572 Aralkitas és rendezés utan:

4.2%_2.2% 223

Ebhé1 2"t =23 R velembe véve, hogy az g 15 22 alaky ex onencialis filgevén
] £y P 2

szigoruan mmonoton, ezért x = 2.

. 1
a) 2”-8+3-2'r-1='280
8,75 - 2% = 280
2° =32
=5
b)Y 67 1296 = 2% . 256 . 3%
1296 27.3*
256 (2.3)%
§l_ 2x I33I
16 - 22x I3Zx
EM
2% o
5
2, L2
4=x

o) 4% 442.2%.2_8.9%=
4.-2%%-4.2" 29

2°2"°-1) =0
-
25 =0 2% =1
Ichetetlen r=1)
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§24.

425,

- 827,

Mind a hérom megoldés soran kihasznltuk, hogy a (nem 1 alapti) exponencidlis
fliggvény szigorian monoton.

a) Mivel % =—==0"% &y hatvanyozas kolcsonosen egyértelmi miivelet, ezért
V!
a kitevok egyenlok:  0,5x°—3x+4 = _03
0.5x* =3+ 45 =0
x =3
. 11 5, . e . —_— .
b} Mive] e pe) =37, ¢s ahatvanyozas kélesondsen egyértelmii mivelet, ezért a
kitevdk egyenlsk: X7 —dx+2=_2
X —dx+4=0
x =2
c) (27 -10-2"+ 16 =0
3

2* =<2
3
x=<1

337y 372 3% 34 _ g5
3737 +372.37% 2 315

Al
32I(_2_7 2 1

Gy,
2y 35 ,
Frr=353

32x - 36

Az exponencidlis fiiggvény szigori monotonitdsa miatt 2x = 6, melybdl x = 3,
-

27.2-3.2%44 =0

Legyen: 2" := a,igy 2a° - 3a+4 = 0, melynek a diszkriminéns negativ volta miatt

nincs megolddsa, igy az eredeti egvenletnek a valds szamok halmazan nincs meg-

oldasa.

3.
2

5%.5%+2.5%.571 = 127, melybél 5*t kiemelve
5%(5%+2-5" = 127
5°=5.
AZ exponencialis fiiggvény szigord monotonitésa miatt x = 1.
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, - e 4 4
A negyzetgydk értelmezese miatt x + 1 2 0 b) A logaritmus értelmezése miatt: 0 < x és 0 < — =1, azaz 1 < < azaz (mivel

(32 ger Ly el _ gerd x

X .
Az exponencialis fiiggvény szigori monotonitdsa miatt 2vx +1 =6+ +x+1 ade- x>0 1> 4’ azaz x < 4; tehat az alaphalmaz: 10; 4{

dik, melybdl vx+1 = 6. " 1.6 4
x 2 —1 eseten mindkét oldal nemnegativ, a négyzetre emelés ekvivalens mitvelet, = ]g; =lg9 < L
Ebbil a megoldis x = 35.

| 829, Mivel 3° =1, az exponencialis filggvény szigoril monotonitisa miatt: g LX) Tk X
(2x — 1){x +3) = 0. Egy szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. 6 36 ,
- l —_— e — -
Igy x, = 5 % = -3 az egyenlet gydkei, X x ? fox |
36 = 36x — 9x”

: 2 T (LY T —dx+4=0

830, 117° =422, jnnen | __] -1, | x=2

\16/ ’

N ami eleme az alaphalmaznak.
Mivel (E) = 1, az exponencialis fiijggvény s7igord monotonitisa miatt x — 2 = @, | '

. , L7 .
Sl A logaritmus értelmezése miatt: 0 < x és 6 <x & 6 < x; tehat az alaphal-

tehat az egyenlet gyoke 2. —
maz WO +eaf,
§31.| A hdarom egyenletigen .hasonlé, cie mégsem ugyanaz. Atalakitasok utan mindharom a) 1gx = lg(x + J6)(x —+6) / a lg kélcsbnds egyértelmiisége miatt
arra vezet, hogy (x—2)7 - (x—=H) % = 1, vagyis x?— 6x+8 =+ 1. Azeltérés az egyes = (x+v6)x—6
kifejezések értelmezési tartomanyaban van. Ezek: i } E:; ; N )
a) 4 < x; b2<x#4; cx#2 x4 2
, 0=x"—x-0
A kapott kdvetkezmény-egyenlet ketiéagazik: egyrészt x” — 6x +7 = O-ra (gydkei s =3 %= -2
iy ; z o 2 .. 1 r A2
3t ~2,azaz x; =~ 4,41 és x; = 1,59), masrészt x” - 6x + 9 = (-ra (egvetlen gydke ; M = {3}, mert a—2 nem eleme az alaphalmaznak.
X3 = 3). A megolddsok: —
a) x; b) 2y € x3: ¢) mindbarom gydk jo. b) lgx=1g Gl \HE / a lg kélcsonds egyértelmiisége miatt
. T X — \36
832.I a} A logaritmus értelmezese miatt: 0,5 < x €3 0 < x; vagyis 0,5 < x. Tehdt az alap- ; x++6 —
halmaz ]0,5; +eo[. A logaritmus azonosségai miatt 2 jobb oldal elébb 21g3x, = e /- (x—~6)
L) X =
majd 1g (3x)~ alakra hozhato, majd a logaritmust mindkét oldalon elhagyhatjuk 3 ~" s
annak egyértelmlisége miatt: | x L "J?f sATNE
~9+ I8x = 9x° /19, rendezés ! X —(¥6+Dx -6 =0
0=x"—2x+1 x =~ 4,05, x, ~-0,60
0=@x-1)° | M = {4,05}, mert a—0,60 nem eleme az alaphalmaznak.
x=1, '
ami eleme az alaphalmaznak.
256 . L B R R
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j 1g(2x* ~5x—3) 10x7 .
| = e — i .t : e LT — —
| B34, 193 - x) == v @ A logaritmus azonossagait felhasznilva lg——=11=Igl0".

. - - - -5
A logaritmus értelmexzése miatt: *

10x~
- . . . - - . M o « _ 1 - .
2x" - 5x -3 > (), megoldasa az abra- A logaritmus fiiggvény kélesondsen egyértelmil, ezért ——=10"",Innen

rol leolvashato 33
] i 5
(L) x < “E vox >3 3= 10"], azaz x = 10°

* Ellendrzéssel belathatd, hogy ez valoban megoldasa az egyenletnck.

Ugyancsak a logaritimus értelmezése

miatt 3 —x > (), aza; L, , . .
; §38.| a) Egy megoldasa van, a (0: 0) szampar. Mas megoldas nincs, hiszen hax 2 1, ak-

1L x < 3. NG . S -

( ) . \ kor a bal oldalon mindig paros, a jobb oldalon mindig paratlan szam all.

A tort miatt 1g(3—x) = 0 . ) . . . .
I-—x=zl b) 3% = 37, ezért minden olyan rendezett szimpar megoldas, amelyik (2y; v} alaki

(TIL.) x =2 (v € N). A megadott egyenletnek tehat végielen sok megoldasa van.

¢) Ha x := 0, akkor az egvenlet: 2 = 27, amib6l y = 1 adédik.
Ha x = 1, akkor az egyenlet bal oldalan egy 9-nél nem kisebb paratian szam all,
mig a jobb oldalen az 1 vagy egy piros szam. Osszesen egy megolddsa van tehat
a megadotl egyenletnek, a (0; 1) rendezett szémpar.

Az alaphalmaz tehér: J—m; - %{

lg(2x*~5x—3) = 21g(3-x)
lg(2x%—5x—3) = lg(3 —x)°

Mivel az a - lga fliggvény szigorian monoton, ezért vehetjilk az egyenletiinkkel 1 | R
ekvivalens egvenletet: 839.| log, 10 = 2a 3,322, logs 10 = Tes 1431
Z-xz—S.x—?):(S—x)z, melyb61x2+x—l2=0. i
A miésodfoki egvenlet megoldasai: x; = 3; x, = -4,

Mivel a 3 nem eleme az alaphalmaznalk, csak az x = —4 megoldasa az egyenletnek,
lg(2-16 -5(-4)-3) 1g49 21g7

Megjegyzés:
Felhasznaltuk a logaritmus definicidjat és a kévetkezo Osszefiiggest:

log, b= 108" nola>0dsa%l, b>0, c>0éscxl

erre =2,
lg7 g7 lg7 log, o
2002
" . ' *E - Y T N
835, A logaritmus értelmezése miatt x > 0, illetve 1 + log s x > 0 ebbdl x > ]— 840, At = 2002 év adattal szamolva = 2 800 - () 983, azaz kb. 98,3%-a van meg
) 16 - 0 e
Irjuk hatvanyalakra az egyenletet! 2002-ben a torium-izotopnak. (Meég 35 évig j6 az eredmény ennyi érickes jegyre ke-
(5 L rekitve.)
2) " 2(1 +log4 x), | 1
5 1 3 A\ pver — =2 197 = 0,121, azaz kb. 12,1%-dra cstkk jra alatt a bizmut-
ebbdl log,q x = T melybdl x = 164 = 2. 841.| Auendezve: . 2 0,121, azaz kb. 12,1%-dra csSkken 1 Ora alatt a bizmu
-izotop tomege. (Egy ora alati kicsit tol vagyunk mar a harmadik felezésen is, vagyis
836, Hatvanyalakra dtirva az eredeti tBmeg nyolcadrészénél kicsit kevesebb van meg meg.)
0 .
37 =log, (logsx) (x> 0) , . c — ; r g2
4' = logsx, ebbdl x = 5% Atrenderziik az egyenletet: log, c T amibél T = — =-—Cc
o , 6 . lo ——
Az egyenlet egdész megoldasa x = 54, mert log, C, g .
4. ) ‘
logs (log (log5 370 = logs (log44) = log, 1 = 0. Behelyettesitve az adatokat (7 = 2 hét, Co =4 1079 Bg, € =297-107"*Ba),
T-re (a felezési idore) kb. 4,60 hét, azaz kb. 32,6 nap adodik.
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844.

846.

C
C_ i C 8e,
Atrendezzilk az egyenletet: log, — = ——, amibdl r= -7 -log, — = -T 0
"Ly r Co lg2

Behelyettesitve az adatokat (T = S nap, Cy = 2- 107" Bq, C=7,58- 07" Bq).
t-re (a sziikséges eltelt idére) meglehetds pontossaggal 7 nap, azaz 1 hét adodik.

]

e e

{11600
0,99-Ny = N, - —J
2

Ebbél ¢ = 23,2 év. Ennyi id6 alatt bomlik ¢l a rddiumatomok [ %-a.

a) A felezési idé az az id6tartam, amennyi alatt pontosan az anyag fele bomlik el.
Tudjuk, hogy 3 perc alatt 10% bomlik el, tehat 0,9m, marad, azaz
3
0.9my = mygy -2 7, ahonnan egyszerlisités utdn és mindkét oldal tizes alapu lo-

3lg2 19,
120,9

garitmnsat véve azt kapjuk, hogy 1g0,9 = —%lg 2, vagyis T'=
azaz a felezési idd kb. 19 perc 44 méasodperc.

b) Az eredeti mennyiség egy szdzad szdzaléka {idé mulva marad, amit a kévetkezd
egyenlet megoldasa ad: 0,0001m, = m, -2_?, ebbdl 1g0,0001 = —%lg 2, azaz

_ 47

=
lg2
22 perc 15 masodpere.

. Az a) részbél T = 19,74 perc, tehat ¢ = 262,25 perc, azaz kb. 4 ora

p (.69

Egyenletiink tehat ;
T (1,237)°
Felhaszndlva a hatvanyozas azonossagait, egyszeriisités utan:
169
1,23"
169"
1,23 -1,69
1,69 = L69
1,23
i
Igl,69 =«-1g Ay .
1,23

amibdl x =~ 1,65, Ekkora tehat a keresett ardnyszam.
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| 847.

848.

849,

2 S
A feltérel szerint Ef’ﬂ = Poe—dﬂ?an_

Mivel mindkét oldal pozitiv, vehetjiikk mindkét oldal ugyanazon alapu logaritmusat.
a ‘

(Természetes alapu logaritmust véve: 1115 = —0,1275Ak, innen & = 3,180 km)

{Tizes alapu logaritmussal)

lﬂf% = -0,1275h - Ige
ol

=

2
lg—
3 _p
—0,1275-1ge
g2 —1g3

= .= 3,180 [kl‘l’l)
~01275-122,718

Tehat a Fold felszinétd] kb. 3180 m magassagban a légnyomds a tengerszinten mert
légnyomas keétharmada.

40 = 20 - 1g(jel 7 zaj);
Ig(jel / zaj) = 2;
jel f zaj = 10% = 100.

M o
a) A cuker mennyiség fele akkor oldédik fel, ha !TO a meglevé cukormennyiseg.

Ha ez éppen ¢ id6 mulva kovetkezik be, akkor: M?D = M, -0,95", ahonnan
0,5 = 0.95". Mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat véve kapjuk, hogy

lg0.3
120,95
b) A 99,9%-0s oldddas esetén a még fel nem eldédon mennyiség 0,001 My, igy:

0,001 My = M, -0,93 ! azaz az a) részhez hasonldan ezattal:
_ 1g0,001

1g0.95
Ha behelyettesigjiik a képletbe a G = 1500, 3000, 6000, 12 000 $ adatokat, akkor
rendre E = 48, 60, 70, 75 év eredmény adddik, Tehat a kérdéses konkrét keéiszeres
GDP-novekedések
a) (60 - 48 =)12, b} (70 - 60 =) 10,
évvel ndvelik a lakossag varhaté élettartamat.

10,5 = t1g0.95, azaz t = = 13,51 (min).

= 134,67 (min), tehat kizel 2 és negyed oOra (az 135 perc).

c) (71570 =)5
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851.

(b

Rendezziik at a képletet, kifejezendd G-t! Kapjuk: G = 6000 - Q.OGﬁ

g E
Ha behelyettesitjiik ebbe ax £ = 40, 50, 60, 70 év adatokat, akkor rendre G = 820,
1690, 3010, 5750 § eredmény adodik. Tehdt a kérdéses konkrét 10 éves varhato élet-
tarlam ndvekedesekhez
a) (1690 - 820 =)870;  b) (3010 - 1690 =H1320; ¢) (3750 - 3010 =)2740
$-ral kell névekednie a GDP-nek.

1,005" =2
a-1g 1,005 = 1g2
82 _ 1390
Tigloos

Tehdit 139 hét utdn duplazédik meg a befektetésiink.

A bank p% évi kamatot ad. A bankba betett penz két év alatt felndvekedetr értéke:

' \2 (’
1+-Le ] =57245 ebbd) | 1+i] =1,1449, 1+ - =1,07,

L 100 L7 100 100

az éves kamat (kamatlab) ezek szerint 79%.

A pénziink n év mulva duplazédik meg.

50 000-1,077 =100 000; £,07" =2; n-1gl,07=1g2: n= . n=10,2,

azaz a 11. év folyamdn duplazodik meg a pénziink.

50 000,

Megjegyvzes:
A szamitasbol latszik, hogy az adolt évi kamat mellett o betett dsszeg duplazddasa-
nak ideje fliggeticn a betett Gsszegiol.

a)} Ha Gyari 40 000 foriniot évi 14%-0s kamatra tesz be, akkor az n. v végere lesz
40 000 - 1,14 loringja. Ennek kell ¢lémie a 65 000 Ft-ot, feltéve, hogy a bicikli
nem dragul’! Tehdt keressiik a 40 000 - 1,14" = 65 000 egyenlet megoldasat, In-

lg 1,625

) g 1,14

= 3.7 Altaldban éves kamat és lejdrat (azaz év vége) elditi felvéiel esetén nem-

csak dsszegcben, hanem aranydban is kisebb karatot kapunk, igy csak a 4. év

vegere lesz meg a pénz; igaz ekkor mar a sziikségesnél (8bb: 67 558 FL.

nen 1,14" = 625, mindkét oldal 10-es alapd logaritmusat véve: p =

bﬂHavi elszamolasu kamatos kamat esetén az évi 24% havi 1,81%-0s kamatnak

felel meg, mivel 1,0181 12 = 1,24. Ekkor a két év 24 hénapot jelent, és az isme-
retlen havi t torleszid részletre az alabbi egyenlet adodik:
{[(25000- 10181 — &) - 1,0181 —¢1...} - LOLBL —¢ =10,
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ahol 24-szer szerepel az 1,0181-es szorzo, €s az utolsd trlesztd részlet befizetése
atan fogy el az addssag. Az egyenlet szebb alakra hozhato némi rendezéssel,
elvégezve a beszorzasokat: | '
25000 1,0181% — £(1,0181 + 1,0181% + .. +1,0181 + 1) = 0,
ahol a zdréjelben felismerve egy meértani sorozatot és alkalmazva annak dsszeg-
képletét sokkal szebb alakhoz jutunk: Lossl 1
2 L0181 —
-1 =40

25 Q00 ]'0}8] LOI8I =1 -
Mivel az 1,0181%* éppen 1,24% = 1,5376, ezt beirva és t-re rendezve az alabbit
0’53;6 1= 25 000-1,5376 = 38 440, amib6l 1 = 1294.2 adédik, vagyis
0,0181
kerekitve 1294 Ft lesz a havi torlesztd részlet.

kapjuk:

. . X
A: 12 honap alatti nyeresége x (Ft) [havi nyercseg ) Ft].

. . X
B: 10 honap alatti nyeresége x (Ft) [havi nyereseg T Ft].

A: nyeresége minden evben 10%-kal né, gy
1 év miilva a nyereség 1,1x;
; 2
2 év milva a nyereség 1,17x;
A ; 3,
3 év mulva a nyereseg 1,17 x:

- I - I
n v mulva a nyereség 1,17 x.

B: nyeresége minden évben 5%-kal nd, ,
mivel 10 honap alatii nyeresége x = 12 honap alatt a nyerescge 1,2x, 1gy
Nyeresége 1 év mulva 1,05 - 1.2x;
. ’ 2.
2 év muilva 1,057 - 1,2x;

&y milva 1,057 1.2x.

n év milva A nyeresége ugyanannyi, mint B nyeresége.

Tehat 1,17 x = 1,057 - L,2x - )
[x kiesik, tehdt az adott szazalékos nyereségndvekedes s feltételek mellett r flig-

getlen x-161] .
L1y
| =12
[LUﬁj
nlg1,04762 = 1g1,2

n=392
‘Tehat kb. 4 év milva éri utol A nyeresége B nyereséget.

163




EXPOMNENCIALIS ES LOGARITMIKUS EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

a) Ha minden évben megkapjak az évi 6%-os béremelést, akkor 5 év mulva a mai

857

96 000 Ft brutt6 fizetésbsl 96 000 - 1,067 = 128 470 Ft lesz.

b) A kérdés az, hogy mikorra éri el ezzel a trenddel a 192 000 Ft-ot a bruttd fizetés,
tehat meg kell oldani a 192 000 = $6 000 - 1,06” egyenletet. Bz ekvivalens az
1,06™ = 2 egyenlettel, amelynek logaritmusat véve:

g2
g 1,06
11. évben még kevesebb, a 12. évben mar kicsit tobb, mint kérszeres lesz a brutté
" fizetés. (A 12. évre kb, 193 171 Ft jon ki.)

n= = 11,9 év adddik, azaz ha csak évenként valtozik a fizetés, akkor a

A logaritmus azonossagal miat

g £ ! lg_E
n= f,amibél Ing f.

lo & R n

°R

. F 183.77 . e,
A szémadatokkal: lgl—a{z— =00 - 0,02882. A logaritmus definicioja miatt

ezért ﬁ — 10°92552 _ | 0686, amibdl r = 1,02 - 1,0686 = 1,0900.

Az utoléreshez 20 éven keresztiil évi 9%-0s nivekedést kellett volna elérni.

Egy papucsallatka térfogara kb, 10~ um3.
A Fisld térfogata kb. 4,19 - (6,378 - 10°)° = 1,087 - 10'? km3 = 1,087 - 10% mm3,
vagyis kb. 1,087 - 10°° szamu papucsallatka térfogara egyezik meg a Fold térfoga-
taval.
A 2% = 1,087 - 10 egyenlet megoldasabol megtudhatjuk, hiny osztodésra van
sziikség ennyi papucsallatka létrejbuehesz.
x-1g2 =33,03623

x = 109,7

Tehdr 110 osztodasra van sziikség; ez 2963 oraig, azaz (minddssze) kb. 124 napig tart.

107.0996* = 8. 10°

0,996* = 0,8
po 808 o
120,996

Kértilbeliil 56 év alatt csékkenne a népesség 8§ millié fore.
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0]

861.

862,

; 3 lgS-lgG,Z =
62-1,0148" > 8, n>-20 802733
"= 91,0148

Tehdt 18 ev elteltével (2019-hen) erné el a 8 milliardot az Gssznépesség szama.

a) A 2020-hoz tartozd x érték 183, tehat = képlet szerint virhato népesség
8979 - 1,011'* = 6648.,0 milli6, azaz 6,65 milliard 5.

by 6000 =8979-1.011°
1,0117 = 6,6823
= 1g6,6823
lg1,011
A keéplet szerint 1837 + 174 = 2011-ben kellett volna elérnie a 6 millidardot a
Fold népességének.

=173,6

&) Ha 1650-ben 500 millié volt a népesség, és évente 0.3%-kal, azaz 1,003-szoro-
sara ndtt, akkor 100 év malva, 1750-ben eszerint: 500 000 000 - 1,003 '™ =
= 674 626 400-ra becsiilnénk az emberiség 1étszamatr 350 év malva, 2000-ben;
pedig 500 000 000 - 1,003°% ~ 1 426 581 400-ra.

b} Nyilvan ez a becslés nem szamol haborikkal, jarvanyokkal és bizonyos szaka-
szokban a jolét ndvekedese miatti népessegrobbanassal. A szorzo véltozik évrél
évre, ez nyilvan egy bizonyos sorozat megfigyelésébdl adodott, kozeperték sza-
mitdssal. A szamitottnal joval nagyobb volt az emberiség létszama 2000-ben:
tobb mint 6 millidrd.

¢) Az 1970-es évbél indulva az akkori 1,021 *-os szorzdval (nagyobb novekedési
item, hétszerese a kézépkorinak!) 2000-re
3 600 000 000 - 1,02° = 6 715 444 500 a becslés.

d) Nyilvan minden kézelités kis tavon ad viszonylag jo becslést, igy 350 év tavla-
tiban mar nagyon rossz, a 30 év még nem olyan nagy id6. Igy az utabbi, c)-beli
becslés sokkal jobb, mint a b)-beli.

a} Ha 10 naponta 2% a veszieség, akkor 10 nap utdn .98 rész marad, 30 nap alatt
ez 3-szor tirténik meg: 0,98° =~ 0,941, azaz kb. 94,1% marad, tehdt kb. 5,9% a
havi veszteség.

b) Ha a gaz fele elfogy, akkor a masik fele még megmarad, erre felirhato:

0,98" = 0,5, ahol n azt jelenti, hogy hinyszor 10 nap alatt telik el. A megoldas
logaritmus alkalmazdsdval n = 34,3, tehét kb. 343 nap alatt kiivetkezik be, hogy
felére cstkken a gdz mennyisége.

¢) Ha 80% = 0,8 résztdl kezdve mar siillyed, akkor most a 0,98" = 0,8 egyenletet
kell vizsgilni, ahonnan n = 11,04 adodik. Tehat kb. 110,4 nap mulva kezd siily-
Iyedni, azaz a 111. napon.
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= Tletv - o 1 . s L
_864] a) 1-10g;90 = 6,4919, illetve 1 - log, 89 = 64757 b) Az 1-et atirjuk log, ~ alakba ¢s felhasznaljuk, hogy az x — log, x flggvény
b) 5-logzn =15 32 ’ . |
logsn = 3 szigorian monoton fogyo, gy ' !
T = 1 |
— n=38 x+l<o, azaz x <.
'\_917 -log, 10 = 23,2535 = “ = 1
A logaritmus definicidja miatt x > —1,igy a megoldashalmaz: J—l; - 5{
7 3% > 9. Bz atirhato: 3% 5 37 alukra. Az x — 3° exponencialis fliggvény szigortan .
% monoton ndvekedd, ezért a megoldas x > 2. (868.] Alakitsuk at az egyenletet!
Meojegyzés: erdemes grafikont is készitend — 2 N QX X
Megiegyz ora nt 18 keszitent. 6 (27 +4.(59 =10.2%.5
- 5 r : Ly allp f2 T2 RTRT I
'866) Legvena = (x— 1)(x—2),igy az eayenldtlenség 2° < 1 alakra irhatd. Osszuk\fz:l az egyenlet mindkét oldaldt (57)~ # 0 kifejezéssel!
R . gt . X 2%
Az abrirol leol?ashdtfa, hr?gy a4z y 612 | vaci0.=
a > 27 fliggvény szigoruan 1monoton y =27 "’
névekedd, igy a 2% < 1 akkor teljestl, Legyen a:= 2— igy az cgvenlet
haa < 0. - 57 } X
60> — 10a + 4 = 0, melynek gydkei q; =1, a; = 3
Ha (?1 — 1, akkor az exponencidlis fiiggvény szigorl monotonitdsabol kovetke-
4
zik, hogy x = 0. )
/2 LS 2 ) o) 2 lg ;T
2l 22 = 04°=5 o> x=logy,—=—-—=0,4425
5 3 3 3 g4
2
. ha renlel mezoldasai: - = 0; x, = 2 20,4425,
Innen (x— 1) (x—2) < 0 v Tehat az egyenlet megoldasai: x, = 0; x, = logg, 3 0,44
Ez az egyenlbtlenség | < x < 2 inter- y = (x—1Hx—2)
vallumon beliili valos szamokra telje- 'I 869 A logaritmus értelmezése miatt 9%~ 47 % 08s3° ' +1 > 0, amely cgyenlétlen-
sul. lgy az e§}'en10t]en.seg megoldas- ségek Vx = R esetén teljesiilnek. igy az egyenlet megoldisait a valds szamok k-
halmaza: J1: 2[. : zott keressiik.
2 Mivel log,4 = 2, 1gy a logaritmus azonossagal miatt
10g, (9" +7) = log,[4- (3*7 ~ 1}}
Az a > Jog, a fliggvény szigora monotonitisa miaté
9x—l 17 = 4(.3.1'—1 N 1),
0251 T\_/z x 32.1'—2+7 24.31‘_3—1_‘"4
: 352.372-4.371.3%+3=0.
‘ Séﬂ a) Az x > log,x fiiggvény szigorian monoton nd, igy az egyenldtlenség pontosan _ Legven 3° = a.
akkor teljesiil, ha L1 4
1—=2 < 4, azaz ﬂ“-g—gcwr?::[).
x <. ' Ennek megolddsai a, = 9; ap = 3.

A logaritmus definicidja miaii x > 2, igy a megoldas: 2 < x < 6.
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3% = 9, illetve 3" = 3. Az exponencidlis fiiggvény szigord monotonitisa miatt
x; = 2; x; = 1. Bzek valoban megoldasai az egyenletnek.

' 8§70) A logaritmus értelmezése miatt x > 0. Mivel mindkét oldal pozitiv, vehetjitk mind-
két oldal 10-es alapi logaritmusal.
/ I
I-lg

x 3 = 1g%00

\ /
A logaritmus azonossagal miatf:
[3 ~lg %] lgx = 1g9 + 1g100,

[3-(gx—1g3)|lgx = 21g3+2.
Legyenlg x = b.
B3—b+1ghb=21g3+2

B —(g3+3b-21g3+2=0

lg

lg3+3 %3+ 3) —421g3 +2)

By = 5
1g3+3+43g3° —21g3+1  1g3+3E(g3— 1)’
_1g3+3+)lg3-1 lg3+1
- 2 ‘<:=_

lgx =1g3 + 1, illetve lgx = 2

lgx = 1g30

A logaritmus fiiggvény szigord monotonitasabol kdvetkezik: x; = 30; x = 100,
azaz M = {30; 100}.

871) Bontsuk lel a kitevGben szerepld zardjelet és osszuk ¢l az egyenlet mindket oldalat

3% nal, kapjuk:

3);“—12—'5 - 7_{ﬂ_x1_6-

3 a \'t;_xz _6
7% =8 gosem 0, mindkeét oldalt elosztjuk vele: (;J =1

Az exponencidlis fliggvény kolcséndsen egyertelmil, ezért x*—x%~6=0 esetén
teljesiil csak a fenti egyenlet.

Szorzatts bontva (x” — 3) G2 +2)=0.

Innen a megoldds: x = v@ vagy x = —VE, azaz M = {~+/3; v’g}.
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"g72) Adott pontos érték a :=logs10, a>1. log10= ?

logs 10 log; 10 logs 10 a
log, 10 = = s o TS L o
logs2 10 log;10-1log:S a-1
085
Megjegyzés. felhasznaltuk a logaritmus definiciéjat és a kivetkezd dsszefliggést:
log, b = log‘:b,ahola>0; azl, b>0, ¢>0; c#1,
’ log.a

[ 873) A logaritmus értelmezése miatt x > 0. Uj valtozot bevezetve logs x helyére egy ma-
sodfok egyenletet kapunk: logs x = y, ekkor

;

oy =2, azaz
y* +y -2 = 0, szorzatta bontva
+Dy-1)=0 Tehaty = -2 vagyy = L.

1
Ha logs x = -2, akkor x = % ha logs x = 1, akkor x = 5, tehat M :{7—5; a}.

[ 874) A logaritraus érielmezése miiatt 0 < x—-2y; O <x 0 <y, vagyis 0 < 2y < x (ami

. X . ;. . 2 .
miatt 2 < = ). A logaritmus azonossdgal miatt: 1g(x -2y} =lgxy, a logaritmus
v

monotonitasa miatt pedig: x% - Axy + 4}"2 = xy. A biztosan nem nulla yz—tcl osztva:

2 v )
l—g Eny vagy maskeépp: (i | - 5%, 4=0 Megoldva a masodfoku
‘ y : :

ooy 2 ST
egyenletel, X yad és 1 adédik; a 4 j6, az 1 ellentmond az — > 2 feltételnek.
¥ ¥

L3-0.51
gt N
£75) a) 10km = 10000 m; pgoep = 10°.2,718 @ =2,79-10° —, amianor-
e

malis légnyomas 27,9%-a.
b) 0.9-po = po 2718 1€
Mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat veve:
,3-9,81 - o
1g0,9= —%{%—-xvlgl 718, amibdl x = 826.
A léghajo a tengerszint felett kb. 830 méter magassagban lebeg.

@ a) Jelentsen 1 magnitudd-valtozas x-szeres fényerdsség-valtozast. 2 magnitudo-val-
tozds ekkor x - x = x -szeres Ténverosség-valtozast jelent, 3 magnitudé-valtozas
tehal x >-szerest. A feladatbol tudjuk, hogy 5 magnimdo-véltozis 100-szoros Kii-
{onbséget jelent, tehat x° = 100, azaz x = ¥100 = 2,51,
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b) A Nap &s a Hold kézétti magnitdd-kiildnbség — 12,2 — (-26,8) = 14,6,
1 magnitido-vaftozas /100-szeres kiilonbség, igy 14,6 magnitadd-valtozas

— L4 i ——— 1A
(¥100) -szercs Renyerdsség-vilozist jelent. Tehit a Nap a Holdnal (¥100) -

4

-szer, azaz kb. 692 000-szer olyun fényes.

Kﬂ?; a) 10év = 120 hdnap, ha a havi kamat 0,5%, skkor a 10 000 000 Ft hitelre a kivet-
kezét lehet mondani:
{[{12 000000 - 1,005 - x) - 1,005 —x] - 1,005,..} - 1,005 -x = 0,
ahol 120 lépeses a folyamat, Felbontva a zardjeleket, és rendezve:
10 000 600 - 1,005 —x (1,005 + 1,005 + .+ )= 0.
Innen a keresett havi részletre, felhaszndlva, hogy a zardjelben egy mértani soro-
zat 120 tagjanak a7z Ssszege 4ll:

10 000 000-1,8194—):-% =0, azaz x=111020 Ft.
1,005 -1

Tehat havonta ennyit kell 10 éven at fizetni, ha 10 000 000 Ft hitelt vesziink lel.
(Ez egyébként &vi 6,17%-0s kamatot jelent, hiszen 1,005 "% = 1,0617.)

b) Ha csak évente tékésitenek, akkor szdmoljunk évi iitemben, és az igy kapott dsz-
szeget kell 12-vel osztani, hogy megkapjuk a havi torleszté részletet:
10000 000 - 1,0617 % — y(1,0617” + 1,0617" + ... + 1) = 0, ahonnan
y = 1369 644 (ami a kerekiteit 1,0617-tel j6n ki, a pontos 1,005 2nel pedig
1 369 500) Ft, azuz a havi részlet: 114 137 (illetve a pontos értékkel; 114 1235) Fr.
Havonia ,,minddssze™ kb, 3000 Ft-tal fizetnénk tGbbet ezzel a modszerrel, de ez
10 év alatt kb, 374 000 Ft tébblet. Azért nem korrekt ez az eljards, mert a pén-
ziinket a bank egy &ven at haszndlja kamat nélkil.

¢} Most az a)-beli eljarast (a korrektet) véve alapul: 5 év miilva a tartozasunk:
10000 000 - 1,005% - 111 020(1,005% + 1,005%° + ... + 1}. EbbS] & mértani
sorozat Osszegkepletét hasznabva: 13 488 302 — 111 020 - 69,77 = 5 742 633 F,
Tehdt nem a felvett toke felére fogy a tartozas félidé alatt,

S —
878; a) 5 év = 60 honap, évi 20% kamat havi 1,53%-ot jelent, mivel ¥/1,2 = 1,0153,
Mivel a felvett penz 1 000 000 Ft, a havi részletet x-szel jeldlve, a 60, honap vé-
gére akkor fogy ¢l a tartozas, ha:
[[(1 000000 - 1,0153 —x)» 10153 —x] - 1,0153 ...} - 1,053 —x = Q.
Ezt dtalakitva, a zarojeleket felbontva és rendezve;
1 000000 1.0153%° — x(1,0153% + 10153 + ..+ ) = 0.

Felhasznalva, hogy 1,0153 "% = 1,2, tehat 1,0153°" = 1.2° = 2.48832, valamint,
hogy a zardjelben egy mértani sorozat 60 egyvmast kivet6 tagja all, amelvnek
dsszegképletét ismerjiik:
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b

o

2,448 32 -1 e
1000 000 2,448 32 - x#— = (). Ebbdl x-et kifejezve:
L0133 -1 .
s . 1573
r == 488 320-0,0153 = 25 580 Ft. Tehal a havi részler 25 580 Fi.

1,488 32
A pillanatnyi tartozas az idé fiiggvényében a honap elmdltdval:

1 000 000 - 1,0153" —25580(1,0153" ' + 1,0153" 2 + .+ 1) =

1,0153" —1
=1000 000-1,0153" —=—————— .25 580 =
' ' 0,0153
( - -
= 1,0153{ 1 000 000 — = 580)+ 23580 _ _671895-1,0153" +1 671 895.
\ 0,0153)  0,0153

Havi Tekotés esetén a fiiggvénynek lépesosfiiggvénynek kell lennie, hiszen ha
egy hanap eltelte eloit vessziik fel, akkor az utolsd havi kamatot mar nem kap-
juk meg, legaldabbis havi lekdtés esetén nem. Ha folyoszamlarol van szo6, ahol na-
pi lekétés van, akkor a kamatot iddardnyosan kapjuk, igy az egész koordinataji
pontok kdzott egyenes szakaszokat kell rajzolni, tehat nem pontosan az exponen-
cialis fliggvenyrdl van szg.

Ft

1000 000 }

500000 1

10000 1

6 3 60  hénap

¢) A tartozas fele, azaz 500 000 forint a honap milva, de a b)-beli fiiggvenygorbe

konkavitasa miatt nem fele iddben fesz, amit az alabbi egyenldség ad meg:
1671 895 —671 893 - 1,0153" = 500 000, amelyb6l:

1171 895 = 671 895 - 1,0153”, Tnnen 1,744 164 = 1,0153" cbbll r = 36,64, te-
hat 36 hénap milva még t6bb mint a kolcsdn fele az addssig, 37 hénap mulva
mar kicsit kevesebb.

271




= = [J'__.
cos?(725) = 1 —sin?( 720y = 1 - 23 F10 =25 (+5-1)

880,

881.

832.

Tm_Gpplo_ME'rml(us EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK
2.13. Trigonometrikus egyenletek, egyenlétlenségek

2

6 _ 16 16
. . . /5~
Mivel cos (727 > 0, ezért cos(72°)=\34 1=ﬁ——,ezénaletakMré-szena
N !
— tort all.
4
a) sinx = -1
In
x:?+2k:r: keZ
b} sinx = 0 v sinx = -1
im
x=km vx=T+2mfr; k,meld
) |sinx| =1
i
=?+krr; keZ
1
a) cosx = —
2
7
x=§+2knf V;cz—g—f—?,mﬂ; kkmek
2
bYeosx=0 v cosx:—l?j
T " o
x=—+kn vx=—+2Ur v x=——+2ma; klmelk
2 3 3 ’ T
1
C) lcos x| = —
fovd =5
k14
3 +ka =—§+mn; k,melk
. 7z _ 14 e
2x+§—-§+2kﬂ v 2x+§:—§+2mﬂ; k,ime &
b4
x:krrvx=—§+m:¢; k,med
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h
| 883. Felhasznalva, hogy sin o = o8 (% — o J irhatjuk:

. 884,

885,

Ekkor—-—izifi—i 1|+ 2k (ke Z).
3 2 2@
Ga-vel szorozva: bx — 2@ = +(3:=z —3x-6m+ 12k,
e 1a . 4 4k+1 4
A pozitiv eldjel eseten x = --L;J'H- 4

a negativ eldjel esetén x = %J‘!’+(4k ~ Dyz” adodik.

Az elsé gyoksereghll k =0 &5 1 esetén esik az eredmeény a [0; 20] intervallumba:

g?r+1~r = 1,894 és —%:ﬂﬁsﬁr = [5,05;

=

a masodik gydksereghdl sosem (hiszen k-ra monoton névo az Osszefiiggés, értéke

8
pedig k = 0-ra -3—:r—;r ~~-1,5 ésk = l-re §ﬂ+33r = 38).
a

Mivel cosoc—sm(z—or] Yo eR, igy suﬂc—mnf’i—(x—E .
\2 s |_2 ~ 4

ke Z,
lel.

ke?,

Mivel sing = sinfi,hal &= J+2km
II. a+ f=a+2x

) 3 : 3
Iyl x= —4ﬂ-—.a:+2k:r, amibol x =%'—.k:¢
iz .
IL x+ i x=x-2n [eZ cllentmondas.

Az egyenlet megoldasa: x = 385 +kn kel

. . T . . A 4 .
A tangens ertelmezese miatt x # > +ka (ke ), illetve 2x — 3 # S+l (leZ)

-

5 I3
amibdl x # —ﬂ-——tr— (lel)
12 2

. ) < @
Miveltger =tgfhaoe = f+nw (BE 2, igy 2x - 37 X+ 8%,

amibél x = %—k nx (neZ).

273




TRIGONOMETRIKUS EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

! ] . . . . 4
- B86. A tangens es a kotangens értelmezése miatt x # & By (ke ).

1 S, 1 —
Mivel ctgx = . {a fentt valos szimokra), az egyenlet tgx — o = 2 alakba irhato.
Zx oy
tg 2x-2 tgx — 1 = 0 mésodfoki egyenlet gydkei:
3z
tgx = 1+ 42, amibdl x, = %—-m ~L178+Ix leZ,
. N o T
illetve tgx =1 —+2, amibdi Xy = ——g +rm=—03934+nw ne Z.

A . . ki3 .
887, a) Mivel a 181t nevezdje nem lehet 0: sinx = 0; cosx 2 0, azaz x # k 2 (ke Z).

i .2 .
Szorozzunk S -szel, kapjuk: 31112 * =33 ’
cos x cos” x cos X
- \2 .
vagy masképp: [Sm [ A )
Cos x ) COs X
' : _ x 3445 o
A masodfoky egyenlet gyokei: =tgx=— (kb. 2,618 és 0.3820),

amib6l x = 1,206 + &z vagy x = 0(-(3?%2{9 + ki, benne vannak az alaphalmazban.
Madsik megoldds:

Szorozzunk sinx - cosx-szel, kapjuk: sin®x +cos>x = 3 - sinx - COSX, vagy
masképp: 1= ;E-sin 2x, amibdl % =sin2x,

EbbSl 2x = 0,7297 + 2kn vagy 2,412 + 2k, és {gy x =~ 0,3649 + kx vagy

£ = 1,206 + ks, benne vannak az alaphalmazban.

b) A tangens és kotangens fiiggvény értclmezése miatt: x # SHk és x # kax

i

ks 1
azaz x # k% (k € Z). Feihasznilva, hogy crgx = IL kapjuk: oy 4-1gx,
ax g

2x

amibd] tg.x-szel valo szorzds utin:
1 =4 tgx—tg x, rendezve: tgzx—ﬁr tgx+1=0.
Ennek gyokei: tgx =2+~3 (kb. 3,732 és 0,2679).

Visszakeresés utdn x = 1,309 + k7 vagy x = 0,2618 + k, benne vannak az alap-
halmazban.

88?| a) Legyen a := sinx, igy 2a°-5a+2 =0, gyokei:a; =2; 4, = %

sinx # 2, mert—1i < sinx < 1 minden x € R esetén

. 1 i
sm.\::z, amib61x1=-§+2kﬂ (ke Z); x2=%+21:¢ (leZ).
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b) Felhaszniljuk, hogy cos 2y = 1 —sin“x, majd sinx = y-t helyettesitiink be:

yio(l—yH+3y=1,azaz 2y  +3y-2 =0,
) 1
A masodfold egyenlet két gydke: ¥, = 50 Y2 = 2.
35t
Ha sinx = l,akkor x= —E—?Jcnr vagy x = ?-]- 21z, ahol k, [ € Z.

sinx = —2 nem lehetséges, mert sinx = — | minden x € R esetén.

a) sin2x = 1 — cos *x azonossag alkalmazisival az egyenlet igy is irhato:
2
sin“x =0
x = km; ke Z
h) sin“x=1- cos’x azonossig alkalmazaséval az egyenlet igy is irhato:

2
3-deos“x =3
cosx =0

4
I=?+kﬂ’,

FS

keZ
¢) sin’x = 1 —cos 2 ¢ azonossdg alkalmazaséval az egyenlet igy 1s irhato:

2
deos“x =3
f:

fos = 2
cosxlz—
3

i g

x=—+kn v x:—E:—mﬂ:; k,melZ
6 6

adddik. Csak a masodik eset Ichet-

ta | —

l 890.| a) A megoldoképletbdl sinx = —4 és sinx =

seges.

4

ST
x= +2k:ﬂ1‘vx=—é—+2msr; kmelk

adodik, Csak a masodik eset le-

B | —

) A megoldoképlethdl cosxy = 3 és cosx =—

hetseges.

Iy ;
x:£+2k:rr W x:4%+2m51’; k,meZ

¢) cos?x = 1 - sin’x azonossag alkalmazasaval az egvenler igy is irhalo:
. .2
5+ 8sinx —4sin“x=10

A megoldokepletbd] sinx =— L és sinx = 5 adodik. Csuk az elso eset lehetse-

P
ges.

-

Pl s 117
x:—+2k:frvx=?+2m:r; k, meZ
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891.| a) Azegyenlet sin x-ben mésodfokd. A sin x = a helycttesitéssel ada” +4q -3 = 0

892,

. " L, e
cgyenletet kapjuk. Ebbdl ¢, = 3 illctve @, = —=. Ez utobbi nem ad megol-

Bt | e

d4st, mert minden x valés szamra |sinx| < 1.

. 1 74 \
SMx = = x = -g + 2k, ahol k € Z, illetve x, = % +2nm, sholn e £,

r

Ekvivalens atalakatasokat vigeztiink,

b) cos x-ben masodfoku egyenlet. A cos x = a helyettesitéssel a 3a 2 _44-4=0

. . . 2 - .
egyvenletet kapjuk. Ebbol: a) = 2, illetve a;, = ——. Az elébbi nem ad megoldast,
3
: L 2 o
mert minden x valos szamra ]cos x| <1.A cosx= -3 megolddsal nincsenek

x|
a megadott [O; :{ intervallumbati,

Tehat az adott egyenlemek az adott intervallumban nincs megoldasa,

c) Az egyenlstet megfeleléen rendezve: cosx = 1 —sin“x = cos’x,
cos”x — cosx = 0, majd szorzalté alakitds utdn kapjuk: cosxicosx - 1) = 0.
Szorzat akkor és csak akkor 0, ha valamelyik tenyezdje 0.
Ebbél adodik cosxy = 1, illetve cosx, = 0,

Ezek megoldasai a {0; 2s7[ intervallumban: x| = 0, illetve x, =

3| H
(%]
I‘Jla

siny = —cosx. Mivel sinx és cosx nem lehet egyszerre O (mert sin“x + cos“x = ]
¥ x e R), ezért aszthatunk cos x-szel,

4
tgx=—1,cbb61x=—z+k:r kelZ.

Ekvivalens lépésekkel kaptuk a gytkdket, czdrt ezek a valds szamok az eredeti
egyenletnek is megoldasai.

893. a) A tangens értelmezdse miatt x # o kr ke Z

- sin x -
Scosx =
COsSx

a .
Jcos”x = sinx.

Mivel sin“x + cos x = | Yxe R
5(1 —sin“x) = sinx
Ssin-x +sinx— 5 = 0, ennek gydkei 0,9050, illetve — 1,103,
[ sinx = 09050, ebbll x| = 1,13l + 207 nec Z;
Xy = 2011 +2fw  le Z.
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IL. sinx # —1,10%, mert —1 < sinx = 1 Yxe R
Ekvivalens 1épések utjan kaptuk a gydkaket, ezért ezek a valds szamok az eredeti
egyenletnek is megoldasai,

h} x # %+ kn ke Z, mert ekkor az egycnlet bal oldala 0, a jobb pedig nem Q.

! .
Ekkor vegigoszthatunk cosx-szel: tgx = —, amibdlx = 04636 +ln e Z.

A grafikonok helyzetébdl lathatd, hogy a metszéspontok elsé koordinataja a

S| . . .
{0; J—] intervallumban van. Ezen az alaphalmazon oldjuk meg a 2sinx = cosx
2
egyenletet,

Az eredeti egyenletnek nem megoldésai a cosx = O egyvenlet megoldasai, hiszen
ezekben az csetekben az eredeti egyeniet bal oldalan 2 vagy -2 &ll.

- 1
Osszunk mindket oldalon cos x-szel: tgx = —.

A metszéspontok elsé koordinatai tehat 0,4636; 0,4636 + ;. 0,4036 + 27

A masodik koordinatik rendre cos (0,4636) = 0,8944; cos(04636 + ) = —0,8944;
cos{0,4636 + 27) = 0.8944,

A hirom metszéspont: P(0,4636; 0,8944); ((3,6032; -0,8944); R(6,7468; 0,8944),

5 u haromszog egyik szdge, ezért - 15° < f— 157 < 165°,

Mivel sin{f - 15°) = 0,3588, ezért a fentick miatt ket lehetdség van:
f—15° = 21,03°, vagy f— 15° = 180°—-21,03° = 158,97°.

Ebbdl £ = 36,03°, vagy f= 173,97

f a haromszog epyik s70ge, ezért 153° < §+ 15° < 195°

Mivel cos(f+ 15 = —09848, a fentiek miatt ket lehetGség van:
A+ 158° = 170,0°, vagy f+ 15° = 190,07,

Ebbél £ = 155,0F, vagy = 175,0°

Hasznaljuk fel, hogy sin(12° — &) = —sin(« - 12°) = 0,91, ezért

sin{oe — 127 = 0,81,

x 2 haromszog egyik szoge, ezért —12° < o —~ 12° < 168"

Mivel sin (e — 129 = 0,91, ezért két lehetbség van: o — 12° = 63,517, vagy
o —12°=114,49°

Ebbdl & = 77,51°, vagy o = 126,49°

Hasznaljuk fel, hogy cos (72° — e} = cos (& — 72°) = 0,6018.

o 1 hdromszog egyik szoge, ezért —72° < o —72° < 108°

Mivel cos (& — 72°) = 0,6018, ezért & — 72° = —53,0°, vagy e — 72° = 53,0°.
Ebbdl ¢ = 19,0° vagy o = 1235,0°
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g__899.] A derékszdgil haromszbgben f = 90° — e, ezért a megadott Hsszefiigges igy is irha-
td: sin o + cos (90° - &) = 1,3289. A cos (90° — &) = sine azonossagot felhaszndlva
adodik: 2sin o = 1,3289, vagyis sin o = 0,6645. :

Az o hegyesszdg tehar 41,64, a fpedig 48,36°

900:' Szorozzuk meg az egvenlet mindket oldalat a pozitiv tge-val és haszndljuk fel,
hogy tgee-ctger = 1.
tg o+ 1 =2,6108-tge
g —2,6108 - tge+1=0
A megoldokeplethél tg o = 0,4603, illetve tgor = 2.1445 adodik.
o = 25,07 vagy & = 65,0°,

- 5 —

901] Tompaszég k_uszinusza negativ, czért coser = —1 - sin® o = —/0,84 = —1,9165,
, sl e
s lgy tgm = = -0, 4364.
COS o

. . f [ r——
902, Hegyessz0g szinusza pozitiv: sino: = V1 —cos® & = /0,8775 = 10,9367, ezérl
sin
toor = ——= = 2 675
Cos o

A L2 2

T v . . . sin“e 1-—-cos” &

.\_?_{}_ZQ,I Tompaszdg szinusza pozitiv, koszinusza negativ, tgle = 7= S =144
cos” i Cos” o

1,44 - cosZe = 1 —cos e
2,44 - cos o= |

cos’ e = 04008
Tehdt cos ot = —/0, 4098 = —0,6402; sine = V1 —cos® & = /0,5902 = 0,7682.

, . , 30-42 .51
A hiromszdg teriilete: ——q—-fl—-zq—sﬁ = 420, ebbdl sinex =

s

A keresett sz0g: o = 41,8% vagy ¢, = 138,2°

[FER

Megfegyvzes:
A haromszéget két oldala és a teriilete nem hatirozza meg egyértelmiien.
905, A 7,2 dm-es oldal és a 6,0 dim-es magassig egy derékszogl haromszdg atfogoja, il-
letve befogdja. A paralelogramma hegyes szége . sine=——. « = 56,4°, ama-
- I - ; r "J: .
sik szog ennek kiegészitd-szdge 123.6°

Megjegvzes:
E szigek meghatarozasihoz nem kellen fethasznalnenk a paralelogramma masik,
8.4 dm-es oldalat.
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A paralelogramma masik oldala akkor a legkisebb, ha éppen az adott magassaggal
egvenld, azaz 6,0 dm. Ekkor derékszogli paralelogramma, tehat téglalap jon létre.
Tehit a paralelogramma mésik oldala legalabb 6 dm.

¥
2a—

a) Muximalis kitéréskor y = +4, vagyis sin +¢ | =+l

7 3T
Ekkor &+ @ = + 7 1 2k, amibél ¢ = =+ 2km vagy — — + 2k,
4 2 4 4
avagy ,0sszefestilve” ¢ = %—1— ket (keZ)

. ahol az abszolutértékjel azért kell, mert az amplitado definicio

b} Ekkor A =

sin g
szerint pozitiv. Behelyettesitve az adatokat, ¢ barmelyik érteke eseien A =~ 2 ¢m.

a) u(0) = 230 -sin0 = 0; «(0,01) = 230 sinsr = (
21(0,015) = 230 - sin(1,57) = —230.
Az egyes idépontokhoz rendre 0V, 0V és -230V fesziiltseg tartozik.
b) A szinuszfiiggvény maximuma 1, minimuma —1, ezért a maximalis fesziiltség
2301V, a minimdlis pedig -230 V.
A szinuszfiiggvény maximumhelyeinek segitségevel:

1007 = =+ 2krr;

=—l—+k-—1—; ke N
200 50 o _ o
A maximilis fesziiltség eldszor a 0,005 s idépontban 1€p fel, majd ezt kévetden
0,02 mésodpercenkent.
A szinuszfiiggvény minimumhelyeinek segitsegevel:

1007 = 3; + 2k,

31

tke—,
200 30

=
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A minimalis feszliltség elészor a 0,015 s idéponthan lep fel, majd ezt kivetSen
0,02 masodpercenkent.
¢} 115 = 230 - sin(100s1)

1
— = sin(1007¢
> sin{ e}

100t = % + 2%k v 1007z = 563 + 2o

1 i s 1
=——tk— iz —— gy —- :, N.
600 " 50 T so0 ™ 50 k.meXN

A fenti (masodpercben megadott) idépontokban lesz +115 V a fesziiltség.

4 A
3 3.5 -

b) Eldszir akkor lesz maximalis a kitérés, amig az indulastdl ,.odacr” a jel 6s még
35m 0,2s
+ = 0,217 s,

t

A hullamhossz: 4 = 0T = 4,2 m.

a) A kitérés ekkor y = 4 em - sin

cgy negyed periddus milva eléri a szélsé helyzetet:
m
21 —
Ezutan fel periodusonként (azaz 0,1 s-onként) lesz maximalis a kitérés, persze
viltakozva egyik, illetve masik iranyba.

y , 2x . ; .
Bevezetve a fizikaban szokdsos o= Ea Jelolést, az egyes Osszeftiggések:
- 3 .
y=A sine:, vt=Aw-coswt, a=-Aw> . sinwr

a} Konnyen lathaté (és fizikabol jol ismert). hogy a = —wz'y.

A masik ket 8sszefiiggéshez felhasznaljuk, hogy sin*wt + cos “ef = 1. Mindhdrom
képletbdl kifejezve a trigonometrikus kifejezéseket:

. v 4] k2l
SInwf = <-=———, coser=——.
A Aw Aw

7oy 82
Y o o e . 2
b) 2 + | — ’ = 1, amibdl a kivint Gsszefiiggés: wzyz +ut =A%t

1o _ f I 2 { 2 2.
(vagy masképp v = Lo A® - y° = oy’ —y).

2 2

. [} i N 3 a ]

ch (—-——, +(——~1 =1, amibdl w v” +a° = A e”
Lo Aw” CAw

P fox 2 { -
(vagy masképp a= oA e’ —? = oy U, — o).
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2.14. EGYENLETRENDSZEREK

x+50=v ) .
Legyen a kisebbik szdm x, a nagyobbik y, ekkor: i } Beirva a maso-

Ax+vy=210
dik egyenletbe ¥ helyére az clsd egyenlet bal oldalat: 3(x + x + 30y = 210, amibél
2x + 50 =70, es x = 10. Az elsd egyenlethdl ekkor y = 60. (Persze megoldhaté a
feladat egyismerstlenes egvenletként is, lasd 620,) Tehit a kér szam a 10 és a 60.

i+ f=32

Legven az idésebb i, a fiatalabb féves, ekkor: n } A ket egyenlel dssze-

I — = =

gebdl, illetve kiilonbségébdl 27 = 34, illetve 2f = 30, vagvis i = 17 és f = 15. Tehat
a ket testver 17 es 15 éves,

Kerilljén egy doboz sarga festék s forintha, egy doboz kék & forintba, ekkor:
35 + 4k = 7840
45+ 3k = 3050}'
Az elsé egyenletet 3-mal, a masodikat 4-gyel megszorozva:
Os +12k = 23520}
16s+12k = 32200|
a masodikbol az elsét kivonva: 7s = 8680, amibdl s = 1240. Visszahelyettesitve ezt

peldaul az elsd eredeti egyenletbe, & = 1030.
Tehét egy doboz sarga festék 1240 Fr-ba, egy doboz kék 1030 Ft-ba keriil.

o X
Mig a roka elért a nyul kiindulasi helyéig, x utat tett meg — ezalatt a nyi] — utat.
a

A nyil a tragikus talalkozdsig tovabbi y utal tesz meg — a rdka a nyil kiinduldsi he-
Xy,
fyétdl 1,5y utat. Vagyis 3 % €8s

a) :1% + ¥ =120 — ekkor az egyenletrendszerbél y = 40 m és x = 60 m,

b) §+y=120—ekkorpedigy:80mésx= 120 m,

vagyis az elsd esetben 60, a masodikban 120 m tivolrol vette {ilddzébe a rdka a
nyulat.
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Legyen a csonak sebessége dllavizben ¢, a Duna vizének sebessége pedig 4. Ekkor
Karesz a parthoz keépest folydsirannyal szemben ¢ - o, a folyas iranydban ¢ + J se-
besseéggel halad.

24k k 24 k
Az els6 sehesseég oy —El-, a masodik pedig om =12 -1
h 2h h
c-d=41
Egyenletrendszeriink: >
’ c+d=12]

A ket egyenlet dsszegébdl, illetve killonbséuebdl 2¢ = 16, illetve 2d = 8, amibél
: k ,
¢ = &, illetve d = 4. Tehat a csénak allévizben 8 -lﬂ sebesseggel haladna, a Duna
1

vize pedig 4 % sebességeel folyik.

Legyen a hajo sebessége dllovizben #, a folyo vizének ereded sebessége pedig f.
Ekkor a bajo a parthoz képest folyésirdnnyal szemben 4 — f; masnap a folyas ira-
nyaban f + 2f sebességgel halad.

. L . bdk
Az elsd sebesség =20 _n, & masodik pedig 63 km =32 -linl
3,2h h 2h h
Egyenletrendszerink: 7 = 20|
enletre erfink: >,
By 2y = 32

A masodik egyenleth] kivonva az elsdt 3f = 12, amibl £ = 4, ezt visszairva pl. az
elsd egyenletbe i = 24,

km
Tehat a hajo alldovizben 24 " sebességgel haladna, a foly$ vizének (elsd napt,

km
aradds eldtti, eredeti) sebessége pedig 4 Eat

Legyen a repiilé sebessége szélcsendben r, a szél eredeti sebessége pedig 5. Ekkor
a repiild a talajhoz képest hatszelben r + 5, masnap a (fele akkora) szembeszélben
r— 0,35 sebességgel halad.

990 km

Llh

km 090 km km
=900 —, sodik pedig —— = 720 —.
- a masodik pedig L375h h

Az els6 sebesség

r+s=900]
r-0,55=720["
Az els egyenletb] kivonva a masodikat 1,55 = 180, amibdl s = 120, ezt visszairva

Egyenletrendszertink:

pl. az elso egyenletbe r = 780. Tehdt a repiils szélcsendben 780 == sebessézgel

haladna, a szél (elsé napi, eredeti) sebessége pedig 120 —I‘E}l—:l

182
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Legyen a két keresett természetes szdm x és y, ahol y > x. Tudjuk, hogy

919,

220.

921.

x+y = 256, valamint
y=8x+13.

Az elsi egyvenletbdl ¥y = 256 — x, ezt a masodik egyenletbe beirjuk:
256 —x =8¢+ 13, innenx = 27, v =256-27 = 229.

" Jeldlje x a 23%-o0s, ¥ a 653%-0s oldat sziikséges mennyiséget,

Ekkor tehat x + v = 110.

A 110 kilogramm 37%-o0s oldatban 110 - 0,37 = 40,7 kg 56 van (ha & % (Smeg%-ot
jelent). Az x kilogramm 25%-os oldatban x - 0,25 kg, az y kilogramm 65%-us oldai-
ban pedig ¥ - 0,65 kg $6 van. A 56 mennyvisége nem viltozik az Ssszedntés utin, tehdt
x-025+y-0,65=40,7.

¥ o .,‘.'0,23 )’ (},65— 40,;

x-0255+ (110 ~-x) - 0,65 = 40,7
71,5 —4x = 40,7, innen x = 77 (kilogrammy}, ¥ = 110 - 77 = 33 (kilogramm).

Legyen a tanulok szdma ¢, az asztalok szama a. Bkkor ¢ és 1 is természetes szamot
jeldl. Az elsd eset {(amikor minden asztalhoz 8 tanulo iil} a kévetkezd egyenlettel ir-
hato fel;

t=n-8+9,

A masodik eset egvenlete:
f=n-10-15,

A két egyenlathdl:
n-8+9=nr-10-15

24 = 2n

12 = &

I=n-8+9=12-8+9=105
Tehat a teremben 12 asztal van, a csoport pedig 105 személyb6l all.

Az apa életkora y, a {iué x. Az elsé feltetel szerint

¥—3=9(x-3).

A masodik feltétel szerine

¥+ 6=12(x-3).

Mindket egyenlethd] y-t kifejezve kapjuk:

Yx-3N+3=12(x-3)1-6

Ox - 27+ 3 = 12x - 36 — 6, rendezve

18 =3x

6=2x.

¥y=9x-3)+3=9(6-3)+23 = 30. Tehar az apa 30, a fitt pedig 6 éves,
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! 5'22—.:| Az elsé kosarban n, 2 masodik kosarban m dh alma van. Egyenletként felirva az elsg

feltételt:

2(n-5y=m+5.

A maésik feltétel szerint:

n+3=m-5.

Mindkét egyenletbd! kifejezve m-et, kapjk;
2(6-5)-5=n+5+5

2n—-10-5=pn4+ 10, innen

=25 m=n+10 = 35.

Tehat az ¢lsé kosarban 25, a mésodikban 35 db alma van.

. Il . 11t "
Legyen a gyorsabb lovas sebessége v ——, a lassabhe vy - Az els6 esetben
erc perc
5 perc alatt a gyorsabb lovas Yy 3, a lassabbik ¢, - 5 met tesz meg. A kéi at sz-

szege 2500 m, azaz v, 5+, - § = 2500.

A masodik esetben 25 perc alatt o gyoisabb v < 25 mi-t, 2 lassabh vy - 25 m-t tesz
meg. Mivel a gyorsabb lekérdzte a lassabbat, a megtert utja €ppen 2500 m-rel tibb,
azaz vy - 25 — vy - 25 = 2500,

A kétismeretlenes egvenletrendszer tehit:

3 (v + 1) = 2300, azaz v, + vy = 500, és

25 — vy) = 2500, azaz o —uy = 100,

Osszeadva a két egyenletet:

2u, = 600, azaz v, = 300,

v3 = 300 —v; = 500 - 300 = 200.

Tehat a gyorsabb lovas sebessége 300 ﬂ-, a lassabbs 200 -
peic perc

A gyorsabb korcsolydzo sebessege ¢, dl » a lassabbé v, o A korpalya egvik
GEC

. perc
pontjabél indulnak egymassal szemben, ckkor 3 perc alatt egyiitt 1800 m-t, a teljes

kort tették meg, Egy irdnyba haladva két ralalkozds (utolerés) kozbtt a megtett i
kiilonbsége is éppen a kér keriilete,

Egymassal szemben: 5p; + Sy = 1800.

Egy irinyban haladva: 1530 — 150, = 1800,

Megoldas: #) = 240—- =4 0, _ppp M _, m

erc 5 perc 8
A szvegbe helyettesitve lathato, hogy a kapott értékek valohan megoldasok,
Egymassal szemben: 5 - 240 +5. 120 = 1200 + 600 = 1800.

Egy iranyban haladva: 15 - 240 — 15 - 120 = 3600 — 1800 = 1300,
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Ha a téglalap oldalai a és b, atldja 20 m, akkor a Pitagorasz-tételt felirva

a+b% =400
Masrészt a keriilete 56 m, azaz
2(a+ h) = 56,

A masodik egyvenlethdl b = 28 — g, ezt az elsé egyenlethe beirva:
a’+ (28 —a)? = 400,

2a° — 56a +384 = 0. , |

A masodfoku egyenlet két gydke: a; = 16 és a, = 12,

Haa = 16m, akkor b = 12m; haa = 12 m, akkor b = 16 m.

A kert teriilete tehdt: ¢ - 6 = 16- 12 = 192 (m?),

A ket svam x €5 y; a két Osszelliggest felirva a kdvetkezd egvenletrendszerhez jutunk:

1+1 _ 2

x vy 24

*ry _ g (=0 s x =y
x—=y

Rendezés utdn az cgyenletek:
24y + 2dx = 5xy
X+y=>5x—Jy

A masodik egyenletbdl x = %y. ezt az elsd egyenletbe beirjuk:
3 3 o
24y + 24-Ey = 5-—2~y-y, azaz
15
ally = ?_v“.
Mivel ¥ # 0, ezert oszunk vele:
60 = 15 v, innen y = 8.
5 -
x=%-y=§‘§§:|2.
A megoldas tehat x = 12 és y = 8.
a) Peldanl x + y = 0, ekkor az egyetlen megoldas x = -2, y =2,
b) Példaul: 2x -3y +7 = (.
¢) Példaul: 4x - 6y +20 = 0,

a M= {% ; %)}

vy

b) M = {(6; 4}
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4(x+2)=3(}’—3)=36 A 3(_1;——3.)—(}:4—2):0; AE-2 oy 2
4x— 3y = 19 A x4 3v=1y

¥=10 A y=7y

M= {10 7))

Egy hordg bor x EZUBLEL ér: €2y hordé hor Uan v eyjgr vamat kel fizein;,
Az elss kereskeds 39 hordg bort vig, at g halaronf ezért 5% eziigr vamot kejj fizet-

A mdsodil kereskedq 13 hords bort Visz dt g hatéron, ezgp 18y exiigt vinot kel f.
] i 0.

59y ~5x = 4 1

18y — 25 = ~40j°

Az ceyenletretidszar Megolddsa r = 11p ésy = 10, vagyis €2y hordo hor éricke 110
CZiist &g egy hordé bor gy 10 eziist vamor kell fizetn;.

Az clss kereskedan ek az 59 ity tthords utdn 390 eziist vamot kellett fizetnie; 5 hor-

do bor értéle 350 ezijgt, igya készpénzber, odaadott 40 eziisttel valoban megfizeite

A Masodik kereskcdﬁnek a 18 arvig horde utgp 180 eziig; Vamot kellett ﬁzetnie; 2
hordé bor entéke 220 ezlist, igy 4 készpéuzben visszakapott 40 eziigrie) 3 s megfi-
zelte a vamgt.

x? +y? +21}‘~—2x}‘—-_}':x3 -2

40x — Ry=17

2y° ~y-i=g9]
e -2y~ 7 | |
Az elsé egvenletat megoldiképiee) Megoldva y = w5 Hletve y = adodik,

J

A mdsodik cgyenletbe tdrteng behelyettesitések utdn kapjyk.

m=lf L 1) (g |
w‘[(zm’ 2/ 1\40’1)}‘
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#;3-] a)xz(}ésyzf)_szijkscges.;_
= 2x=12-2vx A y=2x

—
x+\f;—520 NY=2V

x=2) Ay=2Vx oldis van: M = {(4; 4)).
(\E SR v l]| hetséges, ezért csak egy megoldis van: /
‘ -3 nem lehets :

fd
o sdhiz:
1:Icll'uk hozzd a masodik egyenletet az elsd
b) Adjuk b ‘
’)x+xfx——21=0:> >0 |
;\E S OJ yx = -2, illetve Vx =3 udb-
— letet megolddképlettel megoldva: vx = 5
Az elsé egyen e " “
s att).
dik. de csak az utdbbi lehetséges (Vx 2 0 mi
ik, da
Jx=3 |
53-y-17=0,

-934, d I Bg‘ae]l a=os - 4 Or 4z or de yﬂ]][C[IE T }.g}" ll’llal.O.
3 e5 . .

> illetve @ = 64 A b =9
ab = 576 J dszert megoldva; a =9 A bvz, 6]11 filliit:w
o igyen%it;ﬁ; definiciojdba visszahelvettesitve kap
dodik. Az a & A e O _
if = [(2; 3); (logs64; log,9)}. Y2 4.3 528 525 = 0, Meg‘:’ldokepjeue;
- igy is irhaté: (3%)% ~4 .3 o séges (37 >
b) Az elsd egyenlet 1‘:2 :: ir 729 adodik, de csak a masodik eset lehersé
3-1')’ — _725, illetve -

- - - i ¥ £ l el\ -

lens a kovetkezd: X
e X+y =5 3
E}zt—mi:gg]dva kapjuk: M = {(2; 3); (3: 2)}

: Amok x és y.
© 935, Legyenek az egész sza;ljg x
x+y =120 A xy =13 s
p=120-x A (120 ~x) = - :
Y= 120—x A 37— 120x+34:162= 0
}':120-x A (x=48 vxi";’ )‘,,:43)
ir_=48 Ay=T2) v (x=7'_,‘AJ72
A keresett égész szamok a 48 es a 72.

AR 5 M . N . 2 = 3456-
fgkfn%ziswo igaz ¢s igaz az is, hogy 48 - 7
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A pénzhez juté alapilvanyok szama a terv szerint x, az cgy alapitvanynak szant 0sz-
szeg y Ft volt. A szoveg alapjén (az Osszegeket ezer forintban szamolva}:

xy = (x +8)(y —300)

1000(x + 8) = x¥ + 9600}

300x — 8y = —2400

xy — 1000x + 1600 = 0}

y = 37.5x + 300 ]
x(37,5x + 300) - 1000x + 1600 = of
y = 37,5x+ 300 '

37,5x% ~ 700x ~ 1600 = 0}

A miasodik egyenletet megolddképlettel megoldva —, illetve 16 adodik, de a fel-
2

adat szbvege alapjan csak a 16 lehetséges.

Ezt behelyettesitve az egyenletrendszer elsé egyenletébe y = 900t adodik.
FErcdetileg tehat 16 alapitviny kapott volna egyenként 900 ezer forintot; végiil 24
alapitvany kapott timogatast, Gsszesen 24 millio forint értékben.

Ellenérzes:

A kezdetben rendelkezésre alld pénz:

16 - 900 ezer = 14 400 ezer = 14 millié 400 ezer forint volt.

A 9 millid 600 ezer forintes bevétellel ez az 8sszeg valdban 24 millié forintra nétt.

x db ércékpapirt akartunk venni; a kezdeti drfolyam y Fi/db voli. A sz0veg alapjan:
x(y+35y=12 000
(x+ 4y =12 000
x+3x=12 0001
xy + 4y = 12 000|
Vonjuk ki az egyenletrendszer 2. egyenletét az elsdbol:
Sx—4y =10
xy +4y =12 000
4

x:T}r
2

4 5

gy* +4y—12000=0

A most kapott egyenletrendszer masedik egyenlelét yz + 5y -15000 = 0 alakra
hozva, majd megolddképlettel megoldva y = - 125, illetve y = 120 adodik, de csak

a masodik gyok felel meg a feladat szovegének. Az egyenletrendszer megfeleld
megoldasa tehdt a (96; 120) rendezett SZAMpAr.
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Eredetileg tehit 96 db részvényt skartunk vasarolmi, és ekkor az drfolyam 120 Ft/db

volt.
Filendrzes: | | 000
Amikor az értékpapirokat megvasaroliuk, akkor az arfolyam %6 =125 Ft/db

12 000 = 100, ezert

voli és ez valoban 3 Fi-tal tibb az eredeti 4rfolyampal. Mivel

az is igaz, hogy 12 ezer forintért 4 darabbal tobb értékpapirt kaptunk volna.

A hiromszdg befogoinak em-ben mert hossza a és b; az atfogd a széveg szerint
410 cm hosszi és a + b = 490.
: 2 3
A Pitagorasz-iétel szerint a+b” = 410"
Megoldando tehat a kovetkezd egyenletrendszer:

a+b =490 A a’+b° =168 100. o )
Ennek megoldashalmaza M = {(400; 90); (90: 4001}, azaz a derékszogl ha{romszog
befogodinak hossza 400 cm &s 90 cm, a haromszog atfogoja 410 cm hosszu.
Ellensrzes: .

A 490 cm valéban 80 cm-rel t6bb, mint a 410 cm, tovabba:

400% +90° = 160 000 + 8100 = 168 100 = 4107, ezért a Pitagorasz-tétel megfor-
ditdsa miait a haromszdg valoban derékszogi.

A kackik élhossza x m €s y m. A szbveg alapjan:

xty=6 A x +y =7578

Tudjuk, hogy X+ y3 =(x+y) (x* - xy+ yz), pzért egyenletrendszerink igy is ir-
hatd:

x+y=06 A G{xz—xy+y2)=75,78. ' ‘

Az elst egvenletbél y-t kifejezve es a masodik egyenletbe helyetiesitve kap) uk:
y=6-x A X —x(6-x)+ (6-x)7 = 1263

y=6-x A 3x° —18x+2337=0

y=6-x A (x=19V x=41)

(x=19 Ay=41 v (x=4,1 A x=19. ,

A kocksk élhossza tehat 1,9 m és 4,1 m, ezért felszinik 6 - 1,97 = 21,66 m2, illetve
6 - 4,17 = 100,86 m?2.

Ellendrzes: _ ; ’
A kockék éihosszinak dsszege 6 1 térfogatuk 6,839 m3, illetve 68,921 m?; a két

(érfogat Gsszege valoban 75,78 m3,
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940. Az egyik osztily x tanuldja fejenként y Ft-ot fizet,
a masik osztély x + 4 tanuldja fejenkeént y — 100 Fr-ot fizet.
I xy =22400 xeZ* yelZ”
1L (x+4)(y —100) = 22 400
Az I-et figyelembe véve 11 igy alakul:
4y —100x - 400 = O, innen y = 25x + 100.
Ezi behelyettesitve az [-be és egyszerlibb alakra hozva:
F+4x—896 = (.
A feladat szévegének csak pozitiv erték felel meg: x = 28; y = 800.
Ezek a fenti feltételeknek eleget tesznek, & szivegnek megfelelnek.

Az egyik osztalyban 28 tanuld fejenként 800 Fr-ot fizeteti: 28 - 800 = 22 400, a mi-
sik osztalyban 32 tanulo fejenként 700 Fr-ot fizetett: 32 . 700 = 22 400.

Az osztalyokba 28, illetve 32 tanulo jar.

941.] A két szam x €s ¥.

xy =180 o 180 . . o
4 Az elsdbdl x = —, ami behelyettesitve a masodikba
x° -y =81 ¥
18¢°
—85— - }?L =81

}}

o2 +8Ly7-180% =0

2 r ) : 13 L3 1 - r [}
Az y*-re adddo negativ értek nem vezet megoldasra, mert nincs olyan valds szam,

amelynek négyzete negativ. Az yg-re kapott pozitiv értek 144, ebbadl
y =12, y,=-12,a hozzajuk tartozod x értek
xl = 15, x2 = -—15

A kér értékpar kielégiti az adolt egvenleteket és a feladat szovegének megfelel.

042 Az egyik barati tarsasag x f6b6l allt, a mastk x -1 f6bol.
Fejenként y Fi-oL, illetve ¥ + 5000 Ft-ot nyertek.
xy =150 000 )
(x — 1)y + 5000) = 150 ooof
Az -t kikiiszobolve kapjuk: Z-x-30=0,

ennek gyokei: x; = 6, x; =-3,de itt csak a pozitiv értek johet szOba (emberek szi-

ma), ennek megfelelden y; = 25 000,

A két tarsasag eszerint 6, illetve 5 taglt volt, fejenkénti nyereségiik 23 000 Ft, illetve

30 000 F.

A feladat szdvegébe helyettesitéssel i gazothatd a megoldas helyessege:

6 - 25 000 = 150 000, illetve
5-30000 = 150 000.
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A derékszog csicsa 0, az innen tavoladd test kiind}l_lési 1::0_m;ja a'megﬁgy‘elés lr{ez—
detén az egyik szaron P. A csticshoz kizeledd test kiindulasi pontja 2 mas.l.k sz4ron
a megligyelés kezdetén Q. Legven x = 0P, ¥y = 0Q. Az OPQ haromszog derek-
szdgil, afogoja 14. A testek 1 sec alatt
4 métert eszoek meg. Az ujabb megfi-
gyelési helyst P’ illetve Q-vel jel&ilye
a kapott OP'Q’ deréksz0gll hiromszog
befogdl OF' = x + 4, 00 =y—4, a-
fogdia 16. .

X2 4y =196

- 4y = 256}

Az epyenletrendszer pozitiv megoldi-
sa

y =799 (= 8,00

x= 1149 (= 11,5) _
Az x-re €s y-ra kapoit negativ ertek nem megoldasa a fel adatnak.
A kapott poziiiv értékek megfelelnek a feladat szdvegének. i o
Az clsd megfigycleskor a cslicsponttol a ravolodd test 11,5 m-re, a kivzeledd pedig
8,0 m-re volt. ‘ ) o o
Megjegyzés: a cstics felé kozeledd test a kiindulasi helytol az adoft id6 (1 sec) alatt
nem éri el a derékszog CSUCSAL.

A, eset o
Ha 5 s mulva még mindketten a keresztezddés elott vannak:

; n
sebessége X 7
5

. m
schessege vy —
o

L (60-3x)7+ (80~ 37 = 70°

II. (60 - 50" + (80 - sp)? = 50°

L 0x2_360x+ 9y —480y +5100=0
[ 25x% — 600x + 25y~ — 800y + 7500 =0
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S
Szorozzuk be a I egyenlatet E-del, vonjuk ki az I. egyenletbdl az igy kapott IL

egyenletet, rendezes utan:

—144x — 192y + 2400 = 0, ebbdl

y =—0,75x + 12,5,

Ezt valamelyik (I. vagy IT) egyenletbe visszahelyettesitve x = 6 és y = 8 adodik.

Tehat ha mindketten a keresztezddés eldtt vannak, akkor 6 —, illetve 8 n sebes-
8 S

séggel haladnak a keresztezddés fele, és 5 s milva még mindketten a keresztezodés

el vannak.

B. eset

Ha 3 s milva a keresztezodéstdl 60 m-
re levé mar athaladt a keresztezddésen,
de az eredetileg 80 m-re levd roég
ne, és 3 s milva sem;

I (3x— 6007 + (80— 3y)~ = 707,

IV. (5x—60)7 + (80— 5y)% = 507

Az egvenletrendszer ugyanaz. ennek
megoldisa:

m m X
x=60—, y=8—, de ezzel nem &r-
5 8

nek 4t 3, illetve 5 s alalt a keresztezodésen.

C. eset

Ha 3 s mulva még nom, de 5 s mulva
valamelyik mar dthalad a keresztezo-
désen, pl:

V. (60— 3x)7 + (80 - 3w)?

VI (5x—60)° + (30 - 5y)° = 502,
Ugvanazt az egvenletrendszert kapjuk,
hiszen (@ —b)° = (b—a)”.

Tehat a feladat megoldasa: a kereszte- L

AGim

0%

zfidéstal eredetileg 6¢ m-re levd 6 —, .
s

a 80 m-re levd 8 E, sebességgel halad a keresztezGdés feld (s a feltetel szerint
5

3 g, illetve 5 s alatt nem érik el a keresztezddést).
Az érdekes az, hogy a sebességek értéke minden esetben azonos, tehdt a valasz:

m , m ]
6 — €s 8 — sebességgel haladnak.
8 §
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Eredetileg x db kosarunk van s egy-egy kosarba ¢ db alma fér, x kosarba cx db alma.
Flsé alkalommal: {a+ 6)x = 360, (L)
ha lenne még tovabbi 2 kosarunk:  a(x + 2) = 360. (11.)

A IL-bol g-t kifejezzitk: a = o0 és behelyettesitjiik L-be. Ezzel a-t kikiisziboljiik

X—-
s igy kapjuk az x* + 2x — 120 = ¢ masodfoki egyenletet. Ennek negatv gydke a
feladat szivegének nem felel meg, a pozitiv gydk: x = 10. Ebbd)] az e-ra 30 adodik.
10 kosarunk van és egy kosérba 30 alma fér el.
A szdveg alapjan megallapithato, hogy ezek az értékek valoban megoldasok. Tud-
niillik: 360 almat 10 kosarba gy tudnank elhelyezni, hogy mindegyikbe 36 almat

tennénk, 12 kosdr esetén mindegyikbe ]—9 =30 alma keriil.

Megjegyvzés: ha a kiinduld egyenletrendszert igy irjuk fel: ax + 6x = 360 (L
és ax+2a = 360, {IL"

akkor ebbdl azonnal lathatd, hegy a = 3x.

igy 1.-be vagy Tl.-be helyettesitve. a 3x? + 6x— 360 = 0 masodfokt egvenletet

kapjuk. A folytatast lasd fent.

A haromszdg oldalai legyenek «, b és ¢. Ekkora > 0, 2> 0, ¢ > Q.

I. a+b=12 a=12-b
I. b+c=13 c=15-5
. c+a=17

(15-B)+(12-h) = 17
A hdromszog oldalai 2 = 5cm, a =7 cm, ¢ = 10 cm. Létezik ilyen haromszog.
mert ezekre az értékekre fennalinak a hiromszog-egyenldtienségek,

Madsik megoldas: 1.+ 11 +1IIL 2{a+b+c)=44
IV. g+bh+ec=22
W.-L c=10
Iv. 1L a="7
IV, - 1IL b=35

A motorcsonak ,sajat” sebessége: v, a folyo sebessége ¢, mindkettd allando.
a folydn felfelé lefelé felfeld 5 lefzlé
ut (km) 6 g 42 42
{km
sebesség —J v—c o v-c v+c
 h
e 6 8 42 42
1do (h)
v—c v+ v—C V-
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A feladat szivege szerint felirhatdk a kovetkezd egyenletek.

L 6 _ 3
t—¢  vHC
42
1L A2 + :4+L:EJ
t—e v+c 12 12

Erdemes az elsé egvenletet 2-vel, a masodikat 7-tel osztani, majd a nevezdkkel vé-
gig szorozva kapjuka  3v+3c=4v—-4¢

ésa T20+72c+720~-T2c=Tw -9 egyenleteker.
Osszevonas, rendezés utn: v = T¢ ()

s TF — 144y — Te” = 0.

Ezcket figyelembe véve kapjul:
7(49¢™) — 144(7¢)— 7 = 0. /27
48¢% - 144c = 0
c{e—-3)=0
¢ > 0 miatt csak ¢ = 3 és v = 21 jOhet szoba.

/- 48, majd szorzattd alakitjuk

Tehat a motorcsonak ,.sajar” sehessége (azaz allovizben) 21 o a folvo sehessége

k
3 Tm Ekkor v+ ¢ = 24, v—c = 18, A feladat szbvegébe helyetiesitve megalla-

pithatd, hogy a kapow ¢ és v értek megoldist jelent, ugyanis teljesiil:

6 1, 8 1 L., 42 42 7 7 49

—== € —==, tovabbd —+_—=_+—-=—=.

18 3 24 3 18 24 3 4 12

Mdsik megoldds.

Az I egyenletbél kaptuk a (%)-gal jeldlt osszefuggebt Ezt behelyettesitjiik a I1.-ba:

42 42 49 6
—~ + 2= = — | Bzt végig szorozhatjuk = -tel: — + —
8¢ 6¢c 12 7 ic 3¢ 6

re hozas és egyszerlisités utin ¢ = 3 adodik.
A () sor alapjan v = 21. (A befejezést 1asd az elébbi megoldasnal )

, amibdl kdzis nevezod-

Tudjuk, hogy egy 6 méteres alagit épitési koltsége 23 000 000 Fr, tehit a megadott
koltségképletbe behelyettesitve az x = 6 ertéket:

23 000 000 = ba + 36H /-2

46 000 000 = 120+ 72k

A 12 méterese 54 000 000 Ft, azaz: 54 000 000 = 12a + 1445,

Ha kivonjuk ebbdl az egyenletbdl a masikat:

000000 =726 = b£=111111,1

Visszahelyettesitve pl. a mésodik feltetelbe:

54 000 000 = 12a =+ 144-111 111,1
12a = 38 000 000 = a = 3 166 666,6
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Ezutan a 15 m hosszu alagat kéltségei:
C =153 166 666,6 + 225 -111 111,1 = 72 500 000 (Ft).

Fejezziik ki az elsé egyenletbSl x-et és helyeitesitsiik be a masodik egyenletbe:

2V
(”‘ +\/ =5
LY

Bty %_tel beszorozva egy masodfokira visszavezetheté negyedfoku egyenletet
kapunk: y -5y 44 =0
Legyen v = aq, igy a’—5a+4 = 0, melynek gydkei 1 és 4.

Hay® =1,ebb8l y, =1, x; =2
ya=-1 xp=-2
Havy?=4,ebb8l y3=2, x3=1

=-2, x3=-1
¥4 = 4
A kapott rendezett szampéarok az eredeti egyenletrendszer megoldasai.

Masik megoldas: .
Az 1. egyenlet kétszeresét levonva, illetve hozzAadva a masodik egyenlethez kapjuk:

, . a x+y=3

T2y =9 = (x-y) =9

x D (=] <r+v=—1
x—y=1,

2 =2xy+yi =l = (x—3)° —1< L
\:-—}:_.

Az egyenletek megfelelé parositdsa utan az [. megoldds eredmenyeit kapjuk.
x=8 y=-2

1 1
Atdrtmiatt ¢ 2 0, b # 0. Legyen x:= ;; yi= >

igy az egyenletrendszer

3 2 13
I —x+—-3y=—

2 5 20
L 5x—ty=>2
CPTRY T

Az 1. cgvenletet 5-tel, a IL-at 6-tal szorozva, majd a két egyenletet Osszeadva kap-

2 .
juk: x = 1,5, melybdl a = -;— Ezt az eredeti egyenletrendszer valamelyik egyenle-
1
tébe helyettesitve kapjuk: b = — e

(2 1 ,
A L—“, - 1) szampdr az egyenletrendszer megoldasa.
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Elsd oszualyn 500 Ft-os arucikkbdl x db, mésodosztalyn 300 Fe-os arucikkbdl
1200 — x db volt. Ezek ara: 500x + 3001200 — x). Ha minden darabot 600 Fi-ért ad-
nak ¢l, a haszon 50%.

1,5[500x + 30001200 - x)] = 600 - 1200

Ebbadl x = 600, azaz 600 db 500 Ft-os és 600 db 300 Ft-os dru volt,

Ezek osszértéke 600 - 500 + 600 - 300 = 480 000 Fr, 600 Fros egységar esetén
1200 - 600 = 720 000 Ft lenne a bevétel. 1.5 - 480 000 = 720 000, tehat 50%-o0s a
hagzon.

Masik megoldds (egvenletrendszerrel):

Ha 500 Fr-os darucikkbdl x db, 300 Fi-osbdl ¥ db van:
x4y = 1200,

Ezck ara: 300x + 300v.

600 - 1200 = 1,5{500x + 300y)

Ebhdl x = 600; y = 600.

Legyen a kétjegy{l szim elsé szamjegye x, masodik szimjegye y. (x € N*; y e N™;
1=2x<9 12y<0),
Az eredeti kétjegyd szam 10x + y.
A felcserélt szam 10y + x.
A feltérel szerint 10x + v — 45 = 10v + x, amibdl y = x - 5.
Az eredeti szamot 12,5%-kal ndvelve es a szamjegyek dsszegevel osziva
L125(10x +y) g
x+y
Az y-ra kapott éridket behelvetesitve x = 7, y = 2 adodik. Tehdt a keresett kétje-
gyl szam a 72.
A felecserélt szdm a 27, amely 45-tel kisebb az eredetingl.

112572
Az is teljesiil, hogy T7 -9

Az egyik csoport x ¢ra alatt, & mésik csoport ¥ dra alatt végezné el egyedill a teljes

munkat, Igy 1 ora alatt az egyik csoport egyediil a teljes munka — részet, a misik
x

b
csoport ~— részét vegzi el

¥y
16 dra alatt szedték volna fel egyiitt az Gsszes burgonyat:
16 16 }
—+—=1 (L)
x .
Az elsd csoport 30 + 4 = 40 drat dolgozot, a masik csoport 4 Ordt, igy befejezték a
munkat.
40 4
— 4= (1L}

x oy
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A (IL) egyenlet 4-szeresébOl kivonjuk az (1) egyenlelet:

Tehat az egyik csoport 48 ora alatt, a masik csoport 24 ora alatt végezne el egyediil
a teljes munkat.
Ellendrzes:

3o . NP
36 Ora alatr az egyik csoport i—g = részét végzi el a munkanak. Egylitt 4 6ra alatl
fg + % = % részét vepzik el a teljes munkanak, igy befejezik a burgonyaszedést,

f16 16 s . .
16 dra alatt egyiitt \E + CYie 1] elvégzik a teljes munkat.

-

A teremben x sor és minden sorban y szék van,

A teremben levd Dsszes szék szdma:

xy = 330. (I}

Ha a sorok szédmat 3-mal megnéveljik (x + 3},

és soronként 2-vel tébb széket teszink (v + 2),

a teremben levd Bsszes szék szdma:

(x+3)(v+2) =425 (1.}

xy+2x+ 3y + 06 =425,

(L)-et figyelembe véve:

2x + 3y = 89,

Ebbdl x-ct kifejezve: x = 44,5 — 1,51

Ezt behelvettesitjitk {I.)-be:

44,5 - 1,5v)y = 330,

1,5y% — 44,5y + 330 = 0.

Ennek megoldasay, = 15, y, = ﬁ Csuk az y, = 15 megoldasa a feladatnak, mi-
i

vel y az egy sorban levd székek szama.

-

A teremben = 22 sor van eredetileg.

Ha a sorok szamat 25-re, az egy sorban fevd székek sziamét 17-re novelik, akkor a
teremben 25 - 17 = 425 iiléhely lesz.

Tehat eredetileg 22 sor és minden sorban 15 szék, a mésodik elrendezésben 23 sor,
és soronként 17 szek van.
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séggel halad a vonat. T-ben talilkoz- 4 T B

nak, a taldlkozasig eltelt idé ¢ (h), te- v PR
hat: A ——-] Uz l T |
by -1+ by £ = 400, (L) VR R

A-bol B felé, a talalkozas utan 7B tdvolsagot az A-bdl induld 3 ora alatt teszi meg,
ugyanezt a tavolsagot a B-bél induld £ 1d6 alatt v, sebességgel teite meg, igy

‘Uf,_{f = 3. (2)

B-bol A felé a taldlkozds utin TA tavolsagot a B-bdl induld 80 perc = % oOrz alatt

teszi meg, ugyanezt a tavolsagot A-bdl induld r idé alatt v, sebességgel tette meg,

igy:

4

vl =, '3 (3)
(2.) es (3.) egymassal osztva, majd rendezve:
"«'12 _4
0, 9
mivel —L~'L>O = i:z.

Uy v, 3
Ezt (1.)-be helvettesitve: vyt = 160 = AT = 160 km; BT = 240 km.

Ezeket (2.) és (3.)-ba helyeltesitve: v, = 80 %; vy = 120 kTm

A talalkozasig 2 6ra telt el, a talalkozés utdn A-bol induld valéban 3 ora alatt ér B-

be, a B-bol indulo % ora alatt ér A-ba.

A derékszdgli hiromszdg koreé irt kor (azaz Thalész-kér) sugara 3 cm. Az atfogéhoz
tartozd magassag ennél nagyobb nem lehet. Ilyen hacomszog tehat nem létezik.

A legravidebb magassig az atfogohoz tartozik (ez tudniillik rovidebb mindket be-
fogonal, amelyek a masik két magas-
sdgot jelentik).

Az atfogon létrejove két szakasz hosz-
sza legyen x és x + 1, ekkor a hosszabb
befogd hossza 2x — 1. A maésik befogo
hosszat y-nal jeloljik.

Az atfogohoz tartozéd magassigra er-
vényes a mertanikzep-tétel:

me = xx+ 1),

Ezt is felhaszndlva felirhatjuk a Pitagorasz-tételt az egyik kisebb és az eredett ha-
romszdgre.
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IL @x-D7=@+D7+xx+1)

L y? = Qx+1)%~(2x—1?

. . 7 . . .
Az L-bél a pozitiv gyik x = 5 ennck ismeretéhen a I1.-bol:

y2 = 28, illetve y = £2v/7, de ebbél csak a pozitiv ének jelent megoldast.
A hiromsziég oldalai: 27 cm, 6 cm, 8 cm, ezek a kdvetelményeinek megfelelnek.,

Megjegyzés: a feladat a befogo tétel kétszeri alkalmazasaval is megoldhato.

Legyen a keresett k&t szam: x és y.

. x+y=06
1 1 3 ] x+y 3
—t—== innen =—
x ¥y 4 xy 4

. ., 6 3
Az L-etis figyelembe véve — = e azaz xy =8 1L
Az 1. és 1L.-bol Allo egyenletrendszer megoldasa, azaz a keresett két szam 4 és 2,

amelyck a feladat szdvegének megfelelnek.

A paprika ara x Fukg, a paradicsom é&ra y Fr/kg.

dx+3y =930

LLax+y =330

Az egyenletrendszer megoldasa: x = 120, y = 130. Tehat a paprika ara 120 Ft/kg,
a paradicsom ara 150 Fukg. Ezek az ériékek a feladat szovegének megfelelnek, hi-
szen teljesiil, hogy 4 - 120+ 3 - 150 = 930, és 1,5 - 120 + 150 = 330.

az egészet egyediil elvégezné | 1 ora alatt elvégzi a munka
. . ) 1 ..
Az elsd munkds x éra alatt — -cd részet
X
A masodik munkis y Ora alat —-0d részét
¥

A feladat szdvegének megfelelden az egész (egységnyinek tekinthetd) munkat el-
végzik:

az elsé elgondolas szerint: L 5.8 = 1
r v 2 i
_ . . 18 1z |
a masodik elgondolas szerint: 11 —t—=1
x oy ]
9 6 1
Ezt 2-vel osztva kapjuk: IL' —+—=—_.
x vy 2
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. g 1 .
L-bél kivonjuk a [L-t: — = 5 ebbdl: ¥ = 16.
¥ 2

Ezt behelyettesitve az egyik cgycenletbe, kapjuk: x = 72.

Ha egytitt dolgoznak ¢ 6ra alatt végeznek a munkaval,

t ! . 144

—+—=1, innen ¢t =——=13,09,

16 72 11

Ha egyiitt dolgoznak, a munkat 13,1 ora alatt végzik el. A kapott megoldis megfelel

a feladat szdvegének.

Megjegyvzés: a feladat az x és az y ismeretében Ujabb valtozo bevezetése nélkiil,

egyenlet nélkil is megoldhato:
I 1

Ha egyiitt dolgoznak, akker ¢gy Ora alatt a munka — + —— =
e 72 144

. . . . 144
szét végzik el. Az egész munka elvégezhetd 1 ora alatt.

9+2 11 )
= ——-ed re-
144

64

Az eredeti téglalap oldalai a és b. Elso valtoziatds utdn a teriilet ndvekedése
(a+3)b+3)—ab=30; 3a+3b+9=30Innecna+h="7 ()

A misodik valtoztatds utén az j téglalap terilete: (@ — 3) (b + 3) = ab - 9.

Ebbdl: 3a—-3b =0, azaza = b.

Figyelembe véve a (x)-ota = 3,5, 6 =33,

Az ercdeti téglalap tehdt négyzet, oldalainak hossza 3,5 m, keriilete 14 m. Ez meg-

H

965.

felel a feladat szivegének, tudniillik az eredeti téglalap teriilete 3,52 = 12,25,

Az elso valtoztatas utan 1z négyzetet kapunk, oldalainak hossza 6.5 m, teriilete
42,25 m? (12,25 + 30).

A masodik valtoztatassal kapott téglalap oldalainak hossza: (.5 m, illetve 6,5 m, te-
ritllete 3,25 m2 (12,25 - 9).

, , m , e km
A folyo sebessége: ¢ —, a motoresonak sebessége allovizben: v —. A motor-
ora ora
csonak sebessége a folydn felfelé (a folvas iranyaval szemben) v - ¢, |
lefelé (a folyas irinyaban) ¢ + c.

Az egyenletes mozgdsra vonatkozo Osszefiiggés szerint:

20 42
elso alkalommal 4 ora alatt tette meg az utat: + = 4.
v-c Uv+c
30 30 125 :
— = 4 + —-=—, !
v—c v+c 6 06 957.
Masodik alkalommal 4 éra 10 perc alatt tette meg az utat.
Ezen egyenleteket 2-vel, illetve 3-mal osztva:
10 21
L + =12
v—c v+e ’
I 10 10 25
' v—c wv+e 187
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25 .
1 =2—£1ebb0]ﬂ+c=18‘ ()

I.-1L

U+¢ _
T1L.-at az 1.-be vagy IL.-ba helvettesitve kapjuk: v—c = 12, (IV,)
L + IV. v =13, illetve ¢ = 3.

. . um . e e km
A folyd sebessége 3 ——, a motorcsonak sebessége allovizben 15 —.
Ora ora

A feladat szévegével Gsszevetve lathatd, hogy a kapott eredmény helyes:

o . 20 , 42 .
az €136 alkalommal a szitkséges id6 felfelé: 12 lefele: —, ezek Osszege: 4

o , 3 o 30 , 1
a masodik alkalommal a szilkséges ido felfele: o lefele: :ILS Osszeglik: 4+ r
Akétszam x ésy. Igy x+y =32
x—y=8 ]
Megeldas: x = 20; v = 12. A feladat szdvegének megfelel.

Akétszamxésy. [gy x+y =32 |
X -yt =256
Megoldas: x = 20, y=12.
Minthogy 20 + 12 = 32 &5 400 ~ 144 = 236, a kapott két érick a feladar megoldasa.

2 —dyt = 0}

xy—yz =2 | =x==12

Ha x = 2y, akkor ¥ = 442 s x = 4242
Ha x = — 2y, akkor -3¢ :
tehit M = {(232; ¥2); (-242: = V2)}.

Behelyettesitve az eredeti egyenlerendszerbe, azt kielégitik.

= 2, nincs ilyen valds v,

a) A pozitiv valos szamparok halmazan: (Z\E; 23

b) Nincs raciondlis szampar megoldés.

¢) Megoldas-péarok a rendezett valés szamparok halmazin:
(2425 +2) 85 (=242, —+2).

Eredetileg x szal rozsdt akart venni Szabolcs a pirosbol és a fehérbél is. A fehér dra

szalanként £ Ft, a pirosé 1,2 Ft.

Az eredeti elképzelés szerint x(f+ 1,2f) = 1320, (1}

az ajanlat utan: (x + 3)f + (x + 3)0.8f = 2160, azaz (x + 3) 1.8 = 2160.  (IL)
Az 1. egyenletbol: 2.2xf = 1320, ebbal xf = 600.  (IIL) '
A IL egvenlet igy is rhatd: 1,8xf +54f = 2160, (IV)
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A IIL-at a 1V.-be helyettesitve kapjuk: 1.8 - 600 + 5.4f = 2160, ahonnan f = 200,
ezt figvelembe véve a IIL.-bdl adodik, hogy x = 3, &s ezérl p = 240.

Eredetileg 6 szélat akart venni Szabolcs, ekkor egy szdl fehér rdzsa ara 200 Ft. a pi-
rosé 240 Ft. A kapott értékek a feladat szovegének meglelelnek, mert eredetileg 3
fehér és 3 piros rozsat akart vasarolni 3 - 200 Ft + 3 - 240 Ft = 1320 Ft-ért. Az ajan-
lat utdn 6 feher és 6 piros rdzsat vasarolt: 6 - 160 Ft + 6 - 200 Fr = 2160 Fr-ért.

; 1 1 5]
! 968. 1. + =—
: x—y x+y 8

. 2 1
1L - =
x—y x+y 8§
3 3
L +1L ==, ahonnan x—y=2  IIL
x—v 2
Ezt pl. az [.-be behelyettesitve: x+y=8 IV
A L. és [V.-bél allo egyenletrendszer megoldisa: x = 5 y= 3

. 1 5, 2 1
Ez a megoldasa az ereded egyenletrendszernek is, mert 5 + R és

15 teljesiil.
{ 969, a) A nevezd miatty = 0.

Az egyenletrendszer elsé egyenletébdl [2x+y| = 4, igy egyenletrendszeriink
két epyszeriibb egyenletrendszerre ,esik szét™

2x+y=4 2x+y=—4
k=gt vagy  yolyl
v 2 v 2
2 2
—+y=3 —+y=-5
}! ram- J\‘?
1,1 e 1,
X =—-4— = —+—
y 2 y 2
y2—3y—:2=01 | y2+5y+2=0l
1 1 vagy 1 1 >
x=—+ J r=—+- J
y 2 y 2
A masodfoki egyenletek megolddsa és behelveresités utan kapjuk:
73 3417 5417 ) (3417 54417
M=<(1:2); =L} : ; ; ‘
2 4 2 4 2
b) (x - 33)% = 251
v = 9 . l J és ¥ +* U
}!
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|x—_}' =35

|
x=9——

N
x—3y=35 r~3y=—51
T:g—l vagy x:9_"]'-' J

¥ v
9——-3y=3 9—1—3_J:—ﬂ

y o ¥

1 vagd 1
x=9—~ x=9-—

-\? }F
3y* —dy+1=0 32 —14y+1=0

1 oy
x=9-- J> vagy x=9—l J

¥ ¥

A masodfoku egyenletek megoldisa, majd behelvettesités utan kapjuk:

— 7_.Jas _ 16 )
Mz{(S; 1); (6; %}, (2—{46; %J, (24—\,’46; 7+j46]L.

RN

. 970, Veh%tjuk mindket egyenlet mindkét oldaldnak 10-es alapd logaritinusat, ha x > 0,
y >0
lg(x'8%) = 1g 10
lg(x-y) = 1g 1000
A logaritmus azonossdgait felhasznaiva

lgy - lgx =1

lgx+1gy =3,

Legyenlgx = a; lgy = b, ekkor az egyenletrendszer:
a-b=1

a+6=73

A mdsodik egvenlethdl = 3 - a, ezt az elsd egyenlethe beirva
ad—gy=1, azaz
0=a’-3a+ 1.

e o = -
34 3-45 3+ 3+4/5
Innen ¢ :%S,ekkur b = ; Ly = > ,;S,Bkkm by = ; .

Fethaszndlva, hogy x = 10%, y = 10", a feladat megoldasai:

{345 ERN {oafs 3+-J§]

‘1002 210 2 cés |10 2 210 % .

\ J

Ellendrzéssel belélﬂlaciu}(, hogy ezek valdéban megoldasok.
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;1 ,,+] Atortekmiata = 1; a»-3, b0 b=-1
-2 =0
a+3 b
)
I ——==
a+3 b
Ebbal ,.a”-t kifejezve: ¢ = 1,56 -3 (LI} ezt az (L} egyenletbe helyertesitve
4 5
I ——=1
@) .5b—4 b+!

4(b+ 1)-5(1,5b-4) = (1L3b-4} (b + 1).
Innen 1,562 + b—28 = 0.

A masodfoku egyenlet megoldasa:

14
by=4 b= —3
visszahelyettesitve (IIL)-ba g, = 3; a4, = -10.

Tehdt az egyenletrendszer megoldasai a (3; 4) s {—10; — %} szAmparok.
1) xy+(x+y)=29] Legyen xy =:

(L) xy-2Ax+y) :2} x4y =i

() a+b=29]

av.y a-2b= ET

Vonjuk ki (II1.)-bol (IV.)-et.

36 =27
b=9 a=20
(V.) xy=20

(VL) x+y=9 = x=9-v

Ezt behelyettesitve (V.)-be:

©-yy=20

y2 —9y+20=0.

Ennek megoldasai: y, = 4; ¥ = 5, ezekhez tartozo x érickek:
=5 x=4

Az egyenletrendszer megoldasai: (5, 4) és (4; 3), melyek mindkét egyenletet kiele-

gitik.

x+y+xy =47 L.

Xy + xy2 = 420 I innen kiemelve xy-t kapjuk a IIL-at.

xy(x+y) = 420 111

Az 1, és III, egyenlet sugallja, hogy tekintsik a kévetkezd két helyettesitést:
az a = x + v és az b 1= xy kifejezest.
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Ekkor az eredeti egyenletrendszert igy irhatjuk fel: a+b =47

ab = 420.

A megoldasok: @ = 35 b=12¢ésa=12; b= 35.
Behelyettesitve a és b érielmezesébe:
A) x+y=12"1 illetve B) T+y=33|

xy =35 ] xy =12 |
Az A) egyenletrendszer megoldasai: A B) egyenletrendszemek a
=7 y=535 x=3 »n= 7 megolddsa nem racionalis
A kapott x €8y racionalis, az eredeti SZAMpAr.

egyenletrendszernek eleget tesznek,
amit behelyettesitéssel ellendrzunk.

Legyen a két poziliv szam x es ¥. Ekkor a feltételeink:

x-y=10¢s X - y3 =35 (,3:2 - }'2). Ebba! a mésodikat atalakitva:

(- W)+ xy+ 37 = 50— x+ ).

Egyik eset, hogy x = ¥, ami az elsé feltétellel egyiitt azt eredmenyezi, bogy mindkét
SZAM 4Z X; = ¥ = 0. Masik esct, ha nem egyenldk, ekkor 0sztva az (x — v} té-
nyezdvel: x4y + yz = 5{x + ).

10 , 10 {10%} 10
Beirva az elsd feliételbél kaphatd y = —-el: x° +x——+ (——} =3x+5—.
x X X,

10 . o
Ha most x + — -et elnevezziik egy U) valtozonak, z-nek,

x
akkor a bal cldalon 22 — 10-et kapunk, a jobb oldalon Sz, vagyis az egyenlet:

. 5465 563
22— 5710 = 0, aminek megoldasai: 2, = : & g ==
. 10 5++65 10 5-+65
Eszernmte x+—=—"7"— vagy x 44—
x 2 x 2

Mivel azonban x pozitiv szam, ezért a masodik eset nem lehetséges, mert olt a jobb
oldal negativ.

x + 10 = 0 egyenletet kapjuk,

5+ \;’E
. . 3 2
Marad tehat az elso eset, ahonnan az X ——

amibdl x, = 4,0804; y, = 2,4508, illetve! x3 :3,4508; ¥a = 4,0804.

Musik megoldds:

Xl yz = 5(x + y)-ben a bal oldal ieljes négyzetié kiegészithetd:

x+vy) 2 _xy = S5(x +), ahol tudjuk, hogy xy = 10, tehdt: (x + ¥) 210 =5(x+ ¥

azaz x + y-ra masodfokd egyenletet kapunk: (x +¥) 2 _5(x+y)— 10 = 0. Innen

5+ w’g 565
vagy

ity= Amibél az utdbbi a pozitivitds miatt nem lehet, és

innen lasd tovabb az elsd megaldds lepeseit.
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Harom szampar tehat a megoldas:
n=y = J10; 1y =~ 4,0804; ¥, =~ 24508; x5 = 2.4508; y, = 4,0804.

Béla bacsi b sebességgel 1, 1d6 alatt tesz meg 15 lépést — ez azonban a fatdrzs f
hosszanal annyival rovidebb, amennyit ennyit id6 alatt a 16 megtesz (/ sebesseggel):
15=0b-t; = f—1I-t,. Hasonloan: 75 = b - &, = f+ { - 1. Ugy tlinik, nil sok az isme-

, 15 S 75
retlen (négy egyenlethez 6t). Az elsd sorbél: ¢, = PR a masodikbol ¢, = 5 behe-

{ l ,
lyettesitve: f — 155 =15 és f+ 755 = 75. Az elsdt 5-tel szorozva ¢s dsszeadva

&ket 6 = 150, amibdl £ = 25, tehdt a fatdrzs 25 1épés hosszi.

(Ha azonban Ewt kifejezziik az iménti elsd dsszefiiggéshil {z{s——l] es beirjuk a

. ., 2-75-15 ) . ,
masodikba, akkor rendezés utin: f = ~—-—-—7_ TR ami persze szintén 25, de ez utéb-
3
bi modszer megmutatja, hogy a két mérés harmonikus kdzepérdl van szé. [Melléke-
2
sen: — = —.
b3 i)
306

OSSZETETT FELADATOK

2.15. Osszetett feladatok

'Li?d Legyen az eredeti terjedelem ulan jaro Gsszes honorarium x, ekkor egy szerz0 ere-

977.

978,

979,

detiles = dsszeare szamithatott. A terjedelemmel egviitt a teljes dsszeg is csokkent
& 3 2 1 gy ] 2

3

Zoxore, s azt 5.1+ 10,75 = 5,75 részre osztottak, igy egy-egy (eredeti) szerzd
3
gl Sx B honordriumeot kapott. E: l2r x_ 80x 12 ad ré
21l = = B apott. bz ——I—= = - -
veg P 1155 1sc 23

575 28,75 115
sze, azaz Kb, 52%-a annak az 3sszegnek, mint amire kezdetben szamithatott, vagy-
is kb. 48%-kal kapott annal kevesebbet.

Megmuiatjuk a feladat megoldasat a 2002-es cv-
szammal, A késdbbi évszamok hasonld elv alapjan
kovetkeznek (pl. 2003-at 2001 és 2002 kézé kell
majd beirni, & minden kdvetkazit mindig a két meg-
eldzé szam kbzé — persze dbrizolaskor mindig ara- | ]
nyosan Osszebb zsufolodik a 16bbi szdm a kor kerii- \ /
letén).
2001 2002 2000

Alakitsuk 4t a tortet: x—_-?-1+—6 =1+ 6

3 A szam akkor egész. haa
x—: X - x=13
az; ehhez pedig az kell, hogy x—3 |6 legyen. Vagyis x — 3 lehet —6, —3,—-2,—1, 1,

+3
2, 3. 6. Ekkor rendre x lehet -3, 0, 1, 2, 4, 5, 6, 9. {Ezekben az esetekben az al 3
x p—

tért 1s
!

tért érieke rendre 0, —1, -2, -5, 7. 4, 3, 2 — vagyis valoban mindig egész.)

l
Legyen az eredeti hataridd k nap. Ekkor egy munkas egy nap alatt m—ad részét

végzi el a munkanak. 4 nap utdn a munka -ad része van még hatra, s ezt kell

elvégezni k — 3 nap alatt Gsszesen # munkdsnak.

k-4 o (k—4)-11k
, amibdl n = ————

k(k - 5)

esik, és a hinyadosnak persze egésznek kell lennie. A k-5 a k—4-ct, tehat egy

s74m a néla eggyel nagyobbat egészen ritkdn osztja: 1| 2, vagyis k = 6 esetben; és

—1]0, ekkor k = 4, de ekkor 4 nap utan a munka kész lenne, nem-lenne tovabb pel-

da, etté] tckintsiink el. Vagyis kell: k— 5| 11, Igy & —5 tehet =11, -1, | vagy 11 —

Ekkor az egyenlet: n- li—k (k=-3)= . Ekkor £ ki-
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azaz k lehet —6 {ez most értelmetlen), 4 {2z is, lasd az eldz6 zardjel megjegyzését),
6 (az eldbb kapott eredmeny masik tron is kijot) vagy 16. Ekkor az 5 lehet 22 vagy
12, vagyis a megiévdk mellé még 11 vagy 1 munkast kell bedllicam.

0" 1+ Do - 10"+ 2 =
07+ 10" 4107 4 1-10% 210" -1 =
1071 (100+1—-2-10) =10""" . 81, ami pozitiv.

11

Levezetjik a megoldést konkrétan a 2002-es évre, ennek alapjan barmely masra is
megtehetd, majd tiblizatba foglaljuk a kovetkezd évekre addda jo eredrmény{eke)t.
Az eddig eltelt evek jegyeinek Gsszege maximurn 28 lehet (1999 eseén), realis élet-
kort figyelembe véve pedig minimum 2 (2000), ezért sziiletesi évként csak 1974 és
2000 kbzti datumok j6hetnek szoba. 1974-t8] indulva a szdmjegyek dsszege 21-181
évenkent egyesevel ndvekszik, a kor 28-t0] egyesével cstldken, igy (a 70-es &vitized-
ben) sosem lehetnek egyenlék. 1980-nal ugrik az Hsszeg: 18-tél ndvekszik ujra, mig
a kor 22-t6] csikken, ezek 1982-es sziiletés (20 éves kor) esetén egyenldk. 1990-nél
az bsszeg ismet ngrik: 19-t81 névekszik, mig a kor 12-t6] csbkken, ezek kozott nem
lehet egvenld. 2000-nél ismeat ugrik az dsszeg: 2-t8l novekszik, mig a kor 2-16]
cstkken, ezek éppen egyenlok. Tehat (2002-ben) két ilyen eset lehetséges: 20, illet-
ve 2 gvas életkor, 1982-es, illetve 2000-es sziiletési évvel,

eévszam eletker | sziilerasi év Svszdm § eletkor | seiiletést av avszam | életkar | sziiletési év
. 20 1582 , 24 1986 e 27 14989
002, 2000 000 ¢ 2004 WE | g o
2003 25 1978 2011 | 20 1991 . 23 1994

21 1983 25 1987 071 2012
2004 2012 )

3 2001 7 205 2018 1t 2008
2005 26 579 21 1952 24 1995
006 22 (984 2013 3 2019 2019 & 2013
2 4 2002 26 1988 2020 | Lt 2009

o 2014 . ”

2007 - - E 2008 25 1996
2008 23 1983 ) 22 1993 2021 7 2014
- 3 2003 2015 4 2011 2022 - -
200 iv 1950

| drakor a gvalogos az 1t negyedében volt, mert 4 dra alatt tette meg az egesz ulat.
A kerékparos a koveikezd 3 ora alatt megtette (visszafelé) az ut negyedél, majd

(odafelé) az cgészet, tehat az Ol Z_Ct’ Ezalatt a gyalogos megtette az ut (hatralevd)

3, . o o . 5 .
Z—et, tehat a kerékparos &s a gyalogos sehességének ardnya: 3 A gvalogos kezdeti
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3 . L2 .
1 Oral Utjae tehat = Ora alatt tette meg a kerekezd, vagyis 3 oraval (24 perccel) in-
3 .

dult késdbb.

983.] a) Nem igaz, mint azt egy egyszer(i ellenpéldaval igazolhatjuk. Alljon pl. egy szam
3.5 = 15 darab 1-esbél, ez nvilvan nem oszthaté 3 - 5 = 15-tel, hiszen nem 0-
ra vagy S-re végzadik.

[EEZ viszont igaz, teljes indukciéval bizonyiguk. Legyen 4, a 3" db csupa A-s
szdmjeggyel leirt szam. Ekkor n = 1 esetén A; = A4A = A-111=4.3"-37,
tehat igaz rd az allitas.

Tegyilk fel, hogy 3|4, = A4 A A kivetkezd kérdéses szam
3 db

A = AA. AAA..AAA. A= 4, -[100" +10% + 1). E zérojelben 4116 szim-
k+1 iy et it lially iyl K )
Fap 3*dv 3 b
nak 3 db 1-es szamjegye van, a tobbi 0, igy persze oszthato 3-mal; 4, az induk-
cios Teltétel miatt oszthatd 3%-nal, igy szorzatuk is oszthaté 3% 7 "-nel.
A bizonyitis két része egyiitt azt jelenti, hogy az allitas minden n € N* esetén
igaz.

Haa -2 gydke az egyenletnek, akkor

3D 4+ b (=2 +c =0, azaz
12—2b+¢ =0, innenc = 2H— 12,
Az egyenletnek akkor van pontosan egy gydke, ha a diszkriminansa 0, vagy1s
pr_4.3-¢=0.
¢ helyére (2b — 12)-t irva
»%—12(2b - 12) = 0, azaz
b* - 24b + 144 = (.
Ekkor b = 12, =12,
o il
Ez valéban j6 megoldas, mert 3x” + 12x + 12 =3 (x2 +4dx+4)=3(x+2)"

"985 A=14-107:49.107, B=]1,9-10";49.107]

2 4-10758-10%7-10%2-10% 49 10% illetve
2.1072,1-10%:4-10:43-107,49- 10"

MANE=[4-107,49-10"], AuB=]1,9-10;49-107;
AVB =149.10%:49-10%; BxA=]1,9-10":4.10°]
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=26,5-10" = 2,65 10%:

N4 107-49-107 =2-7.107 =1.4-10%

986.] a) (45°7-15"m=6-3-x = 187 = 56,55 (m2).

I(\EEA K, és a K; szdrofejek tavolsiga
3 méter. Pitagorasz-(étellel: SM =

a5 1,52 = /18 = 4,24 (m), az
SKE\M szidget egy szogfiiggvénnyel
meghatarozhatjuk (pl. a koszinusza
cgyharmad); SE,M 4 = 70,53°

A KIMEN rombusz KK, atldja
3 m, MN itléju 8,48 m, teriilete igy
12,7 m2,

A két 4,5 m sugard kor kzos resze-
nek T, teriiletér a kivetkezd meg-
fontolassal is megkaphatjuk: 4 db,
70,53° kizépponti sztigl, 4,5 m sugari kéreikk (kettének-kettének K, illetve K,
a kozéppontja) egyiiltesen lefedi a kdzds részt, a rombuszt azonban kétszer is.
A kozos rész teriilete ezért: 4 - foae — frambusz

3 .
-része, igy

]

A 4 cikk egyiittes terillete egy 4,5 m sugard kér teriiletének 4.
282,12
*360
Az dntbzéit teriiletet megkaphatjuk,
ha a ket 4,5 m sugaril kor teriileté-
nek 6sszegeébdl levonjuk a kdzos ré-
sziik T}, tertiletér:
Ty =245 7T, = 90 (m2) / /
] , - . / y
A ketszeresen ontdzdlt teriletet "' 7N Y \
megkaphatjuk, ha a két 4,5 m suga- N ’
i kisr kdzos részének T, teriiletébdl \ l\\\h_// / /
levonjuk a két 1,5 m sugaru kir te- \ / /
ritletet (hiszen ezeken beliil csak
egyszeres dntdzés orténik):
Ty =T, = 21,5%7 = 23,1 (m2).

-

4,557 —12,7 = 37,2 {m2).
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a) 87 = 25,1 (m2)

b) A két szorofejet egymastol legalabb 6 m-re kell elhelyezni. A megdntozheto leg-
nagyobb teriilet 16x = 50,3 (m2).

¢) A kertbdl akkora teriiletet dntdznek meg egylitt, mint amekkora teriiletet egyetlen
szérafejjel meg lehet nidzni, vagyis 25,1 m2-t. Ez a kert teriiletenek 26,1%-a.

988. a) Ha Géza igazat mond, akkor a nyolc, év vegi osztalyzatinak Osszege 83,2 =

= 25.6. Mivel ez nem lehetséges, Géza nem mondhatott igazat. (Pontosabban, ha
Géza egy tizedes jegyre kerekitett értéket mondott, akkor a nyole osztalyzat §
Gsszegére 8-3,15 € § < 8-3,25, azaz 25,2 § < 26 kijelentesnek igaznak kell
lenni. A [25,2; 26[ intervallumban azonban nincs egesz §ZAM.)

b) A nyolc osztilyzat Ssszege 8 - 2,875 = 23, ebbdl egy 0tds, igy a maradék het
osztalyzat bsszege 8.
Minden jegye legaldbb kettes, hiszen elvégezte a negyedik oszialyt. Harom vagy
négy négyese nem lehet, hiszen akkor ezek dsszege 12, illetve 16 lenne, igy a
megmaradé 4, illetve 3 osztilyzatra 6, illetve 2 jutna. Ezek egyike sem lehetséges.
Thblazatban szemléltetjiik a megvaldsithato lehetdségeket.

jo kiizepes | elégseges
L 2 0 3
1L 1 2 4
1L 0 4 3

| 989.] a) Ha a téglalap hossza x cm, akkor a szélessége 50 — x cm.
x{50 —x) = 600
x%=50x+ 600 =0
A megoldoképlettel 20, illetve 30 adodik,
A keret tehat 20 em x 30 cm méretii. A léceket egy 20 cm-es €s egy 30 cm-es da-
rabra kell vagni.
b) A téglalap fél kerijlete 50 cm, a hosszabbik oldal x cr-es. A sz0veg alapjan:
X 50
S0-x  x
%2+ 50x - 2500 = 0
A megoldoképlettel —80,90, illetve 30,90 adodik. Csak a pozitiv gyok felel meg.
Az 50 cm-es lécek mindegyikér egy 30,9 cm-es és egy 19,1 cm-es darabra vag-
juk. (A keretbe foglalt teriilet 590,2 cm?.)

30 .50 ) "
Ellendrzés: 5 ? =1,618 ¢s ——9 = 1,618, tehét a két ariny egyenld.

| . »
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40
¢) 85 arany eseten az oldalak %, letve -2% cm hossziak, a teriilet ezert

5
U 591,7 {cm?2).
169

) . 123 75 . . .
5:3 ardny esetén az oldalak T illetye T cm hossziak, a teriilet ezért

Q373

= 585,09 .
16 (e
Az atfogohoz tartozd magassag az atfogdt x, illetve (3 — x) cm hosszn szakaszokra
osztja. A magassagtétel szerint ezért x(3 — x) = 1. Rendezve: x> —3x + 1 = 0.
- =
. 3+5 . 3-5 .
Megoldéképletiel I_)v , illetve Al adadik (2,6180 ¢s 0,3820). A gyikik
¢ppen az atfogo szeletcinek cm-ben mért hosszaval egyenldk, Mivel az atfogdhoz
tartoz6 magassag hossza | ¢s ez a magassag a derékszoget éppen a haromszog he-
gvesszdgeivel megegvezd sadgekre bontja, ezért a gydkok a hegyesszdgek tangen-
seivel egyeznek meg,
A hegyesszigek 69,007 és 20,91°,
a) A derékszogit hdromszog befogdi legyenek a es b, atfogoja c.
a=40, b + ¢ = 90, és a Pitagorasz-tétel miaw 40% + 57 = ¢2,
Megoldandd tehit a kiivetkezd egyenletrendszer:
b+c=90
1600+ 5% = ¢
25
Ennek megoldishalmaza A = {(3; ; ig"s-)} .
. 325 s
A b befogd hossza 72 cm (36,1 cm), a ¢ atfogd hossza % cm (53,9 cm),
a hdromszog teriilete cm?  (722.2 cm?).
’_\" r
[ b)lAz BP szakasz befogétételle] sza- A
molhatd: 40 = \J’BP : % ebbdl
1600 -9 £
BP = — = 29,7 cim, ebbél 36,1 Q
485 "
AP =242 cm. 7 X
A BO szakasz szogfelezdiételle]l szd-
mithato (jeloljik AQ hosszit x-szel): C 0 B
312
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x 40 )
— —=——, vagyis 36,1 - x =40 - (539 —x).
$3.0-x 361 £y ( )

Ebbdl x = 28,3, azaz BQ = 28,3 cm.
foy PO =BP-BQ =129.7-283 =14 (cm). Az atfogd hirom szakaszinak
hossza az abra szerinti sorrendben: 28,3; 1,4 és 24,2 cm.

Hasznaljuk az dbra jeldiéseit! D c
A szimmetria miatt 2P = BQ, ezért PO = BP - DP.
A BAD derékszogl hdromszogre irjuk fel a ket befo- P
gotételt: £ = ~c - BP, illetve d = +/c- DP. Ezekbdl 4
2 d? h?, dZ
8P = illetve DP = &, ezért PO =L Q
c C c <
n —d? A h B

= . Ezt kellett a b) feladatban belatni.
¢
Az a) feladat eredmeénye a d ;= 3, % := 4 helyettesitéssel (felhasznalva, hogy ekkor

c=5): PO = é = 1,4 (cm).

ay x> —%, tehdt a legkisebb egész megoeldas x = —6.

b) A —x>—5x+6 =0 egyenlet meg- v ]
oldédsai ~6 és 1.
Az abrarol leolvashato, hogy a
~x2-5x+6>0
ha —6 <x <1,
igy a legkisebb egész megoldas
x=-5.

c) Mivel —1 <sinx <1 VxeR igy /6 0
csak sinx = 1 teljesiilhet, ebbdl

1\ X

k3 . . . . o
x="—+2knx kecZ. Ezsemmilven kegész szamra sem lesz egész szdm, 1gy 4

feladatnak nincs legkisebb egész szdm megoldasa.

Péternek x Ft-ja, Pélnak (107 ~ x) F-ja van. Péter (p + 2)%-os hozamra, Pal p%-os
kamalra teszi be a pénzét.

L 222D o0 000
100
7
o 0 =02 466 000
100

Fejezziik ki az I. egyenletbdl x-et, és helyettesitsiik be a IL. egyenletbe.
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7,2-107
X=———
p+2

P _g6.10°

. 7.2107) ; 07 p+2:.107 7,210

w022 g e = (0222010 7200
P2 pt2

Az 6sszevondsokat elvégezve, egyszeritsitsiink 107 -nel.
pT-148p-19,2=0
Ennek pozitiv gydke p = 16.
Igy Péternek 4 milli6 Ft-ja volt, 18%-cs hozamra tette be, Palnak 6 millio Ft-ja volt,
16%-0s kamaira tette be a bankba.

Legyen a szamrendszer alapszdma x. x = 3; x € N, mert a szamban a legnagyobb
szamjegy a 2. A szamot tizes szamrendszerbe atirva

10202, =1 -x"+0-x°+2- 2" +0. x+2.

igy x* +2x%+2 = 101.

Legyenx” == a (a>0; a< N) a’+2a-99 = 0, ennek gydkei 11 és 9.
Ebb&l x” =9 (x > 3 miatt) x = 3.

A keresett szamrendszer alapja 3;

10202, =1-3°+0.3%+2.3%40-3+2 = 101.

Végezziik el a beszorzast és rendezziik x hatvanyai szerint a kifejezest!

32 Tx+8=Ax'—QA-Bix+24-B+C

Ez azonossig, ha az ismeretlenek megfelel hatvanyainak egyiitthatdi egyenlSk.
L A=3

II. 3A-B =71

111 24-B+C =8

FbhdlA=3,8=2C=4

2n+ DB =1 =40" + 4n = 4n(n+ 1) ne N*

7 és n+ 1 két egymast kovetd pozitiv természetes szam, melyek kozill az egyik
paros, a masik paratlan, igy szorzatuk oszthato 2-vel, ezért a kifejezés oszthato
4.2 = 8-cal

A keét sebesség szémtani kizepe 40+ 60 = 50 [km]

2 h Jf
rd
a) Ha ezzel a sebességgel haladna oda-vissza, a menetidé a teljes utra

2d
= 50 (h) (had km-ben adott),
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120 120
b)had = 120km; oda 7| = -ia = 3 (h) vissza f; = 6—(§ =2 (h), tehat ezzel a se-

bességekkel haladva 5 6ra a menetidd.

2-120

Atlagsebességgel haladva 7 = o - 4.8 (h) a menetidd.

— 3
1 oldald konvex sokszdg (n > 3; ne N atléinak szdma n(n2 ) ]
. alrn-3) . . i
Igy P 2,5n, mivel n = 0, oszthatunk vele, Ebbdl n = 8,
2 , .
5 Vo
Tehit a 8 oldald konvex sokszidgnek van 2,5-szer annyi atloja L%— = 20 |, mint ol-
y.
dala.
, . . pes . an=3) -
Az n oldald konvex sokszdg (r > 3; n e N7) atloinak szama T a kiilso
szbgek Osszege 360° = 2. 180°.
— 3
A feliétel szerint n = f‘% +2

Rendezés utan n” — 51 + 4 = 0, melynek gvokei 1 és 4. Mivel n > 3, igy n# 1. A
4 oldald konvex sokszog atloinak szama 2, ez 2-vel kevesebb oldalai szamanal.

A besatirozott terillet az egész teriilet

20m
42%-a. -
(20 - 200(15-2x) = 0,42 - 20 - 15, " Ix
ahol x < 7,5.

Ebbél 4x% ~ 70x + 174 = 0, melynek
gyGkei 14,5 ¢s 3.

A feltételnek eleget tévé megoldas
x =3

Teldr a tér oldalaitdl 3 m tavolsagra
kell lennie a viragigyas szelének.

15m

. . km
1082,| a) Legyen a repiildgép tervezett sebessége v 5

. 2400, . ,
Eredetileg ¢, = Ora alatt tette volna meg u tAvolsagot.

Az e é—ém, 800 km-cn 25%-kal csékkentette a sehessegét, azaz (1,75v-vel ha-
J
800 3200 ,
= ora.
0,75u 3w

ladt, igy az (it — -a megtételéhez sziikseges ido 1, =
3 2
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. k
Ha késés nélkiil szeretne odaemi, akkor x % sebességgel ¢4 idd alatt kell oda-
1600 1600 2400 3200
—, fzaz = - .
X X 2 3v

érnie, ahol 1, =¢ -1, =

Ebbél x = 1,2v adodik.
Tehat az Ot hawralevo részén az eredetihez képest 20%-kal kell ndvelnie a sebes-

OSSZETETT FELADATOK

Az dbran x-szel jeldlt szakasz hossza a kérdes, €s az, hogy hol helyezkedik el.

A feltétel szerint: x + 2(5 —y) +4 = x+ 2y + 8, azaz 10~ 2y + 4 = 2y + 8.

Innen 4y = 6, vagyis y = 1,5 — a hosszabbik alaptol a szar mentén ekkora tavolsag-
ra kell a szobdt kettévagni a valaszfallal. Ha a trapézt kiegészitjiik haromszogge
{ABE), akkor — mivel 4 a 8 fele ~ a kis DCE haromszdg éppen 0,5 aranyu kicsinyi-
tése a nagynak (ABE). Bzért £8B = 10,

ségét, hogy késés nélkiil odaérjen. és y=GEB =15 miatt EG=283. A %
km kozbiilss, x alapt hdromszog (FGE) is f,\
b) Ha az ut hatralevG részén (v — 160) T—val haladna, a késés 1 h lenne, azaz hasonlé a nagyhoz, megfele.lii oldalaik ’f \
2400 1 3200 N 1600 hénvadosa egvenld: 81'—0:} = %, vagyis
v 3 w—160° EG FG , \
7200 (v - 160) + 3u(v - 160) = 3200 (v ~- 160) + 1600 - 3v. R AR’ ahonnan x = 6,8 meter. Am
-~ fe < uthn kanink- D c
Al:, Osszevonas és rendezes utdn kapjuk: [iyen hosszil (chat a valasztal. (Latha-
307 - 1280_1”_ 649 000 = 0. téan hosszabb a kdzepveonalnal, azzal 5 5_y\ 5 m
Ennek pozitiv gydke v = 722,1. K Ssszhangban — 1asd az y-ra kapott ered- ’ P
Tehat a repiildgép eredetileg 722,i = sebességgel haladt volna, menetideje ek- I‘I{[éﬂ)’[ — hogy kozelebb!\ran a }msszab- F : G
. h bik alaphoz. A megoldas soran a mo- y/ - \},
kor 3,32 ora lett volna. dell kedvéért elhanyagoltuk a valaszfal L B
P vastagsagat.) 8m
1003.] a) Az abra alapjan: sin0,25°= ———, ahonnan R = 652 751 km, tehat a N . ] o . v or 5
- ) pi _ TR ehat a Nap 1005.0 A zdrdjeleken beliil végezziik el az Ssszeaddst, majd vegezziik el az egyszerUsitése- :|

atmérdje kb, 1 305 502 km. 343560 100 101 101 50.5 i

" 2737275 7 e 10T 2 :

1006.] A zirojelen beliili kizds nevezdre hozds utan a szamldlokban alkalmazzok az

1,496 - 10% km

R 384 D00
b) Egyszeri hasonlosag alapjan: &£ = ———-— = 0,002567 (ahonn:
) ¥ 5 2 alapjan R,’\.’ 129 600 000 (ahonnan

Ry = 1673,5 km, a Hold dtmérdje tehat kb. 3351 km, a Fdldének kb. negvede.)

318

a-pt= {a — by{a + b} azonossagot.

22-1 3% ~1 42-1 -1 99" -1 100° -1
SO T

13 2-4 35 4.6 98100 99-101 _ 1 101 _ 101

“5.2'3.3 4.4 5.5 7 99.99 100100 2 100 200

Madsik megoldas:

1y 1 1y, 1
- 1, = 1—'—} 1+l), l-—== Zl——]|l+—w,
% 2N ) T 3A 7 3)
alkalmazasaval a szorzat igy is felithaio:

s ies) o)D)

amivel (részben) az elézé feladatra vezethetjiik vissza a mostani feladatot.
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a) A Géza zsebében levd pénz alakulasa: 2200, 1200; 2400, 1400; 2800; 1800,
Tehat 1800 fonttal a zsebében lépt at Géza a hatart.

b) A Gizi zsebében levd pénz alakuldsa, ha kezdetben x fontja valt:
26 2x—1000; 4x—2000; 4x—3000; 8x-—6000; 8x-7000.
Mivel 8x — 7000 = 0, ezert x = @ = §73.

Tehat 875 fonttal a zsebében érkezett Gizi a hatarhoz.
Ellendrzés: Gizi pénzének alakulasa: 1750; 750: 1300; 500; 1000; 0.

a) A szamlalo mindig pozitiv, tehdt a 1t akkor az, ha a nevezo is az: k > 1.
b) Hasonloan: a nevezd negativ, ha k < 1.

¢} Ha a hényados n (n € N, akkor & = 7 + I alaku, végtelen sok lehetfség van.
n

d} Az eidz6hdz hasonldan, csak most k2 értéke negativ egész is lehet.

e) Lévén a szamlalo 7, a tdrt sosem 0.

1) Az egyenlitlenséget megoldva {persze nem felszorozva a nevezdvel; hanem az
5-Ot dtvive, kizis nevezbre hozva, elojelet vizsgalva):

—

5.0

k-1
7-5(k-1)
T=Ak=D g

-1 _

ke >0 szamlalé pozity o ..

o nevezd — - - =0 pezitiv
! 2.4 k

A tOrt pozitiv, ha szamlaldja és nevezdje azonos elGjeli, azaz: 1 < k < 2,4,

A keresett kétjegyil szam 10+ b, ahol 1 €< 9é30 <5 <9, tovabbd a és b
E2ESZ SZATL.

A feladat szévege szerint: 10a+ b = 4{a + b} + 12.

Célszertt atalakitas utan 2a = b+ 4. (%)

Minthogy & szdmjegy, 9-nél nem lehet nagyobb és a (=)-bol ldthatd, hogy csak
paros lehet, a szdba johetd ertékek:

b a Da+b = da+by+12
ellendrzés: 0 2 20 4.-2+12
2 3 32 = 4.5+ 12
4 4 44 = 4.8+12
& 5 36 = 4-11+12
8 6 68 = 4.14+12
i18

1010
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Mindegyik kapott kétjegyil szdm megoldis.

Megjegyzés:
A ()-t0] mis elgondolds szerint is megoldhato a feladat.
A (#)-bdl b-t kifejezve b = 2¢ — 4, b-t két érték k6zE zarhatjuk, figyelembe véve,
hogy & cgész szam, mert szamjegy.
0<2g-4<9
4<22213
2£a%6
Ebbdl az a lehetseges ériékei: 2, 3, 4, 5, 6.
A hozzdjuk tartozé kétjegyii szamok: 20, 32, 44, 56, 68.
Az ellendrzés lehet a fentick szerint,
A keresett négyjegvii szAm igy is irhatd:  1000a + 100k + 10¢ + d,
a haromjegyi 100a + 108 + ¢,
a kétjegyll 10 + b,
az egyjegvi a.
A négyjegylibdl a masik harom Osszegét kivonva kapjuk:
889 + 895 + 9c + d = 2002
Az a = 1 nem lehet, mert akkor 896 + 9¢ + o > 1000 lenne, ami lehetetlen, hiszen
b, ¢, d szamjegyek. )
Aza =72, mert2- 889 « 2002 < 3 - 888 Igy: 89b+9c+d =224
Ab=2mert2- -89 <224 <389 Igy: 9% +d =46
Ac=5mert3-9<46<6-9 Igy: d=1
Az eredeti négyjegyl szdm 2251 volt, ami a feladat szdvepenek eleget tesz.

Mivel van alapdij, nappali és ¢jszakal dram, valamint 12% &fa (ami 1,12-es szorzot
jelent) ezért:
a) (240 +33- 19,80+ 26 - 10,20} - 1,12 = 1297,632 (Ft), ami 1298 Ft-ot jelent.
b) (240 +x - 19,80 + v - 10,20) - 1,12 = 22,176x + 11,424y + 268,8.
¢) ¥ = x: 2, chbbdl &5 az eldzd pontbeli eredménybdl:
22,1756x + 53,7122+ 268,8 = 10458
27,888x 4+ 268,8 = 10438
27.888x = 10 1892
x = 3654, _
Tehat 365,4 KWh nappali aramot, és feleannyi éjszakai dramot {182,7 kWh)
hasznaltank el

319




OSSZETETT FELADATOK

fuggvényeket!

-

o 4
Abrazoljuk az f{x)=1———, majcla.g(x)=‘l—i
x+2 x+2

Az abrarol leolvashato, hogy g(x) < 1, ha x > 0. Tehat a megolddshalmaz: N

Masik megoldas:

_l<x—2{1
2 x+2
r -2
-1 R X 2
v 2 x+2
x—2 2
D<l+ 2
x+2 8 x+2 <0
2 —,
0< A <o
x+2 x+2
szamlale ti
e 2] —2ex<0] x>0 szamlalo negativ = x+2 >0
imlald x>-2
szamlald S o @
nevezd - & @
tort @ o @

x<=-2 v x>0

A két feltéte] egyszerre teljesil, ha x > 0. Tehédt a megoldéshalmaz: N™.
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a) Mivel 3% kell a Jatdshoz és a = 0,95, ezért a legtivolabbi anto esetén: 0,057, =
= Iy-0.95 f", ahonnan fg-lal valo osztés utan, és a két oldal logaritmusit véve:
120,05 '

100 93
novemberi napon mar nem latjuk.

=~ 58,4, Vagyis 58,4 meternél tavolabbi auto lampijat ezen a kddis

b) Mivel mindkét autd schessége 90 T = "5 —, és egyszerre 58.4 méterral ve-
8
szik észre egymast, a taldlkozasig elielt ¢ iddre igaz lesz, hogy 257+ 25¢ = 58,4,
ahonnan £ = 1,168 (s), azaz még 1.2 s sem telik el a tldlkozasig.

) Az eldzés alatt az elozonek meg kell rennie a 2 m hatranyl; & teherauto hosszat,
8 métert; a sajat hosszat, 4 métert; és még legalabh | meter clonyt, amivel vissza-
jon a (cherautd olé. Ez dsszesen 15 meter tobblct Tegyilk fel, hogy méar a gyor-

silds megtdrént, tehdt az eldzé auto végig 25 & suhessaggd haladi, mig a te-
s

) km _m . . . _ g
herauto 43 % = 12,5 — sebességgel. Ekkor a teljes eldzéshez szikséges x ido-
g

re igaz lesz, hogy 23x = 12,5x + 15, ahonnan x = 1,2 s. Mivel ezalatt t0bb utat tesz

. - o . . .y km
meg, mint az 58,4 méter fele, ezért ha balszerencsés, €s eppen szinten 90 Y -yl
szembe is JOi egy autd, ami az clozés inditasanak pillanatdban éppen 58.4 mé-
terre volt, akkor iitkGzés allhat eld. Persze fekezhet a szembe jOv0, meg az eldzd

is vovid idére atlépheti a megengedett sebességhatdrt, tehat ekkor meg talan el-
keriilhetd az fitkdzés, de jobb kodben nem eldzni!

1014.! a) Most 65 000 Ft; egy év malva: 65 000 - 1,05 Ft; ket év mulva: 65 000 - 1,05 2 Ft;

. Ot év mulva 63 000 - (}55 = 82 958,30 (F1), azaz 82 958 Ft lesz a fizetese.
b) Meljuk Géza fizetésének értékét azzal, hogy hiny kg sittydt tud megvenni a havi
beéréhél! Nézzik meg a sittyd aranak valtozasat, Ma (63 000 : 13 ") 5000 Ft-ba

kerlil 1 kg sitty6. Két év 8% inflacio utan a sittyd dra: 5000 - 1 08% = 5832 Ft
lesz. Utdna 6% az inflacio, 5832 - 1,06 = 6182 Fi lesz az dra. Bzt két 4%-0s ev
koveti, tehat végiil 1 kg sitty6 ara: 6182 - | 047 = 6686 Ft les7. Az sgész folya-
mat egy lépésben: 5000 1, 08°-1.06-1, 047 = 6686,36 (Ft) = 6686 Ft. Géza a
havi fizetésébdl 5 év milva 82 958,30 : 6686.36 = 12,4 kg sitty6t tud megvennl.
Ez kevesebb, mint 13 kg, azaz Géza fizetésének redlériéke csdkkent, meégpedig
0.6 13 - 100 = 4,615%-kal. Azaz ez az it év (persze csak ezt a termeket és csak
Géza fizetését nézve) 4,6%-os realérték csiokkenést (életszinvonal romlast) je-
lentett.
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Ei6szor szamoljuk ki, hogy mennyi lehetett a dolgozd brutto fizetése a 20%-os eme-
lés eléit: 1,2 - = 115 200, ahennan f = 96 000 Ft.
Ezutan nézzilk meg, hogy korabban és most mit kap kézhez,
Elészdr le kell vonni 13% jarulékot, majd a jovedelem adét, amit a megadott tablazat
segitségével szamolunk ki. Az elsé eset jaruléka 12 480 Fr, az uj fizetese: 14 976 Ft
(ami persze szintén 20%-kal tbb).
A 96 000 Ft 12 honap alatt 1 152 000 Fe-ot jelent, és ha nem volt prémium €s egyéb,
akkor ezen fizetés adoja: a 3. sor szerint: 260 000 Ft + 60 800 Ft, ami a millio feletti
152 000 Ft 40%-a. Ennek az adonak az 1 tizenketted részét vonjak le havonta:
320 800 : 12 = 26 733 Ft.
Tehat régen kézhez kapott 96 000 Ft - (12 480 Ft + 26 733 Ft) = 56 787 Ft-ot.
Az emelt évi 1 382 400 Fr fizetés adoja: 260 000 Ft + 152 960 Ft (a millié feletti
rész 40%-a) azaz 412 960 T, ebbdl egy honapra: 34 413 Ft jut.
Azaz az emelés utan kézhez kap: 115 200 Fr — (14 976 Ft + 34 413 Ft) = 65 811 Ft-
ot. Vagyis a netté emelkedés 9024 Ft. Ez az eredeti netté 56 787 Ft-nak a 15,9%-a,
tehat a 206%-0s emelés csak nettd 15,9%-nak felel meg! Ha az inflacid ekOzben 9%-
os, akkor még lesz némi realbér nvekedés, hiszen 100 Ft helyett 115,9 Fi-ot ka-
punk kézhez, és a 100 Ft-os arm most 109 Fi-ba keriil, azaz marad 6,9 Ft-unk, azaz
6,9%. Am ez joval kisebb, mint a vart ndvekedés a megadott 20%-o0s brutto fizetés
emelés alapjan.

— :
(1016, Ez a feladat az 1004-es a parja. Ezttial a teriilei-felezé parhuzamost keressik (az

1004-ben a keriilet-felezét szédmoltnk

ki). Mivel a DCK haromszdg hasonlo

az ABK héromszgghdz (4 = 2),

1
Tpex =7= ZTABK;
tehat 2¢ = 31,
=151
Kihasznalva a DCK és POK harom-
szogek hasonlosagat:
2
+¢

= UL

& T

x> =16-2,5=40

- A
x =210,

Tehat a keresett fal hossza mintegy 6,32 meter.

1017} A haromjegyd szam kiildnb6zé jegyei: a, b, ¢. Ezek sorrendjénck valtoztatasaval &

kiilénbdzd szamot kapunk. Ezeket 100a + 106 +c¢ alakba irva, Osszegill
222 (a + b + ¢} adodik, Torzstényezos felbontasban: 222 = 2 - 3 - 37, Négyzetsza-
mot a képzett Ssszeg akkor ad, ha trzstényezdinek (primtényezdinek) mindegyike
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paros kitevivel szerepel. Az ¢ + b + ¢ primiényezdi kézoit 2, 3 és 37-nek kellene
szerepelnie. Ez lehetetlen, tudniillik 37 nem adodhat hdrom kiilonbézd egyiegyi
szam Gsszegébdl (harom kiilonbizd szdmjegy Gsszege legfeljebb 24 lehat).

Tehit a fenti dsszeg nem lehet negyzetszam.

x+y+z=20és 600x + 500y + 100z = 7200 (x, ¥, z € N).
Utobbit 100-zal egyszeriisitve és kivonva belSle az elsét: 3x + 4y = 52, vagy mds-
ként: 5x = 52 —4y = 4(13 - y). Mivel 4 ¥ 5. kell, hogy 4 | x legyen.

Kifejezve: vy =13 - Si—, és az elsdbdl ennek segitségével: z = 7+§.

Sorba véve x-re a 4-gyel oszthatd pozitiv szamokat: hax = 4, akkory = 8és z = §;
hax = 8, akkor v = 3ész = 9;hax = 12 vagy még nagyobb szam, akkor y-ra nega-
tiv szamot kapunk. Megoldasaink tehét: a haromféle ajandékbol rendre 4, 8, 8, vagy
pedig 8, 3, 9 darabot vettiink. (Elvileg a 0, 13, 7 is megoldas lenne, de akkor nem
mondhatndnk, hogy haromféle ajandékor vettlink.)

A keresett szamrendszer alapja legyenx, x> 1, xe N,
Mivel az x alapt szamrendszerben a lagnagyobb szamjegy x — 1 lehet. igy
(654, miatt) x = 7.

654, szamot 4tirva tizes alapd szémrendszerbe: 6x° + 5x +4 = 333, Ebbél x = 7

47 . :
vagy x = — A EZ Nem egesz szam, igy a kKereseit szdmrendszer alapja 7.

Mivel n nem oszthatd 53-tel, utolsd szamjegye nem lehet O vagy 3.

7 utolsd szémjegye 1 3 4 7 9
n* utolsé szamjegve 1
nt -1 utolsd szamjegve | O 0 0 0 |

Leolvashatd, hogy 7 — 1 utolsd szamjegye O vagy 3, tehat oszthatd 5-tel.

Masik megoldds:

o l=@ - D+ D=@-Dmr+ D@7 +1); neN'

Ha n nem oszthatd 5-tel, akkor # 5-tel osztva 1; 2; 3 vagy 4 maradékot adhat.
Han = 5k+ 1, illetve n = 5k + 4 alaka (k € N), akkor 5 | n—1,illetve 5 | n+1,
han = 5k + 2 alakn, akkor 5| n” + 1,

mert (5k+2)2+ 1 = 25k + 206+ 5 = 53k + 4k + 1)

han = 5k + 3 alaki, akkor 5[n” + 1,

mert (5k+3)2+ 1 = 25k + 30k + 10 = 5(5k° + 6k + 2)

Igy minden n € N¥ és 5 fn esetén belattuk, hogy 5 |n* - 1.
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Két (nem egyforma) szdmjegy dsszeadasabol legfeljebb 1 maradék keletkezhet, hé-
rom (mem egyforma) szamjegyebdl pedig legfeljebb 2, még ha az eldzd oszlophal
van is athozott maradek. A legelsd oszlopban ezert H = D + 1, vagyis a szorzat leg-
aldbb 200 000. Ekkor kell, hogy A = 4 legyen, mert kiilonben (ABC)? < 200 000,
Ezutin vizsgaljuk meg a 2. részszorzat-sor véget: milyen szamok esetén végzbdhet
C: B B-re? MindOssze 6 ilyeneset van: 6- 2, 6-4, 6-8, 3.5, 7-3, 9.5 (mivel
jol lathato, hogy C = 1). Meg izgalmasabb, hogy BC - B pedig CB-re végzddik. Ez
a fenti 6 eset kozill csak egyszer teljesiil: 39 -5 = ()95 —tehat B =5, C =9
Beirva most mar:

A5 9 A3 9
DEFG
HH?9 5
AD3 1
HDKG 8 I
[gy mar ismertté valik D, E és I is:
LA 2 A
1 8 3G
HH 9 5
Al 31
21 KG§ |

Mivel az ¢lsd sorban A - A (A - 5 maradékéval egyiinr) csak 18, igy A < 5, de ez a
feladat elején tett kikotéssel egyiitt azt adja: A = 4. A teljes szorzat tehat:

459 .- 459
1 8 3 ¢
2295
4 1 3 1
21 08681

Legyena=5%+x, ¢=h-y{ahol0 < x, y).
. 1 l 1 1
lgy az Osszeg —+ —+ =—+—-
X ¥y —x—-3 X ¥
(x+¥) —xy _ X xy oy

, k6z3s nevezdre hozva, rendezve:
x+y

. ami természetesen pozitiv, hiszen szamlaloja, neve-
xv(x 4+ ¥)

zdje is az.

(x5 5)

Legyen A a szamban a 6 eldit alld, ismeretlen s7Ami jegyet tartalmazo szam. Ekkor
afeltétel: 4- (104 +6) = 6- 10" + A, ahol  is ismerstlen, hiszen nem tudjuk, melyik

i14
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2(10" - 4)
i3
egész, és 13 F2, igy kell: 13] 10" — 4. Konkrétan megvizsgalva, a legkisebb #, ami-
re ¢z teljesiil: 5 (99 996 : 13 = 7692), vagyis A legkisebb lchetseges ériéke: 15 384,

Igy a keresett szdm: 153 846,

helyiértékre kerlil a 6, amikor elérevisszik, Kifcjezve: A = . Mivel A

a) 6 gépkocsi egy forduldban legfeljebb 30 lonna szenet kepes elszillitani, ezért
legaldbb 7 teherautdra van sziksag.

b} Az egves teherautok dsszkdlisege az egy fordulds szallitasnal:
5 tonnds—120 batka, 4 tonnas—97 batka és 3 tonnds—76 batka.
Foglaljuk tablazatba 7 teherauto Osszes lehetséges killonb6zo megrendelését és
rendezzik sorba az Gsszkapacitas szerint az escteket!

Stonnds | 4tommas | 3tonnds | Osszkapacitas () | Kolség (batka)
1. 0 0 7 21 532
2] 0 | 6 2 553
3, 1 0 6 23 576
4. 0 2 5 23 574
3, 1 L 5 24 507
3 ! 4 24 595
7, 2 0 5 25 620
8, 1 2 4 25 618
9, 0 4 3 25 516
10. 2 [ 4 26 641
11. i 3 3 26 639
12. 0 5 2 26 537
13. 3 0 4 27 664
14. 2 2 3 27 662
15. 1 4 2 27 660 |
16. | 0 3 ) 27 558
17, 3 [ 3 23 583
18 | 2 3 2 28 683
19, 1 5 1 28 681
2 0 7 D 28 679
21, 4 0 3 29 708
22, 3 2 2 2 706
23, 2 4 1 2 04|
2, 1 6 0 25 702 |
25, 4 ] 2 30 729
26, 3 3 1 30 727
27, 2 3 ] 30 725

a tabldzat folviatodik
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a tdbldzat folytatasa

28. 5 0 2 31 752
29, 4 2 1 31 750
30. 3 4 0 31 748
31 5 1 1 32 773
32 4 3 0 3z 771
33, a Q 1 33 7946
34, 5 2 0 33 794
35. 6 1 0 34 | 817
36. 7 0 0 | 35 | 840

Az elsG 9 esetrél konnyen athato, hogy csak tigy lehet legaldbb 31 tonnara no-
velni az Gsszkapacitast, ha még legalabb két autot rendeliink. Ellendrizhetd, hogy
ekkor mindegyik esetben aillépjiik a 30. esethez tartozéd 748 batkds kéltséget, A
10-12. esetekben még legalibb 120 batka, a 13-16. esetekben még legaldbb 97
batka, a 17-27. esetekben pedig még legalabb 76 batka sziikséges ahhoz, hogy
ujabb kocsirendeléssel elérjiik a legaldbb 31 tonnds Gsszkapacitast. Mindegyik
esetben tillepjilk a 748 batkas koltséget, ha ilyen modon szallittatunk. A 28-29.
s 31-36, esetekrdl kdzvetieniil lathats, hogy 748 batkanal dragabb a megvald-
sitdsuk.

A fenti tablizatbol az is 1athats, hogy 7-nél tobb — legalabb 31 tonna 3sszkapa-
citisd - teherautd barmilyen Gsszedllitdsban torénd megrendelése sem lesz cl-
csobb 748 batkanal. Ez tehdt a minimalis szallitasi kaltség, amit 3 db 5 tonndas és
4 db 4 tonnds teherautd megrendelésével érhetiink el.

1025) A K6 ¢ ideig esik a csobbanasig, atja s = % 22,

A hang (2,7 - 7) id$ alatt tér vissza az €szleldig, megtett firja ngyanakkora, mint a
ko6 utja, s = 340(2,7 - ).

%39 =340(2,7 - 1).

ebbdl a pozitiv megoldas r = 2,60, tehat 2,60 masodperc alatt ér le a ko szabadesés-

sel, utja 33,81 méter, tehat a viz felszine kb. 34 méter melyen van a kitban..

A jobb oldalon egészrészek dsszege 4ll, {gy x is egesz, legyen 124 + b alaky, ahol a
egész, b pediga (0, 1, ..., 11 egészek valamelyike. Igy:

3 i r
12a+ b = Ga+ i +4da+ L +3a+ b =13a+ EW+ b +E_[
2 3 4 2; 13 \_4_:

Teldljilk e hirom egészrész Ssszegét S-sel. Ekkor 12a-t kivonva: b = @ + 5, Most b
lehetséges értékeit végigvizsgalva kapjuk:
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b 2 3 4 5 6 7 9 10 11
2] O I 1 2 2 3 3 44 5 5
..2._

Bl 1o 6 001112223 3 3
:3:

b 60 001 111222 2
; 00 1L 2 4 46 6 89 1010
a=b-S |0 1 1 1 0 1 06 1 00 0 1
x=12a+b| 0 13 14 15 4 17 6 19 8 9 10 23

Vagyis nagysdg szerint rendezve a megoldasokat: 0, 4, 6, 8. 9, 10, 13, 14, 15, 17,
19, 23, .

A bal oldalt atirva: {A - %] Ha B | A, a két oldal egyenl, hiszen egészek kiilonb-
sége egész, és egesz egészrésze dnmaga. Egyehként pedig a bal oldal a k‘isebb; hi-
szen ott nem-egész kivondsakor az egészrész-képzes lefele | kerekit” (nem a
szokasos ertelemben haszndlva most e kifejezést), 2 jobb oldalon pedig a képlet sze-
rint elobb képezzitk az egészrészt (kerekitiink lefelé), aztin vonunk ki, azaz tulaj-
donkéeppen felfelé kerekitiink. (Konkrét példaval: legyen A = 13, B = 4, a bal olda-

lon ekkor [A—%} = [1 —%} =[15-3,75] = [11,25] = 11, mig a jobb oldalen

| A 15 _
-l =15-—i=15- =15-3 = 12.
A LB} 15 [4} 15—1[3,75] = 15 )

Legyen h a kut keresett mélysége, ekkor a Tid6tartam alatt leesik a kd, és visszaér a

@ (s)

hangja, A k& leér (a megadott ut-id6 Ssszefiiggés dralakitasaval kapjuk:) Ve

(3) alatt, s a kettd dsszege a teljes idd, T, azaz:

.k
idi alatt. A hang felér G

m .
V/% + LR = T. Ezt az egyenletet kell megoldani 4-ra, ahol g = 10 S—E—tel SZAMOo-
g 340 _
lunk, és T egy paraméter, amit a konkret esetben meg kell mémi.
Egyszertibb azonban ezittal +'A -ra imni fel az egyenletet, ami rendezve:
=

;—f{;h +h - xg -T =0, ami w'rf; -ra masodfoku egyenlet. Innen
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20
_ _l + ,\)] + "_‘_.;1_0_ T 1 |r’ -
Vho=—— 2 o [W170° + 17007 - 170 ) a masodfoki egyenlel md-
43 NERY .
170
sik gydke negativ, az nem lehet megoldés, mert nem ertelmezhetd. Ebbdl végiil a

;

o i 1 — A .
kat mélysége: A= ;LZ 1707 + 17007 - 34041707 + 17007 :I. Ezpeldaul 7= 3 ¢
id6 esetén: & ~ 11 560 + 1020 — 12 538,58 = 41,42 (m) mély kutat jelent.

A thrtek nevezdi miatt: x, y # 0. Mindharom nevezdvel szorozva 7{x + ¥) = xy.
Mivel x, y £ Z, valamelyikik oszthaté kell legyen 7-tcl, mondjok (mivel szerepik
szimmetrikus) x = 7a (g £ £).

Ta

Ekkor 7(7a + y) = 7ay, amibdl {(az egész) y = T
o —

Ekkor ¢ — 1 u 7 osztoi koziil kerlll ki =7, -1, 1, 7; vagyis a lehet -6, 0, 2, 8.

{Az, hogy a — 1 az a-nak legyen 0s7toja — vagyis egy szam az eggyel nagyobbnak —,
csuk — 1] 0és 1|2 eserén fordul 18, de ezeket méar megkaptuk.) Ekkor y Ichetséges
értékei rendre 6, 0 (ez a kikdtés miatt nem lehetséges), 14, 8 — a lehetséges eredmeé-
nyekhez tartozd x értékek pedig rendre: —42, 14, 56. Az eredeti egyenlet szimmet-
riaja miatl persze x es y szevepe Teleserélhetd, igy végiil 6t szdmpar adja a megoel-
dashalmazt: M = [(—42; 6), (14; 14}, (36; 8), (6, —=42), (8; 56)}.

a) Az eredeti cgyenlet ekvivalens a (& - L)x = b egyenlettel.
1.Hab—1 =0, azaz b = 1, akkor ez az egvenlet igy irhatd; 0-x = 1.
Egyetlen valds szam sem teszi igazza ezt az egyenletet, 1gy az eredeti egyenlet-
nek sincs megolddsa ebben az esetben.
2.Hab—1+#0,azaz b # 1, akkor a {b— 1)x = b egyenlet mindkét oldalat el-

. b

oszthatjuk b — 1-gvel: x = Eb_T
Osszefoglalva: Ha a b paraméter értéke 1, akkor az eredeti egyenletnek nincs meg-

oldasa; ha &6 = 1, akkor az egycnletmek egyetlen gytke van: & ; valds szam.

_ o 2001
b) Az a)-bun leirt masodik esetrél van sz6, tehat M = 4 00 }

. | 2002
o2 =2 s bl
b—1 3
3 = 22
H=-2

. , ) . 2z
Tehat u b = -2 valasziassal az egyenlet egyetlen gydke a e

| b2

Ellendrzés: A —3(x — 1) = 1 egyenletnek valdban a — az egyetlen megoldasa.
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jl_l]?:—lj Ay eredeti egvenlet ekvivalens a kovetkezdldel:

(% + Dx+3 = 3k + 2kx

(k% + Dx—2kx = 3k -3

% -2k+Dx=3(k-1

-1 =3k&-1)

I.Hak—1 =0, azaz k = 1, akkor az utolsd egyenlet (amely az eredetivel ekvivalens)
igy irhatd: 0. x =0

Minden valos szém igazza teszi ezt az egyenletet, tehat M = R.

2.Hak—1#0, azaz k # 1, akkor a (k - 1)2x = 3(k — 1) egyenlet mindket oldalat

2 3
eloszthatjuk (k — 1) "-nel: x = -1

Ebben az esetben tehdt egyetlen megoldas van: M = {}’ 1} .
" —

Osszefoglalva: Ha a k paraméter éricke 1, akkor az eredeti egyenletnek minden va-
3

k-1

16s szdm megoldasa; ha k # 1, akkor az egyenletnek egyetlen gyGke van: a

valas szam,

. 3 .
A masodik kérdés megvalaszolasdhoz meg kell oldani a 1 -6 (k # 1)egyen-
letet.

1
Azt kapjuk, hogy k = 5

[fo?z] a) Az eredeti egyenlet ekvivalens a kovetkezakkel:

3ox —dx = Ok* 24k + 16
(3k—Ayx = Bk —4)°
l.Ha3k-4 =0, azaz k = 3 akkor az utolsé egvenlet (amely az eredetivel eK-

vivalens) igy irhatd: 0 x = O
Minden valés szam igazzd teszi ezt az egyenletet, tehat M = R.

2. Ha 3k—4 20, azaz k # -;: akkor a (3k — 4)x = (3k —4)? egyenlet mindkét

oldalat eloszthatjuk (3% — 4)-gyel: x = 3k —4.
Ebben az esethen tehat sgyetien megoldas van: M = {3k —4}.

Osszefoglalva: Ha a k parameter értéke 3 akkor az eredeti egyenletnek minden

4 .

valos szam megoldésa; ha k = —, akkor az egyenletnek egyctlen gybke van: a
2

3k — 4 valos szam.
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4 . L
b) Csaka k + 3 esetrGl lehet sz0, igy a 3k — 4 < 11 egyenldtlenséget kell megol-

danunk.
Ennck megoldashalmaza; H = j—oe; 5[.
A H halmaz barmely elemét irjuk a k& helyebe, clyan egyenletet kapunk, amely-

nek egy gydke van, és az kisebb 11-nél.
4
c) Most & # 3 tehat a megoldashalmaz egyetlen eleme: 3- (-— %J —4=

= -3 000 000.

H 03_3;] a) Az eredeti egyenlet ekvivalens a kdvetkezokkel:

pp+2)x-2(p+2)x=3p+ 10,

@+2)(p—2x=3(@p+2).

1.Hap+2 = 0, azaz p = -2, akkor az utolsd egyenlet (amely az eredetivel ek-
vivalens) igy irhatd: 0 - x = 0.

Minden valds szdm igazza teszi ezt az egyenletet, tehdt M = R,

2. Hap-2=0 azazp = 2, akkor a (p + 2)(p — 2)x = 5(p + 2) egyenlet (amely
az eredetivel ekvivalens) igy irhaté: 0 - x = 20.

Lathat6, hogy egyetlen valos szam sem teszi igazza az egyenletet, tehat M = @.
3 Hap+2#0é&p—-2#0, azaz |p! #z2, akkoraip+2}(p-2)x=5(p+2)

egvenlet mindkét oldalat oszthatink (p +2)(p - 2)-vel: x = —5—5 tehat egvet-
p—

len elemi a megoldashalmaz: M = {—-5"5} .

»r p -

Osszefoglalva; Ha p = -2, akkor az eredeti egyenletnek minden valds szam
megoldasa.

Ha p = 2, akkor az eredeti egyenletnek nincs megoldasa; ha |p| # 2, akkor az

valds szam.

egyenlet egyetlen gyoke az

b) > I R g
—4998 —2 5000  1000° | 1000]"

5 1 .
¢) Ha|p| # 2, akkor az p— = ———- ggvenletet kell megoldani. Egyetlen gytke

-2 100
a —498.
Akkor is eleme a megoldashalmaznak a — i% Jhap = -2, hiszenekkor M = R.
Tehat a p := -2, vagy a p := —498 vilasztas esetén a 1 az egyenlet megol-

‘ 100
dashalmazanak eleme lesz.

11034,
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3. FUGGVENYEK

3.1. Fliggvénytipusok

a. b, c. d, f figevények (hiszen egy halmaz minden egyes eleméhez egy-egy elemet
rendeliink).
e nem fiiggvény, mert egy szamhoz t6bb elemet is hozzarendeliink.

Kolcsdnosen egyértelmii: a (kiilsnbdz6 elemekhez killonb6zo értékeket rendeltiink).

Nem kélcsinisen egyértelmil: b, ¢, d, f (van két olyan kiilénbozd elem, melvhez
ugyanazt a szamot rendeljiik}
Pl:cy 4 =2 6= 2;

)22 32

H 050, 1 0 sth).

a) Igen, a hozzarendelés egyértelmil.

b) Nem, ha valakinek tGbb testvére is van, vagy van olyan, akinek nincs testvére,
akkor a hozzarendelés nem egyértelm.

c) Andris osztalyaban Andras minden osztdlytarsinak pontosan 1 testvére van. Bé-
la osztilydban Béla osztalytarsai kézott van olyan, akinek legalabb két testvére
van, vagy olyan, akinek nincs testvére. (Azt nem tudjuk, hogy Andrasnak, illetve
Bélanak van-e testvére.)

a) Amennyiben az osztilyba egyetlen ldny sem jar, aklkor igen (pL mindenkihez
hozzérendeljiik dnmagat); ha viszont vannak lanytanulok is, akkor nem (nern lé-
veén azonos a két halmaz elemeinek szama, ami pedig a kdlcsndsen egyertelmii
hozzarendelés esctén sziikséges ~ és elégséges — feltetel).

b) Az elsé halmaz persze iires (dacara a killonbozd fantasy-konyveknek és filmek-
nek), a méasodik halmaznak pedig van egy eleme, a nulla. Ures halmaz eleve nem
lehet egy hozzarendelés értelmezési tartomanya, sem értékkészlete —de a két hal-
maz kiilnbiizé elemszama sem teszi lehetévé a kdlesondsen egyértelmd hozza-
rendelést.

¢) Ez a hozzérendelés végrehajihato, pl. a kivetkez6 (bizonyara ismert) parositas
révén:

{0, 1, 2, 3 4, 5 ..}

) ONEOROR

{0’ 11 _]-e 2? _2a 31 "}
_______ R
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‘].037.; A tablazatban a (pozitiv) osztok széma lathatd. Nyildiagrambol kétfélét is muta-
~ tunk. Az oszlopdiagram értelemszer(i. A koordindta-rendszerben abrazolt fiiggvény-
grafikon kiildn pontokbdl all, mivel csak egész helyeken van hozzarendelés.

FUGGVENYTIPUSOK

Minden egyes csapathoz rendeljilk hozza szerzett pontjaik szamat.
Minden egyes csapathoz rendeljik hozza nem vesztes meceselk szzimét,

104@ a)

szam | oszioinak szama
1 1
2 2
3 2
4 3
5 2
6 4
7 2
] 4
© 3
10 4
;o
44 g @ @ Y
3f : 0 2
21 & - a LR 0
O 1 2 3 4 5 6 7 8 6 10x

03]

Az éricktablazat mutatja, hogy a felvett értékek egyenletesen (0,5-enként) ndvek-

B b koncemrikus kordk
, : /_

A

¢} Térben:

forgdskap
parhuzamos sikok

/Lx :kA \
AN
N

11041.. a) hamis (minden egyismerctlenes elséfoku egyenlelnek van valos megoldasa, és
csak egy)
b) hamis (- a masodik halmaz minden elemének nem kell szerepelnie az értek-

készlethen
— egyébkeént is barmely valds szam lehet gydke elsdfoki egyenletnek)

szenek a hely egvenletes (cgyesével vald) ndvekedte- 1 5 3
vel, igy elséfoku fiiggvényt kereshetiink, amelynek * =

meredeksége 0,5. E tendencit visszafelé kovetve a y G 1065 1

tengelymetszet is adodik: 0,5,
x—1

' ¢) hamis
| d) hamis
e} hamis
T) hamis

{lasd a))

(nem kell, hogy a flggvény kolestnosen egyértelmil legyen)
(nem kell, hogy a két halmaz szamossaga egyenld legyen)
(A és B is halmaz)

(A minden egyes eleméhez B egy-egy elemét rendeltiik)

1039,

Egy szabdly tehdt x = 0,3x - 0,5= ——

]
“

Mindzn egyes csapathoz rendeljiik hozzd
Minden egyes csapathoz rendeljiik hozzd
Minden egyes csapathoz rendeljiik hozza
Minden egyes csapathoz rendeljitk hozza

3312

: ,

a lejatszott mecesek szAmAL.

a gvdztes mecesek sZAmAL
a rugott golok szamat,

golkiilénbségliket.

| g igaz
a) Az egy-egyértelmii hozzarendelés lényege, hogy kiildnbdzé A-beli elemek képe
killénbdzo, és minden A- bell elemnek van képe, ezért az egy-egyértelmil hozza-

rendelések szama 4 -3-2-1 = 24,

b) Pantosan 1 db szigorl']an monoton névekedd és pontosan 1 db szigortan mono-
ton csékkend.
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1043 a) 'K —>L ar~1; b1, c»1; dr> 5§

b)g: KL a—1;, b—4 cr32: d> 5

c) N'%ncs ilyen fliggvény, mert a fliggvény ériékkészletének nem lehet tébb eleme
mint az értelmezést tartomanyvanak.

1

A valds szdmok halmazdn értelmezete fiiggvényt a véges sok helyen felvett érték
nem hatirozza meg.

A' kbzépiskolaban tanult fiiggvények koziil az alabbiak jelentenck megaldast, egyéb-
kent nemesak ezek lehetnek megoldasok.

A keresett fliggvények: flx) = P 1; glx) = _-xl 2 R(x) = 2x4+3;
. 1 )
a(x) =2"-3; bix)= Sx+1.

A tablazat kitoliéséhez

f5)=2
g-2)=-2 gy=1 g4 =14
h=3) = 3 Aeb=1 k=T h(3) =9 B5) = 13
A= a="0 ah=-1 a =13
1 3 .5 7
b _3 - - = — = — = —
(F=-5 D=3 b(3) =3 bs) =2

{—\z egyértelmﬁ hozzarendelést nevezziik fiiggvénynek, ez a grafikonjan képszeriien
gy latszik, hogy barmely .fiiggdleges” egyenessel (legfeljebb) egy k6zos pontja
let'let. A kolcsindsen egyértelmi fiiggvény grafikonjanak ezen kiviil barmely ,.viz-
sz‘mtes” egyenessel is csak (legfeljebb) egy kozds pontja lehet. Ezek alapjan az a)
rajz Kolcstnosen egyértelmii fiiggvényt, a b) nem kdlesondsen egyértelmit, de figg-
vényt, a c) és d) még csak nem is fiiggvényt dbrazol, '

a} Mindkét esetben a vehetd részvények alkotjak az értelmezési tartomanyt.
b) A két értekkészlet a természetes szamok halmazanak része (részhalmazz), hiszen
fillér mar nincsen.

¢) A ,Zarodr — nyitdar” adja meg az aznapi nyereséget, illetve, ha negativ, akkor a
veszteséget. '

Nem jogos, mert egyaltaldn nem biztos, hogy két mérés kozott linearisan valtozik a
laz, Masrészt legalabb elvileg nem rossz, hiszen minden kézbiilss idépontban is van
testhdmérséklet, csak nem mérjiik llandéan. (A gyakorlati fii ggvény-alkalmazasok
e.setében sokszor még értelmetlen is az dsszekdtés, ez itt nem all fenn, csak a linea-
riths nem jogos.) '
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a) Nem lesz fliggvény, mivel ©bb a hegycsics, igy biztosan lesz olyan hegység,
amelyhez egynél tobb csicsot rendeliink hozza, _

b) Ez fiiggvény, hiszen a 20 hegvesics mindegyikérsl egvértelmilen megmondhatd,
melyik hegységben fekszik.

Ha minden jatékoshoz hozzarendeljitk a sajat klubjat, akkor ez fiiggvény lesz, For-
ditva nem lenne fiiggvény, hiszen egy klubhoz sok jatékost kellene rendelni. Ez
esetleg Ggy mehetne, hogy minden csapathoz a legeredményesebb jatékosat, vagy a
csapatkapitanyat rendeljiik (feliéve, hogy ezek egyérielmiek). Ekkor a jatékosak
halmazanak csak egy Kis része tartozna az ériékkészlethez.

Igen, mivel minden haromszbgnek van teriilete, mégpedig egyetlen egy pozitiv va-
1Gs szam.

Az értelmezési tartomany az aatoval rendelkez6 magyar allampolgarok halmaza, az
értékkészlet pedig a magantulajdoni gépkocsik halmaza. Ez csak akkor fiiggvény,
ha egy ember tulajdoniban sincs tobb gépkocsi.

A tengelyes tlikrézés a sikon egy egy-egyertelmii hozzarendelés, ertelmezési tarto-
manya a sik 6sszes pontjanak halmaza, s értékkészlete szintén. Raadisul az is igaz,
hogy kétszer alkalmazva az azonos leképezést kapjuk, azaz megegyezik a sajat in-
verzével.

Egy sikbeli kozéppontos tilkrdzés inverze is énmaga, ebben rokona a tengelyes tiik-
rézésnek, hiszen katszer alkalmazva minden pont visszakeriil eredeti helyére.

Az elsd fiiggvény a pozitiv valés szamok halmazan van értelmezve, hiszen a sza-
kaszhossz pozitiv valds szdm (az egy pontot nem vesszilk szakasznak), s ehhez a
képszakasz hosszat rendeljiik, ami szintén pozitiv valos szam. Mivel kdzeppontos
hasonldsagrol van szo: f: RY — RY, x> 1 - x, mivel a hasonlosdg aranyarol fel-
tettiik, hogy pozitiv.

Hasonléan g: R* — R*, x> A% - x, hiszen a terfilet pozitiv, és a hasonlésag ara-
nyanak negyzete segitségével kapjuk a képalakzat tertiletét,

végiil : R* - R”, x> 1° - x, hiszen a térfogat is pozitiv, és a hasonlésag ara-
nvanak kdbe segitségével kapjuk a képalakzat térfogatat.

Ekkor ,,meg kell szabadulnunk™ & szam szdzasnal nagyobb és kisebb helyiertékein
4llo szamjegyektdl, Ha egy szam szazadrészének vessziik az egeészreszet, akkor ez

" az eljards a tizes, egyes (és minden tizedesvesszo utdni) helyiértéken allo szamje-

gyet ,eltiintet”. Ha viszont egy szam ezredrésze egészrészének ezerszeresét tekint-
jiik, akkor ez a szdzasndl nagyobb helyiértékeken ugyanazokat a szamjegyeket tar-
talmazza, mint a szim maga, de hirom 0-ra végzédik. Tehat az eljaras a kivetkezd:
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X
1000
jegyet. Bzen szadm szdzadanak egészrésze pedig a kivant szamjegyel szotgaltatja:

x— 1000[ } mar csak a szdzas ¢s anndl kischb helvidrtékeken tartalmaz szam-

. egyszerlsités utdn: BN T) 2 . Tehat a keresett hoz-
100 1000

zarendelési szabily: x > [L - IO{LH.

- 100 1000
Az f fliggvény legven az, amelyiknek az értelmezési tartominya a személygépko-
csik halmaza, &s a rendszamot rendeli hozza u kocsikhoz, A masik fiiggvény, a g, az
~L2yszert” (egy autdval rendelkezd) autdtulajdonosok, tehat hizonyos emberek hal-
mazan van értelmezve, €s ertekkészlete a hozzdjuk rendelt autdk, tehat az dsszes
szemelygépkocsik epy részhalmaza. Kétféleképpen lehetne clvileg a két filggvényt
Bsszetenni, de ebbal iit csak az egyvik lehelséges. Tudniillik a masodikként hasznalt
fliggveny ertelmezési tartomanya az elsd titggveny értékkészletével kell, hogy meg-
egvezzen, vagy annak része legyen. Tekintsiik elészor g-t, amelyik a szemelyekhez
hozzarendeli a tulajdonukban levé gépkocsit, majd f ezekhez hozzarendeli a rend-
szamukat. Ez is csak némi korrekcidoval megy, nevezetesen jeet le kell szilkileni
azokra a kocsikra, amelyek ,.egyszerl’” tulajdonosokhoz tartoznak.
Ha elészor f-et alkalmaznink, akkor a kocsikhoz a rendszamukat rendelnénk. Eza-
tan csak olvan filggvény johet, ami a rendszamokhoz rendel valamit, ami it nines,
tehat f utdn g-t nem lehet alkalmazni.

Két fliggvény van: f értelmezési tartomanya az aruk halmaza, értékkészlete a lehet-
séges vonalkodok halmaza; és g, amelynek értelmezesi tartomanya a vonalkadok
halmaza, értékkészlete pedig a pozitiv egész szamok egy részhalmaza (forintban
vell drak). Tt is csak az egyik (f wtdn g) az egyetlen lehetseges dsszetétel, lasd az
eldz0 feladatmegoldést. Ez olvan fliggveny, amelyik minden druhoy az drat rendeli.
Az ffiiggvénynek inverze csak akkor van, ha minden druhoz egy kiilén vonaikddot
rendelnek, tehdr a tipuson bellil a darabnak kiilon jelzese van. Ekkor ennek van
inverze, tehat a kédhoz meg lehet talalni egyvertelmtien az arut. A g fiiggvénynek
altalaban nincs inverze, mert kiildnbozd vonalkddhoz tartozhal ugyanaz az ar, sok
teljesen kiildnbszé dolog keriilhet ugyanannyiba. Ennek tehat nincs inverze, €s
akkor az dsszetett fliggvénynek sem lesz.
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a) Egy eliolas &s egy forgatds cgymas-
utinjinak credménye egy torgatas
lesz; masik (C) pont koril, de
ugyanakkora sz8ggel, mint @ korul
volt. Lisd az abrat! Az indoklashoz
azt kell felhasznalni, legalabbis leg-
egyszerlibben, hogy mind az elto-
las, mind a forgalds két-ket tenge-
lyes tikriizés segitségevel felithato,
és lehet a &, 1y tengelyeket dgy va-
lasztani, hogy kettd egybeessen. s
ezekre tikrézve a helybenhagyas
lép fel, s marad keét (metszd lengely-
re vald) tiikrdzés, ami egy lorgatds tjra, csak mds pont korfil.

b} Egy forgatis &s egy elrolds egymas-
utanja is forgatas, csak egy masik
{(még (yabb, K) pont kéril (C # K), v
szintén az ereden szoggel, Lisd az
abrat! Hasonld moden indokolhate,
mint az a) esethen, csak most mas
tengelyes tiikrézések lesznek (a sor-
rendvaltozds miatt).

¢) Az flx) = x egvenlet megoldasa olyan x pont lenne, amcly az eltolas soran hely-
ben marad, uzaz onmaga képe. Ha a v vektor nem nullvektor, akkor ilyen pont
nincs: ha az, akkor viszont minden x megoldasa az egyenletnek.

d) A F(g(x)) = x egyenlet megolddsa(i) a b) esetben helyben marado pont(ok), és
mint latink, az egy forgatis, annak pedig pontosan egy fixpontja van, a kézép-
pontja, tehdt x = K. Tébb megoldds nines, Lasd meg a b) feladat abragac!

a) [-2; 3]
—2x-8, ha x £ -5
1
b} f:[-5; 6] = R; fix)= ;x—l, ha —3<x<}

{x~4)9 —1, ha x 2 3.
c) [-3,5 0]w {4}

11060, a) Az érielmezési tartomdny egy adoll cleméhez tartozé helyetlositesi érek a fugg-

vény altal hozzarendelt &rték. Nevér onnan kapta, hogy ha a hozzarendeles] sza-
bély képletszeriien ismert, akkor a képletbe a helyet altaldnosan jeldld valtozo
(tBbbnyire x) helygbe a konkrét szamot helyetiesitve megkapjuk a hozza tartozo
éricket.
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b) f(2) =3a+2-2=3a+4
c)f3y=3.-3+2x=0+2x
Tekintsiik az x = O eseter. Ekkor f(0)+£(1—0) = 1 — 0, azaz f(0)+ (1) = 1. Ha

x=1, akkor f(1) +f(1 -1} = 1 — 1, azaz f(1) + f(0) = 0. Ez ellentmond4s, tehat
ilven f filggvény nem létezik.

<

1062, a) Mivel -1 <sinx<1 Vxe R esetén, ezért -5

2
=5=3 -—4i .
3 3

b) Mivel 1g x% = 21g|x| (lasd az 1218. feladatot!),
ezert 1g x* e R, azaz az értékkészlet a valds szamok halmaza.

L | 2

[FLR ]

1
sinx -3 £—4§, azaz

c) Mivel x +— 37 értékkészlete R*, ezért pry is minden pozitiv valés értéket felvesz,

4:3%-2 > -2, tehdt az értékkészlet a —2-nél nagyobb valds szamok halmaza,

§f)=-x"+3x reR
fla+2)~fla-2)=—(@+2)*+3@+2) - [-@-22+3(@-2)] =
=@ +4a+8) +3a+6-[-(a°—da+4) +3a-6] =
=-a'~da-4+3a+6+@ —d4a+4)-3a+6= -8z +12

b) f(x) = 37
Fla+2)—fla-2)=3°*2_34-2 239,32 348 372 3“[9~é)= %9»3“ =
=80.3%72

1064, A négyzetgydk miatt az x > vx — 4 fiiggvény értelmezési tartoménya [4; +oof,

4
5!
y=vx—-4+6
7__
6__
l__
0 4 8 13 20 x

A keresett flipgvény értékkészlete: [6; +cof.

1065, Mivel ~1<sinea<l haaweR
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-2 < 2s8ing £2
2<2sing+4<6

x— 2 sin[?;x - %J + 4 fiiggvény értékkészlete [2; 6],

( ;
mert 2 < 2sinj 3x — %)+ 4 £ 6 minden x € R esetén.
N

Ekkor D = R\ {-2}. fgy x + 2 minden negativ és pozitiv valds szdmot befut, recip-
rokaként pedig szintén minden negativ és pozitiv valos szdm ¢l4ll, de a 0 nem. Va-
oyis a filggvény értekkeészlete: R\ {31,

Ekkor D = R. Igy x - 1 minden valés szamot végigfut, négyzeteként pedig minden
nemnegativ szam eldall. Vagyis a fiiggvény értékkészlete: [-3; «o[. |

A fliggvény grafikonja x tengelyre illeszked§ pontjdnak mésodik koordinatdja O
(f (x) = 0); y tengelyre illeszkedd pontjanak elsd koordinataja O (x = 0).
x tengelymetszet  y tengelymetszet

i) nincs y=17

- _ 1

b) nings y=— 2 |

c) =0 y=10 |
d) x=0 y=0
e) nines y=2
) nincs nincs
g nincs nincs

i:y] nines ¥ =
nines nines
_})' nincs nmnes
Megjegyzés:

a) Nincs, mert —7 ¢ N.

x+x-12 PIRCEE ELL))
x-3 x—3 -

elcosx+1 =0 hax=mn+2ka (ke Z), ezek irracionalis szdmok, igy ezeken a
helyeken a fiiggvény nincsen értelmezve.

d) d=x+4-4=x x=3

f, g, 1) x = O-ra nincs értlemezve, igy az y tengelyt nem metszi a grafikon.
Ha egy tort szamlaldja 0-10] kiilonb6zd szam, akker a tort értéke sosem lehet
0, igy a grafikon nem metszi az x tengelyt,

3zg
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1 1. hax=0;
sgnx =10, hax={
=1, hux <0,

A p fiiggvény x = O-ra nincs értelmezve, tehdt a grafikon nem metszi az y wengelyt,
a tort szamlaloja sem lehel 0, tehdt a grafikon az x lengelyt sem metszi.

a) Paros nem leher, mert ha x > 0, akkor —x < x, igy a szigoraan monoton noveke-
dés miatt f{—x) < fix), Paros fliggveny esctén azonban f(--x} = f(x).
Pératlan lehet, példdul az x — x fiiggveény ilyen.

b) Péros lehet, peldiul az x = | x|+ 1Lilyen.
Pératlan nem lehet, mert ha x > 0, akkor a pératlan fiiggvény deflimcidja miatt
Flx) = —f(—x). Az f fiiggvény mindenhol pozitiv, ez pedig ellentmond a fenti
cgvenlemek.

¢) Péros fliggvény grafikonja az y tengelyre icngelyesen szimmetrikus, paratlan
fliggvény grafikonja pedig az origéra kézéppontosan szimmetrikus. Azt kell
meggondolni, hogy mind paros. mind paratlan fiiggvény esetén, ha az x # 0 he-
lyen a fliggvénynek szélséértéke van, akkor sziikségszerfl, hogy 2 — x helyen is
szélsoéréke legyen. Paros filagvénynek lehet az x = 0 helyen is szélséérteke, igy
akarhdny szélsoértcke lehet. Paratlan [iiggvénynek az x = 0 helyen sosincs szél-
sheértéke, igy csak paros szami szélsdértéke lehet.

dy Van, példaul az x — 0 filggvény ilyen. '

A paros fliggvények grafikonja az y tengelyre szimmetrikus, ezért a harmadik €s a

negyedik abra paros fiiggvénnye nem egészithetd ki

Az elst egy lehelséges kiegeszitése: v

Tabbfele kiegészités is lehetséges.

] 1
1 T i
/’—.\'3 —Xq X o X2

gy, hogy a figg-
veny nemncgativ x értékekhez tartozd grafikonjit tikrozziik az y tengelyre.

A
A masodik csak egyfélekeppen egészithetd ki paros fliggvénnye, ugy.

A paratlan fiigevényvek kbzéppontosan szimmetrikusak ax origora, igy szilkséges,
hagy a 0-ban vett fliggvényérték 0 legyen. _

A miésodik paratlannd valo kiegészithetdsége attol fugg, hogy a 0-hoz rendclve van
mar fiiggvényérrék, vagy sem, Ez az dbra alapjan lehet igaz is és hamis is (1asd ko-
vetkezd oldal).
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}.‘l B
N
_\:1 )CI‘)_ .\':\

A negyedik O-ban nem 0, tehat nem egészithetd ki pératlan fiiggvénnye. A harmadik
meglévd része nem szimmetrikus az origdra, tehat az sem egészithetd ki.
Az elsd egy lehetséges kiegészitése:

);2 I:k X

Az egyenes ardnyossag képe egy origdn dtmend egyenes (de persze nem az y ten-
gely), amely pozitlv aranyossagi ényezé (a) esetén az L és II1, negativ o esctén a
IL és 1V. siknegvedben fut. (Ha a = 0, akkor az x tengely a kép.) A forditotr ara-
nvossag képe egy hiperbola, amelynek szarat pozitiv aranyossigi tényezd (b) eseten
az 1. és 111, negativ b esetén a I1. &s IV. siknegyedben haladnak. (A & = 0 cset defi-
nicié szerint nem fordulhat eld.) Ezért, ha a két aranyossdgi (ényezd azonos eldjelll
(ab > 0), akkor két metszéspongja van a grafikonoknak; ha viszont eilentéies eldje-
liek e ténvezOk (vagy akir @ = 0, tehat dsszefoglaléan ab < (), akkor nincs met-

‘ b 1 4
széspout. Ha vannak, akkor azok helyei az ax = — egyenlet gydken: x = i\/; Az
X

ezekhez tartazo értékek: ¥ = £+/ab. (Ha mindkér ardnyossagi tényezd pozitlv, akkor

az azonos eléjelii helyek és értékek tartoznak dssze; ha mindkettd negativ, akkor az
ellentétasek.)

— ; 2

fil-e0, 0] —= R, xi—= -5 PR—=R, xt=—x"+9

. 2

gR—=R x—=(x+1)7;

hR-2R = (.11—3'_)2;

JR=R x—=-2x+2
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-

1g1077* = x 1.4
R T ) _(x+a)x-3)

= =x+4 (x=3)
x—3 x—13
(x+Dsin(2k + D=0 (ke
2hmlrd _ g (itt x € N)

S 7, k azonosak {ertelmezési tartoméanyuk és a hozzarendelési szabaly is megegyezik).
8. i értelmezési tarilomanya nem egyezik meg a tobbi fiiggvény értelmezas; tartoma-
nydval. .

A j fiiggvény criékkészlete csak a O-t tartalmazza, a t3bbj fitggvény értékkészlete
ettél kilonbazs, ezért J nem lehet azopos egvikiikkel sem,

Egy pont akkor illeszkedik a megadott fiiggvény gratikonjara, ha a pont elsé koor-
dindtajat (ha it a fliggvény értelmezve van) a fliggvény hozzarendelésj szabalydban
x helyébe helyettesitve » pont masodik koordinatajat kapjuk.

Az ffiiggvény A, G, H pontok elsi koordinétsira nincs értelmezve, az F pont kivé-
telével a t5bbi pont nem illeszkedik a grafikonra,

A felsoroltak kéziil az £ pont illeszkedik mindkét grafikonra,

(Léasd 1074. feladat)

Az A pont illeszkedik a J fliggvény grafikonjéra, a tébbi adott pont elsé koordingta-
Janal a ; fliggvény nincs ertelmezve; az A, G. H pont elsé koordindtijanak ériéicére a
k fiiggvény nincs értelmezve; csak az £ pont illeszkedik a £ fij ggvény grafikonjira,
Tehdt a felsorojt pontok kézott nincs olyan pont, amely mindkét megadott fii zgveny
graftkonjara egyszerre illeszkedne.

B.C,D,F,G, H, Iakét megadott fiiggvény kéziil egyik gratikonjira sem Hleszkedik.

hektoliter T

0222321 3 3 45 ¢ ora ,!
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ido ivel mind a ki 55, mind

2szitsiink értéktablazatot a nevezetes iddpontokban. l\f‘il‘:el mind a klengedea_z ind

Kesii ltés egyenletesen torténik, a kiszémolt értékek kézétt egy‘enlefesen£ 12&{ Jine-
gr?sf;r? valtozik a gabona menrnyisége, igy az értékpiroknak megfelelé ponto v

] . / = — ora.
nes szakaszokkal kéthetjiik dssze a rajzon, (Fontos még, hogy 10 perc 5 )

ld?ﬁ;,n[ tomeg {t) tmeg (_t}
g 5
o} 5-i=4
10 4-1=3
1 _ 1
10 R A= 53—
10 3-—+0, 3
1 5
~-Z-25
Mol 337%
12 25-1=15
1 5
14 N — 5:1—' i
12 1.5 +0, 5
6 - 6 s - idg
13 1—-321 2 5 10 1 12 13 W

a) egyenes aranyossag A,
b) forditott aranyossag I, p
) els6foki: £, h, i
<) . Zix-12 4_(x+4)(x_3)—4=x+4~4=x; x %3
Megjegyzés: i(x)= 3 AT

, x+ {x} R [ A
Példaul: x — — I
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Keressiik a fiiggvényt f(x) = 2x + a alakban!

Ekkor f(f(x) = 2Q2x+ @)+ a = 4x + 24 + a = 4x + 3a, vagyis @ = —1 esetén a ki-
vant alakii. Tehat a kercsett linedris fiiggvény: f(x) = 2x— L.

Mivel [x] = x — {x}, ezért 3x - 3[x] = 3[x}, igy az x 1= 3x — 3[x] figgvény érick-
késziete [0; 3] halmaz (ha az értelmezeést tartomany a lehetd legbdvebb, valds sza-

mokbol alld halmaz, vagyis R).

',1085. BDAZX>mex+D hozzarendeléssel megadott elsdfoki fiiggvény grafikonjanak

h i
A1 0) nincs értelmezve illesykedik
B(O; 1) illesvkedik nem illeszkedik
ClL L nem illeszkedik nem illesskedik
2(0; 0) nem ifleszkedik illeszkedik
E(1, Oy illeszkedik illeszkedik
F(O, 1) nem illeszkedik nem illeszkedik
Gz ) nincs értelmezve nincs ertelmezve
H{m, O nincs ériclmezve nincs értelmezve
KO; =) nem illeszkedik nein illeszkedik

Mindkét filggvény grafikonjara az £ pont illeszkedik.
Egyik fiiggvény gralikonjara sem illeszkedd pontok: C, F, G, H, 1.

Altalaban, ha egy linearis {iiggvény grafikonjanak ismerjiik két pontjit: Ay az) €s
B(D,: by), akkor a figgveny meredeksége a pontok masodik &s elsé koordinatai kii-

by —aﬂ

| az ordindtarengellyel valo metszete pedig 4gy
1y

loubségének a hanyadosa [
S
szamolhatd, hogy ezzel a meredekséggel barmely pont ordiparajabol ,visszalépege-
o
b, —a, b —ab, .
a ——= = B TP | Persze, ha az egyik pont eleve a
by —a, b —

0 helyen (az y tengelyen) adott, akkor eoyszerlien ennek ordindiaja a tengelymetszet.

tiink” a § helyig {az -

ay x> —2x+3 hjx > x+35
5 13
d)yx > 7%-;\‘-1-—-

¢)x— Jx+4
3

Lasd az eléz6 példa dltalanos utmutatejat.

Byxr 3x—1

7
d)x r—s-—ixir§
3 3

Ax—-x+3

chx 1L5x+ 05
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meredeksége i, €6 az y tengelyt b-ben metszi a grafikonja. A hozzarendelési sza-
baly tehdt: x > 3x + 2,

¢

1 4
b)x — %x + b. Mivel a PL—E, :) pont illeszkedik 4 liggveny grafikonjéra (az-

. 2 (1
az a —17-11'02. rendelt fiiggvényériek —-dal egyenld): —= = (—-— + b, azuz
3 3 3 3\, 5
22 . . 2 22
b= "2 A hozzarendelés tehal: x = —x+ .
i35 3 15
1086.] Az ordinatatengelyt az 1y
..O,_'2-O—4___LE .
fO=—7—7"73
2x—4

pontban metszi. A = [ cgven-

leibél az abszcisszatengellyel valo met-
széspontot kapjuk meg: x = 2.

'U}S?.I- Az ordintatengely-metszet =,

, T

a zérushely —= = 2,22,
{~
o

o /
. s

a meredekseg pedig 2.

1088, a) f meredeksege 3, g meredeksége —1, A meredeksege 0, i meredeksége —2,3, j es
k meredeksége egyarant —1.
b) A konstans fiiggvény grafikonja a h jelil.
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c) Az egyenes aranyossagot leird hozzarendelés x —» ¢ - x, ezért a fiiggvény grafi-
konja {vagy a meghosszabbitasa) dtmegy az origdn. Tehat egyenes aranyosség: f,
g.J.

d) ElsGfoku fiiggvény értelmezési tartomanya R!
Elséfokiak azok a linedris fiiggvények, amelyeknek a meredeksége nem 0, azaz:
ij k.

¢) Mindegyik fiiggvény képe egyenes vagy szakasz tehat mind linedris fiiggvény.

f) Frtelmezési tartomény  Erékkészlet
7 =1 1] [-3; 3]
g [L;3] [-3;-1]
h [-4; 1] -1}
i R R
i R R
k R R

Az y tengelymetszet

3 3
— = (0,95, a zérushely —— = 1,34,
i4 w"IS

—

a meredekség pedig — l;i = —0,71.

2
a) Az egyenes atmegy a (0; 4) és a (3; 6) ponton, ezért meredeksége 0 = 3

%]

A hozzarendelési szabaly: x %x + 4.

by Az ffiiggvény zérushelye olyan a valds szam, amelyre f(a) = ga +4=0

Ebbél a = —6, ez tehdt a fliggvény zerushelve.

.y . 2 e e e
c) Az egyenes meredekségeével, tehat g-dal egvenld a tort értcke.

FUGGYEMYTIPUSOK

Keressiik a hozzdrendelési szabilyt x > ax + b alakban. A parhuzamos grafikonok
meredeksége azonos, igy a = 4.

A4d-2+b =3 egyenletbdl] pedig b = -5,

vagyis a hozzérendelési szabaly x > 4x— 5.

Keressiik a hozzarendelési szabélyt x > ax + b alakban. A merSleges grafikonok
meredekségének szorzata —1, igy a = —0,5.

A=0,5-1+58=4egyenlethdl & = 4,5,

vagyis a hozzérendelesi szabaly x — —0,5x + 4.5.

Ha a viz dl-ben mért tér-
fogatat jeldljik x-szel,
akkor a keresett hozza-
rendelési szabaly:

x = 33 600x + 30 000,
és az [1; 20] intervallu-
mon kell dbrazolnunk e
fitiggvényt.

¥
TO2O004 e e

63 600+

a) Abrazoljuk a kiadast a bevétel fiiggvényében! A hozzérendelés szabalyat az 4b-
rarol leolvashatjuk.

=

100 200 300 490 500 b;evéte;

b) A megtakaritast a bevétel — kiadds szabaly szerint hatarozhatjuk meg.

bevétel 100 | 200 | 300 | 400 | 500
megtakaritas | —75 | -50 | =25 | O 25

o __\ﬁ




@s! A fliggvény grafikonji-

(1096.) Olyan pontok, melyek il-

FUGGVENYTIiPUSOK

) A hozzarendelés: x — 0,23x - 100.

T megtakaritis
- 10— '

01

@

' _3071 - - @

- -1001

nak egy olyan pontja
van, amelynek mindket
koordindtaja egész. Bz a
(0; 1) pont.

[Mas ilven pont nem le-
het, hiszen, ha x egész

O 100 200 3

Qo 400 500 bevérel

. [
szam (x # 0), akkor xv3
nem egész szam =

.
xN3I+le Z).

leszkednek a grafikonra
és mindket koordindtaja
irracionalis, példaul:
A3 1-V6),

B(v5; 1 =~10),

Clm, 1—an2),

- 3

D(—7T; 1+ 14},
—

E(246; 1 —4:3).
(x minden olyan irracio-
nalis szdm lehet, amely a
/2 -nek nem egész szama
Wbhszorise.)

148

r’/_'_'-\l
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Ha |f(0)—2| < 1,akkor— | < f(0)—2 < 1, vagyis | <f(0) <3.Ta fh -3 <1,
Jkkor hasonloan kapjuk, hogy 2 < f(1} < 4. Barmely linearis fiiggveny képe ezen
xét szakasz egy-egy pontjdn halad at. / :
Legmcredekebben akkor, ha f(0) legki- ’
sebb és f(1) legnagyobb lehetseges érte-
kén 4t halad: legkisebb meredekséggel
akkor, ha f(0) legnagyobb és f(1) legki-
<ebb értékén ai (1, abra). Bzért ezen also
& felsd hatarokat keresztben dsszekotve
a kapott egyenesekril leolvashald, hogy
f(2) leheiséges eréke a linearitds miatt
1 < f(2) < 7. Atalakitva:

-7 < f(2y -8 < -1, de ekkor

1< |f(2)— 8] < 7, nem pedig

f(2)-8] < L

Mdsilk megoldis:

Ha az allitissal ellentétben mindhdrom szam kisebb lenne 1-nél, akkor igazak len-

nének a kbvetkerd egyenldtlenségek:
lp-2< 1, [a+h-3|< 1,8 %2a+b—8|.{ 1.

Abszolutérték jele nélkii:l < b < 3, Tea+b<d T<Zath<9

Az elso két egyeniStlenséget 1 < b < 3, illetve -4 < —~a—b < —2 alakban irva s
dsszeadva kapjuk: -3 < —a < L.

Ehhez hozzdadva a harmadik, 7 < 2a + b < 9 egyenlétlenseget, azt kapjuk. hogy
4<a+b<l0, ami nyilvanvaléan cllentmond a feltételek kdzdtt szerepld
2« a + b < 4 egyenibtlenségnek,

[ndirekt feltevésiink hamis volt, a feladat allitasa tehat igaz.

) Mivel forditott ardnyossag esetén az P g :
Bsszetartozd érickparck szorzata dl- S
landd, és éppen ez az ardnyossagi R I S
tényezs, ezért ez most 2 - 4 = 8, T . 3 A

by Lasd a gratikont! ' ) 1

¢) A forditoit aranyossag kolesonosen -~ ¢ - T A
cgyértelmi fiiggvény, igy értek- e —— C e ey
készletének pontosan annyi eleme ¢ iP. : O
van, mint értelmezési tartomanyd- D
nak, vagyis 14. e
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1099. a) Mivel forditott ardnyossig esetén az by
osszetariozo értékpirok szorzata

allandé, és éppen ez az aranyossigi
tényezd, ezért ez most 2 - 3 = 6.
L _¢)IErre szamos mod kinlkozik (neve-

(10
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zetesen L 4 ) = 210), legyen példaul
D = {1;2; 3; 4}, és a hozzarendelé-

. . . . 6
s1 szabdly tovabbra is x = —,
X

.11100.] Egyenes ardnyossagot fejez ki: f(x), g(x); forditott aranyosségot: A(x).

liﬂ)i;-‘ Az i fliggvény azonnal dbrézolhato, j esetében kis Atalakitds odlszeri:

3x—5_3(x—-1)—2_3 2
x-1 x-—1 - x=1

Ak fiiggvény pedig Jol lathatoan a kenstans 1 (de x 3.

by i :

S N B
Y ol
TR e ‘ T

T i
by
k

L

.iga.. S e e

x-14 x-2-12 —q- 12

x-2  x=2 x=2
A grafikon azon pontjai-
nak koordindtdi egész
szamok, melvekre
x—2]12 teljesiil,
Foglaljuk tablazatba:

xeR\|2}

x—-14
x-2 x 2
1 3 | -11
2 4 -5
3 5 -3 =
4 6 -2
6 8 -1
12 14 0
-1 1 13
-2 7
-3 -1 5
-4 | -2 4
-6 4 3
—12 | -10 | 2
a) Mint az fizikdbél jol ismert, t i
=5=“511:$=1,25h. 2l
)
92 .
b) A [60; 120] intervallumban &b- 2 Tigs
razalunk,
¢) A hozzérendelési szabaly: 14+ .
s 15 0% . [@
v : A h’)
o e 1010

- i 3 -D(x -3
‘D}'l‘“.“ f(x):xxfli: _-Dx-3)

X—a

xeR;, aeR;, x#a

fliggvény gra}nkonjénak pontjai akkor illeszkednek egy egyenesre, ha f(x) elsSfoku,

.“migi””m .



(x —1)}x—-3)

awpr ————————
x—a

akkor fi{(x) = x -3,

FUGGVENYTIPUSOK

egyszertisithet, Bz a = 1 és a = 3 eserén lehetséges. Haa = 1,

x = [ adddik; ha pedig a = 3, akkor {0 =x— 1, x 2 3.

=1 =13 k
‘ y A =x-3 “= ¥
x| L
4 2__
11 14
R WZ x AN
oL |
> Flx=x-1
£ 3

{1105; Mindharom fiiggvény hozzarendelési szabilyat celszeril atalakitani:

2 1
‘ﬂﬁ:_gijil=2+ lj
x+1 x+1
Ax+D-2 2
g=b=2 5 2
x+1 x+1
AUy — _n_
J”!(.‘C)E‘FI 3):x 2 1:1- ] _
3x—-2) x-2 x =2

as2

Mivel

FUGGVENYTIPUSOK

, hax = 0, ezert

x_f.
X

.=lx

a grafikon a kdvetkez&:

x, ha x 20,

1108) ) Mivel |x| = {—x ha x < 0;

.

x| {1, ha x>0,

ezért —
X —~1, ha x <0,

b) Mivel | x| 2=x%a grafiken:

b) Mivel '—x| = | x|, ezért —|-x| = —|x,

¥
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=
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ezére x + x| = {

28 x""|x|:{

a)

EUGGVENYTIPUSOK

i ) x,ha x20,
|11I}9.§ Mivel |J¢| = ha x < 0
—x, ha x :
X+x=2x, ha x=0,
x—x=0,ha x <0
x—x=0hax=20,

x—{—x)=2x,ha x<Q.

b} by

ezért |x — 2| =

-

- . ¥—2,hax=2,
2} Mivel |x—2| :{

—(x—-2), ha x< 2

B ‘x—24x=2x-2 ha x>2,
P le-2rx=2hax <2

354

b) Mivel |x — 3 = {

ezert 3x—|x—5|={

FUGGVENYTIPUSOK

x—=5bhax25,

—(x—35), ha x <35,
3x-(x-3)=2x+5hax23
3x+{x—3)=4x-35, ha x < 3.

L e
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(1112) 2 b) | ¥

¥x—2,haxz2,
—(x—2), ha x <2,
Jx+1hax2—i

.
2113 |x-2|=

|x + 3| =3
=0+ 3). b x < 3, 1114, Az egvenletben szerepld masodfoku kifejezést szorzatth bonthatjuk:
x—24+x+3=2x+1, haxz2, |(x = 3)(x — 2)| = p. Szeretnénk abrazolni az egyenlet mindkét oldalat. A bal oldal
a) |x N 2[+ Ix * 3] =1 ~(x=2)+x+3=3ha -3I<x<2, zerushelyei xy =3ésx =2 Az x > |x—3) - (x—2)] fiiggvénynek lokalis maxi-
~x=2)=(x+3)=-2x-1, ha x <3 ' 31472

muma lesz az x = — = 2.5 helven, itt a figgvény ertéke

(2,5 - 3)(2,5 - 2)| = 0.25.

Azx > |(x—3}-(x—”)| grafikonja: .
1.00-
Az egyenlet bal cldalat x —» p kons-
tans filggvénykent abrazolva u két gra- S R
fikon kézis ponijainak szamat keres-  p,75-
T siik.
1+
= _=3 = _=[ 0 1 5 s p ériéke megoldasok szama 0.50—
1 p<0 0 :
=0 2 ;
0 (P <025 1 0’25%.._..._.._.
=2 —(x+3)=-5 ha x 22, £=os |
- p =025 3 ‘
by =2~ |t +3 = - (x-D-x+HN=-2x-1L ha -3I<x<2, -
p > 025 2 0‘ 1

—{x~2)+{x+3)=5 ha x <£-3,
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[1 116, Ez az clézd filggvény ellentettje, grafi-
konjaik az x tengelyre egymas tilkor-
képei.
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1120, Algebral megoldas:
. B B’
A hozzirendelési szabalyt atalakitva: f(x) = a| X+ —J +o——.
L 2a 40
Ebbdl —i= 3, c—b—z—z, a('l +£ +¢c—-—=06.
2a 4a 2a 4a

Az elsd egyenlethdl b = —6a; ezt beirva a masodikba: ¢ = 9a - 2; mindezeket beir-
va a harmadikba, kapjuk: @ = 2. Visszaltvaezt b = -12, ¢ =16,

Fiiggvénytulajdonsdgokat felhaszndld megoldds:
By normalparabola csetén a tengelypont helyétsl egységnyiket lépegetve a fiigg-
vényériék névekedése rendre 1, 3, § stb. Egy a-szorosdra nyujtott nermalparabola
esetén ez a, 3a, 5a stb., tehdt egy masodfokd fiiggvény a parabola tengelypontjanak
helyétdl két egvségnyire 1év6 helyen (a + 3a =) 4a-val nagyobb erteket vesz fel,
mint a tengelypontban. Mivel 6—(-2) = 8 = da, igy a = 2.

Ekkor a fiiggvény hozzarendelési szabalya:
Fy =20x-3)% -2 =2(x2—6x+9) -2 = 2x° — 12x + 18 -2 = 2x° — 12x + 16,
azaz b = —12és c = 16.

Vegves megoldds:

A parabola szimmelridja miatt ekkor f(5) = 6 is fennall.

Beirva mindharom értékpart:

(I} Ya+3b+rc=-2

(I a+b+c=6

(i) 25a+5b+c=6

Ebbola=2; b=-12, c=16.

Egy masodfoki fiiggvény a parabola tengelypontjanak helyéidl egy egysegnyire lé-
v0 helyen a-val nagyobb értéket vesz fel, mint a tengelypontban (1. el6z6 feladat, 2.
megoldas): 3-1=2=a.

Ekkor a fliggvény hozzarendelési szabalya:

F = 20— 41 =202 -dx+4)+1 =25 8+ 8+ 1 = "~ 8x+ 0, azaz
b=-8éc=9

{Tovabbi két megoldasi mod az eldzd példa alapjan.)

: 100
11122.] a) Ha a téglalap egvik oldala a, akkor a mésik oldala o —as= 50 — a cm. A terii-

lete tehat: @ - (30 -a). Az a = a(30—a) fiiggvénytyke]l Abrazolni a 10; 50[ in-
tervallumon.
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terilet (em?)

a2 a(50-a)

0] 25 50 alem)

b) Legyen a korcikkhez tartoz6 kdzép- 4y
ponti szbg «. Ekkor a korcikkhez — 25z ..
tartozo iv hossza: Sor (-t radidnban
mérve), a krcikk teriilete

Pl o 25 .

5% . m-— = —@. Haakdrcikkhez

2 2

tartozd iv hosszat x-szel jeldljik

5 | |
(x= 5e0), aikor 2 teriilete Tx. A 5wy | i

hozzarendelés: x — gx.

¢)|  Akorskkozép- | Kozos pontok  szs pontok szama
pontjainak tavolsaga: SZAIMA: :
d>5cm 0 21 © |
d=5¢cm 1 1~ @ a :
lem<d<5cm 2 _ L
d=1cem o 7 2 3 4 5 d
Oem<d<1lcm 0

1123 a)2m magassaghan.
b) A mascdfoku fiiggvény hozzarendelési szabalya a szdveg alapjan;
x = a(x -4+ 4. Mivel 0-hoz 2-t rendel a fliggvény, ezért a(0 - 4)*+4=2,

1 L
amib6l @ = — 3 A hozzarendelés tehdt x > —0,125x% + x + 2.

c) A ~0,125¢% + x+ 2 = 0 egyenlet pozitiv gyoket keressik. A masodfokd egyen-

1++2 PR
letet megoldva a pozitiv gydk G :5 = 9 66. Tehat a goly6 kortilbelil 9,66 m
thvolsagban ért foldet. ’
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1124, ) A Pitagorasz-tételt felirva: ¢° = 27 + 107, fnnen ¢ = 226 m ~ 10,2 m.

b) A grafikon és a szdveg alapjan a kivetkezdket tudjuk a kereselt masodfoka filgg-
vényrdl: 1. a maximalis fliggvényéiték 4;
2. a 0-hoz rendelt fiiggvénvértek 2;
3. a 10-hez rendelt fiiggvényeriék 0,

Minden masodfoky fiiggvény hozzarendelési szabdlva x — alx — u) 2 4+ v alak-
ban is megadhatS. Ezt felhaszndlva, az 1-3. ismeretek alapjdn a kdvetkezbket
mondhatjulk:

—az 1. miatt: v = 4 (a hozzarendelési szabdly x — a{x - u)z + 4 alakn);

—a 2. miatt (v = 4 felhasznalasaval): au’+4 = 2,

- a 3. miatt {(v.= 4 felhasznalasaval): a{10 - 15)2 +4=0.

Megoldandd tehat a kivetkezd egyvenletrendszer: au® = -2 A a(l0-w)> +4 = 0.

Az elsé egyenletbdl @ = ——, amit a masodik egyenlethe helyettesitve a
21

]
—Z (10— u)* +4 =0 egyenlethez jutunk, Rendezve: 1> + 20u - 100 = 0.
H

Ennek két valds megoldasa van: 102 +1) = —24,142 &5 lO(xE — D)= 4,142,
Feladatunknak csak a pozitiv megoldas felel meg, tehat u = 4,142,
Visszahelyettesitéssel kapjuk a értékér: a = —0,117.

A keresett masodfokn filggvény hozzarendelesi szabalya tehat igy is irhato:
x5 —0,117(x - 4,142)> + 4

Ellendrzés:

—a fliggvény maximuma valdban 4 (@s ezt kb. 4,142-n¢l veszi fel);

— & 0-hoz rendelt figgvénvértek: —0,117 - (—4,142) 24 =20;

— 4 10-hez rendelt figgvényériék: — 0,117 - (10— 4,142)2 +4 = 0,0,

A kapott értékek tehat valdban megfelelnek.

c) A b)-ben leirtakbol kivetkezik, hogy a goly0 a {4,142; 4} pontban volt a legma-
gasabban.

Az origén atmend, az x tengelyre szimmetrikus parabolak olyan mdasodfoku fiigg-
vények grafikonjai, melveknek hozzirendelesi szabalya: x —» ax>. AC pont koor-
dintdi x = 30, y =6; a C pont rajta van a parabolan, tehat a - 30% = 6, innen
a= 1_%0 A hozzarendelési szabily x %xg. Ertelmezési tartomany: [— 30; 30],
ertekkészlet: [0; 0].

a) Mivel a sebességgel egyenesen aranyos a K kizegellenallasi erd kis sebességek
esetén, ezért K = ¢ - v, ahol ¢ egy a testtdl, ifletve a kdzegtdl figgd allandd.
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h) Nagyobb sebességekre K = d - v?. Ha gppen ¢, a hatirsebesség, ahol a kettd jl-
leszkedik, akkor folytonos dtmenetet feltételezve: cuy = d’UDZ, azaz ¢ = dug a ke-
resctt Gsszefligoeés az ardnyossagi tenyezok kzitt.

(1127, Haa#2 = x> (a—2)x" +2(a - 2)x + 2 misodfoka fiiggvény.

a) Vx € R esetén a fliggvény csak pozitiv értekeket vesz fel, ha grafikonja olyan,
nyilasaval feifeld 4llo (a — 2 > 0) parabola, amely nem metszi az x tengelyt.

Ez akkor teljesiil, ha az {a - '2)x2 + 2(a - 2)x + 2 = 0 egvenletben
a-2>0 és D<0

) [l
a>?2 és  [2a-2] —4@-2)-2<0

a’—-6a+8<0

Az dbrabol leclvashato, hogy ez ak- ¥
korteljesiil, ha2 < a < 4 5t
2<a<4 esetén lesz Wxe Rere
minden fliggvényértek pozitiv.

b) ¥x € R esetén a fliggvény csak ne-
gativ értékeket vesz fel, ha grafi-

konja olvan nyilasaval lefelé aflo 74 v=a’—6a+8
(a — 2 < 0) parabola, melynek nincs
zérushelye (2 < a < 4). E két felie- o 3 pm—gf——— .
. A 4 5
tel egyszerre nem teljesitl, tehar -14 ! \/

nincs olyan a valds parameéter, mely-
re a keresett fiiggveény csak negativ értéket venne fel.

b)y10=10 000%, tehira P pont a & grafikonjara illeszkedik.
1

75 = 257!, tehit & Q pont az £ grafikonjdra illeszkedik.

c) Egyiknek sincs minimuma, hiszen mindegyiknek az értékkészlete a pozitiv valos
szamok halmaza, cnnek pedig nincs legkisebb eleme.
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a} hamis {ez a grafikonon is ,latszik”, de tudjuk is, hogy a harmadfoku polinom-
fiiggvényeknek nincs abszolut %zelsoerteke)

b) hamis (van ugyan lokalis minimuma a fiiggvénynek, de azt negativ szamnal ve-
szl fel)

¢) hamis (2 megadott informéciokbol ez semmiképpen nem kivetkezik)

d) igaz

e) hamis (hiszen a harmadfokd fiiggvény értékkészletében minden valos szam ben-
ne van)

f) hamis (a 0,96 eleme az elsd intervallumnak, de 4,7649 nem eleme a masodiknak)
g) hamis (hiszen d) igaz)

by
1__
x.h
xh
Py
1-\
-5 _'| O__ li o X
i)
F—5
X
364
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A piros szinnel jeldlt pontok teljesitik

© a megadott feltételeket. ¥

JRp—

#) A megadott abrarol leolvashatd, hogy log,,4 = 1. Ebbbl a =
Tehét g(x) = log4x, hax € R™.

b) gl ) log, 2° = log, 42'5' =25

] 1 -3 Ea ]
(40 10;,4[4) log,4™ = -3

g(167) = log, 167 = log, 4™ = -6

a) A megadott Abrardl leolvashatd, hogy log, 3 = -1, Ebbd]l a =

Tehit A(x) = log; x, haxe R™.
E ) (] ~[0
b 4(9°) = Tog, 9° = log, 3 = log | -) =10
—_ . _\3

1
3 3 3

4 adodik.

1
— adadik,
3 adodi

1 1) (1) ( Y
hl ~——=i=1lo lo log,|=] =9
(273J gé(z*ﬁj e 7/ B3
) l\ -1,2
#(3") = log, 3" = 1og1L- | =-18
| g 383
¢) log, & = —4, ami a logaritmus definicidja szerint azt jelent, hogy
3
e —
b= 1) =3*=§1
V3

365




'

FUGGVENYTIPUSOK

ra |

-1 N .y 1 2
: . -1y = i V4 lapian ¢~ = —, a4zaz a=
_1’134 a) f(-1) = a ;aszdveg alapjan 3 a

PRt

Tehat f(x) = G ]

4

by R

4
3 8 1
c) f(dy= (—w = 81 = §5— > 5; a sejtés tehat nem igaz.

W2, 16 16
ims. a)

b) 16 m2-t pontosan & 4. hér végere fed
be. 20 m2-t a 4. és az 5. hét kézoit er
el, 40 m2-t a 20 m2-es iddpont utin
pontosan 1 héttel ér el a lefedetiség.

Tbefcdett teriitet, m®

401

o+ -

6+ -

—Ta b
+—

i 2 3 4 5 6 hetek

1
‘1136-5 ) A szbveg szerint N? = N, 2.7187%7 amibsl - =2, 7184570,
Mindkét oldal 10-es alapu logdntmusat veve: g 0, 5 = _5570-4-1g 2,718, vagyis

-1 1
__.____gis___lfu; 10°*
5570 -1g2,718 ay

By Ny = Ng - 27187201, amibél T = 2,71870%0124 = () 69988, azaz a radio-
aktiv szénatomoknak 0,012%-a bom]Jk el évente.
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N, .
¢) A szdveg szerini _NT_ — 0,2, ezért 0,2 = 2,718 700
Mindkét oldal 10-es dlapu logaritmusat véve: lg0,2 = -0,[]00124 . 7-1g 2,718,

10,2
i o EUE 12 980 (2V).
Vagyls t= 5 600124 - 12,718 (&v)

A radioaktiv szenatomnk. 80 %,-a 12 980 év alatt bomlik el.

1137.] a) A szdveg szerint a kérdezett s7azaleklabat a 1004 érréke adja. A felezési 1dd el-
Ny _1s2 1 _
teltével: ? = N,-2,718 4328 vagyis E =2,718 R
Mindkét oldal 10-es alapt logaritmusat véve: g 0,5 =-5.24-2-1g 2,718, vagyis

-1 3
__ 1805 41303 (-1— ‘
5,24-122,718 &V
N, = No- 271870107
NY
20,8761
Ny
A radioaktiv atomok 12,4%-a bomlik el gvenie.

N, .
b) Ny = Np - 2,718700% %, amibél ‘7 2718729 = 0,6724, azaz a radioak-
v kobaltatomokndk 32,76%-a bomhk el 3 év alatt.

F

N,
c) A széveg szerint T =(),8, ezért 0.8 =

Mindkét oldal 10-es alapu logaritmusat vave: 1g 0,8 = 00,1323 - ¢-1g 2,718,
is 7 1208 1,69 (&)
vagyis t = ———————=1, .
£y 0,1323-1g2,718

A radioaktiv kobaltatomok 20%-a 1,69 év alatt bomlik el.

8—(),1323 ik

i

— . -
1138, A szoveg szerint A, = 3 LAg ezért 3- 4 = Ay 25570 Epbél 3 =257,
!

3370
= 8830 (&v). A régészeti lelet 9000 évesnek mondhaté,

Mindkét oldal 10-es alapt logaritmusat veve: 1g3= 1g2, vagyls

_5570-1g3

e

(Tobb ok miatt sem lehet a radiokarbon modszerrel 100 év pontos saggal mérni.)

: 1
1139;[ Atalakitas utan: log, 2 = l—g— Fonios, hogy a ]0; 1| szakaszon nem vegig konkav,
— gx

1
hanem — =~ 0,135-ben inflexiGia van (addig konyex, kinagyitottuk}.
e

87
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1140.] Az x> -2cosx; £ € Résxt—>-2 sm[x + ?]; x € R fiiggvényeke.

114%) aj g x> -1+ cos2x
e x> ~l+cosx

X
ii X I—%-—1+cos;}—

L

b) Igaz a sejtes.
Keressiik a cos2x = cosx egyenlet néhény megoldasat és ellendrizziik, hogy ezek

. X
megoldasai-e pl. a cosx = COs egyenletnek.

4z 3 4z 3 _
P(0; 0); Qk—;,*a} R[—?,—E} S(4z; 0); sth.

1142, a) A tangensfiiggvényrol van szo.
sinx

by Mivel f(x) = tgx és a megadott 0 < x < 0,57 intervallumban tgx = po—
x

ezért a feladat kijelentése gy is irhato: (tgx - cos 0%+ cos’x = 1, vagy

L2 I
sin2x 4+ cosZx = 1. Bz pedig igaz.

1143.] a) A kotangensfiiggvény grafikonja lathato az abran.
b) Mivel f(x) = ctgx, ezért a feladatban megadott kifejezés igy is irhato:
[
- 4-1+3-§+2-0= 4+ 3.

4

(@) [ LA
4. ctgLZ) +3- ctg‘\-g—] +2- ctg[ 5

jeg

[}
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ay f: x> 24sing
g: x> 2sinx
4. xi=»sinlx

b} fix) - g(x) =2+ sinx — 2sinx = 2 — sinx, tehat a kivetkezd filggvényrél van szo:
k: RoR x—2-sinx
A k fliggvény grafikonja:

LSt . o-w o -05mo |0 05w x 15 2w 25m

- értelmezeési tartomanya a valos szamok halmaza;

_ értekkészlete az [1: 3] zart intervallum (tehat kerlatos fliggveny);
— a fliggvény periodikus, periodusa 27,

— zérushelye nincs;

— nem paros és nem pdratlan;

. 3
— maximumhelyek: EJ’I’ +k-2% (ke Z),amaximum éricke 3;

. . 1 .
— minimumhelvek: ;n‘+ k27 (k€ Z),aminimum érteke 1.

/3

a) Hamis. Példaul sin% =— > —= cos%.

1
2 72

b) Hamis. sin % —1.

¢) Igaz. A szinusz definiciojabol adodik.

d) Igaz. A koszinuszfliggvény a ]0: @[ intervallumon szigoman monoton csikkend.
< 1
S 1 3

e) Hamis. Peldau! i > E, de sin— = — < — =sin—.
6 3 6 2 2 3

a) y(2) = 3sin{2 - 2) = 3sin(4) = ~2.27.

b) 3 = 3sin(20), amibél sin(2) =1, 2t = %+ dkm (ke N

S

A keresett idépontok tehat: %+ kn  (~0,785+7k ke N
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c) At 3sin(2f) fiiggvény periodikus, periddusa 7 Ez egyben gy teljes rezges

periodusideje is.

a) u(2) = 1c0s(0,5-2) = 3cos(l} = 1,62.
b) A megadott értékbol cos (0,57) = ~2 adédik, ami lchetetlen. A rezgbmozgast veg-
26 test sebessége nem lehet a megadoit értékkel egyenld.

¢) At cos(0.50) fiigavény periodikus, periddusa 47z Ez egyben egy telies rezges
periodusideje is.

FY
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il A3 =2 420 -3 =2[x+ DT 1]-3 =20+ D*-5

v
b

v =2+ dy =3

i 2 oo
X -2q+3= xq 2x+3, hax 20
x*+2x+3,hax <0

an
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[1151) a) 4y x—1, hax 21 Ay
\ =[=< . -
T k=1 ~(x—1), bax <1
1’=‘w’x—2‘ % - _xg(x—l)_ x*, hax>1 _ :
|x =1 =1 -x*, hax <1 - x —xt
y: '
1T - -1
0 1 2‘ x I: !.‘
>
b) y
af | i
: 2, hax20 x (1, hax>0 |
—1 ke : -1154. x-|x|= ==
x—2| = *=32 hax22 & {—xz,hax<0 || {—1,hax<0
—~(x-2), bax <2 :
AT L — 2 l’3, h = 2 . ! ¥ ¥
3x—-6 _ 3(x—2) _ ax (x#2) : i 1
k-2 |x-2| |3, hax<2
\ y=x-[x
y
1 336
}' =
|r—2| 1 Y=
3 o / | |
‘ 14 [
1 X 0 g ;
} > ! 5 —|
0 1 2 x
-3 5
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—— x, haxz0 : 51157. A megadot kifejezés akkor értelmezhetd, ha a gytkjel alatti szorzat két tényezdie-
1155 = —x. hax <0 ' nek eldjele azonos, vagy az egyik tényezd nulla. Szdmegyenes mentén dbrazolva le-
- olvashatjuk, hol tdrténik meg ez.

J.:b.-—m = (x —.4)(x+4) ' -2z - 0 Erd s im
-4 x -4 ‘ I } : +
————————————— » x-x
(x—d)¥x+4
x={, x#4 eseten %221‘—4 ' - —— -~ —% — — —& — - SiX
x —
., (k—Dix+4) (x—d)x+4) A keresett halmaz tehat: {sr} o [2a + 2km; 3or + 2k W [ 7 — 2k —2kmi; ke N
x <0, x# -4 esetén = - =4-
A 1158, Mivel csak pozittv szdmoknak van lo- N
garitmusa (a log definicidja miatt): :
ic?—i"‘,xl'+13 >0, ez Vx € R szamra ] y=x2_7x+ 13
eljestil.
51
0,75+
Y R
| v
4 o i 4 ; A negyzetgyik miatt 21
I lg(x>-7x+13) = 0. 11 y=lga
2 - ///
a=x"—Tx+13; e ——t
|_1}56.] Az elsé es a harmadik fiiggvény képe megegyezik. lea > 0 _10_ ﬂ 2 3 a
: e . . . Az a > lga fiiggvény szigorian mo- |
NG LN 1“ silbhaazl = x —Tx+1321;
. , ; ,_ £ , : ; X -Tx+ 1220
2 R T B 1,57 . 4y
' Lol DA O L . ; a4
Pl ! co oo oo Az dbrarol] leolvashato, ez az egyenldt-
A masodiké pedig: lenség akicor teljesiil, ha
. : X €3 vagyx = 4.
o x: sinx| : R 1_ . i Tehit az eredeti kifejezés értelmezhe-
o N f t8, ha x £ 3 vagy x = 4. 1
_0:5:T a . O:):n: I 0 _ :
N ___1. _0,25__ Copo
374 375




FUGGVENYTIPUSOK

1159.' Mivel csak pozitiv szamoknak van logartimusuk (a log defincicioja miatt), ezért
x=3>01gyx>3 (1)
Mivel egy tort nevezdje nem lehet 0, ezért lg(x—3) 0, igy 10% = x— 3, azaz
x=4. (2)
A négyzetgydk értcimezése miatt 16 —x 2 0, igy x < 16. (3)
(1), (2) és (3) feltételeket Gsszevetve a kifejezés értelmezbetd, ha
x e ]3; 4] w14 16].

1160 A P pont akkor és csak akkor van rajta az f fiiggvény grafikonjan, ha a P els6 koor-
dinitajéhoz tartozé fiiggvényérték a P masodik koordinétajaval egyenlo.
aya® =9, ¢bbila =3,
.
2sin— +11

2w
by 2sin| =+ L | ~5a= 11, ebbsl —O—— =g, igya=2
32 5

¢) tga + ctga = 2, ez csak akkor teljesiil, ha tga =1,

, 7
igy a= E-l—mr, nel.

¢
1 1
d) 3‘ a+ —) =6, ebbdl g+ — = 2, csuk akkor teljesiil, ha a = 1.
o a

2 ,
1161, fix)= ; x —1. Ertelmezési tartoménya a valos szamok halmaza.

glx) = P 2r+l=&x-1 ’_ Brtelmezési tartomanya a valds szamok halmaza.

s o3y 9 3V 9 . ,
Ax)=2x"+3x=2 x+—| ——|=3x+— | — =, Ertelmezési tartoméanya a
4 6 4) 78
valds szamok halmaza,
2 )
a{x) = 3 x — 3. Ertelmezési tartoménya a valds szamok hakmaza, kivéve a
X

_3-ar, azaz R\ {3},
3

b(x) = 2 T =5 Ertelmezési tartomanya a valos szamok halmaza, kivéve a 0,
x £

azaz R\ {0].
2 -
+x-20 (x+3x-4 1 .

e(x) = xr T2 = )Uu” ) =—{x —4). Frtelmezési tartominya a valos
2x+10 2(x+ 3) 2

szamok halmaza, kivéve a —5-0t, azaz R\ {-5].
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a) A megadott tartoményon — 1 < cos e < 1, monoton fogyé, tehdt a gydk alatti ki- Tehat a feliételt kielezitd fiiggvenyek:
fejevés 0-ban 25 — 24 = 1, majd rben 25 — (-24) = = 49 lenne. Mivel négyzet- £(x) = 2Wx -3

evokot kell vonni, ezért 1 és 7 kizé fognak esni az f fiiggvény ertekei. Kézben
minden értéker felvesz, mert a cos e is mindent felvesz — 1 &3 | kdzott. Az ffiige-
vény szigoran monoton ndvekvd. Tehat az értekkészlet: 11; 71.

£, = =2+x =3
Ellendrizziik, hogy ezek a fiiggvények valoban tchesitik a feltételt!
(2% D +62Yxr —N = 4x —12Vx +9+124x ~18=4x -9

Megjegyzés: -

Ha & egv-egy kézos kezddponty, 3 és 4 egység hossziizagu szakasz kozbezirt (—24x =3 + 6(—2~Jr; -H=4x+ 24 +9—124/x —18 = 4x -9
szigét jeloli, akkor a koszinusztétel szerint éppen a végpontjaikat Ssszekdt6 sza-

kasz — mint egy hdromszdg harmadik oldalinak — hosszat kapjuk f segitségével. ¥ v

Ebbdl is latszik, hogy 7-nél kisebbnek kell lennie az oldalnak, €s ha teljesen dsz- 1 It

szecsukodik, akkor lehet 1 kizeleben, de 1 mar csak akkor lehetne, ha a kézbe-
zart szdg € lenne, amikor nines mar hiromszog, es ezt ki 1s zartuk,

{lb)] Az o0 — 23 — 24cos o fliggvényt kell dbrazolni.
(1) & —> cos &, alapfiiggvény
(2) ¢ — 24cos e, nylyjtas y tengely mentén.
(3) &t — —24 cos o, titkrdzés o tengelvre.

(4) e > 25 - 24.cos o, az eldz0 grafikon feltolasa y tengely menteén 25 egység- .
gel.
¥
60 1
1 Sl =—24x =3
40
30 T i .- .
b 1164) a) A négyzergydk miatt x— 1 > 0, ebbdl x 2 1 kivetkezik. Ezekre az x-ekre
20T ¥ + . - e . . - .
x*~120es2x+ 2wfx‘ —1 =0 is teljesill. Igy a kifejezes ertelmezesi tartoma-
10 + ! nya [1; e[,
. S ' r > S . — — : -

l(? 0257 _’//-.vb,s,-j:‘“'*m\ 075m V= Cosi 'rJ & b) Y2x +2yx° -1 —~/x-1= \:’2x + 2f{x+1){x-1) — Nr-1=

-7 ./"J—/’ . . — W2 ; —

20+ ,,m-"“'/ =.)(xf;—l+\ax——l] —v{x—l=x}x+l+v{x—l—\ﬂx—1=

R voun . e v , —_— - ’ — f
=307 ' =Alx+l+vr-1-+vx—-1=+vx+1
P B , : | —— - -
(Mivel a négyzetgyok értéke nemnegativ szam, ezért vx+1++vx—-1>0
< Y x = 1 esetén.)
1163, Rendezziik O-ra az adott egyenletat! ————— _
) +6-f Y= 20429027 —1 —vx—1 =Vx+1 (x 1)
Fg+6- @) —-dx+9 =10 Flxy=+2x+2+x x—1 (x =

f ] L . oy
Ez f(x)-re egy masodfokd egyenlet. (Grafikont Iasd a kivetkezd oldalon!)

—6+/36-d(—4x+9) -6x+16x
2 2

= 3+2x

[F0] . =
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1165.! a) Termeszetes szaporodas: 1949; 1960; 1970, 1980,

Termeszetes fogyas: 1990; 1991; 1992, 1993; 1994, 1995; 1996; 1997; 1998.

b) 1949-ben a természetes szaporodas 9,2 ezrelék, azaz 1000 emberre +9.2 f6 =

10 millié {akos esetén 2,2 - 10 000 = 92 000 £6 (ndvekedsés),

1998-ban a természeles fogyis 13,9 — 9,6 = 4.3 ezrelék — 43 000 £6 (fogyas).

c)

ezrzlékben
204
10+
termeszetes fogyas
0 1949 1960 1970 1980 1990 1998  év

1166, A szabalyos négyoldalu gila alaplapja

negyzet, &s £ csicsdnak az alaplapra
esé merdleges vetlilete a négyvzet O kd-
zéppontja. Igy FOA haromszog derék-
szogl, melyben Pitagorasz télele

5y
. 2 a2
szerint: mw- +( 5 J =15°

Ebbél, mivel m = 0:
| o —
= 5\3900 —2a.

Toap -1
A gila érfogata V = LA

380
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—
a® 900 - 24°
6
b} AOE derékszogli hdromszoghen

aV=

(cmS; acm-ben) (0<a< ISNE'J

sing = i—n;, igy m = 15sin¢;, a= 15\4'(_2-(:05:;:

15q sing

Vom T 547 singp = 22505in¢e - cos” o (cm3)

q

(Az AE oldalélnek az alaplapra esé merGleges vetiilete AQ, igy az oldalél és az

alaplap hajlasszdge FAO & = «.)

Az ABC haromsz6g derckszOgil, mely-
ben Pitagorasz tétele szerint:

a®+b% = &7 B b

igy (b > 0 miatt): g
' 3 2 - 7
b=~4r" —a”, = v
e -
A téglalap teriilete: PN
T=ab=avir’ -a*. C =
.
Természetesen: T = by4r —b*,
100 °C . 212°F
100 egvenld : 180 epyenld

részre van osztva

TE5ZIE van 0s7tva

0°C 32 °F
0°C =32°F;, 100°C =2I12°F
a) Jeldljlik a Celsius fokot ¢-vel, a Fahrenheitben mert fokot f-fel.
£=18+32
5F —160
c=——
) Q
by 90 oF = 220180 o0 _ 35 5 0

c)20°C=18-20+32°F =68 °F

381




FUGGVENYTIPUSOK

1
1169, a) Az elsd csdvon keresziill 1 Ora alatt a tartaly 3 része telik meg, csak a masodik

csOvOn keresztitl 1 ora alatt a tartaly —-ed része telik meg. Egyszerre mindket
X

,
csOvin keresztil 1 Ora alatt a tartaly [7 + —]-ed része telik meg, az egész pedig
5 x

. . .1
y ora alate welik meg, igy ¥ k g + —J =1.
X

Sx S(5+x)—25_5_ 25
+x S5+x

Ebbdl v = - .
5 S5+x

byHax=15, y= 32, ichat 3Z ora alatt telik meg ekkor a ket csévon keresztil a
tartaly.
c) Ay

HH—-J,0-0,L-0,N>0,A-5CP=8 12K S0, T->0,A-C,
L—0,A->D L—-0,K=N0-20,Z-B,U=U,N-0, K-N, ezzel
a szoveg: . Joodes ki licodondbion,”

b} Bonyolultabb: példaul mas permutacid, nem ciklikus. Mai szamitégépekkel eze-
ket konnyl fejteni, sokkal ravaszabbakat alkalmaznak, de ez tilmegy a megol-
daskétet keretein. Sok lehetGség van. Egy példa, amivel Sandor Matyas kiildott
titkos Dizeneteket, hogy ey négvzellapbol bizonvos négyzeteket kivagva kapunk
egy racsot. A szdveget ugy rendezzik el, hogy ebbe a racsba irjuk, a hianyzo ele-
meket pedig kitéltjiik tetszSlegesen mas betiikkel. Tgy egy teljesen kaotikusnak
tiing betihalmaz keletkezik, amclynck csak bizonyos jol meghatarozott elemeit
kell sszeolvasni, de hogy melviket, azt csak az tadja, aki r4jén a rédcsra.

a) 0 decibel, illelve 60 decibel.

5\

!
130 = IO'lg(? ,
07

A motorzaj objektiv hangeréssége tehal 10 *-szorosa (tizezer milliardszorosa) a
halk suttogasénak.

i
ebbél —— = 10"
107*

382

)

FUGGVENYTIPUSOK

a) 1,8 10%.1,06" = 1,8 - 10%, azaz szaznyolcvanmillié forint.

b} Barmelyik két egymast koveté évben az elért bevetelek hdnyadosa 1,06, tehat
évente 6% -kal nbtt a bevétel.

¢) Megoldandd az 1.8 10%.1,06"22-10% egyenlbtlenseg. Ez ekvivalens az

Ig1,11 -1

. lgl,o6

A kezdd évet (7 = 0) kivets mdsodik év oktobereben mar elérték a 200 millié fo-

rintos baviételt.

1,06" = 1,11 egyenldtlenséggel, amibél ¢ >

a) 8,3-107-0,97° = 8,3 . 107, azaz nyolevanharommillié forint.

b) Barmely két egymast kiovet§ évben az dnkdltségek hanyadosa 0,97, tehat €vente
3%-kal csokkent az dnkdliség.

¢) Megoldando a 8,3 - 107-0,97" <75 107 egyenldtlenség. Bz ekvivalens a
0,977 < 0,90 egvenlétlenséggel, amibél £ - 150,97 < 1g0.90, vagyis

iz ii%?—' = 3,33 (negpativ szammal osztotruk az egyenlotlenség mindkét olda-
gy

Iae).

A kezdd évet (¢ = D) kivetd negyedik év végére 75 millia forint ala csokkent az

onkoltség.

X
1174 a3 2358 = (majdnem 8500 Tm).
5

b v

1
ax

km
=2,303-2500-1g5 = 4024 m {majdnem 14 500 T}.
s

@iA szOveg alapjan: v = const - it
v = consty + const, - [gimy) (zérushelye m,),
T = CONsty —consty - lg{m,) (zérushelye ig),
tehat sorrendben a 8) &) &) grafikonok szemléltetik az Gsszefiiggéseket (mind-
egyik konstans pozitiv).
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1175, a) A kezelési dijjal egyiitt tarozasunk 82 400 Ft,

Hasznalt ésszeg | Kamatra | Téketartozdsra | Torlesztés utdn maradi
1. 82 400 1 648 11084 71316
2. 71316 1426 11 306 60 610
3.1 60010 1200 11532 48 479
4, 48 479 970 11762 36716
5. 36716 734 11998 24718
6. 24718 494 12238 12 481
7. 12 481 250 12 482 0
b)
_ A fenndlld tartozasok vagysiga
(F)
80 000

70 000 T
60 000 T
50 000 T
40 000 1
30 000 T
20 000 1
13 000 1

(honap)

’RI* a) Hasznalt 6sszeg | Kamatra | T6ketartozdsra | Torlesztés utin maradt
L. 80 000 1600 10 761 69 239
2. 65 239 1 383 10 976 58 263
3. 58 263 1165 11196 47 067
4, 47 067 941 11 420 35 647
5. 35 647 713 11 648 23 999
6. 23 999 480 11881 12 118
7. 12 118 242 12119 0
384
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by Toéke torlesziésére
(Fu)
12 300

11000
10500 7

10060 thonap)

b2

Fizetctt kamat

(homap)

1177, a) [zen, a grafikon szerint 5 év utan kb. 3,2 milli¢ forinta lesz.

b) A kamatldb megallapitasdhoz a nagyobb pontossag eleérése érdekében hosszabb
idétartamot érdemes valasztani. Pl. 10 év utan a grafikon szerint 3,2 millié fo-
rintra szamithatunk. Bzért 2 - ' = 3,2, amibdl (x > 0 miatt) x = 1,100, vagyis
kb. évi 10%-0s kamatos kamatot igér a cég.

c) A masik cég 10 év utan 2 - 1,147 - 1,'[)55 = 4,91 millio forintot fizet ki, szért az
clsd ajanlat kedvezdbb.

3as
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1178 0%

fole:| ] 1 i : 0 L } R R
Epyébcikkek, Szolgdladsok
dzemanyapak

Elglmiszersk  Szaszes italok, Ruhizkodasi Tastds fogyasadsi  Hazraeasi
dehanyaruk ciklek cikkek anery

Szolgillatasek ;
26,41% S LSS

Elelniiszorek
¥ 6%

/
! Sreszes itzfok, dohdnydux
it i 3,01%
Egvéb cilkel:, lizemamyagok

16,9655 Rubazkoddsi cildwk
6,175

Hizrastdsi encrygiz Tartas fogyvaszast cikkak

8.39% 5.50%

,ﬁ. a) 1698, januar 1,029
o 1998. februar 1,045
1998, mércius 1,061

1998, Aprilis 1,077

1998. m&jus 1,103

1998. junius 1,102

1998. julius 1,075

1998. augusztus 1,055

1998. szeptember 1,056

1998. oktober 1,058

1998, november 1,059

1998. december 1,061

b) 6,1%-kal.
1,06
€)
1,103

= (),962, tehat 96,2%-a a méjusi drindexnek a decemberi.

3186

] 0

b}
)

1181]
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1,25
1,20
115t
L0t

LOS T oo ome o
1,00+
0,95 jan. : feb. 'lma'lrc,: apr. l_ms'tj. : jun. : jul. : aug. I.scht.: okt. : now, : dec.

hénap

5

imdex

Igen.

Nem.

Ha pl. egy bizonyos fajta arut 1997 novemberében 100 Fr-os egységaron, 1997
decemberében 104 Fr-os egységaron lehetett kapni, akkor ugyanczért az Aruért
1998, megfelel honapjaban 107,5 Ft-ot, illetve 1102 Ft-ot kellett fizetni (ha a
tibldzatban megadott értékek ervényesek erre az arufajtara).

Ha 1997 decembereben az atlagos arszint minden arufajta tekintetében a fenti
peldahoz hasonléan magasabb volt, mint 1997 novembereben, akkor 1998 de-
cemberében atlagosan dragibban vasaroltunk, mint 1998 novemberében.

1980.

A kbzuton szallitott drumennyiség a vasiton szAllitott arumennyiségnek a
47 4%-a.

A vizen szallitott drumennyiség a vasiiton szallitott drumennyiségnek a 34,2%-a.
A csOvezetéken szdllitoll drumennyiség a vastiton szdllitott &rumennyiségnek a
15,8%-a.

1990.

A kézaton szallitott arumennyiség a vasiton szalliott drumennyiségnek a
36,6%-a.

A vizen szallitott Aramennyiseg a vasuton szallitott drumennyiségnek a 90%-a.
A csdvezetéken szillitott arumennyiség a vasuton szallitott d&rumennyiségnek a
23,3%-a.

1998.

A kéziton szallitott dramennyiség a vasaton szallitott Arumennyiségnek a 164%-a.
A vizen szallitott Arumennyiség a vasuton szallitott arumennyiségnek a 18%-a.
A csbvezetéken szallitott drumennyiség a vasuton szallitott Aremennyiségnek az
59%-a.
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b) Az aruszallitas megoszlasa (Arutonna-kilométer alapjan %-ban) 1183.] A fbb fogyaszrok részesedese az 0sszes energiafelhasznalashol
1980 ! 1990 | 1998 G0+ % :" 1980 1990 1998

[vasit | 51 | 40 | 29 “ @ | @ © | @ ©
kizot| 24 | 15 | 48 Kozt ipar és Spitdipar 52 187 | 43 155 | 37 0 133
viz 17 | 34 3 407 mezbgazdasag 8.3 30 7 35 3 11
| cs6 8 11 I8 04 vasiiti egyeb termeldagazat 6.4 23 5 18 3 11
504 lakossag | 24 86 33 119 38 137
csdvezeteken kommunalis és egyeb fogy. 9.3 34 12 43 19 68

10+

\\4 vizi

1980 1990 1998

1182, T6bb élelmiszerck egy fdre juld [ogyasztisa

1998
1980 1990 1997 E

kgff6 | (%) kg/f6 ! ke/té () | \
cukor 38 30 38 31 39 37 '
burgonya 60 48 60 49 62 38 ] ipar és SpitOLrpar ]

. acrcn T ] mezdgazdasag

_tl_}?ff:lék 70 5? 70 37 61 57 W covéb termeldagazat
liszt 112 91 103 85 a1 78 lakossag
tej, tejtermékek (vaj nélkiil) 165 134 170 138 137 130 kommundlis ¢s egyéb fopvasziak

1980 A hiztartési kiadasok megoszlisa (1997)

o | &
élelmiszerek 68 19
italok, dohanyaruk 30 8
ruhazkodasi cikkek 17 3
tarids fogyasztdsi cikkek 22 6
flités, haztartasi energia 23 ! 6
1 cukor egyéb iparcikkek 52 15
L burgonya szolgaltatisok 148 41
Bl hustelck
liszt
tej, tejtermékek (vaj nélkil)
388 ' 389
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1185 A kiilkereskedelmi forgatom druszetkezere (1994

top Behozatal

Kivitet

1186, ar =
e e i g (7 dnolis
B VO, s o Kl e s RS Rk e v |
J‘?h? Kertil, majd ismer teivolod\:a &ri el F:IZI ﬁjra /E;:) ;«;e:]{l :Z' ke 15 - |
fguon :;gp?(nl:jab‘a mutat.é sugfir o s’zﬁget zcufJ be — az .?ibr.a;3 1;2;:?:;‘1] c; dff;é’ligmn
S, aKkor igaz lesz g kep kdzéppontjirsl a rud végpontjat jelzd T(ex)a ongtiej
terjedd szakagy hosszara, hogy »-sing + o
¢ls6 tag az dbra szep; Nt KM szakasz hossz
fomszigben felitharg) Pitagoras;btételbé]‘

/g2

i - (r-pos @) -val egyenio, hiszen ay

a,a n'msod?k pedig aPMTderéksztigﬁ ha-

adodik. Mivel mj 5 kezd6 pontként oz A
—_t

pontot vettiik, amelynek tavolsa OzZé jata
3 saga a kér X kozéppontjaisl; + ¢2 -7, s eat Ie kel

190

‘;‘;
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vonni, hogy az AT{«) tAvolsagot megkapjuk. Igy tehat ha A pont az origd, akkor a

T( o)y pont koordinataja: N’fz —(r cos ac)g +r-sing — \alf_z— r? lesz, ahol az idétd)]

valo fiigges az o = wi kifejezésen keresztiil keriil a kepletbe.

FoCOE &

Fle

A{D)

Nifz "]

I meérés kell:
1 merés kell;
2 mérés kell:

a) 2 sily escrén:
3 sily esetén:
4 sily esetén:

2 méres kell;
3 mérés kell;
3 mérés kell.

9 sily esetén:
10 suly esefén:
11 suly esetén:
b) Ha a szemre egyforma sitiyok szdman, 653! < » < 3 “, akkora szlikséges mé-
rések szdma éppen k (k€ N™¥), amint ezt pl. teljes indukcidval igazolhatjuk.
Az a) részben lattuk, hogy az allitas igaz k = | esetén (azaz 1 < n < 3 esetén).
Ha valamely rdgzitett k esetében mér tudjuk, hogy tetszéleges »n szamu
(B* 7 < n < 3% stily kiziil & mérdssel kivAlaszthato a nehezebb sdly (de 4-nal
kevesebb mérés nem bizios hogy elé 1), akkor a kdvetkezdképpen okoskodhatunk.
Ha 3 < p < 3% +1 akkor osszuk harom csoportba a stilyokat, Ha » = 3 alaku,
akkor mindegyik csoportban m darab sily legyen, ha n = 3m — 1 alakd, akkor az
elsd keét csoportban m darab, a harmadik csoportban m - 1 darab, ha pedig
B = 3m — 2 alaky, akkor az elsé kér csoportban m darab, a harmadik csoportban
m — 2 darab suly legyen. Mindegvik esetben igaz, hogy 3 ' < m <3 ¥, hiszen
3k+l

az els6 esetben m = = <
3 3

Lazm < 37 feltevésbat pedig n < 3* adddna, ami most lehe-

= 3%, a masik ket esgthen pedig az m > 3 * felte-

véshol p > 34+1

tetlen,

Egy méréssel eldonthetjiik, hogy a hérom csoport kéziil melyikben van a nehe-
zebb suly: tegyiik a kétkari mérleg Sgy-egy serpenydjébe az clsé két csoport si-
lyait (tehat mindkét serpenyéjébe ugyananuyi suly keriil). Ha a mérleg kibillen,
akkor a nehezebb oldal silyai kozém van a hibas, ha egyensulyban van, akkor a
harmadik csoportban van a hibas,

i
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Mindkét esetben, az elsé meérést kbvetden, az indukeids felteveés szerint k¥ mérés
elegendt a legfeljebb 3 ¥ {de 3* ~'-nél twbb) darab suly koziil a hibas saly biztos
kivalasztasahoy, Ssszesen tehat & + | mérés.

Ezzel belattuk, hogy & + 1 méréssel biztosan kivilaszthald az n szamu sily koziil
a nehezebb abban az esetben is, ha 3% < n < 3%+,

Mar csak azt kell belitmi, hogy & + 1-nél kevescbb mérés nem minden esetben
elegendd.

Ha a mérleg két serpenydjébe nem egyenld szama silvokat tesziink, akkor a mér-
leg egyensulyabol vagy kibillenesébdl semmilyen kovetkeztetést nem tudunk le-
vonni a nehezebb sily helyére vonatkozoan, tehit a mérleg két serpenydiebe
mindig egyenlld szamn silyt kell helyezniink. Ilyen médon minden mérésnél ha-
rom csoportot hozunk létre: az elsd két csoportban a mérleg két scrpenyéiében
levé sulyok vannak (mindkél csoportban ugyanannyi), a harmadik csoportban
pedig a maradék sulyok (cz a csoport dllhat 0 db-bol is). Barhogyan is csoporto-
sitfuk harom részre a sulyokat, mindig lesz olyan csoport, amelyikben legalabb

% darab stly van (ahel 37 < % <3,

A legelsé mérés kimenetele mindig lehet olyan, amibél az kévetkezik, hogy egy
legalabb g darab sulyt turtalmazo csoportban van a hibas sily, Ez megtorténhet
akar azert, mert a mérleg két serpenydjébe két, egyenld szamu, egyenként leg-

I3 n [3 L o I r a . r I
alabb 3 darab sulyt tartalmaz6 csoport keriili &s a mérleg kibillent, akar azért,
mert a két serpenyébe egyenkeént — darabnal kevesebb, egvenld szamu sily ke-

J
rilt ugyan, am a mérleg egyensulyban maradt, ezért a harmadik, — darabndl
2

tobh silyt tartalmazo csoportban van a hibds. Ha ez utdbbi csoport 3%.n4l tdbb
sulyt tartalmaz, akkor tovabbi mérés, illetve mérések lehetnek szitkségesek ah-
hoz, hogy a hibas sdlyt biztosan tartalmazé csoport elemszamat a |3 k-3 k] inter-
vallumban lévo egész szamra mdjuk leszoritani. A legelsé mérést kivetden tehat
mindig el6fordulhat, hogy — az indukcids feltevés szerint — még legalabb k mérés-
re van szilkség a nehezebb sidly kivalasztdsdhoz, Ez pedig éppen azt jelenti, hogy
legfeljebb & meérés nem elegendd minden esetben a hibds sily megtalaldsahoz.
Belattuk tehat, hogy ha 3 cn <3 akkor k<1 (megfelelden végrehajtott)
méréssel mindig megtaldlhaté a nehezebb sily, ennél kevesebb mérés esetén
azonban nincs olyan eljaras, amelyik minden esetben a hibds silly megtalalasat
eredményezné. Ezzel a teljes indukcids bizonyitas befejezddott.

Térjink ra eredeti allitisunk bizonyitasira. Feltessziik, hogy 3l onat a
teljes indukcidval bizonyitottuk szerint ekkor azt kell beldtnunk, hogy a megadott
fliggveny n-hez tartozd helyettesitési értéke éppen k-val lesz egyenld,
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Mivel 3* ' <n < 3'*, €s egesz szamokrol van 520, ezert

N

1 1,
i —gp-—g3—
ForgsrTy

i (1 (e 1
k—1=1log, ¥ < log{ik" + ;}—) < log_q[‘n - E] g 10g3L3 - ?Z-] <log; 3* = k.

;ﬂ: k-1 ésigy

F

4

1 '
Ebbél: k—1 <log;| n— 5} < k, ezért
\ #

fln) = k—~1+1 = k, amint allitottuk.
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3.2. Fiiggvénytranszformaciok ¢) \ d)

?1188.] a) {(G; —1} tengelyponti parabola. A normalparaboldr elébb fiiggSlegesen hdrom-

szorosra nyljtjuk, majd egy egységgel fiiggdlegesen lefelé elrol juk.

b) x* - 120430 = (x-6)2-36+30 = (x- 6)% 6,
(6 —6) tengelypontd parabola. A normalparaboldt 6 egységgel jobbra és 6 egy-
seggel lefelé eltoljuk.

QP+ 6r-6=(x13)7-9-6=(x+3)2_ 5,
{=3; ~13) tengelypontii parabola. A normalparaboldt 3 egységgel balra és 15
egyseggel lefelé eltoljuk.

d) 2%+ 62 +8 =207+ 3u+4) = 2((x+ 15)7 2254 4) = 20+ 1.5)% 4 3.5,
(—1,5; 3,5) tengelyponti purabola, A normalparabolat el6bb fiiggélegesen két-
szeresre nyujtjuk, majd 1,5 egységgel balra és 3,5 egyseggel felfelé eltoljuk.

y:"r2+6x+8

a) . b
¥ ¥ 14
°1 ¢ y=,r2—12x+30 1 : } } b
-2 -1 1 x
Il - el5 *_ T
y=37-1 + Z
5+ s 1189. ) 3x° - 3x = 3(x" - 1) = 3((x - 0,5)2 - 025) = 3 (x— 0.5)% — 0.75.
(0.5; —0,75) tengelyponti parabola. A normalparabolat elébb fiiggtlegesen ha-
romszorosra nyujtjuk, majd 0,5 egységgel jobbra és 0,75 egységgel lefelé eltol-
| juk.
1 1L b)—2x3+4_x+16:-2(.x’2_-1x—8;}=—2((x—1)2—1—8)=-2(x—1)2+18.
. (1; 18) tengelyponti parabola. A normélparaboldt elébb fliggdlegesen kérszeres-
-4 N/ 1 4 x 10 | X re nyujgjuk, az x tengelyre tiikkrizzilk, majd 1 egyseéggel jobbra es 18 egységgel
_2 ] felfelé eltoljuk.
€) 05x" +x-2= 0507+ 2~ 4) = 05((x+ 1~ 1-4) = 05(x+ 1)> - 2.5,
(—1;~2,5) tengelyponti parabola. A rormalparabolat elsbb fligeblegesen félsze-
T resre Osszenyomjuk, majd 1 egységgel balra és 2,5 egységgel lefelé eltoljuk.
64
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a)

s b) by | 190, ) filx) = x° = S0 = (k-7 = f0) = (x-3)7-2,

A transzformacios Iépések az abrardl is leolvashatdk:

107 az f; fiiggvény keépének elrolésa (3; 0) vektorral, majd (0; -2) vektorral.

f@=-1 jQ=-1

b) £:00 = x° = o) = (x=3)" = gl) = ~(x- 3",
Az abrardl 15 leolvashato transzformacios lepeések:

a g, fiiggvény képének eltolasa (3; O) vektorral, majd tikrézés az x tengelyre.
g =-1 g2)=-1

a)

1191] A hozzirendelési szabalyok:

: £ x;—)xz;
' g x> (x+3)2;
— Beoxbs (x-2)%
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@ a) A négyzetgySkfliggvény félparabolajit 2 egységgel lafelé toljuk,
b} A négyzetgySkfiiggvény (élparabolajat 2 egységgel jobbra toljuk,
¢) A négyretgyokfliggvény felparaboldjat tilggdlegesen kétszeresre nyjtjuk.
d} A négyzetgyﬁkﬁigg\ény félparaboldjit vizszintesen félszeresre Gsszenyomijuk,
vagy figgblegesen ~/2-szeresre nydjtjuk.

a) M b) ¥

_Il 0 t } + f 4
-1 '/4 8 * 14

iy ¥ &

c) ¥ d) ¥

Y I S S

1193, a) fi(x)=vx > fx)=Vr—4 = f(x)= 24x 4.
Az dbrarol is leolvashatd 1épések:
az fy Tilggény gérbéjének eltolasa (4; 0) vektorral, majd az ordindtak 2-szeresre
nyljtsa.
b) £1(x) = Vxx — g,(x) = ¥x -4 = g(x) = y2(x - 4).
Az abrarol is leolvashato 1épések:

a g, fliggvény girbéjének eltolisa (4; 0) vektorral, majd az ordinatsk AJ2-szeres-
re nyiijtasa.
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Bty

Y . 1 ——
£ =T = [0 =33 > f@) = Svx-3.

Az abrardl is leolvashatd transzformacios lépések:
az f Higgvény gérbéjének eltoldsa (3; 0) vektorral, majd az ordinatak zsugoritasa

\
— -SZeresre.
2

fe) =1 bax>7.

v

- 1 1
&) i) =z = A0 = S¥x o f = Ve -2

Az dbrard! is leolvashato transzformacios lépések:
az f, fiiggvény grafikonjanak dsszenyomasa a felére az abszcissza tengelyre me-
r6legesen, majd eltolas (0; —2) vektorral,

by g (x)= Nx - Z(x)=—lx = glx) = Vx4l
Az abrardl is leolvashatd transzformacids lépések:

a g, fiiggvény képének tikriozése az x tengelyre, majd eltolas (0; 1) veklorral.
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b)

FUGGYENYTRANSZFORMACIOK

1197.] A hozzarendelési szabalyok: ¥

e
g Xty vx—2;

jatiie
x> Ax+1.

1196, a) () =vx = ) =x=3 = f(x)=+

b g-(x) = vx > g () =xr—3 =g =—Vxr—3 2 glx) = —vx-3+2.

J—
x—-3-1.

Az abrarol is leolvashato transzformacios lépések:

az f) fliggvény képénck eltolasa (3; 0) vektorral, majd (0; —1) vektorral.
A -2 figgvényértéket nem veszi fel, mert a negyzetgytkfiiggvény minimumeér-

ke OésO-1>-2

Az gbrarol is leolvashatd transzformacias 1épések:

a g, fliggvény képének eltolasa (3; 0) vektorral, majd tiikrdzés az x tengelyre, vé-

giil eltolas (0; 2) vektorral.

A =2 fiiggvénvértéket az x = 19 helyen veszi fel.

¥
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1
_2 i i
£2
1198, A k& grafikonjat titkedzve az y tengelyre kapjuk az f grafikonjar,
il i N .
i £ erafikonjat x tengely mentén L-gyel jobbra tolva kapjuk a k(x) = v-x~1 fiigg-
vény grafikonjat. '
A k fiiggvény grafikonjat az x tengelyre merGlegesen harmaddra Bsszenyomjuk,
1 —— .
kapjuk a g(x) = §V~x +1 Figgvény grafikonjat.
4 ¥ :
it e '
e y
|
Ay E
5=
T 4t
e, — 34
g T — ~? : [
“ "'-:.:’::ﬁ:f_:__):(—_l__:_qg‘::::::::'::-
I -5 -3 3 =111 4 5 x
Ll |
! |
| .
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( 2 PN ), d)
—-25 -Nx+3 ),
1199, fFix)= a — = /(x WX+ 5, =~x+5 x2-3 x#5
\) x—25 3 xX—5
y=2lx] =
a
1200.| 2) Az abszolutérték-fiiggvény grafikonjat 2 egyseggel lefelé toljuk. ] 2 4 h '
b} Az abszolltériék-fiiggvény grafikonjat 2 egyseggel jobbra toljuk.
¢) Az abszolulériék-fiiggvény grafikonjat fiiggolegesen ketszeresre nyujtjuk.
d) Az abszolutérték-fiiggvény grafikonjat vizszintesen felszeresre Gsszenyomjuk, _
vagy fiiggblegesen kétszeresre nyujijuk — ezért ez az el6z0 abraval azonos. a) Transzformacios 1épések: fi(x) = |x] = falx) =[x+ 2| = flo) = |x+2]-3.
2) b) Az y = | x| grafikon eltolasa v4(—2; 0) vektorral, majd eltolas a v,(0; -3) vek-
..y torral.
b) Transzformacios lepések: g (x) = |x]| - ga0x) = |x + 2| = gv) =— |x+2]

Azv = |x I erafikon eltoldsa v(=2; 0) vektorral, majd tiikrozése az x tengelvre.

A fiiggvények a—2 fiiggvényériéket azokon a helyeken veszik fel, amelyek az alab-
bi egyenletek megoldasat:

) |x+2]-3=-2 = |x+2|=1.
Ha x+2 2 0, azaz x = -2, akkor x + 2 = 1, ebb6l x = —1. Ez megfelel a felté-
-2 T telnek. !
- T Hax+2 < 0, azazx < —2, akkor x + 2 = — 1, ebb6l x = —3. Ez is megfelel a fel-
tételnek.
Tehat a fliggvény a -2 értéket a ~3 és a —1 helyen veszi fel,

by—|x+2]=-2 = [x+2]|=2
Hax+ 2 >0, azaz x = -2, akkor x + 2 = 2. Ebb6l x = 0. Ez a feltéteinek meg-
felel.
Hax+2 < 0, azazx < —2, akkor x + 2 = —2. Ebbél x = —4. Ez is megfelel a fel-
téteinek.
Tehar a fiiggvény a —2 értéket a O &s a —4 helyen veszi fel.
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b) 'y f. 1203 A hozzérendelési szabalyok: ty
i , g x 3 =2]x|=—[2x[; 3
i g x> =2]x) + 3. R
£ AT
A \-%"
} ,’/{' \\ —
SN 2 x
i - / 21 \
. x x ;*'.f - %
; . / » \\;{
v=-1 I s
.?\. T 8 ."'\"\
/
7 k

1204, a) A normal hiperbolat 2 egységgel lefelé toljuk.
b) A normal hiperboldt 2 egységgel jobbra toljuk,
¢) A normal hiperbolit fiigg8legesen kétszeresre nyujtjuk.

Az abrarol is leolvashaté az v = |x[ gratikon pontjai ordinatdinak zsugeritasa a
felére, majd v(0; —4) vektorral valé eltolds.

b) A transzformécié 1épései:

s d) A normal hiperbolat vizszintesen félszeresre Gsszenyomjuk vagy fiiggdlegesen
818 =10y = 00 = —|x] = g0y = ~[x|+4,

félszeresre Gsszenyomjuk.

Az abrarol is leolvashaté az y =

|x] grafikon tikrézsse az x tengelyre, majd

a) b) .
v(0); 4} vektorral vald eltolasa. Y ’
a) ) ]
by by

T £ L

4 il 1

_ 1 14
_:lq_ . f—t E‘_ +

g
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1205 a) A szinuszfiiggvény képét 2 egységgel lefele toljuk.

b) A szinuszfiiggvény képét 2 egységgel jobbra toljuk.

c) A szinuszfiiggvény képét fiiggdlegesen kétszeresre nytjuk.

dy A szinuszfiigevény képét vizszintesen félszeresre dsszenyomjuk,

y = sin{x—2)

a) ¥ b) e
24 3
| 1+ R ;11 +
2n I _;-'T 0.-_1 :':r 2 } } //ll’\:\ t 1//:—\T\ } x,
/\/ ) Nou” -n \{_/ o
+-3 SN
; r=sinx -2 |
{4 y=sinx 13
c) d)
¥ Ty
3+ 31
_ 2 -

y = 2sinx

v
5

sio2x

AN A A

_ \/ I NS

-1
r—2 =

4"
-3 +-3
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a) A transzformacio leépesei:
: 1 ) 1|
f(x)=snx — f(x)= sm{x = EﬂJ = flx)= ESIDL;’C + En)

1
Az dbrardl is Jeolvashatd: a szinuszfiiggvény grafikonjanak eltolasa v L—E i O]

i vektorral, majd az ordindtak zsugoritasa a felére.

"Jlf’ _f_l\i—l .
Megjegyzés: 2smk)c Zﬂ)—ocosx

Ha ezt az Atalakitast alkalmazzuk, akkor a transzformacio egyetlen lépesbél all a
koszinuszfiiggvény gdrbéjének ordinatiit zsugoritjuk a felére.
b) A transzformécio 1épései:

_ . : 1 o1 (1
g{x)=sinx = g{x)=rsin x—Eﬂ: —>g{x)=§smLx—~;:r .

Az dbrardl is leolvashatd transzformicids 1épések: a szinuszfliggveny gdrbéjének

1 .. I
¢ltolasa \(5 N 0} vektorral, majd az ordindtak zsugoritasa a felere,

4

N zy_ 1 , e ,
Megjegyzes: 5 sin| x - 5 = _ECOS x, ezért a transzformdcios lépések szama
csokkenthetd: g (x)} = —Ecosx jeldléssel.

A transzformacios lépesek:

. . . 1
g{x)=cosx = g (x)=—-cosx— g (x)= —Ecosx.

407




FUGGVENYTRANSZFORMACIOK FUGGVENYTRANSZFORMACIOK

R S S S S S _ Megjegyzés: ha figyelembe vesszik, hogy —2sinx -1 = —(2sinx + 1) alakban is ir-
e R R - haté, itt felcserélhetd az eltolds (amelynek irdnya az elObbivel eflentétes) és a tiik-
| ; : rézés sorrendie. '

. : 3 . .
Az abrakrol leolvashato, hogy f(x) = -1 eseten x = ;:H 2nm, ahol 7 egész szam,

illetve g(x) = — 1 esetén x = ka, ahol k egész szam.

Ellendrizhetjiik a leolvasas helyességét (tulajdonképpen a transzformécio helyes-
ségét is), ha figyelembe vesszilk, hogy a fenti ériékek a 2sinx +1 = —1, illetve
_2sinx- 1 = —1 egyenletek megoldasakent is adédnak.

a) fi{x) = sinx — fofx) = 2sinx — fx) = 2sinx + L.
Az dbrardl is leolvashatéd teanszformacios lépések: a szinuszfiiggvény ordindtai- T e 1 i

Y ; ) . , : x}=c — f{x)= 2x = f{x}= —cos2x.

nak novelése kétszeresére (nyfijtas), majd eltoldsa a(0; 1) vektorral. 12_0?_ a) fi(x) = cosx = fo{x} = cos2x = f(x) 2 O 2X i:i
R e : Co Az abrard) is leolvashatd transzformacios lépések: a koszinuszfliggveny képét

b : : T felére zsugoritjuk az x tengely mentén, majd az ordinatakat zsugoritjuk a felére.

byg(x)=cosx — g, (x)= cos%x — glx} = %cosé—x.

Az dbrardl is leolvashato transzformaciés 1épések: a koszinuszfiiggveny képének

nyijtasa kétszeresére az x tengely irdnyaban, majd az ordinatak zsugoritisa a fe-

lere. s
Megjegyzés: it a transzformacios lépések feleserélhetdk, de ez altalaban nem igaz. | :

b) g,(x} = sinx — go(x) = 2sinx —> gi(x) = ~2sinx — glx) = —2sinx -1
Az abrarol is leolvashaté (ranszformacios 1épések: a szinuszfiiggvény ordinatai- ,I
nak novelése kétszeresére (nyujtas), majd tiikrdzes az x tengelyre, vegil eltolds
%(0; —1) vektorral. U S SOOI SN !

N _\

a) fi(x) = sinx — fo(x) = —sinx — fi(x) = -2sinx — f{x) = ~2sin2x.
Az 4brardl is leolvashaté transzformicios lépések: a szinuszfiiggvény képének -
tiikriizése az x tengelyre, majd az ordinitdk nivelése kétszeresére (nyujtds), ve-
glil felére zsugoritds az x tengely irdnyaban.
Megjegyzés: itt a transzformécios 1épések feleserélhetdk, de ez altalaban nem igaz.
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Az f fiiggvény az 1 értcket ot veszi fel, ahol —2sin2x = 1.

Innen:
7
2x, = L Ak, illetve 2x, = Ha + 21,
G 6
7 I
X = _—ﬂ+ krm, illetve X3 = —z tmw k,nel
12 12

. . . L1
b} g (x) =sinx = g,(x) = ~sinx — g;(x) = —2sinx = g(x) = —ZSmax.
Az dbrardl is lealvashatd transzformacios lépések: a szinuszfiigevény képének
ikrdzése az x tengelyre, majd az ordinatak névelése kétszeresére (nydjtas), vé-
giil kétszeresre nyhjias az x tengely iranyaban.
Megjegyzés: itt a transzformacios lépések sorrendje feleserélhetd.

Azt a helyet, ahol a g fliggvény az 1 értéket veszi fel megallapithatjuk a

! T
—2sin SX= 1 egyenlet megoldasabol. sin E.x ==
1 : 1
—xI:ZE+2kﬁ:, — X =E+2?’!ﬂ%
2 6 27 6
b i1
x]:7;+4kyr, xnzua;u+4n:r k.neZ
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a) fi(x) = cosx —> folx) = —cosx — falx) = =2cosx — f(x) = ~2cos2x.
Az 4brarol is leolvashatd transzformdcios 1épesek: a koszinuszliiggveny grafl-
konjénak tiikrdzése az x tengelyre, majd az ordinatak nyujidsa a kétszeresére, vé-
giil x tengely iranyu felére zsugoritas.

A —2cos2x = —1 egyenlet megoldasabdl megallapithato, hogy az ffliggveny hol

veszi fel a ~1 ért€ket. cos2x = —

A

S5
2x, = % + 2k, illetve 2x, = TJ + 2nm;
hFid
X = Zs kx, illetve X, = ra +nn k nel.

6

' _ 1
b) g4(x) = cosx — gy(x) = —cosx — ga(x) = —2cosx — g(x) = -2cos Ex.

Az dbrard] is leolvashatd transzformécios 1épések: a koszinuszfliggveny grafi-
konjénak titkrdzése az x tengelyre, majd az ordindtak nyujtdsa kétszeresére, ve-
giil x tengely iranyu kétszeresre vald nyujtas.
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1
A —2cos EX = —I egyenlet megoldisabol megallapithatd, hogy a g fiiggvény a

—1 értéket hol veszi fel. cos % x= %
1 T - 5
E-"r = §+ 2km, illetve %-’52 = ? + 2na:
2 :
X = 3 + 4k, illetve X, = I‘% + dnm k oneZ.

121%) g(x) = sinx

g{x) =sin| x + E] & g fiiggvény grafikonjat x tengely mentén % -tal balra toljuk.

.
. ) L o . .
Hx)=2 smtx + E] a g, fliggveny grafikonjit y tengely mentén 2-szeresre nytijt-

julk.

: i 4 . -
flxy=12 sm(x + g) —1; a g, figgveny grafikonjat y tengely mentén 1-gyel lefelé

toljuk.

a) Mivel 3" mindig pozitiv, az abszohitériéke Snmaga.

b) Az x = 37 grafikonjanak 1. siknegyedbeli részét tikrbzniink kell az ¥ tengelyre.
¢) Ez a konstans x 5 27 fiiggvény.
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a) b)
y =37
>
c)
2717
y=3>
15+
& 4
3__
S0 1 e

1213, a) Az x > 27 fiiggvény képét 2 egységgel lefelé wljuk.

. . . . wa Lo
b} Az x —» 27 fiiggvény képét 2 egységgel jobbra toljuk. (Mivel 277" = 1 2%, ez

ugvanaz, mintha az eredeti fiiggvény képét fiigedlegesen dsszenyomnank a ne-
gyedére.)
¢) Az x > 27 fliggvény képét fiiggdlegesen kétszeresre nyijtjuk.

(Mivel 2-2% =27 ez ugyanaz, mintha az eredeti fliggvény képét eltolnank
balra 1 egységgel.)

d) Az x 1 27 fliggvény képér vizszintesen felére dsszenyomjuk.
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a) f1{x) =3% = f =3"-1
Az abrardl is leolvashat6 wranszformaciés lépés: az f| fiiggvény képének cltolasa
(0; —1) vektorral.

by g (x) = lcngl x = glx}y= logl{'x -1.

3 3
Az abrardl is leolvashaté transzformacios lépés: a g, fliggvény képének eltolasa
(1 0) vektorral.

a) ) .

A y ] J}
; ¥
L R
- 10
L :I__.“ 1_1 1
21/
s
R B >
— _1 1

a) Az x 1= log, x fliggvény képet 2 egységeel lefele toljuk.

b) Az x > log, x fiiggvény képet 2 egyseggel jobbra toljuk.

c} Az x > log, x fiiggvény képét fiiggblegesen kétszeresre nyujtjuk.

d) Az x > log, x fiiggvény képét vizszintesen félszeresre dsszenyomjuk.

a) ¥ b}  4»
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oty

y=log,2x

a) flx)= logl(x —3)

2

_{10

b glx) = log, (x - 3)
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::12}17'.' a) fix) =logsx

F

b) g(x) = 1 +logax

¢) Mivel log33x = log; 3 +logsx = 1 +logzx, ez azonosa g fliggvénnyel.

2) £ = log, |x!

o G
1 L i
} +—

b) g(x) = |log, x|

17

[ — b W It 2o~ o0
! T

2] 1

o1 2
¢} Mivel Elog2 X

1
2

-2log,

x| =log,

xi, ezért ez megegyezik az a) esettel.
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L, 14 N . . . 2 14
1219 A 0-hoz rendelt fiiggvényériek ? a fiigavény zerushelyét a —gx + 5 =0
21
egyenlet megoldasival kapjuk: -
A haromszog teriilete tehat L 14 21 _ 147
aroms eriilet ————— = —,
2 25 5 T s
1220, a)frxs>x+4
grx— 2
h:x— -2x+7
453 2
by T = .53 _ 27
2 4
i e 2 . . \ 6 27
1221.| A 0O-hoz rendelt fliggvényértek ——8—, a fiiggveény zérushelvét a —;x ry ={
15
egyenlet megoldasaval kapjuk: — é

27 45 1215

1
A ha ,z0e teriilete tehat: — - )
aromszég teriilete teha 7 % 18" 2%

1222 a) x> -2x+0

L . 10 . ,
by A g fliggvény hozzarendelési szabalya x F> —?x = 2. A ket egyenes metszes-

. e, 1 , 9
pontjanak elsd koordinatajita —2x +6 = — —E?- x+ 2 ¢gyenlet megeldasa adja: 5

Ez egyben a hiromszdg ordinatatengelyre illeszked6, 4 hosszusagi oldaldhoz
tartozo magassaga is. A haromszdg teritlete ezért pontosan 9.

A derékszigii trapéz alapjainak hossza a megadou fiiggvény 1-hez, illetve 4-hez

124
tartozé helyettesitési értéke: —, illetve —.
0z helyettesitési érteke 33 illetve 33
61 124

351 35 ,_ 11
A trapéz terillete: ==——— 3= ——.
2 14

— 2
1224.| A megadott fiiggvény —2-hez, illetve 4-hez tartozé helyetiesitési érteke —% , illetve

8 2, 8
——. tehat a derékszdgl trapéz. alapjainak hossza 3 €s 3
3 -
2 8
p— + p—

A trapéz teriilete: 3 5 3.6=10.

418

1228

m]

Ny 3
b) A trapéz f-re illeszkedd cslicsainak abszeisszaita — 7
-—Ex+2 =3 egyenlet megoldasa adja: —4, illetve —
3 .5
s 2T s
alapja ezert E’ teriilete tehat 5 3=

FUGGVENYTRANSZFORMACIOK

a) 1~ x&—>32

g x> —Tx+2
3

3
ke x»—é—;)—x—3

&s x 1= O (az abszeisszatengely).
Mindegyik esetben lehet R az ériclmezési tartomany.

a) fi x— —QM

g x> %'_x -2

h xl—:-|_5+.x|

by 12
I x»——>|x|—4
g x!——)|x+2|
h xl—)'lx—3]
Foxe|x+2
l.
Cxb Xt
g = 3l
1
h: xl—)—-|x|
2
e oo AL
: H—}—zx 5
i x> vx-3
=
g x> 3+x

. 2
Pl \J’?‘T mert minden x € R esetén vx~ = 1x|

419

x—3=3, illetve a

. A trapéz rovidebbik
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a)frx— |.rf, xeR

b)yg:x— |x+2]|, xeR

1 -

= —x-2)

a) x 2(1 )
! 225
b)E‘(—S) =5

¢) A grafikonrd! leolvashatd, hogy a —1-hez és az 5-héz rendel 4,5-et a fiiggvény.
Bebelyettesitesse] meggydézddhetiink, hogy ezek valoban meg is felelnek.
1
Megjegyzés: algebral fton az E(X —2)* = 4,5 egyenlet megoldésaval kaphatjuk

meg a keresett szamokat.

a) x b= 4-x*
D) 4-42=_12
c) Az 1-hez és a —1-hez,

Fi xi—)%x—l—Z

X 1x2
& 4
A grafikonok alapjan megdllapithato, hogy az f fiiggvény hozzarendelési szabalya

2 . 2
x> (x—2)7, a g figavénye x — —x°,

4 4
i (5) =g [5] és f{4) = g(4).

R
Az értékrablazat a g-hez tartozik, hiszen g (100) = 7 1007 = 2500, mig
F(100) = 98% = 9604.

A grafikonok alapjan megallapithatd, hogy az f fiiggvény hozzarendelési szabalya

1
X E(X +1)%, a g filggvényé x > —x7.

Fooan 2

Az eértektablazat az fhez tartozik, hiszen f(-101) = % 100% = 5000, mig

g(~101) = %(—101)‘Z = 1275,125.
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-

a) f= x>

e

£
e R
Wil b2l i ta
N Ao P L

h x>

f3T g1 1

~| =] |=5-—=—=0,0063
P LE, 16 16 '

!

-

T

oo

»

1
e,

PM— W ShjLa

\__/\_-}/1\-_-/

fi x—=27

1238, f@ x>

1240; a) f: x> logy

1
b) f(1)=0; f[g] =3
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al f: x> vx
g x> Ax
ox—=lgx

b) fés g zérushelye a 0, 4 zérushelye az 1.

A figgvény grafikonjinak egvenlete yi=25- x°, ahol y20
Az egyenlet masképpen x2 + y% =25, ezérta grafikon egy origé kbzéppenta, 5 egy-

. iyt ; . .. 257
seg sugarl felkor. A szinezett teriilet tehgt o

a f x1=23 xeR

Fioxi 2sinx
x> cos2x
X —sinx -2

P x> cosx+2
& x> -2cosx
X
H: x> sin=
2
Ha attériink Fabrenheit-fokokra, akkor elészér nézziik me g a hatirokat:
O DF
0°C =32°Fés 1°C= 180 °F = 9———: .8 °F.
100 5
Ekkor -350°C =32°F_50 - | 8°F = —58 °F, mig 50°C = 122 °F
Tehat a hatarok: ~58 °F < T < 122 °F. Azt keil még megkeresni, hogy 77-bél ho-
7" —32

gyan lehet megkapni 7-t, mert azi kell beirni a képiethe. T = lesz uz At-

alakirdsi képlet, erre teljesiil, hogy 7" = 212 °F esetén T = 100°C, é5 T* = 32 o
esetén T = 0 °C; mivel linedris az osszefiigges, csak ilyen alakii lehet. Bzzel a képlet
18

(Bigyelembe véve, hogy 1,8 = 0= aminek a reciproka kell, mert a nevezében
Ay AT =32 i
van): £(T") = £y + M alalai lesz, Beirva a megadott paramétercket:

9
. 5107 (77 - .
Hry=1+ —I—O——é’i—ﬂl ahol tehdt T~ a Fahrenheitban mért hémérsékletet

Jjelenti.
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£ (m}

1,005 +

........... 0*91
| )

0 20 30 50 100 122

58 30 —20-10

1247.| a) Az arkiilénbézetr 14,5 - 8 = 6,5 millid Ft. Be kell fizetniink 2000 Ft kezelési

koltseget, tovabbd az elsd 4 millié utdn 2%-ot (e Ujabb 80 000 Ft), valamint még
a fennmarado6 2,5 millio utdn 6%-ot (ami 150 000 Fr). igy ésszesen 232 000 Fr
lesz az dtirds teljes koltsége,

b) Az dbrazolashoz vegyiik figyelembe, hogy 8 millidig csak kezelési kdltség van,
tehat 2000 Ft a fizetend8 Gsszeg. 8 millioes] 12 millidig:
2000 + (x— 8 - 10% . 0,02 = 0,02x— 158 000 fizetendé;
mig 12 milliétél a kért 20 miﬁllic')ig:
2000 + 80 000 + (x— 12 - 10%) - 0,06 = 0,06x — 638 000.
Lasd a mellékelt grafikont!

2000, ha 0 < x < 8.10°
H(x)=40,02x - 158 000, ha 8-10° < x < 1,2-107
0,06x —638 000, ha 1,2-107 < x < 2-107

i)
562 000+
82000y (millié Ft)
20040 »
0 1
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1248, 2) T{°C) b) Valasszuk ki példaul az elsd, a negyedik &s a tizedik pontot. Azaz x; = 10°,
?g -8 Xy =4 107 23 = 10°. A megadott filggvény értéke ezekben 4 pontokban (egy
e @ tizedesre kerekitve) rendre: 100,8; 145,3; 179,8. Foglaljuk tablazatba a tobbi
144 S S AN adattal egyiitt, innen bérmelyik ellendrizheto:
ié: T Légnyomds )| 10° 2-10° 3-10°[4 - 109]5 - 10%]6-10°|7 - 10°]8 - 10°)9 - 10| 10°
ey W R . o ;
30 e T Meért forras W00 | 120 | 134 | 144 | 152 159 | 165 | 171 | 176 | 179 o
61 ' 1 : pont (°C} _ s
;" A Becslés 1008 | 119,01} 133.6 | 1453 | 154,6 | 1621 | 168,1 | 1729 1767 | 179.8
L x Hiba %-ban | +0,80 |-1.62 |=0,27 +094 |+ 1.74|+1,96 +187]+1,10|~040]+042
4 8% 12 16, 20 24 '

Latszik, hogy a hiba 2% alatt van mindenhol, a harmadik és az utolsd ket hiba a

b) Ha linearitast feltételeziink az egves iddbpontok kézétt, akkor:
£ P 0z, akxor legkisebb, a legnagyobb eltérés a 6 - 10° értéknél van, ahol majdnem 2%-ot elérd

fO=9+20-8),hal <= 12,
F) =17+05(-12),ha12 < £ < 186. cltérés adodik. Mindenhol szazadszazalek pontossdggal szameoltunk. |
c) - P
T ¢C - |
20( ) . 1250, 2) T v[k_m] i
18 .-....... - g ' h
il o 120 4 IR ST, , h
1-’61" Porsche ; "
100 T R & T T o TU_VD‘EI .
124 : : ‘
10__ . 80 Ao '
41 40 + .
27 ) : . ' x (ara) 207
4 g 12 1 ' ' ! — ¢ f—t | t —> .
S O] 2 4 6 8§ 10 12 14 16 18 (s ‘
1249, . |
3 TC0) b} Toyota Corolla 1,6DX
200 +
e @ 1d5 (1) s 0 | 51 79 | 121 | 180
: Sebesség (v) ~ 6 | 60 | 8o | 100 { 120
20t e N I -
6oy e Sehesség (v) — 0 | 1667|2222 27,78| 33,33
g0y o i A R s
Gk S L i 3
of A Atlagos gyorsulas [a - ﬂ Z‘;‘ i 327 | 2,81 | 230 | 1,85
A N S U N B
105 T 505104105
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Porsche 9285
Id6 (1) s 0 35 | 50 | 67 | 90
k
Sebesség (1) Tm 0 | 60 | 80 | 100 | 120
Sebesség (1) —? 0 | 16,67 2222 27,78 | 33.33
0 p) m
Atlagos gyorsulds (a: - | = 4,76 | 4,44 | 4,14 | 3,70
48
1251 [mm - - : _
Témegintervallum (g) | [0; 20] ]20; 100] | 1100; 25C] | 150, 1000] | ]1000; esf
Ar (Ft) 36 240 550 2050 3130

1252.| a) Ot szakaszon kell kiilén megadni a hozzarendelési szabalyt.

36,ha0<m= 30

58,ha30 < m < 100

78, ha 100 < m < 350

90, ha 350 < m < 500

121, ha 500 < m < 600 (= 0,6 kg)
Ez egy lépesds fiigavény.

fx)=

b) 4 Fe)
78+ e Y :

584 .0—e

6P—.

30 100 350

426

500 600 m(g)

s o
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RESY.
90 e

58 + “

i R Y

24 1 . P .
155+ 0 e e .

0 5 10 15 20 25 f(perc)

b} Az elsé pont alapjan: a = 90, ebbél és a mésadik pontbol 58 = 90 - 107", ahon-

nan b = 0,038163; a harmadik pont adatdbél: 37 = 90 - 107 "%, ahomnan
& = (0,038604; a negvedik pontbol: 24 = 90 - 10715 ahomnan & = 0,038269; az
6todik pontbél: 15,5 = 90 - 107*% ahonnan b = 0,038196; és végiil a hatodik
pontbdl: 10 = 90 - 1072 ahonnan b = 0,038170. Az eltérd értékek miatt Jehet

peldéul 4tlagos B-vel szamolni: ekkor & = 0,038280 adédik — meglehet, ponto-
san nem illeszkednek a pontok erre az exponencialis gorbere.

¢) Az atlagos #-vel vett gdrbét dbrazoljuk, ami csak a kezdSpontra illeszkedik pon-

tosan. T(7) = 90 - 107828

7{"C)
90 -

8ot

70 1

60 1 .

501 \
a0 _

30+ ~~—

20 1 \nf) — 90 \ ]O—G,USEZS.’
104 —
0 5 10 15 20 25t (perc)

a) Ha a befolyd p-szeres teljesitménnyel mikédik, akkor nem 8 perc alatt, hanem

e e ad .
ann4l lassabban 51t meg a kadat. A maximalis teljesitmeny . Ha a telje-
Ic

8 .
sitmény ! , akkor — id6 alatt telik meg a kad. Azaz a (0; 1] intervallumon
8 perc ol
értelmezett p +» — fiiggvényt kell abrazolni, amelynek a grafikonja egy hiper-
r
bola iv.
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TON b) A pillanatnyi sebesség szamértéke a megadott gbrbe adott pontbeli érintGjének ;
meredeksége. Azt kell tehat megnézni, hogy ez hol a legmeredekebb, illetve a leg-
laposabb. Valahol 2 és 3 perc kozott latszik a legmeredekebbnek. Ott kb. 0,5 kim-t g
tesz meg ) pere alatt, tehat 30 % koriili a maximalis sebesség. Leglaposabh 8 :
gL &s 9 perc, illetve 14 és 135 perc kozott. Ekkor max. 200 metert tesz meg a grafikon
i km k
. ; szerint, tehat a sebesseg 0,2 — =12 Ly
0 0,5 1 P knr.lmrl ) h
Mondhatjuk tehat, hogy 12 o és 30 —Irln- kzottl a sebessége ebben a 15 perc-
1) Ha 12 perc alatt iiriil ki a tele kad, akkor — ha mind a befolyé, mind a lefolyo ma- ben az bra alapjan.

1 1 , , .
ximalis kapacitassal megy — 1 perc alatt s 12 része telik meg a kddnak, ami

felhasznélva, hogy Ny = 10 000; K = 100000 esa = 0,5.

éppen %—ed rész. Tehat az iires kad — a befolyo és a lefolyd maximalis kapaci- 100000 - 10000

a) Be kell helyettesiteni a megadott képletbe ¢ helyére az 5, 10, 15 és 20 szamokat,

tasu hasznalata mellett — 24 perc alatt telik meg teljesen. Adodik: N(3) = 10000 £ (100000 — 10000) 0,57 = 78 049, hasonloan kapjuk: |
N(10) = 99 129; N(15) = 99 973 és N(20) = 99 999 értékeker.
(1255) Ha nogyed annyira téritiik ki, akkor az i amplittidé a megadott 2 cm-nek 2 negye- | Léthaté, hogy gyorsan telitédik a létszim, a K az elérhetd maximum, és ozt mar

de 0.5 cm. Ha a rugd négyszer olyan erds, azaz D" = 4D, akkor az i ¢ = 2w lesz. kb. 20 év alatt el is éri a populdcié 1étszama.

Azaz a fiiggvény periddusa a felére, lokalis szélsbértékei a negyedere csdkkennek. E}J Az Abrazolis eldtt egyszerfisitsiik a tortet 10 D00-rel:

1 ; 10 2! 000 :

y (em) Ny = — 100000 _ 100090 _ 160000 —=— = 100000 - 200000
14 1+(10-1)-0,5 1+9.27 249 2"+ 9

Ezt a [0; 20] intervallumeon az édbra szetint abrazolhatjuk,

NANNANNN N -
REAYRTAYAVAVAVAY

=

47058 4
ao7e9 1. .
1256. a) Az dbrardl leolvashatd, hogy 135 perc alatt 8sszesen 3 k-t tett meg a kerékparos. 18182 4.
Ekkor az atlagsebessége a teljes megtett Ot &s a hozza sziikséges id6 hanyadosa, 10 000
3 km) e : : >
azaz E}E =20 [T} ' 0 5 10 15 20 (&)
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—

- 3 140y
11258, a) Tekintsik 1960-at a vizsgalat kezdeti idépontjanak, annak érdekében, hogy egyen- ’ . g =18 | _
— leteink a legegyszeriibbek legyenck. 2100-re pedig: N2100 - 1960) = N(140} = 6-10° |1 +4-1,518 J =
Ekkor rendre 1, = 0, £, = 1978 — 1960 = 18, 3 = 1996 — 1960 = 36 adddik, o . g 5 -
mcly 7 ériékekre felirva a modellt, hirom egvenleret kapunk: =~6-107-(1+4.1.5"7) ~ 6 '8]0 (I + ‘;0' 2342) =
(D) MOy =K(l-c e =K(l-c)=3-10° : ~6-10"-94,68 ~ 568,1-10%~ 5,7- 10",
itta ¢ # 1 kikdtés megtehetd, ellenkezd esetben ez az egyenlet semmilven K-ra : Megjegyzés: o
nem teljestilhetne, hisz a bal oldal minden esetben 0 lenne, I A két idépontra tehat a modell 19, illetve 57 millidrdot josol az emberiség létszi-
({ID N8 =K(l-c-a'®=42.10° : maul. (Utébbi majdnem 10-szercse az 1996-0s ériéknek. A pontosabl demogra-
) NGB =K(l-c¢-a'%=6-10° : fiai szamitasok szerint ez nem valdszinfi.)
_ 3107 ) spéseket az Attekinthetség miatt nem abrazoltuk.
i-bdl K = I 0 . amit a IT-be és a {I1-ba beirva, majd a tériet eltdvolitva a k- [ e ?ﬁ e;g};?s lepeseket az 5
—C ) B
vetkezd egyenletrendszerhez jutunk: | L
I —ca = 1,401 ¢) . ca® = 1,42 - 0,4 | (2) L5%
6 _ . > ezekvivalensa T, ‘ _ egyenletrendszerrel. .
l—ca” =2(1-¢) ca =201 j 3) 4.1.58
Az elsé egyenlet mindkeét oldalar négyzetre emelve, a masodik egyenlet mindkét _ ’ ,
oldalar ¢-vel megszorozva: : @) 1+4-15%
c’a® = 1,96c2 —1,12¢ + 0,16 e 3
206 _ 5 2 » amibdl a N (milliard £8)
e =2 —¢ ) i {
2ei-¢ = 1,96c— 1,12¢ + 0,16 egyenlethez julunk. 60 0
Ezt -ra rendezve, majd mindkét oldalt 0,04-dal eloszivaa e + 3c—4 = O egyen- i T 6- mx[l = 41,58
letet kapjuk. Ennek megoldasai az 1 és a — 4. : 30T y
Mivel az 1-et kizartuk, egyetlen lehetéség maradt: ¢ = —4. | T
. . 310° e 3 e ‘
Visszahelyettesitéssel: K = s - 6-10° és |a|= l{jg = 1,02278 adodik,
Eredeti egyenletrendszeriinker mindkét lehetséges rendezett szamhdarmas kielé-
giti. a feladat szGvegébdl viszont o > 0 olvashatd ki, ezért csak egy [ehetdség van
a megadott képletben szerepld dllandok megvalasztasara: g ~ 1,022 78, c=-4
és K =6-10° i &V
. £ ) ? ' : S — —t— .0 ;
b) A fent kapott értékeket behelyettesitve 1z N(1) = 6-10° | 14 4.1, SISJ Képletet i | 10 50 100 13
kapjuk, ahol a 7 az 1960 6ta eltelt évek szamat jeldil, d) A népesedésfilggvény nem korlatos az id6 novekediével. A_z, exponenf:iaillis fl}'gg-
907 ; veny egyik fontos tulajdonsdga is alatamasztja ezt, ugyanis ha egy ilyen fu_gg-
Ekkor 2050-re: N(2050 — 1960) = NO® = 6-10°- (1 +4-1,5% | = veény alapja nagyobb mint 1 {ebben az esetben kb. 1,02;’ azaz ha CSaI? egy picivel
\ g 1s, de nagyobhb), akkor ez a fliggvény feliilrél nem korlatos a [0; ) mterva]lqrr'l—
=6-10%-(1+4.15 =6-10%. (1+4.759375) = | ban. Mivel a Féld kapacitasai vegesek, ez a nvekedési modell biztosan nem irja
=6.10%. 31 375 = 18825-10% = 19.10'® adé(iik. i le 161 a népesseég tényleges ndvekeddsét.
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(1259;} ) A négyzetgyokfiiggvény grafikonjat | egységgel lejjebb toljuk (\f; —1), majd e
grafikon x tengely alati részét tiikrozzik az x tengelyre.

b) A Vx definicioja miatt ez ugyanaz, mint az x Jx -1 képe, lasd elézo poat.

) Az x > +x — 1 grafikonjét (ez a négyzetgyokiiiggveny grafikonjanak jobbra
egy egységgel valo eltolasa) tikibzziik az y tengelyre.

a) 'y b) by

c) y

Lot
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3.3. Fliggvénytulajdonsagok, -vizsgalat

Az adott kifejezés minden valos szamon értelmezhetd. A fliggvény értekkészlete
szintén R. A filggvény paratlan, hiszen Vx € D-re -x € D és fi—x) = —fix}.

A fiiggvény zérushelyei az x” —x = 0 sgyenlethd],

szorzatta alakitas (x(_:r2 D =x{+Dx-1))utin: -1, 0 &s 1.

Téblézatha foglaljuk az értékparokat.

3] 4al5 67| 8,910 1112
213

5ZAm 1

[

b
[
I
33
B
e
o

pozitlv osztdinak széma | 1

Ennek alapjan
a) a fiiggveny érickkészlete: {1:2;3; 4 6}:
b) a fiiggvény minimuma 1, maximuma 6; minimumbhelye 1, maximumhelye 12;

c) a fiiggvénynek nincs zérushelye.
a) Linearis (konstans vagy elsfoku) fiiggvénynek, pl. x = 21 x i— 5x— 1.
by Masodfoku figgvénynek, pl. x — x% x> Ix°—8x+ 1,

c) Racionalis tortfiiggvényeknek (kdztik a forditott aranyossdgoknak}, pl. x = —,
x

2x -3

I —.
x+3

SERT D07 (32101234567 (401

A masodfoku fiiggvény altalanos alakja:

X ax +bx+c (@#0)

a) Nincs ilyen mésodfoka fiiggvény.
A misodfok fiiggvény értékkészlete ]—o=; a] tipust (4, B, C grafikonok) vagy
[&: +oo[ tipush (D, E, F grafikonok), ezért nem lchet egyenld a 105 + <[ interval-
lummal.
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¥

bypl x> —x°+4 (Cesel)

c)pl. x —= -6 (D eset)

1265.| a) pl. x = —-2 vagy x — —x7—1
b pl. x = x5 Vagy x = (x— 1t
cypl x> (x— 37 -100

1266, Ertelmezési tartominyok: A négyzergydkfiiggvény értelmexCsi tartomanya a nem
negativ valds szdmok halmaza. A it nevezoje nem lehet nulla. Tortfiiggveny akkor

nem negativ, ha a nevezd pozitiv &s a szamlalo nem negativ, vagy ha a nevezd ne-
gativ és a szamldlo nem pozitiv.

Ax+3208sx-1<0, vagy x+320é8s5x-1>41,
azar x £ —3ésx < L. vagy azazx > -3ésx> |
Egyszerre akkor teljesiil, ha Egyszerre akkor teljesiil, ha
X £ -3, x> L

Tehdt az értelmezési tartomany: [—es; —3] L ]1; 4o
Mindezt szamegyenesen szemléllctve:

x+3

: t t t ' > =0 : I : ' ;
-3 -2 -l 0 1 x—1 -3 -2 - 0] |
-9 . szamlald - -
: o nevezd c—
-~ tort S
# megoldds I i t t i
-3 2 -1 0 1
e o
byx—1=0ésx+2<0, vagy x— 1208 x+2>10,
arazx < lédsx < -2, vagy azaz: x> | ésx>-2.
Egyszerre akkor teljesiil, Egyvszerre akkor teljesiil,
hax < —2. vagy harx =1
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Az értelmezési tartomany tehat: 1—so; —2[ « [15 ++2]

x—1 . , , .
: ; ; =) 1 ; f : }

-3 2 -l 0 1 x+2 -3 2 - & 1
— " szamlald : =
—— nevazd fa’ -

— 16T -—r
a megoldis ' f f —
-3 2 -l 0 l

¢} Az értelmezési tartomany: |- 1; +ee].

Zérushelyek: 2y -3; b)) |, ¢} nincs.

Megjegvzés: . - o
A feladat megoldhato ngy is, hogy a gydk alattt 161t szamlalojat s nevezdjct Kii-
16n-kiilon fiiggvénykent abrazoljuk. A képréd! leo] vashatd, hogy mely x ‘érLékekre-
lesz egyszerre pozitiy, illeréleg mely x ¢rickekre lesz egyszerre negatly. Ehhez
még hozz4 kell venni a szamlalo zérushelyét tha az a nevezének nem zérushelye).

3 1= : ;- flxy=x-1
a) x+3 >0 flx)=x+3 by X 120 It } |
x=1 glx)=x-1 x+2 2x)=x+2
4}_. 4:
5t 51
f g
44 4 _
3. 8 3 ¥
2- 2t
14 L4

1L —<

—J+

Az, abrdkro] leolvashato, hogy az értelmezést tartomany az a), illetve b) fel adatban:
J—eo; ~3] W [1; oo, illetve J—eer =21 W [1; ool

A négyzetgydkfiiggvény a nem negativ szamokra van ériclmezve, a tort nevezrﬁje
nem lebet nulla, & szinusefiiggvény minden valos szamra, a logaritmustiiggveny
csak a pozitiv szamokra értelmezett. Ezért az ertelmezes] tartomanyok:
Ni{xeR|x=20Ax#1}

b) {x € R|x # km, ahol k € Z};

¢) {'xeR|x>Dx\x¢ 1}.
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A tdrt zérus, ha a szamlald zerus, de a nevezd nem, tehit a fiigevények zérushelyei:

a) nincs, mert & szamlalonak nincs zérushelye;
b} a zérushely —2;
c) nincs, mert a szamlaléd és nevezd zérushelye azonos.

A — kifejezcs nincs ertelmezve a nevezd zérushelyén, az x = 0 helven, tehat az ér-
X .
telmezesi tartomanya az R\ {0}.

A

1 kifejezés nincs értelmezve a nevezd zérushelyén, az x = —1 helyen, tehar
x
az értelmezeést tartomany az R\ {—[}.

A masodik kérdés megvalaszolasahoz oldjuk mega — >
x
R\ {—1; 0} alaphalmazon!

egvenldtienséget az

x-3
——<
x(x+1)

A tdr( pontosan akkor negativ, ha a szamlalé és a nevezd kiillénbdzd eldjelit.
=3>=0Axx+ D <0 v x-3<0Ax(x+1)>0]
azaz x=>3Aa-l<x<0]l v x<3Aalxs<-1vO<x)

y

Ezt egy oldalra rendezziik és kézds nevezdre hozzuk: K

My =1}
A megoldads: M, UM, = M,.

My = e =10 0 ]0; 3]

Mdsik megoldds:

A (F)-gal jelolt tirt eldelvizsgalatat az egyes ,tényezok™ eldjelének vizsgalatdra ve-
zetjik vissza.

A tbrt pontesan akkor negativ, ha a benne szerepld tényezdk kozott a negativ , 18-
nvezdk” szama paratlan (%),

Szemléletesen:
xr< -1 —1l<x<0| O<x<3 <x
x—3 = = =) &
X @ te- |€r |$}
x+1 {E} [@ I@I |$|
x=3
—_—— + = i
xx+1) © ~ @

x—3
Tehdt —i—— < 0, pontosan akkor, hax < —1 vagy, ha 0 < x < 3.
x{x+1)
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Grafikus megoldads: y
1) A tort eléjelének megallapitisa tor- 3T
ténhet ugy 1s. hogy a szamlalojat és . 47
nevezdjét kitlon fiiggvényként abra- 3+ p _
zoljuk. A grafikonrél leclvashato, .oal 9 -

hogy x mely értékeire lesz a ket S

fiiggveny kiilénbozd eldjelil. '

Azdbrin g: x> x—3;
x> x(x+ 1),

3.
54
2) Ha a nevezd két tényezdiét is kiildon 4y
fiiggvénynek tekintiik, alkkor u gra- 41 e o
fikon harom, (jelen esetben pirhu- 5l S I
zamos) egyenesbdl dll. A leovasasra S \
érvényes a **-gal jeldlt mondat. 1 g
Az dbrane: x> x+1; T _
fx=x G —
-5 3 2oyl 2.3
& x> x-3 5452 ’ 11 203 45
24
_%r___"
24l

1269. a) ffiiggvény értékkeszlete a paros termeészetes szamok halmaza,

11270,

g tiiggvény értékkészlete a racionalis szdmok halmaza.

b) Az fés g fliggvények egy-egyértelmuek.

¢) Az f leképezés nem egy-egyértelmil leképezés az értelmezési tartomény €s az
adott képhalmaz elemei k6z6tt, mert van olyan természetes szam (a paratlan szd-
mok), amelynek a fele nem természetes szam.
A g leképezés egy-egyértelmil megfeleltetést ad meyg az értelmezési tartomany €s
az adott képhalmaz elemei kézitt, mert minden raciondlis szam kétszerese is ra-
clonalis, kiilonbbzé racionalis szamok kétszerese kiilonhdz, és a képhalmaz min-
den elemének van ,0se” a racionalis szamok halmazaban (azaz minden racionalis
szam fele is racionalis),

a) A valds szamok halmazan értelmezett folytonos fiiggvényre igaz, hogy ha egy
helyen monoton ndvébél monoton csékkendvé valt, akkor ott lokalis maximum-
helye van. Egy masodfoki fiiggvény esetén pedig tudjuk, hogy legfeljebb egy lo-
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@Q 2) Csak alulro] korldros. ) Alulrol sein, felitlr] sem korlatos.
d) Csak alulrol korlatos.

Kkalis maximumhelye van, amely, ha 1étezik, akkor abszolit maximumhely is.
Esetiinkben tehat az 5 hely a fiiggveny ahszolut maximumhelye, és az it felvett ‘ ¢) Korlatos.
4 érték pedig abszolit maximusma. Tekintsiik ezek utdn a masodfoki polinom- '

filggvény altalanos, az abrazolast leginkabb segitd képletét fx) = alx + b) ie : 1274, flx) = 1 2
A képletben szerepld ¢ a masodfokn Figgveny szélsdérteke a feladut szerint ' 4 x
o =d. b (- 1)szerese a masodfoki filggvény czélsdertekhelye, it —fH = +3, | = R

b= -5 gy fo) = atx =57 + 4,

« értékét meghatarozhatjuk, ha figyelembe vessziik, hogy a fliggvény zerushelye
3, azaz f(3) = 0 F(3) = a3 - 5)% +4 = 0,ahonnanda + 4 = 0, a = —1. Teht
a hozzarendelési szabaly x = — (¥ — 5 + 4.

Megjegyzés: a kapott fiiggvénynek valoban maximuma van az 5 helyen {a < O}

£

b) T‘“’
5__
4Ll
21
14 5
+ f — I
-5 4 5 -2 -;_{J 8 9 x |

Paros fiiggveny

_3 -

M

1271 Haegy fltlgg:'vcny grafikonjanak meredeksége mindig 3, akkor az azt ngenn, hegy
linearis, &s f: x +> 3x +a alakua hozzérendelési szabalya. A masodik s harmadik

megkdtés alapjan az srtelmezesi tartoméanya jol behatdrolbato, azaz az R" halmaz
lesz uz. Mivel egy dllandé pozitiv meredekségil filggvényrdl van szo, ezért ez szigo-
ran monoton ndvé, Ebbél kivetkezik, hogy az értelmerési tartomany Jegkisebb ele-
me (ha van ilyen) lesz a fiiggveny minimumhelye. Mivel az R halmaz balrol nyil,
azaz o 0 nem cleme, de minden nala nagyobb valos szam igen. nem létezhet leg-
kisebb fiiggvényerték, azaz a fel adutnak nincs a feltételeknek eleget tevd megoldasa. : i

L272 a) Alleo) sem, feliilrd] sem korlatos. b)) Csak alulrol karlawos.
¢) Alulrél sem, feliilrol sem korlatos.  d) Csale alulrol korlatos.
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1
—+2,hax >0

b) A(x)= ;
|——2,hax <0
L x
D.*'i =R\ {0}

Pératlan fiiggvény

l1275. A k fiiggvény péros, ha minden x € Dy esetén —x € D, ¢s k(X) = k(-x}, azaz x &s

—x helyen a fliggvény helyettesités értéke megegyezik.

A k fiiggveny paratlan, ha minden x & Dy esetén —x € D, és k(—x) = —k(x), azaz x
és —x helyen a fiiggvény helyettesitési értéke egymas ellentettje.

2

; (_sz JC2 X )
a) (—x = . — — - _ .
f ) Sll‘lS(—x) —ginSx 3in 5x% f(x):
tehat az f paratlan fiiggvény.

Megjegyzés: sin{-5x) = —sin5x, mert az x — sin5x fliggvény paratlan.

b) gl—x) = -3 (—x)* +2cos (-x)+ 5 = ~3xt 4 2008k + 5 = gla),
tehat a g paros fiiggvény.

¢y A—x) = (-x) 3 (—x)+4 = 3+ 4= —(x3 —3x—4), &s ez sem A{x)-szel,
sem —A(x)-szel nem egyenld, tehdt se nem paros, se nem paratlan fid gevény.
Lisd 1275. feladat bevezetdiét!

. - . .2
sin"(—x) (—smx)2 _ sin"x

a) f—x)=

_Lf(x)§

5in 3(—x) © —sin3x §in 3x
tehat az f parcatlan fiiggvény.

440

FUGGYENYTULAJDONSAGOK, -VIZSGALAT

by g(—x) = sin*(-x) - 3(-0)° +2 = (—sinx)* —3x% + 2 = g(x),
tehat a g péros fliggvény.

c) w/x—3 negativ x-ekre nincs értelmezve, tehit az értefmezési tarioméily nem szim-
metrikus a O-ra, igy a vizsgalt fiiggvény se nem paros, se nem paratlan.

a) Paros, nem periodikus. b) Paratian, periodikus, periddusa; 2.

¢) Péros, nem periadikus. dj Paratlan, nem periodikus.

a) Paratlan, nem pericdikus.

b) Sem nem paros, sem nein paratlan; nem periodikus.

¢) Paros, periodikus, periddusa: 2:r.

d) Péros, periodikus, de nincs periddusa. (Az olyan p szdmok kozont, amelyekre igaz,
hogy Vx e D-rex+p e D és flx+p) = f{x), nincs legkisebb pozitivl)

Fenndll, hogy sin(~2x) = —sin2x minden valds szamra, tehdt az f paratlan.
# periodikus, peridédusa a szinu szfiiggvény periddusinak a fele: .
: , : T 1 1 , ,
Minden x € R esetén fennall, hogy cos —Ex | = cosEx, tehédt a g paros.
N A
g periodikus, periédusa a ko szinuszfiiggvény periddusanak kétszerese: 4.

r periodus paros pératlan  |nem paros és nem paratlan
st £
8 % g
k 27 k
h z B
2 I

, . . T
Megjegyzés: sm| x — —2— = —CO$ X,

4

1281.| a) Egy f fiiggvény abban az esetben invertalhato, ha az értékkészletének minden

cleméhez {y) pontosan egy hely van az érielmezési tartoményban (x), amire
f(x) = y. Ugyanis csak ebben az esetben lehatséges, hogy az f fiiggvény inverze,
mendjuk g, Riggvény legyen, azaz egy értékkészletbeli elemhez (mondjuk y) az
értelmezési tartomanybdl csak egy elemet rendeljen hozz4 (jelen esetben
g(y) = x). Ha f paros és érielmezési tartomanya R, aklkor mondjuk f(1) 1étezik és
egvenld f(—1)-gyel. Azaz van legaldbb 2 eleme az értelmezési fartormnanynalk,
amire a fliggveny érteke egyenld, amibdl kévetkezik, hogy nem invertalhato.
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by Mivel az f fiiggvénynek van abszolit minimuma, ezart van alyan hely — uz ab- Ax>27+2, xeR
szaliit minimumhely, nevezzik ezt a-nak —, melyre az f(«) kisebb vagy egycnld '
f(x)-nél az Gsszes x € R-re. Mivel f paratlan, ezért crielmezesi tartomanyanak
minden elemére — és {gy a-ra is — igaz, hogy f(a) = —f(-a). Vegylik eszre, hogy
_ g abszolit maximumhelye lesz az fuek. Indirekt méden legegyszerubb ezt be-
lami, ugyanis tegyilk fel, hogy nem az, azaz létezik olyan x & R, amire
F(x) > f(—a), amibd] az is kovetkezik, hogy —f(x) < —f(-a). Ekkor az f paratlan-
shga mialt f(a) = —f(—a) > —f(x) = f(-x} teljesulne, ami viszont ellentmond an-
nak, hogy a abszolit minimumhely, ami az alapfeltevesiink volt. Tehat ekkor 1é-
tezik abszolut maximum is és érteke f(—a) lesz.

’582. Egv ilyen fiiggvény Ichet periodikus, hiszen pelddul a szinuszfiiggvény reljesiti a ki- e
vant feliételeket, hiszen minden valds szamra érielmezve van, paratlan fliggvény, T
van maximuma (1} & minimuma (- 1), illetve periodikus, azaz sinx = sin(x + 27), L T
minden x € R esetén. - _

1283. Az a), c) és d) kilcsondsen egyértelmil, a b) nem. Utobbi végtelen sok ertcket ket~
szer is felvesz, a tdbbi harom egyet sem, mert mindegyikiik szigorian monoton.

@I. Egyediil a b) kdlcsdnbsen egyértelmi, a tdbbi nem az. Bgy misodfoky fiiggveény
T (a)) végtelen sok értéket kétszer is felvesz, egy trigonometrikus (c), d)) pedig min-
den felvett értéket végtelen sokszor felvesz, hiszen periodikus. A racionalis tort- 1 _

fiiggvény (b)) azonban — bar ket kiildn szakaszon — szigortian monoton, ¢s egyes ré- 1286 a) x> —x—1, xe[0 9]
szeinek érickei kozott sincs azonos. v

(Feketével az eredcti, pirossal az inverz fiiggvényt abrazoltuk.)

x+3

a xeR b}x|—>x2+2, x e [0 o

1285 a) x>

(Feketével az eredeti, pirossal az inverz fiiggvényeket abrazoltuk.) (Feketével az eredeti, pirossal az inverz fliggvény! abrazoltuk.)
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. - 9 PO ::=i .
b) x — arcsinx, x € [-1; 1] c) x> ¥x, xe[-1; 8] Y il
P
21
3 |‘I
i L
ki 4 i |
2 . I‘I#
—2 o=l ]. E 2 x |‘.
pi ||
R !
_x ‘|||!
rj - H
2 -

(Feketével az eredeti, pirossal az inverz fiiggvényeket abrazoluk.)

'1287.| Nevezzikk fnek az x = 2x - 3 (x € R) fliggvenyt es jelsljik /- L gyel a keresett in-
verz fiiggvényt. Ekkor teljesiilnie kell :
minden y = 2x — 3 {y € R) ertékre,
hogy /™) = x.

Tekintve az y = 2x -3 egyenldséget,
abbal fejezziik ki az x-et:

289, Azf(x)=|x |. (x £ R) fiiggvény grafikonjanak az y = —x egyenesre vonatkozd tli- i
korképe nem fiiggvény grafikonja, mert minden negativ x-hez két y érték tartozik. |

v+ 3 =2, . )
s 200 a) 1.5 b) 2 c) 4.5 a0
03(v+3)y=rxazazazy > 0,5y +3)
fiiggvény leszf . 1291, a) LS
It r e s - [ |
(Ellendrzés és meggyozéskeéppen te- b) 0,125
kintsitk £~ (f(x))-et: - e b 307 ée kb, 464
— . -_ . . 2 (012 e . i '-. D ¥
f_l(}c(:‘:)):vJf l(2x_3J: c) 1,5+k2, ke [0;1;2) (azaz 1,5; kb. 3,07 es )
= 3 l — = =X l
(?,3.(( x. N+ =052x) =x | d) log. 3 = g3 ~0,79
adodik minden x € R-1e.) : g4

3 . . 1
D2 +x=0 = x2x+1) =10, két zérushelye van: O es _E'

1

1
1288, Az x | + —— fiiggvény grafkonjanak egyenlete: y =1+ —~.
x+1 i x+1

Ebbo 1 x-et kifejezni; { )gv Dy (2 = . ) .3
0l kell x-et kifejezni; U’(?t{,} g}el_ beszorzunk: y(x+ 1) =x+1+1 b Két zérushelye van: 0 és =
yx+y=x+2;innenx=d — =———1. . 5
y—1 y-1 ; ¢) Nincs zérushely. |
Az inverz fllggvény tehat: x = -l—l —1 (xe R} : d) Két zérushelye van: 2 és 2. ‘
x - : |

a4 . . . ) . . . . 245 |
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.12&] Az ffiiggvény egytk zérushelye -4, ha a 3xP+6x+e=0 egyenletbe x = —4-et he- ! zérushelyek minimum - min. hely | maximum | max. hely
o ettesttve igaz allitas gy ¢ =24 = :
Ivettesttve igaz allitist kapunk. lgy ¢ 4 | 7 153 _3 | _ a
1294, Megoldandd a cosx — sinx = 0 egyenlet a valds szamok halmazan, . (& -31 - - 4 -1
Nem lehetnek megoldasok azok a valos szamok, amelyeknek a koszinusza (), mert h [:3 -3 2 - —
ezeknek a szinusza 1 vagy —1, igy az egyenlet bal oldalan —1 vagy | allna, mig a — — T !
jobb oldalon 0. , | Pl el gm0 00| -1 1 - -
Elegendd tehat azon valds szamok kézétt keresni a megoldast, amelyeknek koszi- ! V3 _
nusza nem 0. Ebben a halmarban ekvivalens atalakitis az egyenlet mindkét oldala- j 1: 3 - - 3 2

nalk cosx-szel valo osztasa:
L—tgx =0, vagyis tgx = [.

. 2 -
a . . ) ) [129ﬂ fixy=x"+3x+6
M = {I +hn ke Z}. Az M halmaz elemei a [liggveny zérushelyei. | F0) = (o4 2)(x + 3), zérushelyok: —2: 3.

Minimumhelye -2,5, értéke f(-2,3) = -0,25.

: g(x}:_—xz—ZX+8
: glx) = —(x —2){x + 4), zrushelyck: 2; -4

Maximumhelve — [, értéke p(—1) = 9.

B = —|x—1[+1

A)=—(x-D+1=-x+2,hax-1=20,azazhax > 1 igyhix) =0, hax =2,
fgy #(2) = 0.

hix)=x-1T+1=xhax-—1<0,azazhax < 1, igya(x) =0, hax =0,

Tgy R(0) = 0.

h maximemhelye | és érteke k(1) = 1.

A zérushelyeket a masodfokli egyvenlet megoldoképletével kapjuk. A szélsGérteket és

-helyet teljes négyzetté kiegészités modszerével kapjuk, pl. fesetén: 2x° ~4x—6 =
= Z{x2 —2x~3) = 2{{x— 1}2 -1 -3)=2(x— 1)2 — 8, a tbbbinel hasonlaan. Azt ~2T
pedig, hogy a szélsdérték minimum vagy maximum, a négyzetes tag eldiele dénd el.
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A ¥
L4
O
. i
minimum min. hely | maximum max. hely
a) -3 0 7 5
b} 0 2 6 b
¢) _3 0 V10 -3=0,16 5
d 0 | lgll=1,04 5
minimuim min. hely maximum max. hely
a) 0 1,5 | 49 5
b) -39 5 - -
15— % ~ 0,71, 3
c) -1 B 1 L5+ =2,29
<, dm 4
L5+— =386
4
d) - - 1021 5
443
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1299, Abrazoljuk az adott fiiggvényt! v
Az dbrarol leolvashatd, hogy a
! fiiggvénynek nincs maximuma,
minimumbelye 1,
minimumeértéke f(1) = -1,
x* —2x, ha x <2;
f(x)=1l ha x=12;
x, ha x> 2.

Iig.l;i];l a) Az fix) = ax? 4+ bx+¢ (a = 0) alaky masodfoky fiiggvények a szélsoértékiiket

42 X = — helyen veszik fel. Igy 2= _—g, chbél b = - 16.
a

o

foy a keresett figgvény f(x) = —4x% - 16x + 12.
b) _dxt o 16x+12 = —A(x + 2)2 + 28, prafikonja egy lefelé nyitott parabola. Igya
fiiggvénynek x = —2 helyen magimuma van, melynek értéke 28.

1301.| a) Szigorian monoton néve.
b} Szigonian menoton csdkkend a [0; 2] intervallumon; szigorian monoton néve a
[2: 5] intervallumon.
Megjegyzés: az ilyen fliggvényt nevezziik szakaszonként monotonnak.

¢) Szigortan monaton néve.

d) Szigoruan monoton ndvo.
I1302.1 a) Szigorian monoton csokkend a 10; 1,5] intervallumon;
szigorian monoton nové az [1,5; 5] mntervallumon.
b} Szigoriian monoion csdkkend.
. , " . {2 I .
¢) Szigoriian monoton cstkkeno a |0 15— ) intervallumon es az

1:1,5 + E; 1.5+ ﬂ} intervallumon;
4 4

. , o i T .
szigortian monoton néwvo az {l, 5— Z; .5+ —I} intervallumon es az

_ 3w
l:l,S + T; 5] intervallumon.

d) Szigornan monoton ndva.
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Z@ , Az Bsszegre mindket allitds igaz. Ha a < b esetén f{a) < f(b) és gla) < g(h), akkor
természetesen f(a) + gla) = f(b) + g(b) is teljesiil; csakugy, mint végig a megenge-
do helyett szigori egyenlétlenseggel. A killonbségre viszont egyik allitds sem igaz,
miint azt egy egyszerd példaval megmutathatjuk. Legyen pl. f(x} = x és g(x) = 2x,
ekkor f(x) — g{x) = —x szigordan monoton csékkend, nem pedig névekedd.

KlS Az egyszeriiség kedvéért legyen minden itt szerepld fiiggvény értelmezési tarto-

ménya R”. Legyen két (szigorian) monoton névekedd fiiggvény f(x) = x> és
1 , , X .

g(x) = ——; ekkor szorzatuk f(x) - g(x) = —x ¢s hanyadosuk I-Ll = —x° egyarant
x glx

(szigoruan) monoton csdkkend, nem pedig ndvekedd. Vagyis mind a négy feltett

kérdésre nemleges a vélasz.

1305.] Liasd az 1211. feladatot!
4 A

Az f(x) = Esian +% | -1, (x € R) fiiggvény oft veszi fel a szélséértékeit, ahol
/

. A L
sm(x + %J értéke minimalis (—1) vagy maximalis (+1).

.
sif x4+ %)=L ha x+ 2= iokr ke
6 6 2
_ . 4w
az { figgvény minimumhelye: 3 + 2k kelZ,
., . dm )
az f figgveny minimuma: f 3 = 2kn | =-3 ke Z
. J
sin Jc+E =1, hax+£=£+2h{ leZ;
6 6 2
az f fliggvény maximumhelye: g+ 2w fe?,
. . . f T
az f filggvény maximuma: f(?{ -+ 23:::) =1 fe?.

A fiiggveény periddusa 2.

450

i - 1 —

1306- a) gl:X) = —“EIJC a(x) - Z.\,lx
(xy=+x+2 o~
kxy=+x+2 b(x)=ﬁx=?x

$y by
| ) sl
.’-/// al
34
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(r:(x) = \GJ

|
\
|

_=10

0. I
-2 ] s
_2 I e R _2 I

5| o |

byk(x}=vx+2

Ertelmezési tartomdny: [-2; +=<[, azaz {x € R |x = -2}
Eriékkészlet: a nemnegativ valos szamok halmaza, azaz [0; +oc[.
Nem paros, nem paratlan.
Zérushely: —2.
Szélsdérték: minimumhely: —2;

minimum; k(-2) = 0.
Szigortian monoton nivekedd.

a)f(x)=—|x| a(x}=2|x|
g =[x -3 b(x) = | 2x}
RGO = | x| -3 (c(x) = {x|)
m\‘\\l v r
o

TR S —" —
- \ 03 x

_3 Y i
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b) Al = | x| -3

Ertelmezési tartomany: a valos szamok halmaza, R.
Ertéekkészlet: [—3; +oo[.

Paros fiiggvény, mert |-x| = |x
Zérushelyek: -3 és 3.
Minimumhely: (.

Minimum: A(0) = -3,

A, J—eo; 0] intervaliumban szigonian monoton fogyo.

A [0; + oo intervallumban szigortian monoton ndvekeds.

, minden x € R csetén.

1308. a) f{x) = cosx +cos(—x) = 2¢cosx

glx) = sinx + sin(-x) = sinx—-sinx = 0
¢

Ax}y=snx+ cos‘ X - ;:r] =sinx+sinx = 2sinx
5, =

Q) fx) = x5 )= G-D7-2

FUGGVENYTULAJDONSAGOIK, -VIZSGALAT

b) Ertékkészlet: [-2; 2|

Paros.
Periodusa: 2ar.
Zérushelvek: éﬂ‘ + ks, ahol k egész szam.

Masimumhelye: 2k, ahol k egész szam; értéke: 2.

Minimumhelye: (2 + 1)ar, ahol n egész szdm; erteke: - 2.

Szigornan monoton névekedd minden minimum helytSl a raktvetkezd maxi-
mum helyig. ' .
Szigorian menoton fogyd minden maximum helytdl a rakdvetkezd minimum
helyig. .
Szigorian monoten ndvekedd a [(2n— 1), 2nx] intervallumban, ahol # egesz
szAw.

Szigorian monoton fogyd a [2ks; (2k + 1)#] intervallumban, ahol k egész szdm.

452

b) Ertékkészlet: [—2; + 2.

Nem paros, nem paratlan.
Zérushelyek: 1++2 és 1—+/2.
Minimumbhelye: 1, értéke: -2,
Szigorian monoton fogyd 1-ig, utdna szigorian monoton ndvekeds.
Szigortan monoton fogyd: a J—se; 1] intervallumban,

szigoruan monoton ndvekedd: az [1; +oof intervallumban.
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1310 ) fo0 =xP o AW =@+ -4 = )= ~[(x+2)° -4l =—(x+2)* +4 | Bz @) fa)=x = fi=—x > )= —x=2
i '; h 4
i R ' : R4

ST b) Ertékkészlet: ]-oo; 2]. '
ST Nem paros, nem paratlan.

eyl Zérushelye: 4.
Maximumhelye: 0, éricke: 2, azaz f*(0) = 2.
Szigoruan monoton fogyo.

A ffx)>0had<x <4

b) Ertékkészlet: ]—oo; 4]. | ,
Nem péros, nem pératlan, : S I Y SR NN (L — —ainl & _ __
Zérushelyek: —4; 0. 1313, a) Az qj figgvény: f (l)—S]_Il[x 2)+l— sml > x}+1— cosx+1.
Maximum helye —2, maximum ertéke: 4, azaz f*(—2) = 4.
Szigorian monoton ndvekedd: a ]—se; —2] intervallumban,
szigoruan monoton fogyod: a [-2; +e=[ intervallumban.

1311 a) Fix)=~x, [0; +=o[.

Az uj fiiggvény: ¥
F =57 xe [0 +el. 41
b) Erékkészlete: Ry 31
Nem péros, nem pdratlan.
Zérushely: 0. 51 b) Briékkészlet: [0; 2].
Minimumhely: 0, érteke 0, Paros.
azz}zf *((0} =0 ) ) 14 Pericdus: 2#.
Szigonian monoton ndvekedd. v../_??':"' Zérushely: 2k, ahol k egész szam.
i . . Maximumbhely: (2% + 1)at. k € Z; értéke: 2.
1 0 1 2 3 4 . Minimumhely: 2az, n € Z; értéke: 0.
1 Szigorfian monoton névekedd minden minimum helyt§] a rd kovetkezd maximum
T helvig. :
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Szigorian monoton fogy¢ minden maximumbelytol a ra kévetkezd minimumhe-
lyig.

Jeldléssel:

szigorian monoton névekedd a [2am; (2n + 1)5] intervallumban, ahol r € Z:
szigoriian monoton fogyo a ((2k — L, 2] intervallumban, ahol & € 2.

1314 @) f(x) = lgx > F'@) =lglr+2)

b} Valtozowr a zérushely: f/(1) =0; F'-1) =0,

Uj az értelimezési tartomany: {x € R|x > -2}.

I A
e B :?r .
Ffixy=cosx = fi(x)=—cosx — f (,\:)=~cos‘ x+?‘zsmx.
LY ,,,)J

i

Az 1j fliggvény: f*(x) = sinx.

456

a) Egyik lehetséges megoldas: f(x) = 2Zsin2x.

1317,
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b) Ertékkészlet: [-2; 2].
Paratlan.

Zérushely: / } aholie Z.

. @ . o
Maximumbelvek: 7 + nir, ahol n € Z, a maximum éricke: 2.

Minimumhbelyvek: -i—:r + ks, ahol k = Z, a minimum értéke: —2.

Mindkét filggvény szigorian monoton n6v6 mindegyik minimum helytd] a rako-
vetkezé maximum helvig, szigorian monoton cstkkené a wbbi helyen.
Jeldléssel:

o ) .| = T,
Szigortan monoton ndvekedd a [— ) +ka + 7 + k::rJ intervallumokban, ahol
kel

S O i 3 .
szigoruan monoton fogyo a [:’: + nar; Eﬂ + n:r] intervallumokban, ahcl n £ Z.

a) Egy lehetséges megoldds: f{x) = |cosx].

457




FUGGVENYTULA|DONSAGOK, -VIZSGALAT
Mas megoldds:

R =
s e
1]

b) E fiiggvények fogydk a [krr; g - kn} intervallumokban, ahol k € Z.

1318, a) [yen fiiggvény az f(x) = -(x~1)°+ 1, xe R.

y=—(x— 1_')2+ 1

b) Ertékkészlet: J—oo; 1].
Nem paros, nem péaratlan.
Zérushelyek: 0 ¢s 2,
Maximumbhely: 1, éricke: 1.

Szigorian monoton ndvekedd a maximum helyig, utana szigoruan monoton fogyd.

Jeltléssel: szigorian monoton ndvekedd a ]—s<; 1] intervallumban,
szigoruan monoton fogyd az [1; +=<[ intervallumban.

453” .
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1319] o) A figgvény: f() = —(x+ D7+ 1, xeR

1320.

8

b) Ertékkészlete: ]-o=; 1].
Nem péros, nem paratlan.
Zérushely: —4 és -2,
Maximumbhely: -3, értéke: 1. o ,
Szigorian monoton nivekeds a maximumhbelyig, utdna szigornan monoton fogyo.
JTeldléssel: szigorian monoten ndvekedd a J—eo; —3] intervallumban,
szigordan monoton Togyd a [-3; +ee[ intervallumban.

—

2 ) 2
a) A fliggvény: f(x) =§|x—2|—1, xR vagy g(x}= —§|xr2|—1, xe R

¥
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b) Jellemzesiik:
f g
Eriékkészlet [-1; +oof | 50, —11
Paritis ¢ Tem paros, se nem paratlan
Zerushely l U nincs
272
Szélsoerték minimumhely: 2 | maximumhely: 2

minimuma; —1

maximuma: —1

Szigorian monoton né

[2; +oof

J-oe; 2

Szigorian moncton csokken

I-o0; 2]

[2; +oo[

b)

4560
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¢) Ertelmezési tartomany: [—8; 6].

Ertékkészlet: [—6; 10].
Zérushelyek: —7,5; —2,5; 4; (az elsé két érték pontosan: =5 — 6 65 —5+ v6).
Minimumhely: —3; a minimum értéke: —6.
Maximumhely: ~1; a maximum éri¢ke: 10.
A fliggvény szigordan monoton névekvd a |—-35; — 1] intervallumon,
szigortuan monoton csdkkend a |—§; —5] és a [-1; 6] intervallumon.

1322.: DN =-4+3=-1LFN=3-2=1 fH=0 f(-0D=-48+3=-18

A) =8 = (-3)26=3 f-4)=12-6=—5 fih =0 f(-08)=2-48=96

b)

Ny

¢) Ertelmezési tartomany: [—-11: 9].

Ertékkészlet: [-3; 3].
Zerushelvek: —8; -2; 4.
Abszeldt minimumhely: —11; a minimum: —3.
Lokalis minimumbely: 0; a lokalis minimum: - 2.
Abszolit maximumhely: —5; a maximum: 3.
Lokalis maximumbely: 9; a lokdlis maximum: 1.
A fliggvény szigorian monoton csdkkend a [-5; 0] intervallumon,
szigorian monoton nivekvd u [—11; —3] &s a [0; 9] intervallumon.
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1323] A f6) = -9=T fO)=27-9=-5 FQ00)=190-1=189; 1y
f20=79-1=069 i il
b) Ay
S 5 0 1 2 3 & 5 6 x
; _.2._- ' N
NS ; ;
- \
911 .
\ Ertelmezési tartomany: [-2; 6].
Erekkeészler [-3,75; 21

Zérushely nines.
Minimumhely: 6; a minimum: —3,75.
Maximumhely: — 1; a maximum: —2.
‘ A fiiggvény szigoruan monoton nivekvo a [-2;—1] intervallumon,
szigorian monoton csbkkend a [-1; 0] és a [3; 6] intervallumon,
a [0; 3] intervallumon allando (névekvo és csdkkend is).

¢) Ertelmezési tartomany: R,
Ertékkészlet: [-9; +oo].
Zérushelyek: -5;1; 9; 11.
Abszolit minimumbely: —2; a minimum: - 9.
Lokalis minimumhely: 10; a lokalis minimum: —1.
Abszolut maximumbely nincs.
Lokalis maximumbely: 2; a lokdlis maximum: 7.
A fiiggvény szigorian monoton csékkend a J-os; 2] s a {2; 10] intervallumon,
szigordan manoton ndvekv a [—2: 2] és a [10; + 5] intervaliumon.

g
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¥

b) f fiiggvény:
értelmezési tartomany: R;
eriekkészlet: [-4; +eo);
zérushelyek: 1 &s 5;
minimumhely: 3: a minimum: -4
nincs maximuma;
a fiiggvény szigorian monoton csdkkené a I-eo; 31 intervallumon,
szigortan monoton névekvd a [3; + <[ intervallumon.
g figgvény:
ertelmezési tartomany: R \ {2};
eértekkészlec: R\ {—1};
zérushely: 5;
nincs migimuma;
nines maximuma;
a fliggvény szigonian monoton csskkend a J—eo; 2 és a 12; + o[ intervallu-
mon is.
h fliggvény:
értelmezési tartomany: [—3; +o[;
értékkészler: J-oo; 2];
zérushely: 1;
nincs minimumhelye;
maximumhely -3, a maximum: 2
a fliggvény szigorian monotan csékkend.

464
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2
—2x, hax £2;
£0x) = x x, hax
{(x—2)4-x), hax > 2.
Az dbrardl Jeolvashato:
a) R,
b) f szigorian monoton ndveke-
dd az [1; 3] halmazon:

szigortan monoton fogyé a
J—so; 1] W [3; +oo[ halmazon.

w ¥

¢) a fliggvény zérushelyei:
0, 2: 4,

d) maximuma; nincs; N f
minirouma: nincs.

a) Tekintsiik a mésodfoky fiiggvény altaldnos hozzarendelési utasitdsat:
X axl e byt (a = 0).
Mtvel harom helyen ismerjiik a fliggvény ériékét, ezeket beheiyettesitve felirhato
harom egveniet:

D a(_—l) +b(=1)+c =5 rendezve:a-b+c=5:
Iy  a(2) 24b (2) + ¢ = 14, elvégezve a miiveleteket: 4q + 2b + ¢ = 14;
() a(-3)>+h(-3)+c = 19, azaz: Y2 —3b + ¢ = 19,
Megoldva az egyenletrendszerta = 2, b= 1, ¢ = 4 adddik.
Tehat a kereselt fiiggvény az x > 2x” + x + 4 hozzarendelési szaballval defini-
alhatd,

b) El6szor is irjuk at a hozzarendelési szabélyt az dbrazoldst megkdnnyitd formara;

31 2 g
2x% + x+ 4= 2 52 +1x+—|-|—J 2x+i1 __1
2 16, 8 4, 8

Ennek segitségével abrazoljuk a fliggvényt.
Az dbrardl kénnyen leolvashatd, hogy a fii ggvenynek nincs zérushelve, de ez sza-
batosabban belathato a fitggvény fenti dlak]abol ha nugyanis

e 12 “2

3 i
Ax==1] + ﬂ = (I teljestilne, akkor | x+—[ = —ﬂ -nak is teljesilnie kéne,
4 8 4 16

ami nem lehet, hiszen egy szam nefryzete soha sem lehet negativ. A grafikonrol
¢s a fenti alakbol kiolvashaté, hogy a fiiggvénynek abszohit minimumhbelye a
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b)

. ) 31
—éf minimumérteke pedig a ?,
maximuma pedig nincs. A fliggvény
) 1]
a —eo; —— |1intervallumban
] 4
szigorian monaoton csdkkend,

a {—i; m\‘inlervallumban pedig

szigorian monoton névekvo.

14
ol Szamtalan megoldas van, a két legegy- by
-0 1 x szeribb az f(x) =2 "' -1 (xe R) >T
— ésagx=3""% (xeR. 41
@j a) Tekintsiik & szinuszfiigaveényt, és ezt wanszformalva fogunk kapni egy, a feliéte- ' 3~
leknek megfeleld fiiggvényt. Keressiik a megoldast az A - sin(Bx + C) + D alakd 2+
hozzarendelessel megadott fiiggvények kdzétt.. 14
Mivel peridduskent = van megadva, ez fele a szinusz eredeti periodusanak, azaz 8 ,
B erteke 2. Mivel a minimum 0 és a maximum 4, ebbdl kévetkezik, hogy ampli- - 1 2 3 S
wdoja pedig 2-szerese a szinusz eredeti amplitiddjanak, ezért A értéke 2. Ha D | e ! -
értéke 0 lenne (A = 2 mellett), akkor a minimum a —2, &s a maximum a 2 értéket -2+

venne fel; ebbol kvetkezik, hogy ha a fiiggvény képét 2-vel feljebb toljuk, akkor

teljesiteni fogja a feltételt, azaz D ugyancsak 2. A feltétel szerint — -nél a fligg- _ 1330 A szamtalfln megolijas kozil Falan az B
2 ! x> log,x—1) (xe]l; =) aleg- 1
vény 0 értéket vesz fel. Helyettesitsiik ezt be a mar eddig talalr viltozokkal ,fel- : egyszertibb.
szerelt” transzformalt szinusziilggvénybe:
\ .
2 sin[B% + CJ +2 =10, ezt egyszeriisitve: 14 |
2sin(x +C) +2 = 0, majd atalakitva; Yo

sin(w +C)=-1.

Mive] a szinuszfliggvény a —1 értéket a %ﬂ'.—' 2kw (k< N helyeken veszi fel,

. T , , - . . s .
ezerta C = > valasztassal valoban teljesiilnek a fenti egyenldségek és czzel az

utolso feltétel is. A feltéreleknek tehat eleget tesz példaul az

-

Y
flxy=2 sinLZx + %J +2, xeR fiiggvény,

a66 ' 467
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a) Helyettesitsiik be x helyére a megadott értekeket:

4

Y

|8

. L
Il

P = b=

¢) Ertékkészlet: R.
Nem péros és nem paratlan.
Periodikus, periddusa sr.
Nincs szélsééricke.

.. 7 3T . .
Monotonitas: a ]—— +km; i + kx|, keZ intervallumokon szigoriian mo-

noton novekvo.
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I \
A zérushelyek meghatarozasédhoz oldjuk meg az % . tgin - %J +1 =10 egyenle-

tet. Rendezve tg{x — %J = =2, amibdl x —% = =1,107+kn, kel

A

Ebbé! a fiiggvény zérushelyei: —0,3218 + &m, ke Z.

a) Abrazoljuk a fiiggvényt: I'x

Mivel a fiiggvény exponencialis és
az alapja nagyvobb 1-nél, ezért (és a
grafikonrdl is leolvashatd) szigori-
an monoton ndvd az egesz R-en.
Feliilrél nem korldtos, alulrol -5 a
legnagyabb korlatja, amely eértéket
azonban semelyik x € R helyen
nem veszi fel. Ebbdl kovetkezik,
hogy nincs szélsGértéke. A zérus-
hely meghatirozasahoz oldjuk meg
a kivetkezd egyenletet:

3.2°7'_5=0
6:2°=5 / 2 alapi logaritmusat véve mindkét oldalnak:
5 lg’z‘
x=log, == = —0.2630

‘6 Ig2
A fiiggveny eg;ellen zérushelye: —0,2630.

()] Mielétt dbrazoljuk az inverz-filggvényt, kifejezziik. Ehhez a3 - 267+ ! -5 = x
" egyenldségnek kell teljesiilnie, ahol g az inverz-fliggveny.

3.284 =y 4 3 /3

e 1 , e
g8ttt o 5 (x+5) / 2 alapu logaritmusat veve mindket oldalnak,

1 hax > -3
gxy+1l= logz[g (x+ 5)]
4+ 5
g(x) = log; =1

{Ellenérzésképpen behelyettesitve:

-] B lng-__ﬂ—lﬂ log, 43
Fflgn=3-289"75=3.2 3 _5=3.2 " % -5=
Iz, £ x4+5) .
log.3 - 2 xX—3
:3_210g3(x+5)10g23_3:3_ —-5=3. _5:);_’_5_5::(

nlogy 3
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teljesiil), azaz a g x > Jog,

fiiggvénye.

—1, x € }-5; +eo[ filggvény az f inverz-

l]333. a) Az értelmezési tartomanyban azok az x értékek szerepelnek, amelvekre mindker
logaritmus értelmezhetd, azaz: x > 0 és x > — 2. Mindkett6 teljesiil, ha x > 0. Te-

hat az értelmezési tartemany: [0; o[ = R™.

b} Zérushelye van, ha van megolddsa a lgx +1g(x + 2) — 1 = 0 egyenletnek. Ez az
értelmezési tartomanyon ekvivalens a 1gx (x + 2) = Ig 10 egyenlettel, ahonnan az
x(x + 2) = 10 egyenletet kapjuk, mivel a logaritmusfiggvény egy-egyértelmil
Rendezés utan: x> + 2x — 10 = 0, Ennck a masodfoki egyenletnek a megoldésai:

-1+ x’ﬁ. Mivel x > (, ezért csak -1+ v‘r]_l zerushely.

K?}]Az adott kifejezéssel megadon fliggvény b) szerint atalakithato: x > g

x(x+2)

10

alakba. it a kiilsé, logaritmusfiiggvény szigorfian monoton névekvd. A belsé
tiiggvényt kell vizsgalni. Az egy masodfokd fiiggveny, amelyik a minimumbhe-
lyéig fogyo, azutéan pedig névekvd. A minimumhely a b)-ben kiszdmolt két gyok
szamtani kozepe, x = — 1. Mivel x > 0, ezért az értelmezési tartoményon beliil a
belsd fliggvény is szigorGan monoton novekva, tehat az Osszetett fliggveny is szi-

goriian monoton ndvekyé a megadott intervailumen.

|1334. a) [ fliggveny:
- érielmezési tartomény: R™;
ertekkeszlet: R;
hozzarendelési szabdly: x > log,x.
g fiiggveny:
értelmezési tartomany: R™;
értckkészler: R:
hozzarendelesi szabaly: x = log, x.

3
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h fiiggveény:
értelmezési tartomany: R;
értekkészlet: R™;
I [ e x
hozzarendelési szabaly: x > 27

k fliggvény:
értelmezési tartomany: R;
értékkeszlei: R7;
hozzérendelési szabaly: x'— ( 1 .

A o

| =

b) 1. hamis
2.igaz
3, hamis
4, hamis
3. igaz
6. hamis

a) A 3. jelt figgveényé.
b) Erékkészlet: [-5; 51

kF
maximumhelyek: -?T +k-6m kel;

35
minimumbelyek: —-qj +k-6m kel

4

c) 1. igaz
2. hamis
3. igaz
4. igaz
5. igaz

_ Brtelmezési tartomany: R; (polinomfiiggvény)
_ értékkészlet: R; (harmadfoku polinomfiiggvény)

_ hérom zérushelye van: —2; — 1,29 és— 1,28 kozétt egy, tovabba 0,78 €s 0,79 kozdte

is egy;
— nines abszolut maximumay

— lokalis maximumhely: a tablazatok szerint —1,69 s —1,3 kdzot, de a grafikon

alapjan ennél pontosabb a — 1,69 és — 1,3 kdzotti becslés;
— nincs abszolut minimuoma; o
- Jokalis minimumhely: a tiblazat szerint —0,02 és 0,01 kozote;

- a fiiggvény a lokalis maximumbelyig szjgoran monoton névekvd, m‘ajd a lokalis
minimumhelyig szigorian monoton csékkend, ezutdn mindvéglg 3zigoruan mo-

noton novekvd.
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1337 a)f(-3)=1; f(O =-15; fi4) =2, F(5) = -1

b) 1 liiggvényérték tartozik a (~3)-hoz, az (1,6)-hez és a (4,4)-hez; — | tartozik a
{—1.6)-hez az (1)-hez és az (5)-hoz.
¢} — Ertékkészlet; [-3; 3]
— zérushelyek; —4; —2: 1,25: 4,75,
— minimumhely; —1; a minimum: - 3:
— maximumbhely: 3; a maximum: 3;
— a fiiggveny (-3)-ig szig. mon. névekvd, (~3)-t81 (— 1)-ig szig. mon. csdkkend,
(= 1)-t81 (3)-ig szig. mon. névekvo, majd (3)-t51 ismét szig. mon. csdkkend.

Df-H=0 f-1)=3 f3)=-3; f5)=1
b} 1 fl'_iggvényérték tartozik a (—1,6)-hez, az (1)-hez és az (S)»-hdz; —1 tartozik a
(—=3)}-hoz az (1,6)-hez és a (4,4)-hez.
¢) - Brékkészler: [-3: 3%
— zérushelyek; —4; —2: 1,25; 4.75.
— minimumbhely: 3; a minimuem: —3:
— maximumbhely; —1; a maximum: 3;
—a fﬁgg}'éllly {~3)-ig szig. mon. csdkkend, (- 3)-t6l (—1)-ig szig. mon. ndvekvd,
(=1)-t61 (3)-ig szig. mon. cstkkend, majd (3)-t6l ismét szig. mon. névekvé.

a) Az ertelmezesi tactomanyban 9, az értékkészletben 6 egdsz szam van.,
by — Ertékkészlet: 3. 2];
- paros fiiggvény;
—nem periodikus;
— zérushelvek: —4; —2: —04: 04 2; 4:
— minimumhelyek: — 1 és 1; a minimum: —3;
— maximumhely: 0; a maximum: 2;
—a figgvény (-3)-ig szig. mon. névekvd, (—3)-tol (—1)-ig szig. mon, cstkkend,
(—1)-161 (0)-ig szig. mon. névekvd, (0)-tdl (1)-ig szig. mon. cstkkend, (1)-t81
(3}-1g szig. mon. ndvekvd, végiil (3)-tol ismét $Zig. mon. csdkkend.

— Ertékkészlet: [1; 3]:

— péros fiiggvény;

— periodikus, periddusa 2;

— zérushelye nines;

— minimumhelyek: 1 + 2k, k € Z; a minimum: 1:

- maximumhelyek: 2k, % € Z; a maximum: 3;

—a fliggvény a [2k; 2k + 1] intervallumokban szig. mon. cstkkend, a [2k - 1; 2]
intervallumokban pedig szig. mon. névekvd (k € Z).

3
a) x = —+2
X
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b) — Ertékkészlet: R\ {2};
— nem péaros és nem pdratlan fiiggvény;
— nem periodikus;
— zérushely: — 1,5;
— nincs minimuma;
- ninecs maximuma;
— a fliggveény a }—co; Of intervallumban és a 10, +<of intervallumban is szig. mon.
csdklend.
% - Erékkeszlet: [-6; OF
~ nem pares s nem pératlan figgvény;
— pericdikus, periddusa 6;
— zérushelyek: 1,5+ 6k, ke ¥
— minimumbhelvek: — 1,5+ 6&, k € Z; a minimum: -0,
— maximumbhelyek: 1,5 + 64, &k e Z; a maximum: 0;
- a fiiggvény az [1,3 + 6k; 4.5 + 6&] intervallumokban szig. mon. cstkkend,
a [-1.,5 + 6k; 1,5+ 64] intervallumokban pedig szig. mon. névekvé
(ke 2,

1343.| - Ertékkészlet: [-3: 3]:

— paratlan fiiggvény;

— periodikus, periodusa 6;

— zérushelyvek: 3k, ke Z;

— minimumbelyvek: 1,5 + 6k, k€ Z; a minimum: —3;

— maximumbhelvek: — 1,5 + 6k, k € Z; a maximum: 3;

—afiiggvény a [- 1,5 + 6k; 1,5 + 6&] intervallumokban szig. mon. cstkkend,
az [1,5 + 6k; 4,5 + 6k] intervallumokban pedig szig. mon. nivekvd
(k= Z).

— Ertelmezési tartomany: [-3; 3]
— értekkészlet: [-0,63; 2];
— nem pAaros és nem paratlan fiiggvény;
— zérushely: 0;
— minimumbely: 0,8; a mimmum: —0,63;
— maximumhely: —1; a maximum 2;
—a fliggvény a [-3; —1] és a [0,8; 3] intervallumon szig. mon. névekvo,
a [—1; 0,8] intervallumon pedig szig. mon. cstkkend.

a) Az értelmezési tartomanybain 17, az értékkeészletben 9 egész szam van.
b) — Ertékkészlet: [—4; 41;
— paratlan fiiggvény;
— zérushelvek: -7, 0; 7;
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— minimumbely: —3; a minimum értéke —4;

— maximumhely: 5; a maximum értéke 4;

— a fiiggvény a [-8; —3{ és az [5; 8] intervallumon szig. mon. csdkkend,
a [-5; 5] intervallumon pedig szig. mon. nivekvd.

— Brtelmezési tartomany: {-3; 31;
— értékkészlet; [-1; 1.65];
— nem paros &s nem paratlan tiggvény;
— zérushelyek: 0,38; 2,65;
— minimumbhely: 1: a minimum értéke —1;
— maximummhely: —(,8; a maximum érteke 1,65;
— a fiiggvény a [—3; ~0,8] és az {1; 3] intervallwmon szig. mon. ndvekvd.
a [-0,8; 1] intervallumon pedig szig. mon. csékkeno.

1347., Néhany lchetséges szempontot sorolunk fel az aldbbiakban. A beszamelo ezek ko-
il egyescket kiemelhet, vagy kevéshé {ényegesnek mindsithet, vagy akdr njabbakat
is tartalmazhat a ,,szerzé” szandékanak megfelelden.

Tendencia:

~ 1980-ig gyakorlatilag dllandd szinten volt az ismertte valt biincselekmények és a
felderitett blnelkéverdk szama.

— 1980—1987 kiszoit egyenletes ndvekedés volt a bincselekmények szamédban (kb.
R0%-0s emelkedés a 7 év alatt), mig a blinelkdvetdk szdma alig valtozott, )

~ Jelentésen megvaltozott a biinesetek szdma ndvekedési liteme 1987 és 1997 ké-
z6tt, Kiemelkedden nagy a ndvekedési iitem az 1988—1990 kozdri idészakban.
Az ismertte valt biinelkdvetdk szama alig ndvekedetr ebben az idészakban (mint-
egy 10%-kal, mikdzben a blinesetek szdma meghdromszorozédott).

— A biinézés elleni fokozott védekezés lehet az oka az atmeneti ,,visszaeséseknek”
19911993 kézott, vagy 1993-ben és 1998-ban. A visszaesések utan azonban
még magasabbra sz0kott a biinesetek szdma.

E

Szamszeril adatok:

— A vizsgilt id6szakban 1974-ben volt a legalacsonyabb, 1997-ben a legmagasabb
az ismertté valt bilnesetek szama (kb. 105 ezer, illetve 600 ezer)

— 1974-ben az ismertté valt clkdvetSk szdma a bimesetek szamanak kb, 70%-a,
1997-ben kb. 25%-a volt.

— A nivekedés iiteme 1988—1990 kozdtt évi 120 000 bincselekmény volt, mig
19721988 kdzdtt atlagosan évi 6-7 ezer blncselekmeény.

— Az ismertt¢ valt biinelkdvetsk szimanak alacsony szinten maraddsat matematikai-
lag azzal is indokolhatjuk, hogy folyamatosan ndit az egy-egy blindzd altal a ,le-
bukasig” elkivetett bilnesetek szdma. Ennek igazoldsihoz, vagy elvetésehez to-
vabbi informaciokra lenne sziikség,
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Az 1347, feladat megoldasaban megadoll szempontok szerint célszerl elemezni ext
a grafikont is. Az egyéni beszamolo az it kozole észrevetelek koziil egveseket ki-
emelhet, vagy kevésbé Iényegesnek mindsithet, vagy akar djakat is tartalmazhat a
szerz0™" szandékanak megtelelfen.

A korrupcids bincselekinények szdma a vizsgdlt 26 év folyaman enyhén csdkkend
tendenciat mutat még akkor is, ha kdzben kiugréan sok korrupeios biincselekmény
fordult eld 1973-ban, 1979-ben és 1985-ben. Ugyanakkor 1977-ben, 1980-ban,
1989-ben és 1990-ben a ,,megszokottndl” jGval kevesebb volt az ilyen esetek szama.
A grafikon liiktetése arra is utalhat, hogy a magas korrupcios esetszamd években
megprobéltak intézkedéseket hozni a korrupcid visszaszoritasara és ez visszatartd
hatasu velt (igaz, nem il sokdig), am ezeket az intézkedéseket viszonylag révid idd
utan kijatszoitak (talan az 19853—1990-es szakasz volt hatékonyabb).

1990-t8] a korrupciés biincselekmények szdma tovabbra is ingadozo, dsszességeben
lassan emelkedd.

A binelkdverdk szamaban joval kisebb ingadozasok figyelhetk meg, ez a szam a
26 év soran 195 ezer és 500 czer kézéll valtozott.

A beszamold pontjai lehetnek az alabbiak:

- a vizsgalt 12 év 5 tendencidi az egyes szektorokban (ndvekvo, csbkkend tenden-
cia, a tendencia tartossiga);

— egv-egy szektoron beliili valtozasok irinya, mértéke, idStartama;

— maximumok és minimumok egy-egy szektoron beliil;

— két-ket szektor dsszehasonlitisu,

— Nem allapithatd meg a grafikonrol, hogy melyik szektor a legnagyobb/legkisebb
széndioxid kiboesatd (nem ismertek a bazisévben — 1985-ben — mért adaiok, csak
az ebben az évben mért értékekhez képesti viszonyszamok).

Az egyéni beszamolo az itt kézolt szempontok koziil egyescket kiemelhet, vagy ke-

véshé lényegesnek mindsithet, vagy akir njakat is tartalmazhat a ,,szerz8” szdndé-

kanak megfelelben.

a) 1 Hz és 7 Hz kozoti frekvenciatartomany.

b) A legnagyobb amplitado 4,5 mm, a legkisebb 0,3 mm volt; ezeket 4 Hz-nél, il-
letve 7 Hz-nél tapasztalhattuk,

c) Az 1—2,8 Hz és a 4,8—7 Hz tartomanyban.

, , ) 6 —x)3
a) A miasik két aldal hossza & BOR haromszoghdl: {—;h—

by H=10; 6[
~

V3 V3
QT = —,)—(6 —Xix = T(—.vc2 + 6x)
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d) Egy masedfoku fliggveny grafikonjanak egy ive lesz a T fliggvény grafikonja:

¥

81

e) A T fliggvénynek a 3 a maximumhelye, ezért a maximalis teriiletli téglalap olda-

R NP . 93 . ;
1ai 3 és % a maximalis teriilet pedig \T = 7,79 (ami éppen a haromszog

teriiletének a fele).

1352’.; a) Ha a tdvolsagokat km-ben merjik, ak- va

kor a keresztezddéstdl az egyes vonatok 0.6x
|40 - 0,8x|, illetve |50-06x| kilo- g
méterre vannak,

b) Az AB tavolsag:

50-0,6

J40 0,807 + (50— 0,6x)°, i

vflgy masképpen: 4V
vx? —124x + 4100. 40-08x 08x

¢) mix) = (40 - 0,807 + (50 - 0,6:0)° = x* — 124x + 4100
Teljes négyzetté alakitassal: mix) = (x — 62)2 + 256,
Tehit az m: RT > R, x > (x—62)7 + 256 filggvényt kell abrazolni (lasd a
kovetkezd oldalon az dbrat) és elemezni.
— Ertelmezési tartomdny: R™;
— értékkészlet: [256; +os[;
- zérushely nings;
— minimumhely: 62; a minimum: 256;
— nincs maximuma;
— 0-t0l 62-ig a fiiggvény szigordan monoton csdkkend, aztan szigortian monoton
novekvo.
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d) Az indulastol szdmitott 62 perc utan -
lesz a két vonat kozti tivolsag a leg-
kisebb, és ez a legkisebb tdvolsag 4100
16 kam.
(Az elsa vonat eddigre tiljutott a ket
vasutvonal keresztezddési pontjan, a
misik vonat még nem.}

mo= (x-62)% + 256

256 e o T
62 %

a) Tudjuk, hogy erre a gazra: pV = 37, és a homerseklet I' = 300 (K.

Akkor p= T aho! a feltétel szerint 1 = V < 10.

b) A grafikon a megadott iniervatlumon egy hiperbolaiv, lasd az abrat.

5

5 10 , .
¢) Ha most p = 107 (Pa) allando érték, akkor T = V, azaz egyenas arinyossag

van.

d) A grafikon egy egyenes szakasz, lisd az abrat.
Megjegyzés: u megadott tartomdnyban a hémérseklet 33 333K és 333 333‘ K k&-
zBtt mozog, ilyenkor a gaz mar éltalaban plazmaéllapotban van, mint a csillagok
belsejében.

b) feladat abraja d) feladat abréja
A A
p (Fa) T{K}
300001
160 000 +
l—l — sttt >
[ 10 V()
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1354, a) T}deuk, hogy az ar (y Ft) a piacon levd mennyiségtdl, x-16l dgy fiigg, hogy y for-
fllt?ttgn'aranyus X— IOOG-Fel, tehat: ¥{x — 1000} = ¢. Ttt a jobb oldali konstans
értekel 1igy lehet megkapni, hogy felhasznaljuk a megadott értékpirt: 10 000 da-
rab esetén 2400 Ft, azaz 2400 - 9000 = ¢, vagyis ¢ = 21 600 000 = 2,16 - 1¢Y

b) Az draz 1000 Fr-ot akkor éri el, ha x — 1000 = 2,16 - 10” tehat x = 22 600 darab

CSE&I(?I‘I’ éppen 1000 Fr az 4r. Ha ennél tobb dru van a piacen, akkor mar 1000 Ft
alatti arat kapunk az Gsszefiiggésiinkbsl. '

}355.] a) A henger felszine A = 2r7(r +m). Ha a doboz éppen 1 1 = 1 dm?, akkor térfo-
1

2

Foar

gata (minden adatot deciméterben szamolva): 1 = r>zm, ahonnan m =

Ezt beirva, a felszin csak a sugartol fligg:

X -
Alry = 2P nt2rm—— = 2w+ =,
A mdsik lehetdsé - . d
A masik lehetoseg m l[lggvényében megadnt a felszint: ekkor a térfogutbol

i

"Nam  Jom

, ezt beirva a felszin képlethe;

2 2 -2
Almy= = ~ —==am = 2m + =,
Fi A X m

ST )
@jMwe] minden adat dm-ben van, ezért a feltétel szerint 0,2 < rés 0,5 < m. Ebbdl

ismét kapunk a sugdrra egy felietelt, hiszen m = —Zl- > 0,3, amibdl: r* < 2

- - P r [} 3 }‘ .?r ﬁ .,
es ml.vel ¥ pozitiv, ezért r < (0,8 (fellelé kerekitettiink, ez biztos igazl}).

Vdjg?us 9,2 <r< 0?8 l?sz az a)-beli A(r) fliggvény értelmezési tartomanya. Ha a
masik fliggvényt nezziik, akkor a feltétel szerint 0,5 < m, és a felsd hatar a su-

garbol adddik. Mivel 0,2 < r, ez azt jelenti, hogy 0,2 < r = ——, tehat
T

0 ZV,E = V—,;, amit Feliilrél becsiilve: 2,82 adodik, wehat 0,5 < m < 8,0,

T
[ c)Lasd a mellékelt dbrakat!

—
A <
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*A A
10+
3+
! 14
o o1 05 08 7 of 1~ 5 g m
i\gﬂAz adott tartomanyokban a monotoniiasi viszonyok leolvashatck az abrakrol, de

ezeket enélkiil, pusztan algebrai meggondoiassal is meg lehet mondani: példaul
A(P) Kis értékekre a mdsodik tag miatt nagy, nagy értekekee az elsG miatt. Azaz
4 kettd kiszott valahol minimuma van, addig csokken, aztan no. Mivel csak egy
minimum van, ezért ezzel el is dolt a monotonitas. A(sr) eseten hasonld a helyzet,
%is m értékekre a masodik tag dominal, nagy m értékekre az elso, igy ez 15 mo-
noton fogy, minimuma van, majd monoton no. (Az dbrazolas pontossagatol fiig-
géen leolvashatunk szamszert eredményeket is, Az elsé filggvény értcke a tarto-
many két hataran 10,23, illetve 6,52; minimuma a kb. 0,54 helyen kb. 354 A
masodik fiiggvény esetén ezen értékek: 6,51, illetve 10,28, és kb. 1,08 helyen kb.
5.54. Ez utobbi egzakiul megegyezik az elsd fiiggvény minimuméaval, ami nem
meglepd, hiszen adott alak( és rogzitstt térfogati test esetén barmelyik hosszadat
szerint vizsgdlva ugyanakkora a minimdlis felszin. )

a) Ha 17" = 6000 m* és téglalap alaku a fild, akker 6000 = ab, ahol a &s b a téglalap

Kkét oldalanak a hossza méterben, Ha 10 < a & 10 < b teljesil, akkor a teruletre
vonatkozo egyenloség miatt mindkét oldal legfeljebb 600 {(m). Tehat 10 < a < 600

s A
a+ GUOOJ (m), jeléliiik

és 10 € b < 600. Igy a keriilet — ami 2{a+ b) =2
hS
Kia)-val — szélséértékeit kell megmondani. Eloszdr szamoljuk ki a hatarokon:
K(10) = 1220 és K(600) = 1220. Tehdt egyenlok (amni a szimmetria miatt vila-
05 is). A szamiani és a mértani kdzep kozotu e gyenldtlenség miatl:
6000 .

py - at+t—— Y
2[a + 20 } =4— -2 e 0009 _ 46000 = 80415 = 309,839.

e} a
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Azaz a kertilet minimuma Ot lesz, ahol ezt az érieket veszi fel. A kétfajta kbzeép
csak akkor egyentd, ha 2 két vizsgalt szam 1s az, tehat a keriilet akkor minimalis,

ha a ket oldal egyenld: @ = b = /6000 = 77,46 (m).
gy az értékkeszlet a {SUJE; 122(}] ~[309,838; 1 2207 intervallum lesz.

f
b) Abrazoljuk az @ — 2.[ a+ 6000] 11{

fiiggvényt, a [10; 600] intervallu-
mon, lasd a mellékelt grafikont!

¢) Mar az a)-ban lattuk, hogy a kerii-
lemek a tartomany belsejében lesz
minimuma, maximuma pedig a ket
hataron. 10-t61 77,46-ig fogy, azian
pedig no, amit az abra is joI mutat.

[13573 a) A filggveény értékkésziete az S Kkoordinatasik pontjainak halmaza.

b) A fiiggvény nem egv-egyérielmi, mert példaul A=A pontparhoz €3 B-B' poni-

parhoz is egyardnt a P pontot rendeli (PA = PAT, PB = PB")
A

B!

{1388) Alaldtsuk a kifejezést teljes négyzetts!

2 2
3 b Y -
flxy=-2x" +bxtc =—-2(x2 —-x}+c =-2 (x—Jw -—E-—w-i—c =
2. 4, 16
p b‘ 2 2
= -—ELx—-—-} +£“+C
4 8
Az f fliggvény a maximumait 7 _nél veszi fel, a maximum: - +c.
. b
igy s 8, bbbl b = 32,
B

Tre==6 melybdl ¢ = —134.
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Hllendrizziik!

_axt 43— 134 = _o (- 16x) ~ 134 = -2 - R)? — 64} — 134 =

s 2(x—8) + 128 -134 = 20~ 8)2 -6

Tehat b = 32; €=~ 134 esetén lesz az f(x) = _2x2 + bx + ¢ figgvény maximuma
-6, és azt 8-nil veszi fel.

Legyen az egyik szabalyos haromszdg /'\
243
oidala x, ekkor teriilete T; = 232 13*?‘/ Yg‘-“
4 x/’ X \
A két szabalyos haromszog teritletének / N/ N
Osszege: x 18-x
243 (18-x3 43 3
_¥as (BmnS oy _36x+324) = {5 _18x+162) =
- 4 4 2
3 .
:_N_.l_,_(x__g)g + 81’\3 .
2 2 _

814/3

7

A

Tehat a teriiletek Dsszege minimalis, hax =9, 2 minimum értéke

(A teriiletek Osszege minimélis, ha a szakaszt felezziik.)

cos2x—2cosx -3 = {cosx— 1% -4
Mivel -1 S cosx < 1 Yxe R

_2<cosx-1%0

0 < (cosx—-17 <4,

Tehat minimumat akkor veszi fel, hacosx—1 = 0, azaz cosx = 1, ekkor x = 2km
k e 7, a fliggvény minimuma —~4.
Maximuma cosx — 1 = _7 esetén van, azaZ cosx = —1-nél, ekkor x = 7+ 217
[ e Z, a fiiggvény maximuma 0.

a8
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W

y= 5i11.x| _

j : o /
0Sx Wﬂ X

F Y
¥
2__ . . :-. :

_ - _v=|sm.j\:‘+smx|j S
o 1L o
I T T I'_ 0 T T [} T Y

-2z -l3x. . ~x 053 . 05w . WlSm 23
. _ ul .

b) Ertékkészletek:
fopeR 0=<fln =1
[gye R -1 <gx<1);
[Mxye R 0 <Ax) <2,

c) Az f fliggvény paros; periddusa or;
minimumhbelye: &z, & € Z; minimuma: 0,

. i .
maximumhelye: 5 +lm, e Z; maximuma; 1.

A g fiiggvény paros, nem periodikus;
3n

minimumhelye: 7+ 2am, neN: — ~§~ —2mx, m= N, minimmma; —1;

maximumhelye: . +2pm, peN; - E ~2xx, & & N; maximuwma: 1.

Ak fliggvény paros, nem periodikus;
minimumhelyei: [ + 2ka; 20 +2kx), ke N;
[-27 — 2, —w — 2{m], [ e N; minimuma:

maximumhelve: -27 +2nm, ne N, - 5= 2mm, m e N; maximuma: 2.

i
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2x+7  2x+3)+1 1

(x) = = =2+ x e R\{-3}
[1_-3—6% 1 x+3 x+3 x+3 {

Ertelmezési tartomany: R {3} ¥

Ertékkeészlet: RY {2]. _ 1

Se nem pdros., se nem paratlan. : 3

Zérushely: —3,5. 1

Szélsoertéke mincs. - o 2_____[____

]—es; —3[ szigoruan monoton csdkkend, ;

]-3; +oe[ szigoruan monoton csokkend. ﬁ : 1+

t + + 4 _23 } t D lu i } t e
(1363
+ _4 +—+ +—+ 1,6 P

4. hax >0

) Paratlan fiiggvény: h(x) =1/ —
a) Pératlan fug y: h(x) {_%f_x, hax <.
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b) Piros fiiggveény: g(x}= {f|—;| 1365) 2) A megadot képletben négy paraméter van, amit a megadott informéaciokbol kell
kitaldlni: nevezetesen, hogy a periédushossz 437, és harom helyen tudjuk az érté-
Kkét js. Mivel a szinusz alapperiédusa 27, és most ennek a kétszerese van, akkor

a sin% fiiggvény transzformaltjardl leher szo, tehit ¢ = 0,5. A tobbi erteket ha-
rom egyenletbol kapjuk majd:
(1) Asind+B =4;

) Asin[%+d]+3 -

o) Asin(%—;d]'—B = -3,

|
|
- .
1364, a) Az finverzet legegyszerlibb betlicserével meghatdrozni: y = 4 — = helyett ! . .
1363, @) Ay ) se8Y ¥ x+3 Y j Az utolso ket egyenlet atalakitva:
o - g o . | i ]
x=4 —y 3 hiszen felcseréltiik az x es y tengelyt. (2) A[sin % -cosd + cos% -sin d] +B=4 lzw(cosd +sind)+ B =5. __ I
2 ; : 1
Ez rendezve: =4 — x, vagyis Y :3 = ! , ahonnan y = -3+ 2 . i T - |
y+ 5 ° dox 4-x : (3 ALSin?-cosd+c03’5-sind]—:-3=A-cosd+B=—3.
Tehat az inverz: £ x> -3+ T *E R\ {4]. -
, L Az elsbol: Asind = 4 - B,
Abrazolni mindkét fliggvényt az — transzformalasaval lehet. Az utolsabal: Acosd = =3 —B.
x pd
b) Mindkét fiiggvény ket szigordan monoton agbdl all, (-33-ndl, illetve 4-n€l nin- Ezeket beirva a mésoedikba: 13(_.3 -B+4-B)+B=35,
csenek értelmezve, szélsdertekik nincs. Egyik darabjuk konvex, a masik konkav, %_
. I 3
lasd az abrat! l;(]. —28)=5-8.
P /2 -10 R
101 Ebbél B = ———— ~ —10,36.
1 2(+2-1)
F! ' Ezzel (1) és (3) Asind = 14,36 &s Acosd = 7,36.
. T : Ebbdl z két egyenletbdl kell d-t s A-t meghatarozni.
. st | A2(sin®d + cos’d) = 14,36" + (7,36)” = 260,55, ahonnan A = 16,14.
B W — : Ebbdl végiil sind = 0,8899, ahonnan 4 = 1,097.
1 N
ﬂ_ j : Ellendrizhetd, hogy a 16,14~ sin(g +1,097 ‘— 10,36 fiiggvény megfelelé pon-
—t—t—t—t———7t+— —t—t ——t——1—1— S
_ -5 _Ml . .
10 > ' : _y ! 10« tossaggal kielégiti a megadott feltcteleket.
' o ' b) f: x > 16,145in(0,5x + 1,097) - 10,36
-5t A fiiggvény periodikus, maximuma 5,78; minimuma —26,5. i
T Lasd az abrat a kiverkezd oldalon!




(1366,

(1367

x+y=60; xeR"; ye R*
A négyzetosszeg: x> +y” = x° + (60 —x? = 2x% - 120x + 3600 =
2% — 60x) + 3600 = 2(x - 30)” + 1800
ennek van minimuma, minimunhelye 30, minimum értéke 1800,
Ha x = 30, akkor y = 30, tehat a négyzetosszeg akkor minimalis, ha a 60-at ket
cgyenld osszeadandora bontjuk. (Ekkor a minimalis 9sszeg: 302 +30% = 1800.)

Az ablak téglalap alaku részének meretel: @ és b,(a>0, b>0).
A félkir alakd ablak sugara %

a
Az ablak keriilete: a+2b+ E:r: 8,

| b
ebhol b = 4_a[_+31
2 4y
1 @ : 16 “
h>0 = d—-—+—|<4 mnena< .
2 4, 2+

2

Az ublak teriilete: ab + E;—n. Ebbe behelyettesitve b értékét kapjuk a:

"(‘ 4 2.) . 44+
T(_a)-——4a—a%'L+z)+§-l:—a‘ +4ag, 0<a<
\2 "4

fiiggveényl.
8 8 247 gveny

A maximumhely meghatarozésa céljabol telies négyzetté alakitunk.
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vl , 32 )
T(a)=——1[a“— aJ;

8 4+
dtm 16 ¥ 3
T(“):‘T[“‘m e
f 4

, . L . 15 .
Tinnen mar leolvashato, hogy a 7 fliggvény a maximumot a , helyen veszi fel
4+7

és a maximum érigke
v

16

Minthogy 0 < < , a kapott maximumhely a T(a) érteimezesi tartoma-
d+7 247
nyahoz tartozik.
A maximélis teriiletil ablak maretei tehat
16 16 (1 =) 8
a= {= 2,24 m), b=d-——|—+—|=—— (= 112m)
447 447\ 2 4, d+4=m
Az ablak keriilete igy valoban 8 m.
A téglalap keresztmetszetli vizlevezetd két oldalanak
hossza cm-ben mérve x &s (80 —x), ahol 0 < x < 40.
Teriilete: *
1) = x(80 — 21) = — 257 + 80x = —2(x — 20)” + 800,
a0 - 2x

A fiiggvény maximumbhelye: 20, érieke: 800
Maximnalis teriileter akkor kapunk, ha a felhajiando rész 20 cm szeles.
Ekkor ¢ = 20 - 40 = 800, azaz a maximalis teriilet 800 cm?2.

A patakkal parhuzamos téglalap-oldal hossza legyen b, a masik oldal hossza a. A
sziikséges keritésanyag ckkor 2-a+b. A seOveg szerint 2a+ b = 400, azuz
b = 400 — 2a. (Vilagos, hogy 0 < b < 400 és 0 <a <200). A teglalap teriilete
a- b, azaz a(400—2q). Tehat az a{400 - 2a) kifejezés maximumat keresstik a
10; 200[ intervallumon. Ez a kifejezés két zérushelyenek szdmtani kézepénel van,
2z @ = 100 m. Ekkor b = 200 m. A kert maximalis teriilete 20 000 m?.

A téglalap két oldalanak hossza méterben merve:

xés (16 -2x),ah0l 0 < x < &.

Teriilete #(x) = x {16 —2x).

Atir) = —2x7 + 16x = —2(x> = 8x) = —2(x—4)* + 32
Atalakitis szerint a vizsgalt fiiggvény maximumhelye
4, értéke 32. Tehat a baromfiudvar teriilete 32m2, a rovidebb oldala 4 m, a hosszabb
oldala 8 m.

16-2x

487




EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK GRAFIKUS MEGOLDASA EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK GRAFIKUS MEGOLDASA

3.4. Egyenletek, egyenl&tlenségek ¢) Nincs gydke.
grafikus megoldasa by

1371.] A gyokok egy tizedes pontossiggal leolvasva—1,0; —0,6; 1,6. (Algebrailag megold-
—
1++3 < 1,618

-
=

va az egyenletet megkaphatjuk a pontos gyokoket is: —1 ¢s 0.618"

1373.] a) Azegy

enlet gyokei: 1 és 2.

yokei:r —1 es 1.
ay...! E— H H

1372.| a} Az egyenlet

gyokei: —1 és 1.
AR TN

H 3

| :

vs L
H
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1374 a) Azegyenlet gydkei: —2és—1és1. b} Az egyenlet gySkei: 0 ¢és kb. 1,6 ¢) Az egvenler gybkei: —0,5 és 0,5 és 2.

(pontosan: ¥4), ool i tiaos

—
[
cowad
=

| — . ,
7+ V13 3 a) Az egyenlet gybkei: 0 éskb. =1,9.  b) Az egyenlet gyiikel; O és kb. 2.7

c) Az egyenlet gyikei: kb. 1,7 és kb. 5,3 (pontosan:

I T R

) Kb. 1,6;2,4;33; 42, 5.2
(ennyi lathatd az dbran; altalancsan
2
E+Ak”+4
a —————.
2
gvokdk; ugyanis x € [k &k + L[ ese-
tén {x} = x — k&, és ekkor az

ke NT szdmok a

1
x—k = — egyenlethdl:
X

1% ~kx—1 = 0, és ennek épp a fenti
kifejezés a pozitiv gydke. negativ o _ _
gy@k meg 2 t{jr[rész_ﬁigg\rény ar- 1+ ..... G
tekkészlete miait nem leher). ol
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Az 4bra az origora szimmeuikus, Ebbdl kivetkezik, hogy a pozﬂn abszcisszail és a) 2 = lx +1 b) log,x = x— 1 ‘
negativ abszcisszajd metszéspontok szama egyenld, chhez jon még maga az origd 2 !
(0 abszcisszaji pont). Ennck alapjan az dbrabdl megallapithaté, hogy a két fligg- ' :
\eny gorbeje 7 pontban MELszi e gymast

{

¥=log, x

. |

: f/ ..... /r}lﬁ// ‘.: \\ ) / //_2 -1 0 1 2 X 0| /’1 2 3 4 x
et
0_._.

Az abrardl leolvashato megoldas:

057 \ L 18w 2Eg i3 3,5 *

05 _ . L 28m. i 35 fF .
/}/__/._'" ; A : i : [ \ g / { A x=-1 x3=0; =1 xn=2
i ' Behelyettesitéssel meggydzadhetiink arrol, hogy ezen értékek valdban kielégitk az

o R \——f | Behelyetets
\ /MS__ . :” \// : - - \\_/_ | 1380 Azx > 2+ 1ésaz x> 1 fiiggvények grafikonjai kb.a 0,7 abszcisszaju pontban

metszik egymast. Ennek alapjn az egvenlStlenség megoldasa a 10; 0,7] intervallum.

1378.| Az abran a két gdrbének
két metszéspontja van, ez
alapjan az egyenletnek
két pyoke van: 0 és I
(Ezek pontos értékek,
amint arrol behelyettesi-
téssel  meggv6zbdhe-
tink.) Az x— 2x+1
gorbéje linearis, —0,5-nél
kisebb helveken negativ
értéket vesz fel, mig az

x > 3% mindeniitt pozi-
tv, ezért az abran mar
nem lathat¢ negativ he- _ ;[ : ; ;
lyeken nines tovibbi met- 5 / 0 j 5 5 M
széspont. : ‘

Az exponenuahs fiilggvény meredeksége egyre nd, a linedrise a]]ando ezért az 4b-
rén mar nem lathaté pozitiv helyeken sincs tovabbi metszéspont.
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1381. A két fiiggveény grafikonja a —5 és a —1 helyen metszi egymdst, ebbél az egyenlét- ! cy &

lenseg megoldasa: J-eo; — 5[ vagy 1-1; +oe].
Szamolassal pedig:

rx+-2_3:x_1’ha -2 x N f
|x+2[—3:1 N

—%k—2-3=-=x-5 hax< -2

Ekkor az egyenldtlenség:

hax < =2 ha -2 < x
_ x+5 _ x+3
—x=3>- r—1>— 2
-2x—10> ~-x-3 2x—2>»>—-x-5
-S>x x> -3
x> -1

vagyis szintén |-ee; —5[ vagy J—1; +oo[.

1383 2) 10: 1] L ]1: eef b) J-e0y O[ U [1; oo

. v 3o xo 1) N
|
— |
17 -
{pontosan: J—l; ~ 11 1’7) '
[
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e T T A L H s A " a4
| b)) }—] .9 —7[ vagy }{]; ?[._ tovalba minden periddus vége eldtt egy rovid (az ori-

1384, a) [-1; 1]

3z 3"
gotdl tavolodva egyre révidebb) szakaszon, pl. |4,7; 7{; }—4 8 - .

5! -1
]7181 7_5 ]_f:-g! - 2 [a e

1385 ) 1-13; 2

a
: X
V=
2

b)0<a< 19
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|1388. a) nines ilyen a (mert az origo by0.5<a I —_— s : N P
mindenképpen kdzds pont) 1390, (x - 2) ZNET S . . : o
. ' Az abrardl megdllapithatd, hogy ameg- 7027 Y A

: S ' LA : oldas: x > 3. (A +/x =2 Kkifcjezés
B 0 &y csak x = 2 esetén értelmezhetd.} e T
- y= O,SX d . ‘-_‘. : : _,"' e

e
:
T

A

3

i
+ t
Y

]
1
—
Sl - ,__\;_\
: \
i
1l
el
*
|
]

[ R

[ D S Taor] r-3-t>1-Sx gy
: : : : 'H _ ul . . Lo R :
Az 4brardl leolvashatd megoldas (kd- ) ¢ - : P i i
aa<i b) -2 < o < 2 (ez az ax = x2 + 1 egyen- zelitben): x < 1,25 vagy x > 4-nél va- . T
let megoldasaval, az érintés miatti egy lamivel nagyobb.
- gybk megkeresésével ki {5 szamithato) Megjegyzés:
\‘ LT o Algebrai uton a megoldds pontosan is
AN /- megallapithato:

Py Yoo i)

_ iy . 5 75
I R SIS o o X< — vVagy x > —.
v 3 YA 4 6

AN ; 5 L
AN :

s as2] e =23

(]
'

flx) =1, hax, =6; x,=-6,
fixy=0,hax =5 x5 =-35,
Fo) ==L hax =4 x=—4 x3=0,

[

[
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= -2, hax; = 3 X =3 Xy = 1, x,=-1,
flx) = -3, hax; =2; x,=-2,
fix) = -4, ilyen x nines.

Az eredmenyek az abrarol lealvashaték.

Ezck kéztil a kiszamitas menetét pl. az elsén kévetjiik nyomon.
“T| -2 | -3 =1, ez rendezve:

“x | —'2| = 4, Bz most ket egyenletre bonthatod:

Ha f‘r| = 2, ami azt jelenti, hogy x £ -2 vagy x 2 2,

akkor | x| —2 = 4,ebbdl | x| =6, eszerintx = 6 és x = —6 is megoldis. A felidtelek

teljesiilnek.

Ha | x| < 2. ami azt jelenti, hogy -2 < x < 2,

akkor |x| -2 = —4, ebbd] [x | = -2, flyen x nincs.

Az 25 kifgjezes ertelmezési tartomanya R\ {1},
x+1 .

a) d | = ( akkor, ha a szamlalo = 0 (de ugyanakkor a nevezd 2 Q). Tehatx = —1.
X —

Cx+l . .

5} | =3 akkor,hax+1 =3(x-1), x= |l. Ebbdl x = 2 adodik.

X —
+1 x+1—-3x—1 —2{x-2)

c) e — < 3. Ezt dtalakitva: %2 < (J, amibdi —2x=2) < 0 adodik.

x— X - x—

Egvszeriibb alakban: > 0. Bzt az egyenldtlenséger kell megoldani. A szam-

x—1
lalde &s nevexdt kiilon fliggvenykent dbrazolva, a grafikon segit a megoldasban.
A tort pozitiv, ha a szamlalo és a neve-
z azonos eldjeld.

Ez dll fenn pontosan akkor, ha x < 1
vagy x > 2.

Masik megoldds:
x—-2>0ésx—1>0hax>?2
vagy
x=2<0éx—1 < hax<]l.
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@ fx) =|x+l!—1; g(x):—|x|+2.

f(x):g(x)« |x+]|—l:_|x|+2,
ha Xy = -2 VAIY Xy = 1.

F) < glx), ha-2 <x < |

Jld > glxr hax < -2 vagy 1 <x.

Foo = jx+ 1] -[x]

Az dbra 3 reészbaol all:

glx) = |x+ 1; AX) = —|x| es ezek
Osszege f.

a)  Ertelmezési tartomény: R.
b)  Ertékkészlet: [~ 1; 1].

1
c); e) Zérushely: f(x) = 0, hax =-.

dy fx)=1lhax20.
1 fix)=-l.haxs-1.

a) !.\:—2|=:{—2

Az 4brirdl leolvashatd megoldas:
[2; +oe[.
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b) |x—2]=2-x
Az dbrarol leolvashald megoldas:
J-eo; 21

c) Az y = —4dx + 2 egyenes illeszkedik

3
/] 5 ¥ LL%, l: E[li Ow
az M(0O; 2) és az EL;; 0 | ponlra. A . ) 27y
= /
a !

3 .
keletkezo két (rapéz tertilete 3 il-

— 5 . . . .
cyvxT —dx+d=x-2 letve g e két terilet aranya | 1PAL c
Minthogy 3.5,

|I| Rl )
xt —dxrd =27 =k-2
ezért a c¢) egyenlet azonos az a)
egyenlettel. A megoldast 1lasd ott.

A0 E\ (B x

— !
| i 1 e eds - 1398, vx—1=|x—4/+3 |
1397 2) Az ABCD négyzet negyf?fjet mmetszl A0 0): B(L; C) : Az dbrard! lealvashatéd: a két grafikon- |

le v = -2x + 2 egyenletii egyenes. Y AUy s ak nines kizé <a. tehat o |

. . L : Cll; Iy PO, 1y nak nincs Kozos pontja, tehat az egyen
Ez az egyenes atmegy a negyzet ; : o .

D o oL . M ‘1 g letnek nincs megoldéasa.

B(1; 0) csucspontjan és a CD oldalt F = 1} G[ E 1]

I 1 Nt - . E
felezd F| —; l} ponton. 1 .

2 D F H[; U]; M0, 2)

Ez az e egyenes ui, felezi a ,.négyzet 1 G c R
felenek™, a BCD A-nek a teriiletér,
mert BF ennek a hidromszdgnek \i
egvik silvvonala. 2
Ugvancsak lemetszi a négyzet egy- ala 1 g I X
negyedét az j: v = -6x + 2 egyenle- \f \{J
ti egvenes. Ez az allitas igazolhato - _
a keletkezett AHGD trapéz teriiletenek meghatarozasaval. (It figyelembe vettiik, 1399, f(x) = 107
hogy DG az AHM haromszdg kézépvonala.) glay=x-1

. : e Ertelmezési tartomany: R.

b) Felezi a négyzet teriiletét minden SRR . S bének

olyan egyenes, amely athalad a ko- K[ 3o O] Az y=10"¢s az y = x—1 gorbene
zeppontjan. Ez illeszkedik az R : nincs kozos pontja (mindkét fiiggveny

szigoruan monoton névekvd), igy az
egyenletnek nincs megoldasa.

N
)|

{
MO, 2Yesa K %; pontra.
IS

2 )|
Egvenlewe: y = —3x+ 2.
A kettdvigoll negyzet két fele ui.
egymas tiikdrképe K-ra vonatkozo-
lag. K
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1409_1 Alakitsuk at az egvenletet! ' _1;[:7; Az egyenlet megoldasa az dbrarol leolvashato:

2* = 3x— 1, dbrazoljuk kozos koordi-

3T

+ix le ZL

l

)
y= |sinx

. -lSx  -m 0S5z 0 & 0fm Smw 15z 2% -
' A : '

| _IT

2

M=9—+kz keZ,
natarendszerben az f(x) = 27 és | 6
g(x) = 3x - 1 filggvényeket!
A grafikonole metszéspontjainak elsé
koordindtdja adja az egyenier megol-
dasat:
X = 1; «2:3.
Ezeket az ercdeti egyenletbe helyette-
sitve igaz Allttdst kapunk.

X
1403.] A logaritmus értelmezése miatt x > 0.
- : ; 2 Alakitsuk at az egyenletet!
1401.| A logaritmus értelmezése miatt x~ > 0, azaz itt az R\ {0} az alaphalmaz. log,x = 245
1, X = —
loggx2 =2 B . : .

Hatvinyalakban felirva: 2% =x?
£ = I2, melveket az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve cgyenldséget kapunk.,

LMY

Grafikusan: 0,51og,x° = 1.
Azy=05log,x ésazy =1 metszéspontjainak elsé koordinatdja
xp = 2, illetve x, = 2 uz egyenlet megoldasa.

-

' ' ' 2 N D
f—
Az y=logoxresacy= —x? +5 gralikonok metszésponganak elsé koordinataja
1 x = 2 az egyenlet megolddsa; melyet az credeti egyenletbe behelyettesitve egyenlo-
séget kapunk.
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|140§.| Alakitsuk &t az egyenletet!

1406.

= —xt 4 2%-2 (%)

A jobb oldal teljes négyzewe alakitasa-

val:

@i -2 =—[(x-1D*-1]-2=

= —(x-DP+1-2=—(x- 1) - 1.

Mivel (x—1}° 20 ¥x < R esetén =
-(x-D7—1<0,

igy (=) bal oldala minden x-re pozitiv.

jobb oldala negativ, azaz 1z egyenlet-

nek a valos szamok halmazan nincs

megoldisa. (Az dbrirdl is leolvashatd,

hogy az y =2 és y=-(x—1)"—1

erafikoncknak nincs kézds pontja.)

A logaritmus értelmezése mi-
attx > 0,

Az ‘log2 xl 21 egyenlétlenseg
megoldisa a grafikonrdl leol-

vashaté:}(l; %]u[l —oo[

X

y=—-(x-17-1

2% > 57
Az egvenlotlenség megoldésa a grafi-
konrol leclvashatd: R™,
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e V2
1407, |3 x| = ?

Az dbrérol leolvashato az egyenléilenség megoldasa:

M={xeR|—%+kn£xS%+kﬂ keZ}.

. _u,lh 4;__'1‘.. .

x hax 20
|x|: —x, hax <0.

Abrazoljuk a f(x) = x+ |r] fliggvenyt!

o

v=x+|x

x+x=2x, hax =0 y=4
x = x—x=0 hax<0.

Az dbrarol leolvasva az egyenlStlenseg
megoldaga: ]—oo; 2],

'1409.] Abrazoljuk az f(x) = x+|x| (lasd
1408. példa) és a g(x) = —x+ 3 fiigg-
vények grafikonjat!

A grafikonrol leolvasva a megoldast:
[1; +eof,
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L
' 2x° I2x|, hax =0, : ¥ 942 i o . . 1 1
1410 y = == L y= ¢) Az egvenldtlenség mindket oldalabo! vonjunk ki —-1g x-et, kapjuk: = -1gx 2 0.
x | |nincs értelmezve, hax = 0. y=6 x| 2 2

Bz pontosan akkor teljesill, halgx 2 0. Az x = lgx fiiggvény szigortan morno-
ton novekedd, a O éricket x = 1 eselén veszi fel. tehat a megoldas x 2 1.

A grafikonrél leolvasva az egyenlGtien-

ség megoldasa;]—es; =3[ W 135 +2of.

| | 1413. M={xeR|x<—4v—l<.a:<0vx>l}
E : | A
: ] b M
: 1\, 91 ‘f\
: & y=(x=2)"} AN
s 4 l 3 oy E fi s, 4
-5 -4 -3 0 1 3 x iﬁ LN y=2es
T ! jroosI
i =1 e
§ fn T
\ R
_____ — Y
mlﬂ Az abrirdl leolvashatd, hogy a :y / ,_M?‘ - 4;

3* < 2x + | egyenlétlenségnek a nega-
tiy szamok halmazéan nincs megoldasa.

Ldpommeeee

T o

»‘/
. &
(]
N

’”:—jaﬁ— s

- - mm oo
P

. e | 1414—.! A masodfoku fiiggvény dbrazolasiban segit az 2 6x+7 = (x—3)" -2 atalakitas.
79 * T M=1{23%5)

. ' o
1412, a) Az egyenl6tlenseget 2-vel osztva logs x > 5 adédik. Az x > logx fiiggvény

. N . l, . [y . .
szigorian monoton novekedd, az - erteket x = +J3 helyen veszi fel, tehat az

o

" , : [
egvenlbtlenség megoldisa: x > v3.

p L . Lo ; :
b) Az egyenlétlenséget dtrendezve és 3-mal osztva log, x < 2 adodik. : s

a

Az x> Jog, x fiiggvény szigoruan monoton csokkend, az — értéket x = %/E

ki

helyen veszi fel, tehdt az egyenibtlenség megoldasa x > 3@,

som 509
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M = {-3.6; 0} iy //

y=|x+]|—[ — /

y=—ix-27 +4/

M=R

a) Abrézoljuk ugyanabban a koordinata-rendszerben az x > siny s az x — sin2x

filggvényeket a [(; 2] intervallumon.

¥ oo
4 P y=sindx
L S _ S :
0 C G % =
! A 05% L L3z 1 2r A
1 3 R B o
—14 ¥ = sinx -

A ket grafikonnak 5 kozds pontja van, ebbdl harom a 0; m; 2 helyeken, a ma-

sik kettdt a sinx = sin2x egvenlet megoldasahol kaphatjnk, ezek

; 5. ,
x=Z ggx= Tﬂ: A feladat megoldashalmaza tehat: —!0; —":I—L v :{:r; -Sqﬁ[
3 3 q3 3

510
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h) Abrazoljuk az x > cosx és az x > cos2x filggvényeket a [0; 23] intervallumon.

1l y=cos2r
T 27 I f
' 3 : 300 I‘
0 0.57 e Ddsa 2 X

-
A két grafikonnak 4 kGz6s pontja van, ezek kdziil kettd a 0 és a 2o helyen, A ma-

sik két kdzis pontot a cosx = cos 2x egyenlethdl megkapijuk, ezek

2 : 2 dr
= és jﬁ A megoldishalmaz tehat: |—; —|.
3 3 3 3

1418.; Egy linearis fiiggvénynck, és egy nem 1 alapu exponencialis fiiggvények grafikon-
Jainak 0, vagy t vagy 2 kozds pontja lehet. Ezeket az alabbi 4brdk muratjdk.

Leset: g > 1

i
¥ /X} =a* \'x'“‘m T ¥ y=ax v
/ |\ g
/ ’ | \“\,\_ / e
-,,;/ . = : .

0 koz5s pont (eikeriild} 1 kézds pont (rintd, metszd) 2 kozds pont (metszd)

' Meset: O<ca< |

i ™,
i h , -\6\ 5 ¥
% N
A "
\\\ AN
Sy = ¥ RN y=at y=ax
R S ————

| 5
\\ X ‘ / \\\ X \l

0 kdzos pont (elkeriild) 1 kozos pont (érintd, metszd) 2 kézds pont (metszd)

e
o
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[1419) A baloldal esak 1 < x esetén értelmez-
hetd. Egy gytkos fiigavény grafikonjat
(ami szintén paraboladarab, csak a ten-
gelve az x tengely), és egy masodfokad
fiiggveény grafikonjdt (ami szintén pa-
rahela, csak y-nal parhuzamos tenge-
Ivit) kell dsszevetni. A megoldashal-
maz hatérai ott lesznek, ahol egyenld a
ket oldal, ami 4-gyel valo osztas utin a
kdvetkezo alaka:
Vx-1l=x—6x+5=(x—1Dix—3).

A megoldashalmaz: [1; 5,5].

Ay ]
T y=x-6r+5 |
f
1 S
!
/
. 'T j
f { : .
I\ Iyl
! Pl
- ! . . i
L e
R
e /! _
R :
0 i‘ 3 i85 K
T /
LY #
A Y ¢
: -ik /f
: ) A
~al NS

(1420) Abrazotni kell mindkét oldalt a megadott intervallumon, és megvizsgdini, hogy mi-
kor lesz a jobb oldal a nagyobb. A jobb oldal a koszinuszfiiggvény clioltja, ami ép-
pen a szinuszfiiggvény lesz. A bal oldal a szinuszfliggvény harmadéra zsugoritasa
az x-tengely, majd 2-szeresérc ny(jtdsa az y-tengely mentén. Lasd az abrat! Leol-
vashatjuk, hogy a pirossal jeldlt tartomanyok a jok, azaz az elsd két metszéspont ko-
z0tt, es a harmadiktol egészen 0-ig, majd az 6t5diktdl a hatodikig, végitl maga a he-
tedik pont jo. A megoldas: [-z: —2,23] U [-0,91; 0] W [0,91; 2.23] U {=).

HJ \‘\ L /\ : ! \\
f 11 . ‘.‘ S ;J _ is,
L | Jad i;' AT ‘.2?‘.-?5 4 \) :
f 1 L5 6.f - 3
( j Vel g
- » ——— ! s -
j{f 1 :\| ‘?; 1\1 j, b X
: - A A
: f2. 3 A
o AN A
: s ’J \ / \ i
LN i f \x_./
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Eleve csak a pozitiv x érickek jénnek szoba, kiildnben a bal oldal nem 15 érteh,nez-
hetd. Az dbra alapidn az x = 2 helyen mindket oldal 0, igy ott egyenlok (sz szémo-

1assal is konnyen ellenorizhetd). A bal
oldal egy szigorian monoton I‘I('Z'NE',kff-
d6 fiiggvény, mig a jobb oldal maxi-
malis értéke (pl. O-ban) 1, ¢s a fuigg-
vény 0-10l 4-ig monoton fogyé, igy O
és 4 kozbit tobb ayik biztosan nincs.

Mivel a bal oldal né, egyenloség leg-

x

feljebb addig lehet, amig 10 1:{ 2) <1,

azaz ¥ < 2910 = 2,52. Azonban 4-ig
nincs 1obb megoldas, csak a 2; a 4 pe-
dig mar nagyobb a kb. 2,52-nél, on-
pan mar nem lehet tovabbi gyok.
Tehat csak az x = 2 a megoldas.

. (x+'2)2,hax£l;
feo= x—3 hax>1l. _

b) Az f filggvény grafikonja nem rajzolhaté meg egyetlen vo'nallal (pi’l}"ﬂ.‘i).
) Az f(x) = x + 2 cgyenlet megoldasa az dbrardl leolvashatd: xy = —2;

§
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14234 @ ' i — zérushely: —6;
L S S S A L — minimuma nines;
g Co : ol — maximumhely: 4; a maximum: 4,
i _ a filggvény 4-ig szig. monoton ndvekvd, majd szig. monoton csdkkend.
¢y b e 0; 4]
1425.| a) xex < .x4, ha x > 1.
b) X3 < x? <x2, ha-1<x<0.
> ‘ C)x4<x3<x2,ha0<x<l.
.X_. d) .1:3<x2<x4,hax-<—l.
e x” < x* < x? sosem teljesiil.
f) P =x =x4,ha_x1 =0; x =L
b) Grafikus megoldés  fenti grafikon segitsegével:
M, = {-3,5,0; 54};
M, = [-5;-4.5] v {4}.
1424, a) o.o.oboo b E
' P P
b) — Ertékkészlet: J-co: 4]; ' S N 5
— nem paros, nem paratlan fiiggvény; ST b
514 ' 515
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—

- ' — .
) ¥x <+x <¥x, semmilyen x-re sem teljesiil.
Vx> Yxr>Ax, hax> 1
e) x < 0-ra csak g van értelmezve.
) Ilyen x nincs.

£) x = O-ra mindhérom fiiggvény értelmezve van.

y=logyx

|

a) logax <logax <log,x, hal<x < 1
b) logsx > logax > log,x, hax > |

¢) logsx=log,x =Tog x, hax=1
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Walm [ e A
b — L el . .

a) log, x<log, x<log, x, hax>1,

2 i 4

b)log, x>log, x>log x, haD<x < 1.
2 3 4

c)log, x=log, x=1log, x, hax=1
2 3 1

Az ibra jeldléseinek megfelelden: meg
kell hatdrozni az QCD haromszog terl-
Ietét, C és D koordinétai leclvashatok
az abrardl. Ci6; 6), D(-2; 2).

Tepo = Tasco — (Tape + Tpco)

Tapep = 32
Taop =2
Tpep = 18

Tepp = 32-20 = 12

.
iy
2

. ' t O-i- ]I 3 t t T z
Megjegyzes: -
1. Vegyiik észre, hogy a CDO haromszig derékszogi. CO, illetve DO egy-egy
négyzet atldja, ezért CO = 642, illetve DO = 242,
Ezeket felhaszndlva Tepp = 12.

2. Az dbrdn lithato, hogy az ordinatatengely két haromszogre bontja a CDO harom-
szoget. Ezek egyik oldala, QG kozds, az ehhez tartozd magassag DE = 2, illetve
CF =6.

1.
Tepo = Teoe+ Tpog =7(3-2+3-6) =12
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el .
1435, a)
y=3
[
|
1 C:J
; : by L
| X
.
I. o2e -0 ©
' R IS T A |
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a)

1436.]

™
I
-
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@?ﬂ A satirozott tartomény része 4 3 sugard, origd kizépponta kir belsejének és hatir-

pontjainak, tehat ar egyik egyenltlenség: (1) 2 + ¥% < 9. A misik tiggvénygor-
be. ami alatt helyezkednek el a satirozott pontok, az x > 3 - x| fliggvény képe,
vagyis a masodik egyenldtlenség: (2) v <3| x|. (1) és (2) k6265 megoldisa a sa-

tirozott sarga tartomdny: 9~ x% < y <3 x|

A satirozott tartomény egy korszelet, tehat a hir egyenese alatt levé pontok és a kor-
lemez belsejének és hatirinak kozos pontjai adjak a tartomanyt, A hur-egyenes
cgyenlete leolvashato: ez az x 5 4 — x figgvény képe, tehdt (1D YE4-x Akdr
kézeppontja a Ki4; 4) pont, sugara 4 egység, tehdt egyeniete:

-4+ (y-42 = 16,

Mivel a belsejérdl van szé, ezért (2) (x—4)° 1 v -4? < 16. Tehat az (1) s (2)
egyenlitlenségrendszer megoldashalmaza a satirozot tartomény: - \

—
d-yl6—(x—4)Y S y<d-y

Ebpen az esetben egy parabola alatti és egy egyenes feletti tartornany kézés része a
salirozott tartomany. Az egyenes egyenlete, mivel dtmegy a (0; 2), illetve a (—5: O)
ponton, y = §x+ 2, azaz az egyenlSilenség: (1) y 204y +2. A parabola egyen-

lete: y = —(x + 1)% + 3. Mivel a parabola alalti rész kell: (2) y<—~{x+D)?+3. Te
hat az (1) és (2) cgyenltlenségrendszer megoldashalmaza a satirozott tartomény:
04x+2<y < —(x+ )2 43,

124
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sebesség idé ut
_k_['n A
(TJ (h) km)
lovas kocsi 12 t 12¢
kerékpiros | 20 | -2 20(2-2)

Az dltaluk megtett ut azonos: 20(¢—2) = 121,

Az utat a lovas kocsi r = 5 dra alalt tette meg, a kerékpiros pedig 3 ara alatt.

A megtelt at 60 km. :

Ha a grafikont tigy keészitjiik el, mintha 2 draval késébb indult volna el a lovas kocsi,
¢s egyszerre értek volna a virosba, akkor az brardl leolvashaté a jarmfivek menet-
ideje és a falu-varos tavalsag,

§ (k) kerékparos lovas kocsi

60|
50+
40 -
307
20+
10+

Az dbran feltiintettiik az A-bdl és B-bol
indulo gépkocsik (t-idé grafikonjat,
Az AMA’A ~ B'MR A, Ezeket ax AB-
vel parhuzamosan hizott, M-re illesz-
kedd egyenes két, paronként ngyan-
csak hasonld haromszégekre bontja.

ut (km)

ACM A ~ B'DM A, ezért felirhaté: 24
24 —x _ 1_5_
x ot
f}’CM A ~ BDM A, ezért felirhatd: A 6 (i
24-x X
= —, (\2()
X 5

15 . —
Ezekbil kapjuk: % - 73 aeaz 1% = 75, illetve 0 < ¢ = 543,

Tehat a taldlkozasig eltelt idd 543 perc = 8,66 perc.
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Az A-bd] induld gépkecsi tehat 5v3 +5=13.66 (min),
a B-bd] induld pedig 53 +15 = 23,66 (min) idét t6lt6tt dton.
A «-gal jelzett egyenletet Sx-szel szarozva €s a kapott 7 értéket behelyettesitve kapjuk:

524 -x) = S\Ex, innen
24 —x = x4/3
24 24R3-1)
x = = =
v3+1 2
tivolsaga 12(v3 — 1) km = 8,78 km.

= 12(\5 —1), tehat a talalkozasi hely A-16l valé

Az A-bol induld kocsi a talalkozasig lZ(x’g —1) km = 8,78 km utat tett meg.
X _ 12(+/3 = 1) C12(3-43) 4(3—\35)

, tehat az A-bol indulo kocsi sebessége:

! 543 15 5
43-+/3) km —. k
Tj M 483 -v3) S . 60,86 2.
min h h
U-—x 24-1263-1) 36-1243 12(3-1 __, L
; 5\5 = SVCJ; = 5 , tehat a B-bol indulo kocsi
. 12(W3-1) km ¢
sebessége: eV —_—= 144-(*\5 -1 m =~ 105,42 E
S min h h
. g i km
ut km} 1dé (h) sebesség Y
A talalkozasig
a motorkerékpér 180 3 60
a gépkocsi 180 2 90
utana
a motorkerékpéir 60 1 60
a gépkocsi (visszafelé) 180 ] 120

a) Indulds: Adam 8 érakor, Eva 9 érakor, egymdstol vald tavolsaguk 15 km,
b) Tallkozas: 10 érakor, Adam indulési pontjatal 10 km-re,
c) Az egyiitt t&ltétt ido: fél ora.
d) Elvalasuk utin célba értek: 2,5 6ra milva Adam; 1 éra mulva Eva.
A cél a sajat kiindulasi pont volt.
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A farkassal valé talalkozdsig Piroska otthontél 2 km-re jutott 40 perc alatt. A sebes-

. . . (km
sege ezert —2‘ =3 \_h-]
3 |
A 2 km-es ut a teljes ut %—a, a teljes ut hossza tehat 6 km.
Az eredeti sebességgel a 6 km-t 2 Ora alatt tehette volna meg. A kitér§ miatt Piroské-
nak a hairalévd 4 km-es utat 60 perc alatt kell megtennie, mert nem akarja a nagyma-

k
mat megvarakoztatni. Tehdt ez utobbi szakaszon 4 —E]E sebességgel kell haladnia.

f(x'):1x+2]—l xeR; g(x)z—éx+l xeR.

]x+2|—l=—éx+1

A megoldasok az Abrardl leolvashatok: x; = 0; x; = 5.
Mindkét érick kielégit a felirt egyenletet.
f(x)=|x—3!. xeR; g(x)=(x—2)2—1 xe R,

Az abrarél leolvashaté az | x 3| = (x— 2)%— 1 egyenlet megoldasa: x; = 0; x, = 3.
Mindkét érték kielégiti a felirt egyenletet.

g(x)z%x—;«% xeR.

, 1 1 ,
Az Abrarél leolvashato az ' x +1 = Ex + > egyenlet megeldasa: x; = —1; x, =3,

fly=+x+1  xz-L

Mindkét erték kielégiti a felirt egyenietet.

f(x):—%x+2 xeR; gix)=log(x -1} x>1.

1 .
Az dbrardl leolvashatd a log,(x -1) = —Ex + 2 egyenlet megolddsa: x = 3.

Ez az arték kielégiti a felir egyenletet.

2) A beruhdzés 5 darab 140 Ft-os égd, ami 700 Ft. Erre vérhatoan 800 éra utén tijra

sziikség lesz, és 1600 oranal ismét (a kovetkez6 2400 Gra mar ,,iatlog” a kivant in-
tervallumon). Az &t izzo teljesitménye 0,5 kW, tehdt ordnkent 0,5 kWh-t fogyasz-
tanak, ami 12 Ft. Tehat, ha ¢ ora jelenti a kezdendl eltel iddt, akkor a koltség:
700 + 12, ha 0 < ¢ < 800,

1400 + 12¢, ha 800 < ¢ < 1600,

2100 + 12¢, ha 1600 < ¢ < 2000.
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700

300 1600 2000 O
(Lasd a 3684. feladatat!)

1452, a) Teeyiik fel, hogy x a sonkas-sajtos, y pedig a szalamis-paprikas szendvicsek sza-

ma. Bkkor a mennyiségi viszonyok feitéreleket szabnak, hogy hény szendvics

készithetd:

(1) 4x + 4y < 300, mivel 4-4 dkg kenyér kell, és dsszesen 3 kg = 300 dkg van,

(2) x+ ¥ < 30, mivel 1-1 dkg vaj kell, és dsszesen 5 db 10 dkg-os (= 50 dkg) van,

() 3x < 50a ,sonka
feliétel”,

(4) 2x < 50 a ,sajt Y
feliétel”, ;

(3)y < 30 a,szalami
feleétel”,

(6) 3y = 40 a ,,paprika
feltéte]”.

A koordinata-rendszer 30 %
azon nemnegativ egész
koordinataja pontjai,
amelyekre ezek a felte- 30
telek teljestilnek, adjik 27
az a) megoldast, amit
igy siklartorodnyok 13
kbzos reszeként ka-
punk mag.
(Lasd uz abrdt!) 152 2 75
2

(3) szalami
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Eredményiil {(x;¥) € ZxZ]0 < x < 16; 0 < y < 13} adddik, tehat egy téglalap
racspontjainak halmaza. Mivel csak egész szamok johetnek szdba, 1714 =
= 238-féle lehetdség van (mivel 0 is Jehet barmelyik). '
jg)] Az a) részben megkapott tartomanyon kell a bevételt, a 140x + 160y mennyiségeat
" maximalizalni. Ez mind x-pek, mind y-nak monoton névé fiiggvenye, igy akkor
lesz a legnagyobb, ha x és y is a lehetd legnagyobb. Ez x = 16; ¥ = 13 esetben
kéveikezik be, ekkor a bevétel maximuma 140+ 16 + 160 - 13 = 4320.

Masik megoldds:
Grafikusan gy fogalmazhaté meg a kérdés, hogy a 140x + 160y = ¢ egyenletl
egyenesek koziil melyik haladhat a ,legmagasabban” tgy, hogy még legyen ko-
zis pontja a lehetséges megoldasckat jelzd (csak racspontokbadl allol) wglalap-
pal. 20-szal vald egyszer(sites utdn a 7x + 8y = ¢’ egycnletil egyenesek kdzdit
keressiik a megfelelét. Ezek mind egymissal parhuzamosak, normalvektoruk a
(7, 8), iranyvektoruk a (8; —7) vektor. A Llegmagasabban” halado, alkalmas
egyenes dtmegy a {16; 13) ponton; innen eppen két irdnyvektornyival ,,visszafe-
1¢” 1épve eljutunk a iengelymetsectig: 13 —2(-7) = 27. Visszahelvettesitve azt
az ercdeti kifejezésbe, annak maximuma tehat:

140x + 160y = 140 - 0 + 160 - 27 = 4320.
Ezi persze most is megkaphatjuk 140 - 16 +160 - 13 modon is.
Megjegyzés: az ilven tipush feladatot nevezik linearis programozasnak vagy op-
timumszamitasnak. A gazdasagi életben gyakran elSfordul — szintén haszon-ma-
ximalizdls vagy épp koliség-minimalizilas formajiban —, ennel persze joval bo-
nyolultabb feltételrendszerekkel. A most ismertstett koordindtageometriai méd-
szeren kiviil Iétezik matrixalgebrai megolddsi mod is; és természetesen a gyakor-
lati életben a szamitastechnikat hivjak segitségiil a megoldashoz.

a) A K, kuiatocsoport.

b) A szdveg szerint az éves energiatermelés 1,7 egység. Mindket kutatoesoport sze-
rint a 10. évben szorul elszdr energiaimportra az o1szag.

¢) A 7. évre mindketts 1,5 egységnyi energiafogyasziast josol.

d) Kb. 0,08 egység, ami a jelenleginek 8%-a.

) A 7. évre jésolt fogyasztas mindkét esetben jo kiindulopont: i
_ linearis novekedés esetén ¢ év milva a fogyasztas: fi(r) =1+ [—)_,—3 -t

— exponenciilis ndvekedés esetén ¢ év mulva a fogyasztas: fln= Hfﬁ) .
5 ¢ V15
ﬁ(15)=-1+%-1_5=2,07; nas=(yLs) =2.38.

A K, kutatdesoport szerint 2,38, a K, szerint 2,07 egység lesz a 15 év mulva var-
hato energiafelhasznilds.
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a) Az 3. évben az energiafelhaszndlds a grafikon szerint 97,5 egység, ezért ebben az
évben 7.5 egyseégnyi impaortra van sziikség.

7- S - . ey -
97‘5 = 0,077, azaz az encrgigimport az éves ¢nerziafelhasznalis 7,7%-a.
by A 9. évben.

. 3
¢) Evente 3 egységnyi energiat exportalhatnanak, 7 0,034, azaz az energiaex-

port az éves energiafelhasznalas 3,4%-a lehetne.

a} Ha az elsé kocsi x, a masik kocsi y esethen fordul, akkor a mennyiségre:
8x+ 10v = 250.
Az ennek (és persze még az x, y € N feltételeknek) megfeleld (x; v) pontparok
alkotjak a lehetséges megoldasok halmazat. Koordinata-rendszerben dbrazolva
egy siktartomanyt (illetve annak csak egész koordinatjd pontjait, racspontjait)
kapjuk eredményiil.

3

&x+ 10y = 250\_2\1\ o L

20+ R L

15+ mbq{t. //

10+ oy

3 -~ , w\%*

0 10 20 30 x

b) Az elsG kocsi 30x, a masodik 40y id6 alatt szailitja el a ra juté adagot. Ha egy-
szerre kezdenek dolgozni, akkor ezek koziil a nagyobbik egyuttal a teljes sz4lli-
tasi 1dSt is jelenti. Ezek koziil a legrovidebbet tehit ¢gy kapjuk meg, hogy mind-
egyik a)-beli lehetséges megolddsbol kepezziik a (30x; 40y) szampart, vessziik
ezek maximumirt, és megkeressiik e maximumok halmazénak minimumat:
min{max(30x; 40y} }. Ha barmelyik, rogzitett x mellett néveljiik y-t, vagy fordit-
va, a max(30x; 40y) érték nem csokken (né, vagy ugyanannyi marad), tehét ezek
minimumat csak a tartomany hatara (a 8x + 10y = 250 egvenes) mentén fekvd
racspontokban érdemes keresni. (Az dbrin jeldltiik ezeket.) Eldszor megkeres-
siik, hogy a 30x és 40y kdziil mikor melyik a nagyobb. A 30x = 40y egyenldség-
bdl y = 0,75x (az ennek megfeleld egyenest is bejeloliitk az dbrén); ezt behelyet-
tesitve a 8x + 10y = 250 egyenletbe Kapjuk: x = 16,13, és ebbdl y = 12,10. A
tartominy hatdran tehat ezen metszésponttol ,balra felfelé” (kisebb x-ek, na-
gyobb y-ok esetén} a 40y lesz a keresett maximum (mivel nagyobb a 30x-nél),
.Jobbra lefelé” (nagyobb x-ek, kisebb y-ok esetén) pedig forditva. A bal oldali
szakaszon a 25 és 13 kozti y-okra a 40y egyre csbkken, tchat 13-nal van a mini-
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muma; a jobb oldali szakaszon a 17 és 32 kozt x-ekre a 30x egyre nd, tehat 17-nel
van a minimuma. Azaz a meiszéspont, a ,szercpvaltas” kéi szomszédos racspont-
jat kell csak Ssszevetni az abszolut minimum megtalalasahoz. Ezek a (16; 13)ésa
(17: 12). Az elsére 40y = 520, a masodikra 30x = 510, ez a kisebb. A szallitasi idS
minimuma tehdt 510 perc (8,5 éra); ha a kisebb (de gyorsabb) kocsi 17, a nagyobb
(de lassabb) 12 fordulot teljesit. (Az utolsé fuvarra a kisebb koesinak csak 2 t teher
marad, tehat akir a 30 percnél hamarabb is teljesitheti ezt a fordulot.)

a) 27 000 dollir.

b) 20 000 dollarrol 7000 dollarra csékkent a GDP; a cséikkenés az eredeti érték 65%-a.
¢) A 7. évtSl a 20. évig minden évben.

E;S__’ZHF a) 4 év alatt.

b) Az A orszaghan 2-szeresére, a B-ben kb. 1,25-szdrisére.
c) A orszag 4,5 év, B orszdg 7.5 év alatt.
d) 10 év alatt kb. 750 dollarral nétt, tehat évi 75 dollaros emelkedes kellett volna.

a) 4 ezer eurd; a K orszagban iobb.

b) A grafikon alapjan kb. 14,8 ezer euré a legnagyobb kiilonbseg, es ez kb. 78 év
mutlva kivetkezik be (100 éven beliil);

a K-ban ekkor a képlet szerint 2 - 1,05 78 - 89.91 ezer eurd, az N-ben a képlet
szerint 0.8 1,06"?8 = 75,33 ezer eurd lenne az egy fore jutd GDP.

¢) Kériilbeliil 97 év muilva lenne a két orszdgban azonos az egy fore jutﬂc'» GDP
(228 ezer eurd). Ujabb 3 év elteltével N-ben mar nagyobb lenne az egy fore juto
GDP (305 ezer eurd), mint K-ban (290 ezer euro).

1459, a) Az egyenlet megoldasa az f fliggvény zérushelye: 97,

b) A megadott egyenlétlenség megoldashalmaza azonos az f(x) < 0 egvenldtlensé-
gével: 197: 100].

¢) — maximumhely: 78; a maximum: 14,8;
— minimumhely: 100; a minimum: —8,5.

a) 1%-kal nytlt meg: 151,5 cm hosszil a szdl.

b) Harom eset van. Az egyik esetben a megnyulds 1,7%-0s, a masik esetben 5,_5 Go-
08, a harmadik esetben 15%-o0s. A megfeleld hosszak: 1526 cm, 158,3 cm, illet-
ve 172,5 cm. N

c) A megadott hossz 3%-0s megnyulast jelent. Az ehhez tartozo hizoerd 75 N. '

d) A 60 N-nil kisebb huzoershdz 1,3%-nal kisebb megnyulas tariozik, tehat a szal
hossza 152,0 cm-nél kisebb volt.
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@ a} 4,2 masodpere.

b) A legnagyobb: 0,8 V; a legkisebb: 0,8 V.

¢) +0,5 V-nal nagyobb volt a fesziiltség kb. (.08 -+ = }
et seg kb, (0,08 + 0,09 + 0,09 + 0,06 = 0,32 ma-

~0,§ V-nal k{sebb volt a fesziiltség kb, 0,05 + 0,09 + 0,09 + 0,08 = 0,31 masod-
percig; azaz 0sszesen kb. 0,63 masodpercig haladta meg 4 fesziltsée ,abszoh'ltér—
teke a (.5 voltot az els§ 2 masodpercben, i}

d) 14-szer.

1462, a) A levélzéld szinre.
b) A kék és a virGs szin esetéhen.
¢) Alevelzdldhoz kdzeli sététebb és vila
ebbe 4 tartomanyba esik.

H

gosabb z6ldek, a sargdszild és a sirga szin

1463, a) f(=10) = 1,5440; £(-5) = 1,459; tehat f(— 10) > f(—3).
b} A minimumhely 17.4; a minimum ériéke -27.

¢) Az egyenlet megoldésainak szdma az f zérushelyeinek sza

o grabkon slaniin maval egyezik meg. Fz

4. a) 0,69; 4,82
by 1,6" =138 = 2x;; 1,6 =964 =2x,

le_la{rﬁﬁ/

—

|- ‘4 g 4
a} Ekkor az ]y| > egyenlétlenséget kell megoldani. Ennek megoldasa;

Il

T 5T T 1r
17 +ET <t <fl—2—+k7_“vagy E—+kT<z<F+kT {(k e N).

b) Ekkor az

y‘ > 3 egyvenlotlenséger kell megoldani. Ennek megoldasa (kizelito-

leg): 0.05T + KT < t < 045T + AT vagy 0,557 + kT < ¢ <0.95T+ kT (k € N).
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A -
¢) Ekkor az |u > — egyenldtlenséget kell megoldani. Ennck megoldéasa (kizelitd-

"~

leg): 0,047 + kT < t < 046T + KT vagy 0.54T + kT < t < 0,967 + KT (k € N),

Az elsé esctben havi tOkésilés mellett, ha » honapig van bent a pénz, akkor
1 000 000 - 1,005 Ft-ra novekszik. Bz az elsd év végére: 1 061 678 Fi. Ez egy expo-
nencidlis fiiggvény. A méasodik esetben mindig csak az eredeti 6sszeg havi 1,5%-a
a névekmény. lgy n honap mulva az 8sszeg: 1 000 000 + 1 000000 - 0015 - n =

= 1 000 000 (1 + 0,015x) Ft lesz. Bz egy linedris fiiggvény. Révid tdvon a magas
kamat miatt jobb a masodik modszer, de hosszabb tavon biztos az elsd a jobb. Gra-
fikonrol leolvashatd, de monetonitasi megfontolasokbdl is adddik, hogy a masodik
metszéspontjuk utan jobb lesz az elsd. y
Egy év, azaz 12 honap még keves id6t
jelent, ekkor még majd 120 000 Ft-tal
jobb a masodik modszer, Ez sokaig igy
is marad, még 30 év (= 360 honap)
mulva is a masodik a jobb (6 022 573,
tlletve 6 400 000 Fr).

S0 év {= 600 hénap) utan viszont mar
majdnem 10 000 000 Ft-tal az ¢lsd ja-
vara billen a mérleg (19 935 933, illet-
ve 10000 000 Ft). A fordulat a 383. 1
honapban (tehdt a 32. év vége fele) ko- _ . . _ a2 (hénap)
veikezik be, 6 737 000 Ft betétérek- 100 200 300 400

nel.

toke (millio Fr}

1.-1.005%

~1 oA D
——

—_ b3 ) e Lh o
A
f————t

A legegyszeriibb, ha a kor kdzéppontija R
az origd, ekkor az elsd egyenlotlenség
az (1) x°+y? < 25. Keresni kell egy
& cm hossza mirt. Tudjuk, hogy a hir
felezBmerblegese éppen a kozeppon-
ton megy keresztiil: a fele hir 4 egy-
ség, a sugar 5, akkor a Pitagorasz-tétel
miatt a hir felezGpontja 3 egységre
van a kor kdzéppontjatdl. Az egyik
legegyszeriibb ilyen hiir az x = 3 egye-
nes, ekkor a (2) x = 3 egvenlotlenség
a masik, amivel az egyenestdl jobbra
lev$ pontokat jelolrik ki. Tehat (1) es
(2)-nek kozds megoldasa egy kdrsze-
let, amelynek hirja éppen 8 egység
hossz1.
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1468, Ir = (x—=1, hax=>1; ‘ ': ¢) A haszon 30x + 60y lesz, ehhez a felté¢teleknek megfelels x, y lehetdségek kozil
— 1—(,:5 —1), hax <1, igy kell kivalasztani azt, amelyikre maximalis lesz a haszon. Eldszér dbrazoljuk a két
feltételnek megfeleld tartomanyt, majd a 30x + 60y = A egyenesek koziil keres-

—_—
bt

¥-l+x _ A2x-1 . e .
2|x—li+x _ (g o 2% hax21; " siik a maximalis A-t, amelyre még az egvenesnek van a megengedett tartomény-
A 4 H =1 e . ]
Abrazoljuk az x s 27 fiiggvényt' 1 I Caapl”
. ., , 1 : - \
Az abrardl leolvashato az egyenlet J \
! =] | ) 4
megoldésa: x < I. T 5 2074,
2 i \
b
[ 400 L\
. > 3 «
-1 U 1 X ! 100 B IR Wl et

.
.

e (2)

1469] M = [~2;—1[ L 1: 1] S -

. i .
'v \ "-\-\.\_\_\_\_H-\--H\-\-

y=kl-1 100~ 200 300 400 X

Az abraré] leclvashatd, hogy a megengedett értekek a satirozott tartomany egész
27 +—0 koordinatdju pontjai, mig a keresett egyenes parhuzamos a fekete egyenesscl.
Latszik, hogy a piros lenne a legjobb, a megengedett tartomany csucsén at, de
¥ =3gn{x) chhez tudni kell, hogy az egesz koordinataja pont-e? Ez azonban teljesiil, mert a
két hatdr-egyenes metszéspontja a kielégiti a 3x + y= 240 és x + 3y = 400 egyen-
: letrendszert, amelynek megoldasa x = 40; y = 120, igy a maximalis haszon:
) (O S S S e e ; 30 - 40 + 60 - 120 = 8400 Ft.
‘ (1) 3x+y <240

6 5 4 3

J:l@ a) Egy kg altalanos tapsohoz kell 0,75 kg A-bol, &s 0,23 kg B-bdl. Egy kg paradi-
csomnak vald tipsohoz kell 0,25 kg A-bol és 0,75 kg B-bSL. Tehat mivel A-bol
cgak 60 kg-ja van, ezért 0,75x + 0,25y < 60 kell teljesiiljon. !
b) x darab 1 kg altalanos tdpsohoz kell 0,25x kg a B-bdl, mig y darab | kg-os para-
dicsomnak valé tipsohoz 0,75y kg kell B-bsl, Ha B-bél 100 kg van raktdron, ak-
kor a 0,25x + 0,75y < 100 egyenlotlenségnek kell teljesiilnie.

& -1 (2} x+3y <400
A saurozott teriilet a2 , megengedett vagy lehetséges értekek™ halmaza.
= T2 3x+y = 240 /-3 9y + 3y = 720
| x+3y:400 I+3}'=4OO
——C + =3 i 8x = 320
x=40
}.’ = 120
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